
ALGEBRA
Poǉa

Zoran Petrovi�

Deseto predavaǌe

Zapoqnimo ovu lekciju jednim primerom.

Primer 1 Proveriti da je sa:

f(p(X)) = p(i),

gde je i imaginarna jedinica, definisan jedan homomorfizam f : R[X] → C i
primeniti na taj homomorfizam teoremu o izomorfizmima prstena.

Nije texko proveriti da je f zaista homomorfizam prstena. Neka su
a(X), b(X) ∈ R[X] i neka je c(X) = a(X) · b(X). Tada je

f(a(X)) = a(i) = a0 + a1i+ a2i
2 + · · ·+ ami

m,

f(b(X)) = b(i) = b0 + b1i+ b2i
2 + · · ·+ bni

n

i
f(c(X)) = c(i) = c0 + c1i+ c2i

2 + · · ·+ cm+ni
m+n,

pri qemu smo pretpostavili da je stepen polinoma a(X) jednak m, a
stepen polinoma b(X) jednak n. No, znamo kako se mno�e polinomi, pa
je za k = 0,m+ n:

ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0,

pri qemu je naravno ai = 0 za i > m, odnosno bj = 0, za j > n. No, tada
je jasno da je zaista

c(i) = a(i) · b(i),

te je
f(a(X) · b(X)) = f(a(X)) · f(b(X)).

Jox lakxe se proverava da je f(a(X)+b(X)) = f(a(X))+f(b(X)), a jasno
je i da je f(1) = 1 (konstantan polinom ima konstantnu vrednost).

Teorema o izomorfizmima za prstene daje slede�i izomorfizam:

R[X]/Ker(f) ∼= Im(f).

1



Identifikujmo sliku i jezgro homomorfizma f .
Ukoliko je a+bi proizvoǉni element iz C, jasno je da je f(a+bX) =

a + bi, pa je f ,,na”. Pretpostavimo da a(X) ∈ Ker(f). To znaqi da je
a(i) = 0. Dakle, a(X) je polinom sa realnim koeficijentima qija je
jedna nula kompleksan broje i. Iz sredǌe xkole nam je poznato da
je tada i −i obavezno nula tog polinoma. No, α je nula polinoma
a(X) ako i samo ako X − α deli a(X) (ovo smo ve� imali prilike da
koristimo). Dobijamo da i X − i deli a(X), ali da i X + i = X − (−i))
tako�e deli a(X). Polinomi X − i i X + i su uzajamno prosti, pa
zakǉuqujemo da polinom X2 +1 = (X− i)(X+ i) deli a(X). Prema tome,
ako a(X) ∈ Ker(f), onda (X2 + 1) | a(X). To se mo�e zapisati i ovako:

a(X) ∈ Ker(f) =⇒ a(X) ∈ 〈X2 + 1〉,

gde naravno 〈X2+1〉 oznaqava glavni ideal generisan polinomom X2+1.
Jasno je da va�i i obratno. Naime, ako a(X) ∈ 〈X2 + 1〉, to znaqi da
je a(X) = q(X)(X2 + 1) za neki polinom q(X), no tada je

f(a(X)) = f(q(X)(X2 + 1)) = f(q(X))f(X2 + 1) = q(i)(i2 + 1) = 0,

pa a(X) ∈ Ker(f). Zakǉuqujemo da je Ker(f) = 〈X2 +1〉, te va�i izomor-
fizam

R[X]/〈X2 + 1〉 ∼= C.

♣

Uradimo jox jedan primer.

Primer 2 Dokazati da je Q(
√

2) := {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} jedno potpoǉe
poǉa C. Primeniti teoremu o izomorfizmima za prstene na homomorfizam
f : Q[X]→ Q(

√
2) definisan sa f(a(X)) = a(

√
2).

Jasno je da je razlika dva elementa iz Q(
√

2) tako�e u Q(
√

2). Prove-
rimo to za proizvod.

(a+ b
√

2)(c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2,

a kako su ac + 2bd i ad + bc racionalni brojevi ako su to a, b, c, d, za-
kǉuqujemo da (a+b

√
2)(c+d

√
2) ∈ Q(

√
2). Da bismo pokazali da je Q(

√
2)

potpoǉe poǉa kompleksnih brojeva, treba jox samo da proverimo da
je inverz svakog ne-nula elementa iz Q(

√
2) tako�e u Q(

√
2). Prime-

timo da je a + b
√

2 = 0 ako i samo ako je a = b = 0. Naime, ukoliko
pretpostavimo da je b 6= 0, a a + b

√
2 = 0, dobijamo da je

√
2 = −ab , pa

bi
√

2 bio racionalan broj, a znamo jox iz sredǌe xkole da to nije
sluqaj. Dakle, ukoliko je a+b

√
2 6= 0, to je (naravno da je i a−b

√
2 6= 0

za a, b ∈ Q):

1
a+ b

√
2

=
1

a+ b
√

2
· a− b

√
2

a− b
√

2
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

a

a2 − 2b2
+

−b
a2 − 2b2

√
2 ∈ Q(

√
2).
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Na isti naqin kao i u prethodnom primeru, proverava se da je f ho-
momorfizam. Osim toga, kako je f(a + bX) = a + b

√
2, vidimo da je f

,,na”. Poka�imo da je Ker(f) = 〈X2 − 2〉.
Ukoliko a(X) ∈ 〈X2 − 2〉, to je a(X) = q(X)(X2 − 2) za neki polinom

q(X) ∈ Q[X], pa je

f(a(X)) = f(q(X)(X2 − 2)) = f(q(X))f(X2 − 2) = q(
√

2)((
√

2)2 − 2) = 0.

Dakle, 〈X2 − 2〉 ⊆ Ker(f). Poka�imo da va�i obratna implikacija.
Neka a(X) ∈ Ker(f). To znaqi da je a(

√
2) = 0, pa (X −

√
2) | a(X). Da

bismo pokazali da (X2 − 2) | a(X), potrebno nam je, a i dovoǉno, da
poka�emo da i (X +

√
2) | a(X), tj. da je a(−

√
2) = 0. Neka je

a(X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n.

Kako je a(
√

2) = 0, to je

a0 + a1

√
2 + a2 · 2 + a3 · 2

√
2 + · · ·+ an(

√
2)n = 0.

Prirodno je dakle razdvojiti parne stepene od X i neparne stepene
od X. Pretpostavimo, zbog jednostavnosti oznaka, da je n = 2k (ako je
n neparan broj, to dodajemo jox jedan koeficijent koji je jednak nuli
— to ne meǌa nixta u polinomu, samo u zapisu). Dakle,

a(X) =
k∑
i=0

a2iX
2i +

k−1∑
i=0

a2i+1X
2i+1.

Dobijamo da je
k∑
i=0

a2i2i +

(
k−1∑
i=0

a2i+12i
)
√

2 = 0.

Kako su as ∈ Q, to mora biti

k∑
i=0

a2i2i i
k−1∑
i=0

a2i+12i = 0.

No, odavde dobijamo da je i

k∑
i=0

a2i2i −

(
k−1∑
i=0

a2i+12i
)
√

2 = 0,

a to upravo znaqi da je a(−
√

2) = 0 ((−
√

2)2i = 2i, a (−
√

2)2i+1 = −2i
√

2).
Ovim je zavrxen dokaz da je Ker(f) = 〈X2−2〉, te dobijamo izomorfizam

Q[X]/〈X2 − 2〉 ∼= Q(
√

2).

♣
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Napomena 3 Mogli smo i kra�e dokazati da je Ker(f) ⊆ 〈X2 − 2〉. Naime,
ako je a(X) ∈ Ker(f), podelimo a(X) sa X2 − 2. Dobijamo da je a(X) =
q(X)(X2 − 2) + r + sX, za neki polinom q(X) ∈ Q[X] i racionalne brojeve
r, s. Kako je a(

√
2) = 0, dobijamo da je r + s

√
2 = 0, a kako su r, s ∈ Q, to je

r = s = 0, tj. a(X) ∈ 〈X2 − 2〉. No, nije loxe videti i onaj du�i dokaz, pa je
zato i prezentiran.

Izanalizirajmo malo xta smo dobili u prethodnim primerima.
Posmatrajmo, da se tako izrazimo, ,,levu” stranu u dobijenim izomor-
fizmima. Vidimo da se u oba sluqaja radi o koliqniqkim prstenu
prstena polinoma po idealu koji je generisan jednim nerastavǉivim
(nad poǉem Q) polinomom drugog stepena. Ostavimo za sada po strani
qiǌenicu da je polinom drugog stepena i koncentriximo se na to da
je on nerastavǉiv. Koliqniqki prsten je u oba sluqaja zapravo poǉe.
To, naravno ne mo�e biti sluqajno. Dokaza�emo slede�u va�nu teo-
remu.

Teorema 4 Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X] \ {0} nerastavǉiv polinom.

a) E = F [X]/〈a(X)〉 je poǉe.

b) Poǉe E sadr�i potpoǉe izomorfno poǉu F .

v) Polinom a(X) ima bar jednu nulu u poǉu E.

g) Na osnovu a) mo�emo smatrati da je F ⊂ E. Tada se E mo�e videti i
kao vektorski prostor nad poǉem F i dimenzija tog prostora jednaka je
stepenu polinoma a(X).

Dokaz. a) Znamo da je E komutativni prsten sa jedinicom. Treba
da doka�emo da je E poǉe, tj. da svaki element iz E koji nije nula
ima inverz u odnosu na mno�eǌe. Oznaqimo ideal 〈a(X)〉 sa I. Dakle,
E = F [X]/I i nula u tom prstenu je zapravo 0 + I = I. Pretpostavimo
da je c(X) + I 6= I, tj. da c(X) ne pripada idealu I. To znaqi da
a(X) ne deli c(X). Kako je a(X) nerastavǉiv polinom, zakǉuqujemo da
je najve�i zajedniqki delilac polinoma a(X) i c(X) jednak 1. Stoga
postoje polinomi p(X) i q(X) za koje je

a(X)p(X) + c(X)q(X) = 1.

Prelaskom na koliqniqki prsten dobijamo jednakost

(a(X) + I)(p(X) + I) + (c(X) + I)(q(X) + I) = 1 + I.

S obzirom na qiǌenicu da je a(X) ∈ I dobijamo da je

(c(X) + I)(q(X) + I) = 1 + I,

te element c(X)+ I zaista ima inverz u E. Zakǉuqujemo da je E poǉe.
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b) Definiximo homomorfizam f :F → E sa f(α) = α+I za sve α ∈ F .
Kako su jedini ideali u ma kom poǉu {0} i celo poǉe, to zakǉuqujemo
da je Ker(f) = {0} (jezgro je uvek ideal, ali ne mo�e biti jednako
celom poǉu poxto se pri homomorfizmu jedinica slika u jedinicu, a
ne u nulu). Dakle, homomorfizam f uspostavǉa izomorfizam izme�u
F i slike od f , koja je potpoǉe od E.

v) Uoqimo element X + I u E. Oznaqimo ga sa X̃. Oznaqimo i
element a + I sa ã, za a ∈ F . Ukoliko je a(X) = a0 + a1X + · · · anXn,
dobijamo da je

a(X̃) = ã0 + ã1X̃ + ã2X̃
2 + · · ·+ ãnX̃

n

= (a0 + I) + (a1 + I)(X + I) + (a2 + I)(X + I)2 + · · ·+ (an + I)(X + I)n,

= (a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n) + I = a(X) + I = I,

te dobijamo da X̃ zaista anulira polinom a(X).
g) Kako E sadr�i potpoǉe F ′ izomorfno sa F , zaista sa algebarske

taqke mo�emo smatrati da je F ⊂ E. U ovom sluqaju ka�emo i da je
poǉe E jedno raxireǌe poǉa F . Naravno da elemente poǉa E mo�emo
sabirati, ali, s obzirom da je F ⊂ E, mo�emo ih i mno�iti elemen-
tima iz F . Na osnovu svojstava operacija u poǉu E dobijamo da je
E zaista vektorski prostor nad F . Dimenziju tog prostora zovemo i
stepen raxireǌa poǉa E nad F i oznaqavamo sa [E : F ]. Nax zadatak
je da doka�emo da je [E : F ] = deg a(X). Dokaza�emo zapravo da je

[1 + I,X + I, . . . , Xn−1 + I]

jedna baza prostora E ukoliko je polinom a(X) stepena n.

{1 + I,X + I, . . . , Xn−1 + I} je generatrisa: Uoqimo ma koji element
p(X) + I ∈ E. Tada je

p(X) = q(X)a(X) + r(X),

gde je r(X) = 0, ili je deg r(X) < deg a(X) = n. Dakle,

r(X) = r0 + r1X + · · ·+ rn−1X
n−1,

gde naravno neki, pa i svi, koeficijenti ri ∈ F mogu biti jednaki 0.
No, tada je

p(X) + I = (q(X) + I)(a(X) + I) + (r(X) + I),

te je

p(X) + I = r0(1 + I) + r1(X + I) + · · ·+ rn−1(Xn−1 + I).

Zakǉuqujemo da 1 + I, . . . , Xn−1 + I zaista generixu E.
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Linearna nezavisnost: Neka je

c0(1 + I) + c1(X + I) + · · ·+ cn−1(Xn−1 + I) = 0 + I,

za neke ci ∈ F . Tada je

(c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1) + I = I,

te
c0 + c1X + · · ·+ cn−1X

n−1 ∈ I = 〈a(X)〉.

No, polinom a(X) je stepena n i on mo�e da deli polinom c0+c1X+· · ·+
cn−1X

n−1 jedino ako je c0+c1X+· · ·+cn−1X
n−1 = 0. No, to upravo znaqi

da je c0 = c1 = · · · = cn−1 = 0, te zakǉuqujemo da su 1 + I, . . . , Xn−1 + I
zaista linearno nezavisni. �

Iskoristimo upravo dokazanu teoremu da konstruixemo poǉe od 4
elementa. Primetimo da Z4 jeste komutativan prsten, ali naravno da
da nije poǉe poxto u Z4 va�i: 2 · 2 = 0, a 2 6= 0.

Primer 5 Konstruisati poǉe, koje ima taqno 4 elementa.

Kako ovo izvesti? Pre svega, mi znamo da je Z2 poǉe i da ima 2 ele-
menta. Prethodna teorema nam ka�e da ako na�emo nerastavǉiv poli-
nom a(X) ∈ Z2[X], koji je stepena n onda �e Z2[X]/〈a(X)〉 biti poǉe,
koje je istovremeno vektorski prostor nad Z2 dimenzije n. Dakle, to
poǉe je kao vektorski prostor nad Z2 izomorfno Zn2 , te ima 2n ele-
menata. Nama je potrebno poǉe sa 4 elementa, tj. potreban nam je
nerastavǉiv polinom iz Z2[X] stepena 2. Takav polinom naravno nije
texko na�i. To je polinom a(X) = 1 + X + X2. Kako je to polinom
drugog stepena, on je nerastavǉiv ako i samo ako nema nijednu nulu
u Z2, a kako je a(0) = 1 i a(1) + 1, to je zaista ispuǌeno. Dakle, naxe
poǉe F4 je dato sa

F4 = Z2[X]/〈X2 +X + 1〉.

Oznaqimo sa η element X + 〈X2 +X + 1〉 u ovom poǉu. Dobijamo da je

F4 = {0, 1, η, 1 + η}.

Kako u poǉu F4 va�i: η2 = 1 + η (zaxto?), mo�emo napisati i tablice
sabiraǌa i mno�eǌa u tom poǉu.

+ 0 1 η 1 + η
0 0 1 η 1 + η
1 1 0 1 + η η
η η 1 + η 0 1

1 + η 1 + η η 1 0

· 0 1 η 1 + η
0 0 0 0 0
1 0 1 η 1 + η
η 0 η 1 + η 1

1 + η 0 1 + η 1 η

♣
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Vratimo se ponovo na teoremu. Pretpostavimo da nam je dat neki
polinom a(X) ∈ F [X] gde je F neko poǉe. Taj polinom naravno ne mora
imati linearnu faktorizaciju nad poǉem F . Postavǉa se pitaǌe: da
li postoji neko poǉe E koje sadr�i poǉe F i u kome se polinom a(X)
faktorixe na linearne faktore? To zaista jeste taqno i prethodna
teorema nam pokazuje i put dokaza.

Posledica 6 Neka je F poǉe i a(X) ∈ F [X]. Tada postoji raxireǌe E
poǉa F u kome se polinom a(X) faktorixe na linearne faktore.

Dokaz. Jasno je da mo�emo da pretpostavimo da je polinom a(X) neras-
tavǉiv, poxto bismo u suprotnom ǌegovu faktorizaciju dobili tako
xto bismo naxli raxireǌe u kome svi ǌegovi faktori imaju linearnu
faktorizaciju.

Na osnovu dokazane teoreme, postoji poǉe E′, koje je raxireǌe
poǉa F , a u kome polinom a(X) ima bar jednu nulu, nazovimo je α. To
znaqi da u E′[X] va�i faktorizacija

a(X) = (X − α)b(X),

gde je b(X) ∈ E′[X] i deg b(X) = n− 1. Ukoliko sada b(X) rastavimo na
nerastavǉive faktore u E′[X], na ǌih mo�emo primeniti prethodno
zakǉuqivaǌe. Tako proces nastavǉamo sve dok ne do�emo do linearne
faktorizacije. Jasno je da se proces mora zavrxiti poxto u svakom
koraku dobijamo bar jednu novu nulu poqetnog polinoma, a on ni u
jednom poǉu ne mo�e imati vixe od n nula. �

Sva poǉa, koja �emo u daǉem razmatrati �e biti takozvana bro-
jevna poǉa, tj. potpoǉa od C. Primetimo da svako takvo poǉe obavezno
sadr�i kao svoje potpoǉe poǉe Q. Najmaǌe raxireǌe poǉa F u kome
se dati polinom iz F [X] faktorixe na linearne faktore naziva se
korensko poǉe tog polinoma.

Pozabavimo se sada ,,desnom” stranom u izomorfizmu dokazanom u
drugom primeru. Pojavǉuje se slede�a oznaka: Q(

√
2). Posmatrajmo

stvari malo opxtije.
Neka je B komutativni prsten sa jedinicom, A ǌegov potprsten (sa

jedinicom naravno) i b ∈ B \ A. Kako odrediti najmaǌi potprsten od
B koji sadr�i i A (kao podskup) i b kao element? Oqigledno je da
takav prsten mora da sadr�i i sve stepene od b, kao i sve elemente
oblika a0 +a1b+a2b

2 + · · ·+anb
n gde ai ∈ A. Dakle, mora da sadr�i sve

elemente oblika p(b), gde p(X) ∈ A[X]. No, to je zapravo i dovoǉno,
tj. tra�eni najmaǌi potprsten je

A[b] := {p(b) : p(X) ∈ A[X]}.

Naime, A[b], ovako definisan, je zaista potprsten od B (oqigledno je
da je A ⊂ A[b] i b ∈ A[b]):

p(b), q(b) ∈ A[b] =⇒ p(b)− q(b) = (p− q)(b) ∈ A[b];
p(b), q(b) ∈ A[b] =⇒ p(b)q(b) = (pq)(b) ∈ A[b].
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Ukoliko je F poǉe i α ∈ C \ F , onda sa F [α] oznaqavamo najmaǌi
potprsten koji sadr�i F i α, a sa F (α) najmaǌe potpoǉe koje sadr�i
(kao svoje potpoǉe) F i α (kao svoj element). Postavǉa se prirodno
pitaǌe: kada je F [α] = F (α)? Drugim reqima, interesuje nas u kom je
sluqaju prsten F [α] poǉe. Nije texko na�i jedan potreban uslov za
to. Pretpostavimo da je F [α] poǉe. Kako je

F [α] = {p(α) : p(X) ∈ F [X]},

a svaki element poǉa, koji je razliqit od nule ima inverz, to i ele-
ment α ∈ F [α] ima inverz u F [α], tj. postoji a(α) ∈ F [X] takav da je
α · a(α) = 1. Ako je a(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, to dobijamo da je

anα
n+1 + · · ·+ a1α

2 + a0α− 1 = 0,

tj. postoji polinom p(X) ∈ F [X] takav da je p(α) = 0.

Definicija 7 Neka je F potpoǉe od C i α ∈ C. Tada je α algebarski nad
F ukoliko postoji polinom p(X) ∈ F [X] za koji je p(α) = 0.

Dakle, videli smo da je potreban uslov da prsten F [α] bude poǉe da
je α algebarski nad F . No, to je i dovoǉan uslov.

Stav 8 Neka je F potpoǉe od C i α ∈ C. Tada je F [α] poǉe ako i samo ako
je α algebarski nad F .

Dokaz. Jedan smer smo ve� dokazali. Ostalo je da se poka�e da iz
qiǌenice da je α algebarski nad F sledi da je F [α] poǉe. Kako je α
algebarski nad F , posmatrajmo ideal I / F [X] definisan sa:

I = {a(X) ∈ F [X] : a(α) = 0}.

Nije texko proveriti da je I zaista ideal. Kako je svaki ideal u F [X]
glavni, to postoji moniqan polinom µα(X) za koji je I = 〈µα〉.

Primetimo da je polinom µα(X) nerastavǉiv. U suprotnom, neka
je µα(X) = a(X)b(X) za neke nekonstantne polinome a(X), b(X) iz F [X].
No, tada je a(α)b(α) = µα(α) = 0, pa sledi da je a(α) = 0 ili b(α) = 0.
Ukoliko je, na primer, a(α) = 0, dobili bismo da a(X) ∈ I, pa µα(X) |
a(X), xto nije mogu�e jer je a(X) polinom stepena maǌeg od stepena
polinoma µα(X). Sliqno se dobija i u sluqaju da je b(α) = 0.

Sada, kao i u navedenim primerima, posmatramo homomorfizam

f :F [X]→ F [α]

definisan sa f(p(X)) = p(α). Homomorfizam f je oqigledno ,,na”, a
Ker(f) = I. Stoga dobijamo da je

F [X]/I ∼= F [α].
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No, kako je µα(X) nerastavǉiv polinom, F [X]/I je poǉe, pa je i F [α]
tako�e poǉe. �

Primetimo da smo u okviru dokaza ovog stava dobili i da je

[F (α) : F ] = degµα(X).

Polinom µα(X) iz ovog stava zove se i minimalni polinom elementa
α. Bazu za F (α) nad F qine elementi 1, α, . . . , αn−1 ukoliko je n =
degµα(X).

Primer 9 Neka je α =
√

2 +
√

3.

a) Pokazati da je α algebarski nad Q.

b) Na�i minimalni polinom za α nad Q.

v) Odrediti 1
α+3 u obliku p(α) za neki polinom p(X) ∈ Q[X].

a) Na�imo polinom koji element α anulira. Kako je α −
√

2 =
√

3, to
je

(α−
√

2)2 = 3

α2 − 2α
√

2 + 2 = 3
α2 − 1 = 2α

√
2

(α2 − 1)2 = (2α
√

2)2

α4 − 2α2 + 1 = 8α2

α4 − 10α2 + 1 = 0.

b) Poka�imo da je minimalni polinom elementa α zaista polinom
X4 − 10X2 + 1. Oznaqimo ga sa µ(X). Jedino treba dokazati je ovaj
polinom nerastavǉiv nad Q. Kako se radi o polinomu qetvrtog ste-
pena, ukoliko je on rastavǉiv, on se rastavǉa ili na proizvod poli-
noma prvog stepena i polinoma tre�eg stepena, ili na proizvod dva
polinoma drugog stepena.

µ(X) je proizvod polinoma prvog stepena i polinoma tre�eg stepena
nad poǉem Q. To znaqi da µ(X) ima nulu u Q. No, ako polinom

anX
n + · · ·+ a1X + a0

ima racionalnu nulu r/s (gde je r/s neskrativ razlomak) onda r | a0 i
s | an. Kako je u naxem sluqaju an = a4 = 1, to je s = 1, a kako je a0 = 1,
to r mo�e biti samo 1 ili −1. No, ni 1 ni −1 nisu nule polinoma
µ(X).

µ(X) je proizvod dva polinoma drugog stepena. Dakle,

µ(X) = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

9



(kako je µ(X) moniqan, mo�emo pretpostaviti da su i ti polinomi
moniqni). Dobijamo (izjednaqavaǌem odgovaraju�ih koeficijenata)

a+ c = 0 (1)
b+ ac+ d = −10 (2)
ad+ bc = 0 (3)

bd = 1 (4)

Iz (1) dobijamo da je c = −a. Tada iz (3) sledi da je a(d − b) = 0.
Razmotrimo dva sluqaja.

a = 0. Tada je i c = 0 i dobijamo da se sistem svodi na dve jednaqine

b+ d = −10 (5)
bd = 1 (6)

Iz (6) sledi da je d = 1/b (sigurno ni b ni d nisu jednaki nuli).
Zamenom u (5) i sre�ivaǌem dobijamo kvadratnu jednaqinu

b2 + 10b+ 1 = 0.

Rexeǌa ove jednaqine su data sa:

b1,2 =
−10 +

√
96

2

Po pretpostavci b ∈ Q. Kako je
√

96 = 4
√

6, dobili bismo da je
√

6 ∈ Q.
Ostavǉamo qitaocima da poka�u da ovo nije mogu�e.

a 6= 0. U ovom sluqaju je b = d. Iz jednaqine (4) dobijamo da je
b ∈ {1,−1}. Zamenom u (3) (uzimaju�i u obzir da je c = −a) dobijamo
da je a2 = 12 ili a2 = 8. Po pretpostavci je a ∈ Q pa bi iz a2 = 12
sledilo da

√
3 ∈ Q, a iz a2 = 8 da je

√
2 ∈ Q. Kako ni jedno ni drugo

nije taqno zakǉuqujemo da je µ(X) nerastavǉiv.
v) Za nala�eǌe 1

α+3 mo�emo koristiti metod neodre�enih koeficije-
nata. Naime, znamo da postoje a, b, c, d takvi da je

1
α+ 3

= a+ bα+ cα2 + dα3. (7)

Potrebno je odrediti koeficijente a, b, c, d. Iz (7), mno�eǌem obe
strane sa α+ 3, dobijamo

1 = (α+ 3)(a+ bα+ cα2 + dα3). (8)

Uzimaju�i u obzir da je α4 = 10α2 − 1 i da su 1, α, α2, α3 linearno
nezavisni nad Q, dobijamo

3a −d = 1
a +3b = 0

b +3c +10d = 0
c +3d = 0

10



Prepuxtamo qitaocima da rexe ovaj sistem jednaqina. ♣

Dakle, videli smo da su od posebnog znaqaja za teoriju raxireǌa
poǉa oni elementi koji su algebarski nad datim poǉem.

Definicija 10 Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je algebarsko raxireǌe
ako je svaki element iz E algebarski nad F .

Za raxireǌe E poǉa F ka�emo da je konaqno raxireǌe ukoliko je
E konaqno dimenzionalni prostor nad F .

Stav 11 Svako konaqno raxireǌe je algebarsko.

Dokaz. Neka je [E : F ] = n. To znaqi da je E n-dimenzionalni prostor
nad poǉem F . Uzmimo proizvoǉni element α ∈ E i poka�imo da je on
algebarski nad F . Kako je dimenzija prostora jednaka n, to je skup od
n+ 1 vektora {1, α, . . . , αn} sigurno linearno zavisan skup vektora, tj.
postoje a0, . . . , an ∈ E takvi da je

a01 + a1α+ · · ·+ anα
n = 0,

no, to upravo znaqi da je p(α) = 0, gde je p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈

F [X]. Dakle, element α je algebarski nad F . �

Ve� smo se upoznali sa raxireǌima oblika F (α). No, ako β 6∈
F (α), mo�e se formirati i raxireǌe F (α)(β), koje se kra�e oznaqava
sa F (α, β). Opxtije, imamo i raxireǌa F (α1, . . . , αn). No, veoma je
zanimǉiv slede�i rezultat koji nam ka�e da u sluqaju algebarskih
raxireǌa poǉa Q situacija nije toliko komplikovana koliko izgleda.

Teorema 12 (Teorema o primitivnom elementu) Svako konaqno raxireǌe E
poǉa Q je oblika Q(α), za neko α ∈ E.

Element α je taj primitivni element raxireǌa E. Ovu teoremu
ne�emo dokazivati.

Jox dva primera za kraj.

Primer 13 Na�i primitivni element korenskog poǉa polinoma X4−X2−
2 ∈ Q[X].

Drugim reqima, treba na�i korensko poǉe K datog polinoma i ele-
ment α ∈ K za koji je K = Q(α). Faktoriximo nax polinom nad Q
metodom kompletiraǌa kvadrata:

X4 −X2 − 2 =
(
X2 − 1

2

)2

− 1
4
− 2 =

(
X2 − 1

2

)2

−
(

3
2

)2

=

=
(
X2 − 1

2
− 3

2

)(
X2 − 1

2
+

3
2

)
=
(
X2 − 2

) (
X2 + 1

)
=

11



= (X −
√

2)(X +
√

2)(X − i)(X + i),

gde je i naravno imaginarna jedinica. Dakle, korensko poǉe K je
poǉe K = Q(

√
2, i). Mi treba da na�emo α za koje je Q(

√
2, i) = Q(α).

Pokuxajmo da doka�emo da se za α mo�e uzeti element α =
√

2 + i.
Jasno je da je Q(α) ⊆ Q(

√
2, i). Obratna inkluzija je netrivijalna.

Naravno, dovoǉno je da doka�emo da npr.
√

2 ∈ Q(α), poxto iz toga
neposredno sledi da i i ∈ Q(α), a time i tra�eno. Jednakost

α =
√

2 + i,

,,podignimo” na tre�i stepen. Dobijamo

α3 = 2
√

2 + 6i− 3
√

2− i = −
√

2 + 5i = 5(
√

2 + i)− 6
√

2.

Dakle,
α3 − 5α = 6

√
2,

pa je
√

2 =
1
6
(α3 − 5α) ∈ Q(α).

♣

Primer 14 Neka je K korensko poǉe polinoma X4 − 24X2 + 4 ∈ Q[X].
a) Pokazati da je K = Q(

√
5,
√

7).
b) Odrediti α ∈ C tako da je K = Q(α).

Postupimo kao u prethodnom primeru.

X4 − 24X2 + 4 = (X2 − 12)2 − 144 + 4
= (X2 − 12)2 − 140

= (X2 − 12)2 − (2
√

35)2

= (X2 − 12− 2
√

35)(X2 − 12 + 2
√

35)

= (X2 − (12 + 2
√

35)(X2 − (12− 2
√

35),

te dobijamo X4 − 24X2 + 4 = (X −
√

12 + 2
√

35)(X +
√

12 + 2
√

35)(X −√
12− 2

√
35)(X +

√
12− 2

√
35). Prema tome, dobijamo da je

K = Q
(√

12 + 2
√

35,
√

12− 2
√

35
)
.

Jedan savet: uvek kada dobijete ovakav rezultat, nije loxe pomno�iti
ova dva korena i videti xta se dobija. Primenimo taj savet u ovom
sluqaju. √

12 + 2
√

35 ·
√

12− 2
√

35 =
√

144− 140 =
√

4 = 2.
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Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da, ako je α =
√

12 + 2
√

35, a β =
√

12− 2
√

35,
onda je α ·β = 2, pa je β = 2

α ∈ Q(α). Zakǉuqujemo da je K = Q(α). Tako
smo naxli primitivni element i uradili primer pod b)!

Drugi savet: kada imate koren poput ovoga:
√

12 + 2
√

35, proverite
da mo�da ne mo�ete da ga ,,prepoznate”. Xta to znaqi? U ovom
sluqaju, pojavǉuje se koren iz broja oblika p+ q

√
s gde su p, q, s celi

brojevi. Da li je mo�da taj koren zbir (ili razlika) dva korena iz
nekih celih brojeva? Kako je 35 = 5·7, name�e se da izraqunamo koliko
je (
√

5 +
√

7)2. Dobijamo

(
√

5 +
√

7)2 = 5 + 2
√

35 + 7 = 12 + 2
√

35,

tj. bax ono xto imamo. Dakle, α =
√

5 +
√

7 (primetimo da je β =√
7 −
√

5), te je K = Q
(√

5 +
√

7
)
. Mi treba da poka�emo da je K =

Q
(√

5,
√

7
)
. To nije texko, postupi�emo kao u prethodnom primeru.

α =
√

5 +
√

7
α3 = 5

√
5 + 15

√
7 + 21

√
5 + 7

√
7

α3 = 26
√

5 + 22
√

7
22α = 22

√
5 + 22

√
7

α3 − 22α = 4
√

5
√

5 =
α3 − 22α

4
∈ Q(α)

√
7 = α−

√
5

√
7 =

26α− α3

4
∈ Q(α).

Naravno, mogli smo to da uradimo i drugaqije. Poxto smo ve� pre-
poznali da je β =

√
7−
√

5, onda samo treba pokazati da je

Q
(√

5 +
√

7,
√

7−
√

5
)

= Q
(√

5,
√

7
)
,

a to je naravno vrlo jednostavno.
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