
ALGEBRA
Elementi opxte algebre
Osnovni pojmovi i primeri

Zoran Petrovi�

Prvo predavaǌe

Na samom poqetku ovog kursa pa�ǌu �emo posvetiti osnovnim poj-
movima algebre — pojmu algebarske operacije, algebarske strukture,
homomorfizma i sliqno. Definiximo najpre pojam algebarske ope-
racije.

Definicija 1 Neka je A neprazan skup i n prirodan broj. Operacija f
du�ine n na skupu A, ili n-arna operacija skupa A je funkcija f :An → A.

Ukoliko je f n-arna operacija, ka�emo i da je f operacija du�ine
n. To mo�emo zapisati i ovako #(f) = n, gde sa #(f) oznaqavamo
du�inu operacije f .

Istaknimo odmah da �e nam posebno znaqajni biti sluqajevi kada
je n = 0, n = 1 i n = 2.

• U sluqaju da je n = 0, imamo nularnu operaciju f :A0 → A.

• U sluqaju da je n = 1, govorimo o unarnoj operaciji f :A→ A.

• Ako je n = 2, u pitaǌu je binarna operacija f :A2 → A.

Pojasnimo najpre pojam nularne operacije. Skup A0 je zapravo jed-
noqlan (ponovite malo znaǌe iz matematiqke logike). Stoga se nu-
larna operacija svodi na izbor jednog elementa iz skupa A (element
koji je slika tog jedinog elementa iz A0 je izabrani element). Iz
tog razloga, qesto se i ne govori o nularnim operacijama, nego o kon-
stantama, tj. izabranim elementima datog skupa. Mi �emo koristiti
i jedan i drugi pristup, ukazuju�i na specifiqnosti u pojedinim
sluqajevima.

U sluqaju binarne operacije, najqex�e se ne pixe f(a, b), nego
(a f b). Uostalom, da li zbir dva broja pixete kao +(a, b) ili kao
(a+b) (spoǉaxǌe zagrade moramo da pixemo zbog formiraǌa slo�eni-
jih izraza)? Binarne operacije obiqno �emo oznaqavati sa ·, ∗, ◦ i
sliqno upravo zbog navedenog naqina pisaǌa.

Navedimo neke primere.
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1. Sabiraǌe (+) i mno�eǌe (·) su primeri binarnih operacija u
skupovima N, Z, Q, R i C.

2. Presek (∩), odnosno unija (∪) su primeri binarnih operacija na
partitivnom skupu P(X) nekog nepraznog skupa X.

3. Na skupu pozitivnih celih brojeva, tj. na skupu N \ {0}, defi-
nixemo operacije NZD (najve�i zajedniqki delilac) i NZS (na-
jve�i zajedniqki sadr�alac). Ovo nam je (dobro) poznato iz
xkolske matematike. Ovde imamo redak sluqaj da binarnu ope-
raciju ne pixemo u infiksnom zapisu, tj. pisa�emo NZD(m,n), a
ne mNZDn.

4. (posebno va�an primer) Neka je n ≥ 2 prirodan broj. Posma-
trajmo skup Zn = {0, 1, . . . , n − 1}. Na ovom skupu mo�emo defi-
nisati dve veoma va�ne binarne operacije — sabiraǌe po modulu
n, u oznaci +n i mno�eǌe po modulu n, u oznaci ·n na slede�i
naqin. Oznaqimo sa ρ(m,n), gde je m ceo broj, a n ≥ 2 prirodan
broj, ostatak pri deǉeǌu m sa n (podsetimo se da se ostatak pri
deǉeǌu m sa n definixe kao jedinstveni prirodan broj r za koji
va�i m = qn+ r, 0 ≤ r < n za neki ceo broj q). Tada, za a, b ∈ Zn:

a+n b := ρ(a+ b, n);

a ·n b := ρ(a · b, n).

5. Nala�eǌe suprotnog elementa u Z (−) je primer jedne unarne
operacije: m 7→ −m.

6. Nala�eǌe suprotnog elementa u Zn (−n) je primer jedne unarne
operacije:

−nm =
{

0 m = 0
n−m m 6= 0

7. Komplement podskupa ( c) je primer jedne unarne operacije u
skupu P(X): A 7→ Ac.

8. Na skupu pozitivnih celih brojeva N \ {0} mo�emo definisati i
dve n-arne operacije (gde je n ≥ 2):

(m1, . . . ,mn) 7→ NZD(m1, . . . ,mn) (m1, . . . ,mn) 7→ NZS(m1, . . . ,mn).

Definiximo sada i pojam algebarske strukture.

Definicija 2 Algebarska struktura je ure�ena (n+ 1)-torka

A = (A, f1, . . . , fn),

gde je A neprazan skup, koji se naziva i nosaq strukture A, a f1, . . . , fn su
operacije na skupu A pri qemu je #(fi) ≥ #(fi+1) za sve i = 1, n− 1.
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Primetimo da neke od ovih operacija mogu biti i du�ine 0, tj. kao
deo algebarske strukture mogu se pojaviti i konstante. Uobiqajeno
je da se operacije pixu u opadaju�em poretku svojih du�ina (zato je
to i stavǉeno u okviru definicije). Na primer, ukoliko u strukturi
imamo samo binarne, unarne i nularne operacije, to najpre pixemo
binarne operacije, potom unarne i na kraju konstante. U vezi sa ovim
je i pojam signature date strukture A, u oznaci σ(A), a koja se definixe
sa

σ(A) := (#(f1), . . . ,#(fn)).

Jasno je da bi dve strukture bile jednake, moraju imati istu sig-
naturu.

Navedimo i neke va�ne primere algebarskih struktura.

1. N = (N,+, ·, 0, 1), σ(N) = (2, 2, 0, 0).

2. Z = (Z,+, ·,−, 0, 1), σ(Z) = (2, 2, 1, 0, 0).

3. Zn = (Zn,+n, ·n,−n, 0, 1), σ(Zn) = (2, 2, 1, 0, 0).

4. P(X) = (P(X),∪,∩,c , ∅, X), σ(P(X)) = (2, 2, 1, 0, 0).

Da bismo daǉe radili sa algebarskim struktura, tj. da bismo
ispitali koji zakoni va�e u ǌima, moramo najpre uvesti pojam al-
gebarskog zakona, a za to nam je potreban i pojam algebarskog izraza.

Pojam algebarskog izraza nam jeste poznat iz xkolske matematike
(pojavǉuje se qak i u ukrxtenim reqima — jednoqlani algebarski
izraz poznat nam je kao monom), ali verovatno ne bax u preciznoj for-
mulaciji. U svakom sluqaju, znamo da su algebarski izrazi neki za-
pisi u kojima se pojavǉuju konstante, promenǉive i znaci algebarskih
operacija. Dakle, sam izraz nije neki broj, nego neki zapis. Svaki
zapis je zapisan na nekom jeziku, te nam je stoga pogodno da uvedemo
pojam algebarskog jezika.

Definicija 3 Algebarski jezik je proizvoǉan neprazan skup qije elemente
nazivamo funkcijski (operacijski) simboli. Osim toga, svakom simbolu je
pridru�en jedan prirodan broj, koji predstavǉa ǌegovu du�inu.

Obiqno koristimo L kao oznaku za algebarski jezik. Ukoliko F ∈
L, onda du�inu simbola F oznaqavamo sa #(F ). Na primer, ukoliko
�elimo da zapisujemo izraze u kojima se pojavǉuje samo sabiraǌe,
dovoǉno je uzeti da je L = {+}, gde je ovde + simbol za sabiraǌe (a ne
sama operacija!). Ukoliko je situacija slo�enija, pa razmatramo i
sabiraǌe i mno�eǌe, a i nulu i jedinicu, onda radimo sa algebarskim
jezikom L = {+, ·, 0, 1}, gde su ovde + i · operacijski simboli du�ine
2, a 0 i 1 operacijski simboli du�ine 0, koji se nazivaju i simboli
konstanti (pisali smo ve� da su konstante zapravo nularne operacije,
tj. operacije du�ine 0). Naravno, da bismo zapisivali algebarske
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izraze bi�e nam neophodni i zarezi, kao i zagrade. No, kako su oni
uvek potrebni, ne stavǉaju se kao deo samog algebarskog jezika (mo�da
je ovo dobro mesto da ponovite neke osnovne pojmove logike prvog reda,
koje ste obradili u okviru uvoda u matematiqku logiku).

Kao xto nam je poznato iz xkolske matematike, u okviru izraza
se, pored zagrada, znakova algebarskih operacija i konstanti, tako�e
pojavǉuju i promenǉive. Dakle, potreban nam je i jedan skup promen-
ǉivih Var = {x0, x1, . . .}. Ovde je naveden skup od prebrojivo mnogo
promenǉivih, ali naravno da �emo mi u praksi najqex�e koristiti i
oznake x, y, z i sliqno za promenǉive (prosto je jednostavnije u for-
mulama koristiti ove oznake).

Sada mo�emo definisati i pojam algebarskog izraza (ili samo
izraza).

Definicija 4 Neka je L neki algebarski jezik. Algebarski izrazi jezika
L definixu se sa:

• Promenǉive i simboli konstanti su algebarski izrazi.

• Ako su t1, . . . , tn algebarski izrazi i F (∈ L) operacijski simbol jezika
L du�ine n (n ≥ 1), onda je i F (t1, . . . , tn) algebarski izraz.

• Algebarski izrazi se mogu dobiti jedino konaqnom primenom prethodna
dva pravila.

Dakle, posledǌe svojstvo nam govori o konaqnosti zapisa algebarskih
izraza. Npr. ako je L = {+, ·, 0, 1} gde su + i · operacijski simboli
du�ine 2, a 0 i 1 simboli konstanti, onda

(x+ 0), ((1 + 1) · (x+ (1 · y))), (1 · (0 · 1))

jesu algebarski izrazi, dok

1 + 1 + · · ·

to nije.
Kao xto znamo, algebarske izraze mo�emo da izraquvamo, tj. mo�emo

na�i vrednost algebarskog izraza qim znamo vrednosti svih promenǉi-
vih koje se u ǌemu pojavǉuju. Naravno, moramo da budemo malo oprezni-
ji. Na primer, na xta prvo pomislite kada ugledate zapis

A+B

na tabli? Verovatno je prva asocijacija da je neko sabirao dve ma-
trice. Ili mo�da dva linearna operatora. Ali, zaxto bi to bilo
tako? Mo�da je req o sabiraǌu dva polinoma, ili qak dva realna
broja. Naravno da brojeve najqex�e pixemo malim slovima, ali to
xto je najqex�e, ne znaqi i da je uvek. Jox je vixe nejasno o qemu se
radi ako ugledate

A ∗B
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na tabli ili u neqijoj svesci. Xta je sad ovo? Jasno je da moramo
da znamo vixe da bismo mogli da izraqunamo neki izraz. Najpre,
moramo da znamo u kom skupu radimo, zatim moramo da znamo o kojim se
operacijama radi (dakle, moramo da znamo interpretaciju operacijskih
simbola koji se tu pojavǉuju, npr. kojoj operaciji odgovara simbol
zvezdice iz gorǌeg izraza). Naravno, simbolu du�ine n odgovara n-
arna operacija. Posebno, konstantnom simbolu (simbolu du�ine 0)
odgovara neki element iz A. Napokon, moramo da znamo vrednosti
promenǉivih koje se pojavǉuju u izrazu (pridru�ivaǌe α:Var → A
obiqno se naziva valuacija (uvod u matematiqku logiku. . . ) ).

Definicija 5 Vrednost algebarskog izraza t jezika L pri datoj valuaciji
α:V → A, u oznaci tA[α], gde je A algebarska struktura jezika L sa skupom
nosaqem A, definixe se na slede�i naqin.

• Vrednost simbola konstante c je onaj element cA skupa A koji je inter-
pretacija konstante c.

• Vrednost promenǉive xi je α(xi).

• Ako je t = F (t1, . . . , tn) gde su t1, . . . , tn izrazi i F (∈ L) operacijski
simbol du�ine n, onda je tA[α] = FA(tA1 [α], . . . , tAn[α]), pri qemu je FA

interpretacija operacijskog simbola F (dakle operacija du�ine n, koja
odgovara simbolu F ).

Ovo mo�da deluje komplikovano, ali zapravo nije. Uradimo dva
primera.

Primer 6 Neka je L = {+, ·, 1}, gde su + i · operacijski simboli du�ine
2, a 1 simbol konstante. Ako je A = (M2(R),+, ·, E) algebarska struktura
koju qine matrice reda 2 i u kojima je + operacija sabiraǌa matrica, ·
operacija mno�eǌa matrica, a E jediniqna matrica, izraqunati vrednost
izraza ((x+ 1) · (x+ 1)) ukoliko je valuacija α takva da je

α(x) =
[

2 3
1 −2

]
,

dok se + intepretira kao sabiraǌe matrica, · kao mno�eǌe matrica, a 1 kao
jediniqna matrica.

Rexeǌe: Vrednost datog izraza je zapravo jednaka matrici

(α(x) + E) · (α(x) + E) ,

odnosno matrici([
2 3
1 −2

]
+

[
1 0
0 1

])
·
([

2 3
1 −2

]
+

[
1 0
0 1

])
,

qiju �e vrednost qitaoci lako izraqunati. ♣
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Primetimo da je znak + ovde i operacijski simbol, a i sama ope-
racija! Uobiqajen je sluqaj da se koristi ista oznaka podrazumevaju-
�i da se vodi raquna o kontekstu u kome se dati simboli pojavǉuju.
Ukoliko postoji mogu�nost grexke, koriste se razliqite oznake.

Primer 7 Neka je L = {∗, ◦, n, j}, gde su ∗ i ◦ operacijski simboli du�ine
2, a n i j simboli konstanti. Dat je izraz

((x1 ∗ j) ◦ ((j ∗ (j ∗ n)) ∗ j)).

Izraqunati vrednost ovog izraza ako znamo da je algebarska struktura o kojoj
se radi struktura Z3 = (Z3,+3, ·3, 0, 1) pri valuaciji α : Var → Z3, gde je
α(x1) = 1, dok se ∗ interpretira kao sabiraǌe, a ◦ kao mno�eǌe po modulu 3
i interpretacija konstantnog simbola n je 0, a j je 1.

Rexeǌe: Uradimo ovo detaǉno. Kako se ∗ interpretira sa +3, a ◦ sa
·3, dok je intepretacija za n element 0, a za j element 1, dobijamo:

((x1 ∗ j) ◦ ((j ∗ (j ∗ n)) ∗ j))Z3 [α]
= (x1 ∗ j)Z3 [α] ·3 ((j ∗ (j ∗ n)) ∗ j)Z3 [α]

= (xZ3
1 [α] +3 j

Z3 [α]) ·3 ((j ∗ (j ∗ n))Z3 [α] +3 j
Z3 [α])

= (α(x1) +3 1) ·3 ((jZ3 [α] +3 (j ∗ n)Z3 [α]) +3 1)
= (1 +3 1) ·3 ((1 +3 (jZ3 [α] +3 n

Z3 [α])) +3 1)
= 2 ·3 ((1 +3 (1 +3 0)) +3 1)

= 2 ·3 ((1 +3 1) +3 1)
= 2 ·3 (2 +3 1)

= 2 ·3 0
= 0.

♣

Pozabavimo se sada pojmom algebarskog zakona i pojmom algebarske
teorije.

Definicija 8 Neka je L neki algebarski jezik. Algebarski zakon jezika L
je formula oblika t1 = t2, gde su t1 i t2 algebarski izrazi jezika L.

Definicija 9 Ukoliko je A algebarska struktura jezika L i t1 = t2 neki
algebarski zakon istog jezika onda taj zakon va�i u algebri A, ili da je A
model za taj zakon, u oznaci

A |= t1 = t2,

ukoliko za svaku valuaciju α:Var → A va�i:

tA1 [α] = tA2 [α].
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Drugim reqima, zakon t1 = t2 va�i u algebri A, ukoliko se vrednosti
ovih izraza poklapaju za sve mogu�e vrednosti promenǉivih iz skupa
nosaqa A.

Definicija 10 Skup algebarskih zakona naziva se algebarska teorija, a
elementi tog skupa nazivaju se aksiome te teorije.

Definicija 11 Ukoliko je T neka algebarska teorija, onda se sa M(T )
oznaqava klasa svih algebri u kojima va�e svi zakoni iz T .

Klasa M(T ) zove se i varijetet teorije T . Neka klasa M algebri istog
jezika je varijetet (ili jednakosna klasa) ukoliko postoji algebarska
teorija T takva da je M = M(T ).

Ovde je va�no ista�i nekoliko qiǌenica. Najpre, ma kakva bila
teorija T , uvek postoji algebra u kojoj su taqni svi zakoni iz T .
Naime, ma koja jednoqlana algebra A = {a}, gde je a proizvoǉno je
primer takve algebre. Jasno je da su sve operacije u ovoj algebri
trivijalne i da svi algebarski zakoni tu va�e. Osim toga, M(T ) je
zaista klasa, a ne skup. Ovo je ve� opa�aǌe koje je bazirano na rezul-
tatima teorije skupova. Naime, dobro je poznato da ne postoji skup
qiji su elementi svi skupovi. No, ne postoji ni skup koji sadr�i sve
jednoqlane skupove (ovo je pitaǌe iz teorije skupova i time se ne�emo
baviti — qitalac mo�e konsultovati neki osnovni u
benik u kome se
ovo razmatra). Kako sve jednoqlane algebre (preciznije govore�i al-
gebre sa jednoqlanim baznim skupom) pripadaju klasi M(T ), to je ta
klasa zaista suvixe obimna da bi predstavǉala skup.

Primer 12 Neka jezik L sadr�i operacijski znak · du�ine 2. tada je

((x · y) · z) = (x · (y · z)),

gde su x, y, z ma koje promenǉive jedan algebarski zakon i naravno da nam je
on poznat kao zakon asocijativnosti. Ukoliko se u L nalazi i operacijski
znak + du�ine 2, onda je zakon

(x · (y + z)) = ((x · y) + (x · z)),

dobro poznat kao zakon distributivnosti.

Naravno, u praksi �emo izbegavati pisaǌe nepotrebnih zagrada, pa
�emo zakon asocijativnosti zapisivati u obliku

(x · y) · z = x · (y · z),

a zakon distributivnosti u obliku

x · (y + z) = x · y + x · z.

Navedimo sada, u obliku tabele, primere nekih algebarskih teorija.
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Teorija Jezik Aksiome
grupoida (G) LG = {·} nema
polugrupa (S) LS = LG (x · y) · z = x · (y · z)
monoida (M) LM = LS ∪ {1} (x · y) · z = x · (y · z), x · 1 = x, 1 ·x = x
grupa (Grp) LGrp = LM ∪ {′} (x ·y) · z = x · (y · z), x ·1 = x, 1 ·x = x,

x · x′ = 1, x′ · x = 1
Abelovih
grupa (Ab)

LAb = {+,−, 0} (x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x,
0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0,
x+ y = y + x

prstena (Rng) LRng = LAb ∪ LS (x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x,
0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0,
x + y = y + x, (x · y) · z = x · (y · z),
x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x =
y · x+ z · z

prstena sa
jedinicom
(Ring)

LRing = LAb ∪ LM (x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x,
0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0,
x + y = y + x, (x · y) · z = x · (y · z),
x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x =
y · x+ z · x, x · 1 = x, 1 · x = x

komutativnih
prstena
(ComRng)

LComRng = LRng (x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x,
0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0,
x + y = y + x, (x · y) · z = x · (y · z),
x · (y + z) = x · y + x · z, x · y = y · x

komutativnih
prstena sa
jedinicom
(ComRing)

LComRing = LRing (x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x,
0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0,
x + y = y + x, (x · y) · z = x · (y · z),
x · (y + z) = x · y + x · z, x · y = y · x,
x · 1 = x, 1 · x = x

Same algebarske teorije o kojima je req (podsetimo se da je algebarska
teorija skup algebarskih zakona) mogu se kra�e i ovako izraziti:

• G = ∅;

• S = G ∪ {(x · y) · z = x · (y · z)};

• M = S ∪ {x · 1 = x, 1 · x = x};

• Grp = M ∪ {x · x′ = 1, x′ · x = 1}

• Ab = {(x + y) + z = x + (y + z), x + 0 = x, 0 + x = x, x + (−x) =
0, (−x) + x = 0, x+ y = y + x};

• Rng = Ab ∪ S ∪ {x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x = y · x+ z · x};

• Ring = Rng ∪M ;

• ComRng = Rng ∪ {x · y = y · x};
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• ComRing = ComRng ∪M .

Na primer, M(Grp) oznaqava klasu svih grupa, dok M(ComRing)
oznaqava klasu svih komutativnih prstena sa jedinicom.
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