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1 KoucTpyknuje jieH-UPOM U IIIECTAPOM

1.1 <Popmynanuja mpodJsieMa M KJIACUYHA NUTAHA

Y mMKOJIM CMO MMaJiu IPUJIWKE 18 M3ydaBaMO KOHCTPYKIMje KOje ce MOry
U3BPIIATH JEHUPOM U mecTtapoM. HapaBHO, Ty ce moapasyMeBa Oa JEemUp
Huje ‘Oaskmapen’, Tj. Ja He MOKEMO OAMepaBaTy Iy:KWHE MoMohy nemupa
(6e3 003upa Ha YMHEHUIYY Oa JCHUPHU KOJU Ce NPOJajy KAO WUIKOJICKU NpPU-
Gop JECY Gasknapenn). Jlemupu caMo CiIy:Ke 3a MOBJIAYEHE NPABUX KPO3
IoBe mare Tadyke. Y BeE3W Ca TUM Cy HOOpPO MO3HATA TPU KOHCTPYKTUBHA
npobiema AuTrKe (3a KOjU Cy BEPOBATHO HEKU O YUTAJALUA U UYJIH).

1. Y mBocTpyuaBame KOIKe. 3a IaTy KOIKY, Hahin KoKy aBocTpyko Behe
sampemure. C 063MpoM 1a je 3ampeMuHa KOIKe CTPAHWIE ¢ jeJHAKa a°
3a HaJaxkeme cTpamuie b 3a kojy je b® = 2a® moTpebHO je M MOBOJLHO
KOHCTpyncaTu 6poj v/2.

2. Tpucernuja yraa. Ilatu yrao momenuTu Ha TPpU jegHara mena. lobpo
HaM je IIO3HATO KAKO Ia MPENOJOBUMO yrao, & W KakKO Oa IaTy My#K MOmIe-
VMO HA TPU jeTHAKA Iesa, ajdu KaKO MOIEeJIUTUA yrao Ha TPU jeTHAKA Iema’?
ITorazaliemo ma ce u TO CBOAM HA UTaWE KOHCTPYKIUje 6poja Koju je pem-
eme Heke jemnaumne Tpeher cremena (kao mTo je u V/2 pememe jeqHadnHe
3 =2).

3. KBanparypa kpyra. 3a gmatu kpyr Hahwu kBaapar umja je MOBpIIMHA
jemHaka nmoppmwuEN gaTor kpyra. C 063upoM na je mOBPIIMHA KPYTa MOJIY-
IpevyHuKa r maTa GopMysoM 772, a ma je TMOBPIIMHA KBAAPATa CTPAHUIE a4
jemmaka a? pemasame TpoGIeMa ce CBOIM Ha KOHCTPYKIM]Y 6poja /7.

Y oBOM OIebKY, YKpaTKO heMo onmucaTu ryiaBHe ajredbapcke maeje Koje
ce Hajasze y OKBUDPY NpobiaeMa KOHCTPYKIUje JEHUPOM U IMECTAPOM U



IOKa3aTyu Ja Cce IpBa ABa HaBeleHa IpobieMa He MOTY PENIMTH Ha Taj
HAUUH.

CBe KOHCTDYKIMj€ HAPDABHO BPIIMMO y paBHU. Y ®B0j hemo m3abparu
jemmy Tauky O u ABe HOpMAaJIHe IMpaBe Koje Kpo3 By mpoJsaze. Samucauhe-
MO, paay JaKIIer Olrca Aa je jemHa ‘XOpPMU30HTaJHA , a APYTa ‘BepTUKAIHA
(oHe mpexncraBmbajy KoopmuHaTHe oce). Ha XopusoHTasnHOj ocu, mzabpa-
hemo ‘ca mecue crpame’ on Tauke O jemuy Taury P u cmarpahiemo ma my:x
OP upencrasma jenuauuny ay:x. lakmae, tauka P he mmaru roopauuare

(1,0).

OcHOBHaA KOHCTDYKIMja JIEHUPOM je HOBJaveme mpaBe Kpo3 naBe Beh
KOHCTDYUWCAHE TAadJKe, MNOK je OCHOBHA KOHCTPYKIMja MIECTAPOM I[PTAME
KpyTa ca MEeHTPOM Yy jeTHO] KOHCTPYUCAHO] TAUKU KOja IPOJia3u KPo3 APYTry
KOHCTPYHCAHY TAdKy. Y HOPECEKy TaKO KOHCTPYWCAHUX IPABUX U KPYTrOBa,
nobujaMo HOBe Tayke. Tadyka y PABHU je KOHCTPYKTUONIHA YKOJIMKO Ce MOKe
IOOUTU MOHABJ/HLAHEM OCHOBHMX KOHCTPYKINja KOHAYHO MHOTO IIyTA.

[MpumeTnMo ma MOkeMO MOCEOHO pa3MaTpaTy U KOHCTPYKIUje Tadaka
HA KOODAWMHATHUM ocaMa. Tako mobuwjamMo U mojaM KOHCTPYKTUOUIHUX pe-
anaux G6pojeBa. Huje Temko yBeputu ce na Basku caenehwu cras.

CraB 1 Tauka y paBHu ca koopAunHaTama (a,b) je KOHCTPYKTUBMIHA aKo U CaMo
aKo cy a U b KOHCTPYKTUBUNHW peanHn Bpojesun.

Tauke y paBHI MO:KEMO Ia BUAXMO U KaO KOMILIEKCHe 6pojeBe Ha CTaH-
IapaaH HAUMH.
Cunenehu craB je 3aHUMJILUB.

CraB 2 KoHCTpykTubunHmn 6pojesun UmHe nosbe.

Ioka3s. Ilajemo moka3 3a peasine 6pojese. C 063UpOM HA TO KAKO Ce U3BOIE
omepanuje ca KOMIUIEKCHIM OpojeBUMa, JAKO Ce IOTOM Jo0uja pe3yaraT u
3a KOMILIeKCHe OpojeBe. Mu hiemo mokaszarTu na peajiHu KOHCTPYKTUOWIHU
OpojeBu umue notnosme on R. Y Ty cBpxy Tpeba moka3aTu ma, ako Cy a U
b KoHCTpYKTUOMIHN peajHu OpojeBr, OHAa cy TO u OpojeBu a+b, a-b, Kao

u 1a je % KOHCTPYKTUOUIAaH 6POj 3a CBAKU KOHCTPYKTUOMIAH Opoj a # 0.

Huje Temko yBeputu ce ma je ZOBOJLHO OBO ITOKA3aTH KaJa UMaMO MO3U-
TUBHE peaJiHe OpojeBe (HeraTUBHU OPOjEBUM CaMO YBOJE BHUIIE CJydajeBa).
Koucrpykmnuja 6poja a + b mara je caemehum nprerom.

R/




Hauwme, ako je 6poj a ompeben taukom (), a 6poj b taukom R, omma
Hajupe Kpo3 Heky Taury T (rakBy ma je myskmHa nysku OT Heku KOH-
CTPYKTUOMIaH GPOj) HA BEPTUKAIHO] OCA KOHCTPYUIIEMO IIPABY MaPAJIEIHy
XOPU30HTAJIHO] ocu (TO 3HAMO Oa KOHCTPYUIIEMO MOMONy Jsemupa u mec-
rapa). I[Torom kpo3 Tauky R KOHCTpyUIIEMO IpaBy IapaJeIHy BEPTUKAIHO]
ocu u y mpecery mobujamo Ttaurky R’. IloBaaumMo u mpaBy Kpo3 Tauke T u
(). Ha kpajy mosmaunMo npaBy kKpo3 R’ mapasnenny npaBoj kpo3 Tauke T u
Q. Y mpeceky ca XOPU30OHTAJIHOM OCOM HoOMjaMo Tauky S Koja u oAroBapa
6pojy a +b.

Yuraonmma ocraB/haMO Ja IPOBEPE KAKO Ce MOMKe KOHCTPpyucaTu Opoj

a—b.

3a roHCTpPYKUUjy Opoja a b kopuctumo ciaenehy mponoprwujy: ab: b =
a: 1. Eso upresxka (tauka P o3mauasa nosunujy Gpoja 1).

PR Q Q

ITocrasmwamo kpyrose ca nearpoM y O kKoju nposase kpo3 rauke P (koja
oarosapa 6pojy 1) m Trauky R (koja omroapa Gpojy b). Y mpecery mno-
oujamo tauke P’ m R’ ma Bepruramnoj ocu. Ilpasa kpo3z R’ mapaJenna
npaBoj Kpo3 Tauke P’ u () cede XOpU3OHTAJHY OCy y Tauku Q' u Ta Tauka
omrosapa tauku a - b. Haume, mpasoyram tpoyriosu AQOP u AQ'OR'
cy camunm, na je OQ : OP' = OQ' : OR/, omaocuo a : 1 = OQ' : b. Crora
Tauka @ 3amCTa OArOBapa TAYKH q - b.

OcraBmamMo ymTaonyMa 3a Be:kOy ma MOKaKy KAKO Ce MOKEe KOHCTDY-

ncaTu % akxo je a Beh koHCTpyHCaH. |

Huje Ttauno camo 10 ma KOHCTPYKTUOMIHM OpojeBu umHe mOTHOJbE on R.

Cras 3 Ako je no3uTurBaH peanaH 6poj a KOHCTPYKTUBMNAH, KOHCTPYKTMOUNAH je

n \/a.

Iloka3. IlpemopyuyjemMo untaonuMa na ce yBepe Ia IPTEX



O/

naje pememe. OBne Tauka P omrosapa, kao u panuje 6pojy 1, tauka
6pojy —a, a S je nenrap roucrpyucanor kpyra. lysuma OO’ oarosapa
6pojy va. O

CraB 4 Heka cy gate tauke A, B, C, D uunje cy KoopAunHaTe y HeKOM noTnosy F
nosba R. Taga cy koopAmHaTe Tauaka Koje ce fobujajy y npeceky ABe npase, ABa
Kpyra, Uin npaBe W Kpyra, Koju nponase Kpo3 [Be Off OBMX Tayaka uau y nomwe F
nan y nomy F(y/r), rae jer € F.

Ioxka3. Ilakne, nare cy taure A(x1,y1), B(x2,y2), C(xs,ys) u D(x4,ys).
Jenmnauuna npase kpo3 Tauke A u B mara je ca:

r — To — I

Y-y Y2—y1

IIOK je jemHauumHa Kpyra Koju uma renrap y C u mposaasu kpo3 D mara ca:
(x —23)° + (y —ys3)® = (w2 — 23)” + (g2 — y3)*.

Crora ce HajlasKeme MPEeCceKa Te MpaBe W TOT KPyra CBOIU HA PellaBaibe
cucTeMa O] jelHe JUHeapHe U jeqHe KBanparHe jemqHaumHe. [locmarpamem
NpPBO JIMHEAPHE jeqHAYWHE, MOYKEMO jeOHY KOODIAWHATY WU3Pa3UTU IIPEKO
npyre (niau ce yak nobuja na je jeqHa koopauHATa (GUKCADAHA, MITO OINET
3HAUM A je M3pasKeHa MPEKO Apyre, CaMoO MPEKO KOHCTAHTHE (yHKIU]je)
M TAKO 3aMEHOM Y jemHAUYMHY Kpyra AoOMjaMO KBAIAPATHY jeIHAYUUHY, a
3HAMO nOa HEHO pelaBame YKbydyje HaJaKeme KBAIPATHOT KOpPEHa U3
HEKOI' eJIEMEHTA KOjU je M3paskeH y ODJIMKY KOJUYHUKA MOJUHOMA IO KO-
edpunujerTuma, na crora npunana mosy F. Ilakiae, HOBe KOOpAWHATE CY
wiu u3 F unu cy y momy F(+/r), Tme je r taj 6poj uuju ce KOPEH TPAKU y
MOCTYIKY peliaBaimha jeJHauuHe, a CUTCYPHO Ipunana mnomy F.

Y craydajy ma mocMaTpaMO IPECeK ABe IpaBe, CUTyaluja je jom jen-
HOCTaBHUja, jep pelrema Mopajy OTpulanaTtu nosmsy F, mok ce cayuaj mpe-
CeKa OBa KPyra CBOIU, OLYy3UMAIEM, HA CIIyUaj TPAKEHha Pellemha CUCTEMA
jemHe IMHeapHE W jeqHe KBaApaTHe jenHaunHe (KBAAPATHU YIAHOBU he ce
OIy3UMAaH€M CKPATUTH). m]



IlonceTrumo ce Hekux pe3yiTara O pamupemuMa mossa. Hajope, ako
cy F u F noma, npu uemy je F' C F, onga kakeMo ma je mome F jemuo
PAIIMPEKE noma F u o31avaBamo ca: pamupeme E/F. Exemente noma E
HAPAaBHO [Ia MOYKEMO [a cabupaMo, ajiu MOYKEMO U A UX MHOMKUMO €JI€eMEH-
TuMa mosba F' u pesynrar je y momy E. ¥Y3umajyhu y 063up cBa cBOjCcTBA
ocobmHa cabupama U MHOKEHA y MOBUMa MOKEMO O3 3aKBYUYMMO I je
nome E jemaH BEKTOPCKM MPOCTOP HAJ mosbe F. YKOIMKO je TO mpOCTOP
KOHAYHE NUMEH3Uje, KaskeMo Ha je pamupeme F/F KOHAUHO U IMMEH3Ujy
noma E manm momem F, 1j. dimp E o3mauasamo ca [F : F| u mazusamo
CTEIEH PAUIVPEILA mossa F Hanm F.

Yrosnuko je Fy KOHAUHO pammpeme mopa F', a Fy KOHAUHO palmpemne
nosma Fi, orma je HapaBuO Fy u jemro pammpeme mosma F.

Cras 5 Akocy F, F1 n E5 nosba Kao y NpeTxofHoj peveHnum, oHa je Ey koHauHo
pawmnpetbe nomwa F' n Baxun

[E2 : F] = [Eg : El][El F]

Hoxa3. Heka je [Ey : F] = n u [Es : E1] = m. Kako je mumenswmja E;
KAa0 BEKTOPCKOT MPOCTOpa Hal mosseM F' jemHaka n, TO mocroju Heka Gasa
[a1,...,ap]. Cawuno, mera je [B,...,0n] 6a3a BekTOopcror mpoctopa Es
Han mosbeM Fp. Ilokasumo ga npomssBoma «;f3j, ¢ = 1,n, j = 1,m uune
6a3y mpocrtopa Fs Hanm momem F.

Jluneapua meszaBucuocT. IIpernocraBumo na je

m n

> cijeif3 =0,
=1 =1

3a Heke ¢;; € F. Hera je d; = Y., ¢ijo, 7 = 1,m. Enemenrtu d; cy u3
noma Fi 1 3a BUX BaxKuU:

m

E djﬁj =0.

j=1

Kaxko je [01,...,0m] 6a3a 3a E; man Ei, 1o Mopa 6butu d; = 0 3a cBe
je{l,...,m}. Ho, kako je |a1,...,q,] 6a3a 3a F; Han nomwem F, To u3s
Yo cija; =0,3a j=1,m cremn mna je ¢;; =03ai=1n, j=1,m.

Tleneparpuca. Heka je v € Ey. Kaxo je [51,...,0m] 6a3a 3a Es nan Fy,
TO mocToje r; € Fy TakBu ma je

m
7= 16
j=1

Ho, rako je [ay,...,0,] Gaza 3a E; max F To 3a cBako j € {1,...,m}

IOCTOje S;; 3a Koje je
n
Tj = E sijai.
i=1



Konauno mobujamo ma je

m n
v = Z Z sijaiB;.

j=1i=1

HaBemumo cana HajBasKHU]y TE€OPEMY Y OBOM OJIEJLKY.

Teopema 6 Heka je o KoHCTpykTUBUNaH peanaH 6poj, koju Huje uz Q. Tapa
nocToju HM3 notnoma o4 R

Q=FCcF CcFCc---CF,=F,

Tako fla o € F, F; = F;_1(\/r7), tRe je r; > 0, r; € Fi_1, \/1; # Fi_1. Hakne,

3a Heko s > 1.

IToka3. Kao mrTo 3HaAMO, HEKA TayKa je KOHCTDYKTUOWIHA aKO Ce MOKe
HOOUTU OJ KOHCTPYKTUOMIIHUX TavyaKa y KOHAYHO MHOTO KODaKa OJ KOJUX
Ce CBaKM CaCTOjU OJ HAJIaKeHa IIpeceka IBe IMpaBe, Wiu IpaBe u Kpyra. A
peanaH 6poOj je KOHCTPYKTUOMUIAH YKOJIUKO je KOOPAUMHATA HEKE KOHCTPYK-
Tubunue tauke. Jlaksie, a je kKoopauHATa Heke Tauke A, Koja je mobujeHa
Ka0 MOCJemha Tavyka y Hu3y. Kao mTo 3HAMO, CBU PAIUOHAJHU OpOjeBU
ce Mory koHcTpyucatu modeB on 0 m 1. 3aTum, eBeHTyaJHO, I0HAjeMO
KODEH HEKOT NIO3UTUBHOT PalMOHAJIHOT 6poja r; u mobujamo mome Q(/71),
npu uemy /71 ¢ Q Ha ocroBy crasa, y cieneheM kopaky, HajBuIme HITO
je morpebHO momaTwm je omer KOpeH HEKOr Opoja m3 Q(/T1), Koju ce Ty He
Hasa3u. Jlakie, 3aucra no6ujaMo HU3 IOJba KAO IITO je HABEAEHO U « € F|
rae je F' To nocremme nosme. Ho, ¢ obsupom na je F; = Fj_1(\/r;), npu
ueMy je r; € Fy_y m /1y # F;_1, jacHo je ma je

[Fz N Fi—l] = 2,

jep je mommuEOoM X2 — r; MUHMMAJAH IOJUHOM €JEMEHTA +/T; HaJ IOJLEM
F;_1. Crora je

[F : Q] = [Fn : anl] . [anl : Fn72] e [Fl : Fo] =27,
Ho, kako o € F, nobujamo ma je
2" =[F:Q =[F:Q(a)][Q(a): Q],
re je 3aucra [Q(«a) : Q] = 2° 3a mero s > 1. O
Hamomena 7 Opgrosapajyfin pesynTaT Baxu 1 32 KOHCTPYKTUBMITHE KOMMIEKCHE

Bpojese: ako je a € C\ Q koHcTpykTnbMnaH, oHAa je [Q(a) : Q] = 2° 3a Heko
s> 1. N



Canma MO:keMO na pemuMo OHa maBa npobiema. I[lozabaBumo ce Hajupe
YABOCTPYYaBAHEM KOIKE.

CraB 8 YgeocTpyuaBatse kouke Huje Moryhie nsspwmnti kopuwhieem UCKIbYUMBO
newMpa v LWwecrapa.

Iloxka3. Bumenu cMo ma ce TO CBOOW HA KOHCTPYKTUOMIHOCT Opoja 2.
Ho, nmonumom X3 — 2 je mepacrasmus max Q. To mam je 1axo mokasarn
KopumliemeM 3HaWa U3 NPEeTXONHUX KypceBa. Ha mpumep, MOKEMO KO-
pucTuTU Aj3E€HIITAJHOB KPUTEPU)YM, WA KOHCTATOBATU M8 MOJUHOM HEMA
pAIIMOHAJIHY HYJy. Y BEpUTE C€ Y OBO.

Taxre, nomaoM a(X) = X3—2 je mepacrasmus man Q u kaxo je a(V/2) =
0, To je a(X) Mumumammun mosmHOM exementa /2, Te je [Q(V/2) : Q] =
dega(X) = 3, mTo mMpoTMBpPEYM NMPETXOAHO] TEOPEMU, jep 3 HUje CTEeleH
IBOjKE. O

ITa 6ucMo mokasaiu aa Huje MOry e M3BPIIUTUA TPUCEKIN]Y TPOU3BOJLHOT
yria KopumhemeM Jemupa U Mecrapa, JOBOJLHO je MOKa3aTW 1a Ce He
Moske KoHcTpyucaTtu yrao ox 20°. Hawmme, moGpo Ham je mo3HaTo ma ce
yrao on 60° MOske KOHCTPYUCATHU JCHUPOM U MECTAPOM, & aKO je MOKA3aHO
na ce yrao on 20° He MOKe KOHCTPYUCATU JEHUPOM HU IMECTAPOM, TO Ce
HU yrao on 60° He MOKe MOMEJUTU Ha TPU jeTHAKA TeJIa.

PasmarpameM je IMHUYHOT KPyTra, BUIUMO Ia Ce HEMOrYy NHOCT KOHCTPYK-
nuje yraa on 20° cBoau Ha HeMOryhHOCT KOHCTPYEKIUje 6poja cos 20°. Iloka-
SKUMO TO.

CraB 9 Bpoj cos20° Hnje KOHCTPYKTUBUNAH.
Iloxkas. Kopuctuhemo cnenehu mpenturer
cos 3¢ = 4 cos® p — 3cos .

Yuraomu O6u Tpebaso ma mpoBepe KaKo ce mAoduja OBaj MACHTUTET.
CBAKOM CJy4ajy, ako y3MeMo na je ¢ = 20° mobujamo

) 1
4 cos® 20° — 3 cos 20° = cos 60° = 3

Iakie,

3 1
cos® 20° — 1 cos 20° — 3= 0.

IocmaTpajmo momuroM a(X) = X3 — 32X — 1 € Q[X]. Hokaxumo na je on
mepacrasmus Han Q. C ob63upoMm ga je y nuramy moauHOM Tpeher crenena,
IOKa3 ce CBOAM HA MPOBepy ma ju nojuHoMm uma Hyiry y Q. To 6w Ouna u
myna momuroMa 8a(X) = 8X3 —6X — 1. Ho, ako je g € Q jemna mysa Tor
noJuHOMA, npu deMy je ¢ > 0 1 oBaj pasioMak HeCKpaTus, oHna p | —1, a



q | 8 mo noGpo HaM MO3HATOM KpUTEpPUjyMy OX panuje. Jlako je mposepuTu
Ia TaKBU P U ¢ He IOCTOje.

Iobunu cmo ma momuuoMm a(X) muje pacrasimus Han Q, Kako je uc-
nymeno: a(cos20°) = 0, 3akmyuyjemo ma je a(X) MUHAMAJIHU DOJIUHOM 34
cos 20° man Q, Te je [Q(cos20°) : Q] = 3, mro nokasyje na 6poj cos20° Huje
KOHCTPYKTUOUIIAH. O

OsBaj pesyarar HaM MOKa3yje Oa JIEHBUPOM U IIeCTapoM Huje Morylie
KOHCTpyucaTu npaBuinu 18-oyrao. Hawmme, jacHOo je ma ce KOHCTPYKIHja
MPAaBWJIHOL N-TOYTJIa MOKE CBECTU HA KOHCTPYKIU]Y IEHTPAJHOD yIJia HaI
BErOBOM CTPAHUIIOM, a TO je yrao O %, OJHOCHO y HallleM CJIy4Yajy, TO
je yrao ox 20°.

1.2 Hampennuja nurama

Crnenehu pesyaTar je HEIITO TEXRU 3a TOKA3.

Cras 10 [llomohy nerupa 1 wectapa Huje Moryhe KOHCTpyMCaTW NpaBUIIHU cef-
MOyrao.

Iloxa3. Kao mto je Beh peueno, mora3 ce cBOAM HA HEMOTYNHOCT KOH-

cTpyknuje 6poja cos 27“ (cama hiemo, 36or kpaher 3anuca, KopucTuT panu-
jame). Hera je ¢ = (:03277T + 4 sin 27” [Ipumernmo na je ¢ 3ampaBo cemMu

roper u3 jemumune: (¢ = 1. Kako je ¢ # 1, nobujamo na je
CHC+HE+CHCFL=0.
Iomenumo oBy jemmaxocT ca (3. Ilo6ujamo

1 1 1
CHCH I st gt =0 (1)

IIpumerumo na je

z:C+2(=2cos277T>.

HoBomHO je, makie, ma MOKa:KeMO Oa z Huje KoHCTpykrubummaax. Ho,

z3—c3+1+3(c+1),

& ¢
Te je
G+ 1 2 -3z
IE
Ha cinuan mauun
22 _ C2 + 2 + i
= @
Te je
CQ + i — 22 )
2



Crora u3 jenHauuHe nobujamo

3 2 _

27 —=32+2"=-2424+1=0,
Tj.

2422 -22-1=0.

[Mokaskumo ma je momuaoMm a(X ) = X3+ X2-2X 1 € Q[X] mepacTasmus HaT
Q. Kao u mpe, noBoMmHO je moka3aru na oH HeMa Hyaa y Q. Yromnuko je %7 €
Q meka HyJia OBOT MOIMHOMA, IPU YeMy je ¢ > 0 1 0BO HECKPATUB Pa3IOMaK,
OHIA OHAa Mopa Outm mcmymeno: p | —1, ¢ | 1, Tj. § € {-1,1}. Ho, naxro
ce IpoBepu Ja OBO HUCY Hyse mojmHOMa a(X), Ia OH HUje PACTABILUB
wan Q. Crora je oH MUHUMAJIHM IOJMHOM 3a €JIEeMEeHT z. Kako je Taj
TMOJIMHOM CTEIeHa 3, Taj €JEeMEHT HUje KOHCTPYKTUOWJIAH, mTO je Tpebaso
" OJOKa3aTu. ]

Iora:kmMO cana jauyd pe3yaTaT O OBOT.

Cras 11 Axo je p HenapaH npocT 6poj n ako je moryhie KOHCTpyucaTu npasuaH
p-yrao, oHfa je p ®epmaos npoct 6poj, Tj. npocT 6poj obavka p = 22" + 1 3a Heko
n > 0.

Ioxka3s. ITocmaTpamo mOJIUHOM

a(X)=XP L4 XP 2 4 X 41
[To mpermocrasmu je 6poj ¢ = e rouctpyktubmtan (1,(,...,(P~! uune
TeMeHa mpaBuaHOr p-Toyria). Baxu na je (P =1 u, xaro je ¢ # 1, 10 je
a(¢) = 0. Ilomuuom a(X) € Q[X] je HepacTaB/bUB AKKO je HEPACTABJHUB
nonuuoM a(X + 1). Kaxko je

(X - Da(X) = XP 1,

TO je
Xa(X+1):(X+1)P—1:Zp:< P )Xp’f—1:p§< P )ka.
VAl o Pk
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pXxP~2 4 (§>XP—3 + - +p.

Kako 3a cee 1 < k < p— 1 Basku na p | (i), p>fpuptl, To je mommEOM
a(X + 1) mepacrasmus no AjsenmrajuoBoMm kpurepujymy. Crora je a(X)
muaEMasHEE monurHoM erneMenTa ¢ 1 [Q(() : Q] = dega(X) = p — 1. Kaxo je
¢ roHCcTpyKTUOUMIAH O6pOoj, mobujamo ma je p — 1 = 2™ 3a HEKM NPUPOIAH
6poj m. Hera je m =2"(21+ 1) 3ameke n >0 u l > 0. Axo | # 0, ouzna je

p — 2m + 1 — 22”(2l+1) _|_ 1 — (22” + 1)(22”2[ _ 22n(2l—1) + . + 1),

Te p me 6u 6mo mpoct Gpoj. Crora mopa Gurm p = 22 + 1 3a Heko n > 0,
Tj. p je PepmaoB nmpoct OPOj. O



Hanomena 12 Ako je F,,: = 22" +1, oHpa 3Hamo fa Cy oBo npocTy 6pojesu 3a
n = 0,4. Hucy nosHatu apyru ®epmaosu npoctu 6pojesn. [locebHo, 3a n = 2
umamo fa je Fy, = 17. Tayc je gokasao, kaga je umao 19 roguHa, ga je moryhe
KOHCTpymucaTu npasuiHn 17-oyrao (jow je oa Eyknuga nosvaTo aa je moryhe koH-
CTPyMCaTW MPaBUJIHX TPOYrao W MPaBUIIHW METOYrao) U TO My je, MO HEroBUM
peunMa, ykasano Ha To Aa je maTtemaTuka obefiaBajyfia npodecnja 3a era... @

Iakne, 3HaMO na, ako je 6poj «a KOHCTpykTUOMIaH Mopa outn [Q(«) :
Q] = 2° 3a meko s > 0. Iokakumo npuMepoM aa o6paT He BaKU.

IIpumep 13 He mory ceu kopeun monunoma X4 + 4X + 2 € Q[X] pa 6yay
KOHCTPYKTUBUIHN.

[IpumeTyMo Hajupe na je maTy MOJMHOM HEPACTABMBUB IO Aj3eHmrajHy
(212,24, 211, 2242) Te je cremen cpakor kopena Han Q jemnak 4 mTo
je cTemeH IBOjKe.

Pemmwvo jemnaunny x4 +42+2 = 0. Axo je p(z) = 2*+4x+2, Moxemo na
npuMeTuMo Aa, nomto je p(z) >03a x>0, p'(z) <03a z < -1, p'(x) >0
3az>—1,p(-1) =—-1<0wup(z)>03ax<<0, oBaj IONIUHOM UM TAUHO
JIBE€ peaJiHe HyJle U TO Cy HeraTUBHU OPOjeBHU.

Kopuctuhemo OjnepoB meron, rae pememe TPaKUMO y OOJIUKYy T =
u+v+w. Taga je

22 = u? + 0% + w? + 2(w + vw + vw),

Te je
(2?2 — (u® + v + w?)? = 4(ww + vw + vw)>.

Ilakmne
ot —2(u?+v? +w?) 2+ (v Ho?+w?)? = 4w Futw? Fotw? 2 (uPvwtuv® Fuvw?)).
I[Ipumernmo ma je

u2vw + uv2 + uvw2

= wvw(u + v + w) = vwwz.
AkO 0BO MCKODHCTHMO M CPEIMMO IPETXOIHY jeIHAKOCT, HOOUjaMO:
zt —2(u? + v +w?)2? — Suvwz + (u? + v +w?)? — 4(uv? + vPw? +v*w?) = 0.

Kaxo je z* + 42 +2 = 0, nobujamo zma je

4P +uw? = 0 (2)
—8uvw = (3)
(u? + 0%+ w?)? — 4(u®0? + Pw® +v*w?) = 2. (4)

W3 npse u tpehe jemnaumue mobujamo ma je

1
u?v? + vPw? + v*w? = 3

10



a u3 Ipyre na je

uwow = — =,
Te je
w2olw? = 1
1
IloBbuam cMO HOBU CHCTEM jeIHAUMHA:
w4+ fuw? = 0 (5)
1
w?v? +utw? +otu? = —3 (6)
u?w? = 1 (7)
1

2

Bumuvo ma cy u?,v?, w? Hysze momurOMA

(X)) = (X —u?)(X —0?)(X —w?) = X? — %X - i € Q[X].
[Ipumerumo ma je
8q(X) =8X% —4X —2=(2X)*-2-(2X) =2.

Bamenom Y = 2X nobujamo nmonunom 7(Y) = Y3 —2Y —2 € Q[Y] u om je
HepacTaBbuB no Ajsenmrajuy (3a npoct p = 2 mapasuo). Crora je u g(X)
HepacTaspus Hag Q Te merose mymre u?, v?, w? HUCY KOHCTPYKTUOMIHE GpO-
jesu. Ho, Ta ce jeqnaumua MOe PEMUTH 1 Tako Kobutu 6pojesm u?, v?, w?.
Mu moskemo ma nzabepeMo HekKe KOpeHe M3 OBUX OpOojeBa U MPOracuMO UX
3a u,v,w. Ho, ako je £1 = u+ v+ w jenHo on periema MOYETHE jeTHAYNHE,
OHJZIA Cy OCTAJa pelemna:

To=Uu—vV—w (8)

Tz3=—u+v—w (9)

T4 =—u—v+w. (10)

Bakno je mpumetuTu na je uvw = —% 3a cBaku u300p u, v, w, Te HEMaMO 16

MoryhHOCTU Kako ce, MOXKIa, HA OPBU MOrJen ynHU. Ram uzabepemMo HeEke
u, v, w, OCTajy camo jom Tpu MoryhaocTu koje cy naBemene. Ho, axko ou
CBU X1, %2,T3, T4 OUIU KOHCTPYKTUOUIHU, OHIZA OM OMO KOHCTPYKTUOUIAH
u 6poj 2u = x1 + X9, Ha OHZA U U, Te HYKHO U u2, a 3HAMO Oa OH HuUje
KOHCTpyKTUOUMaH. /lakjge, He MOTy CBU KOPEHU OUTU KOHCTPYKTUOUIHU U
TO IOKa3yje na oOpaT y HaBENEHOM CTABY HE BAKU. &

2 HopwmagHa pammupema modba

2.1 Hexu OCHOBHM MOjMOBU U PE3YyJITATU

[Moncerumo ce majupe ciaenehe uumenure.
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CtaB 14 Axo je p: K — L xomomop¢usam mnosba, OHAA je ¢ HYXHO MOHOMOp-
Pusam.

Joxka3. 3uamo na je Ker ¢ unean y K. Tarkobe 3uamo na je o(lx) =1y, Te
1x & Kerp. Kako cy y momy K jemunu nneanu {0} u K, to je Ker ¢ = {0},
Te je ¢ MOHOMOpdU3aM. |

Ha npumep, vHe mocroju mHuraka xomomop¢usam ¢: C — R, jep 6u To
3Haumio na R canpsu y cebu nornosse n3omopduo ca C.

Hepurumuja 15 IIpocTo nosme je mosbe Koje HeMa IPABUX IOTIOJbA.

Cras 16 1. [losbe je KapaKTEPUCTMKE HyNla akO M CaMO aKO CafApXu Kao CBOje
notnosse nosbe nsomopeHo ca Q.

2. [Mome je KapaKTepUCTMKE P aKO M CaMO aKO CafipXXM Kao CBOje MOTMNOJbE MOJbE
n3oMopdHo ca Zj,.

Ioxa3. [Ipumerumo HAjOpe Oa je KAPAKTEPUCTUEKA MoJba K jemHaka Kapak-
TEPUCTUNU Ma KOT HErOBOT HOTIOJ/MA, HMOMTO CBA MOTIOMA MMAjy 3ajel-
HUYKY jemuHuiy lx m camgpske cBe eseMenTe obsmika nlg 3a n > 1. Tako
na je moTpebHO MOKA3aT! caMoO jedaH CMep y MOKa3y €KBUBAJIECHIUjE.

1. Heka je K nome raparrepucture 0. Tama je nlg # Ox 3a cse
n € Z\ {0}. Hepuammmmo ¢: Q — K ca:

0 (T) = (mlg)(nlg)~L.

n

[Torasxkumo na je ¢ moOpo meduHKCAHO:

(sm)lg = (nr)lg
(SlK)(le) = (an)(T‘lK)
(mlk)(an)fl = (7’1[()(51]()71

FEed

Hapasno, ¢ je xomoMop¢pusam:

m r sm +nr
o(Z+ ) =g (e
n S ns

= (sm +nr)lg((ns)lg) "

((s1x)(mlg) + (nlg)(rle))(nlx)  (s1k) ™"
(SlK)(le)(an)71 (81]{)71 —+ (TL].K)(T‘].K)(TL].K)il(S].K)il
= (

mlg (an) 1 (SIK)71

)
=) +e (D)
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IIposepa 3a mpomssox je jom jemnocrasauja. Hapasmo, (1) = 1. Kako
jé ¢ HYsKHO MOHOMOP(U3aM IO IPETXOJHOM CTaBy, TO je Im ¢ mormosme on
K m3omop¢uo ca Q.

2. Hera je K mome rapakrepuctuke p. Tana je plg = Ox. Ilepunumemo
p: Ly, = K ca: o(r) :=rlg, 3ar € Zy(={0,1,...,p—1}). OBrme mapaBHO
HE MOpaMoO Ja IpoBepaBaMo mO0py medmHUCaHOCT. IIpoBepumo caMo ma
je ¢ xomomop¢uzam. Heka cy r,s € Z,. Ilogcerumo ce ma cy omepanuje y
Z, cabupame ¥ MHOMNKEHE II0 MOLYILY p: T -5 s = p(r - s,p), rae je ca p(m,p)
O3HAYeH OCTATAK NPU Hebemy m ca p. Iakte, rs = gp+ -, S, 38 HeKN
g € N. Crora je

e(r)-p(s) = (rlk)-(slk) = (rs)lx = q(plk)+(rps)lx = (rps)lk = @(rps).
=0k

Cuarame y omgHOCY Ha cabupame ce jomr jakmie mposepasa. Jlakmae, Kako

je ¢ xoMoMop@du3aM IoJba, ¢ je Hy:KHO MOHOMOpdu3aM, na K canpxu moT-

moJbe M30MOP(HO ca Zy. o

Hamomena 17 Y pamem hemo nore Z, osHauaBaTu Hajuewhe ca F,. 36or
npeTxoAHor pesynTaTa, noma Q v F), Hasueajy ce ¥ OCHOBHUM MOJLVIMA U YeCTo
hemo cmaTpaTtu ga je 6aw Q C K ykonuko je K kapaktepuctuke 0, ofHOCHO fAa
je F, € K ako je K kapakTepuctuke p. To kopuctumo Beh y cnefefiem ctasy. é#

CraB 18 Heka je K nose kapaktepuctuke 0 n ¢ € Aut(K). Taga je p(q) = ¢
3a cee g € Q.

Hoxra3z. Karo je Q C K, 1o je 1x = 1(= 1g). C oG3upom Ha TO ma je
»(1) = 1, maayrnmjom ce nako mokaxke ma je ¢(n) =n 3a cee n € N, a u3

unmenune na je o(—a) = —p(a) 3a cee a, nobujamo na je u p(m) =m 3a
cee m € Z. Crora je p(m/n) = p(m)/p(n) = m/n 3a cee m € Z, n € N\ {0},
Te je 3amcra ¢(q) = ¢ 3a cse q € Q. ]

2.2 TIlojaMm HOpMAJIHOT palIVpemHa
3amoYHIMO jeTHUM TPUMEPOM.
IMpumep 19 Hexa je K = Q(3/2). Ompemuru rpymy Aut(K).

Heka je ¢ € Aut(K). 3mamo ma no crasy (18| Basku: ¢(q) = ¢ 3a ce q € Q.
Cpaxknu eqement u3 o € K je obmuka a = a+bv/2+c¢(V/2)? 3a mexe a,b, ¢ € Q.
Iakie,

ola) = ¢ (a +bV/2 + c(\e/i)2>
= p(a) + p(0)p(V2) + p(c)p(V2)?
=a+bp(V2) + cp(V2)>.
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3

[pewma Tome, Bpearoct p(a) je normyno oapebena spemnomhy (¥/2). Ho,
(V2)% =2, ma je p(v/2)® = 2. C o63upom Ha T0 ma p(¥/2) € Q(¥/2) CR u
A U3 Cpelme IIKOJE 3HAMO Ja je jenuHo pememe y R jemmaumme 22 = 2
Gamr v/2 To je p(V/2) = V2 u ¢ = idg. Crora je rpyna Aut(K) Tpusnjasmna;
Aut(K) = {idk }. &

Crora, na 6ucMo mOOUIIM 3aHUMJIBUBU]Y IPYILy, Mopamo y K momatu jour
Tpehux kopena u3 2. 3uamo na cy cBu Tpehu Kopenu us 2: \3/5, ev/2,e? \3/5,
rme je € = cos 2?” + ¢ sin %’T Herpusyjasau Tpehn kopen u3 jemuuune. Onpe-
busame rpyme Aut(L) 3a L = Q(3/2,¢) je cBakako 3aHUMJGUBHUjE OJ TPET-

XOJHOT IIpuMepa.

MoTuBucanu oBuM HpuMepOM, najeMo cienehy mepwmHunmjy.

Hepuuaumnuja 20 Anrebapcko pamupewme F moma K je HOPMAJIHO yKO-
muko Basku cienehie. Ako je mosmsoMm p € K[X] mepacrasmus y K[X| u
arko F' canpsku HeKy HyJIy TOT HOJHMHOMA, OHIa cy y F cBe Hyme Tor mosu-
HOMA.

Ha npumep, pamupeme K mosma Q u3 mperxomHor mpuMepa HUje HOP-
MasHO, jep mosmHoM X° — 2 € Q[X] jecre mepacrasmus y Q[X], a K me
canp:ku cBe HyjJe oBor moawmuoMma. ok pammpeme L canp:xku cBe He-
rose Hyse. HapaBHo, Mu He 3HaMO Oam caMO Ha OCHOBY TOTa na je TO
pamupeme HOPMAJIHO, jep MOKIa MOCTOJU HEKU APYTU MOJUHOM KOjU HaAM
To ,,mokBapu”’ . Ho, caemehu cTraB HaMm y ToMe momazke.

IIpe popmymanuje Tor craBa, MOACETUMO Ce HEKUX UMmbeHMIA. AKO je
p € K[X] oHIA je KOPEHCKO MOJbe OBOT MOJIMHOMA MUHUMAJIHO DAIIUPEHe
noma K y KoMme ce moamHOM p pactasiba (,uena’) Ha JuHEapHE (QaKTOPE,
AK€ MUHUMAJIHO PAIIUpPEHmEe KOje CAINPKUA CBE KOPEHE OBOT IOJUHOMA.
Baxu crenehe. Axo je mome K usomopduo momy K, ¢: K — K m3omop-
dusam, p=ag+ a1 X + -+ + a, X" € K[X] u nomuom p € K[X| nepunncan
ca: p = p(ag) + ¢(a)X + -+ + ¢(a,)X™, onma aro je F ropeHcko mome
HOMUHOMA P, a F KOpeHCKo mosbe moaumHOMa P, Baskn: F = F. IlocebHo,
CBaKa MBa KOPEHCKA [I0Jba jeTHOT MOJUHOMA CY M30MOpP(HA.

Cras 21 KonauHo pawwupewse F' noma K je HOpManHO ako M CaMO aKO je OHO
KOPEHCKO MoJbe Hekor mnosnmHoma p us K[X].

Iloxka3 craBa <= . Heka je F kopeHcko mose monmHoMa p € K[X],
q € K[X] mepacrasmus nonmuaom u « € F takso na je g(a) = 0. Tpeba
IOKa3aT! ma cBe Hyse mojuHoma g jexke v F. Heka je E KOpeHCKO mosme
nosmaoma p-q € K[X] u 8 € E rakxso ma je q(8) = 0. Tpeba nokasatu na
B € F. N3 xkypca Aarebpe 2 3mamo na je

K(o) = K[X]/1g) = K(B),

momTo je q HepactaBmuB. llome F' je KOPEHCKO MOJbe 3a TMOJUHOM p, OUIO
na ra raemamMo kao monmuoM m3 K[X], 6uno kao mommmoM w3 K(a)[X]
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(cakako a € F). Ocum tora je F(() KOPEHCKO IOMbE 3a NOJUHOM P €
K(B)[X]. Ho, rako je K(f) = K(a), mpema IPeTXOIHOM CJIeAX Oa Cy U Ta
kopencka noswa F(3) u F nonunoma p uzomopdua. To moceGHO 3HaUM 1a Cy
OHa U30MOpP(HA U KAO BEKTOPCKU npocropu Han nosbeM K. Crora cy F(f)
n F' KOHAYHO NUMEH3MOHAJHU BEKTOPCKM NpocTOopu Hax K ucre nuMmenswuje,
npu yemy je F C F(f). 3akmydyjeMo ma ce OHM MODAajy NOKJIANATH, U3
yera caemu ga 3 € F.

—> . Heka je F roHauyHo m HOpMaJHO pamupeme Hanm K. Ilakme, F =
K(ai,...,ay) 3a Heke «; € F, koju cy mapasuo anrebapcku Han K jep je
F ronauno pamwupeme. Hera cy fia,,-- -, € K[X]| Murnmansn nonu-
HOMU OBUX ejeMenata. IlomTo je F' HOpMmanHO pamupeme mossa K, [q,,
HepacraBipue noauHoM u3 K[X] 3a koju je pq,(a;) = 0, y F ce nHanaze u
CBe OCTaJle HyJle MOJMHOMA [i,,. OBO je HApaBHO TAuHO 3a cBe i, Te je F
3aIPaBO KOPEHCKO MOJbE MOJUHOMA D = [lg, * * * fha,, - O

Hepunumnuja 22 Axo je L pamupeme noma K, orga je HOPMAJIHO 3ATBO-
PEWE nmosma L Hajmame pamupeme L mosma L Tako ma je pamupeme L/K
HOPMAJTHO.

Ha npuwmep, ako je L = K(ai,...,ap), vae cy «; anrebapcku man K, onnga
je L 3ampaBO KODEHCKO NOJbe MONUHOMA fla, - fla,, THAE je ja, € K[X]
MUHIMAJTHU TIOJMHOM eJleMenTa ;. Ykommko je L = K(¥/2), L = K(V/2,¢).

3 CenapabujsiHa pamupemna IIoJba

Bupmenu cMmo nma cy HOpMajHA palmpema HEKOT IMO0Jha OHA PAIIUPEHmA Y
KOjUMa ce HaJla3e CBe HyJle HepaCTaBJbUBUX IIOJMHOMA Ca KOe(PUIIUjeHTUMA
y HMOYETHOM TOJbY, uuM je Ty jemua Hyna. Cana he mac 3anumaru na i
cy Te Hyne ,pasasojene’ (,cemapupane”).

Heka cy F u F ropencka noma nomusoma p € K[X] u p: F — F uzomop-
¢usam ,man’ K, rj. takas uzomopdusam ma je p(c) = ¢ 3a cse ¢ € K. Kaxko
cy F u F me camo BekTOpCKHM mpocTopu Han K, mero u aarebpe manm K,
OB MMaMO 3anpaBo mzoMopdusam aarebpu nang K (K-aarebpu).

Wszomopduzam p: F'— F MO&eMO TpOIy:KuTH 10 uzoMopdusma p: F[X]| —
F[X] rako wro hemo , momedpunucaru” na je p(X) = X. Axro je @ = p(a),
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3a o € F| ouna je

p(a) =0 axko je ¢(p(a)) =0 arko je p(a) = 0.
He camo To, mero 3a cse k > 1 Basku:

(X —a)¥ [py FIX] arxo (X —@)" | p y F[X].
Hanwme:

(X —a)*|p axko p= (X —a)q 3amexu q € F[X]
a0 G(p) = 3 (X — a)lq) (3 je ,1-17)
a0 3(p) = (X —@)"G(a)
axko  p = (X —a)"3(q)
akko p = (X —a)"q, 3a mexn g € F[X]
akko (X —a)* | p.

[Ipernocaenma eKBUBaJEHNNja HAPABHO Basku 300T Tora mTo je ¢ ,Ha'.

Iakie, cBaka HyJa MOJUHOMA P Y HEKOM KOPEHCKOM II0JbY TOT HOJUHOMA
OJIrOBapa HEKOj HyJU y APYIOM KOPEHCKOM IMOJbY W TO CA WUCTUM MYJITU-
miunureroM. Cuenehwu craB HaMm nmaje morpebaH U JOBOJBAH YCIOB O CY
CBe HyJle OaTor IOJMHOMa MPOCTE y HEKOM KOPEHCKOM II0JLY TOI IIOJIU-
HOMa. IIpema IpeTXOMHOM je OHIa TO TAYHO U 33 CBAKO KOPEHCKO IOJbe
TOTr IMOJUHOMA.

CraB 23 Ako je f € K[X]\ K, oHla Cy CBe +beroBe Hyse y HEKOM HEroBOM
KopeHckoM nosby npocte akko je NZD(f, f/) = 1. MocebHo, ako je f HepacTaebus
MONVHOM, CBE HeroBe Hyfe Cy npocTe akko je f’ # 0.

JHoxka3. Hexra je d = NZD(f, f'). Tana nocroje nonuaomu a,b € K[X] taksu
na je

af +bf =d. (11)
<= . Axo je F kopencko mome nojuunoma f u « € F Bumecrpyka HyIa
nosuHOMa [ OHJA je OHA, KAo MTO MOOPO 3HAMO, W HyJa HErOBOT U3BOIA
f!, ma je Ha ocHOBY OHa U HyJa nojuHoMma d, Te je d # 1.

— . Hera je d # 1. Kaxo d | f, To mocroju ¢ € K[X], Tarko na je f = dq.
Axo je F KOpeHCKO nose nonuHoMa d u « € F Heka Hy1a ToJIuHOMA d, OHIA
je f(a) = d(a)g(a) = 0, na o npunamga HEKOM KOPEHCKOM N0y F momamHOMa
f, xoje je pamupeme moma E. Ho, xako d | f' 10 je @ u Hyna nmomuaOMA
f', ma f uma BUmECTPYKy HYJIy y TOM KOPEHCKOM HOJbY.

IIpernocrasumo cana na je f mepacrasmus. Kako d | f, To mopa Guru
nm d=1wmd=f. Hakxe,

d+#1 akko d = f arko f | f' axxo f' =0

16



IMocnenma eKBUBAJCHIU]a CJIEIN U3 YME-CHUIE M j€ CTEIeH moJuHOMa [’
Mamu on cremnena moauHoma f. Bymnyhu ma cmo ycramoBuiau ma cy cse
Hyse moiauHOoMa [ mpocTe akko je d = 1, 3arkbydyjeMoO na Cy CBe HyJe
HEPACTABJBMBOTI' mosuEOMa [ mpocte akko [’ # 0. ]

Iedwuuumnuja 24 lNonnHom je CEITAPABUJIAH aKo Cy CBE HEroBe Hymne y HeKOM
HErOBOM KOPEHCKOM MOJbY MPOCTe.

HapaBHo, omma cy OHe mpocTe M y CBAKOM APYTOM KOPEHCKOM IOJbY
OBOT IOJIMHOMA.

ITocnemuua 25 Heka je f € K[X]\ K HepacTaBbue nonvmHoM 1 nosbe K kapak-
Tepuctuke 0. Taga je f cenapabunan.

Iloxka3. Ha ocuoBy craBa nonuHOM f je cemapabunanm akko je [/ #£ 0.
Hera je f = a, X" 4+ -+ +a1X + agp, rme jen > 1 u a, # 0. Tana je
f' =na, X" ' +... +a;. Karo je K xapaxrepucruke nymaa, 1o je nlyg # 0,
Te je u na, = (nlg)-a, #0, na je f' #0. Tume je mokas 3aBpuieH. O

Iedbunumnuja 26 Heka je L anrebapcko pawwuperse noma K. Enement a € L
je CENAPABUJIAH (Hah K) yKONWKO je HeroB MUHMMAaNHU NONUHOM L, € K[X]
cenapabunaH. Pawwuperwe L je cenapabunHo pawmperse noma K, ako je cBaku
enemeHT u3 L cenapabunaH Hag K.

ITocnemuma 27 Heka je K nome kapaktepuctuke 0 u L anrebapcko pawumperse
nosba K. Tapa je L/K cenapabunto pawmpetbe.

Iloka3. Y mperxomHOj mocienunuu CMO BUAEIN Na je CBAKU HEPaCTaBJbUB
nosuHOM cenapabuiad. Crora je MMHMMAJIHA ITOJWHOM CBAKOT €JIEMEHTA
u3 L cemapabunan, na je u pamupeme L/K cenapabuiHo. O

Hamomena 28 Hapasuo, u camo nosse L je kapakrepuctuke 0, jep je 11, =
1, ma je 3a cBako n > 1: nly =nlg # 0. ®

IMoncerumo ce ma 3a pamupeme E/F raxemo na je IPOCTO YKOJIUKO
mocToju eseMeHT « TakaB na je B = F(a). 3a Taj ereMeHT KaskeMo Ia je
MIPUMUTUBAH enemenT Tor pammpema. Ciaemeha Teopema mam rosopu o
€r3UCTEHIN]Y TPUMUTUBHOT €JIEMEHTA.

Teopema 29 Heka je K nome kapaktepuctuke 0 u L = K(ayq,. .., Q) KOHAUHO
pawwupetse nossa K. Tafa noctoju A € L takas fa je L = K ().

JToka3. 3uamo na je K GeckoHauHOo mospe. JloKa3 M3BOAMMO WHIYKINjOM
IO n U JACHO je ma je MOBOJHHO moka3aTu TBpheme 3a n = 2. Jlakie, Heka
je L=K(a,8) na# 6.

3HaMO nma cy a u [ cemapabunHu Han K U HEKa CY [iq U [i3 HUXOBU
MHUHAMAJIHE HOJAuHOMH. O3HAUMMO ca F' KOPEHCKO IOJbE MOJIUHOMA [lq - [3.
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Kako cy enementu a u [ cemapadbuiaHu, CBe HyJle HUXOBUX MUHUMAIHUX
moJIuHOMa Cy pasauuurte. Heka cy

o= 01,02,...,0L

HyJIe IIOJIMHOMA [ly, &

/6:/817[327"'3ﬂl

Hyise noauHoMa pg. Hapasro cse ce one namase y F. Heka je ¢ € K \ {0}.
IMocmaTpajmo mormoma E. moma L 3anara ca: E. = K(a+ ¢f). Keanmo
na norakeMo na je E. = L 3a Heko c. IlocmaTpamo moamnaOM

fe(X) = pala+c(f— X)) = pa(a+cf —cX) € E[X].
IIpumerunmo na je f. popmupan tako na je f.(8) =0:
fe(B) = pala+c(B = B)) = pa(a) = 0.

Ha nu je f.(8,) =0 3a mexo r > 27 Buaumo na je

fc(ﬁr) = 0 akko :uoz(a + C(B - Br)) =0 (12)
arko o + ¢(f — fB,) = as 3a HEKO § > 2 (13)
AKKO ¢ = ﬁs—iﬁr 3a HEKO § > 2. (14)

I[Tocmarpajmo crym

g —
R= r>22,s>22,.
{/Bﬂr }

Ckyn R je xkonauan, a mosme K Geckonauno. Crora cuUrypHoO MOCTOjU eje-
MeHT ¢g € K\ (RU{0}). Ha ocHoBy m3bopa eneMeHTa ¢y UMaMO O je
feo(B) =0 m fe,(Br) # 0 3a cBe r > 2. Kako je § Hyna u monmHOMa [ig
noroznHo je paszmorputu NZD(fe,, pug). Homusom f., npunana E.,[X], nok
je pg € K[X] n MmoskeMo ra nocMarparu u kao noauaoM u3 E. [X]. Csakako
Tana u

NZD(fcouuﬁ) S ECO[X]' (15)

Ho, xaxo je f15(X) = (X—B)(X— ) -+ (X—B) y K[X], a fun (Br) £ 0327 >
2, 1o je NZD(fe,, ) = X —f. Ha ocuoBy nmobujamo na X —f € E. [ X],
Te f € E., = K(a+cof). Ho, Tana mmamo u a = (a+cof)—cof € K(a+cof),
re je K(a,f) C K(a+ ¢yf). Obparna unKIy3nja je ouurienta n nobuau
cvo ma je K(a,f) = K(a+ ¢of3), Te ce 3a TpaskeHU NPUMUTUBAH €JIEMEHT
MOKE Yy3€T! eJIeMEHT A = a + ¢of3. m|

AKo ce moriiema mrTa HaM Iaje OOKa3 KOju OMCMO U3BEJU UHIYKIW]OM,
BAIUMO Za 3aIpaBo IMOCTOje Ca,...,C, € K Taksu ma je K(aj,ag,...,q,) =
K(og + caag + -+ cpau).
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4 Ayrtomop¢usMmu u KOHjyramuje

IMocmaTpajmo mBa pamwmpema moma L/K u F/K. Moske nocrojatu xo-
MoMop¢u3zam m: L — F 3a koju He Baxku ma je mw(c) = ¢ 3a cBe ¢ € K.
Ho, ykosuko je jemmaroct m(c) = ¢ ucnymeHna 3a cse ¢ € K, oHma 7 Huje
camMo xoMmomopdu3zam mossa Hero u K-anrebpu. Kaxkemo m ma je m jeman
K-xomomopduzam.

Iedwmuumnuja 30 Pawupewa L v F noma K cy KOHJYTOBAHA yKONMKO NOCTOjU
6ap jegaH K-usomopgusam m: L — F. Enementn a« € L n @ € F cy KOH-
JYTOBAHMU ako noctoju K-nsomopdusam 7 nomsa K (a) v K (@) Takas ga je m(a) =
Q.

CraB 31 Heka cy L n F pawuvpewa noma K n«a € L, @ € F. Osu enemenTn cy
KOHjyroBaHu aKKo cy nnu oba TpaHcueHAeHTHW Hag K nnv umajy nctv MUHUManHu
nonuHom y K[X].

IToka3. <. Ako cy u « u @ TpancuengenTHu Han K, onma je
K(o) 2 K(X) = K(a).
YKOIUKO je [io = [, OHOA MMAaMO:

K(a) = K[X]/(4,) = K[X]/(4g) = K@)

,U/oz ,U/E
Hapasno, y oba ciayuaja je y nurtamy K-m3oMopdusaMm y KOMe ce & CIUKa
y a.

=. Arojem: K(a) - K
OHIA 38 CBAKU IIOJIUHOM P

—~

@) jenan K-uzomopodusam, Takas na je w(a) = @,
X)=a+u X+ +a,X" € K[X] Bamu:

—~

m(p(a)) = w(ag) +7(ar)m(a)+- -+ 7(ap)m()” = ap+ara+---+aa” = p(@).

Kako je m ,,1-1", 10 je p(a)) = 0 arko p(@) = 0. Ilomro oBO Basku 3a cBaKU
IOJIMHOM, OHJa Cy uiu 00a ejeMeHTa TpaHcleHmeHTHa Hanx K (makie He
AaHyJIUpajy HUjeJaH moJuHOM Han K) wiau je CKyn MOJIMHOMA KOjU aHy-
Jupajy Hempa3aH M UCTU 32 00a eJeMeHTa, Ia Tala UMajy U 3ajeTHUUKU
MUHVMAJJIHI ITOJITHOM. O

Csaku K-xomopduzam o: K(a) — L, rae je L pamwupeme noma K mor-
nyuo je oapeben Bpemmomhy y «. Crora, ako je a anrebapckum mHam K
n ako je fio € K[X]| Hmerop MUHUMAJHU TMOJIMHOM, OHIA PA3IUYIUTUX K-
xomoMmoppuzama u3 K(«) y L uMa OHONMKO KOJIUKO UMA PA3IUYATUX HYJIA
nonmHOMA [y, v L. Ha mpumep, ne mocroju mujeman Q-xomomopduszam u3
Qi) vy R.

Hapasuo, ca Aut L o3HauaBaMO CKyI CBUX ayTOMOp¢uzama mosba L,
mok ca G(L/K), rne je L pamwupeme noma K, o3Hauasamo Ckym cBux K-
ayromop¢usama moma L. Jacuo je ma je G(L/K) < AutL. Axo je mak
IT < Aut L, ouna je

":={aecL:(Vrecl)(n(a)=a)}
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nornome on L. Haumme, ako a,b € L' u 7 € II, ouna je n(a+b) = n(a) £
7(b) = a+b, e atb € L. Tarobe je 7(a-b) = n(a)-7(b) = a-b, Te a-b € L.
Yronuko je u b # 0, ouga je w(a/b) = n(a)/n(b) = a/b, Te n a/b c L'

Teopema 32 3a cBako KOHauHO pawwupere L nowa K cnepehiv ycnoeu cy eksu-
BaJIEHTHN.

(1) K = LEW/K),
(2) K = L' 3a neky koHauny nogrpyny IT < Aut L.
(3) L je HopmanHo v cenapabuiHo pawmperse noma K.

Y tom cnyvajy je |G(L/K)| = [L : K].

Hoxa3z. (1) = (2). Ilorkaszahemo na je G(L/K) konauna rpyna. 3HaMO Ia
je L je Bekropcku npoctop Han K koHauHe nuMeH3uje u Heka je n = dimg L.
Heka je [e1,...,e,] 6aza Tor npocropa. IIpema panujoj muckycuju, ako je
m € G(L/K), ounma je 3a cBe i: 7(e;) Hysia HOIMHOMA [l,. Kako je T
noTtnyHo oapebeHo BpemHocTuMa Ha OBOj 6a3u M 3a CBaKU eJIeMeHT Dasze
[OCTOjU caMO KOHAYHO MHOro Moryhuocrm, To je rpyma G(L/K) ronauna
n (2) je nucnymeno — 3a II moxxemo y3zeru 6am G(L/K).

(2) = (3). Hawne, K = L' nmpu uemy je Il = {my,...,mx} (m = idy).
Tpeba mokazaru ma ce 3a CBaKO « € L HEroB MUHUMAJHU TOJUHOM [ly

¢paxropume Ha guHeapHe ¢axrope y L[X]. Heka cy o = ai,...,a, cBe
pa3nImuuTe HyJe NOJUHOMA (i, KOje ce Hamaze y L. Tama 3a cBako i,J:
mi(a;) € {a1,...,am}. Karo je m; Oujermuja, 10 7; mEPMyTyje eleMeHTe
cryma {aq,...,am}.

Ilocmarpamo mosuHOM
p=X-)(X —ag) (X —ap)=X"+a, 1 X" '+ +a1 X +ap € L[X].

ITokaskumo na je p = p,. Heka je m € Il u 7: L[X] — L[X] nponyxeme
nepunucano ca 7(X) = X. Tana umamo

X" 47 (an 1) X" 4 Fm(ar) X 47(ag) = 7(X a1 X" 4 4ay X +ap)
=7(p) =7((X —a1)(X —az) - - (X — am))
= (7(X) = W) (T(X) = 7(a2)) -+ (F(X) — 7(um))
= (X —7(a1))(X —7( (X =7m(am) = X" +a, 1 X" a1 X +a,

7
az)) -

momto je {m(ay), m(ag),...,m(am)} = {a1,a9,...,an}. Hakae, 3a cee 7 € 11
ucBe i =0,n—1 je m(a;) = a;, WTO 3HAYM AA CBU KOEYULU]EHTU HOJIUHOMA
p mpunanajy L' = K. Tlpema Tome, p € K[X]. Ho, kako cy jemume myie
OJIMHOMA [ ¥ L 6am aq, ..., am, TO p | pio. VI3 yumenune na je [, HEpAC-
raBipuB y K[X], 3akmpydyjeMo na je p = [i, U BUAUMO Ha je o cemapadu-
aan Han K. Kako je a 6uo mpomsBosman exeMeHT u3 L, TO je pamwmpeme
L/K 3aucra cenapabunno. Ho, oBaj moka3 HaM yjeIHO IOKa3yje Ioa je To
pamwmpemne u Hopmaauo. Hamme, ako je ¢ € K[X] HepacTaB/buB NOIUHOM U
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0 € L Heka HyIa TOT IOJIMHOMA, OHZA j€ ¢ 3alpaBO MUHHMAJAH MIOJINHOM
TOT eJIEMEHTa, & MUHMMAJIaH IIOJIMHOM CBAKOI €JeMEHTa Ce PAcCTaBsba Ha
muHeapHe ¢akxrope y L[X], Te cy My cse myne y L.

(3) = (1). Heka je L mopmanno u cenapabuiHo pamupeme noiba K.
3uamo na je tama L = K(«) 3a meko a. IlocMaTpajMo MUHMMAJIHU TOIU-
HOM i TOT esneMenTa. OH mma Tauno n = [L: K| ayna y L (pamupeme je
HOPMAJIHO, T1a Cy My cBe Hyse y L): a = aq,...,a,. Aro je m € G(L/K),
ouna 7(a) € {ay,...,an} u rKaro je m mormyno oxpebeno ca w(a), To y
G(L/K) numa Tauno n ayromop¢usama. Ca m, hemo o3mauaBaTu onaj ay-
romoppuzam u3z G(L/K) 3a koju je m.(a) = a.

Nmamo ma je ’\G(L/K)| =n=I[L:K] ‘ Tpeba nokazaru na je K =
LEXL/E) - Jacuo je ma je K C LEW/K),

Heka a € LEUL/K) | To smaun ma je 3a csaxo r € {1,...,n}: m,.(a) = a.
Ho, kako a € L = K(a), 10 je a = p(«), 3a HeK: mOauHOM p = ¢o + 1 X +
ot e X" Ye K[X): a=co+cia+ -+ 1™t Crora je

m(a) = mr(co) + mr(c)mr (@) + - - 4w (Cn1) 7y (@)

=cot e+t o)
= p(ay).

Haxkiae, p(a,) = mr(a) = a. Hocmarpajmo cana nomuaom ¢(X) =p(X) —a €

L[X]. To je nomuuom crenena n—1, a g(a,) =03a cee r € {1,...,n}. Kako

HEHYJIa IOJIMHOM cTelleHa 1 — 1 mMma HajBume n — 1 HyJga y Ma KOM IOJbY,

3akmydyjemo na je ¢(X) myna mommaoMm. To 3HAYM na je ¢p = ¢y = -+ =

cn—1=0mcy—a=0,Tejea=cy€ K. O

5 T'amoaoBa pammupena modba

Hepunumnuja 33 3a koHauHo pawmperbe L noma K kaxemo Aa je [AJTOAOBO
ykonuko je K = LG(E/K),

Haxrme, nokazanu cMo ciaenehy teopewmy.

Teopema 34 KoHauHo pawmperse L noma K je [anoaoso ako 1 camo ako je oHo
HOpManHo 1 cenapabunHo v Tafa je [L: K| = |G(L/K)].

I'pyna G(L/K) 30Be ce T'AJIOAOBA TPYIIA PAIIUPEWHA L HAJ K. Kopuctu
ce u o3Hara Gal(L/K).

5.1 T'amoaoBa KOpecIOHOEHIUja

Hera je L/K Tamoaoso pamwmpewme u G = G(L/K). Ilocmarpamo nsa
nocera (y oba ciydaja napnujanso ypebeme je 3anaTo MHKIY3MjOM).
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e F = cryn cBux morunosra on L xoja campxe K.
e P = ckyn cBux nmoarpymna oxn G.

ITocroju mpuponua Beza uzmebhy oBa aBa mocera. Hawmme, axo je F € F,
ouma je F* € P, rue je F* nepunucano ca:

F':={r€G:(Va€ F)r(a) =a} = G(L/F).

Hakre, F* unue ayToMOp(QU3MU KOju GUECUPA]y CBE eJeMeHTe OTHompa F.
Tarobe, ako je I1 < G, onna je I € F, rue je II’ mepunucano ca:

I’ ={aeL:(Vren(a)=a}(=L").
Oso uuje temko nposeputu. Ocum Tora
FCFR=—F2OF u I, C I, = 11 D 115,
OBoO cy TayToJIOIIKe YuH-eHUIle, Kao u cienehe npe:

I C I, F C F®,

Hapasno, I’ = (Hb)ﬁ u F¥ = (Fﬁ)b. YBepuMo ce a OBe MHKIy3Wje BaKe.
Hera 7 € II. Jla Gucmo ce yBepuu na 7 € I, TpeGa mposeputu xa i je
m(a) = a 3a ce a € I[I’. Ho, a € TI" akxo o(a) = a 3a cse o € II. Hapasuo
na je ouna u w(a) = a, jep w € II! Ha canuan Hauywn ce noka3syje u aApyra
UHKIIY3H]a.

Teopema 35 (OcuoBua Teopema komaune ['amoaose teopuje) Heka cy o3-
Hake Kao y npeTxogHoMm, npu uemy je L [anoaoso pawwuperse noma K. Taga
BaXMU.

(1) L je Nanoaoso pawwupetse ceakor nomwa F € F.
(2) Mpecnukasara II — I’ u F — F* cy uHsep3Ha jeaHo ApyroMm.
(3) F € F je Manoaoeo pawwiperse noma K akko je F* <G v Tapa je

G(F/K)=~G/F*".

Hoxra3z. (1) Heka je &« € L u p, € K[X] meros MUHUMAIHE IOJIUHOM.
ITomro je pamwupeme L/K HOpMAaIHO U cenapabuiiHo, TO Ce (o y L ,mena”
Ha [IPOM3BOM PA3INUNATUX JUHeapHux (arxropa. Heka je cama M, € F[X]
MUHUMAJIHU TOoarHOM 3a « Han F. Hapasuo na u p, € F[X]. V3 yumenune
na je po(a) =0 u na je M, MmuauManau moauHoM 3a « Han F', noGuja ce na
M, | po y F[X]. Ho, rako ce p, ,mena’ Ha pasauuuTe JUHEAPHE PAKTOPE
y L, To ce u meroB daxrop M, Takobe ,menma”’ Ha pasauuuTe JUHEAPHE
darxrope y L, Te MOXeMO 3aKLYyUYUTU Oa je L HOpMaJHO W cemapadbuIHo
pamupeme mosba F.
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(2) Tpeba mokasatu ma je IT = I 3a cee I1 € P u na je F' = F% 3a ce
F € F. Iloraxumo Hajupe
[L:F] = |FY (16)
[L:1°] = O] (17)
Hpumeruvo na je F¥ = G(L/F). Ho, xako ua ocuoBy (1) 3mamo na je L/F
Ianoaoso pamupeme, 1o je [L: F] =|G(L/F)| n tume je (16]) norazano.

Heka L = K(a) u M, € II°[X] MUHUMAJIHMA TIONMHOM 32 OBAj EJEMEHT,
aJIi HaJl IOJbeM Hb(: LYM). Hapasuo ma je L = Hb(a) n degM, = [L: H"].
Ioxrasxumo na je deg M, = |II|.

Axo m €11, ouna je M,(m(c)) = 0. Hanme, ako je
My =do+di X + - +dp_1 X1+ XF,
rae d; € II°, onza je 7(d;) = d; u crora uz M, (a) = 0, crenn
0=n(Ma(a)) =n(do + dia+ -+ dp_10" 7" + a¥)
= w(do) + w(dr)m(a) + - + w(dp—1)7()* " + 7(a)

= do + dl’]T(Oé) + -+ dk,lﬂ(a)k_l + ’/T(O[)k
= My (m(a)).

k

Haxkae, m(a) je Hyna momumroMa M, a wmux Hema Buime oxn deg M,. Ocum
Tora, jacHo je ma 3a Ty # Mo Mopa outu 71 () # mo(a) (ayromopduzam ox
L je nornyuo ompeben Bpemmomliy y «), ma mobujamo ma 6poj ayToMop-
¢uzama y II mHe mosxe 6urty Behwm on cremena monmuaOMa M, :

ITT] < deg M,,. (18)
ITocmaTpajmo cam moauHOM

o(X) = [ (X = n()). (19)

mell

Aro o € II, Mu ra, Kao u mpe, MO¥KEMO TPOILY:KUTU A0 MU30MODPHU3MA

o: L[X] — L|X]. Tana je

a(¢(X)) =a (H (X — 77(04))> = [[ @) —a(n(a) = [T (X = (0om)(e)

mell

=[] &@-7)= ][] X-7()=]]&-7()=auX)

o lon/ell 7' €ooll 7/ eIl

Crora cy cBu koepunujentu nonuaoma ¢(X) ¢uxkcupanu npu cakoMm o € 11
u mobujamo ma je ¢(X) € TI’[X]. Ho, jacmo je ma je g(a) = 0. Crora je
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OH IeJbUB MUHUMAJHUM MOJUHOMOM TOT eneMmenta, Tj. M, | ¢(X). Tako ma
nobujamo nma je
deg M, < degg(X) = |II|. (20)

13 (18) u (20) moGujamo ma je deg M, = [II|, a rako je deg M, = [L : II]
nokazamu cmo ((L7)).
Kopumhemem 1} u ) HUje Temko mokasary na je II =11 u F =

F%. Hauwme:
] &2 1) B2 s

Kako cy oBo konause rpyme u 1I C I’ 3akmydyjemMo oa Basky jeqHAKOCT:
II = I, Cimuso:
7]
(L F] &2 E g e,

Ho, F C F* u kako cy cBe 0BO KOHAUYHA pammpema, Mopa ourtn F = F%,

(3) Hera cy Fi, Fp € F. HoramkuMo ma Cy OBa MOJba KOHjYTOBAHA AKKO CY
MO ArpyIIe Flrj u F2ti KOHjyrosane kao noarpymne ox G(L/K).

— . lIpernocraBumo ma cy mosa F)} m Fy KOHjyroBmaHa, Tj. ha IOCTOjU
K-m3omopduzam o: F; — F,. Kako je, Ha OCHOBY paHUjUX pe3yiTara,
L = Fi(a) u L = Fy(f) 3a Heke o, € L TO MO¥KEMO 0 NPOLYRUTHU IO
ayToMop¢usMa o mossa L Tako mro monedunumenmo o(w) = [ (HapaBHO na
je [L: Fy] = [L : Fy] momro cy F} m F» K-u3omopdHa U cBa pammpema Cy
koHauHa). Pamu jemmocraBroctm, ymecto ¢ nucahemo camo o. Tazna 3a
ceaku 7T € G(L/f) nmamo:

Haxrne, F2ﬁ = aFfa_l, Te Cy OBe MOATrpyIle KOHjyrOBaHeE.

< . IlpetnocTasumo na cy noarpyne F¥ u FY konjyrosase, Tj. na nocroju
o € G(L/K) rako ma je Fi = cFfo~!. Kako smamo na je Fy = FY’, 1o je
Fy = (cFio™1)’. Mokazaliemo ma je (cFfo!)" = ¢[F)] mro he mam matu
nmoka3 ma cy Fy n Fy korjyrosana nosba (ayroMopduzaM o MHAYKYje moMohy
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Cy’Kema MOMEeHa M KoJoMeHa K-m3oMopduszaM OBUX MOJA).

a € (oFjo™"y < (vr € Ff)(ooToo )(a) = a
)

— (Vr € F)(ro0 1) (a) = 0~ (a)
— (Vr € FH7(67 Y (a)) = 0 '(a)
o0 '(a) € Flﬁb

— o a) e Fy

<= a € o[F].

Hakune, saucta je (0Ffo=1)" = o[Fy]. |'| Ioce6mo:

F*<aG(L)g) <= (VYo € G(L/k))oF*o™! = F*
= (Vo € G(L/g))(oFfo™")" = (F*)
< (Vo € G(L/k))o[F] = F.

Mu tpeba na mokaskeMmo na je y tom caydajy F/K Tamoaoso, Tj. na je
K = FGF/K) " Topomno je mnokaszaru ma je FEUF/K) C K momro obparua
MHKJIy3Wja TpUBUjaiHo Basku. llpermocrasumo na a € FEFE/K) To zmaun
na je m(a) = a 3a cee T € G(F/K). Ilokazumo na a € LEE/K) . 3uamo na
L/K jecte Tamoaoso, na je K = LEW/K) y ro he mam 3aBpmuTH HOKA3.
Heka je 0 € G(L/K). W3 ropme aHagn3e 3HAMO & O CBAKUA €JIEMEHT
n3 F cnuka y F, ma crora uaaykyje ayromopousam o € G(F/K). Ho,
a € FCUF/K) ma je g(a) = a. Ho, 1o 3ampaBo mokasyje ma je o(a) = a.
Kaxo je oBo Tauno 3a cako o € G(L/K), to a € L°F/K) = K u noxazamm
cMo ma je pammpeme F/K Tamoaoso.

JokaskmMoO ma Ba:kKu U OOpaTHA UMIIUKAIMja, Tj. Oa U3 YAHEHUIE A4 je
pamupeme F/K Tamoaoso caemu ma je moarpyma F! mopmamsa. Bumemn
CMO [a ce TO CBOAU Ha MOKA3 UUELEHUIE A je 3a CBakO o € (G UCIYHEHO
o[F] = F. 3anpaBo je HOBOJBHO HOKa3aTW Ha je 3a cBako 0 € G: o[F] C F.
Hawwme, onna Baxku u 0~ [F] C F, na IpUMEHOM 0 Ha OBY WHKIY3Ujy MOGH-
jamo ma je F C o[F]. Hera je a € F npousBoOBHO U i, € K[X] MuanMmanau
mOJIMHOM OBOT ejeMeHTa. Tama je g (o(a)) = o(pa(a)) = o(0) = 0. Ho,
Kako je pamupeme F/K mopmanno, u, € K[X]| mepacraBimus moiaunom, a
F canpsu meroB KopeH «, ouma F camgp:ku u cBe ocTajie HeroBe Kopewe,
Te o(a) € F.

Ompemnmo cana rpymy G(F/K). TlocmaTpajMo XoMOMODppu3am
¢: G(L/K) — G(F/K)
3amar ca ¢(0) = ¢ (kopucTuMo ropmy o3Hary). Vimamo ma je

Ker¢ = {0 € G(L/K) : 0 =idr} = {0 € G(L/K) : (Va € F)o(a) = a} = F*.

'Kopucso je oBoe mpuMeTuTH na 3a cBaxy moarpymy Il Bamwu cmemelia jemmaxoct:
(crl'[o‘l)b =0 [Hb]. Hawnwme, I1 = F1ﬁ akxko II° = F}.
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Ha ocuoBy npBe Teopeme o m3oMopdum3My 3a rpyne nobmjamo na je

G(L/K)/F*=1Im¢ < G(F/K).

Ho,
G(L/K]|) [L:K] |[L:F]-[F:K]
LK)/ F - | = = =[F:K]=G(F/K
ma je ¢ 3ampaBo ,Ha” u qo0MjaMoO TPaKeHU M30MOP(U3aM. O

ITpurazahemo cama HemrTo npyraunje mokase menosa (2) m (moceGHO)
(3) mperxomHe TeOpEME, KOjU MOTY KOPUCTUTHU YATAONMMA I8 BOJLEe carienajy
OBe BajKHE Pe3yJITaTe.

Ilokas 3a (2). Ilpe csera, F® = LF' = [GUW/F) = F, jep je pammpeme
L/F T'anoaoBo ka0 mwTo cMO mnokaszaaur y (1).

Nmamo ma je 1% = G(L/I1°) = G(L/L™) D 11, re je |G(L/L™)| > |1].
3mamo ma je L = K(a) 3a mexo a € L n mera je M, € LY[X] vumummvammm
MOJIMHOM 32 Taj edement, anu Han L (mapasmo ma je m L'(a) = L). Tloc-

MaTpajMo Kao M y OPEeTXOJHOM Hoka3y mosuuHoM ¢ 3azxaT 3a (19)). Kao u
npe, mokake ce aa je g € L[ X] u na M, | ¢ Te umamo ma je

L/L" je I'amoaoso

|G(L/L™)| [L: LY = [L™() : L") = deg M,, < degq = |TI|.

Taksne, nobumm cvmo ma je || = |G(L/LY)| = ], Te je u II°f =TI. |
Bumumo na ce oBaj IOKa3 HE3HATHO PA3JIUKYje Of IPETXOMHOT.

Joka3 3a (3). IIpumerumo na rpyna G mejcrByje Ha F: o F := o[F]. Ilpu
OBOM HejCcTBY Ckym JF ce 'pacmana’ Ha AucC]jyHKTHY yHUjy opbura. Ilomce-
TUMO C€ 71a Cy CTabUIN3ATOPHU eJIEMEHATa U3 UCTE OPOUTE KOHjyrOBaHe IO M-
rpymne. 3amnpaBo, BaEKU jeIHAKOCT: Y,[p] = oY ro~ !, rme je ca Yy o3Hauen
crabunusarop enemenrta (y HameMm ciaydajy moma) F. Ilpumernmo ma je
Yp={0€G:0[F] =F}, nok je G(L/F) = {0 € G: (Vx € F)o(z) = z}.
Ilakine, jacHOo je ma 0BO HUCY UCTe moArpyue, aau Basku xa je G(L/F) C Xp,
Te je, 3a cBako 0 € G: 0G(L/F)o~! C 0Xpo~! = S, (p. Iorammmo ma je
3ammpaBo 3a CBako o € G:

oG(L/F)o~! = G(L/o[F)).

IloBomuo je mokazatu ma je oG(L/F)o~! C G(L/o[F)) nomTo onma mpyra
MHEIy3uja caemu u3 oxrosapajylie mukmysuje 3a o L.

Hera je € G(L/F) m a € F, a 0 € G npoussosuo. Tana je

T7€G(L/F),a€F

(oroe™) (o (@) = o(r(e™ (o(@)))) = o(r(a)) a(a).

Hakne, oto~t € G(L/o[F)).
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ITocmarpajmo cana moma ynje cy opbure jemnounane. To cy F € F 3a
KOje Ba:KM 1a je 3a cBako o € G: o[F| = F. Ho, Ha OCHOBY mOKa3aHOT Tana
3a cBako 0 € G umamo na je oG(L/F)o~! = G(L/o[F]) = G(L/F), nakne 3a
cBako Takso nose F noarpyna G(L/F) jecte HopManHa. 3ampaso, JaKoO je
BuzeTu na u3 uumbenune na je G(L/F) mopmansa cienu na je u o[F] = F
3a cBako o € G. Haunwme, rako je G(L/F) nopmanna, npeMa OIpPeTXOJHOM je
G(L/F)=G(L/o[F]) 3a cBaro 0 € G. Ho, Tana je u

I L/F je HOPpMAJHO FG(L/F) _ pG(L/olF)) L/o[F] je HOpMAJHO

ol[F].

Ho, mokaskumo na ycios ma je o[F] = F 3a cBako o € G 3anpaBo 3Haun
na je pamwupewme F/K Tanoaoso. Haume, ako o € FGWF/E)  pocmarpajmo
o € G. Kaxo je o[F] = F, To 0 unnykyje ayromoppusam o € G(F/K),
penyKOBameM U NoMeHa u KogoMmena ox o Ha F. Kaxko je rana o(a) = o(a) =
@, sakmyayjemo ga a € LEW/K) = K. Takobe, ako je F/K Tasoaoso,
nocmarpajmo o € G(L/K). Axo je a € F u i, € K[X| meros MunuMaian
OJMHOM, OHAA je () HEeKa HyJIa TOT IOJIUHOMA, AJIU, HOUITO je PAIIUPEHhE
F/K vopMmaJiHO, 3HAMO Ha Cy CBe HyJle HeDACTABJLUBOL i, TakoDhe y F, ma
no(a)€F, te jeo[F]CF.

Iakne, nokasanu cMo na Basxku: G(L/F) je HOpMasHa aKKO 3a CBe 0 €
G je o[F] = F agko je F/K Tanoaoso pamupeme. Onpebusame rpyme
G(F/K) je ypabeno y nperxonnoM noka3sy 3a (3). O

[Ipunpy:xuBame Mehymosma 1 noarpymna o K0joj rOBOPU MPETXOIHA TEO-
pema 30Be ce I'AJIOAOBO NPUJAPYKUBAE (KOPECIIOHEHIIMIA).

5.2 Jemma mpumeHa

Tepbeme koje raxke nma je mosse C anrebapcku 3aTBOPEHO, Tj. Oa CBAKU
noauroM u3 C[X] uma uyny y C nmozuaro je kao OCHOBHA TEOPEMA AJITE-
BPE. Ho, oHO Huje y mormyHOCTEH ajrebapCka TeopeMa MOIITO KOHCTPYK-
nrja nmosa R Huje amrebapcka. Crora m OMIO KOjU MOKA3 OBE TeOpeMe
MOpa YKJBYUYUTH HEKY HEIpPeKUTHOCT. Tpebanmo Ou ma HaM je moOpo mos-
HaTa YMKEHUIA, KOja Cé CBAKAKO MOMKE NOKAa3aTU Y OKBUPY Kypca AHaause
1, ma csaku monunrom u3 R[X] menapuor crenena nMa peanny ayiy. Ocum
OBe UMHCHUIE, 3HAKE U3 CPeIhe IIKOJIe HaM IMOKa3yje na CBAKU HOJUHOM
npyror crenena n3 C[X] nma myny y (CE|

Teopema 36 (Ocuosra Teopema anrebpe) Mome C je anreBapcku 3aTBOpeHO.

Ioxkas. Heka je f € C[X] n Ky meroBo kopencko nojse. Hera je L mop-
MaJHO 3aTBOpeme pammpema Ky/R. Tana je pamupeme L/R Tamoaoso
pammupeme Ka0 HOPMAJHO palupeme Hal mosbeMm kaparkrepucturke 0. Ha-
paBHO, 3HaMO na je u pamupewmne L/C Tamoaoso.

2080 mocebuo 3maun ma C memMa pamupeme cremeHa 2 — He MOCTOJU HEPACTABJLHUB
nonuuoMm Hanm C cremena 2.

27



Kemumo ma noxaxremo na je Ky = C, a norxasahiemo na je 3ampaso
L = C. IIpernocrasumo zxa je [L:C] =2"(2m+ 1), rme je r >0 u m > 0.
Kako je [C:R] =2, to je [L:R] =2""12m +1) u |G(L/R)| = 2" (2m + 1).

I[IpernocraBumo nma je m > 0. Heka je II Cunosmesa 2-moarpymna
oBe rpyme. Ha ocHOBY , mvamo ma je [L : II°] = |II| = 2"t ze je
[II” : R] = 2m + 1. Kaxo je pammpeme II’/R cemapaGuiHO Kao KOHAYHO
pamupeme moma kapakrepucture 0, To je II° = R(a). Axo je uo € R[X]
MUHUAMAJHA TOJUHOM OBOT €JIEMEHTa, OHMIA j€ TO HEPACTABJILUB TOJIUMHOM U3
R[X] crenena 2m + 1, mro Huje moryhie, jep 3HAMO Ha CBAKU MOJUHOM U3
R[X] memapuor crenena uma myiay y R. Crora 3akmydyjemo na je m =0 u
[L:R] =2t 1j. [L:C]=2".

Horasknmo canga na mopa butu r = 0. Yroauko je r = 1, pamwupemne
[L : C] 6u 6uno cremena 2, a 3akmyunau cmo qa C Hema pamupeme crenena
2. Ykomauko je, maxk, r > 1, ouna G(L/C) caapxu noarpymy I1; pena 271 u,
Kao u rope, mobujamo ma je [H? : C] =2 u omer nobujaMo KOHTDAIUKLINA]Y.
3akmyuayjemo ma mopa outu r = 0, te je 3aucra L = C. O

6 Hexku npumepu

IIpumep 37 Heka je f = X* —2 € Q[X]| u Kf meroBo KOpeHCKO MOJLE.
Onpenntn IamoaoBy kopecnonneHnujy 3a pamupeme K;/Q.

IIpe cBera, jacHo je ma je pamwupeme Ky/Q Iamoaoso momro je Ky KOpeH-
CKO TI0Jbe TOJIMHOMA Hax mosbeM kapakrepuctuke 0. C 063upom ma cy cBu
YETBPTU KOPEHU U3 2:

xr1 = \4/5, To = i\‘7§(: ia)‘l),l‘g = —\4/5(: —1‘1),1‘4 = —Z'\AL/E(: —3?2),

10 je K; = Q(z1,29,23,24) = Q(v/2,4). Tlomro i ¢ Q(+v/2) u nomro je
nonueoM X4 — 2 HepacraBmus Hax Q mo Aj3CHIITAjHOBOM KPUTEPUjyMy, TO
je

[K;:Q]=[K;:Q(V2)]-[Q(V2): Q] =2-4=38.

ITorpe6uo je ma oapemumo rpymy G = G(Ky/Q) pena 8. 3mamo na je ona
uzoMopdHa HEKOj on cienehwnx rpyna:

Zg, Zo XLy, ZoXZoXZo, Dy, Qs.
IIpuponro je mocmarparu ayromopousme o, € G(K;/Q) 3anmare ca:
o(i)=—i,0(V2)=V2 u 7(i)=i,7m(V2) =iV2.
Jacuo je ma je 02 = idg,. C mpyre crpane,
72(V2) = w(iV2) = n(i)w(V2) = i - iv2 = —V/2,
m(V2) = w(=V2) = -7 V2 = iV,

28



7 (Y2) = w(~iV2) = —n(i)n(V2) = ~i-i¥2 = V2.

Haxxe, 7 je pena 4. YHmopeauMmo om u oo

P T i VR iR i,
PR LA S NN LN 0}

Hakne, on = T30 ¥ MOXEMO [a 3aK/bY4YMMO [a je y NATamy OujeaapcKa

rpyma ca remeparopuma o u m. Mpexka noarpyna rpymne G-

/\

(o,0m2) () (om,om3

\/

{ldKf

Oarosapajyha mpesxka mormosma je mara ca:

W

(o,0m2)" () (om,on®




ITorpebro je camo jom mueHTU(UKOBATU OBa IOTHOMa. Ha ocuoBy ([17))
umamo ma je [II° : Q] = [G : 1]. Ilakme, umamo Tpu pammpema ox Q
crenena 2. Ha npumep,

ac (n) < n(a) = a.

Ho, ¢urcan esemeHT 3a 7 je ¢, a KAKO je OBO pallUpeme CTeleHa 2, noou-
jamMo ma je

(m)” = Q).

Jacuo je u ma V2 = ({‘@)2 € K;. Kaxo je 0(v/2) = v/2, 10 je m 0(v/2) = V2.
Kaxo je 72(v/2) = —v/2, 1o je m2(v/2) = V2, Te V2 € (0,0m%)", a kako je

0BO pammpeme creneHa 2 Hag Q mvmamo na je

(0,0m%)" = Q(V/2).

Huje temko mahu mu (0)’. To je pamupeme ox Q cremena 4, a 3HaMO
na je 0(v/2) = v/2. Crora je

(0)" = Q(V2).

Cuoxenuju je mpobiem Hahu ¢ukcHe Tauke 3a, Ha npumep, om. IIpose-
pUMO TAe Ce CIWKajy KOPEH! Hamler MoJuHOMa f.

o 7| o || 72| on? || 73 | on®
1 | 1 | T2 Ty Z3 Zs3 Ty T2
T | T4 | T3 x3 Ty T2 T X1
I3 | T3 | Ty | X2 || X1 T T2 Ty
Ty | T2 | X1 Z T2 Ty 3 Zs3

Bumumo ma om mepmyTyje T1 u x4, Te je (om)(z1 + x4) = 71 + 4. Ho
z1 + x4 = (1 —i)v2 € {on)’, Te je Q((1 —i)v2) C (om)’. Jacno je ma osaj
€JIEMEHT He 3aI0BOJbaBa HUjeNHY KBaapaTHy jexHauuny Hazx Q (ysepure ce
y o), Te je [Q((1 —)V2)): Q] = 4, e je

(o) = Q((1 - i)V/2)).

W3 Tabauie ce BUIM Oa o> MEPMyTyje T U T Te je T1 + Ty € <O'7T3>b.

Kaxko je 21 + x2 = (1 +1)(Vv/2), To ka0 y mperxomHoM mob6ujamo aa je
(om%) = Q((1 +14)V2).
Hpyru saums ga mobhemo mo oBOr pesyiTara je Ja OPUMETHMO 13 je
1

mlom)nr! = (no) = (on3),

na je Ha OCHOByH (om3) =7 [Q((1 — ) Vv2)] = Q((1—14)iv2) = Q((1+1)V2).
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Kaxo je 72(v/2) = —v/2, 0 je 72(v/2) = V2. ¥Y3umajyhu y o63up ma je
7(i) = i, mobujamo ma je i,v/2 € (7?)’. Kao u pamuje, ysumajyhu y o63up
CTeleH pammpemna, nobujamo na je

(%) = Q(, V2)(= Qi + v2)).

W3 ropme tabiuie BumaMo aa o € (om2)’, Te je Q(x3) C (on?)?, a raro
je [Q(z2) : Q] = 4, BuaMMO ma OBIE BAKUA j€THAKOCT:

(07%)" = Q(z2) = Qi V/2).

U oBme ce pe3yaTaT MOrao HOOUTU MPUMEHOM uMmeHute aa je m(o)m ! =

(om?) u3 xoje cremn na je (om?)’ = 7 [Q(V2)] = Q(iV/2).

Ocramo je jom ma oapemamo (om,om3)?. Ho, To je mome pammpeme
crenena 2 moma Q m canp:kano je y momy Q ((1 +1) \ﬁ) Y tom momy ce
wanasu u exement ((1414)v/2)? = 2iv/2. Ho, Huje Temxo mposeput aa je
ivV2 € (om,0m®)’ e mobBujamo ma je

(om,0m3)’ = Q(iV2).

[IpuMeTnMO na 0Baj eJIeMeHT npunana 1 pamupeny Q ((1 —1) \4/5) Konauno
“MaMO MpeKy HOTIOJbA.

&

ITpumep 38 Hera je f = X' —1 € Q[X]| u K; meroso KOPEHCKO MOJbe.
Onpenntu IamoaoBy ropecmonmennujy 3a pamupeme Kr/Q.

JacHo je ma cy KOpeHM OBOT IOJMHOMA CBU CEAMMN KODEHU U3 jeqUHUIE U

na cy cBu remepucanu xopesom ¢ = cos 2 + isin 2F. Iakrne, Ky = Q(().
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Kao mTo 3namo ox npe, MuHMMaIHYA IOIMHOM 32 ¢ HaN Q je momummOM pe =
X6+.-.4+ X +1, re je [Kf: Q] =6. 3a onpebusame rpyne G = G(K;/Q),
pena 6, npumeTuMO ma je cBaku eneMmenT u3 G mormyHo onpeben BpenHom-
hy y ¢. Hera je o, € G 3anmato ca 04(¢) = (%, 3a 1 < s < 6. IIpoBepumo
KOMIIO3WIU]y OBa JBa ayTOMOp(du3Ma:

(0r004)(C) = 0r(04(C)) = 0r(¢7) = (04(€))* = (¢")* = (" = ("7 = 7714(C)-

IIpermocnenma jemuakocT Baxku 3aTo mTo je (7 = 1. Jlakie, MOxkeMO Oa
KOHCTaTyjeMo na je ca ¢(r) = o, 3amat jenan uzomopousam ¢: U(Z;) — G.
Crora je rpyna G mukauuna. Kaxo je U(Z7) = (3), To je G = {03). Hbene
jemume mpase momrpyme cy (o3), ¥Koja je pema 2 u (03), Koja je pema 3.
Nmamo ma je ag’ =03.,3,3 =06 U 0§ = 03.,3 = O2.

Onpenumo Hajupe (02>b. Kako je oBa rpyma pena 3, 3Hamo na je
pammpeme (05)°/Q cremena 2. Exement a = a4 bl + ¢ + d¢® + e¢* + f¢°
npunana OBOM IOTIOMY akko je oo(a) = a. Ho,

o2(a) = a+b¢? + ¢t +dC® + eC + fC
=a+bC+ ¢t +d(-1-¢-C == =) e+ £
=a—d+(e—d)(+ (b—d)+ (f —d)¢ + (c — d)¢* — d¢®.

Crora Ham jemmaroct os(a) = . maje:
a=a—d, b=e—d, c=b—-d, d=f—-d, e=c—d, [f=-d

Iaxne, d = f =0, b = ¢ = e, na TPOU3BOLHUA E€JIEMEHT U3 (02>b obuka
a+b(C+ ¢+ ¢*), 1. (02)" = QC+ ¢+ ¢*). Eaement v = ¢+ %+ ¢*
3a0BOJbABA HEKy jemHaumHy cremeHa 2. OapenuMo kKoja je TO jenHadvuHa.

Y=+ =20 207 +2¢°
= 2020+ 2(-1-( == 07) = =20 = -2,

Haxne, ¥2 +~v+4+2 = 0. Crora je v € {%} Y cBakoM cayuajy
mobujamo na je Q(v) = Q(v/-7).

llTo ce Tuye mosma (06)°, TO MOxeMO sakme onpemutu. Hamme, 06(() =
(¢ =(¢' =¢. Croraje 05(¢+ ¢ =+, me Q¢ +() C (06)’. Ho, npu pas-
MaTpamy IpobiemMa KOHCTPYKTUOMIHOCTY MPABUIIHOT CEAMOYTJIA, BUIEIIN
CMO [ia je OBaj €JeMEHT KOPeH jeJHOT HEePACTaBJLUBOL MOJIMHOMA CTEIeHa
3, Te je 3ampaso (06)” = Q(¢ + (). Hpumerumo na je ¢ + ¢ = 2cos &

7
(06)” = Q(cos 27). Mpeska IOTHO/MbA je TPeACTaBIBEHA CaeaelloM CmKoM.

Te je
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ITpumep 39 Hexka je f = X° —2 € Q[X]| u K; meroBo KOPEHCKO IHOJbE.
Onpenntn IamoaoBy ropecmonmennujy 3a pamupeme K;/Q.

JacHo je ma je oBaj mpuMep CIOKEHUjU O MPETXOMHA ABA. 3alPaBo je HeKa
BpCcTa KOMOMHANMje nperxonua asa npumepa. [loauaom f je mepacraBibuB
#an Q 1 BEroBr KOPEHM Cy CBU II€TH KODEHHU U3 2, a oHu cy obauka (F /2,
3a 0 < k <4, roe je ( = cos%’r —&—isin%’r. Crora je Ky = Q(¢,v/2). Ho,
kako je X° —2 mepacrasmus monuHOM, TO je [Q(V/2) : Q] = 5, a Takobe je u
pe = X'+ X34+ X?+ X +1 nepacrasmus van Q, te je [Q(¢) : Q] = 4. Haxue,
5[[Kf:Q],ka0oum4 | [Ky:Q, a[Kf:Q] <5-4=20. Crora je [Ky:Q] =20
n G =G(K;/Q) je rpyna pena 20. Axro ca S5, OLHOCHO S O3HAUUMO OPO]
CunoBibeBux S-moarpyna, oqHocHO CUIIOB/EEBUX 2-MIOATPYIA, OHIA UMAaMO
na s; | 4 u s5 = 1(mod 5), Te Mmopa Gutu s5 = 1, Te je moarpymna pezna
5 mopmasua. Y rpynu G OpUPOOHO C€ UCTUYY €JEMEHTU 0 W T uuje je
€jCTBO Ha TEHEPATOPUMA 3aTATO KPATKOM TabINIIOM:

¢l ¢ ¢
SRR

Jlaxo je mposeputu na je o*(3/2) = (¥ v/2 Te 3armyuyjemo ma je N = (o) Ta
HOpMaJHa moarpymna peaa 5. C apyre crpame je 7F(¢) = C2k u nmobujamo na
je T enement pena 4 y rpynu G, te je u CuioBimeBa 2-NOArpyNa NUKIAIHA.
Herka je H = (7) Ty nmeaununy noarpymy. Kakxo je N N H tpusujamna
noarpyna, to je G= NH.

3uamo ga je N mopmasra. Jla 6uCcMO KOMIUIETUPAJIN pAa3yMeBambe Ipyne

G ompemumMo Koamko je Tor 1. Ilpumerumo na je 771 = 73,

L =L 3 (P =
T R S &)

33



Ho, xaxo je 02(¢) = ¢ u 02(v/2) = ¢%V/2 sarxmyuyjemo ma je Tor~ ! = o2,
Ilakne, rpyna G cBakako HUje KOMYTATUBHA, & OZATIIE OAMAX 3aKJbYUyjeMO
na nonrpyna H uuje mopmasua. Ho, cee CunoBibeBe 2-moarpyne cy mMen-
jyCcOOHO KOIBYrOBaHe, Te€ 3aKJbYUyjeMO Oa Cy CcBe moarpymne pena 4 obaumka
o*Ho= % 3a 0 < k < 4. Hamme, cBe Cy OBe MOArPYIIE PA3IAYATE — y CYIPOT-
HOM OU HEKW HETPUBUjaJIaH CTENEH O ¢ OMO y HOPMAJIMU3ATOPY MIOATrPYIE
H, a kako je pen ox o mpocT 6poj, mobunu ducmo na je H mopmaaHa, mTO
muje. Ompemumo 3ampaBo oBe Tpyle Tako mTo hemo mahwm oFro=F,
[Ipumernmo ma je o' = o*. U3z o7~ ! = 02, nobujamo ma je
T0 = 0°T. (21)

N3 (21) nanyximmjom ce nako mokasyje na je

rok = o, (22)
Crora je oto™! = o70* = 0087 = o*r. Tana je
o?ro 2 =o(oro Vot =o(o*1)o7! = P10t = 0008 = 7,
o310 = o(0?r07 )0 = 0(0%7)0* = otodr = o7,
olre™ = o(0*r0 )07 = o(0?1)0* = PoBT = o7

Iake, moarpyme pena 5 cy: (o%7) 3a 0 <k < 4.

3HaMoO na je cBaka rpymna pexa 2 canpskaHa y Hekoj CuioBmeBOj 2-
moarpynu. Ho, Kako Cy OHe CBe IUMKJIWYHE, M UMajy TAYHO 10 jenHy MOI-
rpyny pemxa 2, To uMaMmo Hajume 5 moarpymna pemna 2. Iurame je ma sin
ce monrpyne pena 4 HeTpuBHjasHO ceky. ¥ rpynum H moarpyma pema 2
resepucana je ejemenTtoM 72. Oapemumo komuko je ofriok.
o’ = (o107 1)? = (6*7)? = o'rolr = oo = 0?1,

e 2 = (027'072)2 = (037)2 =010 = 036577 = 0?7,

31207 = (0%107%)? = (0%7)? = 0?10 = oPotTT = 07
olr?07 = (o*10™4? = (07)? = o10T = 00%TT = 037,

k

Hakne, exementu 072, 3a 0 < k < 4 cy remepaTopu rpymna pena 2.

Ocraje ma mpoBepumo uma jqu rpyna pega 10. C o63upom ga je N HOp-
MaJHa ToArpyma, ouzaa je N = N-(72) < G pena 10 u oHa je HOpMaJHA, jep
je unnekca 2. Ho, To je yjenno u jenuna monrpyna pena 10. Hawmme, oBa
IOArpyNa caIp:kKe CBe eJeMEHTEe pela 2: CBU eJIEeMEHTU pena 2 Ccy obiuka
o*7207F u kako je Ta mOArpyIa HOpPMAJHA U CAIPKU T2, OHA CAIPAKU U CBE

OBE€ €JIEMEHTE.

Haxrme, mmMaMo jenHy HOArPYIy pena b Koja je HOpMaJjHa, D MOArPyIa
pena 4 koje cy ce mehycobGHO KOHjyroBame, 5 moarpymna pezna 2, Koje cy
takobe cBe mehycobOHO KoHjyroBane u jenuy moarpymy pena 10.
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Onpemumo cana oxrosapajyha moma. Ilpe csera, jacuo je ma je N? =
(0)* = Q(¢), momrro je [(0)’ : Q] = [G : N] = 4, a o(¢) = ¢. Kaxo je
—b .

[N : Q] = [G : m = 2, moTpebHO HaM je kBaapaTHO pamwupeme on Q. Ho,
N = (0,7%), ma je oBo pammpeme caapxano y (o)’ = Q(¢). Cazma momemo
a ce TMPUCETUMO MTA CMO PAIWIU PaHUje y CiIydajy CEeAMOT KOPEHa U3
jemuuune. OBo ( 3a70BOJbABA jeqHAYUNHY

CHEHE+H+H1I=0,
mTo mocie mesema ca (2 maje:

<2+<+1+%+C—12:0. (23)

Hexa je £ = (+ ¢ = ¢+ ¢*. Tpuvernvo na je
() = 72(C+ (1) = 7(7(Q)) + (r(r(O)* = 7(¢*) + (r(¢*) =+ 0 =€
Takze, € € N'. Ho, u3 (23) mo6ujamo xa je
E24+¢—-1=0.

Onasne je € € {%‘/g} Iaxie, N = Q(¢) = Q(V5).
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Karo je 7(¥/2) = V2 u [(1)* : Q] = [G : (7)] = 5, To je (1)" = Q(V/2).

Cana MOKeMO 1a oIpeamMo 1 ocrana mosa obmuka (oF7)", xopucrehn [

o)’ = (o*(r)a ™)’ = ! [Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0*1)" = (0*()o ) = S’ [Q(V2)] = Q(¢*V2);
(0°7)" = (0*(r)o™")" = *[Q(V2)] = Q(C*V2);
(0'7)" = (o(r)o ™)’ = 0[Q(V2)] = Q¢ V2).

Behi cmo Bumemu ma /5 € (72)’. Kako je u 7(V/2) = v/2, ysumajyhu y
0063up u cTemeH pammupema, mobujamo ma je (r2)” = Q(v/2,v5). Tana je

2>I>
(0?7%)" = o[Q(V2, V5)] = Q(¢V2,V5);

)
(0172 = o?[Q(V2,v5)] = Q(¢2V/2,V5);
(07%) = *[Q(V2,V5)] = Q(¢* V2, V5);
(0°r2)" = o*[Q(V2,v5)] = Q(¢*V/2,V5).
Ky

Q(V2,V5) Q¢V2,v5)  Q(FV2VE) | Q¢PV2VE) Q¢ V2,V5)

Q¢ ¥2)

&
Yuraonu Ou 3a Be:xkOy MO na IPOBEPE KOja Cy Ol OBUX DaIlUpEmHa
HOpMaJIHA.

7 KopeHCcko moJbe cenmapadMITHOT IIOJIMTHOMA

Cnenehy nemy HaBOoguMoO 6e3 mokasa.
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Jlema 40 (Aprunosa nema) Heka je G koHauHa rpyna aytomopdusama mosba
L. Tapa je [L: LY] < |G].

Cras 41 Heka je K nome, f € K[X] cenapabunan nonvHom v L weroso KopeH-
cko nose. Tapa je pawwuperse L/K anoaoso.

Joka3. Hapasuo, pamupeme L/K je komauno. Hera je G = G(L/K).
Tpeba nokazaru ma je L¢ = K. Hera je K’ = L¢. Tlome L je KopeHCKO
nome 3a f m kama ce f mocmarpa kao mosmuoM m3 K'[X]. Kako je f
cenapabuilaH MOJIUHOM, CBE HEroBe Hyse y L Cy pa3iuuumTe U OH Ty UMa
n = deg f myna: L = K(ay,...,a,). Iokaxkumo majupe na je [L : K] =
|G(L/K)|. Ha mormyHo anasoran HauwmH ce mokasyje ma je [L : K'| =

|G(L/K)].

Hexa je po, € K[X] MunuMansu noausoM exeMerTa «1. Kaxko je f(aq) =
0, TO pha, | f, Te je m mommHOM p,, cemapabuian. K-xomomopduszama u3
K(a1) y L nMa KOIUKO U HyJla HEroBOr MUHUMAJHOL HOJUHOMA [ie, Y L.
Ho, ¢ 063upom ma ce u ., Uena Ha juHeapHe ¢paxrope y L[X], tux xo-
momoppuzama mma deg ., = [K(ay) : K]. TlocmarpajMo cama emseMeHT
(5 W EEroB MUHUMAJAH TOJNUHOM [, € K(a1)[X]. W pa, | f. Crora
mobujamo nma je 6poj mpoummpema K-xomomoppusma u3z K(ay) y L mo K-
xomoMmoppuzama u3 K(aj,az) y L jennak degpa, = [K(ai,az) @ K(aq)].
Kao mocaenuuny nobujamo ma je 6poj K-xomomopduzama u3 K(aj,az) v L
jemnak [K(aq) : K|-[K (a1, a2) : K(a1)] = [K (a1, a2) : K]. Ilonasmamem moc-
TyIKa KOHAUYHO nobujamo na je 6poj K-xomomopduzama L = K(aq,...,ay)
y L jemnax [L : K]. Ho, rako je pamupeme L/K ronauno, ou K-XOMOMOD-
¢usmu HUCY camo ,,1-17, mero cy u ,Ha”, te je |G(L/K)|=[L: K].

Mpumerumo na je G < G(L/K’). Oso je tayronomka uumenuna: K’
3aIpaBo YMHE OHU ejeMeHTH y L Koju cy purcupanu enementuma u3 G, te
je cBarako cBaku K-ayromopusam ox L (makme, exement u3 G) takobe u
K'-ayrtomop¢usam oxn L.

Nmamo crnenehu vu3 HejennakocTu:

[L:K'|=[L:L% < |G| <|G(L/K")| =[L: K]

IIpsa mejemmaroct caenu u3 Aprunose neme. Haxne, [L: K'| = |G| =L :
K], a karko je K C K/ C L u cBe cy OBO KOHAYHA palupena, I00ujaMo ma
je K/ = K, mTo je u TpaskeHo. O

7.1 JlucKkpuMUHaAHTA

Heka je f € K[X] monnyan cenapabuias moauHoM u Ky HeroBo KOPEHCKO
nomwe. Cagma 3mamo nma je Ky/K Tamoaoo pammpeme. Axo je deg f = n,
IOWTO je TO cenapabuilaH MOJUHOM, OH UMa 7 PA3JIUIUTUX HyJa (KOpeHa) y
Ky. Hexka cy 10 ov,...,0n. Axo je G = G(Ky/K) omrosapajyha I'amoasa
rpymna, 3sahemo je m [NamoaoBoMm rpymom Tor moamHOMa. Kao u panwuje,
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MOJKEMO Ja KOHCTaTyjeMo ma 3a cse 0 € G u ce a;: o(ay) € {aq,...,an}.
3ampaBo 0 IEepMyTyje OBE KOPEHE U MMaMO Te(UHUCAH IPUPOJAH MOHOMOD-
¢usam uz ¢: G — S, (cBaku o je noruyno onpeben BpenHocTuMAa KoOje y3u-
Ma y TuM kopernMa). Heka je ¢ = ®(0), a In® = Gy < S,,. IIpupoxno je
3aIMTaTU ce Kazua je, Ha npumep, Gy C A,. ¥Y Ty cBpXYy, AePUHUIIMIMO ABA
enemenTa u3 Ky:

A= II (@=ap, D =a0?= ]I (ai-ay)?

D(f) je IMCKPUMUHAHTA mOJWHOMA [ U MOKE Ce Ne(YUHUCATU U Kaa HUCY
CBU KOpeHU paziamuutu. Y cBakoM cayuajy je D(f) # 0 akko je moauaoM
f cemapabuian.

CraB 42 Heka je f € K[X] cenapabunan nonvHom. KoprcTimo yeefieHe O3HaKe.
Tapa je

a) a(A(f)) = sgu(a)A(f);
6) o(D(f)) = D(f). NocebHo, D(f) € K.

Ioka3. 3ampaBo, mOKa3 3a a) je u3BoheH mpu IAeGUHUCARY XETEPMU-
HaHTe, UK npu u3Bohemy npsBux nocaenuuna. A nokas 3a 6) je jenHocTaBHa
IOCJIeUIA Pe3yJiTara Mol a). O

ITocnemuma 43 Ako je char K # 2, oHpfa je
{0 € G(K;/K): 5 €AY = K(A(S)).
MocebHo: Gy C A, akko A(f) € K akko D(f) je kagpaTy K.

Ilokas. Ilpumernmo na je {c € G(K;/K) : o € A,} = ®7'[A,]. Kaxo
je [Sn : Ayl = 2, o je [G: @71[A,]] £ 2. Ha ocHOBy mpeTXomHOT CTaBa
o(A(f)) = A(f) axko 7 € A,,. Haxie,

A(f) € {0 € G(K;/K) : 5 € Ay} = (71 [A,)),

te je K(A(f)) C {0 € G(K;/K):5 € A,}". Ho,

{o e G(K;/K):5 €A, K| =[G:d7 1A, <2
Ho, kaxo je [K(A(f)) : K] < 2, mosxkeMmo na 3akmyunmo ga je {0 € G(K;/K) :
o€ A} = K[A(f)]. Hamme, A(f) € K axwo Gy C A, akro ®71[A,] = G.
Ocrago je ma ce momcerumo ma je D(f) = A(f)?. O

ITpumep 44 Axo je f = X2+ bX + c ogpeautn D(f).

Axo je f = (X —a1)(X —ag), ouzma je ¢ = ajag, a b = —(ag + a2). Tana
D(f) = (a1 — a2)? = o — 2a1a2 + a4 = (a1 + a2)? —4ojag = b? —dac. &
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ITpumep 45 Ako je f = X3 +bX + ¢, oapeantn D(f).

Axo je f=(X —a1)(X — a2)(X — a3), onma je

ay+as+a3 =0, ajas+ajaz+ asaz =>b, ajasaz = —c.
Iakne, a3 = —a; — ag. Crora je
2 2
b=ajas — (a1 + ag) — as(ag + az) = —(af + ayas + a3).

Amnamnoruo nobujamo na je u
a2+ ajaz+ai = —b, a3+ azaz+ai = —b.
Cana pauyHamo:
D(f) = (o1 — a2)?*(a1 — a3)?(as — as)?
= (a% — 219 + a%)(a% — 2013 + ag)(ag — 20003 + ag)
= (7() — 30410[2)(71) - 30[20[3)(71) - 30[10[2)

= b — 3b2(a1a2 + ajas + 042043) — 3b0410[20(3(0¢1 “+ ao + 043) — 27(0&10[20&3)2
—_——— —_——

=b =0 =—c
= —4p> —27c%. &

8 T'asmoaBa rpyna moJimHOMAa Kao
rpyna nepmyTanuja KopeHa

Axo rpyna G mejctByje Ha ckymy X u ako je x € X, OHIa TOCTOju OUjeKIm]ja
n3meby mesor rocer mpoctopa G/%, m opbute (z). 3a mejcTBO KakeMo
na je TPAH3UTKHBHO ako IOCTOjU caMO jeqHa opbura mpu OBOM IEjCTBY,
Tj. ako je 3a cBakm x € X: Q(z) = X. Tazma 3a CBAKO x € X mocroju
bujernuja uameby G/, u X.

Y cayuajy ma umamo mouuaoM f € K[X], rpyna G(K;/K) nejcrByje Ha
CKyIly CBUX KOpeHa {ai,...,an}, a rpyna Gy ma ckymy {1,...,n} (kopuc-
THMO O3HAKE OJ TIpe).

CraB 46 Heka je f € K|[X] cenapabunan nonuHom. Tapda je oH HepacTaB/bvB
akko G(Ky/K) TpaH3UTUBHO AejCTBYje Ha cKyny KopeHa {asq, ..., }.

JHoka3. —> . Hexra je deg(f) =nu o,0 € {a1,...,a,}. Karo je f mepac-
TaBJLUB, TO jé OH MUHUMAJHMU HOJUHOM W 3a « ¥ 3a (3, ma moctoju K-
uzomopousam o : K(a) = K(f), rakaB na je o(a) = 5. Hapasuo ma o
MoskeMo na npommpumo m0 ¢ € G(Ky/K) xao u panuje (CBakako Huje
jemuucrseno npomupeme!). Iakie, nejcrBo G(K;/K) jecre TpaH3UTUBHO:
3a CBaka IBa «, [ mocToju ¢ Tako ma je o(a) = (.
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<= . Hexa je g mepacrasmus ¢paxrop oxn f y K[X], a,3 € Ky raksu na je
g(la) =0, f(B8) =0. Karo je f = g-h 3a mero h, cakako je n f(a) =0. Ilo
IPETIOCTABIY O TPAH3UTUBHOCTU AejcTBa, mocroju o € G(Ky/K) Tako na
je o(a) = (. Homro je g € K[X], TO je

Ilakne, § je u kopen on g. Tako nobujamo na je cBaku KOpeH ox f yjemHo
u KopeH on g. Kako je f cemapabuisian mOJUHOM U ¢ H-€MOB HEpacTaBJLUB
¢dakTop, oBO je moryhe camo ako je f = g, ma 3akmyuyjemo na je f mepac-
TaBJLUB. O

Ilakise, ako je f cenapabuian U HEPACTABJLUB MOJUHOM CTEIEHA N U
Heku KopeH nouuHoMa f y Ky, Baxku cnenehe:

K(o):K)] | [Kr: K]
— N——
=n =|G(Ky/K)|=|Gyl
Io6ujamo na je Gy TpaH3UTHMBHA IPyla mepMyTamuja ckyna {1,...,n} dnjn
je pen memuB ca n.
ITurame. [la 1u peq cBake TPAH3UTUBHE I'PyIe mepMyTanuja ckyna {1,...,n}

Mopa OuTu messuB ca n?

8.1 Ilosmumommu cremena 3

Hexka je f € K[X] wepacraBmus noauaoM creneda 3. OBaj MOIMHOM HUje
cenapabunan akko je char K = 3 u f = X® — a 3a merko a € K koje mHuje
Tpehu crenen mekor exementa u3 K. Y ciay4dajy ma TOJUHOM jecTe cema-
pabunan, rpyna Gy < S3 tpansurusHO nejcrByje Ha {1,2,3} (xkparxo: Gy
je TpamsuTuBHa moarpymna oxn S3) u 3 | |Gy|. Haxme, jemuue moryhrocTu
3a Gy cy Az u S3, npu uemy 3HaMo ma je Gy = Az akko je D(f) mormyn
kBagpar y K.

ITpumep 47 Heka je f = X3 —3X + 1 € Q[X]. Oppeantu Gy.
Jacuo je ma je f mepacrasmus momto je f(1) = f(—1) =1 # 0. Uspauy-
mHajmo muckpumuHanty: D(f) = —4(-3)3 — 27(1)? = 81 = 92. Cnemm na je
Gf = Ag = Cg. *
IIpumep 48 Heka je f = X3 +3X + 1 € Q[X]. Oapepntn Gy.

1 oBaj nonusoM je mepacrasmus, a D(f) = —135. Kako D(f) Huje nornyn
kBagpar y Q saxmyuyjemo ma je Gy = Ss.
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8.2 IlommHOMM cTenmeHa 4

Hexka je f cemapabunan momuuoMm ctenena 4. Tanma je Gy < Sy. Ca V o03-
Haunmo (KuajeoBy) moarpymy: V = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. O=na
je HopManHa moarpyma ox S4, Te je Gy NV aGy. Hexra cy xopenu ox f:
ai,a,03,a4. Tama jey Ke[X]: f= (X —a1)(X —a)(X —a3)(X — o).
IlocmaTpajmo enemente «, 3,7 € Ky 3anmare ca:

a=aja +azey, [=oa3+aay, 7= 004 + a2as.

Jacuo je ma momrpyma V moTuBuine pasmarpame oBux ejemenara. OBu
cy eseMmeHTu pasaumuntu. Ha mpumep: o — [ = (a1 — aq)(ag — a3) # 0.
Kako je Si = Sia, as,a4,04) MOEEMO CMATpaATH Ha Sy MEjCTBYje HA CEyIy
CBUX KODEHa, a TMMe W Ha Ckymy {«,[,v}. Ipumernmo na je To nejctso
TPAH3UTUBHO:

(13)-a=agas +aqas =7, (14) - a = agas + aza; = .

360r Tora Cy HOATPYIE X, 23, 2y Pela 8 U cBe Cy KOHjyrosaHe MehycobHo,
Ka0 CTabUIM3aToOpu ejeMeHaTa U3 ucre opobure (OHE Cy KOHjyroBaHE U Kao
CusosibeBe 2-noarpyme ox Sy).

IMokasxumo na je ¥, nzomopdua ca Dy. Ipumernmo na (12), (1324) € X,,.
Hawnwme,

(12) - a = sy + azay =,  (1324) - o = azay + asay = .

Ho,

(12)(1324) = (13)(24), (1324)3(12) = (1423)(12) = (13)(24),
Te MOKEMO Ia 3akbyunMo na je X, = ((12),(1324)) 2 Dy. Hoarpyna V je
Kao 2-moarpymna canp:kana y Hekoj CHIOBI/BEBO] 2-NMOATPYIU, aJd KAKO je
OHA W HOpMAaJIHA, OHA je canp:kaHa y cBako] CUIOBIHEBO] 2-TOArPYIHU, Tj.
V CE,NXsNXE,. Ho, xaro je |V| =4, a [3,| = [¥3] = |X,| =8, 10 mopa
sampaBo outu V =X, NXgNY,. IIpumernmo na je

P, NEsNE ] =0 ImdNS, NSNS, =[Gy NV]

3ampaBo moarpyma, koja ¢purcupa mornome K(w,,7) (momcerumo ce ma
cmo ca P osraunmm yraname rpyne G(Kf/K)y S,), tj. @1 X, NEsNE,] =
K(a,3,7)¥. Crora maM oBa aHaJqmM3a MPAKTUYHO HOKasyje caemehy memy.

Jlema 49 (7' [GyN V])b = K(a, 8,7). Pawupewe K(a,3,v)/K je Manoaoso
" G(K(Oé,ﬂ,")/)/K) = Gf/GfﬂV-

Joxka3z. IIpu INamoaosoj kopecnonmenuuju nornoiny K(a,[3,7) omrosapa
nonrpyna @1 [GyNV], G(Ks/K(a,3,7)) = Gy NV, a, xaxo je Gy NV <
Gy, 10 je m pammpeme K(«,3,v)/K Tanoaoso ca IamoaoBom rpymom
G(K (0, 5,7)/K) = Gy [y v .
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Mocmarpajyo cana nome M = K (o, 3,7) 1 mommaom
9(X) = (X —a)(X = B)(X — ) € M[X].
Ho, 3a cpaxo o € G(K;/K) je o[{a, 3,7} = {a, 3,7}, na je
d(9(X)) = (X = o(a))(X = o(B)(X —a(7)) = g(X).

Crora je 3anpaso g(X) € K[X], a M = K,. OBaj noaunom g(X) 30Be ce n
PA3BPEINIABAJYRA KYBUKA 3a IIOJIMHOM f

Jlema 50 Paspewasajyha kybuka 3a f = X* +bX3 +cX? +dX +ejeg =
X3 —cX? + (bd — 4e) X — b%e + 4ce — d%. TMpu Tome je D(f) = D(g).

Ioxa3s. Ilpe caera,
f=(X=a1)(X = a2)(X — a3)(X — ag)

=X4- (a1 +a2+a3+a4)X3+ (alag+a1a3+a1a4+a2a3+a2a4—|—a3a4)X2

— (agas + arasay + aragay + asazas) X + arasasay,

Te je
ay +as +ag+ag = —b,a1as + ajaz + ajay + asasz + asay + azay = ¢
a3 + apogoy + apagoy + asazay = —d, ajasazoy = e.
Nmamo u

9= (X-a)(X=p)(X—7) = X*—(a+B+7)X* +(af+ay+7)X —afy.
I[Toncerumo ce ma je
a=aia+azoy, [=oa3+ aay, 7= o004 + 003,
Iakae,

o+ ﬂ +7 =1 + a3g + a3 + ooy + iy + s = C.

af+ay+pfy=(araztazas)(arazt+azaqs)+(araztazas)(arcatazas)H(araztazas) (e astazas)
_ 2 2 2 2, 2 2 2 2
=ajazaztaiajostajazastazagajtajasastaiasaztaraga;tasazag
+a§a3a4+a1 azag-l-alagai-i-agagoq
=ajagaz(artaztaz)tarasag(ar+aztas)tarazag(ar+az+ag)fasazas(az+az+aq)
=aiasagz(—b—as)taiasas(—b—asz)tarasas(—b—as)tasazas(—b—aq)

=(=b)(a1azaztariazastarazastazazay)—darazagoas=(—b)(—d)—4e=bd—4e.
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2 2 2 2
afy=(araztazay)(arastazay)(arastazasz)=(ajazastaiazost+aiozost+asazay)(ayostoazas)
3 2 2 2, 92 2 9 3 2 2 2 3 3, 2 2 2
:ala2a3a4+a1a2a3+ala2a4+a1a2a3a4+a1a3a4+a1a2a3a4+a1a2a3a4+a2a3a4
2, 2, 2, 2 2.2 2, 2 2 2, 2 2 2 2 2 2
=arazazag(a]tast+astai)tajasastaiasaitajasa;tasazal

=e((artastastas)?—2(aras++azas))+(arasas++azasas)’ —2(afajagas+ - +ajazaiaj)

=e((=b)%—2¢)+(—d)? —20 asazas(araz+--Fazas)=eb? —2ce+d?> —2ec=b*e+d> —4ce.
Hagne, g = X3 — cX? + (bd — 4e) X — b%e + dce — d?.
ITposepa D(g) = D(f) uuje Tommko cio:xeHa:
D(g)=(a—PB)*(a—)*(B—)*
=((a1as+azas—aras—asos)(arastazas—arou—asas) (e ostazas—on oy —azas))’

=((on (az—as)—ou(az—as)) (o (az—as)—os(az—as)) (o (az—as) —oa(as—ay)))?

=((a1—a4)(az—az)(a1—az)(@z—as) (a1 —asz) (az—aq))?=D(f).

HaBenumo jemny KpaTky Tadauiy.

Gy | VNG | GKy/K) = Gy/ainv
S % Ss
Ay v Cs
|4 Vv {1}
Dy Vv Cs
(C4 (CQ (C2

Osze je xopumbien u pesyarar na je Sq/V = Ss.
Ilpumep 51 Heka je f = X? —4X +2 € Q[X]. Onpemuru Gy.

OBaj je MOJIMHOM HEPACTABJLUB IO Aj3€HIITAjHOBOM KPUTEPHUjYMY — IIOCMa-
Tpamo mpoct 6poj p = 2. Hberosa paspemanajyha ky6uxa je g = X° —8X —
16 € Q[X]. Osaj nmommuoM je Hepactasmus Hax Q. Y Ty CBPXy, DOBOJBHO
je mposeput; na Hema Hysny obmmka +£2F 3a 0 < k < 4. Ho, nakme je
npuMmerutu cienehe. Axko je g pacrasmus "Han Q, pacrasmus je u Han 7Z,
Ia THMe U HaJ CBUM IOJbUMa Zp, TAe je p IpocT Opoj.

Ilome Zso HUje ON KOPUCTU IOIITO ce NOoOHja PACTABILUB IIOJIUHOM X°,
Kao HU mose Zz momro mosuHoM X° + X + 2 € Z3[X]| uma myny y Zs :
22 +242=0. Ho, 3a p =5 nobujamo mommaoM X° + 2X + 4 Koju jecte
HEPACTABJBUB HAJ[ Zs IOWITO Ty HeMa HyJdy (& TO je CBAKaKO JIAKIIE NPOBEe-
pUTH HEro 3a modeTHW NoaumHOM). Jluckpmmuuanta kybure g € Q[X] je
D(g) = (—4)(=8)% — 27(—16)? = 211 —27.28 = 28.(8 — 27) < 0 mTo HU]je
kagpar y Q. Crora caemu na je G(K,/K) = S3, te je (Bumeru Tabnumy)
Gy =S4. &

ITpumep 52 Hexa je f = X1+ 4X?% +2 € Q[X]. Onpenuru Gy.
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Hajupe moskemo ma koHcTaryjemo ma je f mepacrasmus Han Q mo Ajsenm-
TajHOBOM KPUTEPUjyMy — IIOCMAaTpa Ce€ HapaBHO IpocT 6poj p = 2. Paspe-
masajyha kybuka je g = X3 —4X? —8X +32. Ho, oBaj mosunOM jecte pac-
tasmus Had Q: g(X) = X?(X —4) —8(X —4) = (X? — 8)(X —4). 3ampaso
IaJsuM pacTaBibameM nobujamo ma je g(X) = (X —2v/2)(X +2v2)(X —4) na
je meroso ropercko mome K, = Q(v/2). Hakne, G(K,/Q) = Cy. Ila 6ucmo
onpemumu ga nu je Gy = Dy umm Gy = C4, ucourajmo ga nu je f Hepac-
taBmuB Kao mosiunom m3 Q(v/2)[X]. Haumme, mpema craBy MIOJIMHOM je
HepacTaBJ/pUB akko ['asmoaoBa rpymna nejcTByje TPAH3UTUBHO Ha KOPEHUMA.
C 063upoM Ha YUHEHUIYy [a PyIa pela 2 He MOKEe TPAH3UTUBHO Oa H€j-
CTByje Ha CKyIy oJ 4 eieMeHTa, HEDACTABJLUBOCT fie HAM Yy HOTIIYHOCTH
paspemmry auiaemy (pamu ce o rpymn V N Gy — morienajre Tabiuiy u
NOKa3 JeMe . Ho,

F=X*4+4X?+2=(X?+2)2-2=(X24+2-V2)(X2+2+V2).
Kako je monusom pacrasmus, nobujamo na je Gy = Cy. &
IIpumep 53 Heka je f= X*—10X?+ 4 € Q[X]. Oxmpenuru Gy.

Ila 6ucmo yrBpauau na au je f HepactaBmuB Hazx (Q oBaj myT mocTymmmo
nupektHo. Hajupe ce moskemo yBeputu na nema mysna y Z (a myne y Q 6u
MopaJie 3aIpaBo OuTy y Z) HOWTO peAyKUuja MO MOLYJIY 3 Aaje IOIUHOM
X*— X241 € Z3[X], a on mHema myna y Zz mTo ce nako nposepu. Ocraje ma
ce Buau na au je f pacrasmus Han Q y oGiuKy mNpou3BOIa ABa KBAAPATHA
TpunoMma. [IpermocraBumo ma je TO Tako, Tj. ma mocroje a,b,c,d € Q Tako
na je
X*—10X2 +4=(X?+aX +b)(X*+cX +d).

Crora mopa 6uTtn
a+c=0, b4+ac+d=-10, ad+bc=0, bd=414.
Iakne, c= —a u
b—a’+d=-10, a(d—b)=0, bd=4.
1) a=0. Tazna je b+d = —10, bd = 4. Arxo craBumo na je
b=-5+t,d=-5—1,

nobujamo nma je
25 —t2 =4,

Te je t? = 21, a cBakako Taza t He MOMe OUTM PaIMOHAJAH Opoj: t 6u
6uo xKopen moymuaoMa X2 —21 € Q[X], a npema 106pO MO3HATOM Pe3yITaTy
Tama MOopa 3ampaBo Ooutu 1eo 6poj koju je memummarn ox 10.

2) a #0. Tanma je b=d u 2b —a® = —10, b?> = 4. Iobujamo na je b = £2.
Hakne, a® € {6,14} u omeT a He MOke GUTH panUOHATAH GPO].
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Hakme, 3aucra je [ mepacrasmus Han Q. Paspemasajyha kyOura 3a f
je g=X%+10X2 - 16X — 160, Ho umamo ma je

g=X%(X +10) —16(X +10) = (X2 = 16)(X + 10) = (X —4)(X +4)(X +10),
Te je K, = Q n n3 Tabene Bunumo na je Gy =V. &
ITpumep 54 Hexa je f= X*—2 € Q[X]. Onpemuru Gy.

[MonuuoM je HapaBHO HepacTaBmuB Hal Q HA OCHOBY Aj3eHIITAjHOBOT KPU-
tepujyma. Paszpemasajyha rybuka je

g=X34+8X = X(X?+8) = X(X —2/=-2)(X +2V-2),

na je K, = Q(v/—2). Tpeba jom nposeputu na jau je f HepacTaB/bUB HAT
Q(v/~2). 3mamo wopene ox f u omm mucy y Q(v/—2). Ilposepumo ma mm
HOCTOjW pacTaB Ha MPOM3BOJ KBAAPATHUX TPUHOMa. Kako HegocTaje WilaH
y3 X? Takas pacTtas 6u 6uo o6auka (TorIenajTe W MPETXOMHU TpPUMeD):

X*—2=(X?*+aX +b)(X?*—aX +d),
rae ¢y a,b,d € Q(/—2). Hobujamo:
b—a’*+d=0, a(d—b)=0, bd=-2.

a=0. Taga je b+d =0, bd = —2, mro mHam maje b = 2, Te je b = +/2.
Ho, v2 ¢ Q(v=2). OBo ce MO#e HTPOBEPUTH AUPEKTHO, WA CE MOMKE
KoHCTaTOBaTH Aa 61 u3 V2 € Q(v/—2) cremuno u na i € Q(v/—2) Te 6u
mvamr na je [Q(v/—2) : Q] = 4, mro Huje TauHO.

a # 0. IHobujamo ma je b = d = +£v/—2. IHaxxe, a®> = 2b = +2/-2.
Ho, a € Q(v/-2), ma je a = p+ q¢/—2, 3a mere p,q € Q. Tana je a® =
p? —2¢% + 2pg/—2 u n3 a® = £2v/—2 6ucmo mobuau ma je p* — 2¢% =0, Tj.
na je /2 pammonamaH 6poj.

Haxne, f je mepacrasmus Hany Q(v/—2), te je crora Gy = Dy. &
Hamomena 55 CBAKU mosmmoM f u3 Q[X] obmuka f = X4+ pX2 4+ ¢X +d
nMa TakBy (akropusamnjy f = (X2+aX+b)(X?—aX+d), 3a ueke a,b,d € C
(ua oBome je Gasupan IlekapToB MeTOJ 3a pelaBame jeJHAYnHA YeTBPTOr

CTETeHa), OBE je MOEHTA A& TPAKUMO (GaKTOPU3ANU]Y Y HEKOM KOHKDETHOM
nornomny on C. ®

8.3 Cuayuaj kama je Gy =S,

[Momcerumo ce Hajupe KopucHe popmyse o mepmyTanujama. Aro je m € S,
u (ay...ax) jenan k-mukn y S, onna je m(ay...ap)m = (nw(a)...m(ag)).

Jlema 56 Heka je p npocT 6poj. Taaa je rpyna S, reHeprcaHa ABOYNAHUM CKYMOM
KOjU UMHE Ma KOja TPaHCMo3uuMja U Ma KOjU p-LMKJI.
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IToka3. Heka je 7 Heka TpPaHCHO3UIMja Y O jemaH p-IUKI. JSHAMO Ia
rpacnosunyje (12),(13),...,(1p) rerepumy S,. Hapasuo, u Tpascnosunuje
(ks), 3a s # k rakobe remepumy S, 3a ma koje k.

Hexa je 7 = (kl), a 0 = (kiz...ip). Jacuo je na je o"(k) =1 3a meru r,
Tako ma umaMo u nuki og = (kljs...j,) (IpuMernMo na je ¢’ yBek p-IUKI
3a ptr momTo je p mpoct 6poj). Hobujamo:

oorogt = (Ijs), 021052 = (jaja) s-ees OB P00 P = (jpo1ip)-

Ho, mmamo ma je

7(1j3) ™= (kjs), (kgs) (Jaga) (kjs) ™ =(kga), . . (Kjp—1) (Gp—17p) (kjp-1) "' =(k3p)-

Ilakne, y rpynu reHEPUCAHO] eJIeMeHTUMa T 1 0 ¢y cBe Tpancnosuuuje (ks)
3a S # k M Kako OHe TeHePUILy S,, TO U T U 0 T€HepuIry S,. m]

Cras 57 Heka je f € Q[X] HepacTaB/bVB MONUHOM CTeMeHa p, rAe je p npocT
6poj. Ako f y C uma TauHO ABa KOpeHa KOju HuUcy peanHu GpojeBun, oHAa je
Gy =S,.

Hoxa3. Hexka je a xopen momuuoMma f. Axo je Kj KOPEHCKO IIOJbe OBOI
nonueOoMa, oHIa je a € Ky u Q(a) C Ky. Kaxro je f mepacraBibus, TO je
[Q(a) : Q] =p re p | [Kf: Q. Ho, [Kf: Q| = G(K;/Q) = Gy, rep||Gyl,
Te y Gy mocroju eneMeHT pela p Ha ocHOBy KommjeBe Teopeme. Karo je
Gy <SS, u p mpoct 6poj, Taj eIeMEHT MOpa OUTH HEKU pP-IUKJIL.

Heka cy  u  Tu jequHn KOHjyroBaHO KOMILICKCHU Kopenn oxn f. Heka
je 7(z) = 2. Tama je 7(8) = 3, 7(8) = 3, a 7(y) = 7 3a cBe ocTaje KOpeHe
~ nomuuoMa f. Tako mobujamo na je 7 € G(K;/Q) n ma T onrosapa jenHoj
Tparcnosummju u3 S,. Ha ocroBy meme 3akpydyjemo na je Gy =S,. O

IIpumep 58 Heka je p > 2 npoct 6poj. Oapeantn Gy, rae je f = X5 —p>X —p.

[IpumeTuMo Hajupe na je OBaj MOJMHOM HEPACTABJ/LUB IO A j3€HINTajHOBOM
gpurepujymy. OnpeauMo KOJIMKO OH MMa PeaiHUX HyJIa.

Y Ty CBpXY, MOKe Ce mocMaTpaTy oarosapajyha moanHoOMCKa (pyHKINja
f:R—R, f(xr) =2 —p?r—p un onpemutu 6poj mernx peasunx myaa. OBo
je samarak u3z Amanuze 1. Ypanure 1O 3a Be:kOy. AJTEepHATUBHO, MU
hemo mckopucturu IlekapToBO mpaBuMJO 3HAKA & OMCMO onapenuim Opoj
peaJHUX HyJa.

Ako je f = ap, X"+ -+ + a1 X + ap € R[X], npn uemy je ag # 0, onpa je 6poj
MO3UTUBHMNX KOpPeHa nonvHoma [ jeAHak Opojy z — 2k, rfe je ca z 03HaueH 6poj
IIPOMEHA 3HAKOBA Y HM3Y KoeguLMjeHaTa OBOr NOMMHOMA MOYeEB OA a4, Ma A0 ag
npu yemy ce koeduumnjeHTU jeaHakn 0 He ysumajy y o63up, a k je Heku npupoaaH
6poj.

Oso he OuTty jacHO UMM NPUMEHMMO Ha Haml ciaydaj. Haumme, oBae je
HU3 KoedunujenaTa koju mucy jemmakm 0: 1,—p? —p, ma je HU3 3HAKOBA:
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+,—,—. Bumumo ma mmamo caMo jemHy mpOMeHy 3HaKa, T€ OBaj MOJUHOM
UMa jelaH TO3UTUBAH PEaJHU KOPEH.

3a oxpebusame Gpoja merarusHux Hysa nocmarpamo f(—X). Hawuwme,
6poj meraTuBHux KopeHa noiuaoma f(X), jenHak je 6POjy MO3UTUBHUX KO-
pena mommaoMa f(—X). Y mamem caydajy mmamo ma je f(—X) = —X5+
p’X —p. OBme cy koedpummjentm: —1,p?, —p a smamm: —,+,—. Ilakie,
0Baj MOJMHOM WMa WM [BA HETATUBHA KOPEHA WiM HujenaH (OBO je Hap-
aBHO MaHa OBOT Merogna). lakie, camo Tpeba ma MPOBEPUMO Oa JIU MOJIU-
HOM uWMa HeKu HeratmuBaH KopeH. IllTo Huje Temko BumeTw, TOIMITO je
f(=1) = =1+p>—p >0, a f(0) = —p < 0. Ilakme, KAKO OH WMa HeTa-
TUBHUX KODEHA, 3aKDydyjeMo Ia WX MMa [BA U YKYIHO MMa TPU DPEaHa
ropena. Ha ocHOBY craBa , mobujamo na je Gy = Ss. &

IIpumep 59 Heka je p > 2 npocT 6poj. OapeanTtn Gy, rae je
f=X+4m)(X —2)(X —4)-- (X -2(p - 2)) - 2,
a m BeoMa BeNnKW NpupodaH 6poj.

[Ipumernmo Hajupe na je 6poj auHEapHUX (aKTOPa Yy OBOM NIPOU3BOLY
jemnak p — 2, tako nma je deg f = p. IlonuuomMm je HepacTraBmus 1o A j3eHI-
TajHOBOM KpUTEpUjyMy 3a mpoct 6poj 2. Hawume, penyrnumjom mo Mmoayay 2
nobujamo moarHOM XP mITO 3HAYM na Cy CBU KoedpuiumjeHTH, ceM Boneher.
nemuBu ca 2. Tpeba camo ycTaHOBUTHU Ha CJAOOOIHU UJIaH HUjE OELUB Ca
4. Ho, cnobomam umnam je jemmar f(0) = 4m - (=2)P72(p — 2)! — 2, Te je
f(0) = =2 (mod 4), re nuje nemus ca 4.

Ocraje ma ce BUIu KOJIMKO nMa peasiHux Hyjaa. Hemoryhe je He mpume-
tutu xa je f(2) = f(4) = --- = f(2(p — 2)) = —2. Iakue, oBIe MMaMO
HeraTuBHE BPENHOCTHU NOJMUHOMa y p — 2 Tauke. lloTpaskuMo mO3uTHBHE
Bpenuoctu. [Ipuponno je riaematu Tauke m3Mmebhy OBUX, a MMaMO IEJI00PO-
jue Tauke 3,5,...,2p—5. Ho, f(3) >0, f(5) <0, f(7) >0, ura. Hanwme,

fB)=0O+4m)-1-(=1)---(-1-2(p—-2)) -2
=(9+4m)- (—1)P3(2p —3)1 =2 = (9+4m)(2p — 3)!' =2 > 0.

C mpyre crpasne,

f(5)=(@25+4m)-3-1-(=1)-(=3)---(5-2(p—2)) -2

=(25+4m)-3- (-1)P 4 (2p - YN —2=—(25+4m)-3-(2p— 9! -2 < 0.
Hwuje MmuOTO HEM BasKHO KOju ce TayHo OpojeBu Ty mobujajy, OUTHO je ma
ragza mmamo 3, 7, 11, ...mobujamo mosutuBHE OpojeBe, a 3a 5, 9, 13,

...HeraTuBHe, jep cBaku ciegehu mMa jemaH HeraTwBaH (PAKTOD Mame O
IPETXOIHOT.
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IHa pesumupamo. Mmamo na je
f(2) <0, f(3) >0,f(6) <0,f(7)>0,..., f(2(p—2)) <0), f(2p—3) > 0.

To 3maum nma mmamo jeman roped usmeby 2 m 3, usmeby 3 m 6, usmeby
6 u 7, ura. OBo je Gome OpraHU30BATH OBaKO: y UHTEpBady (2,6) mBa
KOopeHa, y unrepsauy (6, 10) nBa kopena, ..., y unrepsaiy (2(p—4),2(p—2))
IBa KODEHa U jemaH KopeH y wuHTepBauay (2(p — 2),+00). Y uHTEpBaiy
(—00,2) Hema kopeHa. Y KpajBuM TaykaMa oAroBapajyhux ozceuara cMo
KOHCTATOBAJIM 1A Cy BPeIHOCTHU -2. Bpoj mHTepBaia y KOjUMa MMAaMO IBa
kopena jemuaxk je (p—3)/2. Haume, To cy unrepsanu obauka (2+4k, 6+4k),
rae je k=0,(p—5)/2. Iakxe, Ty uMaMo yKymnHO p — 3 KOopeHa. Y momajmo
jom jeman KopeH y mHTepBasy (2(p —2),400) WTO HAM Oaje YKymHO p — 2.

[MokasxkuMmo ma cy mpeocTasa ABa KOPEeHa KOHjyroBAHO-KOMILIEKCHA. Heka
Cy CBU KODEHH Qi1,...,Qp, & Ta NOJATHA ABA Cy IpBa IBa, Tj. Q1,Q2. Bu-
jeToBe popMmye HAM HAjy:

p p—2
D i =2k, > ey =4 kl+4m.
=1 k=1

1<i<j<p 1<k<I<p—2
Iakae,
P p 2
Za?z(Zai) —22 oy =22 +4% 4+ -+ (2(p — 2))* — 8m.
i=1 i=1 1<i<j<p

YKOJWKO je m HOBOJLHO BeJuKN Opoj, mobujamo ma je cyma KBagpaTa KO-
peHa HeraTtuBaH OpPOj, na He MOry cBu Outu; peannu. Crora Cy TH IOJATHU
KODECHU KOH]yIOBAHO-KOMILICKCHA M HA OCHOBY CTaBa nobujamMo ma je

G =S5, »

9 IukjgoTOMHUUYHA paNIXpemha
OBaj one/bak MOUNHEMO jeTHOM e (DUHUIIjOM.

Hepuaumuja 60 Heka je K nome. IIPUMUTUBHU N-TN KOPEH M3 jefUHULE je
enemMeHT pefa n y myntunnvkatusHoj rpynu K* (= K \ {0}).

HapaBHo, 3a mpom3BOJBHO TOJbE U MPOU3BOJFHO 7, TPUMUTUBHU 7-TU
KOPEeH U3 jemuHuile He Mopa mocrojaru. Ha npumep, y momy Fg He moctoju
npumutuBau Tpehun kopen u3 jemuuuune. Haumve, Fg = F3(a), rae je a € Fy
KODEH HEKOI HepacTaBibuBOr mosmHoMa u3 F3[X] cremena 2. Jeman rakas
je momuuoM a = X2 4+ 1 — nako je mpoBepuTHu na OH HeMa KopeH v Fi, ma
je HepacrtaBibuB. YkKOoauko Ou y Fg mocrojao mpumuruBau Tpehu kopen
u3 jemuHuie, oEga 6u moctojasm a,b € F3 taxsu ma je (a + ba)® = 1. Ho,
KaKO je KapaKTepUCTWKA OBOT Mosba 3 M Kako a,b € F3 To je (a + ba)3 =
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ad+b3a® = a—ba, jep jea®? = —1. Ho, m3a—ba =1 cnemn najea =1,b=0,
Te je a+ba =1, a To je meyTpad, a He exement pena 3y U(Fy). Hapasno,
MOTJIZ CMO JIa OBO KOHCTATYjeMO 1 Tako mTo bucmo npumerniau na je U(Fg)
rpyna pena 8 m OHZA CUTYPHO HE CAOPKU €JIEeMEHT pena 3, ajud HUje JOoIIe
BUIETU U MaJyio pauynuie y Fg O.

Crnenmeha teopema pasMarpa jemaH BaKkaH CIydaj, KaJa TAKAB KOPEH
IIOCTOJH.

Teopema 61 Heka je K nome kapaktepuctuke 0, UNU KapaKTepUCTUKE p, The
p1n, a L kopeHcko nose nonvHoma X" — 1 € K[X].

a) MocToju NPUMUTUBHM N-TW KOpeH u3 jeduHuue y L.
6) Ako je ( NPUMUTUBHU n-TW KopeH u3 jeanHuue y L, onpa je L = K ().

B) L je Manoaoso Hag K u noctoju moHomopdusam G(L/K) — U(Zy,), Te je
G(L/K) A6enosa rpyna.

a) Hera je f = X" — 1. Karo je f/(X)=nX""!# 0, Ha ocHOBY ycJ0Ba 3a
KapaKTepUCTUKy nosba K, To je 0 jemuaum KopeH onm f’, mMTO cBaKako HUje
koper oxn f, e je f cemapabuman. Crora je L/K Tamoaoso pamupeme.
Hera je E = {a € L : o™ = 1}. Iakne, F ce cacroju ox KOpeHa IOJU-
woma f y L, a xako je on cemapabunal, to je |E| = n. Ilpumerumo na
je (E, ) momrpymna rpyne (K*,-). Kako 3HaMO ma je cBaka KOHAYHA IIOJ-
rpyla MyJITAUIMKATUBHE TPYIE MOJba HYsKHO IUKINYHA, TO je F nukiaumgHa
rpyna pena n. CBaku H-€H MeHEPATOD je CTOra NPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3
jemuuuIe, Tako ma ux L 3amcTa canpiku.

6) Heka je ( € L Ma KOju O IPUMUTHUBHUX KOPeHa U3 jeavHune. Tana je
E=1{¢":0< k< n}. Karo je L KOpEeHCKO TIOJbe TIOJMHOM, f, & CBU KODEHU
TOI' MOJMHOMAa Cy cremeHu ox ¢, To je cBakako L = K(().

B) Beh cmo korCcTaToBann ma je pamupeme L/K Tanoaoso. ITocmarpajmo
rpyny G = G(L/K) = G(K(¢)/K), rme je ( HeKu O OPUMUTUBHUX KOPEHA
u3 jemurure. Cpaku enement o € G mornyHO je onpeben Bpemuomhy y (.
Ho, xako je 0 m uzomopduzam rpyme L*, 1o je w(() = w(o(()), rme cmo
ca w(r) osmaummm pen emementa r y rpyma LX. Ho, o(¢) = (¢, 3a mero
1<i<n—1,awl’) =n akko je NZD(i,n) = 1. 3namo u na je U(Z,) =
d(n)(={k : 1 < k < n,NZD(k,n) = 1}). Crora mmamMo OpeCIUKABAE
V: G — U(Zy,) nepunucano ca:
V(o) =i <L 5(¢) = ¢'.

YBepumo ce ga je ¥ monomopdusam. Heka cy o,7 € G u neka je o(¢) =1,
o(t) =j. Tanma je

(7o7)(C) = 0 (r(0) = o(¢7) = (o(Q)) = (¢') = ¢ = ¢,
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[Mocnenwa jemuaroct je Tauna, jep je (" = 1. Crora je
U(gor)=1ij=Y(o)n¥(r),

te je ¥ 3amcra xomoMop¢usam rpyma. Ho, jacuo je ma je ¥ monOMOp-
dusam: ako je (o) =1, onza je 0(() = (! = ¢, ma je o =idp. O

Hamomena 62 a) ¥ we mopa 6utu ,,ma”. Ha npumep, axo je K = C, onna
je L =K, 6e3 063upa Ha n > 1 u cauka je TpuBmujanana noarpyna. Caudso,
arko je K =R un > 1, ouna je L = C u cnuka je noarpyna pena 2. Ho,
ako je K = Q, n = p, rue je p mpocTt 6poj, OHOa CMO paHUje BUIEJU A4 je
[L: K] =p—1u nobujamo uzomoppusam. Bunehemo ma je oBo Tauno 3a
cBe n ako je K =Q.

6) Axo je n=pi" - pp* daxTopusanmja Ha mpocTe GpojeBe, OHIA je
U(Zn) 2 U(Zyor) x -+ % U(szk).
Ocnm tora, U(Zy,) =Cp_1, a 3a a > 1:

Cpe-1(p—1), p Hemapan mpoct 6poj,
U(Zpa) = Co x 02(:472,]) = 2,0é = 3,
Co, p=2,a=2.

Iloras, Ko »xenu, MOMKe MOTVIeNaT y Kibu3u Aazebpa 3a ungopmamuape. @

Pamupema K({) onmcana mpeTxomIHOM TEOPEMOM 30BEMO U IIUKJIOTO-
MUWYHUM PAIIUPEUMA, jep cy y cayuajy K = Q y Be3u ca momenoMm Kpyra
Ha N jeTHAKUX IeJIOBA.

Pokrycupajmo ce cama ma caydaj K = Q. Mmamo na je

xr—1=J]x-9.

=1

Cpaxku ( KOju ce I0jaBjbyje y OBOM IPOU3BOLY j€ €JIE€MEHT MUKJINYHE FPYyIIe
C,, m uma cBOj pen. AKO CKynMMO 3ajeIHO ejeMeHTe pena n (IPUMUTUBHE
n-Te KopeHe m3 jequuune) nobujamo HUKJIOTOMWUYHU MOJUHOM P,

w(¢)=n

Axo ce 3ajemHo ckyme eneMeHTH perna d, 3a cBe d KOju mese n, nobdbujamo

X" —1=[]eaX). (24)
d|n

Kako smamo ma je 6poj eneMeHaTa pefa 1y HUKJIUYHO] CPYTU Ca 1 €JI-
emenara jemak (n), umamo ma je deg®,(X) = ¢(n). C ob3upom na

50



cBaku Q-ayToMOp(dhU3aM MUKIOTOMUYHOT PAIIUPERna YyBa PEI CBAKOT ejie-
menTa u3 rpyne Q(¢)*, on mepMyTyje n-Te KOpeHe U3 jeAUHUIE, Te je cTora
?,(X) € Q[X]. Ho, u3 (24]) cremn na cy sanmpaBo cBu OBU IOJMHOMU U3
Z[X]. HornenajmMo map mpumepa.

o (X)=X -1,

q>2 (X) = X + 17

O3(X) = (X— <c05237T —l—isin?)) (X— (COS4;T —&—isinzgr)) =X?+X+1,
Py(X)= (X —i)(X +i) = X?+1.

OBu moOJMHOMU Ce 3ampaBo Mo0Ujajy Ha jeTHOCTABAH PEKYyPEHTHU HAUWH:

@n(X):L.
H Pq(X)
d|n,d#n
Haxkie,
X5*1 4 3 2
X061 X% -1
D(X) = = =X?-X+1
6(X) P (X))o (X)P3(X) (X —D(X+D)(XZ+X+1) +1h
X7T-1
<I>7(X):ﬁ:X6+X5+X4+X3+X2+X+1,
X8 1 X8 1
Dg(X) = = =X*+1
) = e - X XD Y T
X%-1 X9-1
Dy(X) = = =X+ x3+1
"X = 8 - K- T X 11 tAT+L
X110 _q X110 _q
@10(X): =

D (X)Po(X)P5(X) (X-—DX+D)(X*+X3+X2+X+1)
=X'- X34+ X?-X+1
HapaBmao, Mory ce oBe pauyHHIle CKPATUTU Kako ce mpumehyjy momaTHe

npasuarocTu. Ha mpumep, jacuo je ma je ®,(X) = XP~1+...+ X +1, axo
je p mpoct O6poj. HaBeammo jom Heka CBOjCTBA.

1. Ako je p mpoct 6poj u r > 1, ouzna je:

OBo ce nako nokasyje. Hajupe, npumernmo na je

—1\P
xv" ) 1 o
- 7( P G
@ (X7 ) = = (26)
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Ho,

X" —1= ] (X)), (27)
0<k<r—1
jep cy 1,p,...,p" ! jenumm memmremnu ox p”. Tawobe je
XV —1= [ X)), (28)
0<k<r

Ho, u3 (27)) u (28) muperrno caemu (25]). ®

2. Axo je n > 1 menapan 6poj, oHma je

Do (X) = B, (= X). (29)
[IpumeTuMo ma Baku jeIHOCTaBHA UMHeHMHA: ako je {Ci,...,(p(n)} CEyT
CBUX NPUMWUTUBHUX N-TUX KOPEHa u3 jemuuune, ouza je {—(i,..., —C¢(n)}

CKyI CBUX HPUMUTUBHUX 2n-TUX KOpeHa u3 jemuHuie. lIpe cBera, Kako je
n Hemapas, umamo na je p(2n) = ¢(2)p(n) = p(n) u ¢(n) je napan 6poj.
Kako —1 u (; romyTupajy m mmajy y3ajaMHO TPOCTE pemoBe, TO je pen
BUXOBOT IPOU3BOJA NPOU3BOA HUXOBUX PenoBa, Te je w(—(;) = 2n u —(;
je IpUMUTUBAH 2N-TU KOPEH U3 jeanHune. Y 3uMmajyhu oBo y 003up mMaMo
na je

@(-X)= J[ (-X-0 =1 J[ (x+0)

w(§)=n w(C)=n

=[] &= = ]I X-n==en(X). &

w(Q)=n w(n=2n

3. Axo je p mpoct Gpoj TakaB ma p{n, OHAA je

o, (XP)

) =5,

Kaxy nma we tpeba MemaTu mOOETHUYKM TUM, IIa [€MO U OBIE€ KOPUCTUTU
CIMYHY HIejy Kao M Yy OPEeTXOMHOM cBojcTBY. Hawmme, Hexa je 7 mpu-
MUTHUBHU pP-TU KODEeH u3 jemuuune. Ho, Tama cy CBU OPUMUTUBHU (pn)-TU
KOpeHu u3 jemumEune obmmka nF¢, 3a 1 <k<p—1,1<i< o(n), roe cy
¢i, 3a 1 < i < p(n) CBU IPUMUTUBHM N-TU KOPEHW U3 jenumHuie. Hawmme,
w(n®) = p 3a cse maBenene k, a tarxobe je m w(n®(;) = pn u3 mcrux pa-
370ra Kao u rope. A Opoj NpUMUTUBHUX (pn)-TUX KOPEHA U3 jeAUHUIE je
w(pn) = e(p)e(n) = (p—1)¢(n), Te cy 3ancra cBu y HaBeAEHOM cnucky. Ko-
pucuo je mpumerutu u cienehe: w(¢}) = n. Hapasno, 3a i # j je ¢} # (7.
Hawuwme, xako p{ n, nocroje a,b € Z raksu na je pa +nb = 1. Crora 6u u3
jemmakocru ¢ = (7 caemaio:

G=¢ = = () = (D) = (D) = ()¢ =t =) = ¢
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Hakue, u cxyn {¢},..., Ci(n)} jecTe CKyI CBUX MPUMUTHUBHUX N-TUX KOPEHA
u3 jemmuaune. Vimajyhu Tto y Bumy, umamo ma je

o, (X7 = ] (X7 =¢P).
w({)=n

Ho,
p—1

x?—¢? =[x =n"¢).

k=0

Hakne, nobunu cMo

o,(x7) = ] ﬁ(X—nkC)- (30)

w(¢)=n k=0
Ho,
p—1
q)pn(X) = H H(X _nkC)' (31)
w(¢)=n k=1

Ob6parure naxkmy Ha MalLy, ajau OUTHY pa3iaury, usMmehy npoussona y ((30))
u (31) — y mpyrom mpoussomy k mme om 1, a y mpsom om 0. Kako je
P, (X) = [Io()=n (X =€) BasEm jemnaroct:

(I)n<Xp) = (I)n(X)(I)pn(X)v
U3 KOje CJeau TPasKeHo. '
4. Axo p|n, onga je @,,(X) = @,(XP).

U oBme hemo umckopucTtutu cauvHy uuejy kao npe. Hawmme, mora:KuMO

na, ako je {(i,...,Cp(n)} CEYN CBUX NPUMUTUBHUX N-TUX KODEHA n3 je-
IUHULE U aKo cy, 3a i = 1,¢0(n), ¢, .., p P-TH KOPEHU eIeMEHTa (;, OHIA
je {Ci1s -, Cipy -5 Co(m)1s - -+ > Cp(n)p) CEYT CBUX MPUMUTHUBHUX (Pn)-THUX KO-

pena u3 jemunune. Hapaswo, xaxo je (' = (¢f})" = (/' = 1, oBo cy cBakako
(pn)-tn kopenu u3 jemuuune. Tpeba TpoBEpUTU HA JU Cy OBO IPUMU-
TUBHU KOpeHu u3 jemuuuie. 1o je Be:xOuma u3 Anrebpe 1. Hawmme, mper-
IIOCTABUMO A3 y HEKOj I'PYNM UMaMO eJeMeHT ¥ KOjU je pela n, IPU deMy
p | n m enement y Takas ma je y? = x. Tpeba oxpemuTu pex ereMeHTa
y. Aro je w(y) = m, onma umamo na je w(y?) = m/NZD(m,p), Tj. na je
n =m/NZD(m,p). Ykomuko p{m, oHxa je n = m, HO Ty UMAMO KOHTDA,IUK-
uujy, jep p | n. Crora p | m, te je n = m/p, onrocuo m = np. Hapasuo
& ce OBO MOKe M Apyraumje nokasartu. Jlakie, HABENEHU €JIEMEHTU Cy
3aMCTa IPUMUATUBHU (pn)-Tu KOpeHu u3 jeamuune. Kako p | n, umamo na je
p(pn) = pp(n) (morasgure ma je To tauno). Crora Taj CKyl 3aMCTa CAADKA
CBe mpuMuTUBHE (pn)-Te KOpeHe u3 jemuuune. Basxku cuaenehe:

p
XP =G =[x -G,
=1
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nomro ¢y (i, j = 1,p, cBu xopenu noausoma XP — (;. Cana pamuMo kao u
mnpe.

@(n)

P, (XP) = H —G) = H H X — Cl] H (X-9= Py (X).

i=1 w(&)=pn

ITomro ce ayTop oBux penosa Behi yMOpPMO OX CUJIHOT Kyunama (BUIETH
nexnuje u3 Vicropuje u punozoduje maremarure — neo nocsehen ekapry),
qUTAOIMIMa Ce 3a BeKOy OCTaB/bajy jOII OBa CBOjCTBA.

5. Ako je n = pi'---p¥ parkropusanmja n y mpousBOXL IPOCTUX OpojeBa,
moKa3aTu Oa je
ri—1 re—1

¢y (X) =®pp (Xpl Pk )

. (X) = [T(x™/* — 1)@,
d|n

rae je 4 MebujycoBa ¢yHKNMja meduHMCaHA Ca:

0, aKoO je n mesbuB KBaJIPATOM HEKOI IPOCTOr Opoja
pu(n) =< (—1)*, ako je n mpomssox k pazauuMTHX TPOCTUX OpOjeBa
1, ako je n = 1.

Ocum oBora, kao jgakmy Be:kOy Ou Ouito MOOpPO ma YMTAOIU OIpEne jOIl
OUKJIOTOMUYHIX IIOJMHOMA HIUKEr CTEelleHa KopucTenm mokaszaHa CBOjCTBA.
I'nenajyhu Te mpumepe, MOke ce KOHCTATOBATU Aa CY CBU KOE(UIVjeHTU
oBuXx mojuHOMA jennaku uau -1, maum 0, uau 1. To muje yBex tauno. Ho,
NIPBU IOJMHOM KOjU MMa KOe(UIUjEeHT Pa3JIMYUT O OBUX je MoIuHOM Pjg5.
IIpumernmo ma je 105 HajMamy 6POj KOjU je IPOM3BOL TPU HEIIAPHA IIPOCTA
Opoja.

@105()() _ X48 +X47 +X46 o X43 o X42 o 2X41 o X40 o X39 +X36 +X35
+X34 +X33 +X32 +X31 _ X28 _ X26 _ X24 _ X22 _ X20 _|_X17 +X16
+X15+X14+X13+X12—XQ—X8—2X7—X6—X5+X2+X+1.

Beowma je Mucrepuo3no noHamame TUX KOC(PUNNjeHATA U BUXOBA BEIUYMHA

je mocra MCTpaKUBaHA, aJu TO HAPABHO IPEBa3WIa3” TeMe KOoje My oOpa
)
byjemo.

Bparumo ce cazma oHOMe mITO CMO HAjaBWIM — pa3Marpamy IUKIO-
TOMUYHOT MOJUHOMA HaI mosbeM Q.

Teopema 63 a) ®,(X) je HepacTasmue Hag Q.

6) Ako je ¢ € C 61no Koju NPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3 jeAuHULe, OHAA je
Q) : Q] = o(n).

B8) Ako je ¢ kao y geny nog 6), onfa je G(Q(¢)/Q) 2 U(Z,).
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Ioka3. a) Heka je ¢ mpumurusEu kKopen u3 jemuuune u f(X) € Q[X]
HeroB MUHUMAaJIH noiuaoM. Kako je @,(¢) =0, to f(X) | ®,(X) u momro
je ®©,(X) mornuan nonuuoM y Z[X], au f(X) je Mmornuan, ouga je @, (X) =
f(X)g(X), rme f(X),9(X) € Z[X]. Ila GucMoO HOKA3aJIU HEPACTABIBUBOCT
nonuroma P, (X) nokazahemo ma je @, (X) = f(X).

ITpernocrasumo na je degg(X) > 0. Ilokaumo ma je 3a cBako ¢ Koje
je ysajammo mpocto ca n: f(¢*) = 0. Axo oBo mokaskemo Tmokazahemo xa
Cy CBU OPUMUTUBHU N-TU KOPEHU U3 jeauHune Kopenu nommaoma f(X), ma
mopa 6utu f(X) = @,(X). 3a 0o je noBowHO morazaTu na ako je f(n) =0
3& HEKU IPUMUTUBHU N-TU KOPEH u3 jequuuie 1), ounaa je f(nP) = 0 3a cBaku
npoct 6poj p Takas na ptn. Haume, cBaku i koju je y3ajaMHO IPOCT ca N
je mpou3BOM TAKBUX IPOCTUX OpOjeBa, a aKo je 1) IPUMUTUBHU N-TU KOPEH
U3 jemuHUIlEe, OHIA je U 1P, 3a TaKBO p, Takd)e NIPUMUTUBHU 7-TU KOPEH U3
jenuHUIE.

IIpermocTraBUMO na OBO HUMj€ TAYHO, Tj. HEKA MOCTOJU HEKU MPOCT P, U
IPUMWTUBHA N-TW KOPEH W3 jemmHune 7 Takas ga p {n, na je f(n) =0 u
na je f(n?) # 0. Ho, Kako Cy CBU IPUMWUTUBHU N-TH KOPEHU U3 jeINHUIIE
kopenn nosuaoma P, (X), To mopa 6utu: 0 = &, (nP) = f(n?)g(n?). Hobu-
jamo ma je g(n?) = 0. ITocmarpajmo mommuoMe f(X),g(XP) € Z[X]. Onu
nmMajy 3ajemamuku koper 1), ma je NZD(f(X),g(XP)) # 1. Ilocmarpajmo
cala cBe mo mMonyiy p, n Heka cy f(X),g(XP) € F,[X] oarosapajyhe pe-
nyrmuje. Hakme, y F, umamo na je NZD(f(X),g(XP)) # 1. Ho, y F,[X] je
g(XP) = Mp. Kako je F,[X] npcren ca jenHo3HaAYHOM (AKTOPU3ALL]jOM,
us3 NZD(m,g(X)p) # 1, cienn na je NZD(f(X),9(X)) # 1. Ho, Tana u3

(axTopu3anuje

P, (X) = f(X) - g(X)

cremu na ®,(X) € F,[X] nvma OBOCTpyKy HyJy y CBOM KODEHCKOM IIOJbY

(f(X) u g(X) umajy Ty 3ajenuuury mysiy). Ho, To muje moryhe, jep nomnu-
oM ®,,(X) memu nommuom X" —1y Fy[X], a (X" —1) =nX""! # 0, nomTo
p 1t n, na nomuaoM X" — 1 HeMma ABOCTPYKY HyJy HUATHE, jep je jeIauHa
HyJa IeroBor m3Bona jemHaka (0, a TO cCBakako HHje HyJIa CaMOI IIOJH-
Homa. Crora Hu meros memunan P, (X) He MOke UMATH NBOCTPYKY HYILY.

OBa KOHTpaIUKIUja HAM 3aBPIIaBa ITOKA3.

Tspbewma nox 6) u B) Henocpenuo caexe. Haume, rako je O, (X) mepac-
TABJBUB, OH j€ MUHUMAJHU MTOJWHOM 38 CBAKU IPVMUTWBHU N-TU KOPEH W3
jemurnne ¢, Te je crora [Q(¢) : Q] = deg ®,,(X) = ¢(n). 3mamo ma mocToju
moroMop¢usam rpyne G(Q(¢)/Q) y rpyny U(Z,), HO KAKO y OBOM CiIyuajy
rpymne umajy uctu Opoj eaemenara (p(n)) oHmA je OBHE y MUTamy jeqaH
U30MODPPU3AM. O
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10 3aBpmreTak nmpuye 0 KOHCTPYKTHMOUJITHOCTH

Ilokazanu cMO: ako je a KOHCTpykTuOwmiIaH 6poj, onma je [Q(a) : Q] = 2°
3a HEKU TpUpoAaH Opoj s. Bumeam cmo ma obpar y ommreM ciaydyajy He
BAKU, AJI UMAK BayKU CTAB.

CraB 64 Ako je L notnome o C Takeo Aa je L/Q T'AJIOAOBO pawvperse cTe-
neHa 2" 3a Heko r U « € L, oHAa je ov KOHCTPYKTUBUNaH.

Hoxraz. Haxne, |G| = |G(L/Q)| = 2". 3namo ma je cBaka p-rpyna, 3a IpocT
Opoj p, pemuBa, na je u G pemwusa. Crora mocroju HU3 MOArPYIa

G=G0|>G1|>"'I>Gr71>Gr:{idL},

3a Koje je G;/Giz1 = Cq, 3a i =0,r — 1, OMHOCHO HU3 MOTHOJHA
Q=LycLlyCc---CL,_1CL,=1,

3a koje je [Lit1: Li] =2 3a4=0,r—1. Crora je Liy1 = L;(a;) 3a HEKO o
KOje 3a00BOJbaBa KBAAPATHY j€THAUNHY af + p;a; +q; = 0. Ho, 3Hamo kako
ce pemaBa KBaapaTHa jenHHaumHa, na je L;y1 = L;(\/B;) 3a Hero (3; € L.
Crora je cBaku eiqeMeHT U3 L KOHCTPYKTUOUIAH. O

Caa MOMKeMO U 18 KOHAUHO 3a0KPYKUMO IPUYY O KOHCTPYKIUjU TPABUII-
HOT N-TOYTJIA.

Teopema 65 [lpasunHu n-toyrao je mMoryhie KOHCTpyMcaTV ako M CaMO ako je
n = 2Fp; - - p,, 3a Heko k > 0, rae cy p; pasnuunty Gepmaoeun npocTu Gpojesu.

Ioka3. IlpaBusinau n-toyrao je moryhe KoHCTpyucaTu akko je moryhe
KOHCTPYUCATU TPUMUTUBHU N-TU KOPEH u3 jemuauiie ( = COS 2% + isin 27—’;
Suamo ga je pammpeme Q(¢)/Q 'amoaoBo u 3a KOHCTPYKIM]y je mOTPeGHO
U MOBOJHHO [Ma je CTEemeH OBOT paIlupema cTemeH Opoja 2, Tj. ma je 6poj
¢(n) cremen npojre. Hera je n = 2Fp[*...pl* ¢axropusammja Gpoja n.
Tanma je

o(n) = p2Fpt - pt) =2 T pr = 1) - T (ps — 1)

(mapaBHo, y cayuajy ma je k = 0, upsor ¢arxropa u Hema). Ila 6u oBO
Ouo cTemeH ABOjKe, BUOMMO ma Mopa butu 11 = --- =75 = 1 1 Mopajy cBu
6pojesu p; — 1 6uru creneru 6poja 2. Ho, axo je p; = 2 + 1 mpoct 6poj,
onga Mopa Outm u t = 2% 3a Heko u > (0, Ka0 MTO CMO BUIEIU PAHU]E.
Jlaksne, cB1 HemapHU NPOCTU OPOjEBU KOjU Ce MOjaBibYy]y V (aKkTopU3anuju
Opoja n Mopajy mMmartu m3noskmiaan 1 m mMopajy outu PepmaoBu mpocTu
OpojeBu, a TO Ce U TPAKUIO. O
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11 PemmBocT y pamukamMa

11.1 PemwmBocT y pamukajJimMa ¥ pPemInBe rpyne

Crnenehu craB Ham ommcyje nukiandaa pamwupema nomsa K. Buaehemo na
Cy TO pammpema Koja ce modujajy momaBameM N-TOT KOPEHA HEKOT eJie-
MeHTa u3 Tor nosra. HaBommmo ra 6e3 mokasa.

CraB 66 Heka je K nome Koje cafpXv NPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3 jeJUHULE,
L =K(a), rRe je o TakBo ga o™ € K, ao®* ¢ K3a 1l < s<n. TapgajelL
anoaso pawwuperse of K ca unknuuHom anoaosom rpynom pefa n.

O6paTHo, ako je L umknuuHo pawwupetrse off K crenena n, onga je L = K(«)
saHeko v TakBo Ja " € K,aa* ¢ K 3al<s<n.

Hajope ocroBHa medurMnUjA.

Hepurannuja 67 Heka je K nomwe n f € K[X]\ {0}. Kaxemo fa je jeaHaumna
f(@) =0

PEIIVBA ¥ PAIOVKAJIMMA YKONMKO CE€ HeHa pellerba Mory AobuTu onepaumjama
cabuparba, Ofly3VMatba, MHOXEHA, [e/betba M Hanaxera N-TUX KopeHa (3a pasHe
n). Mpeunsnuje, ako noctoju pactyfiv H13 nosba

K=KyCKi CKyC---CKp,

Tako pa:
1. K; = K;_1(o;) npu uemy o' € K;_1 3a Heko 7;;
2. K,,, caapxu kopeHcko nome K¢ nonvHoma f.

3a pawwupera K;/K kaxemo u fa cy pagukancka pawwuperse of K nowTo ce
Aobujajy NoHoBILEHUM JoAaBareM KopeHa (pagvikana).

MoskeMo na IPUMETUMO CIUYHOCT CA MOjMOM KOHCTPYKTUOUITHOCTH €JIe-
MeHaTa; 3a KOHCTPYKTuOmiaHOCT moina3mmo ox Q m momajemo kBanparHe
KOpe€He.

Teopema 68 (Tamoa, 1831) Heka je K nome kapaktepuctuke 0, f € K[X].
Tapa je jepHaumHa f(x) = 0 pewmsa y pagvkanuma akko je rpyna G(K;/K)
peLnBa.

Ila bucMo ce IpUIPEMUIN 38 TOKA3 OBE TEOPEME, NOKA3yjeMO map pe3yJ-
TaTa.

Jlema 69 Heka je K nome, f € K[X] cenapabunan nonuvom creneqa n un K
pawwuperse noba K. MonuHom f MoXeMo nocmMaTpaTv U Kao MONMHOM U3 I?[X];
03HauMMO ra Taja ca f Taga je rpyna G(K];/f() nsomopdHa noArpynu rpyne
G(Kf/K).
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Iloka3. Hapasuo, ca Kf CMO O3HAUMJIM KOPEHCKO moJbe mosuaoMma f. Heka
Ccy Qi,...,0, KOPEHM HOJWHOMAa [ y Kf. ITakne Kf = K(ag,...,ap).

Moxkna cy HEKM Ol TUX KOPEHa y f(, aju TO HE Mema HumTa. Tana je
K; = K(ay,...,ap). 3a cBako o € G(KJ;/IN(), o(a;) € {ag,...,an}, Te
o[Kf] € K¢. Kako je o normyno oxpebeno BpemHocTnMa y @, TO CyKembe
o Ha K 3amaje MoHOMOD(U3aM G(KJ;/IN{) y G(Kf/K). O

Hapasno, ca (, o3HavyaBaMoO IPUMUTUBHU N-TU KOPEH U3 j€AUHUIE.

Jlema 70 Hexa je p npoct 6poj. Tapa je G(Q(Cp, (p-1)/Q(¢p-1)) = G(Q(E)/Q).

Hoxra3. Hexa je 0 € G(Q(¢p,Cp—1)/Q(¢p—1)). JacHo je ma je cBararo o((,) =
¢k 3a mexo 1 < k < p—1. To smaum ma je o[Q((p)] € Q(¢p), Te Momemo
Ie(pUHUCUTHI Cyskeme oBor ayToMopduszma g € G(Q((,)/Q). Hakrre, umamo
xomoMmop¢uzam o — o. Ho, xako je o mormyno oxpebeno ca o(¢) u Kako je
0Ba BPENHOCT NPOM3BOAH (IPUMUTUBHU) pP-TU KODEH U3 jeAuHUNE, TO je
oBaj XOMOMOp(dm3aM 3aIpaBo U30MOPPU3aM. O

Teopema 71 3a ceako n > 2, jegHauvHa =" = 1 je pewwusa y pagvkanuma.

Iloxa3. Jloka3 ce HapaBHO M3BOAM WMHAYKIUjOM IO n. DBasa wHAyKIHUjE je
jacma ©. IlpumeTruMo ma je MOBOJLHO NMOKA3aTU Ma j€ CBAKU TPUMUTHUBHU
N-TU KOPEH U3Pa3UuB y PAIUKAINMA, IOUITO CY OCTAJIN KOPEHU EerOBU CTe-
MEeHN.

IIpernocraBrMoO na cy CBM OPUMUTUBHU KOpPeHU (i 3a k < n M3pa3mBuU
Yy pamuraguMa 1 mocMaTpajMmo (,. Pa3znukyjemo tpu ciydaja.

1. n = p®, 3a Herm mpoct 6poj p u s > 1. Ilo uHAYKTUBHO] XUTOTE3U je

(ps—1 M3DA3UB y PAJUKAIAMA, & (ps = {/(pe—1 (mapaBHO, y3UMaMO HEKU O
P-TUX KOPEHa, CBEJeTHO je KOju).

2. n=ab, rme cy a,b > 1 y3ajamuo nmpoctu. Ilo MHOYKTUBHO] XUOoTe3U Cy
Ca ¥ (p M3PA3UBY Y PaAMKaIUMa, a uMaMo 1a je ¢, = (,(p (koja ce reopema
u3 Aurebpe 1 kopuctu ma 6u ce mokazano zxa je w((.(p) =n?).

3. n = p, rme je p npoct 6poj. ITocmarpamo pamwmpeme Q((p,(p—1)/Q.
Mo memu nmaMo na je pamupemne Q((p, (p—1)/Q((p—1) muranuro (mox-
cerumo ce ma je G(Q((p)/Q) = Cp_1) pena p — 1. Karo Q((p—1) canpwxn
npuMuTuBHA (p — 1)-BU KOpEH W3 jequHuUNe, Ha OCHOBY cTaBa [66| mmamo na
ce Q(¢p,Cp—1) mobuja momaBameM Hekor (p — 1)-BOr KOpeHa eJleMeHTa U3
Q(¢p—1). Mo manyrrusHoj xunoresu je Q((,—1)/Q pamurancko pamupesne,
na Tako xobujamo na je u Q((p, (,—1)/Q paauraucko. O

IlonceTuMmo ce ma je cBaka MOATPYIa peminBe rpyme Takobhe pemwusa,
Ka0 U A2 je CBaKa KOJWYHUYKA TPYIa PEIIMBE TPYIE PENInBa.

[Ipebumo cana Ha. . .

Iloka3 Teopeme
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<=: Ilpermocrasumo na f nma pemwmBy lamoaoBy rpyny Gy = G(Ky/K).
[Ipomupumo K cBuM moTpeOHUM KOPEHMMA U3 jeuHUIE. 10 MOKEMO M3Be-
CTU OJABAMKEM IPUMUTUBHOL N-TOI KOPEHA U3 jeIUHUIE 3a 1 TOBOJLHO
Besuko. Y3mumo xa je n = (deg f)!. ITocmarpajmo pamupeme K = K((,).
Ha ocnoBy neme [69 muanmo na je Gy usomopdua noarpymu on Gy. Ilakre,

Gf je rakobe pemwBa. To 3HAaYM Ha MOCTOjU HU3 MOArPYIA
Gr=Go> Gy >G2>~~~>Gm_1>Gm:{idI~<f}

Tako na je G; < G;_1 n Gi—l/Gi je nuramuna. Heka je L = KJ—; u K; = GE.
Tama mMaMo HU3 HOJLA

KCK(CH):I?:KOCKlC"'CKm_1CKm:L

npu yemy je K; muknnaso pamupese o K;_1. Ha ocroBy crasa [66] umamo
na je K; = K;—1(o;), upu yemy ozEKi:Kq“l] € K;_1. Ha ocuoBy teopeme
je pamwupeme K((,)/K({) pamurancko (Mu cmo pagunu mHan Q, anu
TO HE M€Wa CTBap, AOJATHE ejJeMeHTe m3 K u He KOPUCTUMO ma OmcMO
KODEHEe jeIVHWIE NPENCTABUIN y pamukanuMma). Jlakmae, mobuam cMo na
je pammpeme K,,/K pamuraincko, te je jemnaumua f(x) = 0 pemmsa y
paauKaJuMa.

—>: JloBomHO je moka3aTu na je Gy KOJIMYHMUYKA T'DyNa HEKE peIrBe
rpyme. 3HaMO Ia MOCTOjU HU3 MOJbA

K=KyCK|i CKyC---CKp,

rako ga je K; = K;_1(a;), roe o' € K;—1 n na K, canpxu KOPEHCKO IOJbe
Ky on f. Hera je n =119+ -1y 1y € K, TakBo na je K, = K(v). Axko je
py € K[X]| MUHAMAIHN DOJIMHOM €JIEMEHTA ¥, IOCMATPajMO KOPEHCKO IOJbEe
K, nommnoma g(X) = py(X)(X™ —1). Iakie, K, je pamupeme moma K
KOje caIpxu cBe MOTpebHe KopeHe u3 jemuuure. Heka je G = G(K,/K) =
{o1,09,...,0n}, e je 01 =idg u L HOpMauHO 3aTBOpeme o1 Ky, (¢) v Ky,
rae je ( IPUMUTUBHUA N-TU KOPEH U3 jeIUHUIE. 3ampaBo je

L=K(C a1,...,qn,02(1),...,00(cn),...,on(c1),...,on ().

Hawume, y3 cBakm esmeMeHT «; MOpaMoO OOOATU U HETOBE CJWKE MPU ayTo-
Mopduzmuma u3 G ga 6u pammpeme OUI0 HOPMAJHO, jep Cy U Te CIUKe
HYyJe BUXOBUX MUHUMAJHUX moauHoMa Han K. U jemmuo cy To Hyme Ttux
MUHAMAJHIX TOJIMHOMA (MMAJM CMO OBAKBE apryMeHTe DaHMje — aKo je
(i HeKa HyJla MUHUMAJIHOT IOJIUHOMA [y, OHNA Ce IPUADPYRUBAILE ; —
npoay:xasa 10 K-ayromop¢usma on Ky, Tj. 0O eleMeHTa U3 G). Homajemo
OBe eJIEMEHTE jelaH MO jelaH na Jo0MjeMO HU3 MOoJba

KCK(CK(mu)<C---CK CK"C---CL.

Caro cnenehe mome (K”) mobuja ce onx mperxomuor (K') momaBamem
HEKOT KOPEHa, [a jé CBAKO OJ TUX pamupema AGenoBo (3anpaBo MUKIUIHO
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ceM mpBor). 3a OBO HAM je BayKHO Ha Cy Ty CBM NOTPEOHM KODEHU U3
jemunune (Buzern cras [66]). To smaum ma cy oaroapajyhe koamuHmdke
rpyue (K’)u/(Kﬂ)ﬁ AGemnose, Te je rpyna G(L/K) pemusa. Ho, ¢ 063upom
na je Ky canpsano y L, rpyna Gy = G(K;/K) je konudHudka Ipyma
pemmse rpyne G(L/K), no OcuoBHO] TeopeMn koHauHe Teopuje ['amoa, ma
je Tume n cama rpyna Gy pemusa. O

11.2 CuMeTpUYyHHU TOJMHOMU

Hapasno, Tpebaso Ou ma HaMm je HMO3HAT MOjaM CUMETPUYHUX MOJIUHOMA.
Ho, 3a cBaku cayuaj. ..

Iedunuanmuja 72 Heka je R komyTaTuBaH npcTeH ca jeauHuuom. MonunHom p( X7, . ..

R[Xy,...,X,] je cumeTpruaH yKONMKO 3a CBAKO 0 € S,, Baxu:

P(Xo1)s -5 Xom) = p(X1,..., Xn).

Cuenehu monmuHOMU Cy OJ HEHTPAJIHOT 3HAUAja; TO CY TAKO3BaHU EJIE-
MEHTAPHU CUMETPUYHU MOJMHOMMU.

er= Xi=Xi+Xa 4+ Xp;
i=1

eg = Z XiX; = X1 Xo+ X0 X3+ + X, 1 Xy

1<i<j<n

es= > XiX;Xp= X1 XX+ X1 Xo Xy + - 4 X o X 1 Xpis

1<i<j<k<n
Ep = X1X2 s Xn
HpI/I pany ca DOJIMHOMUMA Ca BUIIE HGO,HpebeHI/IX KOPHUICHO je MaTU

nopenak Mehy mpoumssomuMma Heonpehenux. [lopemak 3amajemo ca:

i 1 i j j i def . . . . . .
XPX2 o X o tew XPXP2 - X &S iy b+ F i > g1 ot
nJIn

tict+--+in=m+j2+ - +Jn

u (3k) (i1 = J1,. -y 0k—1 = Jr—1, 0k > Jk).

OBae je u X1 >grice X2 >griex °* =griecz Xn. OBaj mopemax ce Ha3uBa
CTENEHOBAHM JIEKCMKOTPA®CKHM MOPEJAK. Kanma je 3amat mopenak oHIa
MOKEMO CBaKM IOJIWHOM D HAIKMCATH TAKO Ja IPOU3BOAU HeonpeheHux y me-
roBUM MOHOMHMA Omanajy. MoHOM y KoMe je HajBehu mpoum3BOA MPU OBOM
nopetky 30Be ce Bogehn MmonoM u o3nauasa ca LM (p), nok je koeduimjert
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y3 mera Bonehu koedunujent u osnauasa ce ca LC(p). IIpumerumo na je
LM (e;) = X1 Xo -+ X;. OBako 3amaT mopenak nMa OBa BAKHA CBOjCTBA.

1. Arko X |Y 3a npoussone X u Y, ouzna je X =g Y.
2. Ha mpousBomuma HeompeheHux je oBO smHEApHO ypebeme.
[Tocebno ce nobuja ma He mocToju GECKOHAYAH ONanajy Ny JaHall IPOU3BOIA.

Cneneha Teopema ymyhyje Ha BaKHOCT €JIEMEHTAPHUX CUMETPUYHUX
MOJIMHOMA.

Teopema 73 3a csaku cumeTtpuuan nonuHom p(Xi, ..., X,) € R[Xq,...,X,]
nocToju TauHo jedaH nonvkom ¢(X1,...,X,) Takas Aa je

p(Xi1,..., Xn) =qle, ... en).

Ioxas. Onpemumo Bomehu momOM 3a e‘fl ---efl". On je 3ampaBo MpPOU3BOI
crenena BomeNnx MOHOMA MOJUHOMA, €;:

LM(ef'eq® -+ efr) = X[ (X1 Xo)® - (X1 Xp - Xy )P = X mtde xgfetobdn o,

Iloka3 ersucrennuje moJimHOMAa (. Heka je p CUMETPUYHU TTOJIUHOM U
LM(p) = cX{lXé2 - Xin Kako je p cuMeTpwyaH OH y cebU CAID/KHU CBe
MOHOME KojI/I ce ,I[O6I/Ijajy nepmyTanujom Heoapebenux. Crora mopa Guru
iy = ig > -+ > i,. Haume, ako ce, na mpumep, MoHOM cXZ X5 Campxu y p,
Ty Mopa butu u MOHOM ch X2, noOujeH onx TPETXOMHOT 3aMEHOM X1 u Xo.
Ho, Tanma je LM(ce 1_126222_13 coein) = CX“X’2~ - Xin = LM(p). Crora

je LM( —celtTRel2T L ein) < LM (p), a p — cel! Te27% .. ¢in je Tarobe
CUMETPUYAH IIOJUHOM. HOCTyHaK HACTaBHaMO IOK He nobemo mo 0 m Tako
M3pAKABAMO P Y OOJIMKY HOJIMHOMA IO €7, ..., En.

Jloka3 jemuHCTBEHOCTH IOJIMHOMA ¢. JlOBOJBHO je mokazaTy na u3 jen-
Haroctu q(ey,ea,...,e,) =0y R[X1,Xo,...,X,] cieqn na je ¢ mymna monm-
mom. Ho, q(ey,ea,...,6,) je cyMa HEKUX MOHOMA OOJIUKA ce‘fleg2 ~edn Axo
je (d17d27"'7dn)#( 37 /27"'7d;L)7 OH’E[a je
dy dj d,
LM (efred2 ... en) £ LM (el*ey? - --en).

Hauwme, xkao mro cmo Bumeu:

ij(e1 62 .. edn) _ Xih+”-+an§12+--~+an§”7

LM(efllegl2~--ei;') _ Xd it +and bt +an "
Axo Ou onu Ounu jemHaky nobum GucMo ma je
di+do+--+dy=dy+dy+--+d,, dot+--+d,=dy+---+d,
7dn—1 + dn - d’lfb—l + d{n? dn = d/n
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Ho jacuo je ma u3 oBuX jemHAKOCTH Cienu na je

(dy,da,...,dy) = (d),dy,...,d,).

W3 oBora cienu ma ce pa3nuuuTy HEHYJIA YIAHOBU Y Pa3Bojy q(e1,ea, ..., ey,)
HUKAKO He Mory ckpatutu. Crora, je jemnaroct g(eq,ea,...,e,) =0 jenuno
Mmoryha ako cy cBu uimanoBu jemsaku 0, Tj. caMm ¢ je HyJa HTOJIUHOM. O

IIpumep 74 Vzpasumo nonunom p = X5 + X5 + X3 npeko esemerTapHux
CUMETPUYHUX TOJUHOMA.

Jacuo je ma je LP(p) = X3. Iakxne, osae je (i1,i2,i3) = (3,0,0) ma ox p

OIy3UMaMo €3:

p—et = X3+ X34+ X5 — (Xg + Xo+ X3)3
= 3X{X, —3X; X3 - 3X{ X3 —3X; X7 —3X7X3 —3XoX3 — 6X; XoX3.

Kako je LM(p — €}) = —3X2X,, umamo 1pojry (2,1,0), Te omysmmamo
*361622

p— 6;13 + 36162 = *3X12X2 — 3X1X22 — 3X%X3 — 3X1X? — 3X22X3 — 3X2X§ — 6X1X2X3
+3(X1 + X2 + X3)(X1X2 + X1X3 + X2X3) = 3X1X2X3 = 363.

Hakme, p = e — 3ejeq + 3es. &

11.3 Cumerpuune (yHKIUje VI ONIITU IOJUMHOM
Hera je K nmome. I'pyna S,, mejcryje na npcreny K[Xq,...,X,] ca:
g - p()(l7 e ,Xn) = p(Xo.(l), .o ,Xg(n)).

OBo ce mejcTBO MpoMysKaBa Ha nosme panuonaaaux pyurnuje K (X1, ..., X,)
Ha IpPUPOJAH HAUWH.

Teopema 75 Heka je K nome. Taga je K(X1,...,X,)% = K(e1,...,en).

IToka3. 3uamo u3 crasa na je K[X1,...,X,]% = Kley,...,e,]; Haume,
CUMETPUYHM MTOJIVWHOM HUj€ HUINTA APYro IO (PUKCHA TAdKa MPU FOPEHABE-
neHoMm mejcTBy rpyue S,. Heka je

9(X1,...,Xpn) S
Xi,...,. X)) =——7"—"—"—"—"="€ K(Xyq,...,X,)",
F(X n) h(X1,...,Xn) (X1 n)
rme ¢y g,h € K[Xl, .. .,Xn]. W3 ynmenure na je mHUXOB KOJIUIHUK CUMET-

pUYaH, He CJIeAU HapaBHO & Cy U OHM CUMETPUYHU, HO TO CE€ JIAKO MOKe
nonpasutu. Hexka je
H= ][] o-h

oES,
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Jacuo je (oBO cMO mmanu MHOTO WyTa) na je H cumerpuuan mosumHOM, Tj.
H € K[Xy,..., X5, ma jeu Hf € K[Xy,..., X, (Hf je u monumom
u cumerpudHa (yHEuuja, jep cy u H u f cumerpuune). Crora je Hf =

aler,...,en) u H="0(ey,...,e,) 3a HEKe noauHoMe a,b Te je
fz?zMEK(el,...en). O
Ilocnemuma 76 Heka je K nome.
1. Pawwpere K (X1,...,X,,)/K(e1,...,e,) je Fanoaoso ca lanoaosom rpynom
Sh.
2. basy 3a K(Xi,...,X,) kao BekTopcku npoctop Hag K(ei,...,e,) unHe

npoussoan Xt --- X/, npu uemy je 0 < r; < n—i3aceei=0,n.

n

Hoxasz. 1. Kaxo je K(ey,...,e,) = K(X1,...,X,)%", u3 reopeme nobu-
jamo ma je K(X1,...,X,)/K(e1,...,e,) Ianoaoso pamupeme, a u3 teopeme
7?7 nma je Iamoaosa rpymna Gamr S, .

2. Hexa je K = K(ey,...,e,)
f(T) = (T — X1)(T — X3)--- (T — X,) € K[T).

JacHo je ma cy xoe(unujeHTH OBOT MOJUHOMA Yy HABEIECHOM IIOJbY Ha OCHOBY
Bujerosux ¢popmyna. I[Tocmarpamo HEM3 pamwumpema:

K CK(X))CK(X1,X2) C-- C K(X1,Xa,...,X,) = K(X1, Xo,..., X,).

Kaxo je X; myna momumoma f(T), 1o je [K(X1): K] <nm1,Xy,..., X7
je jemma remeparpuca 3a K(X1) man K. To je 1 6a3a yKOIMKO je TOJMHOM
f(T) € K[T] uepacrapmus. Kaxo je X, myma nommmoma f(T)/(T — X)
u3 I?(Xl)[T], KOju je cremeHa n — 1, To je [I?(Xl,Xg) : IN((Xl)] <n—-1m
reHeparpuca 3a I?(Xl,Xg) HaI IN((Xl) je 1, X, ..., X272 Hacrasmajyhn
name mobujamo: [K(Xiy,...,X,) : K(er,...,en] < n(n—1)---1 u jemmy

regeparpucy uuee npoussoam X' --- X" mpum uemy je r; < n—1i 3a CBe i.
Ho, ma ocuoBy mena mon 1. mmamo na je [K(Xi,...,X,): K(e1,...,n)] =n!
U CTOTa FOPHU NPOU3BOIA YMHE jelHy 6a3y. O

Y 0BOM TPEHYTKy KOPHCHO je IOACETUTU Ce Oa I'pyna S, Huje permusa
3an > 5. To cnemm m3 Tora miTo je, 3a n = 5: S, = A,, a A, = A,, rne
cmo ca G o3HaumnmM KOMyTaTOpCKy momrpymy (G, Gl.

Hepmuaurmuja 77 OnwTn nonutHom cteneHa n no 1" je nofnvHOM

F(T) =T — T 4 15T % — 4o (=1)"t, € K[ty ..., t][T).
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Hapagno, HEuje OBO Heka mocebuo nyboka meduHUIMja, TO CMO MMAJIU U Y
CpeIn0j IWKOJIU Kala CMO pa3MaTpaJiy OIIITe KBaApaTHe TPUHOME OOJIUKA
ax"+br+x, 3a a £ 0. Ymecro a, b, c cMo yBeau Heonpebhene u mocrasuau ga
je TMOJMHOM MOHUYAH, Ha OMCMO CUTYPHO UMAJIU MOJUHOM CTeleHa n 0e3
HNONATHUX yCJa0Ba Ha Heoapehewe. 3mamm cy Tako omabpanu na t; Oymy
Oam cumeTpuyHe (YHKIMje KOPEHA OBOI IOJIWHOMA.

Teopema 78 [anoaosa rpyna onwTer noavMHoma 13omopgHa je ca S,,.

Ioka3. Ilocmarpamo f Kao MONMMHOM Ca KOEQUIMEHTUMA y TOJLY K =
K(t1,...,t,): f € K[T]. Hexra je Ky = K(X3,...,X,) KOPEHCKO IOJE OBOT
nosmaoMa. ViMamo na je

fX) = X"t X" o X2 (1), = (X X)) (X —X2) - (X —X,),

Te 3a cBe 1 < i < n: t; = e(Xq,...,X,). Tpakenu pesynrar ciemu u3
nocienune [76l O

Kako smamo ma S, Huje pemwmBa 3a n > 5, TO 3HaMO ma aro je K
moJbe KapaKTEePUCTUKE HyJa, HUje CBaKa MOJUHOMUjaJHA jeTHAUUHA CTe-
nera Beher on 4 pemwuBa y paaukainMa, Tj. HE IOCTOje GOPMYJIe aHAJIOTHE
($GOPMyYJI KOjy CMO Y CPEIH0] MKOJIN YUUIN 38 KBAIPATHY jeTHAUNHY, HUTHU
KapnanoBoj ¢popmynu 3a jennaumny Tpelier cremeHa, kao HU (OPMYIN 3a
jemHauunHy 4eTBpPTOr cTemeHa (kKoja ce cBomu Ha jenuauuny tpehier). To
HapaBHO HE 3HAUYM [a Ma KOja jenHauwHa cremeHa Beher on 4 Huje pemmuBa
y pamukaauma. Behh cmo Bumesnu Heke KOje TO jecy; y HaAPEZHOM OOEJBKY
0aBUMO ce Ba;KHUM CIENUjaJTHUM CIIyUYajeM Kaaa jeqHadwmHe creneHa Beher
onx 4 JECY pemmBe y pPaauKaJnIMa.

11.4 PemmuBe jemHauwmHe IIPOCTOT peaa

o pesynTata O pemMBOCTU jenHAYWHA NMPOCTOr pena, ['amoa je momao
1829. ronune.

IlonceTrumo ce ma cMoO mOKa3ajau na aKO MMaMO HEPACTABJLUB U Celapa-
Ounman mMOJIWHOM, OHAa ['ajoaoBa rpyma TOT HMOJMHOMA NEjCTBYje TPAaH3U-
TUBHO HA HETOBUM KODEHUMa. Y Be3U Ca TPAH3UTUBHUM JI€jCTBOM, HOKAKUI-
Mo ciaenehu craB o mejcTBy rpyna.

CraB 79 Heka koHauHa rpyna GG TpaH3UTUBHO [€jCTBYje Ha KOHa4HOM ckyny X
KOjU UMa p enemeHaTa, rfe je p npocT 6poj. Ako je H <G n X #£ X, onpa v H
IejcTeyje TpaH3UTUBHO Ha X .

Iloxa3s. IIpecraBumo X kao yHmujy opbuta nmpu aejcTBy moarpyne H:
X=H -z1U---UH -xy. (32)

Hexa je i # 1 npoussosmno. Kako G mejcTByje TpaH3UTUBHO, UMAMO Ia je
g-r1 =uz; 3a HEKO g € G. Tana je

H-zi=H-(g-21) = (Hg) -1 = (99 'Hg)-z1 =g-((97'Hg) 1) = g- (H -31).
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Ho, kakxo je ¢ — ¢ -z Oujekmmja X — X 3a cBako g € G (umBep3 je
npecaukaBame T — g~ ! -x), To umamo na je |H - x;| = |H - z1|. Crora us
nobujamo: p = |X|=k|H -z1|. Karo je p npocr, crenu ma nau cy cse
opbure jennounane (k= p) unu je nejerso tpamsutusao (k= 1). Ho, ako
6u cBe opbute Guse jemmouname, To 6u snaumio ma (Vz € X)(z € XH), e
6u 6umo X = X, mro mporuspeun npernocrasmu. Crora je mejctso H
Ha X TPAH3UTUBHO. O

Ilocsenuma 80 Heka je G < Syg1,... p—1} noArpyna rpyne S¢o 1 .. ,—1} U Heka
G TpaH3uTuBHO AejcTayje Ha ckyny {0,1,....,p— 1} n {id} # H < G. Tagau H
AecTyje TpaHanTueHo Ha {0,1,...,p— 1},

Ioxka3. Kako ce y H nHama3u 1 HeKa HEUACHTUYHA TEPMYTAIMja 0, CUTYyPHO
je o(i) # i 3a mexo @ € {0,...,p — 1} Te pe3yaATAT NUPEKTHO CJIemU U3
MPEeTXOIHOr CTaBA. |

Popmynumumo u goraxxkumo ["asoaoBy Teopemy.

Teopema 81 Heka je f € K[X], rae je K nosme kapakTepucTuke 0, HepacTaB/bue
MOAMHOM NpOCTOr cTeneHa p ca pewwusom [anoaosom rpynom G. Ako kopeHe

nonuvHoma f ungeHtudmkyjemo ca 0,...,p — 1, a rpyny G ca noarpynom rpyne
nepmyTaumja ckyna {0,1,...,p — 1}, oHfa je ceaku enemenT o € G obnvika:
ok)=a-, k4,0, (33)

samekna € {l,....,p—1} nbe{0,1,...,p—1}.
Ioxkaz. [lakie, mmMmaMO HM3 TOArpPyIa
G=Go>G1>- > Gpo> Gy > Gy ={id},

npu uemy cy [G;—1 : G;] npoctu 6pojesu. Horazahemo tBpheme nomazehn
on moarpyne Gp,—1. Hajupe npumerumo na, ma ocuoBy mociemure [80], cse
noarpyne G; nejcrByjy Tpamsurusao Ha {0,1,...,p — 1}. Harae, n Gp_1
je TakBa, a OHa je MpoOCTOr pema. Kako je O6poj ememenara y opourwu,
OBZe je TO p, jemHAK MHIEKCY CTabumam3aTopa Ma KOT eJeMeHTa, Ho0umjamo
na je crabuamsarop TpusujanadH u ga je |Gn,—1| = p. Ha ocmoBy omora
IITO 3HAMO O I'pylaMa IepMyTallija, 3akbyuyjemo na je rpyna G, 1 rese-
pucaHa jeqHUM p-TUKJIOM. lIpeHyMepanujoM KOPeHa MOMKEMO 3a Taj TeHe-
parop yseru Gam tuex 6 = (01 ... p—1). 3a 6 Bamu:

O(k) =k+,1,
a 3a mwerose crenede 07 (k) = k+,r. Ilakie, 3aucra Cy CBA ayTOMOD(QU3MU
u3 G,,—1 TpasKeHOT O0JIUKA.

I[Mpumernmo na, yroauko je o € G takas na je a # 1y (33)), onma o uma
¢urcuy Tauky. Hawmme, a-,k+,b = k je exBuBasentro ca (a—1)-pk = p—pb, a
cBakako, momro je a—1 € {1,...,p—1}, mocroju ¢ Takas na je (a—1)-pc =1,
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na ce 3a k Moxke ysetu: k= c-, (p—pb). Karo Hujenan p-uukn nema QuKCHy
Ta4YKy, 3aK/bydyjeMO na ayToMopduaMm 3a Koje je a # 1 cBakako HUCY
p-uukau. Ho, 3a a = 1 umamo cremene ox 6.

IMocmarpajmo cana Gpm_s. Axo je 7 € Gp_o, ouna je 7Gp17 ' =

Gm—1, momto je Gu_1 < Gy_s. IlocebHO je TofoT™! = 0% 3a HeKO a.
W3 oBe jemHAKOCTH MOMKEMO 3aIPaBO HNOTHYHO oapemutu 7. Ilpumermmo
Hajupe ma u3 me caemnm: TofF o7l = (04)F = 9k re je TofF = 90k o7

7(k) = 7(0%(0)) = (70%)(0) = (077" o 7)(0) = 6" (7(0)) = 7(0) +p (a p k) = ap k +, 7(0).

Iakne, cBaku T € Gp,_2 je 3amcra TpaxKkeHOT OOJMKA: G je TAKBO Ia je
Tofor 1 =0% a b=r1(0).

ITpu npenacky Ha G,,_3, KOPUCTUMO UUH-EHUILY A Cy CBU €JIEMEHTU U3
Gn—o Tpaskenor obiaumra. Y3mummo o € Gp,—3. Karko 6 € G,,—2, a Kako je
Gm—2 <A Gz, 10 je 0ofoo™! € Gp_a. Ho, 00loo™! je Takobe p-mumwi,
ma mpeMa TrOpHO0j aHAJNU3U je OH 3ampaBo crenel on . U macraBmaMo Kao
y nperxonHoM ciay4ajy. llakie, BLOuMO ma ce MOKEMO ,lIehaTy’ IO OBOM
JIAHITy Tpyma 0e3 MKaKBUX HpobJseMa u modujaMo Oa je CBAKA ayTOMOP-
¢uzam u3 G 3amcra TpasKeHOT OOJUKA. O

Hamomena 82 Y mperxo[HOj TEOPEMU Ce He TBPIU A je IPYNa IOJIUHOMA
f, 3a koju je jemmauumna f(x) = 0 pemmBa y paguKaJuMa, jeTHAKA IIOI-
rpynu rpyme S, Kojy umHe CBU ayTtoMmop¢um3mMu HaBeneHor obiwmka. CBu
ayTOMOP(QU3MU HABEIEHOT OOJIMKA CBAKAKO YMHE NMOATPYIly Tpymne S, pena
p(p—1), anu cama rpyna JaTor HOJMHOMA je HEKa HOArPYIa Te rpymne. #

IMocnemuua 83 Heka je f € K[X] HepacTaB/bMB MONMHOM MOMMHOM MPOCTOR
creneHa Haj nosem kapaktepuctuke 0. Ako je jegHauuna f(x) = 0 pewwusa y
pajuvkanuma, OHAa je KOPEHCKO MOJbEe OBOF MOJMHOMA FEHEPUCAHO Ma KOjVM Napom
KOpeHa.

Ioxas. Hexa je deg f =p n Ky = K(ag,a1,...,0p-1). Hera je 0 <i<j <
p—1uQ=K(w,o;) CKy. Tana je
G(K1/) = {0 € GUK/K) : o) = v, o(ay) = ).

Heka je 0 € G(K;/Q) < G(Ky/K). Ha 0CHOBY IpeTXOIHE TeOPEME, MIEH-
tupuryjyhu o ca k, nobujamo ma je o(k) = a -, k 4+, b 3a Heke a,b kao
rope, Ipu 4eMy je jour

api+pb=i, apjH+pb=3j. (34)
IloBujamo na je

ay(j—i)=j—i. (35)

Kako je j—i € {1,...,p — 1} T0o mocroju ¢ € {1,...,p — 1} TakBo ma je
(j—1)pc=1. N3 (35) muokemenm ca ¢ nobujamo ma je a = 1. 3ameHOM
a=1y (34) nobujamo na je i+, b =1, na je b =0. Harue, ¢ =id. Cuenn
na je G(K;/Q) rpusujanna rpyma, te je K(a;,a;) = Q= Kj. ]

W3 oBe mocnemuie mupekTHO ciaemu cienehe.
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ITocnemama 84 Heka je K = Q v f kao y nocneanun [83] Taga, ako f uma 6ap
ABa peanHa KopeHa, OHAa Cy U CBU OCTanu KOpeHu oA f peanHu.

Hoxkas. Aro o, € R, onna je Ky = Q(a, 5) CR. ]

N3 ose nmocJequiie, HeIrroCpeaao cjaenqu u cnezxeha.

IMTocnemuua 85 Heka je K = Q u f € K[X] noanHom npocTor cTeneHa seher
04 3. Ako jegHaunHa f(z) = 0 vMa TauHO TpuW peanHa pellerba, OHAA OHAa Huje
pewmnBa y pagmkanmma. O

11.5 Casus irreducibilis

Kana kopuctumo Kapnanose ¢opmyie, oqaocHo Tapramuse MeTon, 3a pe-
maBame jenHaumHe rpeher cremena, y ciydyajy na jeIHAUMHA UMa TPU Pa-
3IMYNATA DeaiHA pelleha, HAWIa3uMo Ha HeoOmuHy curyanujy. Mama cy
pelema peayHa, MU UX MOPAaMO M3Da:kaBaTU NPEKO M3pa3a IPU YhjeM ce
n3pavyyHaBamy 00aBe3HO II0jaBJbYjy KOMIIEKCHA pellema (KOja HUCY pe-
amua). To je Taj ,HecBOMBUBU ciayua]’ U3 HACIOBa momoneska. lla au je
TO CaMO MaHa TOr MEeTOJa, WX je y NUTA’my CYIITUHCKA IpobaeM?

Hedpurunuja 86 3a jegHaunny f(z) = 0 ca koebuumnjentma y nomy K C R,
KaxeMo Aa je pelumBa y PEAJTHUM PAIVKAJIIMA YKONWKO MOCTOjU PaMKaNCKO
pawuperse (BugeT AedrHULMjy K,, Takeo pa je Ky C K,, € R. Takso
palMperbe Ha3MBaMO U PeasiHO PafNKaiICKO paLUMpetbe.

Teopema 87 Heka je f(z) = 0 kao y nperxofHoj febuHuumnju, npu uemy je f
HepacTae/bme nosvHom cTereHa 3 Hag K, koju uma Tpu (pasnuumTa) peasnHa Ko-
peHa. Tapa oBa jeAHaunHa HUJE pelvBa y peasiHM pajuKanvma.

Iloka3z. IlpermocraBuMO ga TO HUje TAKO, Tj. Oa MOCTOjU pacTynum HuU3
noJna

K=K¢ycKiCKycC---C K,, CR,
TAKO nIa:
1. K; = K;,_1(a;) npu gemy ;' € K;_1 3a HEKU IPOCT 7}
2. K,, caapsxu KOpeHCKOo nosse Ky momuuoma f.

Ha ocHOBY mocamammux pesysaTara, 3HAMO Ja MOYKEMO NMPETIOCTABUTA
Ila Cy CBa pamupemna npocror crenena. Heka je Ky = K(x1, 29, 23) 1 Heka
je ¢ HajMamu MHAEKC 3a Koju moise K; canp:xu Heku on z;. To smaum na
je K'_1 C K;_l(l’j) Q K,;_l(oz,;) = Ki Kaxo je [Ki—l(zj) : Ki—l] = 3, TO
3| r;, a kako je r; mpoct, 1O je r; =3 u K; = K;_1(z;). Harne, a; € K; C
K;_1(z1,22,23). Kako je K;_1(x1,x2,T3) KOPEHCKO IOJbe MOJMHOMA [ IOC-
marpasor kao moiuaoM u3 K;_1[X], to je K;_1(x1,22,23)/K;—1 HOpMAIHO
pamupeme. Ho, oHO campxu jeman kopeH «; nomumHoMa X° — af € K; 1.
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Crora oHO MOpa Ja CAAP/HKHU U OcTaje KOpeHe: «;,(3q;, (5, ma 6UCMOo mTo-
oumn ma u (3 € K(x1,22,23) € R u oBa KOHTpamuknuja 3aBpliaBa HAII
JOKa3. O

3a caM Kpaj oBe TeMe jenaH 3abaBaH 'mpuior’.
J J

Huje remko m3Bectu anrebapcky (GOpPMyILy 3a HAJAKEHE KBAJPATHOD
KOpeHa M3 Ma KOI' KOMIUIEKCHOr Opoja. MokeMo mpermocTaBuTA Oa je
KOMILJIEKCaH OpOj je IMHUYHOT MOMyaa (aKO je MOMYJ Pa3iuduT o 1 mMaMo
caMoO jom jemaH kBaapaTHU KopeH). [lakae, Tpeba mahu ¢ u s Tako na je
(c+is)? = a+ib, mpu wemy je a® +b%> =1 u ab # 0. Ilobuja ce:

ot (Ve r T i
c+zs-:|:\/§< +1+ b\/m>. (36)

To auje remko qobutu. CTora MOKEMO U3PA3UTU HA OBAj HAYWH U YETBPTH,
oCM®, WUTHA. KOPEH Ma KOr' KOMILUIekcHOr Opoja. Ho, mTa ce memasa kama
nokymamo ma Habemo ommry dopmyry 3a Tpehu ropen?

Hakmne, pemasamo jemnaunay (c + is)® = a + ib y3 npeTmocTaBky na je
a?+b=1unab#0. Cnemu ma jeu 2+ s> =1 u cs # 0. Iobujamo 1a je
c—3cs? =a, aus s> =1—c? cnemu 4¢3 —3c—a = 0. Huje Temro mposepuru
a OBa jeQHAUMHA UMa TPU PAa3IMYUTa PeasiHa pemena 3a cBako a € R\{0}.

Ocraje na sumumo na mu je f(X) =4X3 —3X —a € Q(a)[X] pacTraBmus
noauHOM. IlomTo TpazkuMmo OIIITY ®OPMYJIY. mNpeTHocTaBulieMo na a
u b Hucy anrebapcku 6pojeBu (CETUMO Ce KaKO CMO IMOKA3aJu ma Ipod-
JIeM TpUCeKnuje yriaa y OIIITEM CJYYAJY Huje moryhe m3pectu momohy
aemupa u mwecrapa). ¥ toMm ciayuajy je Qa] je 3anpaBo npcren nosuHOMA
Han Q, ca HEOOPEBEHOM a. Te je u Q(a) nome panuonaanux (QyHKIMja.
Yromuko 6u f(X) 6uo pacrasmus Han Q(a), To 6u 3HAUMIO ma je pac-
raBipuB u Han Qa] (Anrebpa 2), Te Ou Ty mMao HyiIy, Tj. IOCTOjao Ou
noaueoM p(a) € Qfa] Takas ma je

4p(a)® — 3p(a) —a =0 € Qla].

Yxromuko p(a) HUje KOHCTAHTAH TIOJMHOM, OHJIA je CcTemeH moamaoMa 4p(a)? —
3p(a) — a jemmar 3degp(a) Te To He MOke OGuTm Hysa monmHOM. A ako je
p(a) € Q, onna 6u u a 6mio u3 Q, WTo HUje TaUHO.

Crora ce, Ha 0CHOBY Teopewme [87], ¢ He MOxke nobuTm y OGJIMKY KOju
VRBYUyje caMo peajiHe KOpeHe, Tako ma ¢Gopmyia 3a Tpehu roper rom-
miekcHor Opoja anasorxa ¢popmyiu ((36)) 3a kBaxpaTHU KOpEH He HOCTOjU.

68



IIpocT 1 MakcuMaJIHM MOeau y IIPCTEHUMA

Cana mounmemo 1a ce 6aBUMO HOBOM TEMOM Yy OBOM KypCY, a TO je pac-
rTaBmpame (paxkropusalnyja) HOJMHOMA U Hajaskeme HajBelier 3ajequuukor
nenvona. Ho, mHehemo ce 3am0BO/BMTH CcaMO NOJIMHOMUMA jeqHE HEOIpe-
bene, HuTH camMo moIMHOMA Ca KOE(PUIUjEHTUMA Y IOBY, HEro NeMo ce mo3-
abaBUTN U MOJMHOMUMA Ca BUIlle HeonpeDeHUX u ca roepunujeHTuMa y Z.
To ce 3ampaBo mojaBsbyje UMINIMIUTHO U IIKOJCKO] MATEMATUIIN, Y HAEIY O
cpebuBamy anrebapckux m3pasa. Hapasuo, TaMO ce TO paay UHTYUTUBHO,
asnu oBae heMo BUIeTH Kako ce TO HajBehu 3ajemHUYKM meauial Moske Hahu
Yak M KaJ HUje BUAJLMBO KAKO Ce NaTu IoJuHOMU Mory ¢axkropucaru. Ho,
Hajope hemo Moparu na paArMO OIIITHje CTBAPU y IPCTEHUMA, IITO TAKO
be muje mome, jep hemo BumeTm KakO ce HEKU Pe3ynTaTH, KOje 3HAMO U3
OCHOBHE INKOJIE, MEHAjy KaAa YMeCTO IPCTEeHa Z MOCMaTPaMO IPCTEHE KOju
ce o1 OBOT moOwujajy momaBameM HEKUX eJeMeHaTa.

3amoyHuMo OBY TeEMY CJ'Ie,IIehI/IM CTaBOM.

CraB 88 Heka je A komyTaTuBaH npcTeH ca jeaunuuom n P < A (P # A).
Cnepefin ycnoBu cy ekBMBaNEHTHU.

1. 3al,J<ABaxu: akoje I - J C P,oHpaje I CPummje J C P.
2. 3aa,be Asaxu: ako ab € P, oHgaa € Punnb € P.
3. Mpcren A/p je obnact uenux (Aomen).

Ioxka3z. Iloacermmo ce majupe na ce obJacT IeNUX ACGUHUIIE KAO KOMY-
TATUBAH MPCTEH Ca jJeAUMHUIIOM Yy KOME HeMa MNPaBuX IeJIUTEeJha HyJe, Tj. Yy
roMme Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nam b = 0.

1 = 2. Younmo nzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, TO
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, woiin J C P, 1j. a € P, mnu b € P.

2 = 3. IlpernocraBumo na 3a eneMeHte z,y € A/p Bawu: zy = OA/P'
HapasHo, 04/, = P. Kako cy = u y eJIeMeHTU U3 KOJIWUYHUYKOTI IIPCTEHA,
TOo mocroje a,b € A TakBu ma je x = a+ P uy = b+ P u ma Baxu:
(a+ P)(b+ P) = P. Osa jennaxoct ce ceoqu Ha ab+ P = P, 1j. Ha ab € P.
Ha ocuoBy 2. mobujamo ma a € P, mnmu b € P, ogaocuo a + P = P unn
b+P=P,1j. =0, unu y = 0.

3 = 1. Heka cy uneanu I, J npcrena A taxksu na je [-J C P,analZ P
uJ Z P. To snauu na nocroju a € IN\Pube J\P. Ho,abeI-JC P, na
je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kako je A/P oGaacr nenux, ciemu na je
a+ P =P, umm b+ P =P, ogaocuo a € P unu b € P. OBa KOHTpaIUKIN]ja
3aBpIIaABa IOKAa3. O

Hepunuruja 89 Vpean P < A je NnpoCT YyKONANKO UCNyHaBa HEKO Of MPeTXOAHA
TPpU eKBMBAJIEHTHa CBOjCTBA.
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IIpumep 90 WNpean (2,1 — /—5) <Z[/—5] je npocT npean.

ITokaswumo na je Z[\/—S}/@’ 1—+/=5) = Zy. IlpuMmernmo na je cBaku eje-

MeHT y mnpcreny Z[v/—5] obnuka m + ny/—5 3a Heke mese Gpojese m u n.
Hepunnmumo npecaukasame f: Z[y/—5| — Zy ca:

f(m +nv=5) = p(m +n,2).

[Toraxkumo na je OBO mpecimKaBarme XOMOMOD(GMU3aM IPCTEHA.

F((m+nvV=5) + (r+ sv/=5)) = f((m +n) + (r + s)v/=5)
= p((m+n)+(r+s),2) = p(m+n, 2)+2p(r+s,2) = f(m+nv/=5)+2f (r+sv=5).

f((m +nv=5)(r + sv/=5)) = f(mr — 5ns + (ms + nr)v/—5)

= p(mr —b5ns +ms+nr,2) = p(mr +ns+ms +nr,2) = p((m+n)(r +2),2)
= p(m+n,2) 5 p(r +5,2) = f(m +nv=5) -2 f(r + sv=5).

Hapasuo, f(1) = 1. Jacuo je ma je f ,ua”. Tpeba ogpemuru jearpo oBor
xomomop¢uszma. Ho, m + ny/—5 € Ker f akko 2 | (m +n). Ho,

m+nv-5=m—-—n(—v-5)=m—-n(l—-v-5-1)=(m+n)—n(l—+v-5).
Crora, ako je m + n mapan 06poj, oHma je m +n = 2t 3a HeKo t € Z u
H& OCHOBY ropme jennaxoctu m + ny/—5 € (2,1 — /=5). O6parno, ako
m+ny—5 € (2,1 —+/=5), orna je

m+nv—5=(a+b/=5) -2+ (¢c+dvV-5) - (1 —+—bH)
=2a+2bvV—-5+c—cvV—b+dvV—-5+5d = (2a+ c+5d)+ (2b — c+ d)vV—5,
3a Heke a,b,c,d € Z. Tana je

m+n=2a+c+5d+2b—c+d=2a+ 2b+ 6d,

na je m+n mapan 6poj. obumau cmo na je Ker f = (2,1—+/—5) u Ha ocHOBY
TeopeMe 0 M30MOpPU3My IPCTEHA no0ujaMo TpaskeHu n3oMopduszam. Kakro
je Zy obnact menux, 3akmbydyjemMo ga je uneaia (2,1 —+/—5) opocr. &

[Ipumerumo na, yroauko je P mpocT umead, a aq,...,a, € A, oHmga u3
aj---an, € P cnenu na a; € P 3ameko i € {1,...,n} (mro ce nako moxasyje
VHIYKIAjOM O 7).

IIpebumo cama HA mOjaM MaKCUMAJHOT UIEAJTA.

Heduaumnuja 91 Npean M npcteHa A je mMakcumanaH, yKONMKO He MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

axrme, MakcuMaIaH ugeaJl je IpaBu KAeall 3a KOjU He IOCTOjU IpPaBU
unea, pa3jiuduT OX Hera, KOJU ra CaIp:KU Kao CBOj HOICKYII.

70



Cras 92 Heka je M npaeu mngean npcredHa A. Taga je M makcumanan mnpean
ako un camo ako je A/M nomne.

IToka3. IIpermocrasumo na je M makcumasian uneana u a+M # M. Tpeba
nokaszatu na a + M wma ummBep3 y upcreny A/M. Ilocmarpamo muean
(a)+ M. Kako a ¢ M, To je M npasu noxackyn ox (a) + M. Ho, ¢ o63upom
na je M makcumasnan ugeas, mopa ouru (a)+M = A. To 3nauu na nocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Iakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M rtpasxenu muBep3 enementa a + M € M.
O6patHO, npernocrasumo na je A/M nome. Hera je M mpasu moackym
nneasa I. Hakae, mocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUYHUYIKOM
npcreny A/M. Kako je oBaj mpCTeH MO NPETIOCTABIU IOJLE, TO MOCTOJU
be M Tako na je (a+M)(b+ M) =14+ M, onsocro, ab—1 € M. Iaxkie, 3a
Heko m € M Baxu: ab—1=m, 1j. 1 = ab—m. Karko u a u m npunanajy
uneany I, tou 1 € I, na mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo ga je M 3awucra
MakcuMaJialH nneaa y A. O

Hanomena 93 BunuMmo na m3 oBOT cTaBa Cjlenu Oa je CBAKM MaKCUMAaJaH
UIeadt yjegHoO U IPOCT UAEAJ, HOMITO 3HAMO V IIOJbY HEMA IPABUX IEIUTEIhA
HYyJI€e. &

Y OCHOBHO]j IIKOJM CMO HAYYMWJIMW O je TPUPOIAH OPOj IPOCT YKOIUKO
HeMa IPYTUX meauiana ceM 1 u mera camor (0Bo takobe Baxu u 3a 6poj 1,
aJiy ce OH He cMaTpa npoctuM 6pojem). Ho, y mpoussosmHOj 0b1acTu neanx
pas3nuKyje ce mojaM IPOCTOr ¥ HEPAaCTABLUBOI ejeMeHTa. l[lomcermumo ce
na ca U(A) o3gauaBaMO CKyI CBUX MHBEPTUOUIHUX €JIEMEHATA Yy IPCTEHY

A.

Hedpunnaunruja 94 Heka je A obnact uenmx (BoMeH), Tj. KOMyTaTUBHU NPCTeH ca
JeANHMLIOM Y KOME je NPOon3BOJ [Ba efleMEHTa jeflHaK HY/IM ako M CaMo ako je jefiaH
oA wux jeaHak Hynu. Enement p € A\ (U(A) U {0}) je

e ITIPOCT, YKONUKO 3a a,b € A Baxun: ako p | ab, onpa p | a, unn p | b;

e HEPACTABJBYB (ATOM) YyKONUKO 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHpfia je
acU(A), nanbe U(A).

Besa usmeby mpocTtux m HepacTaBBUBUX €JE€MEHATa y IPOM3BOJFHOM
npcTeHy narta je ciemehnM craBoM.

CraB 95 Heka je A gomen. Taga je cBaku npocT enemeHT y A HepacTaBbuB.

Ioxkas. IlpermocraBumo na je p mpoct u ma je p = ab. Ilocebuo TO 3HAUN
na p meau npoussox ab. Kako je p mpocr, To p | a, unu p | b. Heka, na
npumep, p | a. To 3maum ma mocroju ¢ € A 3a xoju je a = pc. Kako je
p = ab, To je p = pcb, tj. p(1 — ¢b) = 0, na mopa Guru 1 — ¢b = 0, momTo je
A obGmact nenux. Ilakmne, cb = 1, Te je ememenT b naBepTUOUIAH. O

Y NOpoOM3BOJLHOM JIOMEHY, NPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTHU Ce pa3-
aukryjy. Pasmorpumo crenehu npumep.
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IIpumep 96 Y npcreHy Z [\/—5] eNleMeHT 3 je HepacTaBJ/bMB, anu HWUje NpocCT.

IIpe cBera,
Z[V=5] = {p(vV=5) : p € Z[X]}.

Ho, Huje Temko yBeputu ce na u3 nepuHUNUjE CIenn A je
Z[V-5]={a+bV/=5:a,be L}

YBepumo ce Hajupe na je 3 HepacrtaBsuB. lIpermocraBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [v/—5 | (mapasno na je N(z) kBagpat
MOIyJia KOMIUIEKCHOT ©poja z). JacHo je ma je N(z1z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%z2. Jobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omsocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arxropusanuja npupoiHor 6poja 9 y ckymy npuponnux Opojesa,
TO UMaMO ABe MoryhHOCTH:

1) jeman ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyrm 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpernocraBumo, ma upumep, na je N(u) = 1. Ykomuko je u =
a+by/=5, nodujamo na je 1 = N(u) = ut = (a+byv/=5)(a—by/—5) = a®+5b%.
C o63upom na a,b € Z, oo je moryhe jennuo axo jeb=0wu a € {—1,1}, Tj.
u € {—1,1}, Te cmemqu ma je u mEBepTUOUIaH (6ui0 6u MOGPO ma YMTAOLU
camm nOKaKy, 3a BexOy, ma je U (Z [v/—5]) = {—1,1} ropucrehn dpysxmujy
N).

2) MocTynamo Ha CIUYaH HAYUH. Y KOJIWKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b%>. C obsupom na a,b € Z, mopa 6utu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a2, 3a mewo a € Z. OBo mapasuo Huje moryhe, Te
3aKbYUYjeMO [a Ce Clydaj 2) U He HOojaBibyje.

Iakae, u3 yumenule na je 3 = uv, nobujamMo ma je jemaH on Garropa
WHBEPTUOMIIAH, & TO 3aIPABO 3HAYM 1 j€ 3 HEPACTABJHUB.

Ocraje ma moraskemo na 3 mmje mpoct. I[locmarpajmo darropuszanujy

opoja 9y Z [\/—5]:
9=(2+vV-5)(2—-Vv-5).
Kako je 9=3-3, o
3] (24+vV=5)(2—v-5).
[Torkaskumo na 3 He menan HUjeqaH o oBUX (axkTopa. V3 Te ummenune he
cIeUuTU Oa 3 HUje TPOCT.
Hera 3 | (24 +/—5) (amamormo ce pasmarpa m apyru ciayuaj). axme,
3a HEKU eJeMeHT u € Z [\/—5]:

3-u=2++v-b5.
I[Ipumenom ¢pynrnuje N nobujamo
9-N(u)=09.

Iobujamo ma je N(u) = 1, e je u € {-1,1}, 7j. 3 = 2+ /=5, uin
3 =—(24++/-5). OBa KoHTpaAUKIMja HAM TIOKa3yje na 3 He meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amMCTa HUje MPOCT. &
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Hamomena 97 Ilpumernvo na jemrakoct 3 -3 = (2 +1/=5)(2 — v/—5) maje
nBe pasauunTe pakropusanuje 6poja 9 y IpousBOI HEPACTABLUBUX. 10
je HemTo ca YumMe Cce HICMO CPesu y ciydajy nenux 6pojeBa. Bume hewmo
0 oBoMe pelm y HapegHuM IpenaBamuMa. &

Crnenehu craB je moOMaJioO U OYEKUBAH.

Cras 98 EneMeHT je NpoCcT ako 1 CaMo ako je upaean reHeprcaH TUM €/1EMEHTOM
npocT mpean.

Iloka3. Heka je p mpoct enement y upcreny A u (p) umean reHepucan TUM
enemMeHTOM. YKONUKO ab € (p), omna je ab = pc 3a mexu ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxko je emement p mpoct, To p | a, uau p | b, onsocuo, a € (p), nau b € (p),
Te 3aKBYUyjeMo Aa je (p) mpoCT maead.

O6parno, mpermoctaBuMo ma je (p) mpocT ummeas u Heka p | ab. To
3uauu ma ab € (p), Te cnenu na a € (p), mam b € (p), ogHOCHO p | a, wau
p|o. a

Hamomena 99 Kao mTo cMmo nokasain na 3 HHUje IPOCT, MOKEMO TOKA3ATU
na Hu 2 Huje npoct. Crora nmean (2) muje npoct. Ho, Baxu jennakoct

(2) = (2,1 = V=5)(2,1 + V/=5).

Hawnwme, 1ako je BumeT Ja je reHepaJiHo TauHo 1a je (a,b){c, d) = {ac, ad, bc, bd).
Crora je

(2,1 — V=5)(2,1+ V=5) = (4,2 4+ 2/=5,2 — 21/=5,6),

HO, 2 mpumana OBOM HIeally Kao pasimka 6 —4, a ¢cBU OCTAJIN €JIEMEHTU Cy
ymuommu ox 2. Crora je taj mmeas 3anpaso (2). Kao mTo cmo mokasasu
na je umean (2,1 — \/—75> OPOCT MOeall, MOKe Ce NOKa3aT! na je TO U
unean (2,1 + /=5). Ilakme, mama uzmean (2) Huje TPOCT, OH WIAK UMA
¢akTOpM3aNUjy Ha OPOU3BOJI MPOCTUX KUACAJA. SAIPaBO, TAYHO je, MaIa
My HeleMO TO OBJe JOKA3WBATH, Ja CBAKU MAeaJ y mpcrery Z[y/—5| mma
jemmHCTBEHY, IO Ha penocien GpakTopa, GakTOPU3aIUjy ¥ OOIUKY IPOCTUX
nnenal IIpema ToMe, Maga eIeMeHTH HEMA]y jeIUHCTBEHY (haKTOpU3aNujy,
mpesacKkoM Ha maeaJie nodbumjamo jemuHcTBeHy ¢PpaxTropusaiujy. [locedbno To
BasKM 3a IJIaBHe mueaJse. BuamMo cana 3amTo HaM je KOPUCHA apUTMETUKA
uneaJa. &

Besa u3mehy mepacTaBmuBUX eleMeHATA W MAKCUMAJIHUX UIEaJa TATa
je cmemehum craBoMm.

CraB 100 EnemeHT a € A je HepacTaB/bMB ako 1 Camo ako je upean (a) mMakcu-
ManaH y CKyny CBUX FfaBHUX ufaeana npcreHa A.

Hoxa3. Ilpermocraumo na je a € A mepacrasmus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) mmm (b) = A. Kaxro je (a) C (b), TO
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = bc. Kako je a mepacrasmus,
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T0 b € U(A), unu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), onna je (b) = A, a aro
c € U(A), ouna je (a) = (b).

O6paTHO, IPETHOCTABUMO 2 je (a) MakCUMaJaH y CKYIy CBUX [JIABHUX
uneana upcreda A. Heka je a = bc u npermocrasumo na ¢ € U(A). To
3Haun ga je a € (b), anm na b & (a) (3amro?), tj. ma je (a) mpaBy HOICKYI
nneasa (b). Kako je (a) MakcuManan y CKyIy CBUX TJIABHUX UIEAJa, TO
Mmopa 6utu (b) = A, Tj. moctoju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armydyjemMo
na je b maBepTubUIaH. m]

Markcumasnas ugeas y CBAKOM KOMYTATUBHOM IIPCTEHY Ca j€AMHUIIOM
nocroju. 3ampaBo, Baxku ciaeneha teopema, kojy HeheMo mokaswBaTu.

Teopema 101 Heka je I npaBu npaean y KOMyTaTUBHOM MPCTEHY Ca jeAVHULIOM
A. Tapa noctoju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

Iloce®HO je 3aHUMILUB Cirydyaj IPCTEHA Y KOJUMa IOCTOJU TAYHO jeJaH MaK-
CUMAJIHU UIEaJI.

Cras 102 Y kOMyTaTMBHOM MpCTeEHY Ca jeAvHMLOM A noctoju TauHo jefaH mak-
crmanax ngean ako u camo ako je A\ U(A) npean.

ITokas. Ilpumerumo na Basku caenehe. Mmean I < A je mpasu akko [ e
canpyKU HUjeNaH WHBEPTUOUIAH ejleMeHT (Bumetu npumep 77).

[IpernocraBuMoO ma y IPCTEHY MOCTOjU TAYHO jeJAaH MAKCUMAJIAH UOEAT
M. TIlpema mperxomuom je U(A) C A\ M. Ho, ako mocroju a € A\ M
KOjU HUje MHBepTUOMIAH, OHAA je umeas (a) MpaBu, Ia je mpeMa TeOPeMU
101| (a) camp:EuaH y HEKOM MAKCHMAJHOM, a Kako je M jeauHu Takas, TO
je {a) € M, mro uuje moryhe, jep a & M.

OGparHO, HEKA y HPCTEHY A CBU HEMHBEPTUONIIHY €JIEMEHTY IMHE UACAJ
M: A\U(A) =M. Ho, Ttana je n caku apyru unean I canpsxkan y M, jep
je INU(A) =0, kxao mro cmo rope npumermiu. Crora je M Makcumasan
MIeas U TO jeHU TaKaB. O

Iedumuumnuja 103 KomyTaTBaH MpCTeH ca jeAMHULOM Yy KOMe MOCTOjU TauHO
jedaH MakcMManHu niean Hasuea ce JIOKAJIHU [TPCTEH.

IIpumep 104 Hexa je p € N nmpoct 6poj. Tana je npcren Z(,) nepunucan
ca: “

Z(p) = {g ZpJ[b}
JIOKAJIHU.
Tpeba camo moka3aTu na HEMHBEPTUOMIIHU €JIEMEHTH YnHe uneas. [Ipume-
tamo na ¢ € U(Z,)) axko pfa. Hakne, ¢ & U(Z,) akko p | a. Ho, To yn-

PaBoO 3HAYM Oa je CKyIl CBUX HEMHBEPTUOMIHUX €JE€MEHATa Y OBOM IPCTEHY
CKyIl CBUX YMHOKaKa Opoja p, Tj. mmeas T€HEePUCAH ca p. &
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IIpumep 105 Heka je A 3anmat ca:

a={ Tsanea).

[Mokasatu na je A KOMyTATUBHU OIPCTEH Ca jeIUHUIOM Y OTHOCY Ha MHOKEHE
u cabupame MaTpUNA U na je A mpumep JIOKAJIHOr IIPCTEHA.

Huje Temko mposeputu na je A KOMyTaTUBAH OPCTEH Ca jeAUHUIOM, KAO U
na je marpuna u3 (¢ %] € A uaBeprubnina akko je a # 0. Iakie,

A\U(A){[g 8] :be@}.

Ho,

<{8 (1)]>:{[8 2] [8 ﬂabe@}Zﬂg 8]:a’be@}=A\U<A>_

ﬂaﬁﬂe, HeHHBepTH6I/ITIHI/I C€JIEMCHTHU YMHE I'JIaBHU MAcaJl TeHEeprUCaH MaTpU-
nom [§ §]. &

daxropmu3anmja; JIOKAJIM3IAIMjA

IMoncerumo ce na je obaact meiaux (IOMEH) KOMYyTATHUBAH IIPCTEH CA
jemUHUIIOM y KOMe HeMa NpaBUX NeJUTesha HyJe, Tj. Y KOjUMa BaKU: 3a
cBe a,b € A wnz ab=0 cnenu a =0, miu b = 0. CBu npcreru kojuma hiemo
ce baBuTu y 0BOj Jeknuju Ouhe momeHu.

Hedbunaumumja 106 [ea enementa a,b € A cy IPUAPYKEHA YKONUKO MOCTOjU
enemeHt u € U(A) Takas Aa je a = ub.

JacHo je ma je mpmOpy:KEHOCT ejeMeHATa jeqHA pejalrja €KBUBAJIEH-
nuje. IlpumermMmo ma ako je p HEpacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HEMY
npuapy:keH eieMeHT. VIcTo TO BaKu U 3a MPOCTE €JIEMEHTEe Y TOMEHY.

Heduaumuja 107 [JomeH A je fomeH ca jeAHO3HAUHOM ¢aKTOPM3aALMjOM YKO-
JIMKO cy ucnyweHu cnefehn ycnosu.

1. 3a ceaku enement uz a € A\ (U(A) U {0}) noctoje HepacTaBb1BM enemeHTH
Ply--.,Dr TAaKBU A j€ @ = P1P2 - * Pp.

2. Ako je 3a HepacTaB/bMBe efeMeHTe P;, G;:

Pip2 - -Pr = (1492 - - (Qs,

OHAda je T = S 1 NOCTOjU NepMyTaumja o € S, Tako fa je 3a ce 4 = 1,7 enemeHT
Pi NPUAPYXKEH ENEMEHTY ((j)-
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Hpyrum peuyrMa y OOMEHY Ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3AIXjOM, CBAKU
eJeMeHT MOKe Ce Ha jeAWHCTBEH HAUWH, N0 Ha IPUAPYKEHOCT M PEenocien
dharTopa, MPUKA3aTU y OOJIUKY TPOU3BOAA HEPACTABHUBUX €JIEMEHATA.

CraB 108 [omen A je fomeH ca jeJHO3HAUHOM HAKTOPM3ALMJOM aKKO CE CBakM
enement a € A\ (U(A) U {0}) moxe nprkaszatu y obnuky npoussofa npocTux
enemeHata. [loce6GHO, TO 3Haun Aa je CBaKW HEPACTAB/bLUB €fIEMEHT MPOCT.

Ioka3s. IIpermocTaBuMO & Ce€ CBAKM HEMHBEPTUOWMJIAH, HEHyJa €JIEMEHT
MOJK€ MPUKA3aTu y OOJUKY MpPOM3BOAa NPOCTUX. Kako cy mpocTu Hepac-
TaBJLUBU, TIOTPEOHO je caMo JOKAa3aTHu 14 je OpUKa3 y OBJIUKY MpOU3BOAA
jemnuucTBer (y ropeHaBeneHOM cMmuciay). JlokamuMO Hajupe na je, y OBOM
Clly4ajy, CBaKM HEPACTABJLUB €JIEMEHT IPOCT.

Hexa je ¢ mepacraBmus exement. Ilo npermocraBnu, OH ce MOske HaIU-
catu y OONMKY NpOM3BOAa NPOCTUX €JeMeHaTa: ¢ = pi---Dp, TOE Cy D;
npoctu. Ho, kako je ¢ HepacTaBmuB, Mopa Outu r = 1, Tj. 1 cam q je
POCT.

Iora:kmMO caga je IMHCTBEHOCT pa3jarama y ODJIUKY MPOM3BOaa HePaC-
TaB/LUBUX ejleMeHaTa. Heka je

Pip2 - -Pr = (4192 - - (Qs,

Iloka3 uszBoanmo muayknujoM mo r. Cayuaj r = 1 je tpuBujanan. IIper-
IOCTaBUMO Ja je y IOpHO] jemHakoctu 7 > 1 um ma cy cy p;,q; Hepac-
TaBBUBU. IIpeMa mokaszaHoOM, pj je mpoct, ma moctoju ji € {1,...,s} Tako
na pi1 | gj,. Karo je ¢;, HepacTasmus, no6ujaMo na cy p U ¢;, IPUIPY-KEHMU,
Tj. ma mocroju u; € U(A) 3a koju je ¢;, = uip1. ['opmy jemHakocT MOKEMO
CKPATUTHU ca p; U q00utun

P2 Dr = g3 qs,

rae je ¢h5 = goup, KOju je Takobe HepacraBbus. VIHAyKTMBHA XUmIOTE3a
3aBpIIaBa ITOKA3.

O6paTHO, mpeTHOCTABUMO Oa je A moMeH 3a jeJHO3HAUHOM (AKTOPHU-
3anujoM. JloBOJBHO je mOKa3aTy Oa je CBAKUA HEPACTABJBUB €JIEMEHT MPOCT.
Heka je p mepacraBmus u Hexa p | ab. Tpeba nokazaru na p | a, uin
p | b. IlpermocraBumo na p e meau Hu a Hu b. Heka je a = p1---p,
(axTOpmM3anrja a Ha HepaCcTaBJbUBE eJIeMeHTe U b = ¢ - - - ¢s pakTopusanuja
b ma mepacrasmuBe. Tana je

ab=p1- - prq1---qs

¢darkropuzanuja ab Ha HepacraBsuBe. Kako p mesu ab, To je ab = pc 3a HEKO
c. I ¢ uma darropusanujy Ha HepaACTABJPUBE €JIEMEHTE, Ia je C = 21 - 2]
3a HEKe HepacTaB/bUBe 21,..., 2. JlobujamMo ma je

PLecPrqiccgs =Pz a,
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rze cy CBU p;, ¢, 2; 1 p HepacTaBbuBu. Kako je, mo mpermocrasuu, A oMeH
ca jeTHO3HAYHOM (aKTOPU3ALMU]OM, TO j€ p IPUAPYKEH HEKOM OJ €JIEMEHATA
n3 ckyna {pi,...,Pryq1,---,qs}. YKOIUKO je p IPUIPYKEH eJIeMeHTy p; (3a
HEKo i), mobujaMo ma p | a, a aKo je p OPUAPYKEH HEKOM ¢; OHma p | b.
Hawume, nako ce mokasyje ma Bazxu cienelie: ako je p IPUAPYKEH €JIECMEHTY
qu ako q | ¢, ouma u p | ¢c. OBuM je mOKa3 3aBpmIeH. O

3HaMO 1a je Z moMeH 3a jeqHo3HadvHoM (akropm3sarmjoM. Ilokazahemo
cala na je CBaKU I'NIABHOUIEAJCKU NOMEH YjeITHO U NOMEH Ca jeTHO3HAYHOM
(harTOpPU3ALLjOM.

CraB 109 [okasaTu Ja y CBakOM rnaBHOMEANCKOM AOMEHy 3a CBaka [Ba ene-
MeHTa MOCTOjU HUXOB HajBefin 3ajedHNUKM Aenunad.

Iloka3. Hera A jeman riiaBHOMIEAJICKU HAOMeH U a,b € A. Youumo umea
(a, by renepucan enementuma a u b. Kako je y A cBaku mzueas riasHU, TO je
u (a,b) = {d), 3a wexu d € A. Horasxkumo na je d jenan vajsehwu 3aje nauuru
nmenuian exemenara a u b (Hajseliu 3ajenuuuky mesnuiian HUje jeJHO3HAYHO
onpebeH, anm cy cBaka jnBa HajBelia 3ajemHWYKa meaUONa TPUADPYKEHU
jemaH npyrom).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma moctoje a1,b; 3a koje je a = day u
b=dby, 1j. d|aud|b, te d jecre 3ajenauuru menunan ox a u b.

ITpernocrasumo na dy | a u d; | b, Tj. #a je di HEKM 3ajeTHUYKU HEIIMAIIALL
om a mb. Tpeba norazatu na dy | d. Kakxo dy | a u dy | b, To mocToje ay
n by Tako na je a = djay mu b =dib;. C o63upom ma d € (a,b), mocroje p,q
rakBu na je d = ap + bg. ITobujamo na je d = dya1p + di1biq = dy(a1p + b1q),
Te caenu na dp | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy AOKA3aHO HE CaMO [a CBaKa IBA E€JIEMEHTA
a u b nvajy majBehwm 3ajemmmuru menumaan d, HO W Ja MOCTOje P U ¢ 34
koje je d = ap + bq (Be3syosa pemanuja). W3 ose pemamuje ce, Ha CTaH-
napnaH HauwH, n3Bomu ciexehe csojcreo: ako a | be u ako je NZD(a,b)
OpUAPY:KEH jeIuHUunM, OHAa a | ¢ (HapaBHO, yMeCTO & MUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemumuunu, mucahemo ma je NZD(a,b) = 1, umajyhu
HA yMy IITa TO 3HauM). Heka uuTaomu OBO caMu HOKAXKY.

Teopema 110 Csaku rnaBHOMAEaNCKM AOMEH je U JOMEH Ca jeJHO3HAaYHOM paKTopu-
3aLMjoMm.

IToka3s. Heka je A rnaBmommeaJsicku noMeH. JIOKaKUMO HAjupe Oa je CBaKu
HepacraBibuB eneMmeHT y A mpocr. Heka je ¢ HepacTaBmus 1 Heka ¢ | ab.
Ykouuko ¢ He menu a, mMopa ouru NZD(g,a) = 1. Haume, ako je d =
NZD(q,a), To 3nauu na je ¢ = dz 3a HeKO z. Kako je ¢ HEpaCTABLUB, MOpa
outu d € U(A), nim z € U(A). Ho, ako je z € U(A), onma u3 unmeHnne
na d|a caemu ga u ¢ | @, MTO IPOTUBPEYU NPETIOCTABINA. 3AKILYUY]EMO
na d € U(A), tj. NZD(gq,a) = 1 (norsenajre panujy HAIOMEHY Yy 3arpain).
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Ho, Tana w3 ropeHaBeneHOr CBOjCTBa caemu na ¢ | b, Te 3akmydyjemo ma
je q TmpocT.

ITa Gucmo mokasanu ga je A mOMeH ca jeTHO3HAUHOM (haKTOPU3AIM]OM,
ocTaje caMo na moxaskeMo na ce caku eneMent u3 A\ (U(A) U {0}) momxe
IpuKa3aTu y OGIMKY IPOM3BOAA HEPACTABILUBUX €JeMeHATa (BULETH CTAB

108).

Jloka:kMMO HAjIpe Ia CBAKMA HEMpa3aH CKyn mueana y A uma Makcu-
MaJaH exeMeHT. [IpernocTaBuMo na TO HUje TAKO U HEKa je 7 HEeKU Henmpas3aH
CKyI mMaeaJia KOjU He CaImp:KU MakcuMmaJian ejgeMenT. Heka je I} € T
npown3BoJbaH uneast u3s Z. Kako oH Huje makcumanan y Z, o nocroju I, € 7
3a koju je Iy C I. Ciumuno, mocroju u I3 € 7 takas na je Is C I3. 3ampaso
nobujaMo CTpUKTHO pacTyhw smaHan moeasa

Lcl,clsC---

u3 Z. Ywuwmja J = U;ﬁl I; je mpmean Kao mMTO Cce JIAKO MOKE€ IPOBEPUTU
(nposepure!). Ho, ¢ o63upom na je A raasnoumeancku, to je J = (x) 3a
uexku ¢ € A. Kako je x € Ufil I;, To x € I, 3a Hexu ig. Ho, onaBne ciemu na
je J =1, na jen I; = I;, 3a cBe i > iy, Te OeCKOHaUYaH CTPUKTHO pacTyhnu
JaHAIl UAeaja M He MOCTOju. 3aKbydyjeMo Aa Y Z MOCTOju MAKCUMAJIAH
€JIEMEHT.

ITpernocrasumo na y A\ (U(A)U{0}) uma enemenara Koju HeMajy ¢ak-
TOpU3ALK]y HA HEPACTABJLUBE €JIEMEHTE. YO4YMMO CKyN mmeata J 3anaT
ca:

J ={(a) :a € A\(U(A)U{0}) n a Hema ¢parropmsannjy Ha HEPACTABILUBE }.

IIpema ympaBo moka3aHoOM pe3yaTaTy, y J HOCTOjU MaKCUMAaJIaH €JIEMEHT
(z). Kako x mema dakTopusanujy Ha HEDACTABJLUBE, TO OH CAM HUjE HEPAC-
TaBJLUB, IIa IOCTOje a, b TakBu na je © = ab, npu yemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amT0?), ma a u b umajy paxropusanujy Ha
HepacraBiuse ((z) je Mmakcumasian exement y J). Ho, ako cy to darrop-
usanuje a =py---pr b =¢q1---qs, OHDA je T =ab =p1---Prq1- Qs jeaHa
(pakTOpU3anMja T Ha HEPACTABJLUBE, MITO MPOTUBPEYM U300DPY CJIEMEHTA T.
OBa KOHTPAIUKNN]a 3aBPIIABA TOKA3. O

Iakme, noMeH ca jeTHO3HAYHOM (AKTOPU3ANNjOM Ce KapaKTEePUIIe THMe
Ia ce y ’ibeMy MIPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTU TOAYAAPajy U fa Ce€ CBAKU
HEHyJIa, HEMHBEPTUOUIAH €JEeMEHT a4 MOKE NMPEACTABUTUA Y ODJIUKY

a=upi"---pp*, (37)

rge je u MHBepTUOWJIAH €JEeMEHT W pP; HEePACTABJLUBU, MPU YEMY 3a 1 7# j
€JIeMEHTHU p; ¥ pj HUCY IPUAPYxKeHHU, NOK je a; € N. Ocum Tora, ako je

a=vg" - q,
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rae je v vHBepTHOMIAH, ¢; HEPACTABILUBU U ¢;,(; HUCY IPUIPYKEHH 33
i # j, onna je k = | u 3a Heky mepMmyTamujy o € S o; = [, 4 p; je
TIPUAPY/KEH €JIEMEHTY g (j)-

Hanmomena 111 Ywuranai ce MO:KIa MUTA 3AIMTO C€ MOjaB/bYje NMHBEPTUOU-
JIaH €JIEMEHT U Y IPEICTAB/LAY €JIEeMEHTA ¢ Y ODJIMKY HPOU3BOJA, KAJA CE
TAKO HEITO HE IOjaBJbyje y CcaMoj He(PUHUIU]U NOMEHA Ca jeTHO3HAYHOM
¢arkTopmzanujoM. Pa3zmor jexku y TOME IITO HEPACTABJ/BUBU E€JIEMEHTHU P;
HUCY MehyCOOHO TIPUAPY-KEHN U OHIA je HEeONXOIHO M3ABOjUTU WHBEPTUOU-
smaH eseMeHT u. Ha npumep, esemenTt —36 € Z ce MOke 3aIUCATA Yy OOJIUKY
—36 = (—1)2232, unu y obnuky —36 = (—1)2%(—3)?, anu ce (—1) mopa To-
jaBuTu y oBum samucuma. Ilpesentamuja —36 = 2(—2)3? me 3amoBomaBa
YCJIOB [a 3a Pa3iduuTe UHIEKCE IIPOCTU €JIEeMEHTU HUCY NPUIPY:KeHU. <

IIpebumo cana Ha BaxkaH METO[ NOKanusauuje KOjUM Ce OJ NATOT IO-
MEeHa IIpejia3u Ha HOBU JOMEH, & y KOMe Cy HEK: u3abpaHu eJeMeHTH
13 [NOYETHOI MOMEHA MHBEPTUOWIHU Yy HOBOM IOMEHYy (MU CMO C€ y OC-
HOBHO] WIKOJIM YIO3HAJU Ca OBUM — TO je yBoDeme pasnomaxa). ITounumo
crenehom neduHUITTjOM.

Jepunanmnuja 112 Heka je A gomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo fa je myaru-
IJIMKATUBAH ako 1 € S u ako u3 s,t € S cnegn fa st € S.

IIpumep 113 Cnegefin noackynoeun o A\ {0} cy myntunnvkaTveHu:

1. A\ {0},
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};

3. A\ P 3a ma koju npoct ugean P < A.

1. OBo je jacuo.

2. loacerumo ce na 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je f™f" = fmtn g
IPYTHU YCJIOB j€ UCIYHEH.

3. Jacuo je na 1 € A\ P. Ocum Tora, ako a € P u b ¢ P, ouna u ab & P,
nomto je P npoct upean (nojacuure cebu oBo!). &

Hera je A momen m S ma koju mMyaruniavkatuBaH moxackym ox A. Ha
cryny A X S nepuHMmEMO pemanujy ~ ca:

(a,s) ~ (b,t) &Lt = sb.

Hora:xuMo na je ~ jenHa pesaluja €KBUBAJECHIIN]E.
Pednekcmeroct. OBo je jacHo momTo je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oo je jacuo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienu ma je ta = sb,
1j, sb =ta, a To yupaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).
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Tpanzutusroct. Hexka je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3maum na je ta = sb
u rb = tc. Hobujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A nmomen, To je ra = sc, na je (a,s) ~ (¢, r).

Ca S™'A o3mauaBaMO CKyn CBUX KJIaca eKBUBAJCHIM]E, a Ca ¢ wmacy
exBuBaseHIje exementa (a,s). Ilepummmemo omepamuje + u - ma ST'A
ca:

a b ta + sb
PR
a b.iab
s t st

Kako je ckyn S mynrunaukartuBaH, TO 3a s,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmmciaa. Tpeba jom ma mpoBepuMO Aa Cy OBe olepaluje moopo
nepuHICaHe.

Hera je ¢ = ;‘—: u % = % To 3anpaso 3Haum ga je (a,s) ~ (a’,s)
(b,t) ~ (V,t'). Tpeba nposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't)
(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynamo:

n
n

't (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + §'st! = st(t'a’ + s'V),

na je 3ancra (ta+sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't’"). Ha canuan sHayus ce mposepasa
u nobpa KePUHUCAHOCT OIepalyuje MHOXKEHA.

Huje remxo mposeputu ma je crpykrypa (S™1A, +,:) jenam xomyTaTu-
BaH IPCTEH ca jeauHunoM (ypamure TO 3a BekOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OBaj mpcTen HA3UBA ce NOKanusaumnja gomeHa A y o4HOCY Ha MyNTUMIMKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJu3anuje nato je ciaenehwum craBom.

Cras 114 Heka je A gomeH n S Hekn MynTUNAMKAaTUBAH NoAckyn of A.

a) Cai(a) = % 3apat je jenan moromopuzam i: A — S~ A,

6) Ako je B ma koju KomyTaTuBaH npcteH u f: A — B xomomopdusam Takas
ha 3a cse s € S Baxu: f(s) € U(B), oHfla NocToju TauHo jeAaH xoMomopdur3am

f: S 1A — Bsakojuje foi=f.

Iloxkas.
a) Kako je i(a+b) =4t =24+ b =j(a) +i(b) m i(ab) = 2 = ﬁ%, TO je
i 3ancra xomomopousam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je i = 7, mTo je

€KBUBAaJECHTHO ca a = 0, ma je ¢ MOHOMOD(HU3aM.
s . fray _ -1

. 6) Tpaxenu xoMoppuzaM f meduHAIIEMO CAa: f(s) = f(a)f(s)~'. Karo

je, 3a cBe s € S, f(s) unBepTubuian, osa mepunuimja uMa cMmucaa. Oc-

TaBJHAMO UMTAOLMMA Ia IPOBEPE Ja je OBO 3aMCTa jeTaH JOOpo mepmHUCAH

xomMoMop¢$u3aM 1 ma Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a neku npoct unean P, onna ce ymecto (A\P) tA
kpahe mume: Ap. Basxku caeneha Tteopema.
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Teopema 115 3a ceaku npoct ugean P < A, npcteH Ap je NOKanHW NpcTeH.

Ioka3. Jlokaszahemo na je CKyn CBUX HEMHBEPTUOWIIHUX €JIEMEHATa UIeaJl.
Onpenumo uajupe U(Ap):

t 1

w |
<

e U(Ap) arko nocroje b€ Aut e A\ P rako na je
s

Hpyrum peunva, ¢ je maBepTrOMIan akko mocroju b € A m t ¢ P 3a koje
je ab=st. Yrkoauko a € P, ouna u st = ab € P, na rako je P mpoct unea,
crnemqn na s € P, mnu t € P, mro Huje moryhe Ha ocHOBY m3bopa s u t. A

yronmko a ¢ P, ouna je 2(€ Ap) unBeps enementa %. Ilakre,

Ap\U(Ap):{%eAp:aeP}.

YBeprMO ce Ja je OBO 3amcra uneany Ap.

Hera cy x,y menuBeptubunau esementu us Ap. To smaum ma mocroje

enementu a,b € P u s,t ¢ P 3a Kojejem:%pry:% Tanma je x +y =

%—1—% = ta;Sb, HO, Kako je P wmpmeau, ta + sb € P, na je 3aucra u €JIeMeHT
x + y HemuBepTuOuian. Ha caumvan HaumH ce moka3yje ma ako x € Ap
HEMa WHBEP3 W ako je z € Ap mpousBo/maH, HU €JIEMEHT 2 HeMa WHBEP3.
Sakmyuayjemo na je Ap \U(Ap) 3aucra unean, na je u npcred Ap JTOKAIHU

IIPCTEH. O

3a kpaj Hamomenumo ma, ykomauko je S = A\ {0}, y mpcreny S~!A4 je
CBAKM €JIEMEHT pa3ivyuT O] HyJle MHBEPTUOMIAH, Te je, Y OBOM CJIydYajy,
S7'A jemmo mome. OBO moJbe ce Ha3MBA NOMLE PasNoMaka moMeHa A u 03-
nauaBa ca (Q(A). Ha oBaj HauuH CMO HOKAa3aJu Oa Ce€ CBAKU JOMEH MOKE
YTOIUTU y HEKO MoJbe. Kao MmMTO BUOMMO, OBa je KOHCTPYKIMja y IMOT-
MyHOCTH AHAJOTHA KOHCTDPYKIMjU PalMOHAJHUX OpOjeBa KAO Pa3ioMaka
HaJ HeJauM OpojeBuMa. lpyru BajkaH IpuUMep MMaMO y Clydajy HpCTeHa
MOJMHOMA, aJu NieMo ce MpBO Mo3abaBUTH BUINE OBUM HPCTEHOM.

Jenmo3nauna ¢axkTopu3lanuja y IIpcTenHy
MOJIMHOMA

Y 0BOM OZeJbKy, IPCTEH A je IPCTEH ca jeqHO3HAYHOM (PaKTOPU3AII]OM.
I'naBum pesynrar y oBoMm neny Ouhe cienehia Teopema.

Teopema 116 Ako je A fomeH ca jefHO3HAUHOM (aKTOpM3aLMjoOM, OHAA je U
A[X] BomeH ca jeAHO3HAYUHOM (haKToOpK3aLMjoM.

Ho, oBo Huje Tako nako mokaszaru, buhe HaM MOTpeOHU HEKU ITPUIIPEMHYI
pesyaratu. Y masmeMm hiemo mosme pasaomara momeHa A, Tj. npcren Q(A)
osnauasatu ca K. To je sanpaso S™'A, 3a S = A\ {0}.

Iokasxknmo Hajupe caenehy memy.
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JIema 117 Axo je p npoct enemenT y A, onga je (p) < A[X] npocT ngean.

Ioka3. Heomxommo je ma pasiukyjemo muead pA nmpcrena A remepucan
ca p u unean pA[X]| roju je mmean y npcreny A[X]. Osaj moTomu mnean
je ropenasenenu unean (p). Ilomro je p mpoct emement y A, onma je,
no paHujuM pesyiararuma, pA mpoct mmean y A um A/pA je momen. Mun
Tpeba ma mokaskemo na je A[X] /pA[X] momeH. JlerHUMIMO OpeCInKaBaHe
p: AX] = (A DIX] ca:

plag+a X+ +a, X"):=ap+a X+ +a, X",

e ca @ O3HAUEH eJEeMEHT a + pA mpcTeHa A/pA- C o63upom ma je mpec-
IUKaBam:E a — @ enuMopdusam (xomoMopduszam kKoju je ,Ha” mpcrea A
na upcred A/pA), nako ce nposepasa ma je ¢ Takobhe jeman enuMopuszam.
Ho, ag + a1 X + --- + a, X" € Ker(p) arko je a; = 0g/p4 32 cBe i, Tj.
akko p | a; 3a cse i. Ho, y Tom cayuajy je a; = pb;, 3a Here b;, ma je
ap+ar X+ +ap, X" =plbo+0 X+---+b,X"). Ho, oBo Ham morasyje na
je Ker(p) = pA[X], Te umamo mzoMoppusam A[X]/pA[X] = (A/pa)[X]. Ho,
KaKo je A/pA IOMEH, TO je U (A/pA) [X] Takobe momen, Te 3armydyjemo ma
je pA[X] 3aucra npocrt nmeas. ]

Jedpuuunuja 118 3a nonurom a(X) = ag+a1 X +---+a, X™ € A[X] kaxemo
Aa je IPUMUTUBAH ykonuko je NZD(ag, a1, ...,a,) = 1.

JIema 119 (Taycosa sema) Ako cy f,g € A[X] npuMnUTUBHYW, OHBa je n f - g
NMPUMNTUBAH.

Ioxa3. JloBOJLHO je mOKa3aTW Oa HE MOCTOjU TMPOCT €JIEMEHT KOju e
CBakU KOe(hUIUjeHT moanHOMa, f-g. Y CYympOTHOM, HEKA je p IPOCT €JIEMEHT
KOju Oenn cBaku KoeduuujeHt nonnuoMma f - ¢g. To 3naum na je omma

p(f-9) =0¢e (A)pa)X]; (38)

rue je ¢ ropenasenenu enumopduszam. Ho, kako je f mpumuruBaH, oHIa
p HE MOKe Ha Hequ CBe merose roepuunwmjente, Tj. o(f) # 0. W3 wmcrmx
paszora je ¢(g) # 0. Ho, raxo je (A/,4)[X] momen, To je ¢(f)-¢(g) #0, a
o(f-g) =p(f) »(g). Jemnnauuna ﬂaje KOHTPAAUKIM]y KOja 3aBpIIaBa
JOKa3. O

JIema 120 Heka je f € K[X]\ {0}. Tapa:

a) f=c(f)- fo, roe je fo € A[X] npummnTuean nonuHom, a c(f) € K je oape-
DeH Jo Ha nHBepTUBUNaH enemeHT n3 A.

6) c(f-9) =u-c(f)-clg) rae je uc U(A).
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Jlokas. a) Herka je

ag aq Qp,
f Do + by + + b, )

roe a;,b; € A. Axo je d = boby -+ - by, ouma je jacuo ma df € A[X]. Kako
d‘;— € A, moske ce mepuHUICATH

Qo (5] Qp,
=NZD(d—,d—,...,d— ] .
c (dbo’dbl’ ’dbn>

Tana je momuuoMm fy = %f € A[X] npuMUTHBAH TONVHOM M UMaMO 1a je
[ = 5fo. IlokaskuMo jeIMHCTBEHOCT OBAKBOT TpeJcTaBbama. Heka je
f =ocafi = cofs, vme cy c1,c0 € K, a fi, fo npumuTuBHA. YKOJIUKO je
P, _ D2

Cc1 = a’ C2 a2 OHIOa 13

b1, D2

—J1 = —J2

a1 q2

MHOKEHEM Ca 12 T00MjaMo

q2p1f1 = Q12 fa.

Kako cy fi # fo OpyUMUTUBHM TOJMHOMU, TO je ¢opi HajBehwm 3ajemaudru
menuial KoepuiumjeHara IOJIMHOMA ¢2P1 f1, & ¢1p2 HajBehin 3aje tHUYKN ne -
Jarn KoepuiujeHara nmoanaomMa qips fo. C 063upoM na Cy 0BO jeJHAKH IOJIN-
HOMU, 3aKBbYUyjeMO Ha Cy (2pP1 U 1Pz NPUAPYKEHU eJeMeHTU npcreHa A,
1j. nocroju u € U(A) Tako na je gap1 = uqip2, Te je % = uZ—z, Tj. €1 = ucs,
3a Heru u € U(A).

6) Hexa je f = c(f)fo u g = c(9)go, h = f-g = c(f-9)ho, fo,90,ho €
A[X] npumurusan noausomu. Tanma je f-g = c(f)e(g)fogo, Tae je fogo
npuMmutuBaH mo ['aycosoj memu. [lakie,

c(f)e(g) fogo = c(h)hq.
Ha ocuoBy a) mo6ujamo na je ¢(f-g) =u-c(f)-c(g), 3a nexkn u € U(A). O

JIema 121 MMpoctn enementn y A[X] cy nnv npoctv enemenTn y A nnu npumu-
TneHM nonuHomu ns A[X] koju cy Hepactaemuen y K[X].

Hoxa3z. Heka je f € A[X] mpoct emement. Awo je degf = 0, onma je
f mpoct enement y A. Axo je degf > 0, ouma f mopa Outu mpumMuTH-
BaH MOJMHOM. Haume, ako TOCTOjU P KOju je mpocT y A u Koju menu
cBe koedumujente moamHoMa f, omma je f = ag + a1 X + - + a, X" =
p(bo + 01X + -+ b,X™) u f He Gu Guo HepaCTABILUB, IIa TUME HU IPOCT.
IMocraBma ce murame: Mosxke au [ Outu pactasmus y K[X]|. Ykonuko 6u
TO OMJIO TAKO, Tj. YKOJUKO OM MOCTOjaJM HEKOHCTAHTHU MOJUHOMU ¢ U h
Tako na je f = g-h, oHma OU, Ha OCHOBY NIPETXOMHE JEME, BAKUIO Ia je
e(f) =u-c(g)-c(h), 3a mekn u € U(A). Kako je f IpuMUTHBAH HOJIUHOM,
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To je ¢(f) =1 (nnm je camo mHBepTMOMIAH Yy A, IWITO HE MEHA HUIITA) U
nmasu 6ucmo ma je ¢(g) - e(h) € U(A). Tana je

f=clg)go - c(h)ho = c(g) - c(h) goho
—_——
cU(A)

u nobunu Gucmo na je f pacrasmus y A[X] mwro nporuBpeyn npeTnocTaBIyU
na je f mpoct enement y A[X]|. Tume cMo mokrazanu ma ako je f mpoct ese-
menT y A[X] Koju HUje KOHCTAHTA, OHIA je OH IPUMUTUBAH U HEPACTABJLUB
y K[X].

Ioraskumo canma u apyru cMmep. Aro je f mpoct enement y A, onma
u3 JjeMe caemu na je ou mpoct u'y A[X]. IlpermocraBumo cana na
je f npummurusan momuuoMm y A[X] roju je mepacrasmus y K[X]. Tpeba
nmokasaty na je on mpoct y A[X]. Ilpermocrasumo na f | g-h, 3a mexe g, h €
A[X]. Kaxo je f nepacrasmus y K[X], a 0BO jecTe IpCTeH ca je THO3HAUHOM
GaKTOpU3AIMjOM U Ty C€ MPOCTUA U HEPACTABILUBU €JIEMEHTU MOy Aapajy,
ouma f|gy K[X]um f|hy K[X]. Hera f | gy K[X]. tana je g=Fk- f 3a
nexn k € K[X]. Ha ocrosy meme [120/umamo na je c(g) = c(k)-c(f)-u, rae je
u € U(A). Kaxko je f npumurusas, To je ¢(f) = 1, ma je c(k) = c(g)-u™t € A,
na je 3ampaso k € A[X| u f | gy A[X], Te je f npocr enement y A[X]. O

Canma Haj3am MOKEMO HOKa3aTU TEOPEMY

Jloxa3s Teopeme 3HAMO 1A je JOBOJLHO NOKA3ATH NA CE CBAKU €JIEMEHT
y A[X]\ (U(A[X]) U {0}) moske mpukasaty y oGIMKY IPOU3BOAA HPOCTUX
enemenara. Hapasro, U(A[X]) = U(A). Mowxemo mahu pacras on f na
mepacrasiuee y K[X] 3a koju 3mamo ma moctoju: f = fi--- fr. Ho, fi =
c(fi)gi tme je ¢(f;) € K, a g; npuMuTuBHU (a4 HAPABHO 14 CY HEPACTABJLUBU
y K[X] jep cy raksu f;). Haxkie,

f=clfr)---c(fe)gr- g

Kako cy ¢; npumurusau y A[X]| u mepacrasmusu y K|[X]|, onma cy ouu
npoctu enementu y A[X]. Ho, uz ropwe jemnakoctu caenu na c(f1)---¢(fx) €
A, a kakro je A mpcreH ca jemHO3HAUYHOM (arropumzanujoMm, moryhe je nahu
dy,...,d, ®oju cy mpoctu y A (a tume um mpoctn y A[X]) Takse ma je
c(f1)---c(fx) = dy---d, Te cmo Haj3anm nobuau ma je f = dy---drg1- g
U TO je TpaskeHa (arTopusanuja on f y OIPOU3BOL IPOCTUX eJIeMeHATa U3

AlX]. O

Kao mocmemumy oBe Teopeme mMamMo UMEm-eHUNY A& Ccy npcrennm Z[X],
Z[X,Y], Z|X,Y, Z]) upcrenu ca jequosHauHoM (arTopmsammjom. VIcTakKHUMO
JOWI ma CMO JOKA3alu 1 A je IPUMUTUBAH HoiuHoM y Z[X| HepacTaBibus
y Z[X] akko je mepacraBius y Q[X]

IIpumernmo na ako je f € A[X], onma c(f) € A.

CraB 122 Heka je A npcTeH ca jeAHO3HauHOM dakTopusaumjom, K Heroso nosme
paznomaka u f,g € A[X]. Tapa je NZD(f,g9) = NZD(c(f),c(g)) - d, rhe je
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d € A[X] npumutuenn nonvkom y A[X] koju je Hajsehin 3ajegHuukn genunay
nonuHoma f un gy K[X].

JHoka3z. Ilpe csera, 3mamo ma je A[X] mpcren ca jequo3HAYHOM (AKTO-
pusammjoM, Te y mEMYy CBaka OBa eJieMeHTa mMajy HajBehw 3ajemuuuru
nenunarn. JlokakuMo Hajupe na je HaBeOeH! MOJWHOM 3ajeTHUYKU [eINIAIL
nosHOMa, f U g.

Karo d|f y K[X], a rana u NZD(c(f),c(g9)) - d|f v K[X] To je f =
NZD(c(f),c(g)) - d - q 3a vekn monmuoMm ¢ € K[X]. Hobujamo na je c(f) =
NZD(c(f), c(g))c(q)u, 3a vern u € U(A), momto je ¢(d) = 1, jep je d npu-
mutuBan noauroM. Ho, NZD(c(f),c(g)) | ¢(f), Te mosxkemo ma ckparumo
TuM eseMeHTOM u3 A m nobujamo ma je c¢(q) € A, re ¢ € A[X] n naBenenu

nosnuaom nenu fy A[X]. Ha uctu Haume ce mOkKa3yje ma OH HEIU U § y
AlX].

Hexra je caga D € A[X] nmomuuoMm koju nenu u f u g y A[X]. Tazna je
f=Dq y A[X], e je ¢(f) = ¢(D)c(q1)v 3a wexkn v € U(A). To 3uaum na
(D) | e(f) y A, jep je c(gi)v € A. Tarobe, ¢(D) | ¢(g) vy A u nobujamo na
¢(D) | NZD(ce(f),c(g)) v A. Aro uckopuctumo upukas D = ¢(D)Dy, rze je
Dy npumurrBan nosnuaoM u unmennity na D | d y K[X], jep je d najsehnu
3ajemHuukn memmiar osux mosavHoMa y K[X], omma D | NZD(c(f),c(g))d
y K[X] u NZD(c(f),e(g))d = DQ y K[X]. Taza je NZD(c(f),c(g))c(d) =
c¢(D)e(Q) - w, 3a werm w € U(A). Karo ¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A, 1o je
NZD(c(f),c(g)) = ¢(D)a, 3a mexu a € A u nobujamo ma je ¢(Q) = aw™! €
A. Crora je Q € K[X] u D nenu nasenenu nonusom y A[X]. Crora on
ucnymaBa oba yciaoBa 3a HajBeNum 3ajemHWUYKM Oeanialn ® TO 3aBpIIaBa
[IOKa3 OBOT CTaBA. O.

Yronuro je A mpcTeH ca jeqHO3HAUYHOM (akTopusanujoM, a K Heroso
oJbe pa3ioMaka, OHAA je moJbe passomaka 3a npcren A[X], sanpaso IIOJLE
PALUMOHAJIHUX ®YHKIMIA y osnamm K (X), nato ca:

K(X) = {Z(())g La(X),b(X) € A[X],b(X) # 0} .

. X .
HapaBHo, oBIe Je % KJIaCa €KBUBAJICHIN]C U1

a(X) _ a(X)
b(X) ~ Bi(X)

akko je a(X)b(X) = a1 (X)b(X).

IMpumernmo na je K(X) mcroBpemeno u mosse pasmoMara 3a npcerer K[X].
Hawnwme, nasepryjyhnu cse me-uyna nmonuaome u3 A[X]| Mu cMO mHBEpTOBAIIM
u cBe He-HyJse eqeMenTe u3 A m tume nobunu u K.

Waycrpyjmo cras IpuMepuMa.

IIpumep 123 Hahu Hajsehin sajegHnukn genvnay nonuuoma f(X) = 8X° +
8X4+4X3 +4X2+4X +8m g(X) = 18X +24X3+12X2 —6X — 12 y npcTeHy
Z1X].
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Onmpemmvio majupe c¢(f) u ¢(g) 3a Hame moIMHOME.
o(f) = NZD(8,8,4,4,4,8) =4, c(g) = NZD(18,24,12, —6, —12) = 6

n nobujamo na je NZD(c(f),c(g)) = 2. Cnenehe mro tpeba ma ypaaumo je
na mabemo majBehu 3ajenuuuru nenumnal osux nomuaoma, anu y Q[X]. ITo-
TOM, TOIITO 3HAMO na je mHajBehu menmmaar oxpebern HO HA WHBEPTUOUIAH
€JICMEHT, IIPEMa, CTaBY Tpeba na m3abepeMo MOJIMHOM KOju je IPUMU-
tuBaH y Z[X]. On HapaBHO He MOpa OUTU MOHUYAH.

Kako pamumo ca roe¢punujentuma y nomy Q, cBu Henysna neiam 6po-
jeBu cy uaseprubuianu te je NZD(ma(X),nb(X)) = NZD(a(X),b(X)) 3a cse
nesie 6pojeBe m,n Koju HUCY jemHaky Hyaa. llocTymak HapaBHO W3BOIUMO
EyrkaunoBum aaropurmom, anu xkopuctehu oBy maejy ma O6ucMo mojemHoc-
tasunu Mebypesynrare. Kako je f(X) = 4(2X°% +2X* + X3+ X2 + X +2),
ag(X)=06(3X*+4X3+2X%2— X —2), To EyKIUI0B aIraeopuTaM MOKeMO
NPYMEHUTH Ha OBe IPUMUTUBHE MOJUHOME y 3arpanama. [lakie, Tpebdaso
6u 1a 3amoYHeMO mesbemeM moaumHoMa 2X° +2X% + X2 4+ X2 4+ X + 2 nosm-
somom 3X?* +4X3 4+ 2X2 — X — 2 y Q[X]. Hapasmo, suaumo ma hewmo
oaMax mobuTy paszsioMak. Hema Hudyer Jomer y pas3ioMIuMa, aju pPaiau
JIAKIlEe pavyHuIle 6ucMo Boseau na ux uzbermemo. Bummmo na 1o MOKEMO
aKO IpPBU MOJMHOM HOMHOkuUMO ca 3. To he cBakako matu meo 6poj Kao
KOe(pUIUjeHT Ha MOYETKY, ajl Ce NeJbeHe He 3aBpllaBa y jeITHOM KOpakKy
MOIITO je pa3inKa y CTeNeHMMa OBa ABa mojumHoMa jemnaka 1. Crora ce y
APYIOM KOPaKy MOKe [IOjaBUTHU Pa3JIOMaK. 3aTO jeé MOrOMHO IPBU MOJIUHOM
HOMHO¥HUTH ca 32 = 9.

Haxie, meaumo mouuaoM 18X° +18X*+9X3 +9X24+9X +18 moauHoMOM
3X*44X342X2-X—-2. To PaIMMO CTAHIAPIHO U J0OUjaMO Oa je KOJUYHUK
6X — 2, a ocrarax 5X> 4+ 19X? + 19X + 14. Cagna momumom 3X* +4X3 +
2X? - X —2 rpeba momennty momuHoMOM 5X > +19X2 419X +14. Ila 6ucmo
n36eray pas3ioMke, IPBU IIOJIUHOM MHOMKIMO ca 52 = 25.

Haxae, genumo moausoM 75X % 4+ 100X3 + 50X2 — 25X — 50 mosrHOMOM
5X3 +19X2 419X + 14. Hobujamo xommusnk 15X — 37 u ocrarak 468X?2 4
468X +468 = 468(X?+ X +1). Cazma momurom 5X3+19X2+19X + 14 Tpeba
nozenutu momuaOoMoM 468(X? + X + 1), mo mapaBHO ma hemo Ta meuTH
momuroMoM X2 + X + 1. Kana To ypamumo, mobujaMo 42 je KOJMYHUK
5X + 14, a ocrarak je jemuak 0.

Eyrkaunos amropuram HaM 3a TpaykeHU HajBeNum 3ajeqHUYKM mesumiial
naje TOCTIeqmy HeHysIa OCTaTaK, a To je momumHoM 468(X2% + X + 1). Ho,
najBehu 3ajemHuuky meauaarn e OuTy Tamga W MOJTUHOM X2+ X+1umera
fupaMo 3aTO WTO je OH NPUMUTUBAH NOJIUHOM y Z[X].

Komauno, NZD(f,g) = 2(X% + X + 1) Ha ocHOBY cTaBa &

IIpumep 124 Hahu Hajsefin sajeannukn genunay nonuHoma f(X,Y) = X3 +
X2Y —2XY?2 + XY +2Y2ug(X,Y) = X4 +2X3Y + XY?2+ X +2Y3+2Y y
npcreny Z[X,Y].

Hla 6ucmo mpuMenuau ctaB [122[ mpencTaBMMO Hallle TOJWHOME KO
noauroMe y upcreny Z[Y][X] (makne, one he ocmoBrm mpcren 6urtn A =
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Z[Y]) n o3mauumo npsu ca P, a npyru ca Q:
P=X4YX24+(-2Y?4Y)X +2Y2 Q = X* 12V X3+ (Y2 +1) X +2Y3 4 2V.

Tama je ¢(P) = NZD(L,Y,-2Y2% + Y,2Y?) = 1, a ¢(Q) = NZD(1,2Y,Y" +
1,2Y2 +2Y) = 1. Ocraje ma mabemo majsehu 3ajeHUYKN meTMITAIl TIOJTH-
moma P u Q y Q(Y)[X] n na nzabepeMo TaKaB KOjU je IPUMUTUBAH TOJIUHOM
y Z[Y][X] (mome paznomara npcrena Z[Y] je nome Q(Y)).

[Tomennmo mommuoM () momumuomom P. Ilobujamo ronmubauk X + Y u
ocratak (Y2 — Y)X? + (2Y3 — 2Y? + 1)X + 2Y. Cana 6u nonunom P
Tpebaso MOJENUTH OBUM OCTATKOM. Jla Gu ce m36erim pasyioMuu, Kao y
nperxomaoM, aemuhemo mosmaoM (Y2 —Y)2P tum ocrarkom. Ilocse mocra
pauyHama mobujamo na je kommumrmk (Y2 —Y)X — Y3 +Y?2 —1, a ocraTax
(YP—2Y442Y3 Y2 4+1) X +(2Y®—4Y°+4Y1-2Y3+2Y). Huje Temko BumeTn
Ia je 0Baj MOJMHOM IIECTOT CTEMeHa MO Y 3ampaBo IPOU3BOJ MOJIUHOMA
neror cremena o Y u 2Y, Te je ocrarak (Y° —2Y44+2Y3 Y24+ 1)(X +2Y)
u y majbeM padyHy MoskeMo kopuctuty X + 2Y (momro je cBaku HeHyna
nonusOM 1o Y muBepTubunan y Q(Y)).

Ocradno je ma ce momuaoM (Y2 —Y)X? + (2Y3 —2Y? 4+ 1) X + 2Y nonenn
nonuromom X +2Y . Ho, nobujamo na je sampaso (Y2—Y)X?+4(2Y3-2Y2+
DX +2Y = (X +2Y)((Y2-Y)X +1). Hakne, nocaeamu HEHYJIa OCTATAK je
X +2Y u mobujamo ma je To 3ampaBo HajBehu 3aje IHUYKM JeIUIAIl TATUX
TIOJIMHOMA. &

Jloka:krMO Ha Kpajy OBOT [Iesia M MO3HATU Aj3€HIITAJHOB KPUTEPU]YyM
3a HepacTaBLUBOCT nosuHOMa u3 Z[X| y npcreny Q.

CraB 125 (Aj3zenmrajuoB kpurepujyMm) Heka je A npcren ca jeAHO3HaUHOM
dakTopuzaumjom, K reroso nosme paznomaka u f = ag+a; X +---+a, X" € A[X]
TakaB fAia MocToju NpoCT enemeHT p € A 3a Koju Baxu:

1. p | aop, p | Ay, ..., P | an—17p+an;
2. p2)[a0,
oHpda je f HepacTtasmue y K[X].

Hoxa3s. IIpernocrasumo na je f=g-h y K[X], upu uemy je degg,degh <
deg f. Tama je c(f) = c(g9)c(h)u, 3a mexkn u € U(A). Kako je f € A[X], o
je c(g)e(h) € A u nobujamo na je f = c(g)goc(h)hog = grho, npu uemy je
g1 = c(g)c(h)go € A[X]. Harne, umamo ¢axropuszamujy f = gihy uy A[X].

Wcropucrtumo cana xomomop¢usam ¢ u3 nokasa neme [L17 Axo ca @
03HAUMMO CJIMKY €JEeMEHTA a Yy A/pA[X]7 orma mMamo na je f = a, X", a

Kako je f = gihi, oHIA je G, X" = Gih1, U3 Yera caeau na je g1 = ¢X*, a
hi = dX" . Ho, To 3maun na je cBaku KOe(UIUjeHT MOIMHOMA §1 U fi, CEM
Hajcrapujer, nemuB ca p. [locebHo cy u ca10b0AHN UTAHOBU AELUBU Ca P,
ma je ag messuB ca p? mTO mpoTuBpeun npernoctasm. CTora 3aKbydyjeMo
na je f mepacrasmus y K[X]. O
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IIpumep 126 Heka je p mpocrt 6poj. IHorazaru ma je mommuom a(X) =
XP=l 4 XP=2 4 ...+ X +1 € Z[X] wepacrasmus y Q[X].

Jacuo je na je monuuoMm a(X) HepacTaBILUB AKKO j€ HEPACTABILUB OJIMHOM
a(X +1). Hanme, aro 6u monunom a(X + 1) 6uo pacrasimus, oHxa 6u 6mio
a(X +1) = b(X)ce(X), 3a nerke monuuome a(X) u b(X), HO U3 oBOra ciemn
na je a(X) =b(X —1)e(X — 1) = a1 (X)b1(X). Kaxo je

(X — Da(X) = X 1,

TO je
P p—1
Xa(X+1)=(X+1)P 1= (pfk)xp—k 1= (pfk)xp—k.
k=0 k=0
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pxP=2 4 @)XP?’ -+ p.
Kako 3a cee 1 <k <p—1saxu nap| (}), ap’tpuptl, 1o je nomuuom
a(X 4+ 1) HepacTaBbuB MO Aj3€HIMITAJHOBOM KPUTEPUjYMY. &

3a UCIUTUBAmE HEPACTABBUBOCTY j& KOPMCHA M MPOBEPa N4 JIU IOJIU-
mom u3 A[X]| uma myny y K. EBo craBa Koju HaAM y TOME IOMAKe.

CraB 127 Heka je f(X) = ap X" + - + a1 X + a9 € A[X], rne je A npcren
ca jegHosHauHoM dakTopmsaumjoM. Ykonuko cy b,c € A Takeu Ha je ¢ # 0,
NZD(b,c) =1 wn f(b/c) =0, onpa b | ap n ¢ | ay,,. MNocebHo, ako je f(X) moHnuaH
MONMHOM, OHAA je CBaka Hyna Tor MonnHOMa Koja ce Hanasu y K sanpaso y A.

Hoxas. Axo je f(b/c) =0, onna mmamo

b\" p\" ! b
ap |- +apn-1|{- cwotay |- | +ap=0.
C C C

Muo:kemeM ca ¢ mobujamo

Anb™ + ap_1b" e+ 4 arbc™ !+ apc” = 0.
Opnasne nobujamo xa b | agc”, a ¢ | a,b™. 3 yumenune na je NZD(b,c) =1
caemu na je u NZD(b,¢™) = 1, re, kKao u panuje, 3axmyuyjemo na b | ag. Ha

AHAJIOTAH HAUuH nobujamo na ¢ | a,. Axo je f(X) mMoHMUYaH mOAMHOM, Tj.
aKo je a, = 1, ouna u3 c| a, caenn ga je ¢ € U(A), e je b/c € A. a

— Kpaj xypca —
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