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1 Konstrukcije leǌirom i xestarom

1.1 Formulacija problema i klasiqna pitaǌa
U xkoli smo imali prilike da izuqavamo konstrukcije koje se mogu
izvrxiti leǌirom i xestarom. Naravno, tu se podrazumeva da leǌir
nije ‘ba�daren’, tj. da ne mo�emo odmeravati du�ine pomo�u leǌira
(bez obzira na qiǌenicu da leǌiri koji se prodaju kao xkolski pri-
bor jesu ba�dareni). Leǌiri samo slu�e za povlaqeǌe pravih kroz
dve date taqke. U vezi sa tim su dobro poznata tri konstruktivna
problema Antike (za koji su verovatno neki od qitalaca i quli).

1. Udvostruqavaǌe kocke. Za datu kocku, na�i kocku dvostruko ve�e
zapremine. S obzirom da je zapremina kocke stranice a jednaka a3

za nala�eǌe stranice b za koju je b3 = 2a3 potrebno je i dovoǉno
konstruisati broj 3

√
2.

2. Trisekcija ugla. Dati ugao podeliti na tri jednaka dela. Dobro
nam je poznato kako da prepolovimo ugao, a i kako da datu du� pode-
limo na tri jednaka dela, ali kako podeliti ugao na tri jednaka dela?
Pokaza�emo da se i to svodi na pitaǌe konstrukcije broja koji je rex-
eǌe neke jednaqine tre�eg stepena (kao xto je i 3

√
2 rexeǌe jednaqine

x3 = 2).

3. Kvadratura kruga. Za dati krug na�i kvadrat qija je povrxina
jednaka povrxini datog kruga. S obzirom da je povrxina kruga polu-
preqnika r data formulom πr2, a da je povrxina kvadrata stranice a
jednaka a2 rexavaǌe problema se svodi na konstrukciju broja

√
π.

U ovom odeǉku, ukratko �emo opisati glavne algebarske ideje koje
se nalaze u okviru problema konstrukcije leǌirom i xestarom i
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pokazati da se prva dva navedena problema ne mogu rexiti na taj
naqin.

Sve konstrukcije naravno vrximo u ravni. U ǌoj �emo izabrati
jednu taqku O i dve normalne prave koje kroz ǌu prolaze. Zamisli�e-
mo, radi lakxeg opisa da je jedna ‘horizontalna’, a druga ‘vertikalna’
(one predstavǉaju koordinatne ose). Na horizontalnoj osi, izabra-
�emo ‘sa desne strane’ od taqke O jednu taqku P i smatra�emo da du�
OP predstavǉa jediniqnu du�. Dakle, taqka P �e imati koordinate
(1, 0).

Osnovna konstrukcija leǌirom je povlaqeǌe prave kroz dve ve�
konstruisane taqke, dok je osnovna konstrukcija xestarom crtaǌe
kruga sa centrom u jednoj konstruisanoj taqki koja prolazi kroz drugu
konstruisanu taqku. U preseku tako konstruisanih pravih i krugova,
dobijamo nove taqke. Taqka u ravni je konstruktibilna ukoliko se mo�e
dobiti ponavǉaǌem osnovnih konstrukcija konaqno mnogo puta.

Primetimo da mo�emo posebno razmatrati i konstrukcije taqaka
na koordinatnim osama. Tako dobijamo i pojam konstruktibilnih re-
alnih brojeva. Nije texko uveriti se da va�i slede�i stav.

Stav 1 Taqka u ravni sa koordinatama (a, b) je konstruktibilna ako i samo
ako su a i b konstruktibilni realni brojevi.

Taqke u ravni mo�emo da vidimo i kao kompleksne brojeve na stan-
dardan naqin.

Slede�i stav je zanimǉiv.

Stav 2 Konstruktibilni brojevi qine poǉe.

Dokaz. Dajemo dokaz za realne brojeve. S obzirom na to kako se izvode
operacije sa kompleksnim brojevima, lako se potom dobija rezultat i
za kompleksne brojeve. Mi �emo dokazati da realni konstruktibilni
brojevi qine potpoǉe od R. U tu svrhu treba pokazati da, ako su a i
b konstruktibilni realni brojevi, onda su to i brojevi a± b, a · b, kao
i da je 1

a konstruktibilan broj za svaki konstruktibilan broj a 6= 0.

Nije texko uveriti se da je dovoǉno ovo pokazati kada imamo pozi-
tivne realne brojeve (negativni brojevi samo uvode vixe sluqajeva).
Konstrukcija broja a+ b data je slede�im crte�om.
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Naime, ako je broj a odre�en taqkom Q, a broj b taqkom R, onda
najpre kroz neku taqku T (takvu da je du�ina du�i OT neki kon-
struktibilan broj) na vertikalnoj osi konstruixemo pravu paralelnu
horizontalnoj osi (to znamo da konstruixemo pomo�u leǌira i xes-
tara). Potom kroz taqku R konstruixemo pravu paralelnu vertikalnoj
osi i u preseku dobijamo taqku R′. Povlaqimo i pravu kroz taqke T i
Q. Na kraju povlaqimo pravu kroz R′ paralelnu pravoj kroz taqke T i
Q. U preseku sa horizontalnom osom dobijamo taqku S koja i odgovara
broju a+ b.

Qitaocima ostavǉamo da provere kako se mo�e konstruisati broj
a− b.

Za konstrukciju broja a · b koristimo slede�u proporciju: ab : b =
a : 1. Evo crte�a (taqka P oznaqava poziciju broja 1).
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Postavǉamo krugove sa centrom u O koji prolaze kroz taqke P (koja
odgovara broju 1) i taqku R (koja odgovara broju b). U preseku do-
bijamo taqke P ′ i R′ na vertikalnoj osi. Prava kroz R′ paralelna
pravoj kroz taqke P ′ i Q seqe horizontalnu osu u taqki Q′ i ta taqka
odgovara taqki a · b. Naime, pravougli trouglovi 4QOP ′ i 4Q′OR′
su sliqni, pa je OQ : OP ′ = OQ′ : OR′, odnosno a : 1 = OQ′ : b. Stoga
taqka Q′ zaista odgovara taqki a · b.

Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da poka�u kako se mo�e konstru-
isati 1

a ako je a ve� konstruisan. 2

Nije taqno samo to da konstruktibilni brojevi qine potpoǉe od R.

Stav 3 Ako je pozitivan realan broj a konstruktibilan, konstruktibilan je
i
√
a.

Dokaz. Preporuqujemo qitaocima da se uvere da crte�
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daje rexeǌe. Ovde taqka P odgovara, kao i ranije broju 1, taqka Q
broju −a, a S je centar konstruisanog kruga. Du�ina OO′ odgovara
broju

√
a. 2

Stav 4 Neka su date taqke A,B,C,D qije su koordinate u nekom potpoǉu F
poǉa R. Tada su koordinate taqaka koje se dobijaju u preseku dve prave, dva
kruga, ili prave i kruga, koji prolaze kroz dve od ovih taqaka ili u poǉe F
ili u poǉu F (

√
r), gde je r ∈ F .

Dokaz. Dakle, date su taqke A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) i D(x4, y4).
Jednaqina prave kroz taqke A i B data je sa:

x− x1

y − y1
=
x2 − x1

y2 − y1
,

dok je jednaqina kruga koji ima centar u C i prolazi kroz D data sa:

(x− x3)2 + (y − y3)3 = (x4 − x3)2 + (y4 − y3)2.

Stoga se nala�eǌe preseka te prave i tog kruga svodi na rexavaǌe
sistema od jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine. Posmatraǌem
prvo linearne jednaqine, mo�emo jednu koordinatu izraziti preko
druge (ili se qak dobija da je jedna koordinata fiksirana, xto opet
znaqi da je izra�ena preko druge, samo preko konstantne funkcije)
i tako zamenom u jednaqinu kruga dobijamo kvadratnu jednaqinu, a
znamo da ǌeno rexavaǌe ukǉuquje nala�eǌe kvadratnog korena iz
nekog elementa koji je izra�en u obliku koliqnika polinoma po ko-
eficijentima, pa stoga pripada poǉu F . Dakle, nove koordinate su
ili iz F ili su u poǉu F (

√
r), gde je r taj broj qiji se koren tra�i u

postupku rexavaǌa jednaqine, a sigurno pripada poǉu F .

U sluqaju da posmatramo presek dve prave, situacija je jox jed-
nostavnija, jer rexeǌa moraju pripadati poǉu F , dok se sluqaj pre-
seka dva kruga svodi, oduzimaǌem, na sluqaj tra�eǌa rexeǌa sistema
jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine (kvadratni qlanovi �e se
oduzimaǌem skratiti). 2
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Podsetimo se nekih rezultata o raxireǌima poǉa. Najpre, ako
su E i F poǉa, pri qemu je F ⊆ E, onda ka�emo da je poǉe E jedno
raxireǌe poǉa F i oznaqavamo sa: raxireǌe E/F . Elemente poǉa E
naravno da mo�emo da sabiramo, ali mo�emo i da ih mno�imo elemen-
tima poǉa F i rezultat je u poǉu E. Uzimaju�i u obzir sva svojstva
osobina sabiraǌa i mno�eǌa u poǉima mo�emo da zakǉuqimo da je
poǉe E jedan vektorski prostor nad poǉe F . Ukoliko je to prostor
konaqne dimenzije, ka�emo da je raxireǌe E/F konaqno i dimenziju
poǉa E nad poǉem F , tj. dimF E oznaqavamo sa [E : F ] i nazivamo
stepen raxireǌa poǉa E nad F .

Ukoliko je E1 konaqno raxireǌe poǉa F , a E2 konaqno raxireǌe
poǉa E1, onda je naravno E2 i jedno raxireǌe poǉa F .

Stav 5 Ako su F , E1 i E2 poǉa kao u prethodnoj reqenici, onda je E2 konaqno
raxireǌe poǉa F i va�i

[E2 : F ] = [E2 : E1][E1 : F ].

Dokaz. Neka je [E1 : F ] = n i [E2 : E1] = m. Kako je dimenzija E1

kao vektorskog prostora nad poǉem F jednaka n, to postoji neka baza
[α1, . . . , αn]. Sliqno, neka je [β1, . . . , βm] baza vektorskog prostora E2

nad poǉem E1. Doka�imo da proizvodi αiβj, i = 1, n, j = 1,m qine
bazu prostora E2 nad poǉem F .
Linearna nezavisnost. Pretpostavimo da je

m∑
j=1

n∑
i=1

cijαiβj = 0,

za neke cij ∈ F . Neka je dj =
∑n
i=1 cijαi, j = 1,m. Elementi dj su iz

poǉa E1 i za ǌih va�i:
m∑
j=1

djβj = 0.

Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1, to mora biti dj = 0 za sve
j ∈ {1, . . . ,m}. No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad poǉem F , to iz∑n
i=1 cijαi = 0, za j = 1,m sledi da je cij = 0 za i = 1, n, j = 1,m.
Generatrisa. Neka je γ ∈ E2. Kako je [β1, . . . , βm] baza za E2 nad E1,

to postoje rj ∈ E1 takvi da je

γ =
m∑
j=1

rjβj .

No, kako je [α1, . . . , αn] baza za E1 nad F to za svako j ∈ {1, . . . ,m}
postoje sij za koje je

rj =
n∑
i=1

sijαi.
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Konaqno dobijamo da je

γ =
m∑
j=1

n∑
i=1

sijαiβj .

2

Navedimo sada najva�niju teoremu u ovom odeǉku.

Teorema 6 Neka je α konstruktibilan realan broj, koji nije iz Q. Tada
postoji niz potpoǉa od R

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn = F,

tako da α ∈ F , Fi = Fi−1(
√
ri), gde je ri > 0, ri ∈ Fi−1,

√
ri 6= Fi−1. Dakle,

[Q(α) : Q] = 2s

za neko s ≥ 1.

Dokaz. Kao xto znamo, neka taqka je konstruktibilna ako se mo�e
dobiti od konstruktibilnih taqaka u konaqno mnogo koraka od kojih
se svaki sastoji od nala�eǌa preseka dve prave, ili prave i kruga. A
realan broj je konstruktibilan ukoliko je koordinata neke konstruk-
tibilne taqke. Dakle, α je koordinata neke taqke A, koja je dobijena
kao posledǌa taqka u nizu. Kao xto znamo, svi racionalni brojevi
se mogu konstruisati poqev od 0 i 1. Zatim, eventualno, dodajemo
koren nekog pozitivnog racionalnog broja r1 i dobijamo poǉe Q(

√
r1),

pri qemu
√
r1 6∈ Q Na osnovu stava, u slede�em koraku, najvixe xto

je potrebno dodati je opet koren nekog broja iz Q(
√
r1), koji se tu ne

nalazi. Dakle, zaista dobijamo niz poǉa kao xto je navedeno i α ∈ F ,
gde je F to posledǌe poǉe. No, s obzirom da je Fi = Fi−1(

√
ri), pri

qemu je ri ∈ Fi−1 i
√
ri 6= Fi−1, jasno je da je

[Fi : Fi−1] = 2,

jer je polinom X2 − ri minimalan polinom elementa
√
ri nad poǉem

Fi−1. Stoga je

[F : Q] = [Fn : Fn−1] · [Fn−1 : Fn−2] · · · [F1 : F0] = 2n.

No, kako α ∈ F , dobijamo da je

2n = [F : Q] = [F : Q(α)] · [Q(α) : Q],

te je zaista [Q(α) : Q] = 2s za neko s ≥ 1. 2

Napomena 7 Odgovaraju�i rezultat va�i i za konstruktibilne kompleksne
brojeve: ako je α ∈ C \ Q konstruktibilan, onda je [Q(α) : Q] = 2s za neko
s > 1. ♠
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Sada mo�emo da reximo ona dva problema. Pozabavimo se najpre
udvostruqavaǌem kocke.

Stav 8 Udvostruqavaǌe kocke nije mogu�e izvrxiti korix�eǌem iskǉuqivo
leǌira i xestara.

Dokaz. Videli smo da se to svodi na konstruktibilnost broja 3
√

2.
No, polinom X3 − 2 je nerastavǉiv nad Q. To nam je lako pokazati
korix�eǌem znaǌa iz prethodnih kurseva. Na primer, mo�emo ko-
ristiti Ajzenxtajnov kriterijum, ili konstatovati da polinom nema
racionalnu nulu. Uverite se u ovo.

Dakle, polinom a(X) = X3−2 je nerastavǉiv nad Q i kako je a( 3
√

2) =
0, to je a(X) minimalni polinom elementa 3

√
2, te je [Q( 3

√
2) : Q] =

deg a(X) = 3, xto protivreqi prethodnoj teoremi, jer 3 nije stepen
dvojke. 2

Da bismo dokazali da nije mogu�e izvrxiti trisekciju proizvoǉnog
ugla korix�eǌem leǌira i xestara, dovoǉno je pokazati da se ne
mo�e konstruisati ugao od 20◦. Naime, dobro nam je poznato da se
ugao od 60◦ mo�e konstruisati leǌirom i xestarom, a ako je dokazano
da se ugao od 20◦ ne mo�e konstruisati leǌirom ni xestarom, to se
ni ugao od 60◦ ne mo�e podeliti na tri jednaka dela.

Razmatraǌem jediniqnog kruga, vidimo da se nemogu�nost konstruk-
cije ugla od 20◦ svodi na nemogu�nost konstrukcije broja cos 20◦. Doka-
�imo to.

Stav 9 Broj cos 20◦ nije konstruktibilan.

Dokaz. Koristi�emo slede�i identitet

cos 3ϕ = 4 cos3 ϕ− 3 cosϕ.

Qitaoci bi trebalo da provere kako se dobija ovaj identitet. U
svakom sluqaju, ako uzmemo da je ϕ = 20◦ dobijamo

4 cos3 20◦ − 3 cos 20◦ = cos 60◦ =
1
2
.

Dakle,

cos3 20◦ − 3
4

cos 20◦ − 1
8

= 0.

Posmatrajmo polinom a(X) = X3 − 3
4X −

1
8 ∈ Q[X]. Doka�imo da je on

nerastavǉiv nad Q. S obzirom da je u pitaǌu polinom tre�eg stepena,
dokaz se svodi na proveru da li polinom ima nulu u Q. To bi bila i
nula polinoma 8a(X) = 8X3 − 6X − 1. No, ako je p

q ∈ Q jedna nula tog
polinoma, pri qemu je q > 0 i ovaj razlomak neskrativ, onda p | −1, a
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q | 8 po dobro nam poznatom kriterijumu od ranije. Lako je proveriti
da takvi p i q ne postoje.

Dobili smo da polinom a(X) nije rastavǉiv nad Q, Kako je is-
puǌeno: a(cos 20◦) = 0, zakǉuqujemo da je a(X) minimalni polinom za
cos 20◦ nad Q, te je [Q(cos 20◦) : Q] = 3, xto pokazuje da broj cos 20◦ nije
konstruktibilan. 2

Ovaj rezultat nam pokazuje da leǌirom i xestarom nije mogu�e
konstruisati pravilni 18-ougao. Naime, jasno je da se konstrukcija
pravilnog n-tougla mo�e svesti na konstrukciju centralnog ugla nad
ǌegovom stranicom, a to je ugao od 360◦

n , odnosno u naxem sluqaju, to
je ugao od 20◦.

1.2 Naprednija pitaǌa
Slede�i rezultat je nexto te�i za dokaz.

Stav 10 Pomo�u leǌira i xestara nije mogu�e konstruisati pravilni sed-
mougao.

Dokaz. Kao xto je ve� reqeno, dokaz se svodi na nemogu�nost kon-
strukcije broja cos 2π

7 (sada �emo, zbog kra�eg zapisa, koristiti radi-
jane). Neka je ζ = cos 2π

7 + i sin 2π
7 . Primetimo da je ζ zapravo sedmi

koren iz jedinice: ζ7 = 1. Kako je ζ 6= 1, dobijamo da je

ζ6 + ζ5 + ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0.

Podelimo ovu jednakost sa ζ3. Dobijamo

ζ3 + ζ2 + ζ + 1 +
1
ζ

+
1
ζ2

+
1
ζ3

= 0. (1)

Primetimo da je

z = ζ +
1
ζ

(
= 2 cos

2π
7

)
.

Dovoǉno je, dakle, da doka�emo da z nije konstruktibilan. No,

z3 = ζ3 +
1
ζ3

+ 3
(
ζ +

1
ζ

)
,

te je

ζ3 +
1
ζ3

= z3 − 3z.

Na sliqan naqin
z2 = ζ2 + 2 +

1
ζ2
,

te je

ζ2 +
1
ζ2

= z2 − 2.
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Stoga iz jednaqine (1) dobijamo

z3 − 3z + z2 − 2 + z + 1 = 0,

tj.
z3 + z2 − 2z − 1 = 0.

Poka�imo da je polinom a(X) = X3+X2−2X−1 ∈ Q[X] nerastavǉiv nad
Q. Kao i pre, dovoǉno je pokazati da on nema nula u Q. Ukoliko je p

q ∈
Q neka nula ovog polinoma, pri qemu je q > 0 i ovo neskrativ razlomak,
onda ona mora biti ispuǌeno: p | −1, q | 1, tj. p

q ∈ {−1, 1}. No, lako
se proveri da ovo nisu nule polinoma a(X), pa on nije rastavǉiv
nad Q. Stoga je on minimalni polinom za element z. Kako je taj
polinom stepena 3, taj element nije konstruktibilan, xto je trebalo
i dokazati. 2

Doka�imo sada jaqi rezultat od ovog.

Stav 11 Ako je p neparan prost broj i ako je mogu�e konstruisati pravilan
p-ugao, onda je p Fermaov prost broj, tj. prost broj oblika p = 22n + 1 za neko
n ≥ 0.

Dokaz. Posmatramo polinom

a(X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1.

Po pretpostavci je broj ζ = e
2πi
p konstruktibilan (1, ζ, . . . , ζp−1 qine

temena pravilnog p-tougla). Va�i da je ζp = 1 i, kako je ζ 6= 1, to je
a(ζ) = 0. Polinom a(X) ∈ Q[X] je nerastavǉiv akko je nerastavǉiv
polinom a(X + 1). Kako je

(X − 1)a(X) = Xp − 1,

to je

Xa(X + 1) = (X + 1)p − 1 =
p∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k − 1 =

p−1∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k.

Stoga je

a(X + 1) = Xp−1 + pXp−2 +
(
p

2

)
Xp−3 + · · ·+ p.

Kako za sve 1 ≤ k ≤ p − 1 va�i da p |
(
p
k

)
, p2 - p i p - 1, to je polinom

a(X + 1) nerastavǉiv po Ajzenxtajnovom kriterijumu. Stoga je a(X)
minimalni polinom elementa ζ i [Q(ζ) : Q] = deg a(X) = p− 1. Kako je
ζ konstruktibilan broj, dobijamo da je p − 1 = 2m za neki prirodan
broj m. Neka je m = 2n(2l + 1) za neke n ≥ 0 i l ≥ 0. Ako l 6= 0, onda je

p = 2m + 1 = 22n(2l+1) + 1 = (22n + 1)(22n2l − 22n(2l−1) + · · ·+ 1),

te p ne bi bio prost broj. Stoga mora biti p = 22n + 1 za neko n ≥ 0,
tj. p je Fermaov prost broj. 2
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Napomena 12 Ako je Fn : = 22n + 1, onda znamo da su ovo prosti brojevi za
n = 0, 4. Nisu poznati drugi Fermaovi prosti brojevi. Posebno, za n = 2
imamo da je F2 = 17. Gaus je dokazao, kada je imao 19 godina, da je mogu�e
konstruisati pravilni 17-ougao (jox je od Euklida poznato da je mogu�e kon-
struisati pravilni trougao i pravilni petougao) i to mu je, po ǌegovim
reqima, ukazalo na to da je matematika obe�avaju�a profesija za ǌega. . . ♠

Dakle, znamo da, ako je broj α konstruktibilan mora biti [Q(α) :
Q] = 2s za neko s ≥ 0. Poka�imo primerom da obrat ne va�i.

Primer 13 Ne mogu svi koreni polinoma X4 + 4X + 2 ∈ Q[X] da budu
konstruktibilni.

Primetimo najpre da je dati polinom nerastavǉiv po Ajzenxtajnu
(2 | 2, 2 | 4, 2 - 1, 22 - 2) te je stepen svakog korena nad Q jednak 4 xto
je stepen dvojke.

Reximo jednaqinu x4+4x+2 = 0. Ako je p(x) = x4+4x+2, mo�emo da
primetimo da, poxto je p(x) > 0 za x ≥ 0, p′(x) < 0 za x < −1, p′(x) > 0
za x > −1, p(−1) = −1 < 0 i p(x) > 0 za x << 0, ovaj polinom ima taqno
dve realne nule i to su negativni brojevi.

Koristi�emo Ojlerov metod, gde rexeǌe tra�imo u obliku x =
u+ v + w. Tada je

x2 = u2 + v2 + w2 + 2(uv + uw + vw),

te je
(x2 − (u2 + v2 + w2))2 = 4(uv + uw + vw)2.

Dakle

x4−2(u2+v2+w2)x2+(u2+v2+w2)2 = 4(u2v2+u2w2+v2w2+2(u2vw+uv2+uvw2)).

Primetimo da je

u2vw + uv2 + uvw2 = uvw(u+ v + w) = uvwx.

Ako ovo iskoristimo i sredimo prethodnu jednakost, dobijamo:

x4− 2(u2 + v2 +w2)x2− 8uvwx+ (u2 + v2 +w2)2− 4(u2v2 +u2w2 + v2w2) = 0.

Kako je x4 + 4x+ 2 = 0, dobijamo da je

u2 + v2 + w2 = 0 (2)
−8uvw = 4 (3)

(u2 + v2 + w2)2 − 4(u2v2 + u2w2 + v2w2) = 2. (4)

Iz prve i tre�e jednaqine dobijamo da je

u2v2 + u2w2 + v2w2 = −1
2
,
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a iz druge da je

uvw = −1
2
,

te je

u2v2w2 =
1
4
.

Dobili smo novi sistem jednaqina:

u2 + v2 + w2 = 0 (5)

u2v2 + u2w2 + v2w2 = −1
2

(6)

u2v2w2 =
1
4
. (7)

Vidimo da su u2, v2, w2 nule polinoma

q(X) = (X − u2)(X − v2)(X − w2) = X3 − 1
2
X − 1

4
∈ Q[X].

Primetimo da je

8q(X) = 8X3 − 4X − 2 = (2X)3 − 2 · (2X) = 2.

Zamenom Y = 2X dobijamo polinom r(Y ) = Y 3 − 2Y − 2 ∈ Q[Y ] i on je
nerastavǉiv po Ajzenxtajnu (za prost p = 2 naravno). Stoga je i q(X)
nerastavǉiv nad Q te ǌegove nule u2, v2, w2 nisu konstruktibilni bro-
jevi. No, ta se jednaqina mo�e rexiti i tako dobiti brojevi u2, v2, w2.
Mi mo�emo da izaberemo neke korene iz ovih brojeva i proglasimo ih
za u, v, w. No, ako je x1 = u+ v+w jedno od rexeǌa poqetne jednaqine,
onda su ostala rexeǌa:

x2 = u− v − w (8)
x3 = −u+ v − w (9)
x4 = −u− v + w. (10)

Va�no je primetiti da je uvw = − 1
2 za svaki izbor u, v, w, te nemamo 16

mogu�nosti kako se, mo�da, na prvi pogled qini. Kad izaberemo neke
u, v, w, ostaju samo jox tri mogu�nosti koje su navedene. No, ako bi
svi x1, x2, x3, x4 bili konstruktibilni, onda bi bio konstruktibilan
i broj 2u = x1 + x2, pa onda i u, te nu�no i u2, a znamo da on nije
konstruktibilan. Dakle, ne mogu svi koreni biti konstruktibilni i
to pokazuje da obrat u navedenom stavu ne va�i. ♣

2 Normalna raxireǌa poǉa

2.1 Neki osnovni pojmovi i rezultati
Podsetimo se najpre slede�e qiǌenice.
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Stav 14 Ako je ϕ : K → L homomorfizam poǉa, onda je ϕ nu�no monomor-
fizam.

Dokaz. Znamo da je Kerϕ ideal u K. Tako�e znamo da je ϕ(1K) = 1L, te
1K 6∈ Kerϕ. Kako su u poǉu K jedini ideali {0} i K, to je Kerϕ = {0},
te je ϕ monomorfizam. 2

Na primer, ne postoji nikakav homomorfizam ϕ : C → R, jer bi to
znaqilo da R sadr�i u sebi potpoǉe izomorfno sa C.

Definicija 15 Prosto poǉe je poǉe koje nema pravih potpoǉa.

Stav 16 1. Poǉe je karakteristike nula ako i samo ako sadr�i kao svoje
potpoǉe poǉe izomorfno sa Q.
2. Poǉe je karakteristike p ako i samo ako sadr�i kao svoje potpoǉe poǉe
izomorfno sa Zp.

Dokaz. Primetimo najpre da je karakteristika poǉa K jednaka karak-
teristici ma kog ǌegovog potpoǉa, poxto sva potpoǉa imaju zajed-
niqku jedinicu 1K i sadr�e sve elemente oblika n1K za n ≥ 1. Tako
da je potrebno dokazati samo jedan smer u dokazu ekvivalencije.

1. Neka je K poǉe karakteristike 0. Tada je n1K 6= 0K za sve
n ∈ Z \ {0}. Definiximo ϕ : Q→ K sa:

ϕ
(m
n

)
:= (m1K)(n1K)−1.

Poka�imo da je ϕ dobro definisano:

m

n
=
r

s
=⇒ sm = nr

=⇒ (sm)1K = (nr)1K
=⇒ (s1K)(m1K) = (n1K)(r1K)
=⇒ (m1k)(n1K)−1 = (r1K)(s1K)−1.

Naravno, ϕ je homomorfizam:

ϕ
(m
n

+
r

s

)
= ϕ

(
sm+ nr

ns

)
= (sm+ nr)1K((ns)1K)−1

= ((s1K)(m1K) + (n1K)(r1K))(n1K)−1(s1K)−1

= (s1K)(m1K)(n1K)−1(s1K)−1 + (n1K)(r1K)(n1K)−1(s1K)−1

= (m1K)(n1K)−1 + (s1K)−1

= ϕ
(m
n

)
+ ϕ

(r
s

)
.
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Provera za proizvod je jox jednostavnija. Naravno, ϕ(1) = 1K . Kako
je ϕ nu�no monomorfizam po prethodnom stavu, to je Imϕ potpoǉe od
K izomorfno sa Q.

2. Neka je K poǉe karakteristike p. Tada je p1K = 0K . Definixemo
ϕ : Zp → K sa: ϕ(r) := r1K , za r ∈ Zp(= {0, 1, . . . , p − 1}). Ovde naravno
ne moramo da proveravamo dobru definisanost. Proverimo samo da
je ϕ homomorfizam. Neka su r, s ∈ Zp. Podsetimo se da su operacije u
Zp sabiraǌe i mno�eǌe po modulu p: r ·p s = ρ(r · s, p), gde je sa ρ(m, p)
oznaqen ostatak pri deǉeǌu m sa p. Dakle, rs = qp + r ·p s, za neki
q ∈ N. Stoga je

ϕ(r)·ϕ(s) = (r1K)·(s1K) = (rs)1K = q(p1K︸︷︷︸
=0K

)+(r ·ps)1K = (r ·ps)1K = ϕ(r ·ps).

Slagaǌe u odnosu na sabiraǌe se jox lakxe proverava. Dakle, kako
je ϕ homomorfizam poǉa, ϕ je nu�no monomorfizam, pa K sadr�i pot-
poǉe izomorfno sa Zp. 2

Napomena 17 U daǉem �emo poǉe Zp oznaqavati najqex�e sa Fp. Zbog
prethodnog rezultata, poǉa Q i Fp nazivaju se i osnovnim poǉima i qesto
�emo smatrati da je bax Q ⊆ K ukoliko je K karakteristike 0, odnosno da
je Fp ⊆ K ako je K karakteristike p. To koristimo ve� u slede�em stavu. ♠

Stav 18 Neka je K poǉe karakteristike 0 i ϕ ∈ Aut(K). Tada je ϕ(q) = q
za sve q ∈ Q.

Dokaz. Kako je Q ⊆ K, to je 1K = 1(= 1Q). S obzirom na to da je
ϕ(1) = 1, indukcijom se lako poka�e da je ϕ(n) = n za sve n ∈ N, a iz
qiǌenice da je ϕ(−α) = −ϕ(α) za sve α, dobijamo da je i ϕ(m) = m za
sve m ∈ Z. Stoga je ϕ(m/n) = ϕ(m)/ϕ(n) = m/n za sve m ∈ Z, n ∈ N\{0},
te je zaista ϕ(q) = q za sve q ∈ Q. 2

2.2 Pojam normalnog raxireǌa
Zapoqnimo jednim primerom.

Primer 19 Neka je K = Q( 3
√

2). Odrediti grupu Aut(K).

Neka je ϕ ∈ Aut(K). Znamo da po stavu 18 va�i: ϕ(q) = q za sve q ∈ Q.
Svaki element iz α ∈ K je oblika α = a+b 3

√
2+c( 3

√
2)2 za neke a, b, c ∈ Q.

Dakle,

ϕ(α) = ϕ
(
a+ b

3
√

2 + c( 3
√

2)2
)

= ϕ(a) + ϕ(b)ϕ( 3
√

2) + ϕ(c)ϕ( 3
√

2)2

= a+ bϕ( 3
√

2) + cϕ( 3
√

2)2.
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Prema tome, vrednost ϕ(α) je potpuno odre�ena vrednox�u ϕ( 3
√

2). No,
( 3
√

2)3 = 2, pa je ϕ( 3
√

2)3 = 2. S obzirom na to da ϕ( 3
√

2) ∈ Q( 3
√

2) ⊆ R i
da iz sredǌe xkole znamo da je jedino rexeǌe u R jednaqine x3 = 2
bax 3

√
2 to je ϕ( 3

√
2) = 3

√
2 i ϕ = idK . Stoga je grupa Aut(K) trivijalna:

Aut(K) = {idK}. ♣

Stoga, da bismo dobili zanimǉiviju grupu, moramo u K dodati jox
tre�ih korena iz 2. Znamo da su svi tre�i koreni iz 2: 3

√
2, ε 3
√

2, ε2 3
√

2,
gde je ε = cos 2π

3 + i sin 2π
3 netrivijalni tre�i koren iz jedinice. Odre-

�ivaǌe grupe Aut(L) za L = Q( 3
√

2, ε) je svakako zanimǉivije od pret-
hodnog primera.

Motivisani ovim primerom, dajemo slede�u definiciju.

Definicija 20 Algebarsko raxireǌe F poǉa K je normalno uko-
liko va�i slede�e. Ako je polinom p ∈ K[X] nerastavǉiv u K[X] i
ako F sadr�i neku nulu tog polinoma, onda su u F sve nule tog poli-
noma.

Na primer, raxireǌe K poǉa Q iz prethodnog primera nije nor-
malno, jer polinom X3 − 2 ∈ Q[X] jeste nerastavǉiv u Q[X], a K ne
sadr�i sve nule ovog polinoma. Dok raxireǌe L sadr�i sve ǌe-
gove nule. Naravno, mi ne znamo bax samo na osnovu toga da je to
raxireǌe normalno, jer mo�da postoji neki drugi polinom koji nam
to ,,pokvari”. No, slede�i stav nam u tome poma�e.

Pre formulacije tog stava, podsetimo se nekih qiǌenica. Ako je
p ∈ K[X] onda je korensko poǉe ovog polinoma minimalno raxireǌe
poǉa K u kome se polinom p rastavǉa (,,cepa”) na linearne faktore,
dakle minimalno raxireǌe koje sadr�i sve korene ovog polinoma.
Va�i slede�e. Ako je poǉe K izomorfno poǉu K, ϕ : K → K izomor-
fizam, p = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ K[X] i polinom p ∈ K[X] definisan
sa: p = ϕ(a0) + ϕ(a1)X + · · · + ϕ(an)Xn, onda ako je F korensko poǉe
polinoma p, a F korensko poǉe polinoma p, va�i: F ∼= F . Posebno,
svaka dva korenska poǉa jednog polinoma su izomorfna.

Stav 21 Konaqno raxireǌe F poǉa K je normalno ako i samo ako je ono
korensko poǉe nekog polinoma p iz K[X].

Dokaz stava 21. ⇐= . Neka je F korensko poǉe polinoma p ∈ K[X],
q ∈ K[X] nerastavǉiv polinom i α ∈ F takvo da je q(α) = 0. Treba
dokazati da sve nule polinoma q le�e u F . Neka je E korensko poǉe
polinoma p · q ∈ K[X] i β ∈ E takvo da je q(β) = 0. Treba pokazati da
β ∈ F . Iz kursa Algebre 2 znamo da je

K(α) ∼= K[X]/〈q〉 ∼= K(β),

poxto je q nerastavǉiv. Poǉe F je korensko poǉe za polinom p, bilo
da ga gledamo kao polinom iz K[X], bilo kao polinom iz K(α)[X]
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(svakako α ∈ F ). Osim toga je F (β) korensko poǉe za polinom p ∈
K(β)[X]. No, kako je K(β) ∼= K(α), prema prethodnom sledi da su i ta
korenska poǉa F (β) i F polinoma p izomorfna. To posebno znaqi da su
ona izomorfna i kao vektorski prostori nad poǉem K. Stoga su F (β)
i F konaqno dimenzionalni vektorski prostori nad K iste dimenzije,
pri qemu je F ⊆ F (β). Zakǉuqujemo da se oni moraju poklapati, iz
qega sledi da β ∈ F .

=⇒ . Neka je F konaqno i normalno raxireǌe nad K. Dakle, F =
K(α1, . . . , αn) za neke αi ∈ F , koji su naravno algebarski nad K jer je
F konaqno raxireǌe. Neka su µα1 , . . . , µαn ∈ K[X] minimalni poli-
nomi ovih elemenata. Poxto je F normalno raxireǌe poǉa K, µαi ,
nerastavǉiv polinom iz K[X] za koji je µαi(αi) = 0, u F se nalaze i
sve ostale nule polinoma µαi . Ovo je naravno taqno za sve i, te je F
zapravo korensko poǉe polinoma p = µα1 · · ·µαn . 2

Definicija 22 Ako je L raxireǌe poǉa K, onda je normalno zatvo-
reǌe poǉa L najmaǌe raxireǌe L poǉa L tako da je raxireǌe L/K
normalno.

Na primer, ako je L = K(α1, . . . , αn), gde su αi algebarski nad K, onda
je L zapravo korensko poǉe polinoma µα1 · · ·µαn , gde je µαi ∈ K[X]
minimalni polinom elementa αi. Ukoliko je L = K( 3

√
2), L = K( 3

√
2, ε).

3 Separabilna raxireǌa poǉa
Videli smo da su normalna raxireǌa nekog poǉa ona raxireǌa u
kojima se nalaze sve nule nerastavǉivih polinoma sa koeficijentima
u poqetnom poǉu, qim je tu jedna nula. Sada �e nas zanimati da li
su te nule ,,razdvojene” (,,separirane”).

Neka su F i F korenska poǉa polinoma p ∈ K[X] i ϕ : F → F izomor-
fizam ,,nad” K, tj. takav izomorfizam da je ϕ(c) = c za sve c ∈ K. Kako
su F i F ne samo vektorski prostori nad K, nego i algebre nad K,
ovde imamo zapravo izomorfizam algebri nad K (K-algebri).

F F

K

-ϕ

J
J
J
J
J












Izomorfizam ϕ : F → F mo�emo produ�iti do izomorfizma ϕ̃ : F [X]→
F [X] tako xto �emo ,,dodefinisati” da je ϕ̃(X) = X. Ako je α = ϕ(α),
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za α ∈ F , onda je

p(α) = 0 akko je ϕ(p(α)) = 0 akko je p(α) = 0.

Ne samo to, nego za sve k ≥ 1 va�i:

(X − α)k | p u F [X] akko (X − α)k | p u F [X].

Naime:

(X − α)k | p akko p = (X − α)kq, za neki q ∈ F [X]

akko ϕ̃(p) = ϕ̃
(
X − α)kq

)
(ϕ̃ je ,,1–1”)

akko ϕ̃(p) = (X − α)kϕ̃(q)

akko p = (X − α)kϕ̃(q)

akko p = (X − α)kq, za neki q ∈ F [X]

akko (X − α)k | p.

Pretposledǌa ekvivalencija naravno va�i zbog toga xto je ϕ̃ ,,na”.

Dakle, svaka nula polinoma p u nekom korenskom poǉu tog polinoma
odgovara nekoj nuli u drugom korenskom poǉu i to sa istim multi-
plicitetom. Slede�i stav nam daje potreban i dovoǉan uslov da su
sve nule datog polinoma proste u nekom korenskom poǉu tog poli-
noma. Prema prethodnom je onda to taqno i za svako korensko poǉe
tog polinoma.

Stav 23 Ako je f ∈ K[X] \ K, onda su sve ǌegove nule u nekom ǌegovom
korenskom poǉu proste akko je NZD(f, f ′) = 1. Posebno, ako je f nerastavǉiv
polinom, sve ǌegove nule su proste akko je f ′ 6= 0.

Dokaz. Neka je d = NZD(f, f ′). Tada postoje polinomi a, b ∈ K[X] takvi
da je

af + bf ′ = d. (11)

⇐= . Ako je F korensko poǉe polinoma f i α ∈ F vixestruka nula
polinoma f onda je ona, kao xto dobro znamo, i nula ǌegovog izvoda
f ′, pa je na osnovu (11) ona i nula polinoma d, te je d 6= 1.

=⇒ . Neka je d 6= 1. Kako d | f , to postoji q ∈ K[X], tako da je f = dq.
Ako je E korensko poǉe polinoma d i α ∈ E neka nula polinoma d, onda
je f(α) = d(α)q(α) = 0, pa α pripada nekom korenskom poǉu F polinoma
f , koje je raxireǌe poǉa E. No, kako d | f ′ to je α i nula polinoma
f ′, pa f ima vixestruku nulu u tom korenskom poǉu.

Pretpostavimo sada da je f nerastavǉiv. Kako d | f , to mora biti
ili d = 1 ili d = f . Dakle,

d 6= 1 akko d = f akko f | f ′ akko f ′ = 0
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Posledǌa ekvivalencija sledi iz qiǌenice da je stepen polinoma f ′

maǌi od stepena polinoma f . Budu�i da smo ustanovili da su sve
nule polinoma f proste akko je d = 1, zakǉuqujemo da su sve nule
nerastavǉivog polinoma f proste akko f ′ 6= 0. 2

Definicija 24 Polinom je separabilan ako su sve ǌegove nule u nekom
ǌegovom korenskom poǉu proste.

Naravno, onda su one proste i u svakom drugom korenskom poǉu
ovog polinoma.

Posledica 25 Neka je f ∈ K[X]\K nerastavǉiv polinom i poǉe K karak-
teristike 0. Tada je f separabilan.

Dokaz. Na osnovu stava 23 polinom f je separabilan akko je f ′ 6= 0.
Neka je f = anX

n + · · · + a1X + a0, gde je n > 1 i an 6= 0. Tada je
f ′ = nanX

n−1 + · · ·+ a1. Kako je K karakteristike nula, to je n1K 6= 0,
te je i nan = (n1K) · an 6= 0, pa je f ′ 6= 0. Time je dokaz zavrxen. 2

Definicija 26 Neka je L algebarsko raxireǌe poǉa K. Element α ∈ L
je separabilan (nad K) ukoliko je ǌegov minimalni polinom µα ∈ K[X]
separabilan. Raxireǌe L je separabilno raxireǌe poǉa K, ako je svaki
element iz L separabilan nad K.

Posledica 27 Neka je K poǉe karakteristike 0 i L algebarsko raxireǌe
poǉa K. Tada je L/K separabilno raxireǌe.

Dokaz. U prethodnoj posledici smo videli da je svaki nerastavǉiv
polinom separabilan. Stoga je minimalni polinom svakog elementa
iz L separabilan, pa je i raxireǌe L/K separabilno. 2

Napomena 28 Naravno, i samo poǉe L je karakteristike 0, jer je 1L =
1K , pa je za svako n > 1: n1L = n1K 6= 0. ♠

Podsetimo se da za raxireǌe E/F ka�emo da je prosto ukoliko
postoji element α takav da je E = F (α). Za taj element ka�emo da je
primitivan element tog raxireǌa. Slede�a teorema nam govori o
egzistenciji primitivnog elementa.

Teorema 29 Neka je K poǉe karakteristike 0 i L = K(α1, . . . , αn) konaqno
raxireǌe poǉa K. Tada postoji λ ∈ L takav da je L = K(λ).

Dokaz. Znamo da je K beskonaqno poǉe. Dokaz izvodimo indukcijom
po n i jasno je da je dovoǉno pokazati tvr�eǌe za n = 2. Dakle, neka
je L = K(α, β) i α 6= β.

Znamo da su α i β separabilni nad K i neka su µα i µβ ǌihovi
minimalni polinomi. Oznaqimo sa F korensko poǉe polinoma µα · µβ.
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Kako su elementi α i β separabilni, sve nule ǌihovih minimalnih
polinoma su razliqite. Neka su

α = α1, α2, . . . , αk

nule polinoma µα, a
β = β1, β2, . . . , βl

nule polinoma µβ. Naravno sve se one nalaze u F . Neka je c ∈ K \ {0}.
Posmatrajmo potpoǉa Ec poǉa L zadata sa: Ec = K(α + cβ). �elimo
da doka�emo da je Ec = L za neko c. Posmatramo polinom

fc(X) = µα(α+ c(β −X)) = µα(α+ cβ − cX) ∈ Ec[X].

Primetimo da je fc formiran tako da je fc(β) = 0:

fc(β) = µα(α+ c(β − β)) = µα(α) = 0.

Da li je fc(βr) = 0 za neko r ≥ 2? Vidimo da je

fc(βr) = 0 akko µα(α+ c(β − βr)) = 0 (12)
akko α+ c(β − βr) = αs za neko s ≥ 2 (13)

akko c =
αs − α
β − βr

za neko s ≥ 2. (14)

Posmatrajmo skup

R =
{
αs − α
β − βr

: r > 2, s > 2
}
.

Skup R je konaqan, a poǉe K beskonaqno. Stoga sigurno postoji ele-
ment c0 ∈ K \ (R ∪ {0}). Na osnovu izbora elementa c0 imamo da je
fc0(β) = 0 i fc0(βr) 6= 0 za sve r ≥ 2. Kako je β nula i polinoma µβ
pogodno je razmotriti NZD(fc0 , µβ). Polinom fc0 pripada Ec0 [X], dok
je µβ ∈ K[X] i mo�emo ga posmatrati i kao polinom iz Ec0 [X]. Svakako
tada i

NZD(fc0 , µβ) ∈ Ec0 [X]. (15)

No, kako je µβ(X) = (X−β)(X−β2) · · · (X−βl) u K[X], a fc0(βr) 6= 0 za r ≥
2, to je NZD(fc0 , µβ) = X−β. Na osnovu (15) dobijamo da X−β ∈ Ec0 [X],
te β ∈ Ec0 = K(α+c0β). No, tada imamo i α = (α+c0β)−c0β ∈ K(α+c0β),
te je K(α, β) ⊆ K(α + c0β). Obratna inkluzija je oqigledna i dobili
smo da je K(α, β) = K(α + c0β), te se za tra�eni primitivan element
mo�e uzeti element λ = α+ c0β. 2

Ako se pogleda xta nam daje dokaz koji bismo izveli indukcijom,
vidimo da zapravo postoje c2, . . . , cn ∈ K takvi da je K(α1, α2, . . . , αn) =
K(α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn).
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4 Automorfizmi i konjugacije
Posmatrajmo dva raxireǌa poǉa L/K i F/K. Mo�e postojati ho-
momorfizam π : L → F za koji ne va�i da je π(c) = c za sve c ∈ K.
No, ukoliko je jednakost π(c) = c ispuǌena za sve c ∈ K, onda π nije
samo homomorfizam poǉa nego i K-algebri. Ka�emo i da je π jedan
K-homomorfizam.

Definicija 30 Raxireǌa L i F poǉa K su konjugovana ukoliko postoji
bar jedan K-izomorfizam π : L → F . Elementi α ∈ L i α ∈ F su kon-
jugovani ako postojiK-izomorfizam π poǉaK(α) iK(α) takav da je π(α) =
α.

Stav 31 Neka su L i F raxireǌa poǉa K i α ∈ L, α ∈ F . Ovi elementi su
konjugovani akko su ili oba transcendentni nadK ili imaju isti minimalni
polinom u K[X].

Dokaz. ⇐=. Ako su i α i α transcendentni nad K, onda je

K(α) ∼= K(X) ∼= K(α).

Ukoliko je µα = µα, onda imamo:

K(α) ∼= K[X]/〈µα〉 = K[X]/〈µα〉
∼= K(α).

Naravno, u oba sluqaja je u pitaǌu K-izomorfizam u kome se α slika
u α.

=⇒. Ako je π : K(α)→ K(α) jedan K-izomorfizam, takav da je π(α) = α,
onda za svaki polinom p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ K[X] va�i:

π(p(α)) = π(a0)+π(a1)π(α)+ · · ·+π(an)π(α)n = a0 +a1α+ · · ·+anα
n = p(α).

Kako je π ,,1–1”, to je p(α) = 0 akko p(α) = 0. Poxto ovo va�i za svaki
polinom, onda su ili oba elementa transcendentna nad K (dakle ne
anuliraju nijedan polinom nad K) ili je skup polinoma koji anu-
liraju neprazan i isti za oba elementa, pa tada imaju i zajedniqki
minimalni polinom. 2

Svaki K-homorfizam σ : K(α)→ L, gde je L raxireǌe poǉa K pot-
puno je odre�en vrednox�u u α. Stoga, ako je α algebarski nad K
i ako je µα ∈ K[X] ǌegov minimalni polinom, onda razliqitih K-
homomorfizama iz K(α) u L ima onoliko koliko ima razliqitih nula
polinoma µα u L. Na primer, ne postoji nijedan Q-homomorfizam iz
Q(i) u R.

Naravno, sa AutL oznaqavamo skup svih automorfizama poǉa L,
dok sa G(L/K), gde je L raxireǌe poǉa K, oznaqavamo skup svih K-
automorfizama poǉa L. Jasno je da je G(L/K) 6 AutL. Ako je pak
Π 6 AutL, onda je

LΠ := {a ∈ L : (∀π ∈ Π)(π(a) = a)}
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potpoǉe od L. Naime, ako a, b ∈ LΠ i π ∈ Π, onda je π(a ± b) = π(a) ±
π(b) = a±b, te a±b ∈ LΠ. Tako�e je π(a ·b) = π(a) ·π(b) = a ·b, te a ·b ∈ LΠ.
Ukoliko je i b 6= 0, onda je π(a/b) = π(a)/π(b) = a/b, te i a/b ∈ LΠ.

Teorema 32 Za svako konaqno raxireǌe L poǉa K slede�i uslovi su ekvi-
valentni.

(1) K = LG(L/K).

(2) K = LΠ za neku konaqnu podgrupu Π 6 AutL.
(3) L je normalno i separabilno raxireǌe poǉa K.

U tom sluqaju je |G(L/K)| = [L : K].

Dokaz. (1) =⇒ (2). Pokaza�emo da je G(L/K) konaqna grupa. Znamo da
je L je vektorski prostor nad K konaqne dimenzije i neka je n = dimK L.
Neka je [e1, . . . , en] baza tog prostora. Prema ranijoj diskusiji, ako je
π ∈ G(L/K), onda je za sve i: π(ei) nula polinoma µei . Kako je π
potpuno odre�eno vrednostima na ovoj bazi i za svaki element baze
postoji samo konaqno mnogo mogu�nosti, to je grupa G(L/K) konaqna
i (2) je ispuǌeno – za Π mo�emo uzeti bax G(L/K).

(2) =⇒ (3). Dakle, K = LΠ pri qemu je Π = {π1, . . . , πk} (π1 = idL).
Treba pokazati da se za svako α ∈ L ǌegov minimalni polinom µα
faktorixe na linearne faktore u L[X]. Neka su α = α1, . . . , αm sve
razliqite nule polinoma µα koje se nalaze u L. Tada za svako i, j:
πi(αj) ∈ {α1, . . . , αm}. Kako je πi bijekcija, to πi permutuje elemente
skupa {α1, . . . , αm}.

Posmatramo polinom

p = (X−α1)(X−α2) · · · (X−αm) = Xn+an−1X
n−1 + · · ·+a1X+a0 ∈ L[X].

Poka�imo da je p = µα. Neka je π ∈ Π i π̃ : L[X] → L[X] produ�eǌe
definisano sa π̃(X) = X. Tada imamo

Xn+π(an−1)Xn−1+· · ·+π(a1)X+π(a0) = π̃(Xn+an−1X
n−1+· · ·+a1X+a0)

= π̃(p) = π̃((X − α1)(X − α2) · · · (X − αm))
= (π̃(X)− π̃(α1))(π̃(X)− π̃(α2)) · · · (π̃(X)− π̃(αm))

= (X−π(α1))(X−π(α2)) · · · (X−π(αm)) = Xn+an−1X
n−1+· · ·+a1X+a0,

poxto je {π(α1), π(α2), . . . , π(αm)} = {α1, α2, . . . , αm}. Dakle, za sve π ∈ Π
i sve i = 0, n− 1 je π(ai) = ai, xto znaqi da svi koeficijenti polinoma
p pripadaju LΠ = K. Prema tome, p ∈ K[X]. No, kako su jedine nule
polinoma µα u L bax α1, . . . , αm, to p | µα. Iz qiǌenice da je µα neras-
tavǉiv u K[X], zakǉuqujemo da je p = µα i vidimo da je α separabi-
lan nad K. Kako je α bio proizvoǉan element iz L, to je raxireǌe
L/K zaista separabilno. No, ovaj dokaz nam ujedno pokazuje da je to
raxireǌe i normalno. Naime, ako je q ∈ K[X] nerastavǉiv polinom i
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β ∈ L neka nula tog polinoma, onda je q zapravo minimalan polinom
tog elementa, a minimalan polinom svakog elementa se rastavǉa na
linearne faktore u L[X], te su mu sve nule u L.

(3) =⇒ (1). Neka je L normalno i separabilno raxireǌe poǉa K.
Znamo da je tada L = K(α) za neko α. Posmatrajmo minimalni poli-
nom µα tog elementa. On ima taqno n = [L : K] nula u L (raxireǌe je
normalno, pa su mu sve nule u L): α = α1, . . . , αn. Ako je π ∈ G(L/K),
onda π(α) ∈ {α1, . . . , αn} i kako je π potpuno odre�eno sa π(α), to u
G(L/K) ima taqno n automorfizama. Sa πr �emo oznaqavati onaj au-
tomorfizam iz G(L/K) za koji je πr(α) = αr.

Imamo da je |G(L/K)| = n = [L : K] . Treba pokazati da je K =

LG(L/K). Jasno je da je K ⊆ LG(L/K).

Neka a ∈ LG(L/K). To znaqi da je za svako r ∈ {1, . . . , n}: πr(a) = a.
No, kako a ∈ L = K(α), to je a = p(α), za neki polinom p = c0 + c1X +
· · ·+ cn−1X

n−1 ∈ K[X]: a = c0 + c1α+ · · ·+ cn−1α
n−1. Stoga je

πr(a) = πr(c0) + πr(c1)πr(α) + · · ·+ πr(cn−1)πr(α)n−1

= c0 + c1αr + · · ·+ cn−1α
n−1
r

= p(αr).

Dakle, p(αr) = πr(a) = a. Posmatrajmo sada polinom q(X) = p(X)− a ∈
L[X]. To je polinom stepena n−1, a q(αr) = 0 za sve r ∈ {1, . . . , n}. Kako
nenula polinom stepena n − 1 ima najvixe n − 1 nula u ma kom poǉu,
zakǉuqujemo da je q(X) nula polinom. To znaqi da je c1 = c2 = · · · =
cn−1 = 0 i c0 − a = 0, te je a = c0 ∈ K. 2

5 Galoaova raxireǌa poǉa
Definicija 33 Za konaqno raxireǌe L poǉa K ka�emo da je Galoaovo
ukoliko je K = LG(L/K).

Dakle, dokazali smo slede�u teoremu.

Teorema 34 Konaqno raxireǌe L poǉa K je Galoaovo ako i samo ako je ono
normalno i separabilno i tada je [L : K] = |G(L/K)|.

Grupa G(L/K) zove se Galoaova grupa raxireǌa L nad K. Koristi
se i oznaka Gal(L/K).

5.1 Galoaova korespondencija
Neka je L/K Galoaovo raxireǌe i G = G(L/K). Posmatramo dva
poseta (u oba sluqaja parcijalno ure�eǌe je zadato inkluzijom).
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• F = skup svih potpoǉa od L koja sadr�e K.

• P = skup svih podgrupa od G.

Postoji prirodna veza izme�u ova dva poseta. Naime, ako je F ∈ F ,
onda je F ] ∈ P, gde je F ] definisano sa:

F ] := {π ∈ G : (∀a ∈ F )π(a) = a} = G(L/F ).

Dakle, F ] qine automorfizmi koji fiksiraju sve elemente potpoǉa F .
Tako�e, ako je Π ≤ G, onda je Π[ ∈ F , gde je Π[ definisano sa:

Π[ = {a ∈ L : (∀π ∈ Π)π(a) = a}(= LΠ).

Ovo nije texko proveriti. Osim toga

F1 ⊆ F2 =⇒ F ]1 ⊇ F
]
2 i Π1 ⊆ Π2 =⇒ Π[

1 ⊇ Π[
2.

Ovo su tautoloxke qiǌenice, kao i slede�e dve:

Π ⊆ Π[], F ⊆ F ][.

Naravno, Π[] =
(
Π[
)]

i F ][ =
(
F ]
)[
. Uverimo se da ove inkluzije va�e.

Neka π ∈ Π. Da bismo se uverili da π ∈ Π[], treba proveriti da li je
π(a) = a za sve a ∈ Π[. No, a ∈ Π[ akko σ(a) = a za sve σ ∈ Π. Naravno
da je onda i π(a) = a, jer π ∈ Π! Na sliqan naqin se dokazuje i druga
inkluzija.

Teorema 35 (Osnovna teorema konaqne Galoaove teorije) Neka su oz-
nake kao u prethodnom, pri qemu je L Galoaovo raxireǌe poǉa K. Tada
va�i.

(1) L je Galoaovo raxireǌe svakog poǉa F ∈ F .

(2) Preslikavaǌa Π 7→ Π[ i F 7→ F ] su inverzna jedno drugom.

(3) F ∈ F je Galoaovo raxireǌe poǉa K akko je F ] / G i tada je

G(F/K) ∼= G/F ].

Dokaz. (1) Neka je α ∈ L i µα ∈ K[X] ǌegov minimalni polinom.
Poxto je raxireǌe L/K normalno i separabilno, to se µα u L ,,cepa”
na proizvod razliqitih linearnih faktora. Neka je sada Mα ∈ F [X]
minimalni polinom za α nad F . Naravno da i µα ∈ F [X]. Iz qiǌenice
da je µα(α) = 0 i da je Mα minimalni polinom za α nad F , dobija se da
Mα | µα u F [X]. No, kako se µα ,,cepa” na razliqite linearne faktore
u L, to se i ǌegov faktor Mα tako�e ,,cepa” na razliqite linearne
faktore u L, te mo�emo zakǉuqiti da je L normalno i separabilno
raxireǌe poǉa F .
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(2) Treba pokazati da je Π = Π[] za sve Π ∈ P i da je F = F ][ za sve
F ∈ F . Doka�imo najpre [

L : F
]

=
∣∣F ]∣∣ (16)[

L : Π[
]

=
∣∣Π∣∣. (17)

Primetimo da je F ] = G(L/F ). No, kako na osnovu (1) znamo da je L/F
Galoaovo raxireǌe, to je [L : F ] = |G(L/F )| i time je (16) dokazano.

Neka L = K(α) i Mα ∈ Π[[X] minimalni polinom za ovaj element,
ali nad poǉem Π[(= LΠ). Naravno da je L = Π[(α) i degMα = [L : Π[].
Doka�imo da je degMα = |Π|.

Ako π ∈ Π, onda je Mα(π(α)) = 0. Naime, ako je

Mα = d0 + d1X + · · ·+ dk−1X
k−1 +Xk,

gde di ∈ Π[, onda je π(di) = di i stoga iz Mα(α) = 0, sledi

0 = π(Mα(α)) = π(d0 + d1α+ · · ·+ dk−1α
k−1 + αk)

= π(d0) + π(d1)π(α) + · · ·+ π(dk−1)π(α)k−1 + π(α)k

= d0 + d1π(α) + · · ·+ dk−1π(α)k−1 + π(α)k

= Mα(π(α)).

Dakle, π(α) je nula polinoma Mα, a ǌih nema vixe od degMα. Osim
toga, jasno je da za π1 6= π2 mora biti π1(α) 6= π2(α) (automorfizam od
L je potpuno odre�en vrednox�u u α), pa dobijamo da broj automor-
fizama u Π ne mo�e biti ve�i od stepena polinoma Mα:

|Π| ≤ degMα. (18)

Posmatrajmo sad polinom

q(X) =
∏
π∈Π

(X − π(α)). (19)

Ako σ ∈ Π, mi ga, kao i pre, mo�emo produ�iti do izomorfizma
σ̃ : L[X]→ L[X]. Tada je

σ̃(q(X)) = σ̃

(∏
π∈Π

(X − π(α))

)
=
∏
π∈Π

(σ̃(X)− σ̃(π(α))) =
∏
π∈Π

(X − (σ ◦π)︸ ︷︷ ︸
π′

(α))

=
∏

σ−1 ◦π′∈Π

(X − π′(α)) =
∏

π′∈σ ◦Π

(X − π′(α)) =
∏
π′∈Π

(X − π′(α)) = q(X).

Stoga su svi koeficijenti polinoma q(X) fiksirani pri svakom σ ∈ Π
i dobijamo da je q(X) ∈ Π[[X]. No, jasno je da je q(α) = 0. Stoga je
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on deǉiv minimalnim polinomom tog elementa, tj. Mα | q(X). Tako da
dobijamo da je

degMα ≤ deg q(X) = |Π|. (20)

Iz (18) i (20) dobijamo da je degMα = |Π|, a kako je degMα = [L : Π[]
dokazali smo (17).

Korix�eǌem (16) i (17) nije texko dokazati da je Π = Π[] i F =
F ][. Naime: ∣∣Π∣∣ (17)

==
[
L : Π[

] (16)
==

∣∣Π[]
∣∣.

Kako su ovo konaqne grupe i Π ⊆ Π[] zakǉuqujemo da va�i jednakost:
Π = Π[]. Sliqno: [

L : F
] (16)

==
∣∣F ]∣∣ (17)

==
[
L : F ][

]
.

No, F ⊆ F ][ i kako su sve ovo konaqna raxireǌa, mora biti F = F ][.

(3) Neka su F1, F2 ∈ F . Doka�imo da su ova poǉa konjugovana akko su
podgrupe F ]1 i F ]2 konjugovane kao podgrupe od G(L/K).

=⇒ . Pretpostavimo da su poǉa F1 i F2 konjugovana, tj. da postoji
K-izomorfizam σ : F1 → F2. Kako je, na osnovu ranijih rezultata,
L = F1(α) i L = F2(β) za neke α, β ∈ L to mo�emo σ produ�iti do
automorfizma σ̃ poǉa L tako xto dodefinixemo σ̃(α) = β (naravno da
je [L : F1] = [L : F2] poxto su F1 i F2 K-izomorfna i sva raxireǌa su
konaqna). Radi jednostavnosti, umesto σ̃ pisa�emo samo σ. Tada za
svaki τ ∈ G(L/K) imamo:

τ ∈ F ]2 ⇐⇒ (∀b ∈ F2)τ(b) = b

⇐⇒ (∀a ∈ F1)τ(σ(a)) = σ(a)

⇐⇒ (∀a ∈ F1)σ−1(τ(σ(a)) = a

⇐⇒ (∀a ∈ F1)(σ−1 ◦ τ ◦σ)(a) = a

⇐⇒ σ−1 ◦ τ ◦σ ∈ F ]1
⇐⇒ τ ∈ σF ]1σ−1.

Dakle, F ]2 = σF ]1σ
−1, te su ove podgrupe konjugovane.

⇐= . Pretpostavimo da su podgrupe F ]1 i F ]2 konjugovane, tj. da postoji
σ ∈ G(L/K) tako da je F ]2 = σF ]1σ

−1. Kako znamo da je F2 = F ][2 , to je
F2 = (σF ]1σ

−1)[. Pokaza�emo da je (σF ]1σ
−1)[ = σ[F1] xto �e nam dati

dokaz da su F1 i F2 konjugovana poǉa (automorfizam σ indukuje pomo�u
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su�eǌa domena i kodomena K-izomorfizam ovih poǉa).

a ∈ (σF ]1σ
−1)[ ⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)(σ ◦ τ ◦σ−1)(a) = a

⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)(τ ◦σ−1)(a) = σ−1(a)

⇐⇒ (∀τ ∈ F ]1)τ(σ−1(a)) = σ−1(a)

⇐⇒ σ−1(a) ∈ F ][1

⇐⇒ σ−1(a) ∈ F1

⇐⇒ a ∈ σ[F1].

Dakle, zaista je (σF ]1σ
−1)[ = σ[F1]. 1 Posebno:

F ] / G(L/K)⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))σF ]σ−1 = F ]

⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))(σF ]σ−1)[ = (F ])[

⇐⇒ (∀σ ∈ G(L/K))σ[F ] = F.

Mi treba da doka�emo da je u tom sluqaju F/K Galoaovo, tj. da je
K = FG(F/K). Dovoǉno je dokazati da je FG(F/K) ⊆ K poxto obratna
inkluzija trivijalno va�i. Pretpostavimo da a ∈ FG(F/K). To znaqi
da je π(a) = a za sve π ∈ G(F/K). Doka�imo da a ∈ LG(L/K). Znamo da
L/K jeste Galoaovo, pa je K = LG(L/K) i to �e nam zavrxiti dokaz.
Neka je σ ∈ G(L/K). Iz gorǌe analize znamo da σ svaki element
iz F slika u F , pa stoga indukuje automorfizam σ ∈ G(F/K). No,
a ∈ FG(F/K), pa je σ(a) = a. No, to zapravo pokazuje da je σ(a) = a.
Kako je ovo taqno za svako σ ∈ G(L/K), to a ∈ LG(L/K) = K i pokazali
smo da je raxireǌe F/K Galoaovo.

Doka�imo da va�i i obratna implikacija, tj. da iz qiǌenice da je
raxireǌe F/K Galoaovo sledi da je podgrupa F ] normalna. Videli
smo da se to svodi na dokaz qiǌenice da je za svako σ ∈ G ispuǌeno
σ[F ] = F . Zapravo je dovoǉno dokazati da je za svako σ ∈ G: σ[F ] ⊆ F .
Naime, onda va�i i σ−1[F ] ⊆ F , pa primenom σ na ovu inkluziju dobi-
jamo da je F ⊆ σ[F ]. Neka je α ∈ F proizvoǉno i µα ∈ K[X] minimalni
polinom ovog elementa. Tada je µα(σ(α)) = σ(µα(α)) = σ(0) = 0. No,
kako je raxireǌe F/K normalno, µα ∈ K[X] nerastavǉiv polinom, a
F sadr�i ǌegov koren α, onda F sadr�i i sve ostale ǌegove korene,
te σ(α) ∈ F .

Odredimo sada grupu G(F/K). Posmatrajmo homomorfizam

φ : G(L/K)→ G(F/K)

zadat sa φ(σ) = σ (koristimo gorǌu oznaku). Imamo da je

Kerφ = {σ ∈ G(L/K) : σ = idF } = {σ ∈ G(L/K) : (∀a ∈ F )σ(a) = a} = F ].

1Korisno je ovde primetiti da za svaku podgrupu Π va�i slede�a jednakost:`
σΠσ−1

´[
= σ

ˆ
Π[

˜
. Naime, Π = F ]

1 akko Π[ = F1.
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Na osnovu prve teoreme o izomorfizmu za grupe dobijamo da je

G(L/K)/F ] ∼= Imφ ≤ G(F/K).

No,

|G(L/K)/F ]| = |G(L/K|)
|F ]|

=
[L : K]
[L : F ]

=
[L : F ] · [F : K]

[L : F ]
= [F : K] = G(F/K),

pa je φ zapravo ,,na” i dobijamo tra�eni izomorfizam. 2

Prikaza�emo sada nexto drugaqije dokaze delova (2) i (posebno)
(3) prethodne teoreme, koji mogu koristiti qitaocima da boǉe sagledaju
ove va�ne rezultate.

Dokaz za (2). Pre svega, F ][ = LF
]

= LG(L/F ) = F , jer je raxireǌe
L/F Galoaovo kao xto smo pokazali u (1).

Imamo da je Π[] = G(L/Π[) = G(L/LΠ) ⊇ Π, te je |G(L/LΠ)| ≥ |Π|.
Znamo da je L = K(α) za neko α ∈ L i neka je Mα ∈ LΠ[X] minimalni
polinom za taj element, ali nad LΠ (naravno da je i LΠ(α) = L). Pos-
matrajmo kao i u prethodnom dokazu polinom q zadat za (19). Kao i
pre, poka�e se da je q ∈ LΠ[X] i da Mα | q te imamo da je

|G(L/LΠ)| L/L
Π je Galoaovo

============= [L : LΠ] = [LΠ(α) : LΠ] = degMα ≤ deg q = |Π|.

Dakle, dobili smo da je |Π[]| = |G(L/LΠ)| = |Π|, te je i Π[] = Π. 2

Vidimo da se ovaj dokaz neznatno razlikuje od prethodnog.

Dokaz za (3). Primetimo da grupa G dejstvuje na F : σ ·F := σ[F ]. Pri
ovom dejstvu skup F se ’raspada’ na disjunktnu uniju orbita. Podse-
timo se da su stabilizatori elemenata iz iste orbite konjugovane pod-
grupe. Zapravo, va�i jednakost: Σσ[F ] = σΣFσ−1, gde je sa ΣF oznaqen
stabilizator elementa (u naxem sluqaju poǉa) F . Primetimo da je
ΣF = {σ ∈ G : σ[F ] = F}, dok je G(L/F ) = {σ ∈ G : (∀x ∈ F )σ(x) = x}.
Dakle, jasno je da ovo nisu iste podgrupe, ali va�i da je G(L/F ) ⊆ ΣF ,
te je, za svako σ ∈ G: σG(L/F )σ−1 ⊆ σΣFσ−1 = Σσ[F ]. Poka�imo da je
zapravo za svako σ ∈ G:

σG(L/F )σ−1 = G(L/σ[F ]).

Dovoǉno je pokazati da je σG(L/F )σ−1 ⊆ G(L/σ[F ]) poxto onda druga
inkluzija sledi iz odgovaraju�e inkluzije za σ−1.

Neka je τ ∈ G(L/F ) i α ∈ F , a σ ∈ G proizvoǉno. Tada je

(στσ−1)(σ(α)) = σ(τ(σ−1(σ(α)))) = σ(τ(α))
τ∈G(L/F ),α∈F
========= σ(α).

Dakle, στσ−1 ∈ G(L/σ[F ]).
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Posmatrajmo sada poǉa qije su orbite jednoqlane. To su F ∈ F za
koje va�i da je za svako σ ∈ G: σ[F ] = F . No, na osnovu dokazanog tada
za svako σ ∈ G imamo da je σG(L/F )σ−1 = G(L/σ[F ]) = G(L/F ), dakle za
svako takvo poǉe F podgrupa G(L/F ) jeste normalna. Zapravo, lako je
videti da iz qiǌenice da je G(L/F ) normalna sledi da je i σ[F ] = F
za svako σ ∈ G. Naime, kako je G(L/F ) normalna, prema prethodnom je
G(L/F ) = G(L/σ[F ]) za svako σ ∈ G. No, tada je i

F
L/F je normalno
============= FG(L/F ) = FG(L/σ[F ]) L/σ[F ] je normalno

=============== σ[F ].

No, poka�imo da uslov da je σ[F ] = F za svako σ ∈ G zapravo znaqi
da je raxireǌe F/K Galoaovo. Naime, ako α ∈ FG(F/K), posmatrajmo
σ ∈ G. Kako je σ[F ] = F , to σ indukuje automorfizam σ ∈ G(F/K),
redukovaǌem i domena i kodomena od σ na F . Kako je tada σ(α) = σ(α) =
α, zakǉuqujemo da α ∈ LG(L/K) = K. Tako�e, ako je F/K Galoaovo,
posmatrajmo σ ∈ G(L/K). Ako je α ∈ F i µα ∈ K[X] ǌegov minimalan
polinom, onda je σ(α) neka nula tog polinoma, ali, poxto je raxireǌe
F/K normalno, znamo da su sve nule nerastavǉivog µα tako�e u F , pa
i σ(α) ∈ F , te je σ[F ] ⊆ F .

Dakle, pokazali smo da va�i: G(L/F ) je normalna akko za sve σ ∈
G je σ[F ] = F akko je F/K Galoaovo raxireǌe. Odre�ivaǌe grupe
G(F/K) je ura�eno u prethodnom dokazu za (3). 2

Pridru�ivaǌe me�upoǉa i podgrupa o kojoj govori prethodna teo-
rema zove se Galoaovo pridru�ivaǌe (korespondencija).

5.2 Jedna primena
Tvr�eǌe koje ka�e da je poǉe C algebarski zatvoreno, tj. da svaki
polinom iz C[X] ima nulu u C poznato je kao Osnovna teorema alge-
bre. No, ono nije u potpunosti algebarska teorema poxto konstruk-
cija poǉa R nije algebarska. Stoga i bilo koji dokaz ove teoreme
mora ukǉuqiti neku neprekidnost. Trebalo bi da nam je dobro poz-
nata qiǌenica, koja se svakako mo�e dokazati u okviru kursa Analize
1, da svaki polinom iz R[X] neparnog stepena ima realnu nulu. Osim
ove qiǌenice, znaǌe iz sredǌe xkole nam pokazuje da svaki polinom
drugog stepena iz C[X] ima nulu u C.2

Teorema 36 (Osnovna teorema algebre) Poǉe C je algebarski zatvoreno.

Dokaz. Neka je f ∈ C[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe. Neka je L nor-
malno zatvoreǌe raxireǌa Kf/R. Tada je raxireǌe L/R Galoaovo
raxireǌe kao normalno raxireǌe nad poǉem karakteristike 0. Na-
ravno, znamo da je i raxireǌe L/C Galoaovo.

2Ovo posebno znaqi da C nema raxireǌe stepena 2 — ne postoji nerastavǉiv
polinom nad C stepena 2.
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�elimo da doka�emo da je Kf = C, a dokaza�emo da je zapravo
L = C. Pretpostavimo da je [L : C] = 2r(2m + 1), gde je r ≥ 0 i m ≥ 0.
Kako je [C : R] = 2, to je [L : R] = 2r+1(2m+ 1) i |G(L/R)| = 2r+1(2m+ 1).

Pretpostavimo da je m > 0. Neka je Π Silovǉeva 2-podgrupa
ove grupe. Na osnovu (17), imamo da je [L : Π[] = |Π| = 2r+1, te je
[Π[ : R] = 2m + 1. Kako je raxireǌe Π[/R separabilno kao konaqno
raxireǌe poǉa karakteristike 0, to je Π[ = R(α). Ako je µα ∈ R[X]
minimalni polinom ovog elementa, onda je to nerastavǉiv polinom iz
R[X] stepena 2m + 1, xto nije mogu�e, jer znamo da svaki polinom iz
R[X] neparnog stepena ima nulu u R. Stoga zakǉuqujemo da je m = 0 i
[L : R] = 2r+1, tj. [L : C] = 2r.

Doka�imo sada da mora biti r = 0. Ukoliko je r = 1, raxireǌe
[L : C] bi bilo stepena 2, a zakǉuqili smo da C nema raxireǌe stepena
2. Ukoliko je, pak, r > 1, onda G(L/C) sadr�i podgrupu Π1 reda 2r−1 i,
kao i gore, dobijamo da je [Π[

1 : C] = 2 i opet dobijamo kontradikciju.
Zakǉuqujemo da mora biti r = 0, te je zaista L = C. 2

6 Neki primeri
Primer 37 Neka je f = X4 − 2 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Pre svega, jasno je da je raxireǌe Kf/Q Galoaovo poxto je Kf koren-
sko poǉe polinoma nad poǉem karakteristike 0. S obzirom da su svi
qetvrti koreni iz 2:

x1 = 4
√

2, x2 = i
4
√

2(= ix1), x3 = − 4
√

2(= −x1), x4 = −i 4
√

2(= −x2),

to je Kf = Q(x1, x2, x3, x4) = Q( 4
√

2, i). Poxto i 6∈ Q( 4
√

2) i poxto je
polinom X4−2 nerastavǉiv nad Q po Ajzenxtajnovom kriterijumu, to
je

[Kf : Q] = [Kf : Q( 4
√

2)] · [Q( 4
√

2) : Q] = 2 · 4 = 8.

Potrebno je da odredimo grupu G = G(Kf/Q) reda 8. Znamo da je ona
izomorfna nekoj od slede�ih grupa:

Z8, Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8.

Prirodno je posmatrati automorfizme σ, π ∈ G(Kf/Q) zadate sa:

σ(i) = −i, σ( 4
√

2) = 4
√

2 i π(i) = i, π( 4
√

2) = i
4
√

2.

Jasno je da je σ2 = idKf . S druge strane,

π2( 4
√

2) = π(i 4
√

2) = π(i)π( 4
√

2) = i · i 4
√

2 = − 4
√

2,

π3( 4
√

2) = π(− 4
√

2) = −π 4
√

2 = −i 4
√

2,
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π4( 4
√

2) = π(−i 4
√

2) = −π(i)π( 4
√

2) = −i · i 4
√

2 = 4
√

2.

Dakle, π je reda 4. Uporedimo σπ i π3σ:

i
π7−→ i

σ7−→ −i, 4
√

2 π7−→ i
4
√

2 σ7−→ −i 4
√

2,

i
σ7−→ −i π3

7−→ −i, 4
√

2 σ7−→ 4
√

2 π3

7−→ −i 4
√

2.

Dakle, σπ = π3σ i mo�emo da zakǉuqimo da je u pitaǌu dijedarska
grupa sa generatorima σ i π. Mre�a podgrupa grupe G:

G

〈σ, σπ2〉 〈π〉 〈σπ, σπ3〉

〈σ〉 〈σπ2〉 〈π2〉 〈σπ〉 〈σπ3〉

{idKf }
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Odgovaraju�a mre�a potpoǉa je data sa:

G[ = Q

〈σ, σπ2〉[ 〈π〉[ 〈σπ, σπ3〉[

〈σ〉[ 〈σπ2〉[ 〈π2〉[ 〈σπ〉[ 〈σπ3〉[

{idKf }[ = Kf

���������

PPPPPPPPP

l
l

l
l
l

l
l
ll

,
,
,
,
,
,
,
,,

e
e
e

�
�
�

e
e
e

%
%
%

��
���

���
���

�

�
��

�
��

H
HH

H
HH

XX
XXX

XXX
XXX

X

29



Potrebno je samo jox identifikovati ova potpoǉa. Na osnovu (17)
imamo da je [Π[ : Q] = [G : Π]. Dakle, imamo tri raxireǌa od Q
stepena 2. Na primer,

a ∈ 〈π〉[ ⇐⇒ π(a) = a.

No, fiksan element za π je i, a kako je ovo raxireǌe stepena 2, dobi-
jamo da je

〈π〉[ = Q(i).

Jasno je i da
√

2 =
(

4
√

2
)2 ∈ Kf . Kako je σ( 4

√
2) = 4

√
2, to je i σ(

√
2) =

√
2.

Kako je π2( 4
√

2) = − 4
√

2, to je π2(
√

2) =
√

2, te
√

2 ∈ 〈σ, σπ2〉[, a kako je
ovo raxireǌe stepena 2 nad Q imamo da je

〈σ, σπ2〉[ = Q(
√

2).

Nije texko na�i ni 〈σ〉[. To je raxireǌe od Q stepena 4, a znamo
da je σ( 4

√
2) = 4

√
2. Stoga je

〈σ〉[ = Q( 4
√

2).

Slo�eniji je problem na�i fiksne taqke za, na primer, σπ. Prove-
rimo gde se slikaju koreni naxeg polinoma f .

σ π σπ π2 σπ2 π3 σπ3

x1 x1 x2 x4 x3 x3 x4 x2

x2 x4 x3 x3 x4 x2 x1 x1

x3 x3 x4 x2 x1 x1 x2 x4

x4 x2 x1 x1 x2 x4 x3 x3

Vidimo da σπ permutuje x1 i x4, te je (σπ)(x1 + x4) = x1 + x4. No
x1 + x4 = (1 − i) 4

√
2 ∈ 〈σπ〉[, te je Q((1 − i) 4

√
2) ⊆ 〈σπ〉[. Jasno je da ovaj

element ne zadovoǉava nijednu kvadratnu jednaqinu nad Q (uverite se
u to), te je [Q((1− i) 4

√
2)) : Q] = 4, te je

〈σπ〉[ = Q((1− i) 4
√

2)).

Iz tablice se vidi da σπ3 permutuje x1 i x2 te je x1 + x2 ∈ 〈σπ3〉[.
Kako je x1 + x2 = (1 + i)( 4

√
2), to kao u prethodnom dobijamo da je

〈σπ3〉[ = Q((1 + i) 4
√

2).

Drugi naqin da do�emo do ovog rezultata je da primetimo da je

π〈σπ〉π−1 = 〈πσ〉 = 〈σπ3〉,

pa je na osnovu 1 〈σπ3〉[ = π
[
Q((1− i) 4

√
2)
]

= Q((1− i)i 4
√

2) = Q((1+ i) 4
√

2).
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Kako je π2( 4
√

2) = − 4
√

2, to je π2(
√

2) =
√

2. Uzimaju�i u obzir da je
π(i) = i, dobijamo da je i,

√
2 ∈ 〈π2〉[. Kao i ranije, uzimaju�i u obzir

stepen raxireǌa, dobijamo da je

〈π2〉[ = Q(i,
√

2)(= Q(i+
√

2)).

Iz gorǌe tablice vidimo da x2 ∈ 〈σπ2〉[, te je Q(x2) ⊆ 〈σπ2〉[, a kako
je [Q(x2) : Q] = 4, vidimo da ovde va�i jednakost:

〈σπ2〉[ = Q(x2) = Q(i 4
√

2).

I ovde se rezultat mogao dobiti primenom qiǌenice da je π〈σ〉π−1 =
〈σπ2〉 iz koje sledi da je 〈σπ2〉[ = π

[
Q( 4
√

2)
]

= Q(i 4
√

2).

Ostalo je jox da odredimo 〈σπ, σπ3〉[. No, to je poǉe raxireǌe
stepena 2 poǉa Q i sadr�ano je u poǉu Q

(
(1 + i) 4

√
2
)
. U tom poǉu se

nalazi i element ((1 + i) 4
√

2)2 = 2i
√

2. No, nije texko proveriti da je
i
√

2 ∈ 〈σπ, σπ3〉[ te dobijamo da je

〈σπ, σπ3〉[ = Q(i
√

2).

Primetimo da ovaj element pripada i raxireǌu Q
(
(1− i) 4

√
2
)
. Konaqno

imamo mre�u potpoǉa.

Q

Q(
√

2) Q(i) Q(i
√

2)

Q( 4
√

2) Q(i 4
√

2) Q(i+
√

2) Q((1− i) 4
√

2) Q((1 + i) 4
√

2)

Q(i, 4
√

2)
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Primer 38 Neka je f = X7 − 1 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Jasno je da su koreni ovog polinoma svi sedmi koreni iz jedinice i
da su svi generisani korenom ζ = cos 2π

7 + i sin 2π
7 . Dakle, Kf = Q(ζ).
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Kao xto znamo od pre, minimalni polinom za ζ nad Q je polinom µζ =
X6 + · · ·+X + 1, te je [Kf : Q] = 6. Za odre�ivaǌe grupe G = G(Kf/Q),
reda 6, primetimo da je svaki element iz G potpuno odre�en vrednox-
�u u ζ. Neka je σs ∈ G zadato sa σs(ζ) = ζs, za 1 ≤ s ≤ 6. Proverimo
kompoziciju ova dva automorfizma:

(σr ◦σs)(ζ) = σr(σs(ζ)) = σr(ζs) = (σr(ζ))s = (ζr)s = ζrs = ζr·7s = σr·7s(ζ).

Pretposledǌa jednakost va�i zato xto je ζ7 = 1. Dakle, mo�emo da
konstatujemo da je sa φ(r) = σr zadat jedan izomorfizam φ : U(Z7)→ G.
Stoga je grupa G cikliqna. Kako je U(Z7) = 〈3〉, to je G = 〈σ3〉. ǋene
jedine prave podgrupe su 〈σ3

3〉, koja je reda 2 i 〈σ2
3〉, koja je reda 3.

Imamo da je σ3
3 = σ3·73·73 = σ6 i σ2

3 = σ3·73 = σ2.

Odredimo najpre 〈σ2〉[. Kako je ova grupa reda 3, znamo da je
raxireǌe 〈σ2〉[/Q stepena 2. Element α = a+ bζ + cζ2 + dζ3 + eζ4 + fζ5

pripada ovom potpoǉu akko je σ2(α) = α. No,

σ2(α) = a+ bζ2 + cζ4 + dζ8 + eζ + fζ10

= a+ bζ2 + cζ4 + d(−1− ζ − ζ2 − ζ3 − ζ4 − ζ5) + eζ + fζ3

= a− d+ (e− d)ζ + (b− d)ζ2 + (f − d)ζ3 + (c− d)ζ4 − dζ5.

Stoga nam jednakost σ2(α) = α daje:

a = a− d, b = e− d, c = b− d, d = f − d, e = c− d, f = −d.

Dakle, d = f = 0, b = c = e, pa proizvoǉni element iz 〈σ2〉[ oblika
a + b(ζ + ζ2 + ζ4), tj. 〈σ2〉[ = Q(ζ + ζ2 + ζ4). Element γ = ζ + ζ2 + ζ4

zadovoǉava neku jednaqinu stepena 2. Odredimo koja je to jednaqina.

γ2 = (ζ + ζ2 + ζ4)2 = ζ2 + ζ4 + ζ8 + 2ζ3 + 2ζ5 + 2ζ6

= ζ2+ζ4+ζ+2ζ3+2ζ5+2(−1−ζ−ζ2−ζ3−ζ4−ζ5) = −2−ζ−ζ2−ζ4 = −2−γ.

Dakle, γ2 + γ + 2 = 0. Stoga je γ ∈
{
−1±

√
−7

2

}
. U svakom sluqaju

dobijamo da je Q(γ) = Q(
√
−7).

Xto se tiqe poǉa 〈σ6〉[, to mo�emo lakxe odrediti. Naime, σ6(ζ) =
ζ6 = ζ−1 = ζ̄. Stoga je σ6(ζ + ζ̄ = ζ + ζ̄, te Q(ζ + ζ̄) ⊆ 〈σ6〉[. No, pri raz-
matraǌu problema konstruktibilnosti pravilnog sedmougla, videli
smo da je ovaj element koren jednog nerastavǉivog polinoma stepena
3, te je zapravo 〈σ6〉[ = Q(ζ + ζ̄). Primetimo da je ζ + ζ̄ = 2 cos 2π

7 , te je
〈σ6〉[ = Q(cos 2π

7 ). Mre�a potpoǉa je predstavǉena slede�om slikom.
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Primer 39 Neka je f = X5 − 2 ∈ Q[X] i Kf ǌegovo korensko poǉe.
Odrediti Galoaovu korespondenciju za raxireǌe Kf/Q.

Jasno je da je ovaj primer slo�eniji od prethodna dva. Zapravo je neka
vrsta kombinacije prethodna dva primera. Polinom f je nerastavǉiv
nad Q i ǌegovi koreni su svi peti koreni iz 2, a oni su oblika ζk 5

√
2,

za 0 ≤ k ≤ 4, gde je ζ = cos 2π
5 + i sin 2π

5 . Stoga je Kf = Q(ζ, 5
√

2). No,
kako je X5−2 nerastavǉiv polinom, to je [Q( 5

√
2) : Q] = 5, a tako�e je i

µζ = X4 +X3 +X2 +X+1 nerastavǉiv nad Q, te je [Q(ζ) : Q] = 4. Dakle,
5 | [Kf : Q], kao i 4 | [Kf : Q, a [Kf : Q] ≤ 5 · 4 = 20. Stoga je [Kf : Q] = 20
i G = G(Kf/Q) je grupa reda 20. Ako sa s5, odnosno s2 oznaqimo broj
Silovǉevih 5-podgrupa, odnosno Silovǉevih 2-podgrupa, onda imamo
da s5 | 4 i s5 ≡ 1(mod 5), te mora biti s5 = 1, te je podgrupa reda
5 normalna. U grupi G prirodno se istiqu elementi σ i τ qije je
dejstvo na generatorima zadato kratkom tablicom:

σ τ
ζ ζ ζ2

5
√

2 ζ 5
√

2 5
√

2

Lako je proveriti da je σk( 5
√

2) = ζk 5
√

2 te zakǉuqujemo da je N = 〈σ〉 ta
normalna podgrupa reda 5. S druge strane je τk(ζ) = ζ2k i dobijamo da
je τ element reda 4 u grupi G, te je i Silovǉeva 2-podgrupa cikliqna.
Neka je H = 〈τ〉 tu cikliqnu podgrupu. Kako je N ∩ H trivijalna
podgrupa, to je G = NH.

Znamo da je N normalna. Da bismo kompletirali razumevaǌe grupe
G odredimo koliko je τστ−1. Primetimo da je τ−1 = τ3.

ζ
τ−1

7−→ ζ23
= ζ3 σ7−→ ζ3 τ7−→ (ζ2)3 = ζ,

5
√

2 τ−1

7−→ 5
√

2 σ7−→ ζ
5
√

2 τ7−→ ζ2 5
√

2.
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No, kako je σ2(ζ) = ζ i σ2( 5
√

2) = ζ2 5
√

2 zakǉuqujemo da je τστ−1 = σ2.
Dakle, grupa G svakako nije komutativna, a odatle odmah zakǉuqujemo
da podgrupa H nije normalna. No, sve Silovǉeve 2-podgrupe su med-
jusobno koǌugovane, te zakǉuqujemo da su sve podgrupe reda 4 oblika
σkHσ−k za 0 ≤ k ≤ 4. Naime, sve su ove podgrupe razliqite – u suprot-
nom bi neki netrivijalan stepen od σ bio u normalizatoru podgrupe
H, a kako je red od σ prost broj, dobili bismo da je H normalna, xto
nije. Odredimo zapravo ove grupe tako xto �emo na�i σkτσ−k.

Primetimo da je σ−1 = σ4. Iz τστ−1 = σ2, dobijamo da je

τσ = σ2τ. (21)

Iz (21) indukcijom se lako pokazuje da je

τσk = σ2kτ. (22)

Stoga je στσ−1 = στσ4 = σσ8τ = σ4τ . Tada je

σ2τσ−2 = σ(στσ−1)σ−1 = σ(σ4τ)σ−1 = σ5τσ4 = σ5σ8τ = σ3τ ;

σ3τσ−3 = σ(σ2τσ−2)σ−1 = σ(σ3τ)σ4 = σ4σ8τ = σ2τ ;

σ4τσ−4 = σ(σ3τσ−3)σ−1 = σ(σ2τ)σ4 = σ3σ8τ = στ.

Dakle, podgrupe reda 5 su: 〈σkτ〉 za 0 ≤ k ≤ 4.

Znamo da je svaka grupa reda 2 sadr�ana u nekoj Silovǉevoj 2-
podgrupi. No, kako su one sve cikliqne, i imaju taqno po jednu pod-
grupu reda 2, to imamo najvixe 5 podgrupa reda 2. Pitaǌe je da li
se podgrupe reda 4 netrivijalno seku. U grupi H podgrupa reda 2
generisana je elementom τ2. Odredimo koliko je σkτ2σ−k.

στ2σ−1 = (στσ−1)2 = (σ4τ)2 = σ4τσ4τ = σ4σ8ττ = σ2τ2;

σ2τ2σ−2 = (σ2τσ−2)2 = (σ3τ)2 = σ3τσ3τ = σ3σ6ττ = σ4τ2;

σ3τ2σ−3 = (σ3τσ−3)2 = (σ2τ)2 = σ2τσ2τ = σ2σ4ττ = στ2;

σ4τ2σ−4 = (σ4τσ−4)2 = (στ)2 = στστ = σσ2ττ = σ3τ2;

Dakle, elementi σkτ2, za 0 ≤ k ≤ 4 su generatori grupa reda 2.

Ostaje da proverimo ima li grupa reda 10. S obzirom da je N nor-
malna podgrupa, onda je N = N ·〈τ2〉 ≤ G reda 10 i ona je normalna, jer
je indeksa 2. No, to je ujedno i jedina podgrupa reda 10. Naime, ova
podgrupa sadr�e sve elemente reda 2: svi elementi reda 2 su oblika
σkτ2σ−k i kako je ta podgrupa normalna i sadr�i τ2, ona sadr�i i sve
ove elemente.

Dakle, imamo jednu podgrupu reda 5 koja je normalna, 5 podgrupa
reda 4 koje su sve me�usobno konjugovane, 5 podgrupa reda 2, koje su
tako�e sve me�usobno konjugovane i jednu podgrupu reda 10.
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Odredimo sada odgovaraju�a poǉa. Pre svega, jasno je da je N [ =
〈σ〉[ = Q(ζ), poxto je [〈σ〉[ : Q] = [G : N ] = 4, a σ(ζ) = ζ. Kako je[
N
[

: Q
]

=
[
G : N

]
= 2, potrebno nam je kvadratno raxireǌe od Q. No,

N = 〈σ, τ2〉, pa je ovo raxireǌe sadr�ano u 〈σ〉[ = Q(ζ). Sada mo�emo
da se prisetimo xta smo radili ranije u sluqaju sedmog korena iz
jedinice. Ovo ζ zadovoǉava jednaqinu

ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0,

xto posle deǉeǌa sa ζ2 daje:

ζ2 + ζ + 1 +
1
ζ

+
1
ζ2

= 0. (23)

Neka je ξ = ζ + 1
ζ = ζ + ζ4. Primetimo da je

τ2(ξ) = τ2(ζ + ζ4) = τ(τ(ζ)) + (τ(τ(ζ)))4 = τ(ζ2) + (τ(ζ2))4 = ζ4 + ζ16 = ξ.

Dakle, ξ ∈ N [
. No, iz (23) dobijamo da je

ξ2 + ξ − 1 = 0.

Odavde je ξ ∈ {−1±
√

5
2 }. Dakle, N

[
= Q(ξ) = Q(

√
5).
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Kako je τ( 5
√

2) = 5
√

2 i [〈τ〉[ : Q] = [G : 〈τ〉] = 5, to je 〈τ〉[ = Q( 5
√

2).
Sada mo�emo da odredimo i ostala poǉa oblika 〈σkτ〉[, koriste�i 1:

〈στ〉[ = (σ4〈τ〉σ−4)[ = σ4[Q( 5
√

2)] = Q(ζ4 5
√

2);

〈σ2τ〉[ = (σ3〈τ〉σ−3)[ = σ3[Q( 5
√

2)] = Q(ζ3 5
√

2);

〈σ3τ〉[ = (σ2〈τ〉σ−1)[ = σ2[Q( 5
√

2)] = Q(ζ2 5
√

2);

〈σ4τ〉[ = (σ〈τ〉σ−1)[ = σ[Q( 5
√

2)] = Q(ζ 5
√

2).

Ve� smo videli da
√

5 ∈ 〈τ2〉[. Kako je i τ( 5
√

2) = 5
√

2, uzimaju�i u
obzir i stepen raxireǌa, dobijamo da je 〈τ2〉[ = Q( 5

√
2,
√

5). Tada je

〈σ2τ2〉[ = σ[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ 5
√

2,
√

5);

〈σ4τ2〉[ = σ2[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ2 5
√

2,
√

5);

〈στ2〉[ = σ3[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ3 5
√

2,
√

5);

〈σ3τ2〉[ = σ4[Q( 5
√

2,
√

5)] = Q(ζ4 5
√

2,
√

5).
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♣
Qitaoci bi za ve�bu mogli da provere koja su od ovih raxireǌa

normalna.

7 Korensko poǉe separabilnog polinoma
Slede�u lemu navodimo bez dokaza.
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Lema 40 (Artinova lema) Neka je G konaqna grupa automorfizama poǉa
L. Tada je [L : LG] ≤ |G|.

Stav 41 Neka je K poǉe, f ∈ K[X] separabilan polinom i L ǌegovo koren-
sko poǉe. Tada je raxireǌe L/K Galoaovo.

Dokaz. Naravno, raxireǌe L/K je konaqno. Neka je G = G(L/K).
Treba dokazati da je LG = K. Neka je K ′ = LG. Poǉe L je korensko
poǉe za f i kada se f posmatra kao polinom iz K ′[X]. Kako je f
separabilan polinom, sve ǌegove nule u L su razliqite i on tu ima
n = deg f nula: L = K(α1, . . . , αn). Poka�imo najpre da je [L : K] =
|G(L/K)|. Na potpuno analogan naqin se dokazuje da je [L : K ′] =
|G(L/K ′)|.

Neka je µα1 ∈ K[X] minimalni polinom elementa α1. Kako je f(α1) =
0, to µα1 | f , te je i polinom µα1 separabilan. K-homomorfizama iz
K(α1) u L ima koliko i nula ǌegovog minimalnog polinoma µα1 u L.
No, s obzirom da se i µα1 cepa na linearne faktore u L[X], tih ho-
momorfizama ima degµα1 = [K(α1) : K]. Posmatrajmo sada element
α2 i ǌegov minimalan polinom µα2 ∈ K(α1)[X]. I µα2 | f . Stoga
dobijamo da je broj proxireǌa K-homomorfizma iz K(α1) u L do K-
homomorfizama iz K(α1, α2) u L jednak degµα2 = [K(α1, α2) : K(α1)].
Kao posledicu dobijamo da je broj K-homomorfizama iz K(α1, α2) u L
jednak [K(α1) : K]·[K(α1, α2) : K(α1)] = [K(α1, α2) : K]. Ponavǉaǌem pos-
tupka konaqno dobijamo da je broj K-homomorfizama L = K(α1, . . . , αn)
u L jednak [L : K]. No, kako je raxireǌe L/K konaqno, ovi K-homomor-
fizmi nisu samo ,,1–1”, nego su i ,,na”, te je |G(L/K)| = [L : K].

Primetimo da je G ≤ G(L/K ′). Ovo je tautoloxka qiǌenica: K ′

zapravo qine oni elementi u L koji su fiksirani elementima iz G, te
je svakako svaki K-automorfizam od L (dakle, element iz G) tako�e i
K ′-automorfizam od L.

Imamo slede�i niz nejednakosti:

[L : K ′] = [L : LG] ≤ |G| ≤ |G(L/K ′)| = [L : K ′].

Prva nejednakost sledi iz Artinove leme. Dakle, [L : K ′] = |G| = [L :
K], a kako je K ⊆ K ′ ⊆ L i sve su ovo konaqna raxireǌa, dobijamo da
je K ′ = K, xto je i tra�eno. 2

7.1 Diskriminanta
Neka je f ∈ K[X] moniqan separabilan polinom i Kf ǌegovo korensko
poǉe. Sada znamo da je Kf/K Galoaovo raxireǌe. Ako je deg f = n,
poxto je to separabilan polinom, on ima n razliqitih nula (korena) u
Kf . Neka su to α1, . . . , αn. Ako je G = G(Kf/K) odgovaraju�a Galoava
grupa, zva�emo je i Galoaovom grupom tog polinoma. Kao i ranije,
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mo�emo da konstatujemo da za sve σ ∈ G i sve αi: σ(αi) ∈ {α1, . . . , αn}.
Zapravo σ permutuje ove korene i imamo definisan prirodan monomor-
fizam iz Φ: G→ Sn (svaki σ je potpuno odre�en vrednostima koje uzi-
ma u tim korenima). Neka je σ̃ = Φ(σ), a Im Φ = Gf ≤ Sn. Prirodno je
zapitati se kada je, na primer, Gf ⊆ An. U tu svrhu, definiximo dva
elementa iz Kf :

∆(f) :=
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj), D(f) := ∆(f)2 =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)2.

D(f) je diskriminanta polinoma f i mo�e se definisati i kada nisu
svi koreni razliqiti. U svakom sluqaju je D(f) 6= 0 akko je polinom
f separabilan.

Stav 42 Neka je f ∈ K[X] separabilan polinom. Koristimo uvedene oznake.
Tada je

a) σ(∆(f)) = sgn(σ̃)∆(f);

b) σ(D(f)) = D(f). Posebno, D(f) ∈ K.

Dokaz. Zapravo, dokaz za a) je izvo�en pri definisaǌu determi-
nante, ili pri izvo�eǌu prvih posledica. A dokaz za b) je jednostavna
posledica rezultata pod a). 2

Posledica 43 Ako je charK 6= 2, onda je

{σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ = K(∆(f)).

Posebno: Gf ⊆ An akko ∆(f) ∈ K akko D(f) je kvadrat u K.

Dokaz. Primetimo da je {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An} = Φ−1[An]. Kako
je [Sn : An] = 2, to je [G : Φ−1[An]] ≤ 2. Na osnovu prethodnog stava
σ(∆(f)) = ∆(f) akko σ̃ ∈ An. Dakle,

∆(f) ∈ {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ =
(
Φ−1[An]

)[
,

te je K(∆(f)) ⊆ {σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[. No,

[{σ ∈ G(Kf/K) : σ̃ ∈ An}[ : K] = [G : Φ−1[An]] ≤ 2.

No, kako je [K(∆(f)) : K] ≤ 2, mo�emo da zakǉuqimo da je {σ ∈ G(Kf/K) :
σ̃ ∈ An}[ = K[∆(f)]. Naime, ∆(f) ∈ K akko Gf ⊆ An akko Φ−1[An] = G.
Ostalo je da se podsetimo da je D(f) = ∆(f)2. 2

Primer 44 Ako je f = X2 + bX + c odrediti D(f).

Ako je f = (X − α1)(X − α2), onda je c = α1α2, a b = −(α1 + α2). Tada
D(f) = (α1 − α2)2 = α2

1 − 2α1α2 + α2
2 = (α1 + α2)2 − 4α1α2 = b2 − 4ac. ♣
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Primer 45 Ako je f = X3 + bX + c, odrediti D(f).

Ako je f = (X − α1)(X − α2)(X − α3), onda je

α1 + α2 + α3 = 0, α1α2 + α1α3 + α2α3 = b, α1α2α3 = −c.

Dakle, α3 = −α1 − α2. Stoga je

b = α1α2 − α1(α1 + α2)− α2(α1 + α2) = −(α2
1 + α1α2 + α2

2).

Analogno dobijamo da je i

α2
1 + α1α3 + α2

3 = −b, α2
2 + α2α3 + α2

3 = −b.

Sada raqunamo:

D(f) = (α1 − α2)2(α1 − α3)2(α2 − α3)2

= (α2
1 − 2α1α2 + α2

2)(α2
1 − 2α1α3 + α2

3)(α2
2 − 2α2α3 + α2

3)
= (−b− 3α1α2)(−b− 3α2α3)(−b− 3α1α2)

= −b3 − 3b2(α1α2 + α1α3 + α2α3︸ ︷︷ ︸
=b

)− 3bα1α2α3(α1 + α2 + α3︸ ︷︷ ︸
=0

)− 27(α1α2α3︸ ︷︷ ︸
=−c

)2

= −4b3 − 27c2. ♣

8 Galoava grupa polinoma kao
grupa permutacija korena

Ako grupa G dejstvuje na skupu X i ako je x ∈ X, onda postoji bijekcija
izme�u levog koset prostora G/Σx i orbite Ω(x). Za dejstvo ka�emo
da je tranzitivno ako postoji samo jedna orbita pri ovom dejstvu,
tj. ako je za svaki x ∈ X: Ω(x) = X. Tada za svako x ∈ X postoji
bijekcija izme�u G/Σx i X.

U sluqaju da imamo polinom f ∈ K[X], grupa G(Kf/K) dejstvuje na
skupu svih korena {α1, . . . , αn}, a grupa Gf na skupu {1, . . . , n} (koris-
timo oznake od pre).

Stav 46 Neka je f ∈ K[X] separabilan polinom. Tada je on nerastavǉiv
akko G(Kf/K) tranzitivno dejstvuje na skupu korena {α1, . . . , αn}.

Dokaz. =⇒ . Neka je deg(f) = n i α, β ∈ {α1, . . . , αn}. Kako je f neras-
tavǉiv, to je on minimalni polinom i za α i za β, pa postoji K-
izomorfizam σ : K(α) ∼= K(β), takav da je σ(α) = β. Naravno da σ
mo�emo da proxirimo do σ̃ ∈ G(Kf/K) kao i ranije (svakako nije
jedinstveno proxireǌe!). Dakle, dejstvo G(Kf/K) jeste tranzitivno:
za svaka dva α, β postoji σ̃ tako da je σ̃(α) = β.
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⇐= . Neka je g nerastavǉiv faktor od f u K[X], α, β ∈ Kf takvi da je
g(α) = 0, f(β) = 0. Kako je f = g · h za neko h, svakako je i f(α) = 0. Po
pretpostavci o tranzitivnosti dejstva, postoji σ ∈ G(Kf/K) tako da
je σ(α) = β. Poxto je g ∈ K[X], to je

g(β) = g(σ(α)) = σ(g(α)) = σ(0) = 0.

Dakle, β je i koren od g. Tako dobijamo da je svaki koren od f ujedno
i koren od g. Kako je f separabilan polinom i g ǌegov nerastavǉiv
faktor, ovo je mogu�e samo ako je f = g, pa zakǉuqujemo da je f neras-
tavǉiv. 2

Dakle, ako je f separabilan i nerastavǉiv polinom stepena n i α
neki koren polinoma f u Kf , va�i slede�e:

[K(α) : K)]︸ ︷︷ ︸
=n

| [Kf : K]︸ ︷︷ ︸
=|G(Kf/K)|=|Gf |

.

Dobijamo da je Gf tranzitivna grupa permutacija skupa {1, . . . , n} qiji
je red deǉiv sa n.

Pitaǌe. Da li red svake tranzitivne grupe permutacija skupa {1, . . . , n}
mora biti deǉiv sa n?

8.1 Polinomi stepena 3
Neka je f ∈ K[X] nerastavǉiv polinom stepena 3. Ovaj polinom nije
separabilan akko je charK = 3 i f = X3 − a za neko a ∈ K koje nije
tre�i stepen nekog elementa iz K. U sluqaju da polinom jeste sepa-
rabilan, grupa Gf ≤ S3 tranzitivno dejstvuje na {1, 2, 3} (kratko: Gf
je tranzitivna podgrupa od S3) i 3 | |Gf |. Dakle, jedine mogu�nosti
za Gf su A3 i S3, pri qemu znamo da je Gf = A3 akko je D(f) potpun
kvadrat u K.

Primer 47 Neka je f = X3 − 3X + 1 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

Jasno je da je f nerastavǉiv poxto je f(1) = f(−1) = 1 6= 0. Izraqu-
najmo diskriminantu: D(f) = −4(−3)3 − 27(1)2 = 81 = 92. Sledi da je
Gf = A3

∼= C3. ♣

Primer 48 Neka je f = X3 + 3X + 1 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

I ovaj polinom je nerastavǉiv, a D(f) = −135. Kako D(f) nije potpun
kvadrat u Q zakǉuqujemo da je Gf = S3. ♣
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8.2 Polinomi stepena 4
Neka je f separabilan polinom stepena 4. Tada je Gf ≤ S4. Sa V oz-
naqimo (Klajnovu) podgrupu: V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Ona
je normalna podgrupa od S4, te je Gf ∩ V / Gf . Neka su koreni od f :
α1, α2, α3, α4. Tada je u Kf [X]: f = (X − α1)(X − α2)(X − α3)(X − α4).
Posmatrajmo elemente α, β, γ ∈ Kf zadate sa:

α = α1α2 + α3α4, β = α1α3 + α2α4, γ = α1α4 + α2α3.

Jasno je da podgrupa V motivixe razmatraǌe ovih elemenata. Ovi
su elementi razliqiti. Na primer: α − β = (α1 − α4)(α2 − α3) 6= 0.
Kako je S4

∼= S{α1,α2,α3,α4} mo�emo smatrati da S4 dejstvuje na skupu
svih korena, a time i na skupu {α, β, γ}. Primetimo da je to dejstvo
tranzitivno:

(13) · α = α3α2 + α1α4 = γ, (14) · α = α4α2 + α3α1 = β.

Zbog toga su podgrupe Σα,Σβ ,Σγ reda 8 i sve su konjugovane me�usobno,
kao stabilizatori elemenata iz iste orbite (one su konjugovane i kao
Silovǉeve 2-podgrupe od S4).

Poka�imo da je Σα izomorfna sa D4. Primetimo da (12), (1324) ∈ Σα.
Naime,

(12) · α = α2α1 + α3α4 = α, (1324) · α = α3α4 + α2α1 = α.

No,
(12)(1324) = (13)(24), (1324)3(12) = (1423)(12) = (13)(24),

te mo�emo da zakǉuqimo da je Σα = 〈(12), (1324)〉 ∼= D4. Podgrupa V je
kao 2-podgrupa sadr�ana u nekoj Silovǉevoj 2-podgrupi, ali kako je
ona i normalna, ona je sadr�ana u svakoj Silovǉevoj 2-podgrupi, tj.
V ⊆ Σα ∩ Σβ ∩ Σγ. No, kako je |V | = 4, a |Σα| = |Σβ | = |Σγ | = 8, to mora
zapravo biti V = Σα ∩ Σβ ∩ Σγ. Primetimo da je

Φ−1 [Σα ∩ Σβ ∩ Σγ ] = Φ−1 [Im Φ ∩ Σα ∩ Σβ ∩ Σγ ] = Φ−1 [Gf ∩ V ]

zapravo podgrupa, koja fiksira potpoǉe K(α, β, γ) (podsetimo se da
smo sa Φ oznaqili utapaǌe grupe G(Kf/K) u Sn), tj. Φ−1 [Σα ∩ Σβ ∩ Σγ ] =
K(α, β, γ)]. Stoga nam ova analiza praktiqno dokazuje slede�u lemu.

Lema 49
(
Φ−1 [Gf ∩ V ]

)[ = K(α, β, γ). Raxireǌe K(α, β, γ)/K je Galoaovo
i G(K(α, β, γ)/K) ∼= Gf/Gf∩V .

Dokaz. Pri Galoaovoj korespondenciji potpoǉu K(α, β, γ) odgovara
podgrupa Φ−1 [Gf ∩ V ], G(Kf/K(α, β, γ)) ∼= Gf ∩ V , a, kako je Gf ∩ V /
Gf , to je i raxireǌe K(α, β, γ)/K Galoaovo sa Galoaovom grupom
G(K(α, β, γ)/K) ∼= Gf/Gf∩V . 2
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Posmatrajmo sada poǉe M = K(α, β, γ) i polinom

g(X) = (X − α)(X − β)(X − γ) ∈M [X].

No, za svako σ ∈ G(Kf/K) je σ[{α, β, γ}] = {α, β, γ}, pa je

σ̃(g(X)) = (X − σ(α))(X − σ(β))(X − σ(γ)) = g(X).

Stoga je zapravo g(X) ∈ K[X], a M = Kg. Ovaj polinom g(X) zove se i
razrexavaju�a kubika za polinom f .

Lema 50 Razrexavaju�a kubika za f = X4 + bX3 + cX2 + dX + e je g =
X3 − cX2 + (bd− 4e)X − b2e+ 4ce− d2. Pri tome je D(f) = D(g).

Dokaz. Pre svega,

f = (X − α1)(X − α2)(X − α3)(X − α4)

= X4− (α1 +α2 +α3 +α4)X3 +(α1α2 +α1α3 +α1α4 +α2α3 +α2α4 +α3α4)X2

− (α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4)X + α1α2α3α4,

te je

α1 + α2 + α3 + α4 = −b, α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4 = c

α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4 = −d, α1α2α3α4 = e.

Imamo i

g = (X−α)(X−β)(X−γ) = X3−(α+β+γ)X2 +(αβ+αγ+βγ)X−αβγ.

Podsetimo se da je

α = α1α2 + α3α4, β = α1α3 + α2α4, γ = α1α4 + α2α3.

Dakle,

α+ β + γ = α1α2 + α3α4 + α1α3 + α2α4 + α1α4 + α2α3 = c.

αβ+αγ+βγ=(α1α2+α3α4)(α1α3+α2α4)+(α1α2+α3α4)(α1α4+α2α3)+(α1α3+α2α4)(α1α4+α2α3)

=α2
1α2α3+α1α

2
2α4+α1α

2
3α4+α2α3α

2
4+α2

1α2α4+α1α
2
2α3+α1α3α

2
4+α2α

2
3α4

+α2
1α3α4+α1α2α

2
3+α1α2α

2
4+α2

2α3α4

=α1α2α3(α1+α2+α3)+α1α2α4(α1+α2+α4)+α1α3α4(α1+α3+α4)+α2α3α4(α2+α3+α4)

=α1α2α3(−b−α4)+α1α2α4(−b−α3)+α1α3α4(−b−α2)+α2α3α4(−b−α1)

=(−b)(α1α2α3+α1α2α4+α1α3α4+α2α3α4)−4α1α2α3α4=(−b)(−d)−4e=bd−4e.
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αβγ=(α1α2+α3α4)(α1α3+α2α4)(α1α4+α2α3)=(α2
1α2α3+α1α

2
2α4+α1α

2
3α4+α2α3α

2
4)(α1α4+α2α3)

=α3
1α2α3α4+α2

1α
2
2α

2
3+α2

1α
2
2α

2
4+α1α

3
2α3α4+α2

1α
2
3α

2
4+α1α2α

3
3α4+α1α2α3α

3
4+α2

2α
2
3α

2
4

=α1α2α3α4(α2
1+α2

2+α2
3+α2

4)+α2
1α

2
2α

2
3+α2

1α
2
2α

2
4+α2

1α
2
3α

2
4+α2

2α
2
3α

2
4

=e((α1+α2+α3+α4)2−2(α1α2+···+α3α4))+(α1α2α3+···+α2α3α4)2−2(α2
1α

2
2α3α4+···+α1α2α

2
3α

2
4)

=e((−b)2−2c)+(−d)2−2α1α2α3α4(α1α2+···+α3α4)=eb2−2ce+d2−2ec=b2e+d2−4ce.

Dakle, g = X3 − cX2 + (bd− 4e)X − b2e+ 4ce− d2.

Provera D(g) = D(f) nije toliko slo�ena:

D(g)=(α−β)2(α−γ)2(β−γ)2

=((α1α2+α3α4−α1α3−α2α4)(α1α2+α3α4−α1α4−α2α3)(α1α3+α2α4−α1α4−α2α3))2

=((α1(α2−α3)−α4(α2−α3))(α1(α2−α4)−α3(α2−α4))(α1(α3−α4)−α2(α3−α4)))2

=((α1−α4)(α2−α3)(α1−α3)(α2−α4)(α1−α2)(α3−α4))2=D(f).

Navedimo jednu kratku tablicu.

Gf V ∩Gf G(Kg/K) ∼= Gf/Gf∩V
S4 V S3

A4 V C3

V V {1}
D4 V C2

C4 C2 C2

Ovde je korix�en i rezultat da je S4/V ∼= S3.

Primer 51 Neka je f = X4 − 4X + 2 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

Ovaj je polinom nerastavǉiv po Ajzenxtajnovom kriterijumu – posma-
tramo prost broj p = 2. ǋegova razrexavaju�a kubika je g = X3−8X−
16 ∈ Q[X]. Ovaj polinom je nerastavǉiv nad Q. U tu svrhu, dovoǉno
je proveriti da nema nulu oblika ±2k za 0 ≤ k ≤ 4. No, lakxe je
primetiti slede�e. Ako je g rastavǉiv nad Q, rastavǉiv je i nad Z,
pa time i nad svim poǉima Zp, gde je p prost broj.

Poǉe Z2 nije od koristi poxto se dobija rastavǉiv polinom X3,
kao ni poǉe Z3 poxto polinom X3 + X + 2 ∈ Z3[X] ima nulu u Z3 :
23 + 2 + 2 = 0. No, za p = 5 dobijamo polinom X3 + 2X + 4 koji jeste
nerastavǉiv nad Z5 poxto tu nema nulu (a to je svakako lakxe prove-
riti nego za poqetni polinom). Diskriminanta kubike g ∈ Q[X] je
D(g) = (−4)(−8)3 − 27(−16)2 = 211 − 27 · 28 = 28 · (8 − 27) < 0 xto nije
kvadrat u Q. Stoga sledi da je G(Kg/K) ∼= S3, te je (videti tablicu)
Gf = S4. ♣

Primer 52 Neka je f = X4 + 4X2 + 2 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .
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Najpre mo�emo da konstatujemo da je f nerastavǉiv nad Q po Ajzenx-
tajnovom kriterijumu — posmatra se naravno prost broj p = 2. Razre-
xavaju�a kubika je g = X3−4X2−8X+32. No, ovaj polinom jeste ras-
tavǉiv nad Q: g(X) = X2(X − 4)− 8(X − 4) = (X2 − 8)(X − 4). Zapravo
daǉim rastavǉaǌem dobijamo da je g(X) = (X−2

√
2)(X+2

√
2)(X−4) pa

je ǌegovo korensko poǉe Kg = Q(
√

2). Dakle, G(Kg/Q) ∼= C2. Da bismo
odredili da li je Gf = D4 ili Gf = C4, ispitajmo da li je f neras-
tavǉiv kao polinom iz Q(

√
2)[X]. Naime, prema stavu 46 polinom je

nerastavǉiv akko Galoaova grupa dejstvuje tranzitivno na korenima.
S obzirom na qiǌenicu da grupa reda 2 ne mo�e tranzitivno da dej-
stvuje na skupu od 4 elementa, nerastavǉivost �e nam u potpunosti
razrexiti dilemu (radi se o grupi V ∩ Gf – pogledajte tablicu i
dokaz leme 49). No,

f = X4 + 4X2 + 2 = (X2 + 2)2 − 2 = (X2 + 2−
√

2)(X2 + 2 +
√

2).

Kako je polinom rastavǉiv, dobijamo da je Gf = C4. ♣

Primer 53 Neka je f = X4 − 10X2 + 4 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

Da bismo utvrdili da li je f nerastavǉiv nad Q ovaj put postupimo
direktno. Najpre se mo�emo uveriti da nema nula u Z (a nule u Q bi
morale zapravo biti u Z) poxto redukcija po modulu 3 daje polinom
X4−X2+1 ∈ Z3[X], a on nema nula u Z3 xto se lako proveri. Ostaje da
se vidi da li je f rastavǉiv nad Q u obliku proizvoda dva kvadratna
trinoma. Pretpostavimo da je to tako, tj. da postoje a, b, c, d ∈ Q tako
da je

X4 − 10X2 + 4 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d).

Stoga mora biti

a+ c = 0, b+ ac+ d = −10, ad+ bc = 0, bd = 4.

Dakle, c = −a i

b− a2 + d = −10, a(d− b) = 0, bd = 4.

1) a = 0. Tada je b+ d = −10, bd = 4. Ako stavimo da je

b = −5 + t, d = −5− t,

dobijamo da je
25− t2 = 4,

te je t2 = 21, a svakako tada t ne mo�e biti racionalan broj: t bi
bio koren polinoma X2−21 ∈ Q[X], a prema dobro poznatom rezultatu
tada mora zapravo biti ceo broj koji je delilac od 10.

2) a 6= 0. Tada je b = d i 2b − a2 = −10, b2 = 4. Dobijamo da je b = ±2.
Dakle, a2 ∈ {6, 14} i opet a ne mo�e biti racionalan broj.

44



Dakle, zaista je f nerastavǉiv nad Q. Razrexavaju�a kubika za f
je g = X3 + 10X2 − 16X − 160, no imamo da je

g = X2(X + 10)− 16(X + 10) = (X2− 16)(X + 10) = (X − 4)(X + 4)(X + 10),

te je Kg = Q i iz tabele vidimo da je Gf = V . ♣

Primer 54 Neka je f = X4 − 2 ∈ Q[X]. Odrediti Gf .

Polinom je naravno nerastavǉiv nad Q na osnovu Ajzenxtajnovog kri-
terijuma. Razrexavaju�a kubika je

g = X3 + 8X = X(X2 + 8) = X(X − 2
√
−2)(X + 2

√
−2),

pa je Kg = Q(
√
−2). Treba jox proveriti da li je f nerastavǉiv nad

Q(
√
−2). Znamo korene od f i oni nisu u Q(

√
−2). Proverimo da li

postoji rastav na proizvod kvadratnih trinoma. Kako nedostaje qlan
uz X3 takav rastav bi bio oblika (pogledajte i prethodni primer):

X4 − 2 = (X2 + aX + b)(X2 − aX + d),

gde su a, b, d ∈ Q(
√
−2). Dobijamo:

b− a2 + d = 0, a(d− b) = 0, bd = −2.

a = 0. Tada je b + d = 0, bd = −2, xto nam daje b2 = 2, te je b = ±
√

2.
No,

√
2 6∈ Q(

√
−2). Ovo se mo�e proveriti direktno, ili se mo�e

konstatovati da bi iz
√

2 ∈ Q(
√
−2) sledilo i da i ∈ Q(

√
−2) te bi

imali da je [Q(
√
−2) : Q] = 4, xto nije taqno.

a 6= 0. Dobijamo da je b = d = ±
√
−2. Dakle, a2 = 2b = ±2

√
−2.

No, a ∈ Q(
√
−2), pa je a = p + q

√
−2, za neke p, q ∈ Q. Tada je a2 =

p2 − 2q2 + 2pq
√
−2 i iz a2 = ±2

√
−2 bismo dobili da je p2 − 2q2 = 0, tj.

da je
√

2 racionalan broj.

Dakle, f je nerastavǉiv nad Q(
√
−2), te je stoga Gf = D4. ♣

Napomena 55 Svaki polinom f iz Q[X] oblika f = X4 + pX2 + qX + d
ima takvu faktorizaciju f = (X2+aX+b)(X2−aX+d), za neke a, b, d ∈ C
(na ovome je baziran Dekartov metod za rexavaǌe jednaqina qetvrtog
stepena), ovde je poenta da tra�imo faktorizaciju u nekom konkretnom
potpoǉu od C. ♠

8.3 Sluqaj kada je Gf = Sp
Podsetimo se najpre korisne formule o permutacijama. Ako je π ∈ Sn
i (a1 . . . ak) jedan k-cikl u Sn, onda je π(a1 . . . ak)π−1 = (π(a1) . . . π(ak)).

Lema 56 Neka je p prost broj. Tada je grupa Sp generisana dvoqlanim skupom
koji qine ma koja transpozicija i ma koji p-cikl.
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Dokaz. Neka je τ neka transpozicija i σ jedan p-cikl. Znamo da
traspozicije (12), (13), . . . , (1p) generixu Sp. Naravno, i transpozicije
(ks), za s 6= k tako�e generixu Sp za ma koje k.

Neka je τ = (kl), a σ = (ki2 . . . ip). Jasno je da je σr(k) = l za neki r,
tako da imamo i cikl σ0 = (klj3 . . . jp) (primetimo da je σr uvek p-cikl
za p - r poxto je p prost broj). Dobijamo:

σ0τσ
−1
0 = (lj3), σ2

0τσ
−2
0 = (j3j4) , . . . , σp−2

0 τσ2−p
0 = (jp−1jp).

No, imamo da je

τ(lj3)τ−1=(kj3),(kj3)(j3j4)(kj3)−1=(kj4), . . . ,(kjp−1)(jp−1jp)(kjp−1)−1=(kjp).

Dakle, u grupi generisanoj elementima τ i σ su sve transpozicije (ks)
za s 6= k i kako one generixu Sp, to i τ i σ generixu Sp. 2

Stav 57 Neka je f ∈ Q[X] nerastavǉiv polinom stepena p, gde je p prost
broj. Ako f u C ima taqno dva korena koji nisu realni brojevi, onda je
Gf = Sp.

Dokaz. Neka je α koren polinoma f . Ako je Kf korensko poǉe ovog
polinoma, onda je α ∈ Kf i Q(α) ⊆ Kf . Kako je f nerastavǉiv, to je
[Q(α) : Q] = p te p | [Kf : Q]. No, [Kf : Q] = G(Kf/Q) ∼= Gf , te p | |Gf |,
te u Gf postoji element reda p na osnovu Koxijeve teoreme. Kako je
Gf ≤ Sp i p prost broj, taj element mora biti neki p-cikl.

Neka su β i β ti jedini konjugovano kompleksni koreni od f . Neka
je τ(z) = z. Tada je τ(β) = β, τ(β) = β, a τ(γ) = γ za sve ostale korene
γ polinoma f . Tako dobijamo da je τ ∈ G(Kf/Q) i da τ odgovara jednoj
transpoziciji iz Sp. Na osnovu leme 56 zakǉuqujemo da je Gf = Sp. 2

Primer 58 Neka je p > 2 prost broj. Odrediti Gf , gde je f = X5−p2X−p.

Primetimo najpre da je ovaj polinom nerastavǉiv po Ajzenxtajnovom
kriterijumu. Odredimo koliko on ima realnih nula.

U tu svrhu, mo�e se posmatrati odgovaraju�a polinomska funkcija
f : R→ R, f(x) = x5−p2x−p i odrediti broj ǌenih realnih nula. Ovo
je zadatak iz Analize 1. Uradite to za ve�bu. Alternativno, mi
�emo iskoristiti Dekartovo pravilo znaka da bismo odredili broj
realnih nula.

Ako je f = anX
n + · · · + a1X + a0 ∈ R[X], pri qemu je a0 6= 0, onda je broj

pozitivnih korena polinoma f jednak broju z − 2k, gde je sa z oznaqen broj
promena znakova u nizu koeficijenata ovog polinoma poqev od an pa do a0

pri qemu se koeficijenti jednaki 0 ne uzimaju u obzir, a k je neki prirodan
broj.

Ovo �e biti jasno qim primenimo na nax sluqaj. Naime, ovde je
niz koeficijenata koji nisu jednaki 0: 1,−p2,−p, pa je niz znakova:
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+,−,−. Vidimo da imamo samo jednu promenu znaka, te ovaj polinom
ima jedan pozitivan realni koren.

Za odre�ivaǌe broja negativnih nula posmatramo f(−X). Naime,
broj negativnih korena polinoma f(X), jednak je broju pozitivnih ko-
rena polinoma f(−X). U naxem sluqaju imamo da je f(−X) = −X5 +
p2X − p. Ovde su koeficijenti: −1, p2,−p a znaci: −,+,−. Dakle,
ovaj polinom ima ili dva negativna korena ili nijedan (ovo je nar-
avno mana ovog metoda). Dakle, samo treba da proverimo da li poli-
nom ima neki negativan koren. Xto nije texko videti, poxto je
f(−1) = −1 + p2 − p > 0, a f(0) = −p < 0. Dakle, kako on ima nega-
tivnih korena, zakǉuqujemo da ih ima dva i ukupno ima tri realna
korena. Na osnovu stava 57, dobijamo da je Gf = S5. ♣

Primer 59 Neka je p > 2 prost broj. Odrediti Gf , gde je

f = (X2 + 4m)(X − 2)(X − 4) · · · (X − 2(p− 2))− 2,

a m veoma veliki prirodan broj.

Primetimo najpre da je broj linearnih faktora u ovom proizvodu
jednak p− 2, tako da je deg f = p. Polinom je nerastavǉiv po Ajzenx-
tajnovom kriterijumu za prost broj 2. Naime, redukcijom po modulu 2
dobijamo polinom Xp xto znaqi da su svi koeficijenti, sem vode�eg.
deǉivi sa 2. Treba samo ustanoviti da slobodni qlan nije deǉiv sa
4. No, slobodni qlan je jednak f(0) = 4m · (−2)p−2(p − 2)! − 2, te je
f(0) ≡ −2 (mod 4), te nije deǉiv sa 4.

Ostaje da se vidi koliko ima realnih nula. Nemogu�e je ne prime-
titi da je f(2) = f(4) = · · · = f(2(p − 2)) = −2. Dakle, ovde imamo
negativne vrednosti polinoma u p − 2 taqke. Potra�imo pozitivne
vrednosti. Prirodno je gledati taqke izme�u ovih, a imamo celobro-
jne taqke 3, 5, . . . , 2p− 5. No, f(3) > 0, f(5) < 0, f(7) > 0, itd. Naime,

f(3) = (9 + 4m) · 1 · (−1) · · · (−1− 2(p− 2))− 2

= (9 + 4m) · (−1)p−3(2p− 3)!!− 2 = (9 + 4m)(2p− 3)!!− 2 > 0.

S druge strane,

f(5) = (25 + 4m) · 3 · 1 · (−1) · (−3) · · · (5− 2(p− 2))− 2

= (25 + 4m) · 3 · (−1)p−4(2p− 9)!!− 2 = −(25 + 4m) · 3 · (2p− 9)!!− 2 < 0.

Nije mnogo ni va�no koji se taqno brojevi tu dobijaju, bitno je da
kada imamo 3, 7, 11, . . . dobijamo pozitivne brojeve, a za 5, 9, 13,
. . . negativne, jer svaki slede�i ima jedan negativan faktor maǌe od
prethodnog.
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Da rezimiramo. Imamo da je

f(2) < 0, f(3) > 0, f(6) < 0, f(7) > 0, . . . , f(2(p− 2)) < 0), f(2p− 3) > 0.

To znaqi da imamo jedan koren izme�u 2 i 3, izme�u 3 i 6, izme�u
6 i 7, itd. Ovo je boǉe organizovati ovako: u intervalu (2, 6) dva
korena, u intervalu (6, 10) dva korena, . . . , u intervalu (2(p−4), 2(p−2))
dva korena i jedan koren u intervalu (2(p − 2),+∞). U intervalu
(−∞, 2) nema korena. U krajǌim taqkama odgovaraju�ih odseqaka smo
konstatovali da su vrednosti -2. Broj intervala u kojima imamo dva
korena jednak je (p−3)/2. Naime, to su intervali oblika (2+4k, 6+4k),
gde je k = 0, (p− 5)/2. Dakle, tu imamo ukupno p− 3 korena. I dodajmo
jox jedan koren u intervalu (2(p− 2),+∞) xto nam daje ukupno p− 2.

Poka�imo da su preostala dva korena konjugovano-kompleksna. Neka
su svi koreni α1, . . . , αp, a ta dodatna dva su prva dva, tj. α1, α2. Vi-
jetove formule nam daju:

p∑
i=1

αi =
p−2∑
k=1

2k,
∑

1≤i<j≤p

αiαj = 4
∑

1≤k<l≤p−2

kl + 4m.

Dakle,

p∑
i=1

α2
i =

(
p∑
i=1

αi

)2

− 2
∑

1≤i<j≤p

αiαj = 22 + 42 + · · ·+ (2(p− 2))2 − 8m.

Ukoliko je m dovoǉno veliki broj, dobijamo da je suma kvadrata ko-
rena negativan broj, pa ne mogu svi biti realni. Stoga su ti dodatni
koreni konjugovano-kompleksni i na osnovu stava 57 dobijamo da je
Gf = Sp. ♣

9 Ciklotomiqna raxireǌa
Ovaj odeǉak poqiǌemo jednom definicijom.

Definicija 60 Neka je K poǉe. Primitivni n-ti koren iz jedinice je
element reda n u multiplikativnoj grupi K×(= K \ {0}).

Naravno, za proizvoǉno poǉe i proizvoǉno n, primitivni n-ti
koren iz jedinice ne mora postojati. Na primer, u poǉu F9 ne postoji
primitivni tre�i koren iz jedinice. Naime, F9 = F3(α), gde je α ∈ F9

koren nekog nerastavǉivog polinoma iz F3[X] stepena 2. Jedan takav
je polinom a = X2 + 1 – lako je proveriti da on nema koren u F3, pa
je nerastavǉiv. Ukoliko bi u F9 postojao primitivni tre�i koren
iz jedinice, onda bi postojali a, b ∈ F3 takvi da je (a + bα)3 = 1. No,
kako je karakteristika ovog poǉa 3 i kako a, b ∈ F3 to je (a + bα)3 =
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a3+b3α3 = a−bα, jer je α2 = −1. No, iz a−bα = 1 sledi da je a = 1, b = 0,
te je a+ bα = 1, a to je neutral, a ne element reda 3 u U(F9). Naravno,
mogli smo da ovo konstatujemo i tako xto bismo primetili da je U(F9)
grupa reda 8 i onda sigurno ne sadr�i element reda 3, ali nije loxe
videti i malo raqunice u F9 ©.

Slede�a teorema razmatra jedan va�an sluqaj, kada takav koren
postoji.

Teorema 61 Neka je K poǉe karakteristike 0, ili karakteristike p, gde
p - n, a L korensko poǉe polinoma Xn − 1 ∈ K[X].

a) Postoji primitivni n-ti koren iz jedinice u L.

b) Ako je ζ primitivni n-ti koren iz jedinice u L, onda je L = K(ζ).

v) L je Galoaovo nad K i postoji monomorfizam G(L/K) → U(Zn), te je
G(L/K) Abelova grupa.

a) Neka je f = Xn − 1. Kako je f ′(X) = nXn−1 6= 0, na osnovu uslova za
karakteristiku poǉa K, to je 0 jedini koren od f ′, xto svakako nije
koren od f , te je f separabilan. Stoga je L/K Galoaovo raxireǌe.
Neka je E = {α ∈ L : αn = 1}. Dakle, E se sastoji od korena poli-
noma f u L, a kako je on separabilan, to je |E| = n. Primetimo da
je (E, ·) podgrupa grupe (K×, ·). Kako znamo da je svaka konaqna pod-
grupa multiplikativne grupe poǉa nu�no cikliqna, to je E cikliqna
grupa reda n. Svaki ǌen generator je stoga primitivni n-ti koren iz
jedinice, tako da ih L zaista sadr�i.

b) Neka je ζ ∈ L ma koji od primitivnih korena iz jedinice. Tada je
E = {ζk : 0 6 k < n}. Kako je L korensko poǉe polinoma f , a svi koreni
tog polinoma su stepeni od ζ, to je svakako L = K(ζ).

v) Ve� smo konstatovali da je raxireǌe L/K Galoaovo. Posmatrajmo
grupu G = G(L/K) = G(K(ζ)/K), gde je ζ neki od primitivnih korena
iz jedinice. Svaki element σ ∈ G potpuno je odre�en vrednox�u u ζ.
No, kako je σ i izomorfizam grupe L×, to je ω(ζ) = ω(σ(ζ)), gde smo
sa ω(x) oznaqili red elementa x u grupi L×. No, σ(ζ) = ζi, za neko
1 6 i 6 n − 1, a ω(ζi) = n akko je NZD(i, n) = 1. Znamo i da je U(Zn) =
Φ(n)(= {k : 1 6 k < n,NZD(k, n) = 1}). Stoga imamo preslikavaǌe
Ψ: G→ U(Zn) definisano sa:

Ψ(σ) = i
def⇐⇒ σ(ζ) = ζi.

Uverimo se da je Ψ monomorfizam. Neka su σ, τ ∈ G i neka je σ(ζ) = i,
σ(τ) = j. Tada je

(σ ◦ τ)(ζ) = σ(τ(ζ)) = σ(ζj) = (σ(ζ))j = (ζi)j = ζi·j = ζi·nj .
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Posledǌa jednakost je taqna, jer je ζn = 1. Stoga je

Ψ(σ ◦ τ) = i ·n j = Ψ(σ) ·n Ψ(τ),

te je Ψ zaista homomorfizam grupa. No, jasno je da je Ψ monomor-
fizam: ako je Ψ(σ) = 1, onda je σ(ζ) = ζ1 = ζ, pa je σ = idL. 2

Napomena 62 a) Ψ ne mora biti ,,na”. Na primer, ako je K = C, onda
je L = K, bez obzira na n > 1 i slika je trivijalna podgrupa. Sliqno,
ako je K = R i n > 1, onda je L = C i slika je podgrupa reda 2. No,
ako je K = Q, n = p, gde je p prost broj, onda smo ranije videli da je
[L : K] = p − 1 i dobijamo izomorfizam. Vide�emo da je ovo taqno za
sve n ako je K = Q.

b) Ako je n = pα1
1 · · · p

αk
k faktorizacija na proste brojeve, onda je

U(Zn) ∼= U(Zpα1
1

)× · · · × U(Zpαkk ).

Osim toga, U(Zp) ∼= Cp−1, a za α > 1:

U(Zpα) ∼=


Cpα−1(p−1), p neparan prost broj,
C2 × C2α−2 , p = 2, α > 3,
C2, p = 2, α = 2.

Dokaz, ko �eli, mo�e pogledati u kǌizi Algebra za informatiqare.♠

Raxireǌa K(ζ) opisana prethodnom teoremom zovemo i cikloto-
miqnim raxireǌima, jer su u sluqaju K = Q u vezi sa podelom kruga
na n jednakih delova.

Fokusirajmo se sada na sluqaj K = Q. Imamo da je

Xn − 1 =
∏
ζn=1

(X − ζ).

Svaki ζ koji se pojavǉuje u ovom proizvodu je element cikliqne grupe
Cn i ima svoj red. Ako skupimo zajedno elemente reda n (primitivne
n-te korene iz jedinice) dobijamo ciklotomiqni polinom Φn:

Φn(X) =
∏

ω(ζ)=n

(X − ζ).

Ako se zajedno skupe elementi reda d, za sve d koji dele n, dobijamo

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X). (24)

Kako znamo da je broj elemenata reda n u cikliqnoj grupi sa n el-
emenata jednak ϕ(n), imamo da je deg Φn(X) = ϕ(n). S obzirom da
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svaki Q-automorfizam ciklotomiqnog raxireǌa quva red svakog ele-
menta iz grupe Q(ζ)×, on permutuje n-te korene iz jedinice, te je stoga
Φn(X) ∈ Q[X]. No, iz (24) sledi da su zapravo svi ovi polinomi iz
Z[X]. Pogledajmo par primera.

Φ1(X) = X − 1,
Φ2(X) = X + 1,

Φ3(X) =
(
X −

(
cos

2π
3

+ i sin
2π
3

))(
X −

(
cos

4π
3

+ i sin
4π
3

))
=X2 +X + 1,

Φ4(X) = (X − i)(X + i) = X2 + 1.

Ovi polinomi se zapravo dobijaju na jednostavan rekurentni naqin:

Φn(X) =
Xn − 1∏

d|n,d6=n

Φd(X)
.

Dakle,

Φ5(X) =
X5 − 1
X − 1

= X4 +X3 +X2 +X + 1,

Φ6(X) =
X6 − 1

Φ1(X)Φ2(X)Φ3(X)
=

X6 − 1
(X − 1)(X + 1)(X2 +X + 1)

= X2 −X + 1,

Φ7(X) =
X7 − 1
X − 1

= X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1,

Φ8(X) =
X8 − 1

Φ1(X)Φ2(X)Φ4(X)
=

X8 − 1
(X − 1)(X + 1)(X2 + 1)

= X4 + 1,

Φ9(X) =
X9 − 1

Φ1(X)Φ3(X)
=

X9 − 1
(X − 1)(X2 +X + 1)

= X6 +X3 + 1,

Φ10(X) =
X10 − 1

Φ1(X)Φ2(X)Φ5(X)
=

X10 − 1
(X − 1)(X + 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1)

= X4 −X3 +X2 −X + 1.

Naravno, mogu se ove raqunice skratiti kako se prime�uju dodatne
pravilnosti. Na primer, jasno je da je Φp(X) = Xp−1 + · · ·+X + 1, ako
je p prost broj. Navedimo jox neka svojstva.

1. Ako je p prost broj i r > 1, onda je:

Φpr (X) = Φp(Xpr−1
). (25)

Ovo se lako pokazuje. Najpre, primetimo da je

Φp(Xpr−1
) =

(
Xpr−1

)p
− 1

Xpr−1 − 1
=

Xpr − 1
Xpr−1 − 1

. (26)
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No,
Xpr−1

− 1 =
∏

06k6r−1

Φpk(X), (27)

jer su 1, p, . . . , pr−1 jedini deliteǉi od pr. Tako�e je

Xpr − 1 =
∏

06k6r

Φpk(X), (28)

No, iz (27) i (28) direktno sledi (25). ♠

2. Ako je n > 1 neparan broj, onda je

Φ2n(X) = Φn(−X). (29)

Primetimo da va�i jednostavna qiǌenica: ako je {ζ1, . . . , ζϕ(n)} skup
svih primitivnih n-tih korena iz jedinice, onda je {−ζ1, . . . ,−ζϕ(n)}
skup svih primitivnih 2n-tih korena iz jedinice. Pre svega, kako je
n neparan, imamo da je ϕ(2n) = ϕ(2)ϕ(n) = ϕ(n) i ϕ(n) je paran broj.
Kako −1 i ζi komutiraju i imaju uzajamno proste redove, to je red
ǌihovog proizvoda proizvod ǌihovih redova, te je ω(−ζi) = 2n i −ζi
je primitivan 2n-ti koren iz jedinice. Uzimaju�i ovo u obzir imamo
da je

Φn(−X) =
∏

ω(ζ)=n

(−X − ζ) = (−1)ϕ(n)
∏

ω(ζ)=n

(X + ζ)

=
∏

ω(ζ)=n

(X − (−ζ)) =
∏

ω(η)=2n

(X − η) = Φ2n(X). ♠

3. Ako je p prost broj takav da p - n, onda je

Φpn(X) =
Φn(Xp)
Φn(X)

.

Ka�u da ne treba meǌati pobedniqki tim, pa �emo i ovde koristiti
sliqnu ideju kao i u prethodnom svojstvu. Naime, neka je η pri-
mitivni p-ti koren iz jedinice. No, tada su svi primitivni (pn)-ti
koreni iz jedinice oblika ηkζi, za 1 6 k 6 p − 1, 1 6 i ≤ ϕ(n), gde su
ζi, za 1 6 i ≤ ϕ(n) svi primitivni n-ti koreni iz jedinice. Naime,
ω(ηk) = p za sve navedene k, a tako�e je i ω(ηkζi) = pn iz istih ra-
zloga kao i gore. A broj primitivnih (pn)-tih korena iz jedinice je
ϕ(pn) = ϕ(p)ϕ(n) = (p−1)ϕ(n), te su zaista svi u navedenom spisku. Ko-
risno je primetiti i slede�e: ω(ζpi ) = n. Naravno, za i 6= j je ζpi 6= ζpj .
Naime, kako p - n, postoje a, b ∈ Z takvi da je pa + nb = 1. Stoga bi iz
jednakosti ζpi = ζpj sledilo:

ζi = ζ1
i = ζpa+nb

i = (ζpi )a(ζni )b = (ζpi )a = (ζpj )a = (ζpj )a(ζnj )b = ζpa+nb
j = ζ1

j = ζj .
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Dakle, i skup {ζp1 , . . . , ζ
p
ϕ(n)} jeste skup svih primitivnih n-tih korena

iz jedinice. Imaju�i to u vidu, imamo da je

Φn(Xp) =
∏

ω(ζ)=n

(Xp − ζp).

No,

Xp − ζp =
p−1∏
k=0

(X − ηkζ).

Dakle, dobili smo

Φn(Xp) =
∏

ω(ζ)=n

p−1∏
k=0

(X − ηkζ). (30)

No,

Φpn(X) =
∏

ω(ζ)=n

p−1∏
k=1

(X − ηkζ). (31)

Obratite pa�ǌu na malu, ali bitnu razliku, izme�u proizvoda u (30)
i (31) – u drugom proizvodu k ide od 1, a u prvom od 0. Kako je
Φn(X) =

∏
ω(ζ)=n(X − ζ) va�i jednakost:

Φn(Xp) = Φn(X)Φpn(X),

iz koje sledi tra�eno. ♠

4. Ako p | n, onda je Φpn(X) = Φn(Xp).

I ovde �emo iskoristiti sliqnu ideju kao pre. Naime, poka�imo
da, ako je {ζ1, . . . , ζϕ(n)} skup svih primitivnih n-tih korena iz je-
dinice i ako su, za i = 1, ϕ(n), ζi1, . . . , ζip p-ti koreni elementa ζi, onda
je {ζ11, . . . , ζ1p, . . . , ζϕ(n)1, . . . , ζϕ(n)p} skup svih primitivnih (pn)-tih ko-
rena iz jedinice. Naravno, kako je ζpnij = (ζpij)

n = ζni = 1, ovo su svakako
(pn)-ti koreni iz jedinice. Treba proveriti da li su ovo primi-
tivni koreni iz jedinice. To je ve�bica iz Algebre 1. Naime, pret-
postavimo da u nekoj grupi imamo element x koji je reda n, pri qemu
p | n i element y takav da je yp = x. Treba odrediti red elementa
y. Ako je ω(y) = m, onda imamo da je ω(yp) = m/NZD(m, p), tj. da je
n = m/NZD(m, p). Ukoliko p - m, onda je n = m, no tu imamo kontradik-
ciju, jer p | n. Stoga p | m, te je n = m/p, odnosno m = np. Naravno
da se ovo mo�e i drugaqije dokazati. Dakle, navedeni elementi su
zaista primitivni (pn)-ti koreni iz jedinice. Kako p | n, imamo da je
ϕ(pn) = pϕ(n) (poka�ite da je to taqno). Stoga taj skup zaista sadr�i
sve primitivne (pn)-te korene iz jedinice. Va�i slede�e:

Xp − ζi =
p∏
j=1

(X − ζij),
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poxto su ζij, j = 1, p, svi koreni polinoma Xp − ζi. Sada radimo kao i
pre.

Φn(Xp) =
ϕ(n)∏
i=1

(Xp − ζi) =
ϕ(n)∏
i=1

p∏
j=1

(X − ζij) =
∏

ω(ξ)=pn

(X − ξ) = Φnp(X).

Poxto se autor ovih redova ve� umorio od silnog kucaǌa (videti
lekcije iz Istorije i filozofije matematike – deo posve�en Dekartu),
qitaocima se za ve�bu ostavǉaju jox dva svojstva.

5. Ako je n = pr11 · · · p
rk
k faktorizacija n u proizvod prostih brojeva,

pokazati da je
Φn(X) = Φp1···pk(Xp

r1−1
1 ···prk−1

k ).

6.
Φn(X) =

∏
d|n

(Xn/d − 1)µ(d),

gde je µ Mebijusova funkcija definisana sa:

µ(n) =


0, ako je n deǉiv kvadratom nekog prostog broja

(−1)k, ako je n proizvod k razliqitih prostih brojeva
1, ako je n = 1.

Osim ovoga, kao lakxu ve�bu bi bilo dobro da qitaoci odrede jox
ciklotomiqnih polinoma ni�eg stepena koriste�i dokazana svojstva.
Gledaju�i te primere, mo�e se konstatovati da su svi koeficijenti
ovih polinoma jednaki ili -1, ili 0, ili 1. To nije uvek taqno. No,
prvi polinom koji ima koeficijent razliqit od ovih je polinom Φ105.
Primetimo da je 105 najmaǌi broj koji je proizvod tri neparna prosta
broja.

Φ105(X) = X48 +X47 +X46 −X43 −X42 − 2X41 −X40 −X39 +X36 +X35

+X34 +X33 +X32 +X31 −X28 −X26 −X24 −X22 −X20 +X17 +X16

+X15 +X14 +X13 +X12 −X9 −X8 − 2X7 −X6 −X5 +X2 +X + 1.

Veoma je misteriozno ponaxaǌe tih koeficijenata i ǌihova veliqina
je dosta istra�ivana, ali to naravno prevazilazi teme koje mi obra
�ujemo.

Vratimo se sada onome xto smo najavili – razmatraǌu ciklo-
tomiqnog polinoma nad poǉem Q.

Teorema 63 a) Φn(X) je nerastavǉiv nad Q.
b) Ako je ζ ∈ C bilo koji primitivni n-ti koren iz jedinice, onda je

[Q(ζ) : Q] = ϕ(n).
v) Ako je ζ kao u delu pod b), onda je G(Q(ζ)/Q) ∼= U(Zn).
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Dokaz. a) Neka je ζ primitivni koren iz jedinice i f(X) ∈ Q[X]
ǌegov minimalni polinom. Kako je Φn(ζ) = 0, to f(X) | Φn(X) i poxto
je Φn(X) moniqan polinom u Z[X], a i f(X) je moniqan, onda je Φn(X) =
f(X)g(X), gde f(X), g(X) ∈ Z[X]. Da bismo dokazali nerastavǉivost
polinoma Φn(X) dokaza�emo da je Φn(X) = f(X).

Pretpostavimo da je deg g(X) > 0. Poka�imo da je za svako i koje
je uzajamno prosto sa n: f(ζi) = 0. Ako ovo doka�emo pokaza�emo da
su svi primitivni n-ti koreni iz jedinice koreni polinoma f(X), pa
mora biti f(X) = Φn(X). Za ovo je dovoǉno dokazati da ako je f(η) = 0
za neki primitivni n-ti koren iz jedinice η, onda je f(ηp) = 0 za svaki
prost broj p takav da p - n. Naime, svaki i koji je uzajamno prost sa n
je proizvod takvih prostih brojeva, a ako je η primitivni n-ti koren
iz jedinice, onda je i ηp, za takvo p, tako�e primitivni n-ti koren iz
jedinice.

Pretpostavimo da ovo nije taqno, tj. neka postoji neki prost p, i
primitivni n-ti koren iz jedinice η takav da p - n, da je f(η) = 0 i
da je f(ηp) 6= 0. No, kako su svi primitivni n-ti koreni iz jedinice
koreni polinoma Φn(X), to mora biti: 0 = Φn(ηp) = f(ηp)g(ηp). Dobi-
jamo da je g(ηp) = 0. Posmatrajmo polinome f(X), g(Xp) ∈ Z[X]. Oni
imaju zajedniqki koren η, pa je NZD(f(X), g(Xp)) 6= 1. Posmatrajmo
sada sve po modulu p, i neka su f(X), g(Xp) ∈ Fp[X] odgovaraju�e re-
dukcije. Dakle, u Fp imamo da je NZD(f(X), g(Xp)) 6= 1. No, u Fp[X] je
g(Xp) = g(X)

p
. Kako je Fp[X] prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom,

iz NZD(f(X), g(X)
p
) 6= 1, sledi da je NZD(f(X), g(X)) 6= 1. No, tada iz

faktorizacije
Φn(X) = f(X) · g(X)

sledi da Φn(X) ∈ Fp[X] ima dvostruku nulu u svom korenskom poǉu
(f(X) i g(X) imaju tu zajedniqku nulu). No, to nije mogu�e, jer poli-
nom Φn(X) deli polinom Xn−1 u Fp[X], a (Xn−1)′ = nXn−1 6= 0, poxto
p - n, pa polinom Xn − 1 nema dvostruku nulu nigde, jer je jedina
nula ǌegovog izvoda jednaka 0, a to svakako nije nula samog poli-
noma. Stoga ni ǌegov delilac Φn(X) ne mo�e imati dvostruku nulu.
Ova kontradikcija nam zavrxava dokaz.

Tvr�eǌa pod b) i v) neposredno slede. Naime, kako je Φn(X) neras-
tavǉiv, on je minimalni polinom za svaki primitivni n-ti koren iz
jedinice ζ, te je stoga [Q(ζ) : Q] = deg Φn(X) = ϕ(n). Znamo da postoji
monomorfizam grupe G(Q(ζ)/Q) u grupu U(Zn), no kako u ovom sluqaju
grupe imaju isti broj elemenata (ϕ(n)) onda je ovde u pitaǌu jedan
izomorfizam. 2
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10 Zavrxetak priqe o konstruktibilnosti
Dokazali smo: ako je α konstruktibilan broj, onda je [Q(α) : Q] = 2s

za neki prirodan broj s. Videli smo da obrat u opxtem sluqaju ne
va�i, ali ipak va�i stav.

Stav 64 Ako je L potpoǉe od C takvo da je L/Q Galoaovo raxireǌe ste-
pena 2r za neko r i α ∈ L, onda je α konstruktibilan.

Dokaz. Dakle, |G| = |G(L/Q)| = 2r. Znamo da je svaka p-grupa, za prost
broj p, rexiva, pa je i G rexiva. Stoga postoji niz podgrupa

G = G0 �G1 � · · ·�Gr−1 �Gr = {idL},

za koje je Gi/Gi+1
∼= C2, za i = 0, r − 1, odnosno niz potpoǉa

Q = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lr−1 ⊂ Lr = L,

za koje je [Li+1 : Li] = 2 za i = 0, r − 1. Stoga je Li+1 = Li(αi) za neko αi
koje zadovoǉava kvadratnu jednaqinu α2

i + piαi + qi = 0. No, znamo kako
se rexava kvadratna jednnaqina, pa je Li+1 = Li(

√
βi) za neko βi ∈ Li.

Stoga je svaki element iz L konstruktibilan. 2
Sada mo�emo i da konaqno zaokru�imo priqu o konstrukciji pravil-

nog n-tougla.

Teorema 65 Pravilni n-tougao je mogu�e konstruisati ako i samo ako je
n = 2kp1 · · · ps, za neko k > 0, gde su pi razliqiti Fermaovi prosti brojevi.

Dokaz. Pravilni n-tougao je mogu�e konstruisati akko je mogu�e
konstruisati primitivni n-ti koren iz jedinice ζ = cos 2π

n + i sin 2π
n .

Znamo da je raxireǌe Q(ζ)/Q Galoaovo i za konstrukciju je potrebno
i dovoǉno da je stepen ovog raxireǌa stepen broja 2, tj. da je broj
ϕ(n) stepen dvojke. Neka je n = 2kpr11 · · · p

rs
l faktorizacija broja n.

Tada je

ϕ(n) = ϕ(2kpr11 · · · p
rl
l ) = 2k−1pr1−1

1 (p1 − 1) · · · prl−1
l (ps − 1)

(naravno, u sluqaju da je k = 0, prvog faktora i nema). Da bi ovo
bio stepen dvojke, vidimo da mora biti r1 = · · · = rs = 1 i moraju svi
brojevi pi − 1 biti stepeni broja 2. No, ako je pi = 2t + 1 prost broj,
onda mora biti i t = 2u za neko u > 0, kao xto smo videli ranije.
Dakle, svi neparni prosti brojevi koji se pojavǉuju u faktorizaciji
broja n moraju imati izlo�ilac 1 i moraju biti Fermaovi prosti
brojevi, a to se i tra�ilo. 2
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11 Rexivost u radikalima

11.1 Rexivost u radikalima i rexive grupe
Slede�i stav nam opisuje cikliqna raxireǌa poǉa K. Vide�emo da
su to raxireǌa koja se dobijaju dodavaǌem n-tog korena nekog ele-
menta iz tog poǉa. Navodimo ga bez dokaza.

Stav 66 Neka je K poǉe koje sadr�i primitivni n-ti koren iz jedinice,
L = K(α), gde je α takvo da αn ∈ K, a αs 6∈ K za 1 6 s < n. Tada je L
Galoavo raxireǌe od K sa cikliqnom Galoaovom grupom reda n.

Obratno, ako je L cikliqno raxireǌe od K stepena n, onda je L = K(α)
za neko α takvo da αn ∈ K, a αs 6∈ K za 1 6 s < n.

Najpre osnovna definicija.

Definicija 67 Neka je K poǉe i f ∈ K[X] \ {0}. Ka�emo da je jednaqina

f(x) = 0

rexiva u radikalima ukoliko se ǌena rexeǌa mogu dobiti operacijama
sabiraǌa, oduzimaǌa, mno�eǌa, deǉeǌa i nala�eǌa n-tih korena (za razne
n). Preciznije, ako postoji rastu�i niz poǉa

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km,

tako da:

1. Ki = Ki−1(αi) pri qemu αrii ∈ Ki−1 za neko ri;

2. Km sadr�i korensko poǉe Kf polinoma f .

Za raxireǌa Ki/K ka�emo i da su radikalska raxireǌe od K poxto se
dobijaju ponovǉenim dodavaǌem korena (radikala).

Mo�emo da primetimo sliqnost sa pojmom konstruktibilnosti ele-
menata; za konstruktibilnost polazimo od Q i dodajemo kvadratne
korene.

Teorema 68 (Galoa, 1831) Neka je K poǉe karakteristike 0, f ∈ K[X].
Tada je jednaqina f(x) = 0 rexiva u radikalima akko je grupa G(Kf/K)
rexiva.

Da bismo se pripremili za dokaz ove teoreme, dokazujemo par rezul-
tata.

Lema 69 Neka je K poǉe, f ∈ K[X] separabilan polinom stepena n i K̃

raxireǌe poǉa K. Polinom f mo�emo posmatrati i kao polinom iz K̃[X];
oznaqimo ga tada sa f̃ . Tada je grupa G(K ef/K̃) izomorfna podgrupi grupe
G(Kf/K).
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Dokaz. Naravno, sa K ef smo oznaqili korensko poǉe polinoma f̃ . Neka

su α1, . . . , αn koreni polinoma f̃ u K ef . Dakle K ef = K̃(α1, . . . , αn).

Mo�da su neki od tih korena u K̃, ali to ne meǌa nixta. Tada je
Kf = K(α1, . . . , αn). Za svako σ ∈ G(K ef/K̃), σ(αi) ∈ {α1, . . . , αn}, te
σ[Kf ] ⊆ Kf . Kako je σ potpuno odre�eno vrednostima u αi, to su�eǌe
σ na Kf zadaje monomorfizam G(K ef/K̃) u G(Kf/K). 2

Naravno, sa ζn oznaqavamo primitivni n-ti koren iz jedinice.

Lema 70 Neka je p prost broj. Tada jeG(Q(ζp, ζp−1)/Q(ζp−1)) ∼= G(Q(ζp)/Q).

Dokaz. Neka je σ ∈ G(Q(ζp, ζp−1)/Q(ζp−1)). Jasno je da je svakako σ(ζp) =
ζkp za neko 1 6 k 6 p − 1. To znaqi da je σ[Q(ζp)] ⊆ Q(ζp), te mo�emo
definisiti su�eǌe ovog automorfizma σ ∈ G(Q(ζp)/Q). Dakle, imamo
homomorfizam σ 7→ σ. No, kako je σ potpuno odre�eno sa σ(ζ) i kako je
ova vrednost proizvoǉan (primitivni) p-ti koren iz jedinice, to je
ovaj homomorfizam zapravo izomorfizam. 2

Teorema 71 Za svako n > 2, jednaqina xn = 1 je rexiva u radikalima.

Dokaz. Dokaz se naravno izvodi indukcijom po n. Baza indukcije je
jasna ,. Primetimo da je dovoǉno pokazati da je svaki primitivni
n-ti koren izraziv u radikalima, poxto su ostali koreni ǌegovi ste-
peni.

Pretpostavimo da su svi primitivni koreni ζk za k < n izrazivi
u radikalima i posmatrajmo ζn. Razlikujemo tri sluqaja.

1. n = ps, za neki prost broj p i s > 1. Po induktivnoj hipotezi je
ζps−1 izraziv u radikalima, a ζps = p

√
ζps−1 (naravno, uzimamo neki od

p-tih korena, svejedno je koji).

2. n = ab, gde su a, b > 1 uzajamno prosti. Po induktivnoj hipotezi su
ζa i ζb izrazivi u radikalima, a imamo da je ζn = ζaζb (koja se teorema
iz Algebre 1 koristi da bi se dokazalo da je ω(ζaζb) = n?).

3. n = p, gde je p prost broj. Posmatramo raxireǌe Q(ζp, ζp−1)/Q.
Po lemi 70 imamo da je raxireǌe Q(ζp, ζp−1)/Q(ζp−1) cikliqno (pod-
setimo se da je G(Q(ζp)/Q) ∼= Cp−1) reda p − 1. Kako Q(ζp−1) sadr�i
primitivni (p− 1)-vi koren iz jedinice, na osnovu stava 66 imamo da
se Q(ζp, ζp−1) dobija dodavaǌem nekog (p − 1)-vog korena elementa iz
Q(ζp−1). Po induktivnoj hipotezi je Q(ζp−1)/Q radikalsko raxireǌe,
pa tako dobijamo da je i Q(ζp, ζp−1)/Q radikalsko. 2

Podsetimo se da je svaka podgrupa rexive grupe tako�e rexiva,
kao i da je svaka koliqniqka grupa rexive grupe rexiva.

Pre�imo sada na. . .

Dokaz teoreme 68.
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⇐=: Pretpostavimo da f ima rexivu Galoaovu grupu Gf = G(Kf/K).
Proxirimo K svim potrebnim korenima iz jedinice. To mo�emo izve-
sti dodavaǌem primitivnog n-tog korena iz jedinice za n dovoǉno
veliko. Uzmimo da je n = (deg f)!. Posmatrajmo raxireǌe K̃ = K(ζn).
Na osnovu leme 69 imamo da je G ef izomorfna podgrupi od Gf . Dakle,
G ef je tako�e rexiva. To znaqi da postoji niz podgrupa

G ef = G0 �G1 �G2 � · · ·�Gm−1 �Gm = {id eKf }
tako da je Gi �Gi−1 i Gi−1/Gi je cikliqna. Neka je L = K ef i Ki = G[i.
Tada imamo niz poǉa

K ⊂ K(ζn) = K̃ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km−1 ⊂ Km = L

pri qemu je Ki cikliqno raxireǌe od Ki−1. Na osnovu stava 66, imamo
da je Ki = Ki−1(αi), pri qemu α

[Ki:Ki−1]
i ∈ Ki−1. Na osnovu teoreme

71 je raxireǌe K(ζn)/K(ζ) radikalsko (mi smo radili nad Q, ali
to ne meǌa stvar, dodatne elemente iz K i ne koristimo da bismo
korene jedinice predstavili u radikalima). Dakle, dobili smo da
je raxireǌe Km/K radikalsko, te je jednaqina f(x) = 0 rexiva u
radikalima.

=⇒: Dovoǉno je pokazati da je Gf koliqniqka grupa neke rexive
grupe. Znamo da postoji niz poǉa

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km,

tako da je Ki = Ki−1(αi), gde αrii ∈ Ki−1 i da Km sadr�i korensko poǉe
Kf od f . Neka je n = r1r2 · · · rm i γ ∈ Km takvo da je Km = K(γ). Ako je
µγ ∈ K[X] minimalni polinom elementa γ, posmatrajmo korensko poǉe
Kg polinoma g(X) = µγ(X)(Xn − 1). Dakle, Kg je raxireǌe poǉa K
koje sadr�i sve potrebne korene iz jedinice. Neka je G = G(Kg/K) =
{σ1, σ2, . . . , σN}, gde je σ1 = idK i L normalno zatvoreǌe od Km(ζ) u Kg,
gde je ζ primitivni n-ti koren iz jedinice. Zapravo je

L = K(ζ, α1, . . . , αn, σ2(α1), . . . , σ2(αn), . . . , σN (α1), . . . , σN (αn)).

Naime, uz svaki element αi moramo dodati i ǌegove slike pri auto-
morfizmima iz G da bi raxireǌe bilo normalno, jer su i te slike
nule ǌihovih minimalnih polinoma nad K. I jedino su to nule tih
minimalnih polinoma (imali smo ovakve argumente ranije – ako je
βi neka nula minimalnog polinoma µαi onda se pridru�ivaǌe αi 7→ βi
produ�ava do K-automorfizma od Kg, tj. do elementa iz G). Dodajemo
ove elemente jedan po jedan da dobijemo niz poǉa

K ⊆ K(ζ) ⊆ K(ζ, α1) ⊆ · · · ⊆ K ′ ⊆ K ′′ ⊆ · · · ⊆ L.

Svako slede�e poǉe (K ′′) dobija se od prethodnog (K ′) dodavaǌem
nekog korena, pa je svako od tih raxireǌa Abelovo (zapravo cikliqno
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sem prvog). Za ovo nam je va�no da su tu svi potrebni koreni iz
jedinice (videti stav 66). To znaqi da su odgovaraju�e koliqniqke
grupe (K ′)]/(K ′′)] Abelove, te je grupa G(L/K) rexiva. No, s obzirom
da je Kf sadr�ano u L, grupa Gf = G(Kf/K) je koliqniqka grupa
rexive grupe G(L/K), po Osnovnoj teoremi konaqne teorije Galoa, pa
je time i sama grupa Gf rexiva. 2

11.2 Simetriqni polinomi
Naravno, trebalo bi da nam je poznat pojam simetriqnih polinoma.
No, za svaki sluqaj. . .

Definicija 72 Neka jeR komutativan prsten sa jedinicom. Polinom p(X1, . . . , Xn) ∈
R[X1, . . . , Xn] je simetriqan ukoliko za svako σ ∈ Sn va�i:

p(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = p(X1, . . . , Xn).

Slede�i polinomi su od centralnog znaqaja; to su takozvani ele-
mentarni simetriqni polinomi.

e1 =
n∑
i=1

Xi = X1 +X2 + · · ·+Xn;

e2 =
∑

16i<j6n

XiXj = X1X2 +X1X3 + · · ·+Xn−1Xn;

e3 =
∑

16i<j<k6n

XiXjXk = X1X2X3 +X1X2X4 + · · ·+Xn−2Xn−1Xn;

...

en = X1X2 · · ·Xn.

Pri radu sa polinomima sa vixe neodre�enih korisno je imati
poredak me�u proizvodima neodre�enih. Poredak zadajemo sa:

Xi1
1 X

i2
2 · · ·Xin

n �grlex X
j1
1 X

j2
2 · · ·Xjn

n
def⇐⇒ i1 + i2 + · · ·+ in > j1 + j2 + · · ·+ jn

ili

i1 + i2 + · · ·+ in = j1 + j2 + · · ·+ jn

i (∃k)(i1 = j1, . . . , ik−1 = jk−1, ik > jk).

Ovde je i X1 �grlex X2 �grlex · · · �grlex Xn. Ovaj poredak se naziva
stepenovani leksikografski poredak. Kada je zadat poredak onda
mo�emo svaki polinom p napisati tako da proizvodi neodre�enih u ǌe-
govim monomima opadaju. Monom u kome je najve�i proizvod pri ovom
poretku zove se vode�i monom i oznaqava sa LM(p), dok je koeficijent

60



uz ǌega vode�i koeficijent i oznaqava se sa LC(p). Primetimo da je
LM(ei) = X1X2 · · ·Xi. Ovako zadat poredak ima dva va�na svojstva.

1. Ako X | Y za proizvode X i Y, onda je X �grlex Y.

2. Na proizvodima neodre�enih je ovo linearno ure�eǌe.

Posebno se dobija da ne postoji beskonaqan opadaju�i lanac proizvoda.

Slede�a teorema upu�uje na va�nost elementarnih simetriqnih
polinoma.

Teorema 73 Za svaki simetriqan polinom p(X1, . . . , Xn) ∈ R[X1, . . . , Xn]
postoji taqno jedan polinom q(X1, . . . , Xn) takav da je

p(X1, . . . , Xn) = q(e1, . . . , en).

Dokaz. Odredimo vode�i monom za ed1
1 · · · ednn . On je zapravo proizvod

stepena vode�ih monoma polinoma ei:

LM(ed1
1 e

d2
2 · · · ednn ) = Xd1

1 (X1X2)d2 · · · (X1X2 · · ·Xn)dn = Xd1+···+dn
1 Xd2+···+dn

2 Xdn
n .

Dokaz egzistencije polinoma q. Neka je p simetriqni polinom i
LM(p) = cXi1

1 X
i2
2 · · ·Xin

n . Kako je p simetriqan on u sebi sadr�i sve
monome koji se dobijaju permutacijom neodre�enih. Stoga mora biti
i1 > i2 ≥ · · · > in. Naime, ako se, na primer, monom cX2

1X
3
2 sadr�i u p,

tu mora biti i monom cX3
1X

2
2 , dobijen od prethodnog zamenom X1 i X2.

No, tada je LM(cei1−i21 ei2−i32 · · · einn ) = cXi1
1 X

i2
2 · · ·Xin

n = LM(p). Stoga
je LM(p− cei1−i21 ei2−i32 · · · einn ) < LM(p), a p− cei1−i21 ei2−i32 · · · einn je tako�e
simetriqan polinom. Postupak nastavǉamo dok ne do�emo do 0 i tako
izra�avamo p u obliku polinoma po e1, . . . , en.

Dokaz jedinstvenosti polinoma q. Dovoǉno je pokazati da iz jed-
nakosti q(e1, e2, . . . , en) = 0 u R[X1, X2, . . . , Xn] sledi da je q nula poli-
nom. No, q(e1, e2, . . . , en) je suma nekih monoma oblika ced1

1 e
d2
2 · · · ednn . Ako

je (d1, d2, . . . , dn) 6= (d′1, d
′
2, . . . , d

′
n), onda je

LM(ed1
1 e

d2
2 · · · ednn ) 6= LM(ed

′
1

1 e
d′2
2 · · · e

d′n
n ).

Naime, kao xto smo videli:

LM(ed1
1 e

d2
2 · · · ednn ) = Xd1+···+dn

1 Xd2+···+dn
2 Xdn

n ,

a
LM(ed

′
1

1 e
d′2
2 · · · e

d′n
n ) = X

d′1+···+d′n
1 X

d′2+···+d′n
2 X

d′n
n .

Ako bi oni bili jednaki dobili bismo da je

d1 + d2 + · · ·+ dn = d′1 + d′2 + · · ·+ d′n, d2 + · · ·+ dn = d′2 + · · ·+ d′n,

. . . , dn−1 + dn = d′n−1 + d′n, dn = d′n.
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No jasno je da iz ovih jednakosti sledi da je

(d1, d2, . . . , dn) = (d′1, d
′
2, . . . , d

′
n).

Iz ovoga sledi da se razliqiti nenula qlanovi u razvoju q(e1, e2, . . . , en)
nikako ne mogu skratiti. Stoga, je jednakost q(e1, e2, . . . , en) = 0 jedino
mogu�a ako su svi qlanovi jednaki 0, tj. sam q je nula polinom. 2

Primer 74 Izrazimo polinom p = X3
1 + X3

2 + X3
3 preko elementarnih

simetriqnih polinoma.

Jasno je da je LP (p) = X3
1 . Dakle, ovde je (i1, i2, i3) = (3, 0, 0) pa od p

oduzimamo e3
1:

p− e3
1 = X3

1 +X3
2 +X3

3 − (X1 +X2 +X3)3

= −3X2
1X2 − 3X1X

2
2 − 3X2

1X3 − 3X1X
2
3 − 3X2

2X3 − 3X2X
2
3 − 6X1X2X3.

Kako je LM(p − e3
1) = −3X2

1X2, imamo trojku (2, 1, 0), te oduzimamo
−3e1e2:

p− e3
1 + 3e1e2 = −3X2

1X2 − 3X1X
2
2 − 3X2

1X3 − 3X1X
2
3 − 3X2

2X3 − 3X2X
2
3 − 6X1X2X3

+3(X1 +X2 +X3)(X1X2 +X1X3 +X2X3) = 3X1X2X3 = 3e3.

Dakle, p = e3
1 − 3e1e2 + 3e3. ♣

11.3 Simetriqne funkcije i opxti polinom
Neka je K poǉe. Grupa Sn dejstvuje na prstenu K[X1, . . . , Xn] sa:

σ · p(X1, . . . , Xn) := p(Xσ(1), . . . , Xσ(n)).

Ovo se dejstvo produ�ava na poǉe racionalnih funkcije K(X1, . . . , Xn)
na prirodan naqin.

Teorema 75 Neka je K poǉe. Tada je K(X1, . . . , Xn)Sn = K(e1, . . . , en).

Dokaz. Znamo iz stava 73 da je K[X1, . . . , Xn]Sn = K[e1, . . . , en]; naime,
simetriqni polinom nije nixta drugo do fiksna taqka pri gorenave-
denom dejstvu grupe Sn. Neka je

f(X1, . . . , Xn) =
g(X1, . . . , Xn)
h(X1, . . . , Xn)

∈ K(X1, . . . , Xn)Sn ,

gde su g, h ∈ K[X1, . . . , Xn]. Iz qiǌenice da je ǌihov koliqnik simet-
riqan, ne sledi naravno da su i oni simetriqni, no to se lako mo�e
popraviti. Neka je

H =
∏
σ∈Sn

σ · h.
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Jasno je (ovo smo imali mnogo puta) da je H simetriqan polinom, tj.
H ∈ K[X1, . . . , Xn]Sn , pa je i Hf ∈ K[X1, . . . , Xn]Sn (Hf je i polinom
i simetriqna funkcija, jer su i H i f simetriqne). Stoga je Hf =
a(e1, . . . , en) i H = b(e1, . . . , en) za neke polinome a, b te je

f =
Hf

H
=
a(e1, . . . , en)
b(e1, . . . , en)

∈ K(e1, . . . en). 2

Posledica 76 Neka je K poǉe.

1. RaxireǌeK(X1, . . . , Xn)/K(e1, . . . , en) je Galoaovo sa Galoaovom grupom
Sn.

2. Bazu za K(X1, . . . , Xn) kao vektorski prostor nad K(e1, . . . , en) qine
proizvodi Xr1

1 · · ·Xrn
n , pri qemu je 0 6 ri 6 n− i za sve i = 0, n.

Dokaz. 1. Kako je K(e1, . . . , en) = K(X1, . . . , Xn)Sn , iz teoreme 32 dobi-
jamo da je K(X1, . . . , Xn)/K(e1, . . . , en) Galoaovo raxireǌe, a iz teoreme
?? da je Galoaova grupa bax Sn.

2. Neka je K̃ = K(e1, . . . , en) i

f(T ) = (T −X1)(T −X2) · · · (T −Xn) ∈ K̃[T ].

Jasno je da su koeficijenti ovog polinoma u navedenom poǉu na osnovu
Vijetovih formula. Posmatramo niz raxireǌa:

K̃ ⊂ K̃(X1) ⊂ K̃(X1, X2) ⊂ · · · ⊂ K̃(X1, X2, . . . , Xn) = K(X1, X2, . . . , Xn).

Kako je X1 nula polinoma f(T ), to je [K̃(X1) : K̃] 6 n i 1, X1, . . . , X
n−1
1

je jedna generatrisa za K̃(X1) nad K̃. To je i baza ukoliko je polinom
f(T ) ∈ K̃[T ] nerastavǉiv. Kako je X2 nula polinoma f(T )/(T − X1)
iz K̃(X1)[T ], koji je stepena n − 1, to je [K̃(X1, X2) : K̃(X1)] 6 n − 1 i
generatrisa za K̃(X1, X2) nad K̃(X1) je 1, X2, . . . , X

n−2
2 . Nastavǉaju�i

daǉe dobijamo: [K(X1, . . . , Xn) : K(e1, . . . , en] 6 n(n − 1) · · · 1 i jednu
generatrisu qine proizvodi Xr1

1 · · ·Xrn
n , pri qemu je ri 6 n− i za sve i.

No, na osnovu dela pod 1. imamo da je [K(X1, . . . , Xn) : K(e1, . . . , n)] = n!
i stoga gorǌi proizvodi qine jednu bazu. 2

U ovom trenutku korisno je podsetiti se da grupa Sn nije rexiva
za n > 5. To sledi iz toga xto je, za n > 5: S′n = An, a A′n = An, gde
smo sa G′ oznaqili komutatorsku podgrupu [G,G].

Definicija 77 Opxti polinom stepena n po T je polinom

f(T ) = Tn − t1Tn−1 + t2T
n−2 −+ · · ·+ (−1)ntn ∈ K[t1, . . . , tn][T ].
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Naravno, nije ovo neka posebno duboka definicija, to smo imali i u
sredǌoj xkoli kada smo razmatrali opxte kvadratne trinome oblika
axn+bx+x, za a 6= 0. Umesto a, b, c smo uveli neodre�ene i postavili da
je polinom moniqan, da bismo sigurno imali polinom stepena n bez
dodatnih uslova na neodre�ene. Znaci su tako odabrani da ti budu
bax simetriqne funkcije korena ovog polinoma.

Teorema 78 Galoaova grupa opxteg polinoma izomorfna je sa Sn.

Dokaz. Posmatramo f kao polinom sa koeficijentima u poǉu K̃ =
K(t1, . . . , tn): f ∈ K̃[T ]. Neka je Kf = K̃(X1, . . . , Xn) korensko poǉe ovog
polinoma. Imamo da je

f(X) = Xn−t1Xn−1+t2Xn−2−+ · · ·+(−1)ntn = (X−X1)(X−X2) · · · (X−Xn),

te za sve 1 6 i 6 n: ti = ei(X1, . . . , Xn). Tra�eni rezultat sledi iz
posledice 76. 2

Kako znamo da Sn nije rexiva za n > 5, to znamo da ako je K
poǉe karakteristike nula, nije svaka polinomijalna jednaqina ste-
pena ve�eg od 4 rexiva u radikalima, tj. ne postoje formule analogne
formuli koju smo u sredǌoj xkoli uqili za kvadratnu jednaqinu, niti
Kardanovoj formuli za jednaqinu tre�eg stepena, kao ni formuli za
jednaqinu qetvrtog stepena (koja se svodi na jednaqinu tre�eg). To
naravno ne znaqi da ma koja jednaqina stepena ve�eg od 4 nije rexiva
u radikalima. Ve� smo videli neke koje to jesu; u narednom odeǉku
bavimo se va�nim specijalnim sluqajem kada jednaqine stepena ve�eg
od 4 jesu rexive u radikalima.

11.4 Rexive jednaqine prostog reda
Do rezultata o rexivosti jednaqina prostog reda, Galoa je doxao
1829. godine.

Podsetimo se da smo pokazali da ako imamo nerastavǉiv i separa-
bilan polinom, onda Galoaova grupa tog polinoma dejstvuje tranzi-
tivno na ǌegovim korenima. U vezi sa tranzitivnim dejstvom, doka�i-
mo slede�i stav o dejstvu grupa.

Stav 79 Neka konaqna grupa G tranzitivno dejstvuje na konaqnom skupu X
koji ima p elemenata, gde je p prost broj. Ako je H /G i XH 6= X, onda i H
dejstvuje tranzitivno na X.

Dokaz. Prestavimo X kao uniju orbita pri dejstvu podgrupe H:

X = H · x1 t · · · tH · xk. (32)

Neka je i 6= 1 proizvoǉno. Kako G dejstvuje tranzitivno, imamo da je
g · x1 = xi za neko g ∈ G. Tada je

H ·xi = H · (g ·x1) = (Hg) ·x1 = (gg−1Hg) ·x1 = g · ((g−1Hg) ·x1) = g · (H ·x1).
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No, kako je x 7→ g · x bijekcija X → X za svako g ∈ G (inverz je
preslikavaǌe x 7→ g−1 · x), to imamo da je |H · xi| = |H · x1|. Stoga iz
(32) dobijamo: p = |X| = k|H · x1|. Kako je p prost, sledi da ili su sve
orbite jednoqlane (k = p) ili je dejstvo tranzitivno (k = 1). No, ako
bi sve orbite bile jednoqlane, to bi znaqilo da (∀x ∈ X)(x ∈ XH), te
bi bilo X = XH , xto protivreqi pretpostavci. Stoga je dejstvo H
na X tranzitivno. 2

Posledica 80 Neka je G 6 S{0,1,...,p−1} podgrupa grupe S{0,1,...,p−1} i neka
G tranzitivno dejstvuje na skupu {0, 1, . . . , p− 1} i {id} 6= H �G. Tada i H
destvuje tranzitivno na {0, 1, . . . , p− 1}.

Dokaz. Kako se u H nalazi i neka neidentiqna permutacija σ, sigurno
je σ(i) 6= i za neko i ∈ {0, . . . , p − 1} te rezultat direktno sledi iz
prethodnog stava. 2

Formuliximo i doka�imo Galoaovu teoremu.

Teorema 81 Neka je f ∈ K[X], gde je K poǉe karakteristike 0, nerastavǉiv
polinom prostog stepena p sa rexivom Galoaovom grupom G. Ako korene
polinoma f identifikujemo sa 0, . . . , p − 1, a grupu G sa podgrupom grupe
permutacija skupa {0, 1, . . . , p− 1}, onda je svaki element σ ∈ G oblika:

σ(k) = a ·p k +p b, (33)

za neki a ∈ {1, . . . , p− 1} i b ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Dokaz. Dakle, imamo niz podgrupa

G = G0 �G1 � · · ·�Gm−2 �Gm−1 �Gm = {id},

pri qemu su [Gi−1 : Gi] prosti brojevi. Dokaza�emo tvr�eǌe polaze�i
od podgrupe Gm−1. Najpre primetimo da, na osnovu posledice 80, sve
podgrupe Gi dejstvuju tranzitivno na {0, 1, . . . , p − 1}. Dakle, i Gm−1

je takva, a ona je prostog reda. Kako je broj elemenata u orbiti,
ovde je to p, jednak indeksu stabilizatora ma kog elementa, dobijamo
da je stabilizator trivijalan i da je |Gm−1| = p. Na osnovu onoga
xto znamo o grupama permutacija, zakǉuqujemo da je grupa Gm−1 gene-
risana jednim p-ciklom. Prenumeracijom korena mo�emo za taj gene-
rator uzeti bax cikl θ = (0 1 . . . p− 1). Za θ va�i:

θ(k) = k +p 1,

a za ǌegove stepene θr(k) = k+p r. Dakle, zaista su svi automorfizmi
iz Gm−1 tra�enog oblika.

Primetimo da, ukoliko je σ ∈ G takav da je a 6= 1 u (33), onda σ ima
fiksnu taqku. Naime, a·pk+pb = k je ekvivalentno sa (a−1)·pk = p−pb, a
svakako, poxto je a−1 ∈ {1, . . . , p−1}, postoji c takav da je (a−1)·pc = 1,
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pa se za k mo�e uzeti: k = c ·p (p−p b). Kako nijedan p-cikl nema fiksnu
taqku, zakǉuqujemo da automorfizmi za koje je a 6= 1 svakako nisu
p-cikli. No, za a = 1 imamo stepene od θ.

Posmatrajmo sada Gm−2. Ako je τ ∈ Gm−2, onda je τGm−1τ
−1 =

Gm−1, poxto je Gm−1 � Gm−2. Posebno je τ ◦ θ ◦ τ−1 = θa za neko a.
Iz ove jednakosti mo�emo zapravo potpuno odrediti τ . Primetimo
najpre da iz ǌe sledi: τ ◦ θk ◦ τ−1 = (θa)k = θa·pk, te je τ ◦ θk = θa·pk ◦ τ .

τ(k) = τ(θk(0)) = (τ ◦ θk)(0) = (θa·pk ◦ τ)(0) = θa·pk(τ(0)) = τ(0) +p (a ·p k) = a ·p k +p τ(0).

Dakle, svaki τ ∈ Gm−2 je zaista tra�enog oblika: a je takvo da je
τ ◦ θ ◦ τ−1 = θa, a b = τ(0).

Pri prelasku na Gm−3, koristimo qiǌenicu da su svi elementi iz
Gm−2 tra�enog oblika. Uzmimo σ ∈ Gm−3. Kako θ ∈ Gm−2, a kako je
Gm−2 � Gm−3, to je σ ◦ θ ◦σ−1 ∈ Gm−2. No, σ ◦ θ ◦σ−1 je tako�e p-cikl,
pa prema gorǌoj analizi je on zapravo stepen od θ. I nastavǉamo kao
u prethodnom sluqaju. Dakle, vidimo da se mo�emo ,,peǌati” po ovom
lancu grupa bez ikakvih problema i dobijamo da je svaki automor-
fizam iz G zaista tra�enog oblika. 2

Napomena 82 U prethodnoj teoremi se ne tvrdi da je grupa polinoma
f , za koji je jednaqina f(x) = 0 rexiva u radikalima, jednaka pod-
grupi grupe Sn koju qine svi automorfizmi navedenog oblika. Svi
automorfizmi navedenog oblika svakako qine podgrupu grupe Sn reda
p(p− 1), ali sama grupa datog polinoma je neka podgrupa te grupe. ♠

Posledica 83 Neka je f ∈ K[X] nerastavǉiv polinom polinom prostog
stepena nad poǉem karakteristike 0. Ako je jednaqina f(x) = 0 rexiva u
radikalima, onda je korensko poǉe ovog polinoma generisano ma kojim parom
korena.

Dokaz. Neka je deg f = p i Kf = K(α0, α1, . . . , αp−1). Neka je 0 6 i < j 6
p− 1 i Ω = K(αi, αj) ⊆ Kf . Tada je

G(Kf/Ω) = {σ ∈ G(Kf/K) : σ(αi) = αi, σ(αj) = αj}.

Neka je σ ∈ G(Kf/Ω) 6 G(Kf/K). Na osnovu prethodne teoreme, iden-
tifikuju�i αk sa k, dobijamo da je σ(k) = a ·p k +p b za neke a, b kao
gore, pri qemu je jox

a ·p i+p b = i, a ·p j +p b = j. (34)

Dobijamo da je
a ·p (j − i) = j − i. (35)

Kako je j − i ∈ {1, . . . , p − 1} to postoji c ∈ {1, . . . , p − 1} takvo da je
(j − i) ·p c = 1. Iz (35) mno�eǌem sa c dobijamo da je a = 1. Zamenom
a = 1 u (34) dobijamo da je i+p b = i, pa je b = 0. Dakle, σ = id. Sledi
da je G(Kf/Ω) trivijalna grupa, te je K(αi, αj) = Ω = Kf . 2

Iz ove posledice direktno sledi slede�e.
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Posledica 84 Neka je K = Q i f kao u posledici 83. Tada, ako f ima bar
dva realna korena, onda su i svi ostali koreni od f realni.

Dokaz. Ako α, β ∈ R, onda je Kf = Q(α, β) ⊂ R. 2

Iz ove posledice, neposredno sledi i slede�a.

Posledica 85 Neka je K = Q i f ∈ K[X] polinom prostog stepena ve�eg
od 3. Ako jednaqina f(x) = 0 ima taqno tri realna rexeǌa, onda ona nije
rexiva u radikalima. 2

11.5 Casus irreducibilis

Kada koristimo Kardanove formule, odnosno Tartaǉin metod, za re-
xavaǌe jednaqine tre�eg stepena, u sluqaju da jednaqina ima tri ra-
zliqita realna rexeǌa, nailazimo na neobiqnu situaciju. Mada su
rexeǌa realna, mi ih moramo izra�avati preko izraza pri qijem se
izraqunavaǌu obavezno pojavǉuju kompleksna rexeǌa (koja nisu re-
alna). To je taj ,,nesvodǉivi sluqaj” iz naslova pododeǉka. Da li je
to samo mana tog metoda, ili je u pitaǌu suxtinski problem?

Definicija 86 Za jednaqinu f(x) = 0 sa koeficijentima u poǉu K ⊆ R,
ka�emo da je rexiva u realnim radikalima ukoliko postoji radikalsko
raxireǌe (videti definiciju 67) Km takvo da je Kf ⊆ Km ⊆ R. Takvo
raxireǌe nazivamo i realno radikalsko raxireǌe.

Teorema 87 Neka je f(x) = 0 kao u prethodnoj definiciji, pri qemu je f
nerastavǉiv polinom stepena 3 nad K, koji ima tri (razliqita) realna ko-
rena. Tada ova jednaqina nije rexiva u realnim radikalima.

Dokaz. Pretpostavimo da to nije tako, tj. da postoji rastu�i niz
poǉa

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km ⊆ R,

tako da:

1. Ki = Ki−1(αi) pri qemu αrii ∈ Ki−1 za neki prost ri;

2. Km sadr�i korensko poǉe Kf polinoma f .

Na osnovu dosadaxǌih rezultata, znamo da mo�emo pretpostaviti
da su sva raxireǌa prostog stepena. Neka je Kf = K(x1, x2, x3) i neka
je i najmaǌi indeks za koji poǉe Ki sadr�i neki od xj. To znaqi da
je Ki−1 ⊂ Ki−1(xj) ⊆ Ki−1(αi) = Ki. Kako je [Ki−1(xj) : Ki−1] = 3, to
3 | ri, a kako je ri prost, to je ri = 3 i Ki = Ki−1(xj). Dakle, αi ∈ Ki ⊆
Ki−1(x1, x2, x3). Kako je Ki−1(x1, x2, x3) korensko poǉe polinoma f pos-
matranog kao polinom iz Ki−1[X], to je Ki−1(x1, x2, x3)/Ki−1 normalno
raxireǌe. No, ono sadr�i jedan koren αi polinoma X3 − α3

i ∈ Ki−1.
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Stoga ono mora da sadr�i i ostale korene: αi, ζ3αi, ζ2
3αi, pa bismo do-

bili da i ζ3 ∈ K(x1, x2, x3) ⊆ R i ova kontradikcija zavrxava nax
dokaz. 2

Za sam kraj ove teme jedan zabavan ’prilog’.

Nije texko izvesti algebarsku formulu za nala�eǌe kvadratnog
korena iz ma kog kompleksnog broja. Mo�emo pretpostaviti da je
kompleksan broj jediniqnog modula (ako je modul razliqit od 1 imamo
samo jox jedan kvadratni koren). Dakle, treba na�i c i s tako da je
(c+ is)2 = a+ ib, pri qemu je a2 + b2 = 1 i ab 6= 0. Dobija se:

c+ is = ± 1√
2

(√
a+ 1 + ib

1√
a+ 1

)
. (36)

To nije texko dobiti. Stoga mo�emo izraziti na ovaj naqin i qetvrti,
osmi, itd. koren ma kog kompleksnog broja. No, xta se dexava kada
pokuxamo da na�emo opxtu formulu za tre�i koren?

Dakle, rexavamo jednaqinu (c + is)3 = a + ib uz pretpostavku da je
a2 + b2 = 1 i ab 6= 0. Sledi da je i c2 + s2 = 1 i cs 6= 0. Dobijamo da je
c3−3cs2 = a, a iz s2 = 1−c2 sledi 4c3−3c−a = 0. Nije texko proveriti
da ova jednaqina ima tri razliqita realna rexeǌa za svako a ∈ R\{0}.

Ostaje da vidimo da li je f(X) = 4X3− 3X − a ∈ Q(a)[X] rastavǉiv
polinom. Poxto tra�imo opxtu formulu. pretpostavi�emo da a
i b nisu algebarski brojevi (setimo se kako smo pokazali da prob-
lem trisekcije ugla u opxtem sluqaju nije mogu�e izvesti pomo�u
leǌira i xestara). U tom sluqaju je Q[a] je zapravo prsten polinoma
nad Q, sa neodre�enom a. Te je i Q(a) poǉe racionalnih funkcija.
Ukoliko bi f(X) bio rastavǉiv nad Q(a), to bi znaqilo da je ras-
tavǉiv i nad Q[a] (Algebra 2), te bi tu imao nulu, tj. postojao bi
polinom p(a) ∈ Q[a] takav da je

4p(a)3 − 3p(a)− a = 0 ∈ Q[a].

Ukoliko p(a) nije konstantan polinom, onda je stepen polinoma 4p(a)3−
3p(a) − a jednak 3 deg p(a) te to ne mo�e biti nula polinom. A ako je
p(a) ∈ Q, onda bi i a bilo iz Q, xto nije taqno.

Stoga se, na osnovu teoreme 87, c ne mo�e dobiti u obliku koji
ukǉuquje samo realne korene, tako da formula za tre�i koren kom-
pleksnog broja analogna formuli (36) za kvadratni koren ne postoji.

68



Prosti i maksimalni ideali u prstenima

Sada poqiǌemo da se bavimo novom temom u ovom kursu, a to je ras-
tavǉaǌe (faktorizacija) polinoma i nala�eǌe najve�eg zajedniqkog
delioca. No, ne�emo se zadovoǉiti samo polinomima jedne neodre-
�ene, niti samo polinoma sa koeficijentima u poǉu, nego �emo se poz-
abaviti i polinomima sa vixe neodre�enih i sa koeficijentima u Z.
To se zapravo pojavǉuje implicitno i xkolskoj matematici, u delu o
sre�ivaǌu algebarskih izraza. Naravno, tamo se to radi intuitivno,
ali ovde �emo videti kako se to najve�i zajedniqki delilac mo�e na�i
qak i kad nije vidǉivo kako se dati polinomi mogu faktorisati. No,
najpre �emo morati da radimo opxtije stvari u prstenima, xto tako
�e nije loxe, jer �emo videti kako se neki rezultati, koje znamo iz
osnovne xkole, meǌaju kada umesto prstena Z posmatramo prstene koji
se od ovog dobijaju dodavaǌem nekih elemenata.

Zapoqnimo ovu temu slede�im stavom.

Stav 88 Neka je A komutativan prsten sa jedinicom i P / A (P 6= A).
Slede�i uslovi su ekvivalentni.

1. Za I, J / A va�i: ako je I · J ⊆ P , onda je I ⊆ P ili je J ⊆ P .

2. Za a, b ∈ A va�i: ako ab ∈ P , onda a ∈ P ili b ∈ P .

3. Prsten A/P je oblast celih (domen).

Dokaz. Podsetimo se najpre da se oblast celih definixe kao komu-
tativan prsten sa jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u
kome va�i: ako je ab = 0, onda je a = 0 ili b = 0.

1 =⇒ 2. Uoqimo ideale I = 〈a〉, J = 〈b〉. Kako je I · J = 〈ab〉 i ab ∈ P , to
I · J ⊆ P . Na osnovu 1. sledi da I ⊆ P , ili J ⊆ P , tj. a ∈ P , ili b ∈ P .

2 =⇒ 3. Pretpostavimo da za elemente x, y ∈ A/P va�i: xy = 0A/P .
Naravno, 0A/P = P . Kako su x i y elementi iz koliqniqkog prstena,
to postoje a, b ∈ A takvi da je x = a + P i y = b + P i da va�i:
(a+P )(b+P ) = P . Ova jednakost se svodi na ab+P = P , tj. na ab ∈ P .
Na osnovu 2. dobijamo da a ∈ P , ili b ∈ P , odnosno a + P = P ili
b+ P = P , tj. x = 0, ili y = 0.

3 =⇒ 1. Neka su ideali I, J prstena A takvi da je I · J ⊆ P , a da I 6⊆ P
i J 6⊆ P . To znaqi da postoji a ∈ I \P i b ∈ J \P . No, ab ∈ I · J ⊆ P , pa
je (a + P )(b + P ) = ab + P = P . Kako je A/P oblast celih, sledi da je
a+ P = P , ili b+ P = P , odnosno a ∈ P ili b ∈ P . Ova kontradikcija
zavrxava dokaz. 2

Definicija 89 Ideal P / A je prost ukoliko ispuǌava neko od prethodna
tri ekvivalentna svojstva.
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Primer 90 Ideal 〈2, 1−
√
−5〉 / Z[

√
−5] je prost ideal.

Poka�imo da je Z[
√
−5]/〈2, 1−

√
−5〉 ∼= Z2. Primetimo da je svaki ele-

ment u prstenu Z[
√
−5] oblika m + n

√
−5 za neke cele brojeve m i n.

Definiximo preslikavaǌe f : Z[
√
−5]→ Z2 sa:

f(m+ n
√
−5) = ρ(m+ n, 2).

Poka�imo da je ovo preslikavaǌe homomorfizam prstena.

f((m+ n
√
−5) + (r + s

√
−5)) = f((m+ n) + (r + s)

√
−5)

= ρ((m+n)+(r+s), 2) = ρ(m+n, 2)+2ρ(r+s, 2) = f(m+n
√
−5)+2f(r+s

√
−5).

f((m+ n
√
−5)(r + s

√
−5)) = f(mr − 5ns+ (ms+ nr)

√
−5)

= ρ(mr − 5ns+ms+ nr, 2) = ρ(mr + ns+ms+ nr, 2) = ρ((m+ n)(r + 2), 2)

= ρ(m+ n, 2) ·2 ρ(r + s, 2) = f(m+ n
√
−5) ·2 f(r + s

√
−5).

Naravno, f(1) = 1. Jasno je da je f ,,na”. Treba odrediti jezgro ovog
homomorfizma. No, m+ n

√
−5 ∈ Ker f akko 2 | (m+ n). No,

m+ n
√
−5 = m− n(−

√
−5) = m− n(1−

√
−5− 1) = (m+ n)− n(1−

√
−5).

Stoga, ako je m + n paran broj, onda je m + n = 2t za neko t ∈ Z i
na osnovu gorǌe jednakosti m + n

√
−5 ∈ 〈2, 1 −

√
−5〉. Obratno, ako

m+ n
√
−5 ∈ 〈2, 1−

√
−5〉, onda je

m+ n
√
−5 = (a+ b

√
−5) · 2 + (c+ d

√
−5) · (1−

√
−5)

= 2a+ 2b
√
−5 + c− c

√
−5 + d

√
−5 + 5d = (2a+ c+ 5d) + (2b− c+ d)

√
−5,

za neke a, b, c, d ∈ Z. Tada je

m+ n = 2a+ c+ 5d+ 2b− c+ d = 2a+ 2b+ 6d,

pa je m+n paran broj. Dobili smo da je Ker f = 〈2, 1−
√
−5〉 i na osnovu

teoreme o izomorfizmu prstena dobijamo tra�eni izomorfizam. Kako
je Z2 oblast celih, zakǉuqujemo da je ideal 〈2, 1−

√
−5〉 prost. ♣

Primetimo da, ukoliko je P prost ideal, a a1, . . . , an ∈ A, onda iz
a1 · · · an ∈ P sledi da ai ∈ P za neko i ∈ {1, . . . , n} ( xto se lako dokazuje
indukcijom po n).

Pre�imo sada na pojam maksimalnog ideala.

Definicija 91 Ideal M prstena A je maksimalan, ukoliko ne postoji
ideal I prstena A za koji va�i: M ⊂ I ⊂ A.

Dakle, maksimalan ideal je pravi ideal za koji ne postoji pravi
ideal, razliqit od ǌega, koji ga sadr�i kao svoj podskup.
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Stav 92 Neka je M pravi ideal prstena A. Tada je M maksimalan ideal
ako i samo ako je A/M poǉe.

Dokaz. Pretpostavimo da je M maksimalan ideal i a+M 6= M . Treba
pokazati da a + M ima inverz u prstenu A/M . Posmatramo ideal
〈a〉+M . Kako a 6∈M , to je M pravi podskup od 〈a〉+M . No, s obzirom
da je M maksimalan ideal, mora biti 〈a〉+M = A. To znaqi da postoje
b ∈ A i m ∈ M za koje je ab + m = 1. Dakle, ab − 1 = m ∈ M , pa je
ab+M = 1 +M , te je b+M tra�eni inverz elementa a+M ∈M .

Obratno, pretpostavimo da je A/M poǉe. Neka je M pravi podskup
ideala I. Dakle, postoji a ∈ I \M . Stoga je a+M 6= M u koliqniqkom
prstenu A/M . Kako je ovaj prsten po pretpostavci poǉe, to postoji
b ∈M tako da je (a+M)(b+M) = 1 +M , odnosno, ab− 1 ∈M . Dakle, za
neko m ∈ M va�i: ab − 1 = m, tj. 1 = ab −m. Kako i a i m pripadaju
idealu I, to i 1 ∈ I, pa mora biti I = A. Zakǉuqujemo da je M zaista
maksimalan ideal u A. 2

Napomena 93 Vidimo da iz ovog stava sledi da je svaki maksimalan
ideal ujedno i prost ideal, poxto znamo u poǉu nema pravih deliteǉa
nule. ♦

U osnovnoj xkoli smo nauqili da je prirodan broj prost ukoliko
nema drugih delilaca sem 1 i ǌega samog (ovo tako�e va�i i za broj 1,
ali se on ne smatra prostim brojem). No, u proizvoǉnoj oblasti celih
razlikuje se pojam prostog i nerastavǉivog elementa. Podsetimo se
da sa U(A) oznaqavamo skup svih invertibilnih elemenata u prstenu
A.

Definicija 94 Neka je A oblast celih (domen), tj. komutativni prsten sa
jedinicom u kome je proizvod dva elementa jednak nuli ako i samo ako je jedan
od ǌih jednak nuli. Element p ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) je

• prost, ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako p | ab, onda p | a, ili p | b;

• nerastavǉiv (atom) ukoliko za a, b ∈ A va�i: ako je p = ab, onda je
a ∈ U(A), ili b ∈ U(A).

Veza izme�u prostih i nerastavǉivih elemenata u proizvoǉnom
prstenu data je slede�im stavom.

Stav 95 Neka je A domen. Tada je svaki prost element u A nerastavǉiv.

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost i da je p = ab. Posebno to znaqi
da p deli proizvod ab. Kako je p prost, to p | a, ili p | b. Neka, na
primer, p | a. To znaqi da postoji c ∈ A za koji je a = pc. Kako je
p = ab, to je p = pcb, tj. p(1− cb) = 0, pa mora biti 1− cb = 0, poxto je
A oblast celih. Dakle, cb = 1, te je element b invertibilan. 2

U proizvoǉnom domenu, prosti i nerastavǉivi elementi se raz-
likuju. Razmotrimo slede�i primer.
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Primer 96 U prstenu Z
[√
−5
]
element 3 je nerastavǉiv, ali nije prost.

Pre svega,
Z
[√
−5
]

:= {p(
√
−5) : p ∈ Z[X]}.

No, nije texko uveriti se da iz definicije sledi da je

Z
[√
−5
]

= {a+ b
√
−5 : a, b ∈ Z}.

Uverimo se najpre da je 3 nerastavǉiv. Pretpostavimo da je 3 = uv.
Uvedimo oznaku N(z) := zz, za z ∈ Z

[√
−5
]
(naravno da je N(z) kvadrat

modula kompleksnog broja z). Jasno je da je N(z1z2) = N(z1)N(z2) za
sve z1, z2. Dobijamo da je N(3) = N(u)N(v), odnosno 9 = N(u)N(v).
Ovo je faktorizacija prirodnog broja 9 u skupu prirodnih brojeva,
to imamo dve mogu�nosti:

1) jedan od N(u), N(v) jednak je 1, a drugi 9;

2) N(u) = N(v) = 3.
1) Pretpostavimo, na primer, da je N(u) = 1. Ukoliko je u =

a+b
√
−5, dobijamo da je 1 = N(u) = uu = (a+b

√
−5)(a−b

√
−5) = a2 +5b2.

S obzirom da a, b ∈ Z, ovo je mogu�e jedino ako je b = 0 i a ∈ {−1, 1}, tj.
u ∈ {−1, 1}, te sledi da je u invertibilan (bilo bi dobro da qitaoci
sami poka�u, za ve�bu, da je U

(
Z
[√
−5
])

= {−1, 1} koriste�i funkciju
N).

2) Postupamo na sliqan naqin. Ukoliko je u = a+ b
√
−5, dobijamo

da je 3 = N(u) = a2 + 5b2. S obzirom da a, b ∈ Z, mora biti b = 0 i
dobijamo da je 3 = a2, za neko a ∈ Z. Ovo naravno nije mogu�e, te
zakǉuqujemo da se sluqaj 2) i ne pojavǉuje.

Dakle, iz qiǌenice da je 3 = uv, dobijamo da je jedan od faktora
invertibilan, a to zapravo znaqi da je 3 nerastavǉiv.

Ostaje da poka�emo da 3 nije prost. Posmatrajmo faktorizaciju
broja 9 u Z

[√
−5
]
:

9 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5).

Kako je 9 = 3 · 3, to
3 | (2 +

√
−5)(2−

√
−5).

Poka�imo da 3 ne deli nijedan od ovih faktora. Iz te qiǌenice �e
slediti da 3 nije prost.

Neka 3 | (2 +
√
−5) (analogno se razmatra i drugi sluqaj). Dakle,

za neki element u ∈ Z
[√
−5
]
:

3 · u = 2 +
√
−5.

Primenom funkcije N dobijamo

9 ·N(u) = 9.

Dobijamo da je N(u) = 1, te je u ∈ {−1, 1}, tj. 3 = 2 +
√
−5, ili

3 = −(2 +
√
−5). Ova kontradikcija nam pokazuje da 3 ne deli 2 +

√
−5,

tj. 3 zaista nije prost. ♣
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Napomena 97 Primetimo da jednakost 3 · 3 = (2 +
√
−5)(2 −

√
−5) daje

dve razliqite faktorizacije broja 9 u proizvod nerastavǉivih. To
je nexto sa qime se nismo sreli u sluqaju celih brojeva. Vixe �emo
o ovome re�i u narednim predavaǌima. ♦

Slede�i stav je pomalo i oqekivan.

Stav 98 Element je prost ako i samo ako je ideal generisan tim elementom
prost ideal.

Dokaz. Neka je p prost element u prstenu A i 〈p〉 ideal generisan tim
elementom. Ukoliko ab ∈ 〈p〉, onda je ab = pc za neki c ∈ A, tj. p | ab.
Kako je element p prost, to p | a, ili p | b, odnosno, a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉,
te zakǉuqujemo da je 〈p〉 prost ideal.

Obratno, pretpostavimo da je 〈p〉 prost ideal i neka p | ab. To
znaqi da ab ∈ 〈p〉, te sledi da a ∈ 〈p〉, ili b ∈ 〈p〉, odnosno p | a, ili
p | b. 2

Napomena 99 Kao xto smo dokazali da 3 nije prost, mo�emo dokazati
da ni 2 nije prost. Stoga ideal 〈2〉 nije prost. No, va�i jednakost

〈2〉 = 〈2, 1−
√
−5〉〈2, 1 +

√
−5〉.

Naime, lako je videti da je generalno taqno da je 〈a, b〉〈c, d〉 = 〈ac, ad, bc, bd〉.
Stoga je

〈2, 1−
√
−5〉〈2, 1 +

√
−5〉 = 〈4, 2 + 2

√
−5, 2− 2

√
−5, 6〉,

no, 2 pripada ovom idealu kao razlika 6− 4, a svi ostali elementi su
umnoxci od 2. Stoga je taj ideal zapravo 〈2〉. Kao xto smo dokazali
da je ideal 〈2, 1 −

√
−5〉 prost ideal, mo�e se dokazati da je to i

ideal 〈2, 1 +
√
−5〉. Dakle, mada ideal 〈2〉 nije prost, on ipak ima

faktorizaciju na proizvod prostih ideala. Zapravo, taqno je, mada
mi ne�emo to ovde dokazivati, da svaki ideal u prstenu Z[

√
−5] ima

jedinstvenu, do na redosled faktora, faktorizaciju u obliku prostih
idela! Prema tome, mada elementi nemaju jedinstvenu faktorizaciju,
prelaskom na ideale dobijamo jedinstvenu faktorizaciju. Posebno to
va�i za glavne ideale. Vidimo sada zaxto nam je korisna aritmetika
ideala. ♦

Veza izme�u nerastavǉivih elemenata i maksimalnih ideala data
je slede�im stavom.

Stav 100 Element a ∈ A je nerastavǉiv ako i samo ako je ideal 〈a〉 maksi-
malan u skupu svih glavnih ideala prstena A.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ∈ A nerastavǉiv i neka je 〈a〉 ⊆ 〈b〉.
Treba da poka�emo da je 〈a〉 = 〈b〉 ili 〈b〉 = A. Kako je 〈a〉 ⊆ 〈b〉, to
a ∈ 〈b〉, pa postoji c ∈ A tako da je a = bc. Kako je a nerastavǉiv,
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to b ∈ U(A), ili c ∈ U(A). Ukoliko b ∈ U(A), onda je 〈b〉 = A, a ako
c ∈ U(A), onda je 〈a〉 = 〈b〉.

Obratno, pretpostavimo da je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih
ideala prstena A. Neka je a = bc i pretpostavimo da c 6∈ U(A). To
znaqi da je a ∈ 〈b〉, ali da b 6∈ 〈a〉 (zaxto?), tj. da je 〈a〉 pravi podskup
ideala 〈b〉. Kako je 〈a〉 maksimalan u skupu svih glavnih ideala, to
mora biti 〈b〉 = A, tj. postoji c ∈ A tako da je bc = 1, te zakǉuqujemo
da je b invertibilan. 2

Maksimalan ideal u svakom komutativnom prstenu sa jedinicom
postoji. Zapravo, va�i slede�a teorema, koju ne�emo dokazivati.

Teorema 101 Neka je I pravi ideal u komutativnom prstenu sa jedinicom
A. Tada postoji maksimalan ideal M za koji je I ⊆M .

Posebno je zanimǉiv sluqaj prstena u kojima postoji taqno jedan mak-
simalni ideal.

Stav 102 U komutativnom prstenu sa jedinicom A postoji taqno jedan mak-
simalan ideal ako i samo ako je A \ U(A) ideal.

Dokaz. Primetimo da va�i slede�e. Ideal I / A je pravi akko I ne
sadr�i nijedan invertibilan element (videti primer ??).

Pretpostavimo da u prstenu postoji taqno jedan maksimalan ideal
M . Prema prethodnom je U(A) ⊆ A \M . No, ako postoji a ∈ A \M
koji nije invertibilan, onda je ideal 〈a〉 pravi, pa je prema teoremi
101 〈a〉 sadr�ian u nekom maksimalnom, a kako je M jedini takav, to
je 〈a〉 ⊆M , xto nije mogu�e, jer a 6∈M .

Obratno, neka u prstenu A svi neinvertibilni elementi qine ideal
M : A \U(A) = M . No, tada je i svaki drugi ideal I sadr�an u M , jer
je I ∩ U(A) = ∅, kao xto smo gore primetili. Stoga je M maksimalan
ideal i to jedini takav. 2

Definicija 103 Komutativan prsten sa jedinicom u kome postoji taqno
jedan maksimalni ideal naziva se lokalni prsten.

Primer 104 Neka je p ∈ N prost broj. Tada je prsten Z(p) definisan
sa:

Z(p) :=
{a
b

: p - b
}

lokalni.

Treba samo pokazati da neinvertibilni elementi qine ideal. Prime-
timo da a

b ∈ U(Z(p)) akko p - a. Dakle, a
b 6∈ U(Z(p)) akko p | a. No, to up-

ravo znaqi da je skup svih neinvertibilnih elemenata u ovom prstenu
skup svih umno�aka broja p, tj. ideal generisan sa p. ♣
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Primer 105 Neka je A zadat sa:

A =
{[
a b
0 a

]
: a, b ∈ Q

}
.

Pokazati da je A komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na mno�eǌe
i sabiraǌe matrica i da je A primer lokalnog prstena.

Nije texko proveriti da je A komutativan prsten sa jedinicom, kao i
da je matrica iz [ a b0 a ] ∈ A invertibilna akko je a 6= 0. Dakle,

A \ U(A) =
{[

0 b
0 0

]
: b ∈ Q

}
.

No,〈[
0 1
0 0

]〉
=
{[
a b
0 a

] [
0 1
0 0

]
: a, b ∈ Q

}
=
{[

0 a
0 0

]
: a, b ∈ Q

}
= A \ U(A).

Dakle, neinvertibilni elementi qine glavni ideal generisan matri-
com [ 0 1

0 0 ]. ♣

Faktorizacija; lokalizacija

Podsetimo se da je oblast celih (domen) komutativan prsten sa
jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule, tj. u kojima va�i: za
sve a, b ∈ A iz ab = 0 sledi a = 0, ili b = 0. Svi prsteni kojima �emo
se baviti u ovoj lekciji bi�e domeni.

Definicija 106 Dva elementa a, b ∈ A su pridru�ena ukoliko postoji
element u ∈ U(A) takav da je a = ub.

Jasno je da je pridru�enost elemenata jedna relacija ekvivalen-
cije. Primetimo da ako je p nerastavǉiv onda je to i svaki ǌemu
pridru�en element. Isto to va�i i za proste elemente u domenu.

Definicija 107 Domen A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom uko-
liko su ispuǌeni slede�i uslovi.

1. Za svaki element iz a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) postoje nerastavǉivi elementi
p1, . . . , pr takvi da je a = p1p2 · · · pr.

2. Ako je za nerastavǉive elemente pi, qj :

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

onda je r = s i postoji permutacija σ ∈ Sr tako da je za sve i = 1, r element
pi pridru�en elementu qσ(i).
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Drugim reqima u domenu sa jednoznaqnom faktorizacijom, svaki
element mo�e se na jedinstven naqin, do na pridru�enost i redosled
faktora, prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata.

Stav 108 Domen A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom akko se svaki
element a ∈ A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih
elemenata. Posebno, to znaqi da je svaki nerastavǉiv element prost.

Dokaz. Pretpostavimo da se svaki neinvertibilan, nenula element
mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih. Kako su prosti neras-
tavǉivi, potrebno je samo dokazati da je prikaz u obliku proizvoda
jedinstven (u gorenavedenom smislu). Doka�imo najpre da je, u ovom
sluqaju, svaki nerastavǉiv element prost.

Neka je q nerastavǉiv element. Po pretpostavci, on se mo�e napi-
sati u obliku proizvoda prostih elemenata: q = p1 · · · pr, gde su pi
prosti. No, kako je q nerastavǉiv, mora biti r = 1, tj. i sam q je
prost.

Doka�imo sada jedinstvenost razlagaǌa u obliku proizvoda neras-
tavǉivih elemenata. Neka je

p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

Dokaz izvodimo indukcijom po r. Sluqaj r = 1 je trivijalan. Pret-
postavimo da je u gorǌoj jednakosti r > 1 i da su su pi, qj neras-
tavǉivi. Prema dokazanom, p1 je prost, pa postoji j1 ∈ {1, . . . , s} tako
da p1 | qj1 . Kako je qj1 nerastavǉiv, dobijamo da su p1 i qj1 pridru�eni,
tj. da postoji u1 ∈ U(A) za koji je qj1 = u1p1. Gorǌu jednakost mo�emo
skratiti sa p1 i dobiti

p2 · · · pr = q′2q3 · · · qs,

gde je q′2 = q2u1, koji je tako�e nerastavǉiv. Induktivna hipoteza
zavrxava dokaz.

Obratno, pretpostavimo da je A domen za jednoznaqnom faktori-
zacijom. Dovoǉno je pokazati da je svaki nerastavǉiv element prost.
Neka je p nerastavǉiv i neka p | ab. Treba pokazati da p | a, ili
p | b. Pretpostavimo da p ne deli ni a ni b. Neka je a = p1 · · · pr
faktorizacija a na nerastavǉive elemente i b = q1 · · · qs faktorizacija
b na nerastavǉive. Tada je

ab = p1 · · · prq1 · · · qs

faktorizacija ab na nerastavǉive. Kako p deli ab, to je ab = pc za neko
c. I c ima faktorizaciju na nerastavǉive elemente, pa je c = z1 · · · zl
za neke nerastavǉive z1, . . . , zl. Dobijamo da je

p1 · · · prq1 · · · qs = pz1 · · · zl,
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gde su svi pi, qj , zk i p nerastavǉivi. Kako je, po pretpostavci, A domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom, to je p pridru�en nekom od elemenata
iz skupa {p1, . . . , pr, q1, . . . , qs}. Ukoliko je p pridru�en elementu pi (za
neko i), dobijamo da p | a, a ako je p pridru�en nekom qj onda p | b.
Naime, lako se pokazuje da va�i slede�e: ako je p pridru�en elementu
q i ako q | c, onda i p | c. Ovim je dokaz zavrxen. 2

Znamo da je Z domen za jednoznaqnom faktorizacijom. Pokaza�emo
sada da je svaki glavnoidealski domen ujedno i domen sa jednoznaqnom
faktorizacijom.

Stav 109 Dokazati da u svakom glavnoidealskom domenu za svaka dva ele-
menta postoji ǌihov najve�i zajedniqki delilac.

Dokaz. Neka A jedan glavnoidealski domen i a, b ∈ A. Uoqimo ideal
〈a, b〉 generisan elementima a i b. Kako je u A svaki ideal glavni, to je
i 〈a, b〉 = 〈d〉, za neki d ∈ A. Doka�imo da je d jedan najve�i zajedniqki
delilac elemenata a i b (najve�i zajedniqki delilac nije jednoznaqno
odre�en, ali su svaka dva najve�a zajedniqka delioca pridru�eni
jedan drugom).

Najpre, a, b ∈ 〈d〉. To znaqi da postoje a1, b1 za koje je a = da1 i
b = db1, tj. d | a i d | b, te d jeste zajedniqki delilac od a i b.

Pretpostavimo da d1 | a i d1 | b, tj. da je d1 neki zajedniqki delilac
od a i b. Treba dokazati da d1 | d. Kako d1 | a i d1 | b, to postoje a1

i b1 tako da je a = d1a1 i b = d1b1. S obzirom da d ∈ 〈a, b〉, postoje p, q
takvi da je d = ap+ bq. Dobijamo da je d = d1a1p+ d1b1q = d1(a1p+ b1q),
te sledi da d1 | d. 2

Zapravo je u ovom stavu dokazano ne samo da svaka dva elementa
a i b imaju najve�i zajedniqki delilac d, no i da postoje p i q za
koje je d = ap + bq (Bezuova relacija). Iz ove relacije se, na stan-
dardan naqin, izvodi slede�e svojstvo: ako a | bc i ako je NZD(a, b)
pridru�en jedinici, onda a | c (naravno, umesto da pixemo da je
NZD(a, b) pridru�en jedinici, pisa�emo da je NZD(a, b) = 1, imaju�i
na umu xta to znaqi). Neka qitaoci ovo sami doka�u.

Teorema 110 Svaki glavnoidealski domen je i domen sa jednoznaqnom faktori-
zacijom.

Dokaz. Neka je A glavnoidealski domen. Doka�imo najpre da je svaki
nerastavǉiv element u A prost. Neka je q nerastavǉiv i neka q | ab.
Ukoliko q ne deli a, mora biti NZD(q, a) = 1. Naime, ako je d =
NZD(q, a), to znaqi da je q = dz za neko z. Kako je q nerastavǉiv, mora
biti d ∈ U(A), ili z ∈ U(A). No, ako je z ∈ U(A), onda iz qiǌenice
da d | a sledi da i q | a, xto protivreqi pretpostavci. Zakǉuqujemo
da d ∈ U(A), tj. NZD(q, a) = 1 (pogledajte raniju napomenu u zagradi).
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No, tada iz gorenavedenog svojstva sledi da q | b, te zakǉuqujemo da
je q prost.

Da bismo dokazali da je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom,
ostaje samo da poka�emo da se svaki element iz A \ (U(A) ∪ {0}) mo�e
prikazati u obliku proizvoda nerastavǉivih elemenata (videti stav
108).

Doka�imo najpre da svaki neprazan skup ideala u A ima maksi-
malan element. Pretpostavimo da to nije tako i neka je I neki neprazan
skup ideala koji ne sadr�i maksimalan element. Neka je I1 ∈ I
proizvoǉan ideal iz I. Kako on nije maksimalan u I, to postoji I2 ∈ I
za koji je I1 ⊂ I2. Sliqno, postoji i I3 ∈ I takav da je I2 ⊂ I3. Zapravo
dobijamo striktno rastu�i lanac ideala

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·

iz I. Unija J =
⋃∞
i=1 Ii je ideal kao xto se lako mo�e proveriti

(proverite!). No, s obzirom da je A glavnoidealski, to je J = 〈x〉 za
neki x ∈ A. Kako je x ∈

⋃∞
i=1 Ii, to x ∈ Ii0 za neki i0. No, odavde sledi da

je J = Ii0 , pa je i Ii = Ii0 za sve i ≥ i0, te beskonaqan striktno rastu�i
lanac ideala i ne postoji. Zakǉuqujemo da u I postoji maksimalan
element.

Pretpostavimo da u A \ (U(A)∪{0}) ima elemenata koji nemaju fak-
torizaciju na nerastavǉive elemente. Uoqimo skup ideala J zadat
sa:

J = {〈a〉 : a ∈ A\(U(A)∪{0}) i a nema faktorizaciju na nerastavǉive}.

Prema upravo dokazanom rezultatu, u J postoji maksimalan element
〈x〉. Kako x nema faktorizaciju na nerastavǉive, to on sam nije neras-
tavǉiv, pa postoje a, b takvi da je x = ab, pri qemu a, b ∈ A\(U(A)∪{0}).
Stoga je 〈x〉 ⊂ 〈a〉 i 〈x〉 ⊂ 〈b〉 (zaxto?), pa a i b imaju faktorizaciju na
nerastavǉive (〈x〉 je maksimalan element u J ). No, ako su to faktor-
izacije a = p1 · · · pr i b = q1 · · · qs, onda je x = ab = p1 · · · prq1 · · · qs jedna
faktorizacija x na nerastavǉive, xto protivreqi izboru elementa x.
Ova kontradikcija zavrxava dokaz. 2

Dakle, domen sa jednoznaqnom faktorizacijom se karakterixe time
da se u ǌemu prosti i nerastavǉivi elementi podudaraju i da se svaki
nenula, neinvertibilan element a mo�e predstaviti u obliku

a = upα1
1 · · · p

αk
k , (37)

gde je u invertibilan element i pi nerastavǉivi, pri qemu za i 6= j
elementi pi i pj nisu pridru�eni, dok je αi ∈ N. Osim toga, ako je

a = vqβ1
1 · · · q

βl
l ,
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gde je v invertibilan, qj nerastavǉivi i qi, qj nisu pridru�eni za
i 6= j, onda je k = l i za neku permutaciju σ ∈ Sk αi = βσ(i) i pi je
pridru�en elementu qσ(i).

Napomena 111 Qitalac se mo�da pita zaxto se pojavǉuje invertibi-
lan element u u predstavǉaǌu elementa a u obliku proizvoda, kada se
tako nexto ne pojavǉuje u samoj definiciji domena sa jednoznaqnom
faktorizacijom. Razlog le�i u tome xto nerastavǉivi elementi pi
nisu me�usobno pridru�eni i onda je neophodno izdvojiti invertibi-
lan element u. Na primer, element −36 ∈ Z se mo�e zapisati u obliku
−36 = (−1)2232, ili u obliku −36 = (−1)22(−3)2, ali se (−1) mora po-
javiti u ovim zapisima. Prezentacija −36 = 2(−2)32 ne zadovoǉava
uslov da za razliqite indekse prosti elementi nisu pridru�eni. ♦

Pre�imo sada na va�an metod lokalizacije kojim se od datog do-
mena prelazi na novi domen, a u kome su neki izabrani elementi
iz poqetnog domena invertibilni u novom domenu (mi smo se u os-
novnoj xkoli upoznali sa ovim – to je uvo�eǌe razlomaka). Poqnimo
slede�om definicijom.

Definicija 112 Neka je A domen i S ⊆ A \ {0}. Za S ka�emo da je multi-
plikativan ako 1 ∈ S i ako iz s, t ∈ S sledi da st ∈ S.

Primer 113 Slede�i podskupovi od A \ {0} su multiplikativni:

1. A \ {0};

2. {fn : n ∈ N}, za ma koji element f ∈ A \ {0};

3. A \ P za ma koji prost ideal P / A.

1. Ovo je jasno.

2. Podsetimo se da 0 ∈ N, pa 1 ∈ S. Osim toga, kako je fmfn = fm+n i
drugi uslov je ispuǌen.

3. Jasno je da 1 ∈ A \ P . Osim toga, ako a 6∈ P i b 6∈ P , onda i ab 6∈ P ,
poxto je P prost ideal (pojasnite sebi ovo!). ♣

Neka je A domen i S ma koji multiplikativan podskup od A. Na
skupu A× S definixemo relaciju ∼ sa:

(a, s) ∼ (b, t) def⇐⇒ ta = sb.

Doka�imo da je ∼ jedna relacija ekvivalencije.

Refleksivnost. Ovo je jasno poxto je sa = sa, pa je (a, s) ∼ (a, s).

Simetriqnost. I ovo je jasno, jer iz (a, s) ∼ (b, t), sledi da je ta = sb,
tj, sb = ta, a to upravo znaqi da je (b, t) ∼ (a, s).
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Tranzitivnost. Neka je (a, s) ∼ (b, t) i (b, t) ∼ (c, r). To znaqi da je ta = sb
i rb = tc. Dobijamo da je

rta = rsb = stc.

Kako je A domen, to je ra = sc, pa je (a, s) ∼ (c, r).
Sa S−1A oznaqavamo skup svih klasa ekvivalencije, a sa a

s klasu
ekvivalencije elementa (a, s). Definixemo operacije + i · na S−1A
sa:

a

s
+
b

t
:=

ta+ sb

st
;

a

s
· b
t

:=
ab

st
.

Kako je skup S multiplikativan, to za s, t ∈ S i st ∈ S, pa ovi zapisi
imaju smisla. Treba jox da proverimo da su ove operacije dobro
definisane.

Neka je a
s = a′

s′ i b
t = b′

t′ . To zapravo znaqi da je (a, s) ∼ (a′, s′) i
(b, t) ∼ (b′, t′). Treba proveriti da je (ta + sb, st) ∼ (t′a′ + s′b′, s′t′) i
(ab, st) ∼ (a′b′, s′t′). Raqunamo:

s′t′(ta+ sb) = s′t′ta+ s′t′sb = t′tsa′ + s′stb′ = st(t′a′ + s′b′),

pa je zaista (ta+sb, st) ∼ (t′a′+s′b′, s′t′). Na sliqan naqin se proverava
i dobra definisanost operacije mno�eǌa.

Nije texko proveriti da je struktura (S−1A,+, ·) jedan komutati-
van prsten sa jedinicom (uradite to za ve�bu: 0S−1A = 0

1 , 1S−1A = 1
1).

Ovaj prsten naziva se lokalizacija domena A u odnosu na multiplikativan
skup S. Osnovno svojstvo lokalizacije dato je slede�im stavom.

Stav 114 Neka je A domen i S neki multiplikativan podskup od A.
a) Sa i(a) = a

1 zadat je jedan monomorfizam i : A→ S−1A,
b) Ako je B ma koji komutativan prsten i f : A→ B homomorfizam takav

da za sve s ∈ S va�i: f(s) ∈ U(B), onda postoji taqno jedan homomorfizam
f̃ : S−1A→ B za koji je f̃ ◦ i = f .

Dokaz.
a) Kako je i(a+ b) = a+b

1 = a
1 + b

1 = i(a) + i(b) i i(ab) = ab
1 = a

1
b
1 , to je

i zaista homomorfizam. No, a ∈ Ker(i) ako i samo ako je a
1 = 0

1 , xto je
ekvivalentno sa a = 0, pa je i monomorfizam.

b) Tra�eni homorfizam f̃ definixemo sa: f̃(as ) = f(a)f(s)−1. Kako
je, za sve s ∈ S, f(s) invertibilan, ova definicija ima smisla. Os-
tavǉamo qitaocima da provere da je ovo zaista jedan dobro definisan
homomorfizam i da va�i: f̃ ◦ i = f . 2

Ukoliko je S = A\P za neki prost ideal P , onda se umesto (A\P )−1A
kra�e pixe: AP . Va�i slede�a teorema.
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Teorema 115 Za svaki prost ideal P / A, prsten AP je lokalni prsten.

Dokaz. Dokaza�emo da je skup svih neinvertibilnih elemenata ideal.
Odredimo najpre U(AP ):

a

s
∈ U(AP ) akko postoje b ∈ A i t ∈ A \ P tako da je

a

s
· b
t

=
1
1
.

Drugim reqima, a
s je invertibilan akko postoji b ∈ A i t 6∈ P za koje

je ab = st. Ukoliko a ∈ P , onda i st = ab ∈ P , pa kako je P prost ideal,
sledi da s ∈ P , ili t ∈ P , xto nije mogu�e na osnovu izbora s i t. A
ukoliko a 6∈ P , onda je s

a (∈ AP ) inverz elementa a
s . Dakle,

AP \ U(AP ) =
{a
s
∈ AP : a ∈ P

}
.

Uverimo se da je ovo zaista ideal u AP .
Neka su x, y neinvertibilni elementi iz AP . To znaqi da postoje

elementi a, b ∈ P i s, t 6∈ P za koje je x = a
s i y = b

t . Tada je x + y =
a
s + b

t = ta+sb
st , no, kako je P ideal, ta + sb ∈ P , pa je zaista i element

x + y neinvertibilan. Na sliqan naqin se pokazuje da ako x ∈ AP
nema inverz i ako je z ∈ AP proizvoǉan, ni element zx nema inverz.
Zakǉuqujemo da je AP \U(AP ) zaista ideal, pa je i prsten AP lokalni
prsten. 2

Za kraj napomenimo da, ukoliko je S = A \ {0}, u prstenu S−1A je
svaki element razliqit od nule invertibilan, te je, u ovom sluqaju,
S−1A jedno poǉe. Ovo poǉe se naziva poǉe razlomaka domena A i oz-
naqava sa Q(A). Na ovaj naqin smo pokazali da se svaki domen mo�e
utopiti u neko poǉe. Kao xto vidimo, ova je konstrukcija u pot-
punosti analogna konstrukciji racionalnih brojeva kao razlomaka
nad celim brojevima. Drugi va�an primer imamo u sluqaju prstena
polinoma, ali �emo se prvo pozabaviti vixe ovim prstenom.

Jednoznaqna faktorizacija u prstenu
polinoma

U ovom odeǉku, prsten A je prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom.
Glavni rezultat u ovom delu bi�e slede�a teorema.

Teorema 116 Ako je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, onda je i
A[X] domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.

No, ovo nije tako lako dokazati, bi�e nam potrebni neki pripremni
rezultati. U daǉem �emo poǉe razlomaka domena A, tj. prsten Q(A)
oznaqavati sa K. To je zapravo S−1A, za S = A \ {0}.

Doka�imo najpre slede�u lemu.
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Lema 117 Ako je p prost element u A, onda je 〈p〉 / A[X] prost ideal.

Dokaz. Neophodno je da razlikujemo ideal pA prstena A generisan
sa p i ideal pA[X] koji je ideal u prstenu A[X]. Ovaj potoǌi ideal
je gorenavedeni ideal 〈p〉. Poxto je p prost element u A, onda je,
po ranijim rezultatima, pA prost ideal u A i A/pA je domen. Mi
treba da doka�emo da je A[X]/pA[X] domen. Definiximo preslikavaǌe
ϕ : A[X]→ (A/pA)[X] sa:

ϕ(a0 + a1X + · · ·+ anX
n) := a0 + a1X + · · ·+ anX

n,

gde sa a oznaqen element a + pA prstena A/pA. S obzirom da je pres-
likavaǌe a 7→ a epimorfizam (homomorfizam koji je ,,na” prstena A
na prsten A/pA), lako se proverava da je ϕ tako�e jedan epimorfizam.
No, a0 + a1X + · · · + anX

n ∈ Ker(ϕ) akko je ai = 0A/pA za sve i, tj.
akko p | ai za sve i. No, u tom sluqaju je ai = pbi, za neke bi, pa je
a0 + a1X + · · ·+ anX

n = p(b0 + b1X + · · ·+ bnX
n). No, ovo nam pokazuje da

je Ker(ϕ) = pA[X], te imamo izomorfizam A[X]/pA[X] ∼= (A/pA)[X]. No,
kako je A/pA domen, to je i (A/pA)[X] tako�e domen, te zakǉuqujemo da
je pA[X] zaista prost ideal. 2

Definicija 118 Za polinom a(X) = a0 +a1X+ · · ·+anX
n ∈ A[X] ka�emo

da je primitivan ukoliko je NZD(a0, a1, . . . , an) = 1.

Lema 119 (Gausova lema) Ako su f, g ∈ A[X] primitivni, onda je i f · g
primitivan.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati da ne postoji prost element koji deli
svaki koeficijent polinoma f ·g. U suprotnom, neka je p prost element
koji deli svaki koeficijent polinoma f · g. To znaqi da je onda

ϕ(f · g) = 0 ∈ (A/pA)[X], (38)

gde je ϕ gorenavedeni epimorfizam. No, kako je f primitivan, onda
p ne mo�e da deli sve ǌegove koeficijente, tj. ϕ(f) 6= 0. Iz istih
razloga je ϕ(g) 6= 0. No, kako je (A/pA)[X] domen, to je ϕ(f) · ϕ(g) 6= 0, a
ϕ(f · g) = ϕ(f) · ϕ(g). Jednaqina (38) daje kontradikciju koja zavrxava
dokaz. 2

Lema 120 Neka je f ∈ K[X] \ {0}. Tada:

a) f = c(f) · f0, gde je f0 ∈ A[X] primitivan polinom, a c(f) ∈ K je odre-
�en do na invertibilan element iz A.

b) c(f · g) = u · c(f) · c(g), gde je u ∈ U(A).

82



Dokaz. a) Neka je

f =
a0

b0
+
a1

b1
X + · · ·+ an

bn
Xn,

gde ai, bi ∈ A. Ako je d = b0b1 · · · bn, onda je jasno da df ∈ A[X]. Kako
daibi ∈ A, mo�e se definisati

c = NZD
(
d
a0

b0
, d
a1

b1
, . . . , d

an
bn

)
.

Tada je polinom f0 = d
c f ∈ A[X] primitivan polinom i imamo da je

f = c
df0. Doka�imo jedinstvenost ovakvog predstavǉaǌa. Neka je

f = c1f1 = c2f2, gde su c1, c2 ∈ K, a f1, f2 primitivni. Ukoliko je
c1 = p1

q1
, c2 = p2

q2
onda iz

p1

q1
f1 =

p2

q2
f2,

mno�eǌem sa q1q2 dobijamo

q2p1f1 = q1p2f2.

Kako su f1 i f2 primitivni polinomi, to je q2p1 najve�i zajedniqki
delilac koeficijenata polinoma q2p1f1, a q1p2 najve�i zajedniqki deli-
lac koeficijenata polinoma q1p2f2. S obzirom da su ovo jednaki poli-
nomi, zakǉuqujemo da su q2p1 i q1p2 pridru�eni elementi prstena A,
tj. postoji u ∈ U(A) tako da je q2p1 = uq1p2, te je p1

q1
= up2

q2
, tj. c1 = uc2,

za neki u ∈ U(A).

b) Neka je f = c(f)f0 i g = c(g)g0, h = f · g = c(f · g)h0, f0, g0, h0 ∈
A[X] primitivni polinomi. Tada je f · g = c(f)c(g)f0g0, gde je f0g0

primitivan po Gausovoj lemi. Dakle,

c(f)c(g)f0g0 = c(h)h0.

Na osnovu a) dobijamo da je c(f · g) = u · c(f) · c(g), za neki u ∈ U(A). 2

Lema 121 Prosti elementi u A[X] su ili prosti elementi u A ili primi-
tivni polinomi iz A[X] koji su nerastavǉivi u K[X].

Dokaz. Neka je f ∈ A[X] prost element. Ako je deg f = 0, onda je
f prost element u A. Ako je deg f > 0, onda f mora biti primiti-
van polinom. Naime, ako postoji p koji je prost u A i koji deli
sve koeficijente polinoma f , onda je f = a0 + a1X + · · · + anX

n =
p(b0 + b1X + · · · + bnX

n) i f ne bi bio nerastavǉiv, pa time ni prost.
Postavǉa se pitaǌe: mo�e li f biti rastavǉiv u K[X]. Ukoliko bi
to bilo tako, tj. ukoliko bi postojali nekonstantni polinomi g i h
tako da je f = g · h, onda bi, na osnovu prethodne leme, va�ilo da je
c(f) = u · c(g) · c(h), za neki u ∈ U(A). Kako je f primitivan polinom,
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to je c(f) = 1 (ili je samo invertibilan u A, xto ne meǌa nixta) i
imali bismo da je c(g) · c(h) ∈ U(A). Tada je

f = c(g)g0 · c(h)h0 = c(g) · c(h)︸ ︷︷ ︸
∈U(A)

g0h0

i dobili bismo da je f rastavǉiv u A[X] xto protivreqi pretpostavci
da je f prost element u A[X]. Time smo dokazali da ako je f prost ele-
ment u A[X] koji nije konstanta, onda je on primitivan i nerastavǉiv
u K[X].

Doka�imo sada i drugi smer. Ako je f prost element u A, onda
iz leme 117 sledi da je on prost i u A[X]. Pretpostavimo sada da
je f primitivan polinom u A[X] koji je nerastavǉiv u K[X]. Treba
dokazati da je on prost u A[X]. Pretpostavimo da f | g ·h, za neke g, h ∈
A[X]. Kako je f nerastavǉiv u K[X], a ovo jeste prsten sa jednoznaqnom
faktorizacijom i tu se prosti i nerastavǉivi elementi podudaraju,
onda f | g u K[X] ili f | h u K[X]. Neka f | g u K[X]. tada je g = k ·f za
neki k ∈ K[X]. Na osnovu leme 120 imamo da je c(g) = c(k)·c(f)·u, gde je
u ∈ U(A). Kako je f primitivan, to je c(f) = 1, pa je c(k) = c(g)·u−1 ∈ A,
pa je zapravo k ∈ A[X] i f | g u A[X], te je f prost element u A[X]. 2

Sada najzad mo�emo dokazati teoremu 116.

Dokaz teoreme 116. Znamo da je dovoǉno dokazati da se svaki element
u A[X] \ (U(A[X]) ∪ {0}) mo�e prikazati u obliku proizvoda prostih
elemenata. Naravno, U(A[X]) = U(A). Mo�emo na�i rastav od f na
nerastavǉive u K[X] za koji znamo da postoji: f = f1 · · · fk. No, fi =
c(fi)gi gde je c(fi) ∈ K, a gi primitivni (a naravno da su nerastavǉivi
u K[X] jer su takvi fi). Dakle,

f = c(f1) · · · c(fk)g1 · · · gk.

Kako su gi primitivni u A[X] i nerastavǉivi u K[X], onda su oni
prosti elementi u A[X]. No, iz gorǌe jednakosti sledi da c(f1) · · · c(fk) ∈
A, a kako je A prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom, mogu�e je na�i
d1, . . . , dr koji su prosti u A (a time i prosti u A[X]) takve da je
c(f1) · · · c(fk) = d1 · · · dr te smo najzad dobili da je f = d1 · · · drg1 · · · gk
i to je tra�ena faktorizacija od f u proizvod prostih elemenata iz
A[X]. 2

Kao posledicu ove teoreme imamo qiǌenicu da su prsteni Z[X],
Z[X,Y ], Z[X,Y, Z] prsteni sa jednoznaqnom faktorizacijom. Istaknimo
jox da smo dokazali i da je primitivan polinom u Z[X] nerastavǉiv
u Z[X] akko je nerastavǉiv u Q[X]

Primetimo da ako je f ∈ A[X], onda c(f) ∈ A.

Stav 122 Neka je A prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom, K ǌegovo poǉe
razlomaka i f, g ∈ A[X]. Tada je NZD(f, g) = NZD(c(f), c(g)) · d, gde je

84



d ∈ A[X] primitivni polinom u A[X] koji je najve�i zajedniqki delilac
polinoma f i g u K[X].

Dokaz. Pre svega, znamo da je A[X] prsten sa jednoznaqnom fakto-
rizacijom, te u ǌemu svaka dva elementa imaju najve�i zajedniqki
delilac. Doka�imo najpre da je navedeni polinom zajedniqki delilac
polinoma f i g.

Kako d | f u K[X], a tada i NZD(c(f), c(g)) · d | f u K[X] to je f =
NZD(c(f), c(g)) · d · q za neki polinom q ∈ K[X]. Dobijamo da je c(f) =
NZD(c(f), c(g))c(q)u, za neki u ∈ U(A), poxto je c(d) = 1, jer je d pri-
mitivni polinom. No, NZD(c(f), c(g)) | c(f), te mo�emo da skratimo
tim elementom iz A i dobijamo da je c(q) ∈ A, te q ∈ A[X] i navedeni
polinom deli f u A[X]. Na isti naqin se pokazuje da on deli i g u
A[X].

Neka je sada D ∈ A[X] polinom koji deli i f i g u A[X]. Tada je
f = Dq1 u A[X], te je c(f) = c(D)c(q1)v za neki v ∈ U(A). To znaqi da
c(D) | c(f) u A, jer je c(q1)v ∈ A. Tako�e, c(D) | c(g) u A i dobijamo da
c(D) | NZD(c(f), c(g)) u A. Ako iskoristimo prikaz D = c(D)D0, gde je
D0 primitivan polinom i qiǌenicu da D | d u K[X], jer je d najve�i
zajedniqki delilac ovih polinoma u K[X], onda D | NZD(c(f), c(g))d
u K[X] i NZD(c(f), c(g))d = DQ u K[X]. Tada je NZD(c(f), c(g))c(d) =
c(D)c(Q) · w, za neki w ∈ U(A). Kako c(D) | NZD(c(f), c(g)) u A, to je
NZD(c(f), c(g)) = c(D)a, za neki a ∈ A i dobijamo da je c(Q) = aw−1 ∈
A. Stoga je Q ∈ K[X] i D deli navedeni polinom u A[X]. Stoga on
ispuǌava oba uslova za najve�i zajedniqki delilac i to zavrxava
dokaz ovog stava. 2.

Ukoliko je A prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom, a K ǌegovo
poǉe razlomaka, onda je poǉe razlomaka za prsten A[X], zapravo poǉe
racionalnih funkcija u oznaci K(X), dato sa:

K(X) =
{
a(X)
b(X)

: a(X), b(X) ∈ A[X], b(X) 6= 0
}
.

Naravno, ovde je a(X)
b(X) klasa ekvivalencije i

a(X)
b(X)

=
a1(X)
b1(X)

akko je a(X)b1(X) = a1(X)b(X).

Primetimo da je K(X) istovremeno i poǉe razlomaka za prsten K[X].
Naime, invertuju�i sve ne-nula polinome iz A[X] mi smo invertovali
i sve ne-nule elemente iz A i time dobili i K.

Ilustrujmo stav 122 primerima.

Primer 123 Na�i najve�i zajedniqki delilac polinoma f(X) = 8X5 +
8X4 + 4X3 + 4X2 + 4X+ 8 i g(X) = 18X4 + 24X3 + 12X2−6X−12 u prstenu
Z[X].
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Odredimo najpre c(f) i c(g) za naxe polinome.

c(f) = NZD(8, 8, 4, 4, 4, 8) = 4, c(g) = NZD(18, 24, 12,−6,−12) = 6

i dobijamo da je NZD(c(f), c(g)) = 2. Slede�e xto treba da uradimo je
da na�emo najve�i zajedniqki delilac ovih polinoma, ali u Q[X]. Po-
tom, poxto znamo da je najve�i delilac odre�en no na invertibilan
element, prema stavu 122 treba da izaberemo polinom koji je primi-
tivan u Z[X]. On naravno ne mora biti moniqan.

Kako radimo sa koeficijentima u poǉu Q, svi nenula celi bro-
jevi su invertibilni te je NZD(ma(X), nb(X)) = NZD(a(X), b(X)) za sve
cele brojeve m,n koji nisu jednaki nula. Postupak naravno izvodimo
Euklidovim algoritmom, ali koriste�i ovu ideju da bismo pojednos-
tavili me�urezultate. Kako je f(X) = 4(2X5 + 2X4 +X3 +X2 +X + 2),
a g(X) = 6(3X4 + 4X3 + 2X2−X − 2), to Euklidov algdeoritam mo�emo
primeniti na ove primitivne polinome u zagradama. Dakle, trebalo
bi da zapoqnemo deǉeǌem polinoma 2X5 + 2X4 +X3 +X2 +X + 2 poli-
nomom 3X4 + 4X3 + 2X2 − X − 2 u Q[X]. Naravno, vidimo da �emo
odmah dobiti razlomak. Nema niqeg loxeg u razlomcima, ali radi
lakxe raqunice bismo voleli da ih izbegnemo. Vidimo da to mo�emo
ako prvi polinom pomno�imo sa 3. To �e svakako dati ceo broj kao
koeficijent na poqetku, ali se deǉeǌe ne zavrxava u jednom koraku
poxto je razlika u stepenima ova dva polinoma jednaka 1. Stoga se u
drugom koraku mo�e pojaviti razlomak. Zato je pogodno prvi polinom
pomno�iti sa 32 = 9.

Dakle, delimo polinom 18X5 +18X4 +9X3 +9X2 +9X+18 polinomom
3X4+4X3+2X2−X−2. To radimo standardno i dobijamo da je koliqnik
6X − 2, a ostatak 5X3 + 19X2 + 19X + 14. Sada polinom 3X4 + 4X3 +
2X2−X−2 treba podeliti polinomom 5X3 +19X2 +19X+14. Da bismo
izbegli razlomke, prvi polinom mno�imo sa 52 = 25.

Dakle, delimo polinom 75X4 + 100X3 + 50X2 − 25X − 50 polinomom
5X3 + 19X2 + 19X + 14. Dobijamo koliqnik 15X − 37 i ostatak 468X2 +
468X+468 = 468(X2 +X+1). Sada polinom 5X3 +19X2 +19X+14 treba
podeliti polinomom 468(X2 + X + 1), no naravno da �emo ga deliti
polinomom X2 + X + 1. Kada to uradimo, dobijamo da je koliqnik
5X + 14, a ostatak je jednak 0.

Euklidov algoritam nam za tra�eni najve�i zajedniqki delilac
daje posledǌi nenula ostatak, a to je polinom 468(X2 + X + 1). No,
najve�i zajedniqki delilac �e biti tada i polinom X2 +X + 1 i ǌega
biramo zato xto je on primitivan polinom u Z[X].

Konaqno, NZD(f, g) = 2(X2 +X + 1) na osnovu stava 122. ♣

Primer 124 Na�i najve�i zajedniqki delilac polinoma f(X,Y ) = X3 +
X2Y − 2XY 2 +XY + 2Y 2 i g(X,Y ) = X4 + 2X3Y +XY 2 +X + 2Y 3 + 2Y u
prstenu Z[X,Y ].

Da bismo primenili stav 122, predstavimo naxe polinome kao
polinome u prstenu Z[Y ][X] (dakle, ovde �e osnovni prsten biti A =
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Z[Y ]) i oznaqimo prvi sa P , a drugi sa Q:

P = X3 +Y X2 +(−2Y 2 +Y )X+2Y 2, Q = X4 +2Y X3 +(Y 2 +1)X+2Y 3 +2Y.

Tada je c(P ) = NZD(1, Y,−2Y 2 + Y, 2Y 2) = 1, a c(Q) = NZD(1, 2Y, Y 1 +
1, 2Y 3 + 2Y ) = 1. Ostaje da na�emo najve�i zajedniqki delilac poli-
noma P i Q u Q(Y )[X] i da izaberemo takav koji je primitivan polinom
u Z[Y ][X] (poǉe razlomaka prstena Z[Y ] je poǉe Q(Y )).

Podelimo polinom Q polinomom P . Dobijamo koliqnik X + Y i
ostatak (Y 2 − Y )X2 + (2Y 3 − 2Y 2 + 1)X + 2Y . Sada bi polinom P
trebalo podeliti ovim ostatkom. Da bi se izbegli razlomci, kao u
prethodnom, deli�emo polinom (Y 2−Y )2P tim ostatkom. Posle dosta
raqunaǌa dobijamo da je koliqnik (Y 2 − Y )X − Y 3 + Y 2 − 1, a ostatak
(Y 5−2Y 4+2Y 3−Y 2+1)X+(2Y 6−4Y 5+4Y 4−2Y 3+2Y ). Nije texko videti
da je ovaj polinom xestog stepena po Y zapravo proizvod polinoma
petog stepena po Y i 2Y , te je ostatak (Y 5−2Y 4 + 2Y 3−Y 2 + 1)(X+ 2Y )
i u daǉem raqunu mo�emo koristiti X + 2Y (poxto je svaki nenula
polinom po Y invertibilan u Q(Y )).

Ostalo je da se polinom (Y 2 − Y )X2 + (2Y 3 − 2Y 2 + 1)X + 2Y podeli
polinomom X+2Y . No, dobijamo da je zapravo (Y 2−Y )X2+(2Y 3−2Y 2+
1)X+2Y = (X+2Y )((Y 2−Y )X+1). Dakle, posledǌi nenula ostatak je
X + 2Y i dobijamo da je to zapravo najve�i zajedniqki delilac datih
polinoma. ♣

Doka�imo na kraju ovog dela i poznati Ajzenxtajnov kriterijum
za nerastavǉivost polinoma iz Z[X] u prstenu Q.

Stav 125 (Ajzenxtajnov kriterijum) Neka je A prsten sa jednoznaqnom
faktorizacijom, K ǌegovo poǉe razlomaka i f = a0+a1X+· · ·+anXn ∈ A[X]
takav da postoji prost element p ∈ A za koji va�i:

1. p | a0, p | a1, . . . , p | an−1, p - an;

2. p2 - a0,

onda je f nerastavǉiv u K[X].

Dokaz. Pretpostavimo da je f = g · h u K[X], pri qemu je deg g,deg h <
deg f . Tada je c(f) = c(g)c(h)u, za neki u ∈ U(A). Kako je f ∈ A[X], to
je c(g)c(h) ∈ A i dobijamo da je f = c(g)g0c(h)h0 = g1h0, pri qemu je
g1 = c(g)c(h)g0 ∈ A[X]. Dakle, imamo faktorizaciju f = g1h1 i u A[X].

Iskoristimo sada homomorfizam ϕ iz dokaza leme 117. Ako sa a
oznaqimo sliku elementa a u A/pA[X], onda imamo da je f = anX

n, a
kako je f = g1h1, onda je anXn = g1h1, iz qega sledi da je g1 = cXk, a
h1 = dXn−k. No, to znaqi da je svaki koeficijent polinoma g1 i f1, sem
najstarijeg, deǉiv sa p. Posebno su i slobodni qlanovi deǉivi sa p,
pa je a0 deǉiv sa p2 xto protivreqi pretpostavci. Stoga zakǉuqujemo
da je f nerastavǉiv u K[X]. 2
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Primer 126 Neka je p prost broj. Dokazati da je polinom a(X) =
Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1 ∈ Z[X] nerastavǉiv u Q[X].

Jasno je da je polinom a(X) nerastavǉiv akko je nerastavǉiv polinom
a(X+1). Naime, ako bi polinom a(X+1) bio rastavǉiv, onda bi bilo
a(X + 1) = b(X)c(X), za neke polinome a(X) i b(X), no iz ovoga sledi
da je a(X) = b(X − 1)c(X − 1) = a1(X)b1(X). Kako je

(X − 1)a(X) = Xp − 1,

to je

Xa(X + 1) = (X + 1)p − 1 =
p∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k − 1 =

p−1∑
k=0

(
p

p− k

)
Xp−k.

Stoga je

a(X + 1) = Xp−1 + pXp−2 +
(
p

2

)
Xp−3 + · · ·+ p.

Kako za sve 1 ≤ k ≤ p − 1 va�i da p |
(
p
k

)
, a p2 - p i p - 1, to je polinom

a(X + 1) nerastavǉiv po Ajzenxtajnovom kriterijumu. ♣

Za ispitivaǌe nerastavǉivosti je korisna i provera da li poli-
nom iz A[X] ima nulu u K. Evo stava koji nam u tome poma�e.

Stav 127 Neka je f(X) = anX
n + · · · + a1X + a0 ∈ A[X], gde je A prsten

sa jednoznaqnom faktorizacijom. Ukoliko su b, c ∈ A takvi da je c 6= 0,
NZD(b, c) = 1 i f(b/c) = 0, onda b | a0 i c | an. Posebno, ako je f(X) moniqan
polinom, onda je svaka nula tog polinoma koja se nalazi u K zapravo u A.

Dokaz. Ako je f(b/c) = 0, onda imamo

an

(
b

c

)n
+ an−1

(
b

c

)n−1

· · ·+ a1

(
b

c

)
+ a0 = 0.

Mno�eǌem sa cn dobijamo

anb
n + an−1b

n−1c+ · · ·+ a1bc
n−1 + a0c

n = 0.

Odavde dobijamo da b | a0c
n, a c | anbn. Iz qiǌenice da je NZD(b, c) = 1

sledi da je i NZD(b, cn) = 1, te, kao i ranije, zakǉuqujemo da b | a0. Na
analogan naqin dobijamo da c | an. Ako je f(X) moniqan polinom, tj.
ako je an = 1, onda iz c | an sledi da je c ∈ U(A), te je b/c ∈ A. 2

– Kraj kursa –
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