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1 Prsteni
U ovom odeǉku, materijal �e nam uglavnom biti poznat iz prethodnih
algebarskih kurseva, ali bi�e i ponexto novo, ili drugaqije opisano.

Za poqetak imamo definiciju prstena sa jedinicom, koja nam je
poznata.

Definicija 1. Prsten sa jedinicom je ure�ena qetvorka (R,+, ·, 1R) za koju
va�i slede�e.

1. (R,+) je Abelova grupa.

2. (R, ·, 1R) je monoid.

3. Za sve a, b, c, d ∈ R: (a+ b) · (c+ d) = a · c+ a · d+ b · c+ b · d.

Ako sa 0R oznaqimo neutral u Abelovoj grupi (R,+), onda, stav-
ǉaju�i a = b = c = d = 0R u gorǌem uslovu, dobijamo jednakost:

(0R + 0R) · (0R + 0R) = 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R.

Kako je 0R + 0R = 0R, onda imamo jednakost

0R · 0R = 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R, (1)

iz qega sledi
0R · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R = 0R. (2)

Ukoliko uzmemo proizvoǉno a ∈ R, a stavimo da je b = c = d = 0R,
imamo da je

(a+ 0R) · (0R + 0R) = a · 0R + a · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R,
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te je
a · 0R = a · 0R + a · 0R + 0R · 0R + 0R · 0R.

Dodavaǌem na obe strane 0R · 0R, i korix�eǌem jednakosti (2) dobi-
jamo

0R · 0R = a · 0R,

za svako a ∈ R. No, kako je (R, ·, 1R) monoid, imamo da je

0R = 1R · 0R = 0R · 0R = a · 0R,

za svako a ∈ R. Naravno, qitaoci mogu da potra�e i kra�i dokaz ove
poznate im qiǌenice. Ukoliko je 1R = 0R, dobija se da je R = {0R}.
Takav prsten se naziva nula prsten i mi ga ne�emo smatrati za prsten
sa jedinicom. Stoga uvek pretpostavǉamo da je 1R 6= 0R.

Za ve�bu izvedite i jednakosti a · (−b) = −(a · b) i (−a) · b = −(a · b).
Daǉe �emo pisati samo 1, odnosno 0 ako se zna o kom prstenu je req.
Prsten je komutativan ukoliko je takva operacija mno�eǌa. Umesto
a · b pisa�emo samo ab. Generalno, za svaki prsten (R,+, ·, 1R) mo�emo
posmatrati i ǌegov opozitni prsten (Rop,+op, ·op, 1Rop), gde je Rop =
R, +op = +, 1Rop = 1R, dok je, za sve a, b ∈ R: a ·op b = b · a. Ukoliko je
R komutativan prsten, onda je to isti prsten.

Navedimo neke primere prstena.

Primer 2. Ako je A Abelova grupa, sa End(A) oznaqavamo skup svih
endomorfizama ove grupe, tj. skup svih homomorfizama f : A → A.
Tada je (End(A),+, ◦, idA) prsten sa jedinicom, pri qemu je mno�eǌe
operacija kompozicije endomorfizama, a zbir endomorfizama f i g
definisan je sa: za a ∈ A je (f + g)(a) := f(a) + g(a). Ako su f, g, h, k ∈
End(A) i a ∈ A, imamo da je

((f + g) ◦ (h+ k))(a) = (f + g)((h+ k)(a)) = (f + g)(h(a) + k(a))

= f(h(a) + k(a)) + g(h(a) + k(a)) = f(h(a)) + f(k(a)) + g(h(a)) + g(k(a))

= (f ◦h)(a)+(f ◦k)(a)+(g◦h)(a)+(g◦k)(a) = (f ◦h+f ◦k+g◦h+g◦k)(a),

te je zaista (f + g) ◦ (h+ k) = f ◦ h+ f ◦ k+ g ◦ h+ g ◦ k. Ostala svojstva
su jasna. ♣

Primer 3. Neka je R prsten sa jedinicom, a G grupa. Grupni prsten
(RG,+, ·, 1RG) definixemo na slede�i naqin.

RG := {r : G→ R : r(g) 6= 0 samo za konaqno mnogo g ∈ G}.

Ako su r, s ∈ RG i g ∈ G, onda je:

(r + s)(g) := r(g) + s(g), (r · s)(g) :=
∑
hk=g

r(h)s(k).
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Pogodnije je, u ovom sluqaju, umesto r(g) pisati rg. Tada imamo:

(r + s)g := rg + sg, (r · s)g :=
∑
hk=g

rhsk.

Jedinica prstena RG je funkcija 1RG zadata sa:

1RG(g) =

{
1R, g = e

0R, g 6= e,

gde je e neutral grupe G. Uobiqajeno je pisati element r iz RG u
obliku formalne sume r =

∑
g∈G rgg, gde rg ∈ R, pri qemu je rg 6= 0,

samo za konaqno mnogo g ∈ G (ukoliko je G konaqna grupa, ovaj uslov
je naravno nepotreban). U ovom zapisu sabiraǌe i mno�eǌe izgleda
ovako: ∑

g∈G
rgg +

∑
g∈G

sgg =
∑
g∈G

(rg + sg)g,

(∑
g∈G

rgg
)
·
(∑
g∈G

sgg
)

=
(∑
h∈G

rhh
)
·
(∑
k∈G

skk
)

=
∑
h,k∈G

rhskhk =
∑
g∈G

( ∑
h,k∈G
hk=g

rhsk

)
g.

♣

Primer 4. Ukoliko je R prsten sa jedinicom, mo�emo posmatrati i
skup Mn(R), svih kvadratnih matrica nad R reda n > 1 sa uobiqajenim
operacijama sabiraǌa i mno�eǌa (nije nikakav problem xto prsten
R nije nu�no komutativan). ♣

Podsetimo se da je pravi deliteǉ nule u prstenu R element a 6= 0
za koji postoji b 6= 0 takav da je a · b = 0. Komutativan prsten sa je-
dinicom je domen, ako u ǌemu nema pravih deliteǉa nule. Element
a ∈ R je invertibilan, ako postoji b ∈ R takav da je a · b = 1. Skup in-
vertibilnih elemenata prstena R oznaqavamo sa U(R); ovo je naravno
grupa. Prsten sa jedinicom je prsten sa deǉeǌem (ili telo), ako je
u ǌemu svaki element razliqit od nule invertibilan. Komutativan
prsten sa deǉeǌem je poǉe.

Definicija 5. Neka su (R,+R, ·R, 1R) i (S,+S , ·S , 1S) prsteni sa jedinicom
takvi da je S ⊆ R, 1R = 1S i za sve s1, s2 ∈ S va�i:

s1 +S s2 = s1 +R s2, s1 ·S s2 = s1 ·R s2.

Tada za prsten S ka�emo da je jedan potprsten sa jedinicom prstena R.

Ni pojam homomorfizma nam nije stran.
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Definicija 6. Neka su (R,+R, ·R, 1R) i (S,+S , ·S , 1S) prsteni sa jedinicom
i φ : R → S. Tada je φ homomorfizam prstena sa jedinicom ukoliko va�i
slede�e.

1. (∀a, b ∈ R)φ(a+R b) = φ(a) +S φ(b)

2. (∀a, b ∈ R)φ(a ·R b) = φ(a) ·S φ(b)

3. φ(1R) = 1S .

Ukoliko je φ bijekcija, ka�emo da je φ izomorfizam.

Naravno, qesto �emo zbog jednostavnosti sabiraǌe i u R i u S
oznaqavati samo sa +; sliqno i za mno�eǌe. Jezgro homomorfizma φ,
u oznaci Kerφ je skup svih elemenata iz R koji se sa φ slikaju u 0 u
S. Primetimo da tada za svaki x ∈ Kerφ i svaki r ∈ R imamo da va�i:

φ(r · x) = φ(r) · φ(x) = φ(r) · 0 = 0, φ(x · r) = φ(x) · φ(r) = 0 · φ(r) = 0.

Tako�e, za sve x, y ∈ Kerφ: φ(x + y) = φ(x) + φ(y) = 0 + 0 = 0, pa
x+ y ∈ Kerφ.

Definicija 7. Neka je (R,+, ·, 1) prsten sa jedinicom i (I,+) 6 (R,+),
Tada je

• I levi ideal u prstenu R ukoliko za sve r ∈ R i sve x ∈ I: r · x ∈ I;

• I desni ideal u prstenu R ukoliko za sve r ∈ R i sve x ∈ I: x · r ∈ I;

• I dvostrani ideal u prstenu R ukoliko je i i levi i desni ideal u R.

Dakle, Kerφ je jedan dvostrani ideal za svaki homomorfizam φ.

Kada imamo dvostrani ideal I mo�emo formirati koliqniqki prsten
po tom idealu. Primetimo najpre da, ako su r, s ∈ R i x, y ∈ I, onda
imamo

(a+ x) · (b+ y)− a · b = a · b+ a · y+ x · b+ x · y− a · b = a · y+ x · b+ x · y ∈ I,

jer je I dvostrani ideal.

Definicija 8. Neka je (R,+, ·, 1) prsten sa jedinicom i I jedan dvostrani
ideal u R. Ako je R/I = {a + I : a ∈ R} levi koset prostor Abelove grupe
(R,+) po podgrupi I, onda mo�emo definisati i mno�eǌe u R/I sa:

(a+ I) · (b+ I) = a · b+ I.

Gorǌa analiza nam pokazuje da je ovo mno�eǌe dobro definisano. Tako do-
bijamo prsten sa jedinicom (R/I,+, ·, 1 + I).

Ukoliko je I samo levi ili samo desni ideal, onda na ovaj naqin
ne mo�emo dobiti prsten. Dobijamo samo odgovaraju�i modul, ali o
tome �emo priqati kasnije.
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Stav 9. Neka je R prsten sa jedinicom. Skup I ⊂ R je dvostrani ideal
akko postoji prsten sa jedinicom S i homomorfizam φ : R → S, takav da je
I = Kerφ. U ovom sluqaju, φ[R] je potprsten sa jedinicom prstena S, koji je
izomorfan koliqniqkom prstenu R/Kerφ.

Dokaz. Ukoliko je I dvostrani ideal, za tra�eni prsten S mo�emo
uzeti S = R/I, a za homomorfizam φ, funkciju φ : R→ R/I definisanu
sa φ(a) := a+I. Iz same definicije sledi da je φ homomorfizam. Osim
toga, φ(a) = 0 + I akko a+ I = I akko a ∈ I, pa je I = Kerφ.

Znamo da je jezgro homomorfizma dvostrani ideal i ostalo je samo
da doka�emo tvr�eǌe sadr�ano u posledǌoj reqenici. Imamo da je
1S = φ(1R) ∈ φ[R]. Tako�e, za sve r1, r2 ∈ R: φ(r1) ·φ(r2) = φ(r1 ·r2) ∈ φ[R]
i φ(r1) + φ(r2) = φ(r1 + r2) ∈ φ[R], te je φ[R] zaista potprsten od S.

Definixemo ψ : R/Kerφ→ φ[R] sa: ψ(a+ Kerφ) := φ(a). Najpre, ako
je a+ Kerφ = b+ Kerφ imamo da je a− b ∈ Kerφ, pa je φ(a− b) = 0, te je
φ(a) = φ(b) i funkcija ψ je dobro definisana.

Ako su a, b ∈ R, onda imamo:

ψ((a+ Kerφ) + (b+ Kerφ)) = ψ(a+ b+ Kerφ) = φ(a+ b)

= φ(a) + φ(b) = ψ(a+ Kerφ) + ψ(b+ Kerφ),

ψ((a+ Kerφ) · (b+ Kerφ)) = ψ(a · b+ Kerφ) = φ(a · b)
= φ(a) · φ(b) = ψ(a+ Kerφ) · ψ(b+ Kerφ),

kao i ψ(1R + Kerφ) = φ(1R) = 1S, te je ψ homomorfizam.

Iz same definicije ψ vidimo da je ona ,,na”. Ostaje samo da se
proveri da je i ,,1–1”. Pretpostavimo stoga da je, za neke a, b ∈ R,
ψ(a + Kerφ) = ψ(b + Kerφ). To znaqi da je φ(a) = φ(b), te a − b ∈ Kerφ
iz qega sledi da je a+ Kerφ = b+ Kerφ, xto je i tra�eno. 2

Slede�i stav se lako dokazuje.

Stav 10. Presek ma koje familije ideala (levih, desnih, ili dvostranih)
je tako�e ideal.

Definicija 11. Za ideal M (levi, desni, dvostrani) prstena R ka�emo
da je maksimalan, ako je M 6= R i ako ne postoji ideal I takav da je
M ⊂ I ⊂ R.

Stav 12. Svaki prsten sadr�i maksimalan ideal.

Dokaz. Dokaz se izvodi pomo�u Cornove leme. Recimo da radimo sa
dvostranim idealima. Podsetimo se da Cornova lema ka�e da, ako
imamo neki parcijalno ure�eni skup (P,6) (u daǉem poset) i ako u
ǌemu svaki lanac (podskup u kome su svaka dva elementa uporediva)
ima gorǌe ograniqeǌe (majorantu), onda u skupu postoji maksimalni
element.
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Dakle, neka je R prsten i I skup svih pravih ideala (razliqitih
od celog prstena) u ovom prstenu. Jasno je da je I poset u odnosu na
relaciju ⊆. Neka je L lanac u I. Poka�imo da je

L =
⋃
I∈L

I

ideal u R.
Najpre, ako su x, y ∈ L imamo da x ∈ I ′ i y ∈ I ′′ za neke I ′, I ′′ ∈ L.

No, kako je L lanac, va�i da je I ′ ⊆ I ′′ ili I ′′ ⊆ I ′. U prvom sluqaju
x, y ∈ I ′′, pa i x + y ∈ I ′′, jer je I ′′ ideal, a u drugom x, y ∈ I ′, pa i
x+ y ∈ I ′, poxto je I ′ ideal. Dobijamo da x+ y ∈ L.

Ukoliko je x ∈ L, a r ∈ R, onda x ∈ I za neko I ∈ L, pa i r · x i x · r
pripadaju I, jer je I dvostrani ideal, te su oba elementa u L xto nam
zavrxava dokaz da je L ideal.

Kako je jasno da je I ⊆ L za svako I ∈ L, to je L gorǌe ograniqeǌe
za L, te po Cornovoj lemi I ima maksimalni elelement, a to je bax
maksimalni ideal. 2

Ako je R komutativan prsten, onda za ideal I (ovde se naravno levi,
desni i dvostrani ideali poklapaju) ka�emo da je prost ukoliko za
sve a, b ∈ R va�i: ako ab ∈ I onda a ∈ I, ili b ∈ I.

Slede�a teorema bi trebalo da bude poznata iz prethodnih alge-
barskih kurseva.

Teorema 13. Neka je R komutativni prsten.
a) Ideal I je maksimalan akko R/I je poǉe.
b) Ideal I je prost akko R/I je domen.
v) Svaki maksimalan ideal je prost.

Navedimo neke primere ideala.

Primer 14. U prstenu sa deǉeǌem nema pravih ideala.

Primer 15. Neka je R prsten sa jedinicom, n > 2 i S = Mn(R). Oz-
naqimo tipiqan element iz S sa A = (aij).
a) Ako je 1 6 k 6 n, onda je skup svih A ∈ S takvih da je aij = 0 za sve
i 6= k jedan desni ideal u S.
b) Ako je 1 6 k 6 n, onda je skup svih A ∈ S takvih da je aij = 0 za sve
j 6= k jedan levi ideal u S. ♣

Za kraj ovog odeǉka, uka�imo na jednu zanimǉivu vezu izme�u
grupnog prstena nad Z i invertibilnih elemenata u prstenu.

Teorema 16. Za svaku grupu G i prsten sa jedinicom R postoji prirodna
bijekcija ΦG,R izme�u Hom(ZG,R), skupa svih homomorfizama prstena ZG u
prsten R i Hom(G,U(R)), skupa svih homomorfizama grupa G u grupu U(R).
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Dokaz. Neka je f : ZG → R homomorfizam prstena. Definixemo ho-
momorfizam grupa ΦG,R(f) : G → U(R) sa: ΦG,R(f)(g) := f(g). Naime,
svaki element grupe G posmatran kao element grupnog prstena ZG je
invertibilan u tom prstenu – inverz mu je g−1, ǌegov inverz u grupi
G 1. ΦG,R(f) jeste homomorfizam grupa: ΦG,R(f)(g1g2) = f(g1g2) =
f(g1)f(g2)(jer je f homomorfizam prstena) = ΦG,R(f)(g1)ΦG,R(f)(g2).

Da bismo dokazali da je ΦG,R bijekcija, najpogodnije je na�i in-
verz ΨG,R. U tu svrhu, neka je h : G → U(R) homomorfizam grupa.
Definixemo homomorfizam prstena ΨG,R(h) : ZG→ R sa:

ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg
)

:=
∑
g∈G

rgh(g).

Podsetimo se da su ovde rg ∈ Z. Proverimo da je ovo zaista homomor-
fizam prstena.

ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg +
∑
g∈G

sgg
)

= ΨG,R(h)
(∑
g∈G

(rg + sg)g
)

=
∑
g∈G

(rg + sg)h(g)

=
∑
g∈G

rgh(g) +
∑
g∈G

sgh(g) = ΨG,R(h)
(∑
g∈G

rgg
)

+ ΨG,R(h)
(∑
g∈G

sgg
)
.

ΨG,R(h)
((∑

g∈G
rgg
)
·
(∑
g∈G

sgg
))

= ΨG,R(h)
(∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsu

)
g
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsu

)
h(g) =

∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(g)
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(tu)
)

=
∑
g∈G

( ∑
t,u∈G
tu=g

rtsuh(t)h(u)
)

=
∑
t,u∈G

rtsuh(t)h(u) =
(∑
t∈G

rth(t)
)(∑

u∈G
suh(u)

)
=
(∑
g∈G

rgh(g)
)(∑

g∈G
sgh(g)

)
= ΨG,R(h)

(∑
g∈G

rgg
)
·ΨG,R(h)

(∑
g∈G

sgg
)
.

Naravno, ΨG,R(h)(1e) = 1h(e) = 1R.

Proverimo jox i da su ΦG,R i ΨG,R inverzi jedan drugom. Neka je
h ∈ Hom(G,U(R)) homomorfizam grupa.

ΦG,R(ΨG,R(h)︸ ︷︷ ︸
f

)(g) = f(g) = ΨG,R(h)(g) = h(g).

Dakle, ΦG,R(ΨG,R(h)) = h, pa je ΦG,R ◦ΨG,R = idHom(G,U(R)).

1g ∈ G vidimo kao formalnu ,,sumu” 1g u ZG (kao funkciju iz G u Z
koja g slika u 1, a ostale elemente u 0 – videti definiciju grupnog
prstena) i ǌegov inverz je ,,suma” 1g−1
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Na sliqan naqin, ako je f ∈ Hom(ZG,R) imamo:

ΨG,R(ΦG,R(f)︸ ︷︷ ︸
h

)
(∑
g∈G

rgg
)

=
∑
g∈G

rgh(g)

=
∑
g∈G

rgΦG,R(f)(g) =
∑
g∈G

rgf(g) = f
(∑
g∈G

rgg
)
,

te je ΨGR ◦ ΦG,R = idHom(ZG,R).

O kakvoj se ,,prirodnosti” radi u formulaciji ove teoreme? Evo o
qemu je req. Ako imamo i grupu G′ i prsten R′, onda imamo i bijekciju
ΦG′,R′ . No, grupe G i G′, kao i prstene R i R′ mo�emo ,,povezati” homo-
morfizmima ϕ : G′ → G i θ : R → R′. Homomorfizam grupa ϕ indukuje
homomorfizam prstena Zϕ : ZG′ → ZG:

Zϕ
( ∑
g′∈G′

rg′g
′
)

:=
∑
g′∈G′

rg′ϕ(g′),

a homomorfizam θ su�eǌem indukuje homomorfizam U(θ) : U(R)→ U(R′):
U(θ)(r) := θ(r).

Primetimo da, ako je G′′ jox jedna grupa i ψ : G′′ → G′ homomor-
fizam grupa, va�i jednakost Z(ϕ ◦ ψ) = Zϕ ◦ Zψ, kao i ZidG = idZG.
Dakle, pridru�ivaǌe G 7→ ZG zadaje jedan funktor iz kategorije
grupa u kategoriju prstena sa jedinicom. Na sliqan naqin, ako je
ρ : R′ → R′′ homomorfizam prstena, va�i jednakost U(ρ◦θ) = U(ρ)◦U(θ),
kao i U(idR) = idU(R). Dakle, pridru�ivaǌe θ 7→ U(θ) zadaje jedan
funktor iz kategorije prstena sa jedinicom u kategoriju grupa.

Pomo�u homomorfizama ϕ i θ i ova dva funktora, mo�emo za-
dati preslikavaǌa skupova Hom(Zϕ, θ) : Hom(ZG,R) → Hom(ZG′, R′) i
Hom(ϕ,U(θ)) : Hom(G,U(R))→ Hom(G′, U(R′)) sa:

Hom(Zϕ, θ)(f) := θ ◦ f ◦ Zϕ, Hom(ϕ,U(θ))(h) := U(θ) ◦ h ◦ ϕ.

Prirodnost o kojoj je req se odnosi na to da odgovaraju�i dijagram
(nacrtati ga) komutira, tj. da je

Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R = ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ).

Uverimo se da je to taqno. U tu svrhu, neka je f ∈ Hom(ZG,R) i g′ ∈ G′.
Tada je

(Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R)(f)(g′) = Hom(ϕ,U(θ))(ΦG,R(f))(g′)

= (U(θ) ◦ ΦG,R(f) ◦ ϕ)(g′) = U(θ)(ΦG,R(f)(ϕ(g′)))

= U(θ)(f(ϕ(g′))) = θ(f(ϕ(g′))) = (θ ◦ f ◦ ϕ)(g′),
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te je (Hom(ϕ,U(θ)) ◦ ΦG,R)(f) = θ ◦ f ◦ ϕ.
S druge strane, imamo da je

(ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ))(f)(g′) = ΦG′,R′(Hom(Zϕ, θ)(f))(g′)

= ΦG′,R′(θ ◦ f ◦ ϕ)(g′) = (θ ◦ f ◦ ϕ)(g′),

te je (ΦG′,R′ ◦Hom(Zϕ, θ))(f) = θ◦f ◦ϕ. Dakle, tra�ena jednakost zaista
va�i i time je ceo dokaz zavrxen. 2

Qiǌenica da postoji prirodna (u navedenom smislu) bijekcija izme-
�u skupova Hom(ZG,R) i Hom(G,U(R)) se kratko izra�ava reqima da
je funktor G 7→ ZG levo adjungovan funktoru R 7→ U(R), no tu ter-
minologiju �emo objasniti u narednim lekcijama. Samo napomenimo
ovde da terminologija dolazi od pojma adjungovanog operatora: ako
je A operator na odgovaraju�em vektorskom prostoru i v, w vektori
iz tog prostora, onda imamo jednakost: 〈Av,w〉 = 〈v,A∗w〉 skalarnih
proizvoda.

2 Moduli
Poqnimo definicijom modula nad prstenom sa jedinicom.

Definicija 17. Neka je R prsten sa jedinicom. Levi R-modul je ure-
�eni par (A, ρ),gde je A Abelova grupa, a ρ : R → End(A). Desni R-modul
je levi Rop-modul.

Naravno, ako je prsten R komutativan, ne razlikujemo leve i desne
R-module i mo�emo ih kratko zvati R-modulima.

Kako je, za svaki r ∈ R, slika ρ(r) jedan endomorfizam Abelove
grupe A, to za sve a, b ∈ A va�i:

ρ(r)(a+ b) = ρ(a) + ρ(b) (3)

Tako�e, kako je ρ homomorfizam prstena sa jedinicom R u prsten sa
jedinicom End(A), to je za sve r, s ∈ R ispuǌeno: ρ(r + s) = ρ(r) + ρ(s).
Imaju�i u vidu kako je zadata operacija sabiraǌa u prstenu End(A)
imamo da za sve a ∈ A va�i:

ρ(r + s)(a) = ρ(r)(a) + ρ(s)(a). (4)

Kada posmatramo operaciju mno�eǌa, imamo da je za sve r, s ∈ R is-
puǌeno ρ(r · s) = ρ(r) ◦ ρ(s), te za sve a ∈ A va�i:

ρ(r · s)(a) = ρ(r)(ρ(s)(a)). (5)

Osim toga je ρ(1R) = idA, tj. za sve a ∈ A:

ρ(1R)(a) = a. (6)

Ako umesto ρ(r)(a) pixemo r •a, onda jednakosti (3)–(6) mo�emo napisati
na slede�i naqin.
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M1. Za sve r ∈ R, a, b ∈ A: r • (a+ b) = r • a+ r • b.

M2. Za sve r, s ∈ R, a ∈ A: (r + s) • a = r • a+ s • a.

M3. Za sve r, s ∈ R, a ∈ A: (r · s) • a = r • (s • a).

M4. Za sve a ∈ A: 1R • a = a.

U sluqaju desnog R-modula (u daǉem �emo kratko govoriti o levom
i desnom R-modulu podrazumevaju�i da imamo ,,mno�eǌe” elementima
iz R), imamo da je ρ(r ·op s)(a) = (ρ(r) ◦ ρ(s))(a), odnosno ρ(s · r)(a) =
ρ(r)(ρ(s)(a)). Stoga je ovde prirodno umesto ρ(r)(a) pisati a • r, te
imamo odgovaraju�u jednakost: (a • (s · r)) = (a • s) • r. Vidimo i zaxto
priqamo o levom i desnom modulu. Ako se A sastoji samo iz jednog
elementa, dakle ako je A = {0A}, onda se A mo�e videti kao modul nad
bilo kojim prstenom i ka�emo da je to trivijalni modul.

Navedimo nekoliko (netrivijalnih) primera.

Primer 18. Najpre, svaka Abelova grupa A je jedan Z-modul: za m ∈ Z
i a ∈ A je m • a := ma. ♣

Primer 19. Ako je K poǉe, onda K-modul nije nixta drugo do vek-
torski prostor nad poǉem K. ♣

Primer 20. Ako je R prsten sa jedinicom onda je svaki levi (desni)
ideal I jedan levi (desni) R-modul: r • a := r · a (a • r = a · r). Posebno
je i R i levi i desni R-modul. ♣

Primer 21. Ako R prsten sa jedinicom, a G grupa, onda R postaje
levi RG-modul sa: (

∑
g rgg) • s :=

∑
g rgs. Na analogni naqin je R jedan

desni R-modul. ♣

Primer 22. Neka je R prsten. Tada je Mn(R) levi R-modul: r • (aij) :=
(r ·aij). Tako�e je Rn jedan levi Mn(R)− modul: (aij) • (rj) := (

∑n
j=1 aij ·

rj).
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 •


r1
r2
...
rn

 :=


a11 · r1 + a12 · r2 + · · ·+ a1n · rn
a21 · r1 + a22 · r2 + · · ·+ a2n · rn

...
an1 · r1 + an2 · r2 + · · ·+ ann · rn

 .

♣

Da bismo imali kategoriju, potrebni su nam i odgovaraju�i mor-
fizmi.

Definicija 23. Neka su A i B levi R-moduli. Tada je funkcija φ : A→ B
jedan homomorfizam levih R-modula ukoliko va�i slede�e:

1. Za sve a1, a2 ∈ A: φ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2);
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2. za sve r ∈ R i a ∈ A: φ(r • a) = r •φ(a).

Ako su A i B levi R-moduli, oznaqimo sa HomR(A,B) skup svih
homomorfizama levih modula. Ovo je Abelova grupa u odnosu na ope-
raciju + zadatu sa: (φ+ψ)(a) := φ(a)+ψ(a). Proverimo gorǌa svojstva.

(φ+ ψ)(a1 + a2) = φ(a1 + a2) + ψ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2) + ψ(a1) + ψ(a2)

= (φ(a1) + ψ(a1)) + (φ(a2) + ψ(a2)) = (φ+ ψ)(a1) + (φ+ ψ)(a2).

(φ+ ψ)(r • a) = φ(r • a) + ψ(r • a) = r •φ(a) + r •ψ(a)

= r • (φ(a) + ψ(a)) = r • ((φ+ ψ)(a)).

Ako sa Hom(A,B) oznaqimo skup svih homomorfizama Abelovih
grupa (a ovaj skup jeste sam po sebi Abelova grupa u odnosu na goreza-
datu operaciju sabiraǌa), poxto je svaki homomorfizam levih mo-
dula ujedno i homomorfizam odgovaraju�ih Abelovih grupa, mo�emo
da konstatujemo da je HomR(A,B) ⊆ Hom(A,B). No, va�i i vixe,
HomR(A,B) 6 Hom(A,B). Da bismo dokazali da je podgrupa, prime-
timo najpre da je HomR(A,B) 6= ∅, jer nula homomorfizam 0 (0(a) = 0B
za sve a ∈ A) jeste homomorfizam R-modula. Ako φ, ψ ∈ HomR(A,B),
onda je

(φ− ψ)(r • a) = φ(r • a)− ψ(r • a)

= r •φ(a)− r •ψ(a) = r • (φ(a)− ψ(a)) = r • (φ− ψ)(a).

Stoga i φ − ψ ∈ HomR(A,B), pa je HomR(A,B) zaista podgrupa grupe
Hom(A,B). Primetimo da je HomZ(A,B) = Hom(A,B).

Za dva modula A i B ka�emo da su izomorfni ako postoji homo-
morfizam φ : A→ B koji je bijekcija.

Kategoriju levih R-modula i homomorfizama levih R-modula �emo
oznaqiti sa RM, a kategoriju desnih R-modula i homomorfizama des-
nih R-modula sa MR. Ako je A jedan levi R-modul, to �emo kratko
pisati ovako: A ∈R M, a ako je φ : A → B, homomorfizam levih R-
modula, kratko �emo re�i da je φ u RM.

Definicija 24. Ukoliko je R prsten sa jedinicom, A ∈R M, A′ ⊆ A, tada
je A′ podmodul od A ukoliko je A′ podgrupa od A i za svaki a′ ∈ A′, r ∈ R
je r • a′ ∈ A′.

Ako je A′ podmodul od A to �emo oznaqavati sa A′ 6 A. Poxto
je A′ i podgrupa Abelove grupe A, mo�emo definisati koliqniqku
podgrupu A/A′ no na ǌoj mo�emo zadati i strukturu levog R-modula
sa: r • (a+ A′) := r • a+ A′. Qitaocima ostavǉamo da provere da je ova
operacija dobro definisana i da zaista dobijamo jedan levi R-modul.
On se naziva koliqniqki modul. Va�i slede�a teorema.
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Teorema 25. Neka je φ : A→ B u RM. Tada va�i slede�e.

1. Kerφ := {a ∈ A : φ(a) = 0B} 6 A;

2. Imφ = φ[A] 6 B;

3. A/Kerφ ∼= Imφ.

Dokaz. 1. Znamo da je Kerφ podgrupa od A. Ako je a ∈ Kerφ i r ∈ R,
onda je φ(r • a) = r •φ(a) = r • 0B = 0B, pa je Kerφ zaista podmodul od A.

2. Znamo da je Imφ podgrupa od B. Ukoliko je φ(a) ∈ Imφ i r ∈ R
imamo da je r •φ(a) = φ(r • a) ∈ Imφ.

3. Definixemo ψ : A/Kerφ → Imφ sa: ψ(a + Kerφ) := φ(a). Iz
teorije grupa znamo da je ovo dobro definisana funkcija i da je
izomorfizam grupa. Ostaje samo da proverimo da je modulski ho-
momorfizam:

ψ(r • (a+ Kerφ)) = ψ(r • a+ Kerφ) = φ(r • a) = r •φ(a) = r •ψ(a+ Kerφ).

Dakle, ψ je izomorfizam i dokaz je zavrxen. 2

Naravno, za Kerφ ka�emo da je jezgro homomorfizma φ, a za Imφ da
je slika tog homomorfizma. Korisno je uoqiti da je Kerφ = φ−1[{0}].
Primetimo da mo�emo formirati i koliqniqki modul B/Imφ i ǌega
oznaqavamo sa Cokerφ i to je kojezgro homomorfizma φ. Iz teorije
grupa znamo da je dati homomorfizam ,,1–1” ako i samo ako mu je jezgro
trivijalan modul, dok je tautoloxka qiǌenica da je homomorfizam
,,na” ako i samo ako mu je kojezgro trivijalan modul.

Ukoliko je A1, A2 6 A, onda mo�emo formirati sumu modula A1 i
A2: A1 +A2 := {a1 + a2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2} i to je tako�e podmodul od A.
Naravno, i presek podmodula je podmodul. Slede�a teorema se lako
izvodi iz prethodno dokazane teoreme.

Teorema 26. 1. Za A1, A2 6 A va�i: (A1 +A2)/A1
∼= A2/A1 ∩A2.

2. Ako je A′′ 6 A′ 6 A, onda: (A/A′′)
/

(A′/A′′) ∼= A/A′.

Dokaz. 1. Definixemo φ : A2 → (A1+A2)/A1 sa: φ(x) = x+A1. Ukoliko
je a1+a2 ∈ A1+A2 proizvoǉan element, onda je (a1+a2)+A1 = a2+A1 =
φ(a2), pa je φ ,,na”. Za x ∈ A2 imamo da je x ∈ Kerφ akko je x+A1 = A1

xto je ekvivalentno sa x ∈ A1. Dakle, Kerφ = A1∩A2 i rezultat sledi
iz teoreme 25.

2. Definixemo φ : A → (A/A′′)
/

(A′/A′′) sa: φ(a) := (a+ A′′) + A′/A′′.
Naravno, ovde bi ipak trebalo proveriti da li je A′/A′′ 6 A/A′′. No,
to lako sledi iz A′ 6 A (uverite se u ovo). Jasno je da je φ ,,na”.

12



Primetimo da

a ∈ Kerφ akko (a+A′′) +A′/A′′ = A′/A′′

akko a+A′′ ∈ A′/A′′

akko a+A′′ = a1 +A′′ za neko a1 ∈ A′

akko a− a1 ∈ A′′ za neko a1 ∈ A′

akko a− a1 = a2 za neko a1 ∈ A′ i neko a2 ∈ A′′

akko a = a1 + a2 za neko a1 ∈ A′ i neko a2 ∈ A′′.

No, kako je A′′ ⊆ A′, dobijamo da je posledǌi uslov ekvivalentan sa
a ∈ A′ (uverite se u ovo), pa je Kerφ = A′. 2

Naravno, dokaz pod 2. smo mogli izvesti i na standardan naqin,
kako smo radili u ranijim kursevima, ali nije loxe nexto i drugaqije
uraditi. ,

Sada �emo se na kratko posvetiti nekim pojmovima iz teorije kate-
gorija. Mogli bismo i bez toga, ali ipak je korisnije to uraditi na
ovaj naqin. Kao xto znamo (recimo iz jednog od kurseva topologije),
svaka kategorija C sastoji se od klase objekata O(C) i klase strelica
(ili morfizama) A(C).⌈
Ovde istiqemo da koristimo pojam klase i to ne samo radi lepxeg

izra�avaǌa. Kao xto matematiku mo�emo zasnovati na aksiomama
ZFC (Cermelo–Frenkel uz aksiomu izbora), tako postoji i aksioma-
tizacija NBG (fon Nojman–Bernajs–Gedel) u kojoj se pojavǉuju, osim
skupova i klase. Klasa mo�e biti podskup druge klase, a ako je klasa
element neke druge klase, onda je ona skup. Dakle, skupovi su ele-
menti nekih klasa. Mi znamo da ne postoji skup svih skupova, ali
postoja�e univerzalna klasa koja se sastoji od svih skupova. Kako
mi �elimo da razmatramo i kategoriju skupova, u kojima su objekti
svi skupovi, a strelice sva preslikavaǌa me�u ǌima, potreban nam
je xiri pojam od skupa. Ukoliko u nekoj kategoriji objekti qine skup
za tu kategoriju ka�emo da je mala kategorija.

⌋
Za svaka dva objekta A,B imamo skup strelica iz A u B, koji

se oznaqava sa C(A,B). Pretpostavǉamo da je C(A,B) ∩ C(A′, B′) = ∅
ukoliko je (A,B) 6= (A′, B′). Za svaki objekat A postoji i strelica
1A ∈ C(A,A). Imamo i operaciju kompozicija strelica

C(A,B)× C(B,C)→ C(A,C), (f, g) 7→ g ◦ f,

za koju va�i:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f), za (f, g, h) ∈ C(A,B)× C(B,C)× C(C,D)

i
1B ◦ f = f = f ◦ 1A, za f ∈ C(A,B).
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Objekti svakako jesu skupovi, ali strelice nisu nu�no funkcije.
Na primer, svaki poset P se prirodno mo�e videti kao (mala) kate-
gorija P. Imamo da je O(P) = P , dok je za svaka dva A,B ∈ P :

C(A,B) =

{
{(A,B)}, ako je A 6P B,

∅, inaqe .

Poenta je da bude taqno jedan element u C(A,B) akko je A 6P B, ne
mora to biti bax ovaj koji smo naveli. Bez obzira na qiǌenicu da
strelice ne moraju biti funkcije, ako je f ∈ C(A,B) pixemo to kratko:
f : A→ B. Prosto je to pogodno tako pisati.

Kategoriju koja ima taqno jedan element nazivamo monoid (a ako
je to mala kategorija, onda se zaista poklapa sa pojmom monoida koji
znamo), kategoriju u kojoj je svaka strelica izomorfizam (strelica
f ∈ C(A,B) je izomorfizam, ukoliko postoji strelica g ∈ C(B,A) takva
da je g ◦ f = 1A i f ◦ g = 1B), nazivamo grupoid, a kategoriju koja je i
monoid i grupoid nazivamo grupa (ako je mala kategorija u pitaǌu,
to je zaista grupa u dobro nam poznatom smislu).

Ovo xto nam je sada va�no je da uvedemo pojam proizvoda i ko-
proizvoda u kategoriji.

Definicija 27. Neka je C neka kategorija i Ai, za i ∈ I familija objekata
u C.

1. Proizvod ovih objekata, ako postoji, qine objekat P i strelice
pi : P → Ai tako da je ispuǌeno slede�e. Za svaki objekat X iz C i strelice
fi : X → Ai postoji taqno jedna strelica f : X → P tako da je pi ◦ f = fi za
sve i ∈ I.

2. Koproizvod ovih objekata, ako postoji, qine objekat S i strelice
qi : Ai → S tako da je ispuǌeno slede�e. Za svaki objekat X iz C i strelice
fi : Ai → X postoji taqno jedna strelica f : S → X tako da je f ◦ qi = fi za
sve i ∈ I.

Pisa�emo (P ; (pi)i∈I) za proizvod i (S; (qi)i∈I) za koproizvod. Ni
proizvod ni koproizvod nekih objekata ne mora postojati u datoj kate-
goriji, ali ako neki od ǌih postoji, on je jedinstveno odre�en do na
izomorfizam. Naime, pretpostavimo da i P ′, zajedno sa p′i : P

′ → Ai
zadovoǉava uslove iz definicije proizvoda. Tada postoji taqno jedna
strelica f : P ′ → P takva da je pi ◦f = p′i za sve i ∈ I, kao i taqno jedna
strelica g : P → P ′ takva da je p′i ◦ g = pi za sve i ∈ I. Tada dobijamo
da je p′i ◦ (g ◦ f) = p′i za sve i ∈ I. No, taj uslov ispuǌava i idP ′ . Zbog
jedinstvenosti dobijamo da mora biti g ◦ f = idP ′ . Na sliqan naqin
dobijamo da je i f ◦ g = idP , pa su f i g izomorfizmi.

Primer 28. Neka je C = Set, tj. kategorija svih skupova i funkcija
izme�u ǌih. Nije texko proveriti da proizvod objekata Ai, i ∈ I, u
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ovoj kategoriji, qini Dekartov proizvod skupova P =
∏
i∈I Ai zajedno

sa projekcijama pi : P → Ai (pi(as)s∈I = ai).

Koproizvod qini disjunktna unija ovih skupova, tj. S =
⋃
i∈I(Ai×{i}),

uz funkcije qi : Ai → S zadate sa: qi(a) = (a, i) za a ∈ Ai. Uverite se da
je ovo zaista koproizvod u kategoriji skupova.

Vratimo se sada na kategoriju RM.

Teorema 29. Za svaki komutativan prsten R i familiju levih R-modula Ai
u kategoriji RM postoji i proizvod i koproizvod.

Dokaz. Proizvod nije texko konstruisati. Zapravo, to je direktan
proizvod modula Ai: P =

∏
i∈I Ai, sa operacijama zadatim po koor-

dinatama: (ai)i∈I + (bi)i∈I := (ai + bi)i∈I , r • (ai)i∈I := (r • ai)i∈I , dok su
pi : P → Ai projekcije. Uverimo se da je ovo proizvod. U tu svrhu,
neka je X jedan levi R-modul i fi : X → Ai homomorfizmi modula.
Definixemo f : X →

∏
i∈I Ai sa: f(x) := (fi(x))i∈I , za x ∈ X. Ovo jeste

homomorfizam levih R-modula: f(x+y) = (fi(x+y))i∈I = (fi(x)+fi(y))i∈I
(jer su fi homomorfizmi) = (fi(x))i∈I + (fi(y))i∈I = f(x) + f(y). Tako�e,
f(r •x) = (fi(r •x))i∈I = (r • fi(x))i∈I = r • (fi(x))i∈I = r • f(x). Imamo i
da je (pj ◦ f)(x) = pj(f(x)) = pj(fi(x))i∈I = fj(x) za sve j ∈ I. Iz ovog
posledǌeg dobijamo i da je f jedinstveno odre�eno.

Dokaz egzistencije koproizvoda je nexto slo�eniji. Neka je

S := {(ai) ∈
∏
i∈I

Ai : ai 6= 0, samo za konaqno mnogo i ∈ I}.

Jasno je da je ovo levi R-modul (koji je zapravo podmodul od P ).
Definixemo qi : Ai → S sa:

(qi(a))j =

{
a, ako je j = i

0, inaqe,

za a ∈ Ai. Dakle, na i-tu koordinatu smo postavili elemente iz Ai
a sve ostale koordinate su jednake 0. Ako je X jedan levi R-modul
i fi : Ai → X, onda mo�emo definisati f : S → X sa: f((ai)i∈I) :=∑
i∈I fi(ai). Ova suma je zapravo konaqna, jer je, za svaki (ai)i∈I ∈ S

samo konaqno mnogo koordinata razliqito od nule. Jasno je da je
za svako i ∈ I: (f ◦ qi)(a)) = f(qi(a)) =

∑
j∈I fj(qi(a))j = fi(a) (poxto

su ostale koordinate jednake nuli). Pojasnimo zaxto imamo jedin-
stvenost tog f . Neka je F : S → X ma koji homomorfizam za koji va�i
F ◦ qi = fi za sve i ∈ I. Ukoliko je s ∈ S, onda je si 6= 0 samo za konaqno
mnogo indeksa i. Neka su to indeksi i1, . . . , in. Posmatrajmo elemente
a[1], . . . , a[n] ∈ S zadate sa:

a[k]i =

{
sik , za i = ik,

0, inaqe ,
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za k ∈ {1, . . . , n}. Vidimo dve stvari. Najpre, a[k] = qik(sik) za k ∈
{1, . . . , n}. A tako�e je s = a[1] + · · ·+ a[n]. Stoga imamo da je

F (s) = F (a[1]) + · · ·+ F (a[n]) = F (qi1(si1)) + · · ·+ F (qin(sin))

= (F◦qi1)(si1)+· · ·+(F◦qin)(sin) = fi1(si1)+· · ·+fin(sin) = f(s). 2

Za koproizvod S modula Ai koristimo oznaku
⊕

i∈I Ai i nazivamo
ga i direktnom sumom modula Ai. U sluqaju dva modula koristimo
oznaku A⊕B. Analogno za n modula koristimo zapis A1⊕A2⊕· · ·⊕An.
Primetimo da u sluqaju konaqnog skupa indeksa za objekat koji se
pojavǉuje u definiciji koproizvoda dobijamo isti kao i u sluqaju
proizvoda, no morfizmi koji qine strukturu su, naravno, drugaqiji.

Posmatrajmo niz levih R-modula i homomorfizama:

A′
α→ A

β→ A′′.

Za ovaj niz ka�emo da je taqan u A ukoliko je Imα = Kerβ. Primetimo
da, ako je α = 0, tj. homomorfizam koji sve elemente iz A′ slika u 0A,
onda je gorǌi niz taqan u A akko je β ,,1–1”. Sliqno, ako je β = 0,
onda je niz taqan u A akko je α ,,na”. Stoga je niz

0→ A′
α→ A

β→ A′′ → 0,

gde smo sa 0 oznaqavili trivijalan R-modul, taqan u svim netrivi-
jalnim modulima ukoliko je α ,,1–1”, Imα = Kerβ i β je ,,na”. Ovakav
niz zovemo i kratak taqan niz.

Slede�a opservacija je ponekad korisna. Pretpostavimo da je niz

A′
α→ A

β→ A′′

taqan u A i neka je θ : A→ B izomorizam. Tada je niz

A
θ◦α−−→ B

β◦θ−1

−−−−→ A′′

taqan u B. Naime,

Ker(β ◦ θ−1) = (β ◦ θ−1)−1[{0}] = θ[β−1[{0}]] = θ[Kerβ] = θ[Imα] = Im(θ ◦α).

Primetimo da svaki homomorfizam φ : A → B ,,proizvodi” taqan
niz

0→ Kerφ
ι→ A

φ→ B
π→ Cokerφ→ 0,

gde je ι ukǉuqeǌe (inkluzija) Kerφ u A: ι(a) = a, a π je zadato sa
π(b) = b+ Imφ. Primetimo jox da dva taqna niza

A′
α→ A

β→ A′′ → 0 i 0→ A′′
γ→ A′′′

δ→ A′′′′,
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mo�emo spojiti u du�i taqan niz:

A′
α→ A

γ◦β−−→ A′′′
δ→ A′′′′.

Naime, kako je γ ,,1–1” to je Ker(γ◦β) = Kerβ (γ(β(a)) = 0 akko β(a) = 0),
a kako je β ,,na”, to je Im(γ ◦ β) = (γ ◦ β)[A] = γ[β[A]] = γ[A′′] = Im γ.

Iz dva trivijalno taqna niza

0→ A
idA−→ A→ 0 i 0→ B

idB−→ B → 0 (7)

mo�emo formirati kratak taqan niz

0→ A
i→ A⊕B p→ B → 0, (8)

gde je i(a) = (a, 0), a p(a, b) = b. Zapravo, ako primetimo da je, na
primer, A⊕ 0 = A, i dodamo 0 module na krajeve ovih nizova:

0→ A
idA−→ A→ 0→ 0 i 0→ 0→ B

idB−→ B → 0,

vidimo da navedni kratak taqan niz dobijamo nala�eǌem direktne
sume ova dva niza, tj. na svakoj poziciji uzimamo direktnu sumu nave-
denih modula, a homomorfizmi su ono xto moraju biti. Stoga se mo�e
prirodno re�i da dva niza u (7) nastaju cepaǌem taqnog niza u (8).

Ovo je bila kratka motivacija za slede�u teoremu.

Teorema 30. Neka je 0 → A′
µ→ A

ε→ A′′ → 0 kratak taqan niz. Slede�i
uslovi su ekvivalentni.

1. Postoji η : A→ A′ tako da je η ◦ µ = idA′ .

2. Postoji η : A→ A′ tako da je (A, η, ε) proizvod modula A′ i A′′.

3. Postoji ν : A′′ → A tako da je ε ◦ ν = idA′′ .

4. Postoji ν : A′′ → A tako da je (A,µ, ν) koproizvod modula A′ i A′′.

5. Postoje η : A→ A′ i ν : A′′ → A tako da je µ ◦ η + ν ◦ ε = idA.

Dokaz. 1. =⇒ 2. Doka�imo najpre da je ograniqeǌe (restrikcija)
ε|Ker η : Ker η → A′′ izomorfizam. U tu svrhu, neka je a′′ ∈ A′′. Kako
je ε ,,na”, to postoji a ∈ A takav da je ε(a) = a′′. Naravno, to a ne
mora biti u jezgru od η, ali malo ga ,,korigujmo”, tj. uoqimo element
a0 = a − µ(η(a)). Kako je ε ◦ µ = 0, to je i ε(a0) = a′′, Osim toga
η(a0) = η(a) − η(µ(η(a))) = η(a) − η(a) = 0, pa a0 ∈ Ker η, te je navedeno
ograniqeǌe zaista ,,na”. Ukoliko se a ∈ Ker η pri ε slika u 0, tj. ako
a ∈ Ker ε ∩ Ker η = Imµ ∩ Ker η imamo da je a = µ(a′) za neko a′ ∈ A′,
a tako�e je i 0 = η(a) = η(µ(a′)) = a′, pa je a = µ(0) = 0 i dobili smo
tra�eni izomorfizam.
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Neka su φ : X → A′ i ψ : X → A′′ homomorfizmi R-modula. Treba
pokazati da postoji taqno jedan homomorfizam f : X → A takav da je
η ◦ f = φ i ε ◦ f = ψ. Tra�eni homomorfizam f zadajemo sa:

f(x) = µ(φ(x)) + (ε|Ker η)−1(ψ(x)).

Kako (ε|Ker η)−1(ψ(x)) ∈ Ker η imamo da je η(f(x)) = η(µ(φ(x))) + 0 =
φ(x). Tako�e je ε(f(x)) = ε(µ(φ(x))) + ψ(x) = ψ(x). Da bismo pokazali
jedinstvenost, pretpostavimo da je F : X → A homomorfizam za koji
va�i η◦F = φ i ε◦F = ψ. Tada za svaki x ∈ X dobijamo da F (x)−f(x) ∈
Ker ε ∩ Ker η, a gore smo pokazali da je taj presek trivijalan. To
zavrxava dokaz jedinstvenosti.

2. =⇒ 1. Dakle, imamo proizvod A′
η←− A

ε−→ A′′, a tako�e i proizvod
A′

p1←−− A′ × A′′ p2−→ A′′. Stoga postoji izomorfizam θ : A → A′ × A′′ za
koji va�i p1 ◦ θ = η i p2 ◦ θ = ε. Dakle, θ(a) = (η(a), ε(a)) i, za a′ ∈ A′:
θ(µ(a′)) = (η(µ(a′)), ε(µ(a′)) = ((η ◦ µ)(a′), 0). No, θ je izomorfizam i
ǌegovo su�eǌe θ : Ker ε→ Ker p2 je tako�e izomorfizam. Naime, ako je
a ∈ Ker ε, onda je p2(θ(a)) = ε(a) = 0, pa navedeno su�eǌe zaista postoji.
Naravno, i su�eǌe je ,,1–1”. Konaqno, ako je (a′, a′′) ∈ Ker p2 postoji
neko a ∈ A (θ je ,,na”) takvo da je θ(a) = (a′, a′′). No, 0 = p2(a′, a′′) =
p2(θ(a)) = ε(a), te a ∈ Ker ε, te je su�eǌe i ,,na”. Jasno je da je Ker p2 =
A′ × {0}, te θ ostvaruje izomorfizam izme�u Ker ε = Imµ i A′ × {0},
te onda kompozicija θ ◦ µ ostvaruje izomorfizam izme�u A′ i A′ × {0}
oblika a′ 7→ ((η ◦ µ)(a′), 0) i konaqno dobijamo da je ω = η ◦ µ : A′ → A′

izomorfizam. Ako za η′ oznaqimo kompoziciju ω−1◦η : A→ A′ dobijamo
da je η′ ◦ µ = (ω−1 ◦ η) ◦ µ = ω−1 ◦ (η ◦ µ) = ω−1 ◦ ω = idA te smo dobili
tra�eni homomorfizam.

Qitaocima ostavǉamo da za ve�bu po analogiji doka�u da va�i
ekvivalencija 3. ⇐⇒ 4.

5. =⇒ 1. Dakle, postoje η : A→ A′ i ν : A′′ → A tako da je µ ◦ η+ ν ◦ ε =
idA. Komponovaǌem sa µ sa desne strane (pretkomponovaǌem) dobijamo
µ ◦ η ◦ µ+ ν ◦ ε ◦ µ = µ. Kako je ε ◦ µ = 0, dobijamo µ ◦ η ◦ µ = µ. No, µ je
,,1–1” pa sledi da je η ◦ µ = idA′ (uverite se u ovo).

5. =⇒ 3. Jednakost iz 5. komponujemo sada sa ε sa leve strane (postkom-
ponujemo) i dobijamo ε◦µ◦η+ε◦ν◦ε = ε. Kako je ε◦µ = 0, imamo ε◦ν◦ε = ε,
pa iz qiǌenice da je ε ,,na” dobijamo ε ◦ ν = idA′′ (uverite se zaxto je
ovo zaista tako).

3. =⇒ 5. Posmatrajmo homomorfizam ξ = idA − ν ◦ ε : A→ A. Postkom-
ponovaǌem sa ε dobijamo ε◦ξ = ε−ε◦ν ◦ε = ε−ε = 0. Ovo nam govori da
je Im ξ ⊆ Ker ε = Imµ. Kako je µ ,,1–1”, postoji funkcija µ−1 : Imµ→ A′,
pa mo�emo definisati funkciju η = µ−1 ◦ ξ. Kako je (µ ◦ µ−1)(a) = a za
sve a ∈ Imµ, imamo da je µ ◦ η = µ ◦ µ−1 ◦ ξ = ξ = idA − ν ◦ ε, pa dobijamo
µ ◦ η + ν ◦ ε = idA.

Ostavǉamo qitaocima za ve�bu da doka�u da 1. =⇒ 5. 2
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Posledica 31. Neka je π : A → A projektor, tj. neka zadovoǉava uslov
π2 = π. Tada je A ∼= Imπ ⊕Kerπ.

Dokaz. Posmatramo kratak taqan niz

0→ Kerπ
µ−→ A

ε−→ Imπ → 0.

Naravno, µ je ukǉuqivaǌe, a ε je su�eǌe od π dobijeno smaǌivaǌem
kodomena. Mo�emo definisati ukǉuqeǌe ν : Imπ → A, tj. ν(a) = a. Ako
je b ∈ Imπ, je b = π(a) za neko a ∈ A i ε(ν(b)) = π(π(a)) = π2(a) = π(a) = b,
pa je ε ◦ ν = idIdπ. Stoga je, po prethodnoj teoremi A ∼= Kerπ ⊕ Imπ. 2

No, posvetimo se jox malo ovom primeru. Naime, i Kerπ i Imπ su
podmoduli od A i mo�emo formirati sumu tih podmodula. Poka�imo
da va�i slede�i stav.

Stav 32. Neka je π : A → A projektor kao u prethodnoj posledici. Tada
va�i slede�e.

(1) Kerπ + Imπ = A;

(2) Kerπ ∩ Imπ = {0};

(3) Svaki element a ∈ A se na jedinstven naqin mo�e izraziti u obliku
a = x+ y, gde x ∈ Kerπ i y ∈ Imπ.

Dokaz. Neka je a ∈ A. Tada a−π(a) ∈ Kerπ. Naime, π(x) = π(a)−π2(a) =
π(a) − π(a) = 0. Dakle, imamo da je a = (a − π(a)) + π(a), pri qemu
a− π(a) ∈ Kerπ, a π(a) ∈ Imπ i pokazali smo da va�i (1).

Ukoliko a ∈ Kerπ ∩ Imπ imamo da je a = π(x) za neki x ∈ A, jer
je a ∈ Imπ, kao i da je π(a) = 0, jer je a u jezgru. No, tada imamo
0 = π(a) = π(π(x)) = π2(x) = π(x) = a i dokazali smo (2).

Konaqno, ako je a = x + y = x′ + y′, gde x, x′ ∈ Kerπ, a y, y′ ∈ Imπ,
onda x− x′ = y′ − y ∈ Kerπ ∩ Imπ = {0} i dokazali smo i (3). 2

Koristi�emo ad hoc oznaku +̇ za ovakvu sumu i zva�emo je unutrax-
ǌa direktna suma. Dakle, A = Kerπ+̇Imπ. Opxtije, ako je Ai fami-
lija podmodula od A, onda +̇i∈IAi oznaqava sumu podmodula za koju
va�i da se svaki element te sume na jedinstven naqin mo�e prikazati
u obliku sume elemenata iz tih modula. Va�i slede�a teorema.

Teorema 33. Neka je Ai, i ∈ I familija podmodula od A, qi : Ai → A ǌihova
ukǉuqeǌa u A. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni.

(1) (A; (qi)i∈I) je koproizvod (direktna suma) podmodula Ai;

(2) A = +i∈IAi i za svako i ∈ I: Ai ∩ (+j 6=iAj) = {0};

(3) A = +̇i∈IAi.
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Dokaz. (1) =⇒ (2). Pretpostavimo da je A′ = +i∈IAi 6= A. Kako je A
koproizvod podmodula Ai, to postoji taqno jedno : A→ A/A′ takvo da
je f ◦ qi = 0 za sve i ∈ I. No, to nije taqno. I nula morfizam koji
slika sve elemente iz A u nulu i standardni morfizam p : a 7→ a + A′

ispuǌavaju ova dva uslova, a p 6= 0, jer A/A′ nije trivijalan modul.
Pretpostavimo da je za neko i ∈ I: Ai∩ (+j 6=iAj) 6= {0} i neka je b 6= 0

netrivijalan element iz tog preseka. Stoga je b = aj1 + · · ·+ajn za neke
j1, . . . , jn razliqite od i. Definiximo fk : Ak → A sa:

fk =

{
qi, ako je k = i,

0, inaqe.

Po definiciji koproizvoda sledi da postoji jedinstven f : A → A
takav da je f ◦ qk = fk za sve k ∈ I. To znaqi da je f(b) = f(qi(b)) =
fi(b) = b i f(ajs) = f(qjs(ajs)) = fjs(ajs) = 0 za sve s = 1, n, pa je
f(aj1 + · · · + ajn) = 0. Dobili smo da je b = 0 i ta kontradikcija
zavrxava dokaz ove implikacije.

(2) =⇒ (3). Znamo da je A = +i∈IAi. Pretpostavimo da prikaz eleme-
nata iz A u obliku sume elemenata iz tih podmodula nije jedinstven.
To znaqi da imamo jednakost ai1 +· · ·+ain = bi1 +· · ·+bin za neke i1, . . . , in,
pri qemu aik , bik ∈ Aik , a me�u ǌima mo�e biti i onih koji su jednaki
nuli, ali za bar jedno s je ais 6= bis . Tada imamo jednakost:

Ais 3 ais − bis =
∑
k 6=s

(bik − aik) ∈ +j 6=iAi.

Dakle, imamo element razliqit od nule koji se nalazi u trivijalnom
preseku. Ta kontradikcija zavrxava dokaz ove implikacije.

(3) =⇒ (1). Neka je Y proizvoǉan modul i fi : Ai → Y proizvoǉni
homomorfizmi. Treba pokazati da postoji taqno jedan f : A→ Y tako
da je f ◦ qi = fi za sve i ∈ I. Tra�eno f definixemo na slede�i naqin.
Neka je a ∈ A. Kako je A = ui∈IAi, to je a = ai1 + · · · + ain za neke
i1, . . . , in i aik ∈ Aik . Tada stavǉamo da je f(a) = fi1(ai1) + · · · + fin(an).
Ovo jeste homomorfizam modula. Najpre, ako je r ∈ R, onda je r • a =
r • ai1 + · · · + r • ain , pri qemu r • aik ∈ Aik , jer su ovo podmoduli od A.
Stoga je

f(r • a) = fi1(r • ai1) + · · ·+ fin(r • ain) = r • f(ai1) + · · ·+ r • f(ain)

= r • (f(ai1) + · · ·+ f(ain)) = r • f(a).

Dokaz da je f(a+b) = f(a)+f(b) ostavǉamo qitaocima za ve�bu. Dakle,
f jeste homomorfizam modula i jasno je da je f ◦ qi = fi za sve i ∈ I
poxto smo ga upravo tako i definisali. Za dokaz jedinstvenosti,
pretpostavimo da je g : A→ Y neki homomorfizam za koji va�i: g◦qi =
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fi. Ukoliko je a ∈ A, onda je, kao i gore, a = ai1 + · · ·+ ain , za neke aik
pa je

g(a) = g(ai1 + · · ·+ ain) = g(ai1) + · · ·+ g(ain) jer je a homomorfizam

= g(qi1(ai1)) + · · ·+ g(qin(ain)) = (g ◦ qi1)(ai1) + · · ·+ (g ◦ qin)(ain)

= fi1(ai1) + · · ·+ fin(ain) = f(a).

Ovim je zavrxen i dokaz posledǌe implikacije. 2

U daǉem radu �emo i unutraxǌu direktnu sumu podmodula Ai oz-
naqavati sa

⊕
i∈I Ai, a svakako �e nam iz konteksta biti jasno ukoliko

se radi o ǌoj.

Definicija 34. Neka je A levi R-modul i S ⊆ A. Podmodul generisan
skupom S je najmaǌi podmodul koji sadr�i S kao svoj podskup. Ako je S
konaqan, onda za takav modul ka�emo da je konaqno generisan, a ako je jed-
noqlan, onda ka�emo da je cikliqan.

Stav 35. Neka su A i S kao u prethodnoj definiciji. Tada je podmodul B
generisan skupom S:

B =

{∑
a∈S′

ra • a : S′ je konaqan podskup od S, ra ∈ R

}
.

Dokaz. Ovo je jednostavno, ostavǉamo qitaocima za laku ve�bu. 2

Primetimo da se za trivijalan modul mo�e uzeti da mu je skup
generatora prazan, ali i jednoqlan – sastoji se samo od 0.

Va�i slede�a veoma korisna karakterizacija cikliqnih modula.

Stav 36. Levi R-modul A je cikliqan ako i samo postoji levi ideal I u R
tako da je A ∼= R/I.

Dokaz. Naravno, iz primera 20 znamo da je svaki levi ideal pod-
modul prstena u kome se nalazi. No, R/I jeste cikliqan, generisan je
elementom 1 + I: za sve r ∈ R je r + I = r • (1 + I).

Neka je A cikliqan levi R-modul i neka je on generisan elementom
a0. To znaqi da je A = {r • a0 : r ∈ R}. Posmatrajmo funkciju φ : R→ A
zadatu sa φ(r) := r • a0. Imamo da je

φ(r + r′) = (r + r′) • a0 = r • a0 + r′ • a0 = φ(r) + φ(r′).

Tako�e, φ(s·r) = (s·r) • a0 = s • (r • a0) = s •φ(r). Stoga je φ homomorfizam
levih R-modula. Jasno je da je φ ,,na”. Tada je Kerφ ideal u prstenu
R, a na osnovu teoreme 25 dobijamo izomorfizam R/Kerφ ∼= A. 2
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3 Funktor Hom

Najpre uvodimo pojam bimodula.

Definicija 37. Neka su R i S prsteni sa jedinicom. Ako je A jedan levi
R-modul i desni S-modul, onda ka�emo da je A jedan (R,S)-bimodule ako za
sve r ∈ R, s ∈ S, a ∈ A va�i: (r ∗ a) ? s = r ∗ (a ? s).

Kategoriju svih (R,S)-bimodula oznaqi�emo sa RMS. Primetimo
da je svaki levi R-modul zapravo jedan (R,Z)-bimodul. Sliqno se
i desni moduli mogu videti kao bimoduli. Svaki (R,S)-bimodul
mo�emo identifikovati sa (Sop, Rop)-bimodulom. Mogao bi se qak i
(R,S)-bimodul identifikovati sa levim (R × Sop)-modulom, ali ipak
to ne�emo raditi. Primetimo samo da se, u sluqaju komutativnog
prstena R svaki levi R modul mo�e videti ne samo i kao desni R-
modul, nego i kao (R,R)-bimodul. Radi jednostavnosti oznaka, ko-
risti�emo oznaku · i za levo i za desno dejstvo, dok �emo oznaku za
mno�eǌe u prstenu izostavǉati kad god mo�emo.

Neka je A ∈RMS, B ∈RMT . Tada na Abelovoj grupi HomR(A,B)
mo�emo zadati strukturu (S, T )-modula na slede�i naqin. Ako je s ∈
S, t ∈ T , φ ∈ HomR(A,B), onda s · φ i φ · t definixemo sa:

(s · φ)(a) := φ(a · s), (φ · t)(a) := φ(a) · t.

Treba proveriti da s · φ, φ · t ∈ HomR(A,B).

(s · φ)(a1 + a2) = φ((a1 + a2) · s) = φ(a1 · s+ a2 · s)
= φ(a1 · s) + φ(a2 · s) = (s · φ)(a1) + (s · φ)(a2);

(s · φ)(r · a) = φ((r · a) · s) = φ(r · (a · s)) = r · φ(a · s) = r · (s · φ)(a);

(φ · t)(a1 + a2) = φ(a1 + a2) · t = (φ(a1) + φ(a2)) · t
= φ(a1) · t+ φ(a2) · t = (φ · t)(a1) + (φ · t)(a2);

(φ · t)(r · a) = φ((r · a) · t) = φ(r · (a · t)) = r · φ(a · t) = r · (φ · t)(a).

Proveravamo da li je HomR(A,B) levi S-modul.

M1. (s · (φ1 + φ2))(a) = (φ1 + φ2)(a · s) = φ1(a · s) + φ2(a · s)
= (s · φ1)(a) + (s · φ2)(a) = (s · φ1 + s · φ2)(a);

M2. ((s1 + s2) · φ)(a) = φ(a · (s1 + s2)) = φ(a · s1 + a · s2)

= φ(a · s1) + φ(a · s2) = (s1 · φ)(a) + (s2 · φ)(a) = (s1 · φ+ s2 · φ)(a);

M3. ((s1s2)·φ)(a1) = φ(a·(s1s2)) = φ((a·s1)·s2) = (s2·φ)(a·s1) = (s1·(s2·φ))(a);
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M4. (1S · φ)(a) = φ(a · 1S) = φ(a).

Proveru da je HomR(A,B) desni T -modul ostavǉamo za ve�bu.

Tako�e treba proveriti slagaǌe ovih dejstava:

((s · φ) · t)(a) = (s · φ)(a) · t = φ(a · s) · t;

(s · (φ · t))(a) = (φ · t)(a · s) = φ(a · s) · t.

Zaista je (s · φ) · t = s · (φ · t).

Neka su dati moduli A,A1, A2, A3 ∈RMS; B,B1, B2, B3 ∈RMT i ho-
momorfizmi φ ∈ HomR(A1, A2), ψ ∈ HomR(A2, A3); κ ∈ HomR(B1, B2),
λ ∈ HomR(B2, B3). Definixemo

φ∗ : HomR(A2, B)→ HomR(A1, B)

sa φ∗(α) := α ◦ φ za α ∈ HomR(A1, A2). Analogno se definixu ψ∗ i
(ψ ◦ φ)∗.

Neka β ∈ HomR(A3, B). Tada je

(ψ ◦ φ)∗(β) = β ◦ (ψ ◦ φ) = (β ◦ ψ) ◦ φ = φ∗(β ◦ ψ) = φ∗(ψ∗(β)) = (φ∗ ◦ ψ∗)(β),

pa je
(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

Ukoliko je A1 = A2 = B = A i φ = idA, imamo da je id∗A(α) = α ◦ idA = α,
pa je

id∗A = idHomR(A,A).

Definixemo

κ∗ : HomR(A,B1)→ HomR(A,B2)

sa: κ∗(θ) := κ◦θ, za θ ∈ HomR(A,B1). Analogno se definixu λ∗ i (λκ)∗.
Neka θ ∈ Hom(A,B1). Tada je

(λ ◦ κ) ∗ (θ) = (λ ◦ κ) ◦ θ = λ ◦ (κ ◦ θ) = λ ◦ (κ∗(θ)) = λ∗(κ∗(θ)) = (λ∗κ∗)(θ),

pa je
(λ ◦ κ)∗ = λ∗ ◦ κ∗.

Ukoliko je A = A1 = B1 = B2 i κ = idA, imamo da je (idA)∗(θ) = idA ◦ θ =
θ, pa je

(idA)∗ = idHom(A,A).

Neka je C ma koja kategorija. Mo�emo definisati opozitnu kate-
goriju Cop sa: O(Cop) = O(C), HomCop(A,B) := HomC(B,A), f ◦op g := g◦f .
Kratko reqeno, opozitna kategorija se dobija od poqetne kategorije
,,obrtaǌem” svih strelica. Ako su C i D ma koje kategorije, onda
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je funktor F iz kategorije C u kategoriju D, u oznaci F : C → D,
pridru�ivaǌe O(C 3 A 7→ F (A) ∈ D pri qemu va�i da je F (g ◦ f) =
F (g) ◦ F (f) kad god postoji g ◦ f , kao i F (1A) = 1F (A) za sve A ∈ C. Za
funktor F : Cop → D ka�emo i da je jedan kontravarijantan funktor
iz C u D (za obiqan funktor se ka�e i da je kovarijantan).

Sada mo�emo formulisati slede�u teoremu.

Teorema 38. Neka A ∈RMS , B ∈RMT . Tada je pridru�ivaǌe

X 7→ HomR(A,X), (X
φ−→ Y ) 7→ (HomR(A,X)

φ∗−→ HomR(A, Y )

jedan kovarijantni funktor iz kategorije RMT u kategoriju SMT , a pridru�ivaǌe

X 7→ HomR(X,B), (X
φ−→ Y ) 7→ (HomR(Y,B)

φ∗−→ HomR(X,B)

jedan kontravarijantni funktor iz kategorije RMS u kategoriju SMT .

Dokaz. Zapravo smo skoro sve dokazali u prethodnoj diskusiji. Os-
talo je samo da se poka�e da su φ∗ i φ∗ homomorfizmi odgovaraju�ih
modula. Doka�imo to za φ∗.

Dakle, treba pokazati da je φ∗(s · α) = s · φ∗(α), za s ∈ S i φ∗(α · t) =
φ∗(α) · t, za t ∈ T . Neka je a ∈ A.

φ∗(s · α)(a) = (φ ◦ (s · α))(a) = φ((s · α)(a)) = φ(α(a · s))
= (φ ◦ α)(a · s) = φ∗(α)(a · s) = (s · φ∗(α))(a), pa je φ∗(s · α) = s · φ∗(α).

φ∗(α · t)(a) = (φ ◦ (α · t))(a) = φ((α · t)(a)) = φ(α(a) · t)
= φ(α(a)) · t = (φ∗(α))(a) · t = (φ∗(α) · t)(a), pa je φ∗(α · t) = φ∗(α) · t.

Dokaz za φ∗ ostavǉamo qitaocima za ve�bu. 2

Sve ovo xto smo radili moglo je da se primeni i kada imamo
situaciju u kojoj su A i B desni R-moduli, tj. u sluqaju da razmatramo
HomR(A,B), gde A ∈SMR, a B ∈TMR, no to se mo�e svesti na prethodno
tako xto identifikujemo SMR sa RopMSop i TMR sa RopMT op . Ostavl-
jamo qitaocima formulacije i provere tih tvr�eǌa (direktno, bez
ove identifikacije). To je dobra, mada mo�da malo dosadna ve�ba.
Dobro je da to bar jednom ,,pro�e kroz ruku”.

Teorema 39. Posmatrajmo prsten R kao jedan (R,R) modul (korix�eǌem
mno�eǌa u samom prstenu). Ukoliko je B ∈RMS , onda je HomR(R,B) ∈RMS

i postoji prirodan izomorfizam HomR(R,B) ∼= B.

Dokaz. Definixemo funkciju FB : HomR(R,B)→ B sa FB(φ) := φ(1).

FB je homomorfizam modula.

FB(φ+ ψ) = (φ+ ψ)(1) = φ(1) + ψ(1) = FB(φ) + FB(ψ);
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FB(r · φ) = (r · φ(1)) = φ(1 · r) = φ(r) = r · φ(1) = r · FB(φ);

FB(φ · s) = (φ · s)(1) = φ(1) · s = FB(φ) · s.

FB je ,,na”. Neka je b ∈ B proizvoǉan. Definixemo φ ∈ HomR(R,B) sa:
φ(r) := r · b. Ovako definisano φ jeste homomorfizam levih modula.
Naime, φ(r1 + r2) = (r1 + r2) · b = r1 · b + r2 · b = φ(r1) + φ(r2); tako�e je
φ(rr1) = (rr1) · b = r · (r1 · b) = r · φ(r1). Kako je FB(φ) = φ(1) = 1 · b = b, to
je FB ,,na”.

FB je ,,1–1”. Neka je FB(φ) = FB(ψ). Tada je φ(1) = ψ(1). Ako je r ∈ R
proizvoǉan, imamo da je φ(r) = r · φ(1) = r · ψ(1) = ψ(r), pa je zaista
φ = ψ.

Prirodnost. Neka je α : B → B′ homomorfizam modula. Treba pokazati
da va�i jednakost: α◦FB = FB′ ◦α∗. U tu svrhu, neka je φ ∈ HomR(R,B).

(α ◦ FB)(φ) = α(FB(φ)) = α(φ(1)) = (α ◦ φ)(1) = α∗(φ)(1) = FB′(α∗(φ)) = (FB′ ◦ α∗)(φ). 2

Teorema 40. Neka A,Ai∈RMS , B,Bi∈RMT , za i ∈ I. Tada postoje prirodni
izomorfizmi (S, T )-bimodula:

HomR(A,
∏
i∈I

Bi) ∼=
∏
i∈I

HomR(A,Bi), HomR(⊕i∈IAi, B) ∼=
∏
i∈I

HomR(Ai, B).

Dokaz. Ovo lako sledi iz svojstava proizvoda i koproizvoda: homo-
morfizam u proizvod je potpuno odre�en komponentama i sliqno za
koproizvod. 2

Definicija 41. Pretpostavimo da je F : C → D kovarijantan funktor iz
neke kategorije modula u neku kategoriju modula. Tada ka�emo da je on levo
taqan ako kratak taqan niz u C

0→ A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 (9)

prevodi u taqan niz u D

0→ F (A′)
F (µ)−−−→ F (A)

F (ε)−−−→ F (A′′).

U sluqaju da je F kontravarijantan funktor, ka�emo da je levo taqan ako
kratak taqan niz (20) prevodi u taqan niz

0→ F (A′′)
F (ε)−−−→ F (A)

F (µ)−−−→ F (A′).

Teorema 42. Oba funktora razmatrana u teoremi 38 su levo taqni.

Dokaz. Potrebno je samo dokazati da su slede�i nizovi taqni:

0→ HomR(B,A′)
µ∗−→ HomR(B,A)

ε∗−→ HomR(B,A′′) (10)

0→ HomR(A′′, B)
ε∗−→ HomR(A,B)

µ∗−→ HomR(A′, B) (11)
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No, mi smo implicitno praktiqno sve ovo dokazali dokazuju�i teo-
remu 30! Ali, uradimo to ipak sada i eksplicitno.

Ukoliko je µ∗(φ) = 0, to znaqi da je µ ◦ φ = 0, te je, za sve b ∈ B:
µ(φ(b)) = 0, te iz qiǌenice da je µ ,,1–1” sledi da je φ(b) = 0. Stoga je
φ = 0 i µ∗ je ,,1–1”. Ukoliko je ε∗(ψ) = 0, to znaqi da je ε ◦ ψ = 0, te je
Imψ ⊆ Ker ε = Imµ. Stoga za svaki b ∈ B postoji (i to taqno jedan, jer
je µ ,,1–1”) a′ ∈ A′ takav da je µ(a′) = ψ(b). Stoga imamo definisanu

funkciju θ : B → A′ sa: θ(b) = a′
def⇐==⇒ µ(a′) = ψ(b). Proverite za ve�bu

da je θ ∈ HomR(B,A′). Tada imamo da je µ∗(θ) = µ ◦ θ = ψ.

Ukoliko je ε∗(γ) = 0, za γ ∈ HomR(A′′, B), to je γ ◦ ε = 0. Ako
je a′′ ∈ A′′, kako je ε ,,na”, to postoji a ∈ A tako da je a′′ = ε(a),
pa je γ(a) = γ(ε(a′′)) = (γ ◦ ε)(a′) = 0, pa je zapravo γ = 0. Ukoliko
je µ∗(ψ) = 0, za ψ ∈ HomR(A,B), to je ψ ◦ µ = 0. To znaqi da je
ograniqeǌe ψ na Imµ = Ker ε jednako nuli. Stoga mo�emo definisati
homomorfizam ψ : A/Ker ε → B sa: ψ(a + Ker ε) := ψ(a). Naime, ako je
a + Ker ε = a1 + Ker ε, onda je a − a1 ∈ Ker ε, pa je ψ(a − a1) = 0, te je
ψ(a) = ψ(a1). Proverite da je ψ homomorfizam modula. Kako je ε ,,na”,
to postoji izomorfizam ε : A/Ker ε ∼= A′′ koji a+Ker ε slika u ε(a). Neka
je θ = ψ ◦ ε−1 ∈ HomR(A′′, B). Neka je a ∈ A. Tada je

θ(ε(a)) = ψ(ε−1(ε(a)) = ψ(a+ Ker ε) = ψ(a).

Dakle, ε∗(θ) = θ ◦ ε = ψ. 2

4 Funktor
⊗

Bilo bi korisno da su qitaoci upoznati sa tenzorskim proizvodom
Abelovih grupa, no to nije neophodno u onome xto sledi poxto �emo
sve izvesti ab ovo.

Definicija 43. Neka A ∈RMS , B ∈SMT . Definixemo A⊗S B, tenzorski
proizvod od A i B nad S na slede�i naqin. Neka je F(A × B) slobodna
Abelova grupa sa skupom generatora A× B. Posmatramo podgrupu R(A× B)
ove grupe generisanu elementima:

• (a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b), a1, a2 ∈ A, b ∈ B;

• (a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2), a ∈ A, b1, b2 ∈ B;

• (as, b)− (a, sb), a ∈ A, b ∈ B, s ∈ S.

A⊗S B := F(A×B)/R(A×B).

Stav 44. Na Abelovoj grupi A⊗S B zadajemo strukturu (R, T )-bimodula sa:

r · (a⊗ b) := (ra)⊗ b, za a,∈ A, b ∈ B, r ∈ R

(a⊗ b) · t := a⊗ (bt), za a ∈ A, b ∈ B, t ∈ T.
Sa a⊗ b oznaqavamo klasu elementa (a, b) ∈ F .
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Dokaz. Kako je skup generatora za F(A × B) skup A × B, to je svaki
element iz F(A × B)/R(A × B) klasa elementa (a1, b1) + · · · + (ak, bk) −
(ak+1, bk+1)−· · ·− (an, bn) za neke ai ∈ A, bj ∈ B, tj. dobija se sabiraǌem
i oduzimaǌem klasa elemenata (ai, bi), tj. sabiraǌem i oduzimaǌem
ai ⊗ bi. Dakle, elementi oblika a ⊗ b, za a ∈ A i b ∈ B su generatori
ove grupe. No, ne postoji jedinstvenost prikaza elemenata iz grupe
F(A×B)/R(A×B) u ovom obliku, tj. mo�e se desiti da imamo jednakost

a1 ⊗ b1 + · · ·+ ak ⊗ bk − ak+1 ⊗ bk+1 − · · · − an ⊗ bn
= a′1 ⊗ b′1 + · · ·+ a′l ⊗ b′l − a′l+1 ⊗ b′l+1 − · · · − a′m ⊗ b′m, (12)

pri qemu se ni broj sabiraka sa leve i desne strane ne mora pokla-
pati, niti znaci samih sabiraka, niti pojedini sabirci. Ako bismo
koristili sumu sa leve strane, onda bismo mno�eǌem sa r sleva do-
bili element

(ra1) ⊗ b1 + · · · + (rak) ⊗ bn − (rak+1) ⊗ bk+1 − · · · − (ran) ⊗ bn, (13)

a ako bismo koristili sumu sa desne strane, dobili bismo element

(ra′1) ⊗ b′1 + · · · + (ra′l) ⊗ b′l − (ra′l+1) ⊗ b′r+1 − · · · − (ra′m) ⊗ b′m (14)

i moramo se uveriti da se radi o istom elementu. No, xta znaqi to
da imamo jednakost (12)? To zapravo znaqi da

(a1, b1) + · · ·+ (ak, bk)− (ak+1, bk+1)− · · · − (an, bn)

− (a′1, b
′
1)− · · · − (a′l, b

′
l) + (a′l+1, b

′
l+1) + · · ·+ (a′m, b

′
m) ∈ R. (15)

Jednakost elemenata (13) i (14) ekvivalentna je sa

(ra1, b1) + · · ·+ (rak, bk)− (rak+1, bk+1)− · · · − (ran, bn)

− (ra′1, b
′
1)− · · · − (ra′l, b

′
l) + (ra′l+1, b

′
l+1) + · · ·+ (ra′m, b

′
m) ∈ R. (16)

Ovde treba obratiti pa�ǌu na qiǌenicu da je R(A×B) ⊆ F(A×B) i
da su u F(A× B) elementi (a, b) slobodni generatori, pa me�u ǌima
nema nikakvih veza!

Poka�imo da ako
∑
i±i(x1, yi) ∈ R(A×B), onda i

∑
i±i(rxi, yi) pri-

pada R(A×B), za sve xi ∈ A, yi ∈ B, r ∈ R, ±i ∈ {+,−}. Iz toga sledi
da (15) ⇒ (16). Dovoǉno je pokazati da su generatori u R(A×B). A
to nije texko.

• Iz (a1 +a2, b)−(a1, b)−(a2, b) ∈ R(A×B) imamo da je (r(a1 +a2), b)−
(ra1, b)−(ra2, b) = (ra1+ra2)−(ra1, b)−(ra2, b) ∈ R(A×B) (koristili
smo da je r(a1 + a2) = ra1 + ra2 u A).

• Iz (a, b1 + b2) − (a, b1) − (a, b2) ∈ R(A × B) neposredno sledi da
(ra, b1 + b2)− (ra, b1)− (ra, b2) ∈ R(A×B).
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• Iz (as, b) − (a, sb) ∈ R(A × B) imamo da je (r(as), b) − (ra, sb) =
((ra)s, b)− (ra, sb) ∈ R(A× B) (koristili smo da je r(as) = (ra)s u
A).

Ovim smo pokazali da je mno�eǌe elementima iz R sleva dobro defi-
nisano. Na analogni naqin se dokazuje da je i mno�eǌe elementima iz
T zdesna dobro definisano. Ostavǉamo qitaocima da to urade, kao i
da dovrxe dokaz da se ovako zaista dobija (R, T )-bimodul. 2

Ukoliko je S = Z, umesto A ⊗Z B kratko �emo pisati samo A ⊗ B.
Na osnovu definicije, u modulu A⊗S B va�e slede�e relacije:

(a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2, (17)

za sve a, a1, a2 ∈ A i b, b1, b2 ∈ B, kao i

as⊗ b = a⊗ sb, (18)

za sve a ∈ A, b ∈ B i s ∈ S.
Dokaz slede�eg stava ostavǉamo qitaocima uz napomenu da je mo�da

oqigledan, ali da ipak pokuxaju da sve to lepo protumaqe.

Stav 45. (i) A1 ⊗S A2
∼= A2 ⊗SopA1.

(ii) Ako A ∈RMS , B ∈SMT , C ∈ TMU , onda je

(A⊗S B)⊗T C ∼= A⊗S (B ⊗T C).

Stav 46. Ako A ∈RMS i ako se R posmatra kao (R,R)-bimodul, onda je
R⊗R A ∼= A. Analogno va�i i A⊗S S ∼= A.

Dokaz. Dokazujemo samo prvi izomorfizam, drugi se dokazuje analogno.
Definixemo φ : A→ R⊗R A sa: φ(a) = 1⊗ a.

φ je homomorfizam bimodula.

φ(a1 + a2) = 1⊗ (a1 + a2) = 1⊗ a1 + 1⊗ a2 = φ(a1) + φ(a2);

φ(ra) = 1⊗ (ra) = 1r ⊗ a = r1⊗ a = r · (1⊗ a) = r · φ(a).

φ(as) = 1⊗ (as) = (1⊗ a) · s = φ(a) · s

φ je ,,na”. Tenzorski proizvod je generisan elementima r ⊗ a, za r ∈ R
i a ∈ A. No, r ⊗ a = 1 ⊗ ra = φ(ra). Kako su svi generatori u Imφ, to
je φ ,,na”.

φ je ,,1–1”. Pretpostavimo da je φ(a) = 0. To znaqi da (1, a) ∈ R (videti
definiciju tenzorskog proizvoda). Mo�emo da definixemo funkciju
f : R×A→ A sa: f(r, a) = ra. Ako je F(R×A) slobodna Abelova grupa
sa skupom generatora R × A, onda postoji jedinstven homomorfizam
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Abelovih grupa f : F(R × A) → A za koji je f(r, a) = f(r, a) = ra za sve
r ∈ R, a ∈ A. Primetimo da je

f
(
(r1 + r2, a)− (r1, a)− (r2, a)

)
= f(r1 + r2, a)− f(r1, a)− f(r2, a)

= (r1 + r2)a− r1a− r2a = 0.

Sliqno,

f
(
(r, a1 + a2)− (r, a1)− (r, a2)

)
= f(r, a1 + a2)− f(r, a1)− f(r, a2)

= r(a1 + a2)− ra1 − ra2 = 0.

Naravno, imamo i da je f
(
(rs, a) − (r, sa)

)
= f(rs, a) − f(r, sa) = (rs)a −

r(sa) = 0. Dakle, f slika svaki generator od R(R×A) u nulu, pa stoga
slika celu tu podgrupu u 0. Samim tim je i a = 1 · a = f(1, a) = 0.

Time smo zavrxili dokaz da je φ izomorfizam modula. 2

Koristili smo da se svaki element u tenzorskom proizvodu A⊗RB
mo�e prikazati u obliku a1 ⊗ b1 + · · ·+ ak ⊗ bk − ak+1 ⊗ bk+1 − · · · an ⊗ bn
za neke k i n i neke ai ∈ A, bj ∈ B. Zapravo se svaki element mo�e
prikazati u obliku zbira elemenata oblika a⊗b, bez korix�eǌa znaka
za oduzimaǌe.

Najpre: 0A ⊗ b = 0A⊗RB, za sve b ∈ B; tako�e je: a ⊗ 0B = 0A⊗RB za
sve a ∈ A. Naime,

0A ⊗ b = (0A + 0A)⊗ b = 0A ⊗ b+ 0A ⊗ b (na osnovu (17)

i skra�ivaǌem u Abelovoj grupi A⊗RB dobijamo da je 0A⊗b = 0A⊗RB.
Odavde lako sledi da je −(a⊗ b) = (−a)⊗ b:

a⊗ b+ (−a)⊗ b = (a+ (−a))⊗ b = 0A ⊗ b = 0A⊗RB .

Naravno, na isti naqin mo�emo raditi sa drugim faktorom u ten-
zorskom proizvodu. Sada vidimo zaxto se svaki element u tenzorskom
proizvodu mo�e prikazati u obliku zbira elemenata oblika a⊗ b.

Neka je α : A → A′ u RMS i β : B → B′ u SMT . �elimo da defini-
xemo α⊗β : A⊗RB → A′⊗RB′ tako da bude (α⊗β)(a⊗b) = α(a)⊗β(b) za
sve a ∈ A I b ∈ B. To �emo uraditi na slede�i naqin. Definixemo
funkciju f : A× B → A′ ⊗R B′ sa f(a, b) := α(a)⊗ β(b). Ako je F(A× B)
slobodna Abelova grupa sa skupom generatora A × B, onda postoji
jedinstven homomorfizam Abelovih grupa f : F(A×B)→ A′⊗RB′, takav
da je f(a, b) = α(a)⊗β(b). Da bismo imali homomorfizam iz tenzorskog
proizvoda moramo proveriti da se svi elementi iz R(A × B) slikaju
u nulu.

f
(
(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)

)
= f(a1 + a2, b)− f(a1, b)− f(a2, b)

= α(a1 + a2)⊗ β(b)− α(a1)⊗ β(b) = α(a2)⊗ β(b)

=
(
α(a1)+α(a2)

)
⊗β(b)−α(a1)⊗β(b) = α(a2)⊗β(b) = 0 (na osnovu (17)).
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Analogno se dobija da je f
(
(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2)

)
= 0.

f
(
(as, b)− (a, sb)

)
= f(as, b)− f(a, sb) = α(as)⊗ β(b)− α(a)⊗ β(sb)

= α(a)s⊗ β − α(a)⊗ sβ(b) (α i β su homomorfizmi bimodula)

= 0 (na osvovu relacije (18)).

Dakle, zaista f slika svaki element iz R(A× B) u nulu, pa indukuje
homomorfizam Abelovih grupa (koji �emo oznaqiti onako kako smo
�eleli) α⊗β : A⊗RB → A′⊗RB′. Kako je a⊗ b zapravo klasa elementa
(a, b), vidimo da je zaista (α ⊗ β)(a ⊗ b) = α(a) ⊗ β(b). Samo jox treba
proveriti da je ovo homomorfizam bimodula.

(α⊗ β)(r · (a⊗ b)) = (α⊗ β)(ra⊗ b) = α(ra)⊗ β(b)

= rα(a)⊗ β(b) = r · (α(a)⊗ β(b)) (α je homomorfizam bimodula)

= r · (α⊗ β)(a⊗ b).

Sliqno se pokazuje da je (α⊗ β)((a⊗ b) · t) = (α⊗ β)(a⊗ b) · t.

Ukoliko α′ : A′ → A′′ i β′ : B′ → B′′, onda je

((α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β))(a⊗ b) = (α′ ⊗ β′)
(
(α⊗ β)(a⊗ b)

)
= (α′ ⊗ β′)(α(a)⊗ β(b)) = α′(α(a)⊗ β′(β(b)) = (α′ ◦ α)(a)⊗ (β′ ◦ β)(b),

pa je (α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β) = (α′ ◦ α)⊗ (β′ ◦ β).

Ovo nam omogu�ava da tenzorski proizvod, kao i Hom, posmatramo
kao funktor na dva naqina.

1. A⊗S − : Y 7→ A⊗ Y , (β : Y → Y ′) 7→ (idA ⊗ β : A⊗S Y → A⊗S Y ′).

2. −⊗B : A 7→ X ⊗B, (α : X → X ′) 7→ (α⊗ idB : X ⊗S B → X ′ ⊗S B).

Lako se mo�emo uveriti da ovo jesu (kovarijantni) funktori.

Teorema 47. Ovako zadati funktori su desno taqni, tj.

a) za svaki kratak taqan niz u RMS

0→ A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0

i B ∈SMT niz

A′ ⊗S B
µ⊗idB−−−−→ A⊗S B

ε⊗idB−−−−→ A′′ ⊗S B → 0

je taqan u RMT i

b) za svaki kratak taqan niz u SMT

0→ B′
φ−→ B

ψ−→ B′′ → 0
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i A ∈RMS niz

A⊗S B′
idA⊗φ−−−−→ A⊗S B

idA⊗ψ−−−−→ A⊗S B′′ → 0

je taqan u RMT .

Dokaz. Dokaza�emo deo pod a). Deo pod b) dokazuje se na analogan
naqin. Kako je ε◦µ = 0, to je i (ε⊗ idB)◦ (µ⊗ idB) = (ε◦µ)⊗ (idB ◦ idB) =
0 ⊗ idB = 0. Poxto je ε ,,na”, to za svaki a′′ ∈ A′′ postoji a ∈ A tako
da je ε(a) = a′′, pa, stoga, za svaki aditivni generator a′′⊗ b za A′′⊗B
postoji a ∈ A i b ∈ B tako da je (ε⊗idB)(a⊗b) = ε(a)⊗idB(b) = a′′⊗b, te je
ε⊗ idB tako�e ,,na”. Ostaje da se doka�e da je Ker(ε⊗ idB) ⊆ Im(µ⊗ idB).

Neka je P = A⊗S B/Im(µ⊗ idB). Ako je z ∈ A⊗S B, sa [z] oznaqavamo
ǌegovu klasu u P . Definixemo funkciju f : A′′ ×B → P sa:

f(a′′, b) := [a⊗ b] def⇐=⇒ ε(a) = a′′.

Poka�imo da je funkcija dobro definisana. Naime, pretpostavimo
da je ε(a) = ε(a1) = a′′. To znaqi da je a − a1 ∈ Ker ε = Imµ, te postoji
a′ ∈ A′ tako da je a− a1 = µ(a′). No, to znaqi da je

a⊗ b− a1 ⊗ b = (a− a1)⊗ b = µ(a′)⊗ b = (µ⊗ idB)(a′ ⊗ b),

pa a⊗ b− a1 ⊗ b ∈ Im(µ⊗ idB) te je [a⊗ b] = [a1 ⊗ b].

Stoga f definixe na taqno jedan naqin homomorfizam Abelovih
grupa f : F(A′′ × B) → P , tako da je f(a′′, b) = f(a′′, b), gde je, naravno,
F(A′′ ×B), slobodna Abelova grupa sa skupom generatora A′′ ×B. Oz-
naqimo, kao i ranije, sa R(A′′ ×B) podgrupu ove grupe iz definicije
43. Tada je A′′ ⊗B = F(A′′ ×B)/R(A′′ ×B).

Neka
∑
i ai ⊗ bi ∈ Ker(ε ⊗ idB). To znaqi da je

∑
i ε(ai) ⊗ bi = 0A′′⊗B,

odnosno, to znaqi da
∑
i(ε(ai), bi) ∈ R(A′′×B). Poka�imo da f slika sve

elemente iz R(A′′ × B) u 0P . Naravno, proveravamo na generatorima.
Neka su a′′1 , a

′′
2 ∈ A′′, b ∈ B. Ukoliko je ε(a1) = a′′1 i ε(a2) = a′′2 , onda

je ε(a1 + a2) = ε(a1) + ε(a2) = a′′1 + a′′2 , pa imamo da je f(a′′1 , b) = [a1 ⊗ b],
f(a′′2 , b) = [a2 ⊗ b] i f(a′′1 + a′′2 , b) = [(a1 + a2)⊗ b]. Stoga

f
(
(a′′1 + a′′2 , b)− (a′′1 , b)− (a′′2 , b)

)
= f(a′′1 + a′′2 , b)− f(a′′1 , b)− f(a′′2 , b)

= [(a1 + a2)⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b] = [a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b]
= [a1 ⊗ b] + [a2 ⊗ b]− [a1 ⊗ b]− [a2 ⊗ b] = 0P .

f
(
(a′′, b1 + b2)− (a′′, b1)− (a′′, b2)

)
= f(a′′, b1 + b2)− f(a′′, b1)− f(a′′, b2)

= [a⊗ (b1 + b2)]− [a⊗ b1]− [a⊗ b2] = 0P .
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Ukoliko je ε(a) = a′′ i s ∈ S, onda je ε(as) = ε(a)s = a′′s, pa imamo da je
f(a′′, b) = [a⊗ b] i f(a′′s, b) = [as⊗ b].

f
(
(as, b)−(a, sb)

)
= f(as, b)−f(a, sb) = [as⊗b]−[a⊗sb] = [a⊗sb]−[a⊗sb] = 0P .

Dakle, f slika svaki element iz R(A′′×B) u 0P , xto znaqi da dobijamo
da je i f

(∑
i(ε(ai), bi)

)
= 0P . No,

f
(∑

i

(ε(ai), bi)
)

=
∑
i

f(ε(ai), bi) =
∑
i

[ai ⊗ bi] =

[∑
i

(ai ⊗ bi)

]
,

xto znaqi da
∑
i(ai ⊗ bi) ∈ Im(µ⊗ idB). 2

Teorema 48. Neka A,Ai ∈RMS , za i ∈ I; B,Bi ∈SMT , za i ∈ I. Tada(⊕
i∈I

Ai)⊗S B ∼=
⊕
i∈I

(
Ai ⊗S B

)
i A⊗S

(⊕
i∈I

Bi
) ∼= ⊕

i∈I
(A⊗S Bi).

Dokaz. Doka�imo samo prvi izomorfizam, drugi se dokazuje analogno.
Pokaza�emo da

((⊕
i∈I Ai) ⊗S B; (qk)k∈I

)
ispuǌava uslove definicije

koproizvoda (R, T )-bimodula Ai ⊗S B, za pogodno izabrane homomor-
fizme qk : Ai ⊗S B →

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B, za k ∈ I. Najpre definiximo

te homomorfizme. Po�imo od funkcija gk : Ak × B →
(⊕

i∈I Ai
)
⊗S B)

definisanih sa gk(ak, b) := (ak)i∈I ⊗ b, gde je

(ak)i :=

{
ak, i = k

0Ai , i 6= k.

Napomenimo da ovde koristimo realizaciju koproizvoda modula Ai
u obliku podskupa proizvoda

∏
i∈I Ai u kojima je samo konaqno mnogo

komponenata razliqito od nule, a operacije su po koordinatama. Tada
imamo jedinstvene homomorfizme gk : F(Ak×B)→

(⊕
i∈I Ai

)
⊗SB, takve

da je gk(ak, b) = gk(ak, b) za sve (ak, b) ∈ Ak × B. Kao i ranije, lako se
proveri da gk slika sve elemente iz R(Ak × B) u nulu, te dobijamo
indukovane homomorfizme qk : Ak ⊗S B →

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B.

Neka je C ∈RMT , φi : Ai⊗SB → C u RMT . Treba pokazati da postoji
jedinstven homomorfizam φ :

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B → C takav da je φ ◦ qi = φi

za sve i ∈ I.

Najpre definixemo funkciju f :
(⊕

i∈I Ai
)
×B → C sa: f((ai)i∈I , b) :=∑

i∈I φi(ai⊗b). Ova suma je konaqna, jer je ai 6= 0 samo za konaqno mnogo
i ∈ I. Ponavǉamo dobro nam poznati postupak. Sa F oznaqimo slo-
bodnu Abelovu grupu sa grupom generatora

(⊕
i∈I Ai

)
×B, a sa R pod-

grupu generisanu elementima iz definicije 43. Zadata funkcija f se
na jedinstven naqin produ�ava do homomorfizma f : F → C Abelovih
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grupa. Generatori iz R slikaju se u 0C .

f
(
((ai)i∈I + (āi)i∈I , b)− ((ai)i∈I , b)− ((āi)i∈I , b)

)
= f

(
(ai)i∈I + (āi)i∈I , b

)
− f

(
(ai)i∈I , b

)
− f

(
(āi)i∈I , b

)
= f

(
(ai + āi)i∈I , b)− f

(
(ai)i∈I , b

)
− f

(
(āi)i∈I , b

)
=
∑
i∈I

φi((ai + āi)⊗ b)−
∑
i∈I

φi(ai ⊗ b)−
∑
i∈I

φi(āi ⊗ b)

=
∑
i∈I

(
φi(ai ⊗ b+ āi ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)

)
=∑

i∈I

(
φ(ai ⊗ b) + φi(āi ⊗ b)− φi(ai ⊗ b)− φi(āi ⊗ b)

)
= 0C .

Proveru za druga dva tipa generatora ostavǉamo qitaocima. Stoga
f indukuje homomorfizam Abelovih grupa φ : F/R → C. Kako je F/R
zapravo

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B, to smo dobili φ :

(⊕
i∈I Ai

)
⊗S B → C, za koji

je φ((ai)i∈I ⊗ b) =
∑
i∈I φi(ai ⊗ b). Primetimo da je

(φ◦qk)(ak⊗b) = φ(qk(ak⊗b)) = φ((ak)i∈I⊗b) =
∑
i∈I

φi((ak)i⊗b) = φk(ak⊗b),

pa je φ ◦ qk = φk za sve k ∈ I. Jasno je da je φ ovako jedinstveno zadato.
Naime, ako je φ′ drugi homomorfizam koji zadovoǉava uslov φ′◦qk = φk
za sve k ∈ I, onda, za aditivni generator (ai)i∈I ⊗ b najpre primetimo
da je ai 6= 0 samo za konaqno mnogo indeksa i. Neka su to i1, . . . , is. No,
tada je (ai)i∈I zbir od s elemenata kod kojih je komponenta razliqita
od 0 taqno na jednoj poziciji; precizno: (ai)i∈I =

∑s
l=1 ais . Dobijamo

da je

φ′((ai)i∈I ⊗ b) =

s∑
l=1

φ′(ail ⊗ b) =

s∑
l=1

φ′(qil(ail)⊗ b)

=

s∑
l=1

(φ′ ◦ qi;)(ail ⊗ b) =

s∑
l=1

φil(ail ⊗ b) = φ((ai)i∈I ⊗ b),

pa se dobija da je φ′ = φ na aditivnim generatorima, te je stoga φ′ = φ.

Ostaje da se proveri da je φ homomorfizam (R, T )-bimodula.

φ
(
r ·
(
(ai)i∈I ⊗ b

))
= φ

(
(rai)i∈I ⊗ b

)
=
∑
i∈I

φi(rai ⊗ b)

=
∑
i∈I

φi(r · (ai ⊗ b)) =
∑
i∈I

rφ(ai ⊗ b) = r ·
∑
i∈I

φi(ai ⊗ b) = r · φ
(
(ai)i∈I ⊗ b

)
.

Proverite za ve�bu slagaǌe sa mno�eǌem zdesna elementima iz T . 2
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Primer 49. Posmatrajmo kategoriju Set svih skupova i funkcija me
�u ǌima. Tada imamo prirodnu bijekciju izme�u Set(X × Y, Z) i
Set(X,Set(Y,Z)). Naime, svakoj funkciji f : X×Y → Z mo�emo pridru-
�iti funkciju f ] : X → Set(Y,Z) sa f ](x)(y) := z. Nije texko uveriti
se da je ovo bijekcija. Prirodnost se sastoji u slede�em. Ako su
X ′, Y ′, Z ′ neki drugi skupovi i α : X ′ → X, β : Y ′ → Y , γ : Z → Z ′, bi-
jekcije za trojke (X,Y, Z) i (X ′, Y ′, Z ′) lepo se sla�u sa ovim funkci-
jama u slede�em smislu. Ako je f ∈ Set(X × Y,Z), onda joj mo�emo
pridru�iti funkciju γ ◦ f ◦ (α× β) ∈ Set(X ′ × Y ′, Z ′), gde smo sa α× β
oznaqili koja X×Y slika u X ′×Y ′ tako xto (x, y) slika u (α(x), β(y)).
Sliqno, funkciji g iz Set(X,Set(Y,Z)) mo�emo pridru�iti funkciju
iz Set(X ′, Set(Y ′, Z ′)) definisanu sa: x′ 7→ γ ◦ g(α(x′)) ◦ β. Oznaqimo sa

Φ(X,Y,Z) : Set(X × Y,Z)→ Set(X,Set(Y,Z))

gorenavedenu bijekciju. Tada je, za sve f ∈ Set(X × Y, Z) i x′ ∈ X ′:

Φ(X′,Y ′,Z′)

(
γ ◦ f ◦ (α× β)

)
(x′) = γ ◦ Φ(X,Y,Z)(f)

(
α(x′)

)
◦ β. (19)

Ovo izgleda znatno komplikovanije nego xto u suxtini jeste. Poenta
je da je gorǌa bijekcija definisana nezavisno od bilo kakvih izbora
u skupovima o kojima je req i zato se sla�e sa raznim kompozicijama.

Proverimo jednakost (19). Po definiciji imamo da je, za y′ ∈ Y ′:

Φ(X′,Y ′,Z′)

(
γ ◦f ◦ (α×β)

)
(x′)(y′) = (γ ◦f ◦ (α×β))(x′, y′) = γ(f(α(x′), β(y′))).

S druge strane, za y′ ∈ Y :

(γ◦Φ(X,Y,Z)(f)
(
α(x′)

)
◦β)(y′) = γ(ΦX,Y,Z(f)(α(x′)(β(y′)) = γ(f(α(x′), β(y′))).

Dakle, jednakost zaista va�i.

Razlog zaxto smo uzimali, na primer, da α slika X ′ u X, a γ Z
u Z ′ le�i u tome xto takvo α, za svako Z, indukuje preslikavaǌe
iz Set(X,Z) u Set(X ′, Z), dok γ za svako X indukuje preslikavaǌe iz
Set(X,Z) u Set(X,Z ′). Kratko, Set(−,−) je kontravarijantno (obr�e
strelice) po prvoj, a kovarijantno po drugoj komponenti.

Iz ovih razloga, ako fiksiramo Y i posmatramo dva funktora
X 7→ X × Y i Z 7→ Set(Y,Z)) (uz jasno definisana i pridru�ivaǌa
funkcija), onda navedena prirodna bijekcija govori da je prvi funk-
tor levo adjungovan drugom funktoru, odnosno, da je drugi funktor
desno adjungovan prvom funktoru. ♣

Svojstvo da neki funktor ima ǌemu desno (ili levo) adjungovan
funktor mu daje izvesne osobine, ali se mi time ne�emo detaǉno ba-
viti zbog ograniqenosti vremena. Samo navodimo va�nu vezu izme�u
funktora −⊗SB i HomT (B,−): prvi je levo adjungovan drugom, odnosno
va�i slede�a teorema.
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Teorema 50. Neka B ∈SMT . Tada postoji prirodan izomorfizam Abelovih
grupa

Hom(R,T )(A⊗S B,C) ∼= Hom(R,S)(A,HomT (B,C)),

gde A ∈RMS i C ∈RMT .

Dokaz. Neka je θ ∈ Hom(R,T )(A⊗S B,C). Defixemo

Φ(A,B,C)(θ) ∈ Hom(R,S)(A,HomT (B,C))

sa:
(
Φ(A,B,C)(θ)(a))(b) := θ(a⊗ b). Treba pokazati nekoliko stvari.

Najpre,

Φ(A,B,C)(θ) je homomorfizam (R,S)-bimodula. Neka a ∈ A, b ∈ B.(
Φ(A,B,C)(θ)(ra))(b) = θ((ra)⊗ b)

= θ(r(a⊗ b)) po definiciji strukture R-modula na A⊗S B
= rθ(a⊗ b), jer je θ homomorfizam (S, T )-modula

= r
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b) =

(
r · Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(r · a) = r · Φ(A,B,C)(θ)(a). Ovde treba napomenuti da se
struktura (R,S)-bimodula na HomT (B,C) zadaje sa:

(r · φ)(b) := r(φ(b)), (φ · s)(b) := φ(sb).

Proverite da je ovako zaista zadata struktura (R,S)-bimodula na
HomT (B,C) i uporedite sa time kako zadajemo bimodulsku strukturu
u sluqaju homomorfizama levih modula (poqetak odeǉka o funktoru
Hom).(

Φ(A,B,C)(θ)(as)
)
(b) = θ(as⊗ b) = θ(a⊗ sb) =

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(sb)

=
(
Φ(A,B,C)(θ)(a) · s)(b) (po strukturi bimodula na HomT (B,C)),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(as) = Φ(A,B,C)(θ)(a) · s.

(
Φ(A,B,C)(θ)(a1 + a2)

)
(b) = θ((a1 + a2)⊗ b) = θ(a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b)

= θ(a1 ⊗ b) + θ(a2 ⊗ b) =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a1)

)
(b) +

(
Φ(A,B,C)(θ)(a2)

)
(b)

=
(
Φ(A,B,C)(θ)(a1) + Φ(A,B,C)(θ)(a2)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ)(a1 + a2) = Φ(A,B,C)(θ)(a1) + Φ(A,B,C)(θ)(a2).

Φ(A,B,C)(θ)(a) je homomorfizam desnih T-modula.(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b1 + b2) = θ(a⊗ (b1 + b2)) = θ(a⊗ b1 + a⊗ b2)

= θ(a⊗ b1) + θ(a⊗ b2) =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b1) +

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b2).
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(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(a)(bt) = θ(a⊗ bt) = θ((a⊗ b)t)

= θ(a⊗ b)t =
(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b)t.

Φ(A,B,C) je homomorfizam Abelovih grupa.(
Φ(A,B,C)(θ1 + θ2)(a)

)
(b) = (θ1 + θ2)(a⊗ b)

= θ1(a⊗ b) + θ2(a⊗ b) =
(
Φ(A,B,C)(θ1)(a)

)
(b) +

(
Φ(A,B,C)(θ2)(a)

)
(b),

pa je Φ(A,B,C)(θ1 + θ2) = Φ(A,B,C)(θ1) + Φ(A,B,C)(θ2).

Φ(A,B,C) je ,,1–1”. Neka je Φ(A,B,C)(θ) = 0Hom(R,S)(A,HomT (B,C)). To znaqi
da je za svako a ∈ A: Φ(A,B,C)(θ)(a) = 0HomT (B,C). Te je za svako a ∈ A
i svako b ∈ B:

(
Φ(A,B,C)(θ)(a)

)
(b) = 0C , tj. za θ(a × b) = 0 za sve a ∈ A,

b ∈ B. Kako su ovo aditivni generatori od A⊗S B, to zakǉuqujemo da
je θ = 0Hom(R,T )(A⊗SB,C).

Φ(A,B,C) je ,,na”. Neka ξ ∈ Hom(R,S)(A,HomT (B,C)). Definiximo
f : A × B → C sa: f(a, b) := ξ(a)(b). Ako je f : F(A × B) → C jedin-
stven homomorfizam Abelovih grupa koji proxiruje f , proverimo da
slika sve elemente iz R(A×B) u nulu.

f
(
(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b)

)
= f(a1 + a2, b)− f(a1, b)− f(a2, b)

= ξ(a1 + a2)(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b) = (ξ(a1) + ξ(a2))(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b)

= ξ(a1)(b) + ξ(a2)(b)− ξ(a1)(b)− ξ(a2)(b) = 0C .

Lako se dobija i da je f
(
(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2)

)
= 0C .

f
(
(as, b)− (a, sb)

)
= f(as, b)− f(a, sb) = ξ(as)(b)− ξ(a)(sb)

= (ξ(a) · s)(b)− ξ(a)(sb), jer je ξ homomorfizam desnih S-modula

= ξ(a)(sb)− ξ(a)(sb)

(po definiciji strukture desnog S-modula na HomT (B,C)) = 0C .

Dakle, f indukuje homomorfizam Abelovih grupa θ : A⊗B → C i mo�e
se proveriti da je to homomorfizam (R, T )-modula. Kako je, po samoj
definiciji θ(a⊗ b) = f(a, b) = ξ(a)(b), to je Φ(A,B,C)(θ) = ξ.

Precizno razjaxǌeǌe prirodnosti i proveru ostavǉamo qitaocima
za ve�bu, jer je potpuno analogno primeru za skupove. 2

Zadatak za ve�bu.
Dokazati da taqnost niza R-modula

A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 (20)
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sledi iz taqnosti niza

0→ HomR(B,A′)
µ∗−→ HomR(B,A)

ε∗−→ HomR(B,A′′) (21)

za svaki R-modul B, a sledi tako�e i iz taqnosti

0→ HomR(A′′, B)
ε∗−→ HomR(A,B)

µ∗−→ HomR(A′, B) (22)

za svaki R-modul B. ♠

Razmislite kako biste mogli da iskoristite ovaj zadatak i prethodnu
teoremu da doka�ete teoreme 47 i 48.

5 Projektivni moduli
Definiximo najpre slobodne module.

Definicija 51. Neka je X neki skup. Slobodni levi R-modul na skupu
X sastoji se od levog R-modula F i funkcije j : X → F tako da va�i slede�e.
Za svaki levi R-modul A i funkciju f : S → A postoji taqno jedan homomor-
fizam levih R-modula f : F → A takav da je f ◦ j = f .

Stav 52. Funkcija j je ,,1–1” i ǌena slika j[X] generixe F .

Dokaz. Pretpostavimo da postoje x1 6= x2 u X za koje je j(x1) = j(x2).
Za modul A uzmimo R kao standardni levi R-modul, a funkciju f : X →
R definiximo sa: f(x1) = 1, f(x) = 0 za x 6= x1. Ukoliko bi postojala
funkcija f : F → R takva da je f ◦ j = f , onda bismo imali da je
1 = f(x1) = f(j(x1)) = f(j(x2)) = f(x2) = 0.

Ukoliko j[X] ne generixe F , posmatrajmo podmodul od F generisan
ovim skupom; oznaqimo ga sa F ′. Tada je F/F ′ 6= 0, i postojala bi dva
razliqita homomorfizma φ, ψ : F → F/F ′ za koje je φ ◦ j = ψ ◦ j = 0.
Naime, za φ mo�emo uzeti 0, a za ψ kanonsku projekciju F na F/F ′.
Ovo protivreqi definiciji, pa zakǉuqujemo da j[X] generixe F . 2

Qesto �emo i samo modul F nazivati slobodnim modulom zbog jed-
nostavnosti izra�avaǌa (podrazumevaju�i da postoji i funkcija j), a
i sam skup X skupom generatora za F (skup X mo�emo zameniti skupom
j[X] i tako posti�i da je taj skup bax podskup od F ). Slobodan levi
R-modul je jedinstven do na izomorfizam.

Stav 53. Neka, za skup X, parovi (F, j) i (F ′, j′) ispuǌavaju uslove iz
definicije 51. Tada postoji izomorfizam φ : F → F ′ takav da je φ ◦ j = j′.

Dokaz. Kako je (F, j) slobodan levi R-modul, to za funkciju j′ : X → F ′

postoji homomorfizam j′ : F → F ′ tako da je j′ ◦ j = j′. Na analogan
naqin dobijamo i homomorfizam j : F ′ → F za koji je j◦j′ = j. No, tada
imamo da je (j ◦j′)◦j = j, no tako�e je i idF ◦j = j. Zbog jedinstvenosti

37



u definiciji 51 zakǉuqujemo da je j ◦ j′ = idF . Sliqno se dobija da je
i j′ ◦ j = idF ′ , pa su j i j′ izomorfizmi. Za tra�eno φ, uzimamo da je
φ = j′. 2

Treba jox pokazati da slobodni levi moduli postoje. Poka�imo
da modul F :=

⊕
x∈X R ispuǌava svojstva iz definicije 51 za pogodan

izbor funkcije j : X → F

Stav 54. Ako je j : X → F zadata sa j(x′) := ((1R)x′)x∈G, onda je par (F , j)
slobodan levi R-modul.

Dokaz. Podsetimo se (videti dokaz teoreme 48) da je ((1R)x′)x = 0R,
za x 6= x′, a ((1R)x′)

′
x = 1R. Kra�e: ovo je element koji na poziciji x′

ima 1R, a na svim ostalim 0R. Tada, ako je zadat modul A i funkcija
f : X → A, jedinstveni homomorfizam f : F → A za koji je f ◦ j = f dat
je sa: f

(
(rx)x∈G

)
:=
∑
x∈X rxf(x). Uverite se u to. 2

Slede�i stav nam ukazuje na sliqnost sa pojmom vektorskog pros-
tora i ǌegove baze. Zapravo su slobodni moduli oni koji imaju bazu,
tj. generatorni skup koji je linearno nezavisan. Svaki vektorski
prostor ima bazu, ali naravno da je nemaju svi moduli.

Stav 55. Neka je X skup generatora levog R-modula B. Tada je B slobodan
modul na skupu X ako i samo ako je X linearno nezavisan nad R, tj. ako i
samo ako iz jednakosti

r1x1 + r2x2 · · ·+ rnxn = 0B

sledi da je r1 = r2 = · · · = rn = 0R.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je B slobodan modul sa bazom X.
Posmatrajmo jednakost

r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn = 0B

Definiximo f : X → R sa: f(x1) = 1R, f(x) = 0R za sve x 6= x1. Tada
postoji jedinstven homomorfizam f : B → R za koji je f(x) = f(x). Ako
taj homomorfizam primenimo na gorǌu jednakost, dobijamo:

0R = f(0B) = f(r1x1 + r2x2 · · ·+ rnxn) = r1f(x1) + r2f(x2) · · ·+ rnf(xn)

= r1f(x1) + r2f(x2) + · · ·+ rnf(xn) = r1 · 1R + r2 · 0R + · · ·+ rn · 0R = r1.

Tako dobijamo da je r1 = 0R i sliqno i za ostale biraǌem pogodnih
funkcija f .

Pretpostavimo sada da bazu X qine linearno nezavisni elementi.
Poka�imo da je B slobodan. U tu svrhu, neka je C neki levi R-modul i
f : X → C neka funkcija. Ako je b ∈ B \ {0B}, onda postoje (razliqiti)
x1, . . . , xm ∈ X takvi da je b = r1x1 + · · ·+ rmxm za neke ri ∈ R \ {0}. No,
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ako bi postojali i neki drugi (razliqiti) elementi iz G: x′1, . . . , x
′
n

tako da je b = r′1x
′
1 + · · · r′nx′n, za neke r′i ∈ R \ {0}, onda bismo imali

jednakost
r1x1 + · · ·+ rmxm = r′1x

′
1 + · · ·+ r′nx

′
n.

Ako bi za neki indeks i va�ilo da xi 6∈ {x′1, . . . , x′n}, onda bismo, posle
prebacivaǌa svih sabiraka na jednu stranu, imali linearnu kombi-
naciju elemenata iz X koja bi bila jednaka nuli, ali jedan od koefi-
cijenata nije nula. Stoga svaki element iz {x1, . . . , xn} pripada skupu
{x′1, . . . , x′m}. No, va�i i obratno, analognim rezonovaǌem. Zakǉuqu-
jemo da su ovo jednaki skupovi i gorǌa jednakost se svodi na

(r1 − r′1)x1 + · · ·+ (rn − r′n)xn = 0B .

Iz linearne nezavisnosti elemenata iz X sledi da je ri − r′i = 0R
za sve i, te zakǉuqujemo da je prikaz svakog elementa iz B \ {0B} u
obliku linearne kombinacije generatornih jedinstven. Stoga mo�emo,
na taqno jedan naqin, definisati f : B → C sa: f(r1b1 + · · · + rnbn) :=
r1f(b1) + · · · + rnf(bn) i, naravno, f(0B) = 0C . Na standardan naqin se
proveri da je ovo homomorfizam levih R-modula. 2

Teorema 56. Svaki levi R-modul je homomorfna slika slobodnog levog R-
modula.

Dokaz. Neka je A levi R-modul i F slobodan levi R-modul sa skupom
generatora A. Identitet idA : A → A indukuje homomorfizam levih
R-modula idA : F → A, koji je oqigledno ,,na”. 2

Jedno va�no svojstvo slobodnih modula, sadr�ano u slede�em stavu
�e nam biti motivacija za uvo�eǌe glavnog pojma u ovom odeǉku.

Stav 57. Neka je F slobodan levi R-modul, A
ε−→ A′′ → 0 taqan niz levih

R-modula i φ : F → A′′ homomorfizam levih R-modula. Tada postoji homo-
morfizam levih R-modula ψ : F → A takav da je ε ◦ ψ = φ.

Dokaz. Naravno, taqnost niza A ε−→ A′′ → 0 je ekvivalentna uslovu da
je ε ,,na” (ali, eto mo�e i tako da se to formulixe ,).

F

A A′′ 0

φ
ψ

ε

Neka je X baza za F . Za svaki x ∈ X izaberimo ax ∈ A takav da
je ε(ax) = φ(x); ovo mo�emo da uradimo zato xto je ε ,,na” (naravno,
koristimo i aksiomu izbora). Tako imamo zadatu funkciju f : X → A:
f(x) := ax. Kako je F slobodan sa bazom X, to postoji (taqno jedan)
homomorfizam ψ = f : F → A za koji je ψ(x) = f(x) = ax za sve x ∈ X.
Stoga je (ε◦ψ)(x) = ε(ψ(x)) = ε(ax) = φ(x). Dakle, (ε◦ψ)|X = φ|X : X → A
pa, zbog jedinstvenosti homorfizma zadatog na bazi, dobijamo da je
ε ◦ ψ = φ qime je dokaz zavrxen. 2
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Definicija 58. Za leviR-modul P ka�emo da je projektivan ako za svaki
taqan niz A

ε−→ A′′ → 0 taqan niz levih R-modula ihomomorfizam levih R-
modula φ : P → A′′ postoji homomorfizam levih R-modula ψ : P → A takav
da je ε ◦ ψ = φ.

P

A A′′ 0

φ
ψ

ε

Dakle, videli smo da je svaki slobodan modul projektivan. Za-
pravo je projektivnost modula, koja je slabiji uslov od ,,slobode”,
dovoǉna za mnoge konstrukcije u homoloxkoj algebri, no mi se time
ne�emo baviti, ovde se bavimo samo osnovnim svojstvima i primerima.

Stav 59. Direktna suma
⊕

i Pi je projektivan modul ako i ako su svi moduli
Pi projektivni.

Dokaz. Neka je P =
⊕

i Pi projektivan modul i neka su zadati taqan
niz A

ε−→ A′′ → 0 i homomorfizam φj : Pj → A′′, za j ∈ I. Ukoliko
zadamo φi : Pi → A′′ za i 6= j sa φi = 0, imamo indukovani homomorfizam
φ : P → A′′ za koji je φ|Pj ◦ qj = φj, gde su qi homomorfizmi koji su deo
strukture direktne sume. Kako je P projektivan, to postoji ψ : P → A
tako da je ε ◦ ψ = φ. No, tada je ε ◦ (ψ ◦ qj) = (ε ◦ ψ) ◦ qj = φ ◦ qi = φj, pa
je ψ ◦ qj tra�eni homomorfizam.

Ako su svi Pi projektivni moduli, posmatrajmo φ : P → A′′ (i isti
taqan niz naravno). Tada za sve φi = φ ◦ qi : Pi → A′′ postoje ψi : Pi → A
takvi da je ε ◦ ψi = φi, poxto su Pi projektivni. No, tada postoji
ψ : P → A tako da je ψ ◦ qi = ψi za sve i. Tada je

(ε ◦ ψ) ◦ qi = ε ◦ (ψ ◦ qi) = ε ◦ ψi = φi = φ ◦ qi,

za sve i. Iz jedinstvenosti homomorfizma u definiciji koproizvoda
sledi da je ε ◦ ψ = φ. 2

Navedimo neke primere bazirane na ovom stavu i qiǌenici da su
slobodni moduli projektivni.

Primer 60. Kako je Z6
∼= Z2

⊕
Z3, kao Abelove grupe, ovaj izomor-

fizam je i izomorfizam Z6-modula (svaka Abelova grupa je Z-modul,
a Abelova grupa A je Zn-modul akko je nA = 0). No, Z6 je naravno
slobodan Z6-modul, pa su onda i Z2 i Z3 projektivni Z6-moduli, koji,
naravno, nisu slobodni (inaqe bi bili direktne sume od Z6, a to
svakako nisu iz banalnih razloga – imaju premalo elemenata ,). ♣

Primer 61. Neka je S = Mn(R), prsten matrica reda n nad prstenom
sa jedinicom R. Podsetite se primera 15. Levi ideali iz dela pod
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b) u direktnoj sumi daju prsten S:
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 =


a11 0 · · · 0
a21 0 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 0 · · · 0

+


0 a12 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 an2 · · · 0

+ · · ·+


0 0 · · · a1n
0 0 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

,

pa su svi oni projektivni S-moduli koji nisu slobodni.

Stav 62. LeviR-modul P je projektivan akko je funktor HomR(P,−) : RM→
Ab, gde je sa Ab oznaqena kategorija Abelovih grupa i homomorfizama, taqan.

Dokaz. Znamo da je ovaj funktor levo taqan po teoremi 42. Ostaje
samo da se proveri da se homomorfizmi koji su ,,na” prevode u homo-
morfizme koji su ,,na” akko je P projektivan. Ali, to je tautoloxka
qiǌenica – to je samo preformulacija definicije projektivnog modu-
la. Uverite se u to. 2

Teorema 63. Slede�i uslovi za levi R-modul P su ekvivalentni.

(1) P je projektivan.

(2) Svaki kratak taqan niz 0→ A′ → A→ P → 0 se cepa.

(3) P je direktan sabirak slobodnog modula.

Dokaz. (1)=⇒(2). Posmatrajmo desni kraj ovog taqnog niza i neka je
ε : A → P . Dovoǉno je u definiciji projektivnog modula uzeti da je
φ = idP . Tada postoji ψ : P → A takav da je ε ◦ ψ = idP .

(2)=⇒(3). Modul P je slika slobodnog modula F pri homomorfizmu
p i neka je K = Ker p. Na osnovu pretpostavke (2), kratak taqan niz
0→ K → F

p−→ P → 0 se cepa, pa je F ∼= P
⊕
Q za neki levi R-modul P .

(3)=⇒(1). Ovo sledi iz qiǌenice da je slobodan modul projektivan i
stava 59. 2

U stavu 62 videli smo vezu projektivnih modula i funktora Hom.
Pogledajmo sada vezu sa tenzorskim proizvodom. Najpre definixemo
pojam ravnog modula.

Definicija 64. Levi R-modul B je ravan ukoliko je funktor − ⊗R B
taqan.

Naravno, ukoliko je A desni R-modul, onda je A⊗RB samo Abelova
grupa, a ako je A jedan (S,R)-bimodul, onda je A ⊗R B levi S-modul.
Dakle, postoji vixe mogu�nosti za ovaj funktor, no ako je R komuta-
tivan prsten onda je A⊗R B svakako R-modul.
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Teorema 65. Projektivni moduli su ravni.

Dokaz. Doka�imo najpre da su slobodni moduli ravni. Dakle, ako je
µ : A′ → A ,,1–1”, treba pokazati da je i µ ⊗ idF : A′ ⊗R F → A ⊗R
F ,,1–1” ako je F slobodan levi R-modul. Znamo da je tada F ∼=⊕

i∈I R za neki skup indeksa I. Na osnovu teoreme 48 i stava 46,
znamo da je A′ ⊗R F ∼=

⊕
i∈I A

′; analogno za A. Pretpostavimo da je
F realizovan kao podmodul direktnog proizvoda R-ova tako da je u
(ri)i∈I ri 6= 0 samo za konaqno mnogo indeksa i ∈ I. Tada je izomor-
fizam φ′ : A′ ⊗R

⊕
i∈I R →

⊕
i∈I A

′, na aditivnim generatorima, za-
dat sa φ′

(
a′ ⊗ (ri)i∈I

)
= (a′ri)i∈I . Sliqno je φ

(
a ⊗ (ri)i∈I

)
= (ari)i∈I ,

dok je (µ ⊗ id⊕
i∈I R

)(a′ ⊗ (ri)i∈I) = µ(a′) ⊗ (ri)i∈I . Stoga ovaj homo-
morfizam indukuje homomorfizam M :

⊕
i∈I A

′ →
⊕

i∈I A (za koji je
M ◦ φ′ = φ ◦ (µ⊗ id⊕

i∈I R
)), M((a′i)i∈I) = (µ(a′i))i∈I :

(M ◦ φ′)(a′ ⊗ (ri)i∈I) = M(φ′(a′ ⊗ (ri)i∈I) = M((a′ri)i∈I)

= (µ(a′ri))i∈I = (µ(a′)ri)i∈i = φ(µ(a′)⊗ (ri)i∈I)

= φ
(
(µ⊗ id⊕

i∈I R
)(a′ ⊗ (ri)i∈I

)
= (φ ◦ (µ⊗ id⊕

i∈I R
))(a′ ⊗ (ri)i∈I).

Ukoliko je M
(
(a′i)i∈I

)
= 0⊕

i∈I A
, to znaqi da je µ(a′i) = 0A za sve i, te,

iz injektivnosti µ, sledi da je a′i = 0A′ za sve i, tj. (a′i)i∈I = 0⊕
i∈ A

te
zakǉuqujemo da je M ,,1–1”, te onda mora biti i µ ⊗ id⊕

i∈I R
. Dakle,

dobili smo da je slobodan modul ravan.

Neka je P projektivni modul. Tada je P
⊕
Q = F za neki modul

Q i slobodan modul F . Oznaqimo sa ι : P → F ukǉuqeǌe P u F , a sa
π : F → P projekciju F na P . Tada je π◦ι = idP . Neka je (µ⊗ idP)(x′) = 0
za neki x′ ∈ A′ ⊗ P . Tada je i (idA ⊗ ι)(µ⊗ idP)(x′) = 0. No,

(idA ⊗ ι) ◦ (µ⊗ idP) = µ⊗ ι = (µ⊗ idF ) ◦ (idA′ ⊗ ι),

pa je (µ⊗ idF )
(
(idA′⊗ ι)(x′)

)
= 0. No, µ⊗ idF je ,,1–1”, jer je F slobodan,

pa dobijamo da je (idA′⊗ ι)(x′) = 0. Tada je i (idA′⊗π)((idA′⊗ ι)(x′)) = 0.
No (idA′ ⊗ π) ◦ (idA′ ⊗ ι) = idA′ ⊗ (π ◦ ι) = idA′ ⊗ idP = idA′⊗P , pa je x′ = 0
i dobili smo tra�eno. 2

Obrat ne va�i, tj. nije svaki ravan modul projektivan. Pre nego
xto damo primer, primetimo da va�i slede�e. Element a1 ⊗ b1 + · · ·+
an ⊗ bn ∈ A ⊗R B je jednak 0A⊗RB ako i samo ako je on jednak 0A′⊗RB′

za neke konaqno generisane podmodule A′ i B′. Naime, ovaj element je
jednak nuli u tenzorskom proizvodu akko element (a1, b1) + · · ·+ (an, bn)
pripada podgrupi R(A×B). Drugim reqima, to znaqi da je

n∑
i=1

(ai, bi) =
∑
j∈J

((a′j + a′′j , b
′
j)− (a′j , b

′
j)− (a′′j , b

′
j))

+
∑
k∈K

((a′′′k , b
′′
k + b′′′k )− (a′′′k , b

′′
k)− (a′′′k , b

′′′
k )) +

∑
l∈L

((a′′′′l r, b′′′′)− (a′′′′, rb′′′′)),
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za neke konaqne skupove J,K,L, i za neke a-ove iz A, b-ove iz B, r-ove
iz R. Ukoliko za A′ uzmemo podgrupu generisanu svim a-ovima koji
se pojavǉuju u ovoj jednakosti, a sa B′ podgrupu generisanu svim b-
ovima, onda navedeni element jeste u A′ ⊗R B′ (jer ai ∈ A′, bi ∈ B′) i
zapravo je tu jednak nuli. Stoga va�i slede�i stav.

Stav 66. Ako su svi konaqno generisani podmoduli modula B ravni moduli,
onda je i B ravan modul.

Primer 67. Svaka konaqno generisana podgrupa grupe Q je slobodna
(ona je, po teoremi o klasifikaciji konaqno generisanih Abelovih
grupa konaqna direktna suma cikliqnih, ali u Q nema elemenata konaq-
nog reda, pa je onda konaqna direktna suma beskonaqnih cikliqnih,
koje su sve izomorfne sa Z) te je, prema prethodna dva stava Q ra-
van Z-modul. No, to nije projektivan Z-modul. Naime, projektivan
Z-modul je podmodul slobodnog Z-modula, a svaka podgrupa slobodne
Abelove grupe je slobodna Abelova grupa. No, Q nije slobodna – nema
linearno nezavisne generatore. Naime, ako su x = m

n i y = p
q elementi

iz Q, onda je pnx−mqy = pnmn −mq
p
q = pm−mp = 0. ♣

Ako je A levi R-modul, onda je ǌegov dualni modul A∗ := HomR(A,R)
i to je desni R-modul: (φ·r)(a) = φ(a)r (ovo je specijalni sluqaj ranije
definisanih modula homomorfizama).

Teorema 68. Levi R-modul P je projektivan ako i samo ako postoje familije
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I P , (fi)i∈I ∈

∏
i∈I P

∗ tako da je za svaki x ∈ X, fi(x) 6= 0 samo
za konaqno mnogo i ∈ I i x =

∑
i∈I fi(x)xi.

Dokaz. Pretpostavimo da je P projektivan. To znaqi da postoji modul
Q i slobodan modul F tako da je F = P

⊕
Q. Neka je (zi)i∈I baza za F .

Tada, za sve i ∈ I imamo: zi = xi + yi, za jedinstveno odre�ene xi ∈ P ,
yi ∈ Q. Definiximo funkcije gi : {zi : i ∈ I} → R sa: gi(zj) = 0R za
j 6= i i gi(zi) = 1R. Tada postoje jedinstveno odre�eni homomorfizmi
modula gi : F → R i definixemo fi sa: fi := gi|Pi : P → R.

Ukoliko je x ∈ P , onda postoje jedinstveno odre�eni ri ∈ R tako
da je x =

∑
i∈I rizi, pri qemu je, naravno, ri 6= 0 samo za konaqno mnogo

indeksa i ∈ I. Imamo da je tada, poxto je zi = xi + yi,

P 3 x−
∑
i∈I

rixi =
∑
i∈I

riyi ∈ Q.

Stoga je x−
∑
i∈I rixi = 0P , tj. x =

∑
i∈I rixi. Imamo da je

fi(x) = gi(x) = gi

(∑
j∈I

rjzj

)
=
∑
j∈I

rjgi(zj) = ri.

Dakle, zaista je fi(x) 6= 0R samo za konaqno mnogo indeksa i i va�i
jednakost x =

∑
i∈I fi(x)xi.
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Obratno, pretpostavimo da postoje familije (xi)i∈I i (fi)i∈I sa
navedenim svojstvima. Neka je F =

⊕
i∈I R. Definixemo φ : F → P

sa: φ
(
(ri)i∈I

)
:=
∑
i∈I rixi, a ψ : P → F sa: ψ(x) = (fi(x))i∈I . Ovo su

homomorfizmi (uverite se u to) za koje va�i:

φ(ψ(x)) = φ
(
(fi(x)i∈I

)
=
∑
i∈I

fi(x)xi = x.

Dakle, imamo kratak taqan niz 0→ P
ψ−→ F → F/Imψ → 0, koji se cepa

te je F ∼= P
⊕
F/Imψ i zakǉuqujemo da je P projektivan modul. 2

Par
(
(xi)i∈I , (fi)i∈I

)
nazivamo R-projektivna baza za P . Naravno,

{xi : i ∈ I} jeste generatorni skup, no nije nu�no linearno nezavisan
(inaqe bi P bio slobodan modul). Slede�i rezultat direktno sledi.

Posledica 69. Levi R-modul P je konaqno generisan projektivan modul
ako i samo ako postoje familije iz prethodne teoreme za koje je skup indeksa
I konaqan. 2

Ako je F konaqno generisan slobodan R-modul, onda je ǌegov dual
konaqno generisan slobodan desni R-modul. Stoga, ako je P konaqno
generisan projektivan levi R-modul, onda je P ∗ konaqno generisan
projektivan desni R-modul. Tada je P ∗∗ = (P ∗)∗ konaqno generisan
levi R-modul. Imamo definisan homomorfizam levih R-modula P →
P ∗∗ zadat sa: x 7→ x̂, gde je x̂ ∈ P ∗∗ definisan sa: x̂(φ) := φ(x) za φ ∈ P ∗.
Ukoliko je x̂ = 0P∗∗ , to znaqi da je, posebno, (̂x)(fi) = 0 za sve fi iz
projektivne baze za P . Dakle, fi(x) = 0 za sve i, pa mora biti x = 0,
tj. homomorfizam x 7→ x̂ je ,,1–1”. Zapravo va�i slede�a teorema.

Teorema 70. Ako je
(
(xi)i∈I , (fi)i∈I

)
konaqna R-projektivna baza za P , onda

je
(
(fi)i∈I , (x̂i)i∈I

)
konaqna R-projektivna baza za P ∗.

Dokaz. Samo treba pokazati da je za svako f ∈ P ∗ (obratite pa�ǌu
na qiǌenicu da je P ∗ desni R-modul):

f =
∑
i∈I

fi · x̂i(f) =
∑
i∈I

fi · f(xi). (23)

No, ako je g =
∑
i∈I fi · f(xi), onda je za svako x ∈ P :

g(x) =
(∑
i∈I

fi · f(xi)
)
(x) =

∑
i∈I

(
fi · f(xi))(x) =

∑
i∈I

fi(x)f(xi) = f
(∑
i∈I

fi(x)xi
)

= f(x),

pa je zaista f = g. 2

Izme�u ostalog, imamo i da je P ∼= P ∗∗. Zapravo je x 7→ x̂ taj
izomorfizam. Da bismo dokazali da je i ,,na”, pretpostavimo da je
Ψ ∈ P ∗∗. Uoqimo element x =

∑
i∈I Ψ(fi)xi. Tada je, za svako f ∈ P ∗:

x̂(f) = f(x) = f

(∑
i∈I

Ψ(fi)xi

)
=
∑
i∈I

Ψ(fi)f(xi) =
∑
i∈I

Ψ
(
fi · f(xi)

)
= Ψ

(∑
i∈I

fi · f(xi)

)
= Ψ(f),
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pa je x̂ = Ψ. 2

Neka su A i B levi R-moduli. Definixemo funkciju

F : A∗ ×B → HomR(A,B)

sa F (f, b)(a) := f(a)b. Za svako f ∈ A∗ i b ∈ B, F (f, b) ∈ HomR(A,B):

F (f, b)(a1 + a2) = f(a1 + a1)b = (f(a1) + f(a2))b = f(a1)b+ f(a2)b = F (f, b)(a1) + F (f, b)(a2),

F (f, b)(ra) = f(ra)b = (rf(a))b = r(f(a)b) = rF (f, b)(a).

Stoga ona indukuje homomorfizam Abelovih grupa F : F(A∗ × B) →
HomR(A,B). Kao i u ranijim sluqajevima, proveri se da se svi gener-
atori grupe R(A∗×B) slikaju u nuli i imamo homomorfizam Abelovih
grupa

θA,B : A∗ ⊗R B → HomR(A,B). (24)

Tako�e imamo prirodnost. Ako su α : A′ → A, β : B → B′ iz RM, onda je
α∗ : A∗ → A′∗ zadato sa α∗(f) = f ◦α i imamo indukovane homomorfizme
α∗⊗ β : A∗⊗B → A′∗⊗B∗ i Hom(α, β) : Hom(A,B)→ Hom(A′, B′) tako da
dijagram

A∗ ⊗R B HomR(A,B)

A′∗ ⊗R B′ HomR(A′, B′)

α∗⊗β

θA,B

Hom(α,β)

θA′,B′

komutira, tj. da va�i jednakost

θA′,B′ ◦ (α∗ ⊗ β) = Hom(α, β) ◦ θA,B ,

gde je Hom(α, β)(ψ) = β ◦ ψ ◦ α.

Proverimo na aditivnim generatorima i elementu a′ ∈ A′.(
(θA′,B′ ◦ (α∗ ⊗ β))(f ⊗ b)

)
(a′) =

(
θA′,B′(

(
α∗ ⊗ β)(f, b)

))
(a′)

= θA′,B′
(
α∗(f), β(b)

)
(a) = θA′,B′(f ◦ α, β)(a′) = f(α(a′))b;

((
Hom(α, β) ◦ θA,B

)
(f ⊗ b)

)
(a′) =

(
Hom(α, β)

(
θA,B(f ⊗ b)

))
(a′)

= (β◦θA,B(f⊗b)◦α)(a′) = β
(
θA,B(f⊗b)(α(a′))

)
= β(f(α(a′)b) = f(α(a′))β(b).
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Teorema 71. Homomorfizam θA,B iz (24) je izomorfizam za svaki B ako i
samo ako je A konaqno generisan projektivan modul.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je θA,B izomorfizam za sve module B.
Uzmimo da je B = A. Tada postoji element f1⊗a1 + · · ·+fn⊗an ∈ A∗⊗A
takav da je θA,A(f1 ⊗ x1 + · · · + fn ⊗ xn)) = idA. To znaqi da za svako
x ∈ A imamo da je

x = idA(x) =
(
θA,A(f1 ⊗ x1 + · · ·+ fn ⊗ xn)

)
(x) = f1(x)x1 + · · ·+ fn(x)xn,

tako da je
(
(xi)i=1,n, (fi)i=1,n

)
konaqna projektivna baza za A.

Obratno, pretpostavimo da je A konaqno generisan projektivan R-
modul i

(
(xi)i=1,n, (fi)i=1,n

)
konaqna projektivna baza za A. Poka�imo

da je θA,B izomorfizam za svaki levi R-modul B.

θA,B je ,,na”. Neka je ψ ∈ HomR(A,B). Poka�imo da je

θA,B

( n∑
i=1

(fi ⊗ ψ(xi))
)

= ψ.

θA,B

( n∑
i=1

(fi ⊗ ψ(xi))
)

(x) =

n∑
i=1

fi(x)ψ(xi) = ψ
( n∑
i=1

fi(x)xi

)
= ψ(x).

θA,B je ,,1–1”. Na osnovu teoreme 70 znamo da su f1, . . . , fn generatori
za A∗. Stoga se svaki element iz A∗ ⊗ B mo�e napisati u obliku
f1⊗ b1 + · · ·+fn⊗ bn (poka�ite!). Neka f1⊗ b1 + · · ·+fn⊗ bn ∈ Ker θA,B.To
znaqi da je θA,B(f1 ⊗ b1 + · · ·+ fn ⊗ bn)(x) = 0B za svaki x ∈ A. Posebno
je θA,B(f1 ⊗ b1 + · · ·+ fn ⊗ bn)(xi) = 0B za sve i = 1, n. No,

θA,B(f1 ⊗ b1 + · · ·+ fn ⊗ bn)(xi) = f1(xi)b1 + · · ·+ fn(xi)bn = bi,

pa zakǉuqujemo da je b1 = · · · = bn = 0B i Ker θA,B = 0A∗⊗RB. 2

Znamo da nije svaki ravan modul projektivan, no postoji va�na
klasa ravnih modula koji jesu projektivni.

Definicija 72. Za modul A ka�emo da se mo�e konaqno predstaviti
ukoliko postoji taqan niz F1 → F0 → A → 0, gde su F0 i F1 konaqno gener-
isani slobodni moduli.

Teorema 73. Svaki ravan modul, koji se mo�e konaqno predstaviti je pro-
jektivan.

Dokaz. Ako je F1 → F0 → A→ 0 jedno predstavǉaǌe ravnog modula A,
onda dobijamo komutativni dijagram.

0 A∗ ⊗R A F ∗0 ⊗R A F ∗1 ⊗R A

0 HomR(A,A) HomR(F0, A) HomR(F1, A)

θA,A θF0,A
θF1,A
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Funktor HomR(−, R) je levo taqan, pa je niz 0→ A∗ → F ∗0 → F ∗1 taqan.
No, A je ravan modul, pa dobijamo taqan niz u gorǌem delu dija-
grama. Niz u doǌem delu dijagrama je taqan zato xto je funktor
HomR(−, A) levo taqan. Na osnovu teoreme 71, θF0,A i θF1,A su izomor-
fizmi. Odatle sledi (doka�ite to direktno) da je i θA,A izomorfizam.
No, videli smo iz dokaza teoreme 71, da iz tog izomorfizma sledi da
je A konaqno generisan projektivan modul. 2

Neka je θ : R→ S homomorfizam prstena. Tada svaki levi S-modul
A postaje i levi R-modul: r · a := θ(r)a. Na taj naqin dobijamo i
funktor Uθ : SM →R M. Naravno, analogno se ovo mo�e uraditi i za
desne modula. Posebno je i sam prsten S jedan R-modul (ovde gledamo
samo strukturu Abelove grupe (S,+)).

Stav 74. Neka je S projektivan kao levi R-modul. Tada je svaki projektivan
S-modul tako�e i projektivan R-modul.

Dokaz. Da�emo dva dokaza ovog rezultata. Najpre �emo dokaz izvesti
preko projektivnih baza. Neka je P projektivan S-modul. Ako je(
(si)i∈I , (gi)i∈I

)
(gde gi ∈ HomR(S,R)) projektivna R-baza za S, dok je(

(xj)j∈J , (fj)j∈J
)
(gde fj ∈ HomS(P, S)) projektivna S-baza za P , posma-

trajmo ure�eni par (
(sixj)(i,j)∈I×J , (gi ◦ fj)(i,j)∈I×J

)
. (25)

Imamo da je gj ◦ fi ∈ HomR(P,R):

(gi ◦ fj)(r · x) = gi(fj(θ(r)x)) = gi(θ(r)fj(x)) = gi(r · fj(x)) = rgi(fj(x)) = r(gi ◦ fj)(x),

za sve r ∈ R i x ∈ P . Tako�e

(gi ◦ fj)(x1 + x2) = gi(fj(x1 + x2)) = gi(fj(x1) + fj(x2))

= gi(fj(x1)) + gi(fj(x2)) = (gi ◦ fj)(x1) + (gi ◦ fj)(x2),

za sve x1, x2 ∈ P . Tako�e je jasno da je (gi ◦ fj)(x) 6= 0 samo za konaqno
mnogo parova (i, j). Najzad, ako je x ∈ P :

x =
∑
j

fj(x)xj =
∑
j

(∑
i

gi(fj(x))si

)
xj =

∑
j

∑
i

(gi ◦ fj)(x)sixj ,

te mo�emo da zakǉuqimo da je ure�eni par (25) jedna projektivna R-
baza za P , te je P projektivan R-modul. 2

Za drugi dokaz �e nam trebati slede�i rezultat.

Stav 75. Postoji prirodan izomorfizam

F : HomR(UθP,X)→ HomS(P,HomR(S,X)),

gde je P levi S-modul, X, levi R-modul, a S vidimo kao (R,S)-bimodul.
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Dokaz. U ovom dokazu ne�emo sve proveravati, ostavi�emo to qi-
taocima kao korisnu (mada ne i zabavnu) ve�bu, koju zaista pre-
poruqujemo. Posebno ostavǉamo preciznu formulaciju prirodnosti.

Ako je φ ∈ HomR(UθP,X) definixemo F (φ) ∈ HomS(P,HomR(S,X))
sa:

(
F (φ)(p)

)
(s) := φ(sp), za s ∈ S, p ∈ P . Umesto provere da je F

izomorfizam, definisa�emo G : HomS(P,HomR(S,X)) → HomR(UθP,X)
i pokazati da je je G ◦ F = idHomR(UθP,X) i F ◦G = idHomS(P,HomR(S,X)).

G : HomS(P,HomR(S,X))→ HomR(UθP,X)

zadajemo sa:
(
G(ψ))(p) :=

(
ψ(p))(1S), za ψ ∈ HomS(P,HomR(S,X)), p ∈ P .

(
(G ◦ F )(φ)

)
(p) =

(
G(F (φ))

)
(p) =

((
F (φ)

)
(p)
)
(1S) = φ(1sp) = φ(p).

Dakle, (G ◦ F )(φ) = φ.((
(F ◦G)(ψ)

)
(p)
)
(s) =

((
(F (G(ψ))

)
(p)
)
(s) =

(
G(ψ)

)
(sp) =

(
ψ(sp)

)
(1S)

=
(
s · ψ(p)

)
(1S) = ψ(p)(1Ss) = ψ(p)(s).

Ovde smo koristili qiǌenicu da je ψ homomorfizam S-modula i naqin
zadavaǌa strukture S-modula na HomR(S,X). Dakle, (F ◦G)(ψ) = ψ.2

Drugi dokaz stava 74. U dokazu koristimo stav 62. Neka je P pro-
jektivan S-modul. Posmatrajmo taqan niz R-modula

0→ A′ → A→ A′′ → 0. (26)

Kako je S projektivan R-modul, to je, na osnovu stava 62, niz

0→ HomR(S,A′)→ HomR(S,A)→ HomR(S,A′′)→ 0 (27)

taqan. Kako je P projektivan S-modul, to je na osnovu istog stava niz

0→ HomS(P,HomR(S,A′))→ HomS(P,HomR(S,A))→ HomS(P,HomR(S,A′′))→ 0

(28)
taqan. Posmatrajmo sada niz

0→ HomR(UθP,A′)→ HomR(UθP,A)→ HomR(UθP,A′)→ 0. (29)

Na osnovu stava 75 niz (28) slika se u (29) tako xto su svi vertikalni
homomorfizmi zapravo izomorfizmi i dobijeni dijagram komutira
(zbog prirodnosti). Uverite se da iz taqnosti niza (28) sledi taq-
nost niza (29) (koristite dobijeni dijagram koji spaja ova dva niza i
potom jednostavnu ,,jurǌavu po dijagramu”).

Stoga je, na osnovu stava 62 UθP projektivan R-modul. 2

Slede�a posledica je korisna u (ko)homoloxkoj teoriji grupa.
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Posledica 76. Projektivni Z[G]-modul je slobodna Abelova grupa.

Dokaz. Neka je P projektivan Z[G]-modul. Neka je R = Z i S = Z[G]. S
je slobodni Z-modul, jer joj elementi iz G qine bazu (po definiciji
grupnog prstena). Dakle, S je projektivan Z-modul, P je projektivan
S-modul, pa je na osnovu stava 74 P projektivan Z-modul. No, svaki
projektivan Z-modul je zapravo slobodan, tj. P je slobodna Abelova
grupa. 2

6 Injektivni moduli
U ovom odeǉku bavi�emo se modulima, koji su dualni projektivnim.

Definicija 77. Levi R-modul I je injektivan ukoliko za svaki taqan
niz 0 → A′

µ−→ A u RM i homomorfizam φ : A′ → I postoji homomorfizam
ψ : A→ I za koji je ψ ◦ µ = φ.

I

A A′ 0

ψ

µ

φ

Kao xto vidimo, dijagram u definiciji injektivnih modula dobija
se od dijagrama iz definicije projektivnih modula obrtaǌem svih
strelica (to je dualnost o kojoj priqamo).

Slede�a dva stava su dualna odgovaraju�im kod projektivnih mo-
dula i ǌihovi dokazi se ostavǉaju za ve�bu.

Stav 78. Direktan proizvod
∏
i Ii je injektivan akko je svaki od modula Ii

injektivan.

Stav 79. R-modul I je injektivan akko je funktor HomR(−, I) : RM
op → Ab

taqan.

Slobodni moduli su nam bili prvi primer projektivnih modula.
U sluqaju injektivnih modula, stvar je nexto slo�enija. Najpre �emo
se pozabaviti injektivnim Z-modulima, tj. Abelovim grupama.

Definicija 80. Abelova grupa D je deǉiva ukoliko za svako x ∈ D i
svako n > 1 postoji y ∈ D tako da je ny = x.

Jasno je da grupa Z nije deǉiva, a nisu to ni grupe Zm, no deǉive
su grupe Q, R, C, kao i grupa Q/Z. Ova posledǌa �e nam biti posebno
znaqajna. Proverimo zaxto je deǉiva. Ako je x = p

q + Z proizvoǉan
element, onda je, za y = p

qn + Z jasno ispuǌeno da je ny = x. Zapravo,
lako se pokazuje da va�i slede�i stav.

Stav 81. a) Ako je D deǉiva grupa i B podgrupa od D, onda je i D/B deǉiva
grupa.

b) Ako su Di, i ∈ I deǉive grupe, onda je i grupa
⊕

i∈I Di deǉiva grupa.
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Dokaz. a) Naime, ako je x̄ = d+B ∈ D/B i n > 1, onda postoji y ∈ D
tako da je d = ny, pa je tada n(y +D) = ny +D = d+B = x̄.

b) Ukoliko je x = (xi)i∈I ∈
⊕

i∈I Di i n > 1, onda za svako i ∈ I,
poxto je Di deǉiva grupa, postoji yi ∈ Di tako da je nyi = xi. Tada
imamo da je n(yi)i∈I = (xi)i∈I . 2

Slede�a teorema opravdava uvo�eǌe ovog pojma ovde.

Teorema 82. Abelova grupa D je injektivan Z-modul akko je deǉiva.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je D injektivan Z-modul. Ako je
n > 1 onda mno�eǌe sa n u Z jeste ,,1–1”. Neka je x ∈ D. Uoqimo
dijagram:

D

Z Z 0

ψ

n·

φ

gde je φ(1) := x. Tada je x = φ(1) = ψ(n) = nψ(1) i tra�eni y je ψ(1).

Pretpostavimo sada da je D deǉiva grupa i posmatrajmo dijagram.

D

A A′ 0

ψ

µ

φ

Pokaza�emo da ψ postoji koriste�i Cornovu lemu. Radi jednos-
tavnosti oznaka pretpostavi�emo da je A′ 6 A i da je µ ukǉuqeǌe.
Dakle, homomorfizam φ treba sa A′ proxiriti na celu grupu A. Neka
je P := {(B,φB) : A′ 6 B 6 A, φB ∈ Hom(B,D), φB |A′ = φ}. Jasno je da
P 6= ∅, jer (A′, φ) ∈ P. Poredak na P mo�emo definisati sa:

(B′, φB′) 4 (B′′, φB′′)
def⇐=⇒ B′ ⊆ B′′, φB′′ |B′ = φB′ .

Neka je L lanac u P. Ako je B =
⋃

(B,φB)∈LB, mo�emo zadati φ : B → D

sa: φ(x) := φB(x), ako x ∈ B. Ovo ne zavisi od izbora B. Naime,
ako je i x ∈ B′ za neki drugi B′, onda, poxto je L lanac, imamo da
je ili B ⊆ B′ i φB(x) = φB′ |B(x) = φB′(x) ili je B′ ⊆ B i φB′(x) =
φB |B′(x) = φB(x). Jasno je da (B,φ) ∈ P i da je (B,φB) 4 (B,φ), pa
smo dobili majorantu lanca L. Stoga postoji maksimalan element
(B0, φ0) ∈ P. Ako je B0 ⊂ A (dakle, pravi podskup od A), uzmimo neki
element a ∈ A \B0. Posmatrajmo Za∩B0 (Za = {ma : m ∈ Z} je naravno
podgrupa od A generisana elementom a).

Pretpostavimo da je Za ∩ B0 = {0}. Tada je A > B0 + Za = B0 +̇Za
i postoji jedinstven φ1 : B0 +̇Za → D zadat sa φ1|B0

= φ0, φ1|Za = 0.
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Stoga je (B1, φ1) ∈ P i (B0, φ0) ≺ (B1, φ1), xto protivreqi pretpostavci
da je (B0, φ0) maksimalan element u P.

Dakle, Za ∩ B0 6= {0}. Neka je J = {m ∈ Z : ma ∈ B0}. Tada J 6= {0}
i lako se proveri da je J ideal u Z:

m1,m2 ∈ J ⇒ m1a,m2a ∈ B0 ⇒ (m1+m2)a = m1a+m2a ∈ B0 ⇒ m1+m2 ∈ J ;

m ∈ J, k ∈ Z⇒ ma ∈ B0 ⇒ kma ∈ B0 ⇒ km ∈ J.
Kako je u Z svaki ideal glavni, imamo da je J = Zn za neko n > 2
(n = 1 bi znaqilo da a ∈ B0, a to nije taqno). Kako na ∈ B0, to
je definisano x = φ0(na). Neka je y ∈ D element za koji je ny = x.
Definixemo φ1 : B0 + Za → D sa: φ1(b0 + ma) := φ0(b0) + my. Ovo
jeste dobro definisano. Naime, ako je b′0 + m′a = b0 + ma, onda je
(m′ − m)a = b0 − b′0 ∈ B0, pa m′ − m ∈ J , te je m′ − m = kn za neko k.
Proverimo da li je φ0(b′0) +m′y = φ0(b0) +my:

φ0(b0)− φ0(b′0) = φ0(b0 − b′0) = φ0
(
(m′ −m)a

)
= φ0(kna)

= kφ0(na) = kx = kny = (m′ −m)y.

Odavde sledi da je φ0(b0) + my = φ0(b′0) + m′y. Naravno, lako se
proveri da je φ1 homomorfizam Abelovih grupa i ponovo smo dobili
proxireǌe od φ0 xto protivreqi qiǌenici da je (B0, φ0) maksimalan
element u P. Stoga je B0 = A i to zavrxava dokaz. 2

Priliqno lako smo dobili da je svaki modul (homomorfna) slika
projektivnog modula, jer su slobodni moduli projektivni, a lako se
zakǉuquje da je svaki modul slika slobodnog. Da bismo pokazali da
se svaki modul mo�e utopiti u injektivan modul (xto je odgovaraju�e
dualno tvr�eǌe) najpre �emo to uraditi za Abelove grupe.

Teorema 83. Svaka Abelova grupa mo�e se utopiti u deǉivu (dakle in-
jektivnu) Abelovu grupu.

Dokaz. Neka je A Abelova grupa. Definiximo homomorfizam

φ :
⊕

a∈A\{0}

Z

︸ ︷︷ ︸
F

→ A

sa φ
(
(ma)a∈A\{0}

)
:=

∑
a∈A\{0}maa. Jasno je da je φ ,,na” i neka je

K = Kerφ. Posmatrajmo ukǉuqeǌe ι :
⊕

a∈A\{0} Z →
⊕

a∈A\{0}Q. Ono
indukuje utapaǌe

ῑ :

( ⊕
a∈A\{0}

Z
)
/K →

( ⊕
a∈A\{0}

Q
)
/ ι[K].

No, A ∼= F/K, a grupa
(⊕

a∈A\{0}Q
)
/ ι[K] jeste deǉiva po stavu 81, pa

smo tako dobili utapaǌe grupe A u deǉivu grupu. 2
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Teorema 84. Neka je θ : R → S homomorfizam prstena i I injektivan R-
modul. Tada je HomR(S, I) injektivan S-modul.

Dokaz. Koristimo stavove 79 i 75. U tu svrhu, neka je

0→ A′ → A→ A′′ → 0

taqan niz S-modula. Treba pokazati da je niz

0→ HomS(A′′,HomR(S, I))→ HomS(A,HomR(S, I))→ HomS(A′,HomR(S, I))→ 0

taqan. No, na osnovu stava 75 dobijamo dijagram

0 HomS(A′′,HomR(S, I)) HomS(A,HomR(S, I)) HomS(A′,HomR(S, I)) 0

0 HomR(UθA′′, I) HomR(UθA, I) HomR(UθA′, I) 0

∼= ∼= ∼=

u kome je doǌi niz taqan, jer je I injektivan R-modul. Lako se onda
pokazuje da je i gorǌi niz taqan. 2

Ako primenimo prethodnu teoremu na jedinstveno zadat homomor-
fizam prstena θ : Z→ R, dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 85. Neka je D deǉiva Abelova grupa. Tada je HomZ(R,D) in-
jektivan R-modul.

Dokaz. Podsetimo se samo da se struktura levog R-modula ovde dobija
pomo�u qiǌenice da je R desni R-modul: (r′ · ξ)(r) := ξ(rr′). 2

Teorema 86. Svaki R-modul mo�e se utopiti u injektivan R-modul.

Dokaz. Neka je φ : UθA → D utapaǌe Abelove grupe Uθ u deǉivu
(dakle, injektivnu) Abelovu grupu D. Po posledici 85 dobijamo da je
levi R-modul HomZ(R,D) injektivan. Definiximo ψ : A→ HomZ(R,D)
sa:

(
ψ(a)

)
(r) := φ(ra). Poka�imo da je ovo ,,1–1” homomorfizam levih

R-modula. Najpre, za svaki a ∈ A: ψ(a) ∈ HomZ(R,D):(
ψ(a)

)
(r1 + r2) = φ((r1 + r2)a) = φ(r1a+ r2a) = φ(r1a) + φ(r2)(a) =

(
ψ(a)

)
(r1) +

(
ψ(a)

)
(r2).

Poka�imo da je ψ(a1 + a2) = ψ(a1) + ψ(a2):(
ψ(a1 + a2)

)
(r) = φ(r(a1 + a2)) = φ(ra1 + ra2) = φ(ra1) + φ(ra2) =

(
ψ(a1)

)
(r) +

(
ψ(a2)

)
(r).

Kao i da je ψ(r′a) = r′ · ψ(a):(
ψ(r′a)

)
(r) = φ(r(r′a)) = φ((rr′)a),

(
r′ · ψ)(r) = ψ(rr′) = φ((rr′)a).

Konaqno, Kerψ = {0A}. Ako je ψ(a) = 0HomZ(R,D), onda je
(
ψ(a)

)
(r) = 0D

za svako r ∈ R. Posebno, imamo da je 0D =
(
ψ(a)

)
(1R) = φ(1Ra) = φ(a).

No, kako je φ utapaǌe, dobijamo da je a = 0A. 2

Uvedimo sada pojam koslobodnog modula.
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Definicija 87. Neka je F slobodan desni R-modul. Tada levi R-modul
HomZ(F,Q/Z) nazivamo koslobodnim modulom.

Stav 88. Koslobodan modul je injektivan.

Dokaz. Kako je HomZ
(⊕

i∈I R,Q/Z
) ∼= ∏

i∈I HomZ(R,Q/Z), rezultat
sledi na osnovu posledice 85 i stava 78. 2

Za modul A uvedimo oznaku A∨ := HomZ(A,Q/Z).

Stav 89. Za modul A definixemo ι : A → A∨∨ sa:
(
ι(a)

)
(φ) := φ(a), za

a ∈ A i φ ∈ A∨. Ovako definisano ι je homomorfizam modula koji je ,,1–1”.

Dokaz. Neka je A levi R-modul (mo�emo isto uraditi i za desni).
Najpre proverimo da ι zaista slika A u A∨∨:(

ι(a)
)
(φ1 + φ2) = (φ1 + φ2)(a) = φ1(a) + φ2(a) =

(
ι(a)

)
(φ1) +

(
ι(a)

)
(φ2).

Proverimo slagaǌe ι sa sabiraǌem:(
ι(a1 + a2)

)
(φ) = φ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2) =

(
ι(a1)

)
(φ) +

(
ι(a2)

)
(φ).

I, napokon, slagaǌe sa mno�eǌem elementima iz R:(
ι(ra)

)
(φ) = φ(ra) = (φ · r)(a) =

(
ι(a)

)
(φ · r) =

(
r · ι(a)

)
(φ),

pa je ι(ra) = r · ι(a) (podsetite se modulske strukture na homomor-
fizmima).

Konaqno proveravamo da je ι zaista ,,1–1”. Poka�imo da je Ker ι =
{0A}. U tu svrhu, poka�imo da iz a 6= 0A sledi da postoji φ ∈ A∨ takav
da je

(
ι(a)

)
(φ) = φ(a) 6= 0Q/Z, te je ι(a) 6= 0A∨∨ .

1. a je beskonaqnog reda u Abelovoj grupi A. ǋega mo�emo slikati
u ma koji nenula element iz Q/Z, na primer u 1

2 + Z. Definixemo
ξ(ma) := m

2 + Z. Tako imamo definisan homomorfizam ξ : Za → Q/Z
(ovde je, naravno, Za podgrupa od A generisana elementom a). Kako je
Q/Z injektivna, to se ξ sa podgrupe Za mo�e proxiriti do homomor-
fizma φ : A→ Q/Z i imamo da je φ(a) = ξ(a) = 1

2 + Z 6= 0Q/Z.

2. Neka je red elementa a iz A jednak n > 2. Slikajmo ga u element
reda n u Q/Z i proxirimo do podgrupe koju generixe. Dakle, defi-
nixemo ξ : Za→ Q/Z sa: ξ(ma) := m

n + Z. Ovo jeste dobro definisano,
jer iz m1a = m2a sledi da je (m1 −m2)a = 0A, pa n | (m1 −m2). Stoga
je m1

n −
m2

n = k za neki k ∈ Z, pa je m1

n + Z = m2

n + Z. Kao i u prethod-
nom sluqaju, zbog qiǌenice da je Q/Z injektivna, proxirujemo ξ do
homomorfizma φ : A→ Q/Z i imamo da je φ(a) = 1

n + Z 6= 0Q/Z. 2

Sada mo�emo pokazati ,,jaqi” rezultat od rezultata u teoremi 86.
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Stav 90. Svaki modul se mo�e utopiti u koslobodan modul.

Dokaz. Neka je A levi R-modul. Tada postoji kratak taqan niz

0→ K → F
ε−→ A∨ → 0

za neki slobodan desni R-modul F . Kako je HomZ(−,Q/Z) levo taqan
dobijamo taqan niz

0→ A∨∨
ε∨−→ F∨ → K∨.

Kompozicija ε∨ ◦ ι : A→ F∨ daje tra�eno utapaǌe. 2

Slede�a teorema je analogon teoremi 63.

Teorema 91. Slede�i uslovi za levi R-modul I su ekvivalentni.

(1) I je injektivan.

(2) Svaki kratak taqan niz 0→ I
µ−→ A→ A′′ → 0 se cepa.

(3) I je direktan qinilac (faktor) koslobodnog modula.

Dokaz. (1)=⇒(2) sledi iz definicije injektivnog modula, ako za A′

uzmemo bax I, a za φ uzmemo idI .

(2)=⇒(3) se dobija ako se za µ uzme utapaǌe I u koslobodan modul.

(3)=⇒(1) sledi iz stavova 88 i 78. 2.

Stav 92. Ako je P projektivan, onda je P∨ injektivan.

Dokaz. Ako je P projektivan, onda postoji Q i slobodan F tako da je
P
⊕
Q = F . Tada je F∨ ∼= P∨ ×Q∨ i rezultat sledi. 2

Lema 93. Niz 0 → B′
µ−→ B je taqan ako i samo je niz B∨

µ∨−−→ B′∨ → 0
taqan.

Dokaz. Kako je Q/Z injektivan, to je funktor HomZ(−,Q/Z) taqan, pa
iz qiǌenice da je µ ,,1–1” sledi da je µ∨ ,,na”, a i iz qiǌenice da je
µ∨ ,,na” sledi da je µ∨∨ ,,1–1”. No, ιB ◦ µ = µ∨∨ ◦ ιB′ : B′ → B′∨∨, gde su
ιB , ιB′ odgovaraju�a utapaǌa iz stava 89 (uverite se u ovu jednakost).
Stoga dobijamo da je ιB ◦ µ ,,1–1”, pa je i µ ,,1–1”. 2

Teorema 94. Modul A je ravan akko je A∨ injektivan.

Dokaz. Levi R-modul A je ravan akko je za svaki taqan niz

0→ B′
µ−→ B

niz
0→ B′ ⊗R A

µ⊗idA−−−−→ B ⊗R A

54



taqan. Iz leme sledi da je ovaj niz taqan akko je niz

(B ⊗R A)∨
(µ⊗idA)∨−−−−−−→ (B′ ⊗R A)∨ → 0

taqan. No, znamo da imamo prirodni izomorfizam

(B⊗RA)∨ = HomZ(B⊗RA,Q/Z) ∼= HomZ(B,HomZ(A,Q/Z)) = HomZ(B,A∨).

Stoga smo dobili da je poqetni niz taqan akko je niz

HomZ(B,A∨)
µ∗−→ HomZ(B′, A∨)→ 0 (30)

taqan (uverite se da navedeni prirodni izomorfizam zaista prevodi
(µ ⊗ idA)∨ u µ∗, gde je µ∗ standardno zadato sa µ∗(φ) = φ ◦ µ). No, A∨

je injektivan akko je za svaki taqan niz 0 → B′
µ−→ B upravo niz (30)

taqan. 2

Ovaj odeǉak zavrxavamo na sliqan naqin kao i prethodni.

Teorema 95. Neka je θ : R → S homomorfizam prstena. Neka je S ravan kao
desni R-modul. Tada je svaki injektivan levi S-modul injektivan kao levi
R-modul.

Dokaz. Poka�imo najpre da postoji prirodni izomorfizam:

HomS(S ⊗R A, I) ∼= HomR(A,UθI), (31)

gde je A levi R-modul, a I levi S-modul. Tra�eni izomorfizam
F : HomS(S ⊗R A, I)→ HomR(A,UθI) zadajemo sa:

(
F (φ)

)
(a) := φ(1S ⊗ a).

Proverimo najpre da F (φ) ∈ HomR(A,UθI).

(
F (φ)

)
(a1 + a2) = φ(1S ⊗ (a1 + a2)) = φ(1S ⊗ a1 + 1S ⊗ a2) = φ(1S ⊗ a1) + φ(1S ⊗ a2) =

(
F (φ)

)
(a1) +

(
F (φ)

)
(a2).(

F (φ)
)
(ra) = φ(1S⊗ra) = φ(θ(r)⊗a) = θ(r)φ(1⊗a) = r·φ(1⊗a) = r·

(
F (φ)

)
(a).

F jeste homomorfizam grupa:

(
F (φ1 + φ2)

)
(a) = (φ1 + φ2)(1S ⊗ a) = φ1(1S ⊗ a) + φ2(1S ⊗ a) =

(
F (φ1)

)
(a) +

(
F (φ2)

)
(a) =

(
F (φ1) + F (φ2)

)
(a).

KerF = {0HomS(S⊗RA,I)}. Pretpostavimo da je F (φ) = 0HomR(A,UθI). To
znaqi da je za svako a ∈ A:

(
F (φ)

)
(a) = 0UθI , tj. φ(1S ⊗ a) = 0I za sve

a ∈ A. Ako je x ∈ S ⊗R A, onda je x = s1 ⊗ a1 + · · ·+ sn ⊗ an, pa je

φ(x) = φ(s1 ⊗ a1 + · · ·+ sn ⊗ an) = φ(s1 ⊗ a1) + · · ·+ φ(sn ⊗ an)

= φ(s1·(1S⊗a1))+· · ·+φ(sn·(1S⊗an)) = s1 φ(1S ⊗ a1)︸ ︷︷ ︸
0I

+ · · ·+sn φ(1S ⊗ an)︸ ︷︷ ︸
0I

= 0I .

Stoga je φ = 0HomS(S⊗RA,I).
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F je ,,na”. Neka je ψ ∈ HomR(A,UθI). Definixemo funkciju f : S×A→
I sa: f(s, a) := sψ(a) (podsetimo se da je UθI kao Abelova grupa isto
xto i I, a I jeste i S-modul, te svakako sψ(a) jeste dobro definisan
element iz I). Ovo f daje jedinstven homomorfizam Abelovih grupa
f : F(A × B) → I. Ostavǉamo qitaocima da provere da dobijamo in-
dukovani homomorfizam φ : S ⊗R A → I. Primetimo da za ǌega va�i:
φ(1S ⊗ a) = f(1S , a) = 1Sψ(a) = ψ(a), pa je F (φ) = ψ.

Neka je I injektivan levi S-modul. Treba pokazati da je UθI in-
jektivan levi R-modul. Posmatrajmo taqan niz levih R-modula.

0→ A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0. (32)

Treba pokazati da je niz

0→ HomR(A′′, UθI)
ε∗−→ HomR(A,UθI)

µ∗−→ HomR(A′, UθI)→ 0 (33)

taqan. Kako je S ravan R-modul, to je niz

0→ S ⊗R A′
idS⊗µ−−−−→ S ⊗R A

idS⊗ε−−−−→ S ⊗R A′′ → 0 (34)

taqan. Kako je I injektivan levi S-modul, to je niz

0→ HomS(S ⊗R A′′, I)
(idS⊗ε)∗−−−−−−→ HomS(S ⊗RA, I)

(idS⊗µ)∗−−−−−−→ HomS(S ⊗R A′, I)→ 0 (35)

taqan. Ostaje samo da primenimo prirodni izomorfizam (31) i da
proverimo da se dobijaju zaista navedeni homomorfizmi u (33). To
ostavǉamo qitaocima. 2

Iz ove teoreme neposredno sledi slede�a posledica.

Posledica 96. Neka je G grupa. Tada je svaki injektivan Z[G]-modul
deǉiva Abelova grupa. 2

7 Neterini prsteni i moduli
Definicija 97. Levi R-modul A je Neterin ukoliko je svaki podmodul
od A konaqno generisan. Prsten R je levo Neterin ukoliko je generisan.

Teorema 98. Neka A ∈RM. Tada su slede�i uslovi za A ekvivalentni.

(1) A je Neterin.

(2) Svaki rastu�i lanac podmodula od A je konaqan.

(3) Svaka neprazna kolekcija podmodula od A ima maksimalni element.
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Dokaz. (1)=⇒(2). Pretpostavimo da postoji beskonaqan rastu�i
lanac podmodula od A:

A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · ·

Lako se proveri da je Ā =
⋃
i>0Ai podmodul od A (proverite to). Iz

(1) sledi da je on konaqno generisan. Neka je {x1, . . . , xm} jedan konaqan
skup generatora za Ā. Svaki od elemenata iz ovog skupa nalazi se u
nekom od podmodula iz lanca, jer je Ā unija ovih podmodula: xj ∈ Akj .
Ako je k = max{k1, . . . , km}, onda su svi ovi generatori u Ak, jer iz
kj 6 k sledi Akj ⊆ Ak. Dakle, {x1, . . . , xm} ⊂ Ak, pa je i Ā ⊆ Ak, te
zapravo mora biti Ak = Ā. No, Ak je pravi podskup od Ak+1, koji je
pak sadr�an u A. Ovo nije mogu�e, te nam ova kontradikcija pokazuje
da beskonaqan rastu�i lanac podmodula od A ne postoji.

(2)=⇒(3). Neka je A = {Ai : i ∈ I} neka neprazna kolekcija modula.
Pretpostavimo da ona nema maksimalni element. Uzmimo bilo koji
modul Ai0 ∈ A. Kako on nije maksimalan, postoji podmodul Ai1 ∈ A
takav da je Ai0 ⊂ Ai1 . No, ni Ai1 nije maksimalan, pa postoji Ai2 ∈ A za
koji je Ai1 ⊂ Ai2 . I tako nastavǉamo. Dobijamo beskonaqan rastu�i
niz podmodula

Ai0 ⊂ Ai1 ⊂ Ai2 ⊂ · · ·

no takav niz ne mo�e da postoji na osnovu pretpostavke. Stoga u A
mora postojati maksimalan element.

(3)=⇒(1). Neka je B podmodul od A. Posmatrajmo sve podmodule od
B koji su konaqno generisani: A = {C 6 B : C je konaqno generisan}.
Po pretpostavci postoji maksimalan element C0 u A. Ako je C0 ⊂
B, onda uzmimo bilo koji element x ∈ B \ C0. Tada je C0 ⊂ C0 +
Rx 6 B, pa je C0 + Rx ∈ A element u ovoj kolekciji koji je ve�i od
maksimalnog. Ova kontradikcija nam pokazuje da je B = C0, te je B
konaqno generisan. 2

Teorema 99. Neka je 0 → A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 kratak taqan niz u RM. Tada
je A Neterin ako i samo ako su A′ i A′′ Neterini.

Dokaz. Pretpostavimo da je A Neterin. Svaki podmodul od A′ se sa
µ izomorfno slika u podmodul od A. Ta slika je konaqno generisana
kao podmodul Neterinog, pa je stoga i originalni podmodul od A′

konaqno generisan. Ukoliko je B′′ 6 A”, imamo da je Bε−1[B′′] 6 A,
pa je B konaqno generisan: B = Rx1 + · · · + Rxn za neke x1, . . . , xn ∈ B.
Tada je

B′′ = ε[ε−1[B′′]] = ε[B] = Rε(x1) + · · ·+Rε(xn),

pa je {ε(x1), . . . , ε(xn)} generatorni skup za B′′, te je i B′′ konaqno gener-
isan.

Pretpostavimo sada da su A′ i A′′ Neterini i neka je B 6 A. ǋe-
gova slika pri ε, ε[B], je podmodul od A′′, pa je konaqno generisan. Neka
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su x1, . . . , xm elementi iz A qije slike pri ε generixu ε[B]. Imamo i
da je µ−1[B] podmodul od A′, koji je Neterin, pa je i µ−1[B] konaqno
generisan. Neka su y1, . . . , yn ∈ A′ generatori za µ−1[B]. Poka�imo da
je {µ(y1), . . . , µ(yn), x1 . . . , xm} skup generatora za B. U tu svrhu, pret-
postavimo da x ∈ B. Tada ε(x) ∈ ε[B], pa postoje r1, . . . , rm takvi da je
ε(x) = r1ε(x1)+ · · ·+rmε(xm). To znaqi da je ε(x−r1x1−· · ·−rmxm) = 0A′′ ,
pa iz taqnosti niza dobijamo da je x− r1x1 − · · · − rnxn = µ(y) za neko
y ∈ A′. No, kako x − r1x1 − · · · − rmxm ∈ B, imamo da y ∈ µ−1[B], pa
postoje s1, . . . , sn ∈ R takvi da je y = s1y1 + · · ·+ snyn. Konaqo dobijamo
x− r1x1 − · · · − rnxn = s1µ(y1) + · · ·+ snµ(yn), te je

x = s1µ(y1) + · · ·+ snµ(yn) + r1x1 + · · ·+ rmxm,

xto nam pokazuje da je gorenavedeni konaqni skup zaista skup genera-
tora za B. 2

Posledica 100. Ako su A1 i A2 podmoduli od A, onda je A1 +A2 Neterin
ako i samo ako su A1 i A2 Neterini.

Dokaz. Ako sa ιi : A1 → A1 +A2 oznaqimo ukǉuqeǌe, iz kratkog taqnog
niza

0→ A1
ι1−→ A1 +A2 → (A1 +A2)/A1 → 0

i prethodne teoreme, dobijamo da je A1 + A2 Neterin ako i samo ako
su A1 i (A1 + A2)/A1 Neterini. Iz teoreme 26 imamo izomorfizam
(A1 +A2)/A1

∼= A2/A1∩A2. Ako sa j1 : A1∩A2 → A2 oznaqimo ukǉuqeǌe,
onda iz kratkog taqnog niza

0→ A1 ∩A2
j1−→ A2 → A2/A1 ∩A2)→ 0

i prethodne teoreme, dobijamo da je A2 Neterin ako i samo ako su
A1 ∩A2 i A2/A1 ∩A2 Neterini.

Dakle, ako je A2 Neterin, dobijamo da je to i A2/(A1 ∩ A2), pa je
tada i (A1+A2)/A1 Neterin, kao ǌemu izomorfan modul. Ako dodamo i
pretpostavku da je A1 Neterin, dobijamo da je tada i A1 +A2 Neterin,
na osnovu prvog zakǉuqka u ovom dokazu. Naravno, iz pretpostavke da
je A1+A2 Neterin, na osnovu prethodne teoreme direktno zakǉuqujemo
da su i ǌegovi podmoduli A1 i A2 Neterini. 2

Posledica 101. Konaqna direktna suma Neterinih modula je Neterin modul.

Dokaz. Neka su A1, . . . An Neterini moduli, qi : Ai → (A1

⊕
· · ·
⊕
An)

odgovaraju�a strukturna preslikavaǌa. Tada je Ai ∼= qi[Ai] i

A1

⊕
· · ·
⊕

An = q1[A1] + · · ·+ qn[An]

i rezultat sledi iz prethodne posledice. 2
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Posledica 102. Neka je R levo Neterin prsten. Tada je svaki konaqno
generisan levi R-modul Neterin i on se mo�e konaqno predstaviti.

Dokaz. Na osnovu prethodne posledice sledi da je svaki konaqno
generisan slobodan levi R-modul Neterin, jer je on konaqna direk-
tna suma od R. No, svaki konaqno generisan levi R-modul A je ho-
momorfna slika konaqno generisanog slobodnog levog R-modula, tj.
postoji taqan niz

0→ K
ι−→ F0

ε−→ A→ 0,

za neki konaqno generisan slobodan levi R-modul F0 (ovde je ι ukǉuqeǌe
K = Ker ε u F0) pa je na osnovu teoreme 99 i on Neterin.

Kako je F0 Neterin, to je ǌegov podmodul K konaqno generisan, pa
postoji konaqno generisan slobodan modul F1 i ε1 : F1 → K, koji je
,,na”. Tako dobijamo taqan niz

F1 → F0 → A→ 0,

koji pokazuje da se A mo�e konaqno predstaviti. 2

Teorema 103. Svaki konaqno generisan ravan modul nad levo Neterinim
prstenom je projektivan.

Dokaz. Rezultat sledi na osnovu prethodne posledice i teoreme 73.2

Teorema 104. Neka je R komutativan prsten. Ako je R Neterin, onda je i
R[X] Neterin.

Dokaz. Ukoliko je a(X) = anX
n + · · ·+ a1X + a0 ∈ R[X] polinom za koji

je an 6= 0, tada pixemo da je LC(a(X)) = an (an je vode�i koeficijent
u a(X)). Neka je I ideal u prstenu R[X]. Definiximo ideal In u
prstenu R sa:

In : = {an ∈ R : (∃a(X) ∈ R[X])(deg a(X) = n i LC(a(X)) = an)} ∪ {0}.

Kratko: u In se nalaze vode�i koeficijenti svih polinoma stepena n
koji se nalaze u idealu I, a osim ǌih je tu i 0 (nula nam je neophodna
da bismo imali ideal, a moramo je ovako dodati, jer ona ne mo�e biti
vode�i koeficijent nijednog nenula polinoma).

Doka�imo najpre da je In ideal u R. Neka je an ∈ In i b ∈ R. Ako
je ban = 0, onda svakako ban ∈ In. Ako je ban 6= 0 i ako je a(X) ∈ I
polinom stepena n u I qiji je vode�i koeficijent an, onda je ba(X)
polinom stepena n u I qiji je vode�i koeficijent ban, pa zakǉuqujemo
da ban ∈ In.

Ukoliko an, bn ∈ In, neka su a(X), b(X) polinomi stepena n iz I,
takvi da je LC(a(X)) = an, a LC(b(X)) = bn. Ako je an + bn = 0, onda
je jasno da an + bn pripada In. U suprotnom, polinom a(X) + b(X) je
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polinom stepena n iz I (jer je I ideal) qiji je vode�i koeficijent
an + bn, te an + bn ∈ In.

Nije texko dokazati da je In ⊆ In+1. Naime, ako je an ∈ In, onda
postoji polinom a(X) iz I stepena n takav da je LC(a(X)) = an. Tada
je Xa(X) polinom stepena n+ 1 u I qiji je vode�i koeficijent tako�e
an, te an ∈ In+1.

Tako smo dobili neopadaju�i niz ideala u R:

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·

Kako je prsten R Neterin, to je ovaj niz ideala stacionaran, tj. posto-
ji m > 0 tako da je In = Im za sve n > m (ne postoji beskonaqan rastu�i
niz). Osim toga, svi ideali Ik su konaqno generisani i neka je, za
0 6 k 6 m:

Ik = 〈ak1, . . . , aksk〉
Sa 〈r1, . . . , rk〉 oznaqavamo ideal generisan elementima r1, . . . , rk. Neka
su fkjk ∈ I polinomi stepena k takvi da je LC(fkjk) = akjk . Doka�imo
da polinomi fkjk za 0 6 k 6 m, 1 6 jk 6 sk generixu ideal I. Oznaqimo
sa Ĩ ideal u R[X] generisan ovim polinomima. Oqigledno je Ĩ ⊆ I.
Doka�imo drugu inkluziju.

Neka je f ∈ I \{0}. Dokaz izvodimo indukcijom po stepenu polinoma f .

Pretpostavimo da je deg f = 0. To znaqi da je zapravo f konstantan
polinom i da se nalazi u I0. Kako su i polinomi f01, . . . , f0s0 konstantni
polinomi koji generixu ovaj ideal, vidimo da f ∈ Ĩ.

Pretpostavimo da je polinom f stepena t i da je tvr�eǌe dokazano
za sve polinome stepena maǌeg od t, Imamo dve mogu�nosti.

t 6 m. Dakle, f je polinom stepena t, te LC(f) ∈ It. Kako at1, . . . , atst
generixu ideal It, to postoje bt1, . . . , btst ∈ R takvi da je

LC(f) = bt1at1 + · · ·+ btstatst .

Podsetimo se da je atjt = LC(ftjt) i da je deg ftjt = t. To znaqi da je

deg(f − bt1ft1 − · · · − btstftst) < t,

a ovaj polinom svakako pripada idealu I. Po induktivnoj hipotezi
zakǉuqujemo da on pripada Ĩ, pa je i f ∈ Ĩ.

t > m. Dakle, f je polinom stepena t, te LC(f) ∈ It = Im. Kako
am1, . . . , amsm generixu ideal Im, to postoje bm1, . . . , bmsm ∈ R takvi
da je

LC(f) = bm1am1 + · · ·+ bmsmamsm .

Podsetimo se da je amjm = LC(fmjm) i da je deg fmjt = m. To znaqi da
je

deg(f −Xt−mbm1fm1 − · · · −Xt−mbmsmfmsm) < t,
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a ovaj polinom svakako pripada idealu I. Po induktivnoj hipotezi
zakǉuqujemo da on pripada Ĩ, pa je i f ∈ Ĩ.

Ovo i zavrxava dokaz, jer smo pokazali da konaqno mnogo polinoma
generixu ideal I. 2

Indukcijom se dobija slede�a posledica.

Posledica 105. Ako je R komutativan Neterin prsten, n > 1, onda je i
prsten R[X1, . . . , Xn] Neterin. 2

Prsten polinoma sa beskonaqno mnogo neodre�enih R[X1, X2, . . . ]
nije Neterin, jer sadr�i beskonaqan rastu�i niz ideala:

〈X1〉 ⊂ 〈X1, X2〉 ⊂ · · ·

Za kraj ovog odeǉka navedimo jox jedan primer prstena koji nije Ne-
terin.

Primer 106. Neka je R prsten svih neprekidnih funkcija f : [0, 1]→ R,
pri qemu su operacije me�u funkcijama definisane taqka po taqka:

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (f · g)(x) := f(x) · g(x).

Posmatrajmo niz ideala In = {f ∈ R : (∀x < 1
n )f(x) = 0} (uverite se

da je In ideal u R). Jasno je da je In ⊂ In+1. Naime, kako je 1
n+1 <

1
n ,

jasno je da iz f(x) = 0 za x < 1
n sledi da je f(x) = 0 za x < 1

n+1 , no
funkcija g : [0, 1]→ R definisana sa

g(x) =

{
0, x 6 1

n+1

x− 1
n+1 inaqe,

pripada In+1, ali ne pripada In, te imamo beskonaqan rastu�i niz
ideala. Dakle, prsten R nije Neterin. ♣

8 Moduli nad glavnoidealskim i Dedekin-
dovim domenima

U ovom odeǉku, razmatra�emo module nad glavnoidealskim i Dedekin-
dovim domenima. Podsetimo se da je domen komutativan prsten sa
jedinicom u kome nema pravih deliteǉa nule. Da bismo istakli da
radimo sa domenima, tipiqno �emo ih oznaqavati sa D (kao xto smo
opxte prstene oznaqavali sa R).

Najpre se bavimo glavnoidealskim domenima. Glavni primeri su
Z i K[X] za neko poǉe K.

Teorema 107. Podmodul slobodnogD-modula, gde jeD glavnoidealski domen,
i sam je slobododan. Posebno, svaki projektivan D-modul nad glavnoideal-
skim domenom je slobodan.

61



Dokaz. Neka je F =
⊕

i∈I D slobodan D-modul. Prema principu do-
brog ure�eǌa, I = {iα : α < µ} za neki ordinal µ (za one koji nisu
upoznati sa pojmovima ordinala sugerixemo da pogledaju, na primer,
kǌigu Matematiqka logika – Elementi teorije skupova, autora Z.
Petrovi�a i �. Mijajlovi�a). Neka je A podmodul od F . Konstru-
isa�emo bazu B za A na slede�i naqin. Oznaqimo sa πα : F → D pro-
jekciju na koordinatu iα. Uvedimo i oznaku Fα =

⊕
iβ,β6α

D.

Postavǉamo B0 = ∅.

Pretpostavimo da je Bα definisano za neki ordinal α < µ. Defin-
ixemo Bs(α) sa

Bs(α) =

{
Bα, πα[Fα ∩A] = {0}
Bα ∪ {fα}, πα(fα) je generator od πα[Fα ∩A] 6= {0}.

Ukoliko je λ 6 µ graniqni ordinal, definixemo Bλ =
⋃
α<λBα. Tvrdimo

da je B = Bµ baza za A.

B je linearno nezavisan skup. Neka je d1fα1
+ · · · + dnfαn = 0 za neke

α1 < · · · < αn < µ i d1, . . . , dn ∈ D. Tada je

0 = παn
(
d1fα1

+ · · ·+ dnfαn
)

= dnπαn(fαn) ∈ D,

a παn(fαn) 6= 0. Kako je D domen, dobijamo da je dn = 0. Ponavǉaǌem
postupka dobijamo da su svi koeficijenti jednaki 0.

B je skup generatora za A. Neka je x ∈ A. Kako je x ∈ F , to je x ∈ Fα za
neko α < µ. Dakle, x ∈ Fα ∩ A i neka je α najmaǌi ordinal za koji to
va�i. Stoga je πα(x) 6= 0 i postoji dα ∈ D tako da je πα(x) = dαπα(fα),
jer je πα(fα) generator slike πα[Fα ∩ A]. Tada x − dαfα ∈ A ∩ Fβ za
neki β < α i neka je α1 najmaǌi takav. Ponavǉamo postupak. On se
svakako zavrxava u konaqno mnogo koraka poxto ne postoji beskonaqan
opadaju�i niz ordinala. Stoga je B zaista skup generatora. 2

Definicija 108. D-modul A je deǉiv ukoliko za svako a ∈ A i svako
d 6= 0 iz D postoji y ∈ A tako da je dy = x.

Slede�a teorema se dokazuje na isti naqin na koji i teorema 82 te
stoga dokaz ne navodimo.

Teorema 109. D-modul je injektivan ako i samo ako je deǉiv.

Definicija 110. Neka je a ∈ A \ {0}, gde je A D-modul. Anulatorski
ideal ili, kra�e, anulator elementa a definixe se sa: ann(a) := {d ∈ D :
da = 0}. Jasno je da je ovo ideal u D. Ukoliko je ann(a) 6= {0}, za element
a ka�emo da je torzioni i red elementa a se definixe kao generatora ovog
ideala (koji je naravno odre�en do na invertibilni umno�ak). Ukoliko je
ann(a) = {0} ka�emo i da je a beskonaqnog reda.
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Stav 111. Neka je A jedan D-modul. Tada je T (A) := {a ∈ A : ann(a) 6= {0}}
jedan podmodul od A i nazivamo ga torzioni podmodul.

Dokaz. Neka a1, a2 ∈ T (A). To znaqi da postoje d1, d2 ∈ D takvi da je
d1a1 = 0A, d2a2 = 0A. Tada je d1d2 6= 0D i

d1d2(a1 − a2) = d2(d1a1)− d1(d2a2) = 0A = d20A + d10A = 0A,

pa a1 − a2 ∈ T (A). Tako�e, ako je d ∈ D, onda je

d1(da1) = (d1d)a1 = (dd1)a = d(d1a1) = d0A = 0A,

pa da1 ∈ T (A). 2

Ukoliko za modul A va�i da je T (A) = {0A}, ka�emo da je A torziono
slobodan.

Stav 112. Neka je A jedan D-modul, T (A) ǌegov torzioni podmodul. Tada
je D-modul A/T (A) torziono slobodan.

Dokaz. Neka je a+ T (A) ∈ T
(
A/T (A)

)
. To znaqi da postoji d ∈ D \ {0}

tako da je d(a+ T (A)) = 0A/T (A), te da ∈ T (A). No, to znaqi da postoji
d′ ∈ D \ {0} tako da je d′(da) = 0A. Tada je i (d′d)a = 0A, pri qemu je
d′d 6= 0D, pa je a ∈ T (A). Zakǉuqujemo da je T

(
A/T (A)

)
= 0A/T (A), pa je

A/T (A) torziono slobodan. 2

Teorema 113. Netrivijalan, konaqno generisan torziono slobodan D-modul
je slobodan.

Dokaz. Najpre, primetimo da je svaki glavnoidealski domen tri-
vijalno Neterin domen. Stoga je svaki konaqno generisan D-modul
Neterin.

Neka je A 6= {0} torziono slobodan i konaqno generisan. Kako svaki
element x ∈ A generixe slobodan podmodul od A (funkcija koja slika d
u dx je izomorfizam D-modula – uverite se u to ), to postoje slobodni
podmoduli od A.

Oznaqimo sa F kolekciju svih slobodnih podmodula od A. Videli
smo da je ona neprazna. Kako je A Neterin, postoji maksimalan ele-
ment M u F . Neka je {x1, . . . , xn} skup generatora za A. Ukoliko je
Dxi ∩M = {0}, onda je Dxi uM slobodan podmodul od A koji je ve�i
od maksimalnog. Stoga postoji d′ ∈ D \ {0} za koji je d′xi ∈ M . To
zapravo znaqi da je ann(xi + M) 6= {0}. Oznaqimo sa di generatore
ovih anulatora. Posmatrajmo element d = d1 · · · dn. Ovaj element je u
preseku svih ovih anulatora, pa dxi ∈M za sve i.

To znaqi da je dA podmodul od M . No, funkcija φ : A→ dA zadata
sa φ(a) = da uspostvǉa izomorfizam izme�u A i dA (naravno da je
,,na” i lako se proveri da je modulski homomorfizam; jezgro je trivi-
jalno zato xto je A torziono slobodan). No, dA je podmodul slobodnog
modula M , pa je i sam slobodan, te sledi da je i A slobodan. 2
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Mi svakako mo�emo da poka�emo da ako postoji bijekcija izme�u
skupova X i X ′, onda postoji i izomorfizam slobodne grupe F na
skupu X i slobodne grupe F ′ na skupu X ′, no ipak jox ne znamo da
li iz izomorfizma konaqno generisanih slobodnih D-modula F i F ′

sledi da oni imaju isti broj elemenata u svojim bazama. Svakako se
pri izomorfizmu baza slika u bazu, te je zapravo centralno pitaǌe:
da li svake dve baze u konaqno generisanom slobodnom modulu imaju
isti broj elemenata?

Teorema 114. Neka je F slobodan D-modul, gde je D domen, koji ima gen-
eratorni skup od n elemenata. Tada on ima bazu sa najvixe n elemenata.
Xtavixe, svake dve baze od F imaju isti broj elemenata.

Dokaz. Ideja je da se prebacimo na sluqaj vektorskih prostora nad
poǉem gde su nam ovo dobro poznata tvr�eǌa. U tu svrhu, oznaqimo
sa Q(D) poǉe razlomaka nad D. Podsetimo se da je to poǉe koje se
od D dobija invertovaǌem svih nenula elemenata (D je domen) i qija
konstrukcija odgovara konstrukciji racionalnih brojeva polaze�i od
celih brojeva. Tada imamo i homomorfizam D → Q(D), x 7→ x

1 , koji
je ,,1–1”. Tada je i indukovani morfizam D- modula F ⊗D D → F ⊗D
Q(D)(= F ) ,,1–1”. No, F ∼= F ⊗D D, gde se x 7→ x ⊗ 1, pa imamo ,,1–1”
homomorfizam φ : F → F zadat sa φ : x 7→ x ⊗ 1. No, F je vektorski
prostor nad Q(D). Va�i slede�e.

1. Ako su x1, . . . , xn generatori od F (ne nu�no slobodni generatori),
onda su φ(x1), . . . , φ(xn) generatori za F . Dovoǉno je pokazati da se
svaki element iz F oblika x ⊗ r

s mo�e prikazati kao linearna kom-
binacija ovih. No, x =

∑n
i=1 dixi, jer su x-ovi generatori, pa je

x ⊗ 1 = (
∑n
i=1 dixi) ⊗ 1 =

∑n
i=1 di(xi ⊗ 1) =

∑n
i=1 diφ(xi), pa dobijamo

i da je x⊗ r
s = r

s (x⊗ 1) = r
s

∑n
i=1 diφ(xi) =

∑n
i=1

r
sdiφ(xi).

2. Ako su x1, . . . xn linearno nezavisni u F , onda su φ(x1), . . . , φ(xn)
linearno nezavisni u F . Pretpostavimo da je

∑n
i=1

ri
si
φ(xi) = 0F . Neka

je S = s1 . . . sn, a Ri = riS
si
. Dobijamo da je 1

S

∑n
i=1Rixi ⊗ 1 = 0F . Stoga

je i φ
(∑n

i=1Rixi
)

=
∑n
i=1Rixi ⊗ 1 = 0F . Kako je φ ,,1–1”, dobijamo

da je
∑n
i=1Rixi = 0F , te, kako su xi linearno nezavisni, sledi da je

R1 = · · · = Rn = 0D, te se dobija i da je r1
s1

= · · · = rn
sn

= 0Q(D).

Doka�imo sada tra�eno. Kako je F slobodan, on svakako ima neku
bazu. Ukoliko bi on imao bazu sa vixe od n elemenata, ta baza bi se
sa φ prevela u bazu vektorskog prostora F sa vixe od n elemenata.
No, na osnovu pretpostavke i dokazanog, u F postoji generatorni skup
od n elemenata, a iz Linearne algebre znamo da tada u F postoji baza
za najvixe n elemenata, a i svaka baza ima isti broj elemenata. Stoga
u F svakako nema baze sa vixe od n elemenata. Osim toga, ako bi u
F postojale dve baze koje nemaju isti broj elemenata, one bi se sa
φ preslikale u baze od F koje nemaju isti broj elemenata, a to nije
mogu�e. 2
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Dakle, broj elemenata u bazi konaqno generisanog slobodnog mod-
ula nad domenom je jedinstveno odre�en i naziva se rang slobodnog
modula.

Slede�om posledicom teoreme 113 zapoqiǌemo klasifikaciju konaqno
generisanih modula nad glavnoidealskim domenom.

Posledica 115. Konaqno generisanD-modul je direktna suma svog torzionog
podmodula i konaqno generisanog slobodnog D-modula.

Dokaz. Neka je A konaqno generisan D-modul. Posmatrajmo taqan niz

0→ T (A)→ A→ A/T (A)→ 0.

Po prethodnoj teoremi je A/T (A) konaqno generisan slobodan D-modul
i stoga se ovaj niz cepa na osnovu teoreme 63. Tako smo dobili da je
A ∼= T (A)

⊕
A/T (A). 2

Ako je φ : A → A′ izomorfizam konaqno generisanih modula nad
D, onda je svakako φ[T (A)] = T (A′), poxto izomorfizam quva red el-
ementa ( dφ(a) = 0 akko φ(da) = 0 akko da = 0) i indukuje izomor-
fizam φ : A/T (A) → A′/T (A′), a konaqno generisani slobodni moduli
su potpuno odre�eni svojim rangom. Sada mo�emo da se fokusiramo
na torzioni podmodul.

Kako je svaki glavnoidealski domen D nu�no i domen sa jednoznaq-
nim rastavǉaǌem (faktorizacijom), to se svaki element iz D mo�e
predstaviti u obliku proizvoda prostih elemenata i taj prikaz je
jedinstven to na permutaciju i umnoxke invertibilnim elementima.
Setimo se da su dva elementa a i b pridru�ena (asocirana) ukoliko
postoji invertibilan element u za koji je a = ub. Ovo je relacija ek-
vivalencije i pretpostavimo da smo izabrali po jedan prost element
iz svake od tih klasa ekvivalencije. Oznaqimo skup takvih elemenata,
za dati domen D, sa P (D).

Ako je T ma koji torzioni modul nad D, onda, za p ∈ P (D), mo�emo
posmatrati skup Tp := {x ∈ D : red elementa x je stepen od p}. Da
bismo skratili pisaǌe, red elementa x oznaqimo sa ω(x). Dakle, za
svaki x ∈ Tp postoji α > 1 tako da je ω(x) = pα.

Teorema 116. Neka je T torzioni D-modul. Tada su, za sve p ∈ P (D), TP
podmoduli od T i T je ǌihova (unutraxǌa direktna suma):

T = u
p∈P (D)

Tp.

Dokaz. Ako x, y ∈ Tp, onda je pαx = 0 i pβy = 0 za neke α, β > 1, pa je
pmax{α,β}(x − y) = 0. Za d ∈ D, imamo da je pα(dx) = d(pαx) = 0. Stoga
je Tp podmodul od T .
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Poka�imo najpre da je T suma svojih podmodula Tp. Neka je x ∈ T
i ω(x) = upα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k , gde je u inverbilan i αi > 1 za sve i. Neka je

r = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k i ri = r

p
αi
i

. Tada su ri uzajamno prosti, te je ideal
koji oni generixu jednak celom prstenu. Stoga postoje si takvi da je
r1s1 + · · ·+ rksk = 1. Tada je x = r1s1x+ · · ·+ rkskx, a ω(rix) = pαi . Stoga
je x = x1 + · · ·+ xk, gde xi ∈ Tpi za sve i.

Ova suma je direktna. Naime, neka x ∈ Tp ∩ (+
q 6=p

Tq). To znaqi da je

x = x1 + · · · + xl, gde je pαx = 0 = qαii xi za sve i. Ako je r = qα1
1 · · · q

αl
l ,

onda je rxi = 0 za sve i, pa je rx = r(x1 + · · ·xl) = 0. Kako su pα i r
uzajamno prosti, oni generixu ceo prsten. Dakle, postoje d1, d2 takvi
da je 1 = d1p

α + d2r. Tada imamo da je x = 1x = d1p
αx+ d2rx = 0. 2

Zapravo, u ovim sumama se pojavǉuju samo prosti elementi koji su
faktori u redovima generatora.

Stav 117. Neka X generixe T . Posmatrajmo slede�i skup prostih elemeta.
PX(D) := {p ∈ P : (∃x ∈ X)p | ω(x)}. Tada je Tp 6= {0} ako i samo ako
p ∈ PX(D). Posebno, ako je skup X konaqan, rastav T iz prethodne teoreme
je na konaqan sabiraka.

Dokaz. Jasno je da, ako je p ∈ PX(D), imamo element x ∈ X koji je reda
pαr, gde p - r, za neko α > 1. Tada je ω(rx) = pα, te rx ∈ Tp, pa Tp 6= {0}.

Neka sad p 6∈ PX(D). Ako je x ∈ Tp, to postoje x1, . . . , xn ∈ X takvi
da je x = s1x+ · · ·+ snxn za neke si ∈ D. Ako je ri = ω(xi), i r = r1 · · · rn,
onda je rx = s1rx1 + · · ·+ snrxn = 0. No, iz x ∈ Tp sledi da je ω(x) = pα

za neko α > 1. No, p - r, pa, kao i ranije, postoje d1, d2 ∈ D takvi da je
1 = d1p

α + d2r. Tada je x = 1x = d1p
αx+ d2rx = 0. Stoga je Tp = {0}. 2

Svaki izomorfizam φ : A → A′ konaqno generisanih D-modula us-
postavǉa izomorfizam izme�u Tp(A) i Tp(A

′), koji su naravno i sami
konaqno generisani. Ostaje da ustanovimo kakva je struktura od Tp(A).
Module za koje je red svakog nenula elementa stepen od p, gde je p
prost, nazivamo p-modulima.

Teorema 118. Neka je T 6= {0} konaqno generisan p-modul. Tada je

T ∼= Cpα1

⊕
Cpα2

⊕
· · ·
⊕

Cpαk , α1 > α2 > · · ·αk > 1,

gde je Cpαi cikliqni modul qiji je generator reda pαi . Xtavixe, α1, . . . , αk
su jedinstveno odre�eni modulom T .

Dokaz. Neka je k minimalan broj qlanova baze. Za svaku bazu od k
qlanova formiramo k-torku brojeva (α1, . . . , αk) za koje je α1 > · · · >
αk > 1, a pαi su redovi tih baznih elemenata. Sada se posmatra min-
imum zbira α1 + · · ·+αk i neka je (x1, . . . , xk) odgovaraju�i skup gener-
atora. Poka�imo da je TP = Dx1u · · ·uDxk, xto �e nam dati tra�enu
dekompoziciju.
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Pretpostavimo da ova suma nije direktna, tj. da je

(Dx1 + · · ·+Dxi) ∩Dxi+1 6= {0}

za neko i ∈ {1, . . . , k − 1}. Neka je I / D zadat sa:

I = {r ∈ D : rxi+1 ∈ Dx1 + · · ·+Dxi}.

Po pretpostavci on nije trivijalan i imamo da je I = dD, za neko
d ∈ D. Kako pαi+1xi+1 = 0 svakako pripada sumi, to d | pαi+1 . Stoga je
d = pβ za neko β < αi+1 (jer je pαi+1xi+1 = 0, a u preseku ima elemenata
razliqitih od nule). Dakle,

pβxi+1 =

i∑
j=1

djp
γjxj , (36)

pri qemu p - dj za j = 1, i. Mno�eǌem sa pαi+1−β dobijamo

0 = pαi+1xi+1 =

i∑
j=1

djp
γj+αi+1−βxj .

Zato mora biti γj + αi+1 − β > αj, za sve j. Stoga je γj − β > αj −
αj+1 > 0, pa je γj > β. Neka je x′ = xi+1 −

∑i
j=1 djp

γj−βxj. No, iz
(36) sledi da je pβx′ = 0. Kako je i (x1, . . . , xi, x

′, xi+2, . . . , xk) jedna k-
torka generatora, a zbir ǌihovih redova je maǌi od

∑k
i=1 αi, dobili

smo kontradikciju i zakǉuqujemo da je suma zaista direktna i imamo
tra�eni izomorfizam.

Doka�imo da iz T = Cpα1

⊕
· · ·
⊕
Cpαk ∼= Cpβ1

⊕
· · ·
⊕
Cpβl = T ′ sledi

da je k = l i αi = βi za sve i. Najpre, α1 = min{α > 1 : pαT = 0}. Stoga
je α1 = β1. Radimo indukcijom po α1.

Ako je α1 = 1, onda je T =
∑k
i=1 Cp, a ovo su sve vektorski prostori

nad poǉem D/pD, pa je k = dimT i stoga je k = l, jer je T ∼= T ′.

Neka je α1 > · · · > αm > 2 > αm+1 = · · · = αk = 1, a β1 > · · · >
βn > 2 > βn+1 = · · · = βl = 1. Imamo izomorfizam pT ∼= pT ′, odnosno
Cpα1−1

⊕
· · ·
⊕
Cpαm−1

∼= Cpβ1−1

⊕
· · ·
⊕
Cpβn−1 . Po induktivnoj hipotezi

mo�emo da zakǉuqimo da je m = n i αi = βi za i = 1,m. No, imamo i
da je T/pT ∼= T ′/pT ′, tj.

⊕k
i=1 Cp

∼=
⊕l

i=1 Cp, pa dobijamo da je i k =
l. Stoga su i ostali odgovaraju�i brojevi jednaki i imamo tra�enu
jedinstvenost. 2

Primetimo da je cikliqni modul Cpα zapravo izomorfan koliq-
niqkom prstenu D/pαD. Naime, ako je x generator tog modula, onda
je ann(x) = pαD, a ann(x) je zapravo jezgro homomorfizma φ : D → Tp
zadatog sa φ(d) = dx. Stoga mo�emo da sa�memo sve do sada xto smo
radili o klasifikaciji konaqno generisanih modula nad glavnoide-
alski domenom D u slede�oj teoremi. Sa Dn naravno oznaqavamo di-
rektnu sumu

⊕n
i=1D.
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Teorema 119. Svaki konaqno generisani modul nad glavnoidealskim domenom
izomorfan je modulu( n⊕
i=1

( m⊕
j=1

D/p
αij
i D

))⊕
Dr, αi1 > · · · > αim > 1, za sve i = 1, n, r > 0.

Prosti elementi pi su odre�eni jednoznaqno do na pridru�enost i redosled
faktora. 2

U nastavku ovog odeǉka, bavi�emo se konaqno generisanim modu-
lima nad Dedekindovim domenima. Najpre dajemo definiciju Dedekin-
dovih domena.

Definicija 120. Dedekindov domen je komutativan prsten sa jedinicom
u kome nema pravih deliteǉa nule i u kome za svaka dva ideala I ⊆ J postoji
ideal K takav da je I = J ·K.

Stav 121. Ako su I, J 6= {0}, onda je ideal K iz prethodne definicije je
jedinstveno odre�en.

Dokaz. Neka je J ·K = J ·K ′. Ako je b ∈ J \ {0|], imamo da je bD ⊆ J , pa
postoji L tako da je 〈b〉 = L · J . Imamo da je tada L · J ·K = L · J ·K ′,
te sledi 〈b〉 ·K = 〈b〉 ·K ′, tj. bK = bK ′. Kako je D domen, dobijamo da
je K = K ′. 2

Definicija 122. Za dva ideala I i J u Dedekindovom domenu D ka�emo da
su u istoj klasi ideala ukoliko postoje x, y ∈ D \ {0}, za koje je xI = yJ .

Sa [I] oznaqi�emo klasu ideala I.

Stav 123. Za I, J /D va�i: [I] = [J ] akko su I i J izomorfni kao D-moduli.

Dokaz. =⇒. Dakle, postoje x, y ∈ D \ {0} takvi da je xI = yJ . Mo�emo
definisati φ : I → J sa:

φ(a) = b
def⇐=⇒ xa = yb.

Kako iz xa1 = yb1 i xa2 = yb2 sledi x(a1+a2) = y(b1+b2) i xda1 = ydb1, to
dobijamo da je φ homomorfizam D-modula. No, jasno je da na analogni
naqin mo�emo definisati ψ : J → I koji �e biti ǌegov invers.

Neka je φ : I → J izomorfizam D-modula. Izaberimo a0 ∈ I. Tada
za sve a ∈ A imamo: a0φ(a) = φ(a0a) = φ(aa0) = aφ(a0) = φ(a0)a. Stoga je
a0J = a0φ[I] = φ(a0)I, pa je [J ] = [I]. 2

Teorema 124. a) Svaki ideal u Dedekindovom domenu je konaqno generisan
projektivan modul nad D.

b) Svaki konaqno generisan projektivan modul nad Dedekindovim domenom
je izomorfan direktnoj sumi ideala domena D.
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Dokaz. a) Neka je I 6= {0} ideal u D. Ako je a0 ∈ I\{0}, onda je a0D ⊆ I,
pa postoji ideal J takav da je a0D = I · J . Stoga postoje bi ∈ I, cj ∈ J
za koje je a0 = b1c1 + · · · + anbn. Definixemo homomorfizme D-modula
φ : Dn → I i ψ : I → Dn sa:

φ(x1, . . . , xn) := b1x1 + · · ·+ bnxn, ψ(b) :=

(
bc1
a0
, . . . ,

bcn
a0

)
.

Primetimo da bci ∈ I · J = a0D, tako da je bci/a zaista element iz D.
Tada je

φ(ψ(b)) = φ

(
bc1
a0
, . . . ,

bcn
a0

)
= b1

bc1
a0

+ · · · bn
bcn
a0

= b
b1c1 + · · ·+ bncn

a0
= b.

Dakle, φ je ,,na”, te je I konaqno generisan, a i kratak taqan niz

0→ Kerφ→ Dn φ−→ I → 0 se cepa, te je I ⊕Kerφ ∼= Dn i zakǉuqujemo da
je I konaqno generisan projektivan D-modul.

b) Dokaza�emo i vixe od ovoga, tj. dokaza�emo da je svaki pod-
modul konaqno generisanog slobodnog D-modula izomorfan direktnoj
sumi ideala. U tu svrhu, neka je P 6 Dn i posmatrajmo ograniqeǌe
projekcije na posledǌu koordinatu π′ = πn|P . Mo�emo pretpostaviti
da ovo nije nula preslikavaǌe, poxto bi u tom sluqaju P bio sadr�an
u podmodulu Dn−1 pa bismo posmatrali ograniqeǌe projekcije na n−1-

u koordinatu. Imamo kratak taqan niz 0 → Kerπ′ → P
π′−→ π′[P ] → 0.

No, I ′ = π′[D] je ideal u D, pa je po a) projektivan modul i imamo
cepaǌe: P ∼= Kerπ′

⊕
I ′. Ponavǉaǌem postupka (razmatraǌem Kerπ′)

dobijamo da je P izomorfan direktnoj sumi ideala. 2

Primetimo da smo u okviru prethodne teoreme dokazali da je svaki
Dedekindov domen Neterin domen.

Posledica 125. Svaki konaqno generisani torziono slobodan modul nad
Dedekindovim domenom je projektivan modul.

Dokaz. Neka je T torziono slobodan i konaqno generisan modul nad
Dedekindovim domenom. Ako se pogleda dokaz teoreme 113, mo�emo da
vidimo da postoji d ∈ D tako da je dT podmodul slobodnog modula.
Naravno, poxto u T nema torzije, imamo da je dT ∼= T . A iz dokaza
prethodne teoreme sledi da je dT projektivan modul. 2

Sada mo�emo postupiti kao i razmatraǌu klasifikacije konaqno
generisanih modula nad glavnoidealskim domenom. Neka je A konaqno
generisan modul nad D, gde je D Dedekindov domen i neka je T (A)
torzioni podmodul od A. Imamo kratak taqan niz

0→ T (A)→ A→ A/T (A)→ 0.

Na osnovu prethodne posledice, imamo da ja A/T (A) projektivan, pa
se ovaj niz cepa. Stoga dobijamo izomorfizam A ∼= T (A)

⊕
A/T (A).
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No, po teoremi 124 znamo da je A/T (A) ∼= I1
⊕
· · ·
⊕
In, za neke ideala

Ij / D.

U daǉem pokazujemo kako se mo�e daǉe pojednostaviti ova direktna
suma. Najpre moramo pokazati jox neke rezultate o Dedekindovim
domenima.

Teorema 126. Svaki nenula ideal u Dedekindovom domenu mo�e se, na jedin-
stven naqin, prikazati u obliku proizvoda maksimalnih ideala.

Dokaz. Neka je I 6= {0} i M maksimalan ideal za koji je I ⊆M . Ako je
I = M , onda smo zavrxili. Inaqe, postoji I1(⊃ I) tako da je I = M ·I1.
Ukoliko je I1 maksimalan, zavrxili smo. Inaqe, postoji maksimalan
M1 za koji je I1 ⊂ M1, pa je I1 = M1 · I2 za neki ideal I2(⊃ I1). Tada
je I = M1 ·M2 · I2 i I ⊂ I1 ⊂ I2. Kako je D Neterin, beskonaqan niz
rastu�ih ideala ne postoji, te se ovaj proces mora zavrxiti i I je
proizvod maksimalnih ideala.

Neka je M1 · · ·Mn = M ′1 · · ·M ′m, gde su Mi,M
′
j maksimalni ideali.

Dokaz jedinstvenosti mo�emo izvesti indukcijom po n.

n = 1. Dakle M1 = M ′1 · · ·M ′m. M1 je i prost ideal, pa je M ′j ⊆ M1.
Kako je M ′j maksimalan to je M1 = M ′j. Skra�ivaǌem dobijamo da je

D = M ′1 · · · M̂ ′j · · ·M ′m, pa mora zapravo biti m = 1.

Neka je n > 1 i jedinstvenost va�i za sve brojeve maǌe od n. Kao u
bazi indukcije, jedan od M ′1, . . . ,M

′
m jednak je M1. Zbog jednostavnosti

oznaka, pretpostavimo da je M1 = M ′1. Ako skratimo sa M1 dobijamo
da je M2 · · ·Mn = M ′2 · · ·M ′m. Induktivna hipoteza zavrxava dokaz. 2

Posledica 127. U Dedekindovom domenu, svaki prost ideal razliqit od
{0} je maksimalan.

Dokaz. Neka je P 6= {0} prost ideal. Tada, po prethodnoj teoremi,
postoje maksimalni ideali M1, . . . ,Mn Takvi da je P = M1 · · ·Mn. Kako
je P prost, sledi da je za neko j: Mj ⊆ P , pa mora biti P = Mj i P je
maksimalan. 2

Dakle, kao xto u domenu sa jednoznaqnim rastavǉaǌem imamo pred-
stavǉaǌe svakog elementa, razliqitog od nule, u obliku proizvoda
prostih elemenata, tako u Dedekindovom domenu imamo predstavǉaǌe
svakog ideala razliqitog od nule u obliku proizvoda prostih ide-
ala. Daǉe se ne�emo baviti konaqnog generisanim torzionim modu-
lima. Recimo samo da postoji potpuno analogna klasifikacija onoj
za glavnoidealske domene – razlika je samo u tome xto umesto stepena
prostih elemenata imamo stepene prostih ideala!

Lema 128. Za svaki ideal I u Dedekindovom domenu, koliqnik D/I je
glavnoidealski prsten (koji mo�e da ima deliteǉe nule naravno).
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Dokaz. Kako je svaki ideal u D proizvod maksimalnih ideala, tako
je i u prstenu D/I. Ideali u D/I odgovaraju idealima u D koji
sadr�e I. Posebno, maksimalni ideali u D/I odgovaraju maksimalnim
idealima u A koji sadr�e I, a to su bax ideali koji uqestvuju u
rastavǉaǌu I na proizvod maksimalnih. Stoga ih ima konaqno mnogo
i neka su to idealiM1, . . . ,Mk. Poka�imo da postoje elementi yi takvi
da je 〈yi〉 + I = Mi. Prelaskom na koliqniqki prsten, dobijamo da
je Mi = 〈yi〉, gde sa a oznaqavamo sliku elementa, odnosno ideala u
koliqniqkom prstenu. Stoga je svaki maksimalni ideal u A/I, a kako
je svaki ideal tu proizvod maksimalnih, svaki ideal je glavni.

Posmatrajmo ideale M1, . . . ,Mi−1,M
2
i ,Mi+1, . . . ,Mn. Oni su svakako

koprosti (ideali I, J prstena R su koprosti ukoliko je I + J = R).
Naime, ako bi M2

i bio sadr�an u nekom Mj, za j 6= i, dobili bismo da
je Mi ⊆ Mj, pa bi oni bili jednaki; stoga je M2

i + Mj = D. Neka je
xi ∈ Mi \M2

i (zaxto je Mi 6= M2
i ?). Po Kineskoj teoremi o ostacima,

postoji element yi takav da je

yi ≡

{
xi, mod M2

i

1, mod Mj , za j 6= i.

Dakle, 〈yi〉 + I jeste sadr�an u Mi, a nije sadr�an ni u jednom Mj za
j 6= i. Stoga je on stepen od Mi. No, on nije u M2

i , jer xi 6∈M2
i , pa mora

biti 〈yi〉+ I = Mi. 2

Doka�imo sada jednu tehniqku lemu.

Lema 129. Za dva data netrivijalna (razliqita od {0}) ideala I i J u
Dedekindovom domenu D, postoji ideal I ′, takav da je [I ′] = [I], a I ′ i J su
koprosti.

Dokaz. Neka je a0 ∈ I \ {0}. Tada je 〈a0〉 ⊆ I, pa postoji K takav da
je 〈a0〉 = K · I. Kako je, po prethodnoj lemi, prsten D/(J · K) glavno
idealski, to je ideal K glavni, te postoji x0 takav da je K = J ·K+〈x0〉.
Ako ovu jednakost pomno�imo sa I dobijamo K · I = J ·K · I + 〈x0〉 · I,
odnosno 〈a0〉 = a0J + x0I. Deǉeǌem sa a0 dobijamo da je D = J + x0

a0
I.

To znaqi da je I ′ = x0

a0
I ideal u D koji je koprost sa J i [I ′] = [I]

(a0I ′ = x0I). 2

Lema 130. Ako su I i J netrivijalni ideali u Dedekindovom domenu D,
onda je D-modul I

⊕
J izomorfan D-modulu D

⊕
(I · J).

Dokaz. Ako I i J nisu koprosti, na osnovu prethodne leme postoji
I ′, koji je, kao D-modul, izomorfan sa I (prisetimo se stava 123), a
koji je, kao ideal, koprost idealu J . Tada je I

⊕
J ∼= I ′

⊕
J . Uoqimo

kratak taqan niz:

0→ I ′ ∩ J µ−→ I ′
⊕

J
ε−→ D → 0,
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gde je ε(x, y) = x+y, a µ(z) = (z,−z). Imamo da je ε ,,na” poxto su I ′ i J
koprosti. Ukoliko je ε(x, y) = 0, to znaqi da je I ′ 3 x = −y ∈ J , pa, ako
uzmemo z = x, to je z ∈ I ′ ∩ J takav da je µ(z) = (z,−z) = (x, y). Stoga
je niz zaista taqan. No, D je slobodan D-modul, te se ovaj niz cepa
i imamo izomorfizam I ′

⊕
J ∼= D

⊕
(I ′ ∩ J). Kako su I ′ i J koprosti,

imamo da je I ′ ∩ J = I ′ · J (podsetite se zaxto je to tako, ili sami
izvedite, nije texko). No, ako je [I] = [I ′], onda postoje a, b takvi da je
aI = bI ′, iz qega sledi da je aI · J = bI ′ · J , pa je [I · J ] = [I ′ · J ] te imamo
izomorfizam D-modula: I · J ∼= I ′ · J , iz qega sledi tra�eno. 2

Slede�a teorema nam dopuǌuje klasifikaciju konaqno generisanih
torziono slobodnih modula nad Dedekindovim domenom (prisetite se
teoreme 124 i posledice 125).

Teorema 131. Neka su I1, . . . , Ir i J1, . . . , Js netrivijalni ideali u Dedekin-
dovom domenu D. Tada imamo izomorfizam D-modula

I1
⊕

I2
⊕
· · ·
⊕

Ir ∼= J1
⊕

J2
⊕
· · ·
⊕

Js

ako i samo ako je r = s i [I1 · I2 · · · Ir] = [J1 · J2 · · · Js].

Dokaz. Neka je φ : I1
⊕
· · ·
⊕
Ir → J1

⊕
· · ·
⊕
Js izomorfizam ovih mod-

ula. On je potpuno odre�en homomorfizmima pi ◦ φ ◦ qj : Ij → Ji gde su
homomorfizmi pi i qj iz strukture proizvoda odnosno koproizvoda:
pi(y1, . . . , ys) = yi, qj(x) = (0, . . . , 0, x

j
, 0, . . . , 0).

Poka�imo da je svaki homomorfizam D-modula ψ : I → J , gde je I
netrivijalan ideal, oblika φ(a) = qa za neki q iz poǉa razlomaka
Q(D). Ideja je kao iz dokaza stava 123. Ako su a0, a ∈ I, a0 6= 0 imamo
jednakosti a0φ(a) = φ(a0a) = φ(aa0) = aφ(a0) = φ(a0)a, pa je zapravo za
svako a ∈ I: φ(a) = φ(a0)

a0
a i tra�eni element je q = φ(a0)

a0
. Stoga za

svaki homomorfizam D-modula φ : I1
⊕
· · ·
⊕
Ir → J1

⊕
· · ·
⊕
Js postoji

matrica Q = (qij) ∈ Ms×r(Q(D)) takva da je φ(a1, . . . , ar) = (b1, . . . , bs)
akko je 

q11 q12 · · · q1r
q21 q22 · · · q2r
...

...
. . .

...
qs1 qs2 · · · qsr

 ·

a1
a2
...
ar

 =


b1
b2
...
bs

 .

Ukoliko je φ izomorfizam, onda je matrica Q invertibilna i mora
biti r = s. Tvrdimo da va�i jednakost J1 · · · Js = (detQ)I1 · · · Ir. Doka-
�imo najpre da je (detQ)I1 · · · Is ⊆ J1 · · · Js. Pretpostavimo da ai ∈ Ii.
Tada je (detQ)a1 · · · as zapravo determinanta matrice
q11 q12 · · · q1s
q21 q22 · · · q2s
...

...
. . .

...
qs1 qs2 · · · qss

 ·

a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · as

 =


q11a1 q12a2 · · · q1sas
q21a1 q22a2 · · · q2sas
...

...
. . .

...
qs1a1 qs2a2 · · · qssas

 .
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No, qijaj ∈ Ji, jer su qij zapravo oni elementi iz poǉa razlomaka koji
odgovaraju homomorfizmima pi ◦ φ ◦ qj : Ij → Ji. Dakle, elementi prve
vrste ove matrice su u J1, elementi druge vrste u J2, . . . , elementi s-
te vrste u Js. Stoga je determinanta ove matrice u proizvodu ideala
J1 · · · Js. Kako je a1 · · · as bio proizvoǉni aditivni generator proizvoda
ideala I1 · · · Is, to zakǉuqujemo da je zaista (detQ)I1 · · · Is ⊆ J1 · · · Js.
Na isti naqin se pokazuje da je (detQ−1)J1 · · · Js ⊆ I1 · · · Is. Mno�e-
ǌem sa detQ dobijamo da je J1 · · · Js ⊆ (detQ)I1 · · · Is. Stoga va�i jed-
nakost (detQ)I1 · · · Is = J1 · · · Js. Ako je detQ = a

b , onda dobijamo da je
aI1 · · · Is = bJ1 · · · Js, pa je zaista [I1 · · · Is] = [J1 · · · Js].

Dokaz drugog smera ekvivalencije sledi direktno iz qiǌenice da
imamo izomorfizam I

⊕
I2
⊕
· · ·
⊕
Is ∼= Ds−1⊕(I1 · I2 · · · Is), koji se do-

bija jednostavnom indukcijom uz primenu leme 130. 2

Dedekindovi domeni su od znaqaja u algebarskoj teoriji brojeva,
poxto su prsteni celih u brojevnim poǉima upravo Dedekindovi do-
meni, no mi se tim aspektom ovde ne�emo baviti.

9 Moritina teorema
Vra�amo se ponovo u oblast opxtih prstena sa jedinicom. Neka je
A neki R-modul. Na E = EndR(A)(= HomR(A,A)) imamo strukturu
prstena – endomorfizme modula A mo�emo da komponujemo i za sve
α, α1, β, β1 ∈ E va�i: (α+α1)◦(β+β1) = α◦β+α◦β1+α1◦β+α1◦β1. Stoga
je A i levi E-modul. Dakle, A je jedan levi (R,E)-modul. No, ovo je
malo maǌe pogodno za rad, u ovom trenutku bi bilo povoǉno kada
bismo funkcije zapisivale sa desne strane, dakle kada bi funkcija
element ,,vukla”, umesto da ga ,,gura”. Stoga posmatramo opozitni
prsten: S = Eop. Tada je A desni S-modul: a · α := α(a). Imamo da
je a · (α ◦op β) = (α ◦op β)(a) = (β ◦ α)(a) = β(α(a)) = β(a · α) = (a · α) · β,
za sve a ∈ A,α, β ∈ S. Tako A postaje (R,S)-bimodul. Zaista imamo:
(ra) · α = α(ra) = rα(a) = r(a · α), za sve a ∈ A, r ∈ R,α ∈ S. Dualni
modul A∗ = HomR(A,R) je stoga (S,R)-bimodul. Sledi da je A∗ ⊗R A
jedan (S, S)-bimodul, a A⊗S A∗ jedan (R,R)-bimodul.

Podsetimo se homomorfizma θA,B : A∗ ⊗R B → HomR(A,B) (videti
(24)). Teorema 71 ka�e da je ovo izomorfizam za svako B ako i samo
ako je A konaqno generisan projektivan modul. Ako uzmemo, B = A,
dobijamo funkciju θ = θA,A:

θ : A∗ ⊗R A→ E,

takvu da je : θ(φ ⊗ b)(a) := φ(a)b, za φ ∈ A∗, a, b ∈ A. Poxto je, gledano
kao Abelove grupe, S = E, imamo da θ : A∗⊗RA→ S i to je zapravo ho-
momorfizam (S, S)-bimodula. Proverimo na aditivnim generatorima.

θ
(
α ·(φ⊗b)

)
(a) = θ

(
(α ·φ)⊗b

)
(a) = θ

(
(φ◦α)⊗b)(a) = (φ◦α)(a)b = φ(α(a))(b).
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(
α · (θ(φ⊗ b))

)
(a) =

(
θ(φ⊗ b) ◦ α)(a) = θ(φ⊗ b)(α(a)) = φ(α(a))b.

Dakle, zaista je θ
(
α · (φ⊗ b)

)
= α · (θ(φ⊗ b)) za α ∈ S, φ ∈ A∗, b ∈ A.

θ
(
(φ⊗ b) · α

)
(a) = θ

(
φ⊗ (b · α)

)
(a) = θ(φ⊗ α(b))(a) = φ(a)α(b).

(
θ(φ⊗ b) · α

)
(a) =

(
θ(φ⊗ b) ◦op α

)
(a) =

(
α ◦ θ(φ⊗ b)

)
(a) = α

(
θ(φ⊗ b)(a)

)
= α(φ(a)b) = φ(a)α(b).

Dakle, imamo da je θ(φ ⊗ b) · α) = θ(φ ⊗ b) · α za φ ∈ A∗, b ∈ A,α ∈ S.
Znamo da je ovo izomorfizam za svaki konaqno generisan projektivan
levi R-modul A (na osnovu teoreme 71 ovo je izomorfizam Abelovih
grupa, ali sada znamo da je to to homomorfizam (S, S)-bimodula, pa je
stoga i izomorfizam (S, S)-bimodula).

Uvedimo sada homomorfizam Abelovih grupa τ : A⊗SA∗ → R. Stan-
dardno definixemo funkciju f : A × A∗ → R sa: f(a, φ) := φ(a). Pro-
du�imo je do homomorfizma Abelovih grupa f : F(A×A∗)→ R. Prove-
rimo da li generatore za R(A×B) xaǉe u 0R.

f
(
(a1 + a2, φ)− (a1, φ)− (a2, φ)

)
= f(a1 + a2, φ)− f(a1, φ)− f(a2, φ)

= f(a1 + a2, φ)− f(a1, φ)− f(a2, φ) = φ(a1 + a2)− φ(a1)− φ(a2) = 0R.

f
(
(a, φ1 + φ2)− (a, φ1)− (a, φ2)

)
= f(a, φ1 + φ2)− f(a, φ1)− f(a, φ2)

= f(a, φ1 + φ2)− f(a, φ1)− f(a, φ2) = (φ1 + φ2)(a)− φ1(a)− φ2(a) = 0R.

f
(
(a · α, φ)− (a, α · φ)) = f(α(a), φ)− f(a, φ ◦ α) = φ(α(a))− (φ ◦ α)(a) = 0R.

Stoga imamo indukovani homomorfizam Abelovih grupa

τ : A⊗S A∗
(
= F(A×A∗)/R(A×A∗)

)
→ R,

za koji je τ(a⊗ φ) = φ(a), za a ∈ A, φ ∈ A∗. No, zapravo je τ i homomor-
fizam (R,R)-bimodula. Proverimo to na aditivnim generatorima.

τ
(
r · (a⊗ φ)

)
= τ(ra⊗ φ) = φ(ra) = rφ(a) = rτ(a⊗ φ).

τ
(
(a⊗ φ) · r

)
= τ

(
a⊗ (φ · r)

)
= (φ · r)(a) = rφ(a) = rτ(a⊗ φ).

Dakle, slika τ
[
A⊗SA∗

]
je dvostrani ideal u R. Ovaj ideal se naziva

ideal traga od A, u oznaci TrA.

Definicija 132. Levi R-modul A je R-generator ukoliko je goredefinisan
τ izomorfizam.

Ispostavǉa se da je za to dovoǉno da τ bude ,,na”, tj. da je TrA = R.

Stav 133. Ako je τ : A⊗S A∗ → R ,,na”, onda je i ,,1–1”.
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Dokaz. Kako je τ ,,na”, to postoje ai ∈ A, φi ∈ A∗ takvi da je

τ

(
n∑
i=1

ai ⊗ φi

)
= 1R,

odnosno da je
∑n
i=1 φi(ai) = 1R. Pretpostavimo da

∑m
j=1 bj ⊗ ψj ∈ Ker τ

te je
∑m
j=1 ψj(bj) = 0R. Tada je

m∑
j=1

bj⊗ψj =

m∑
j=1

1Rbj⊗ψj =

m∑
j=1

( n∑
i=1

φi(ai)

)
bj⊗ψj =

m∑
j=1

( n∑
i=1

φi(ai)bj

)
⊗ψj

=

m∑
j=1

( n∑
i=1

θ(φi⊗bj)(ai)
)
⊗ψj =

n∑
i=1

m∑
j=1

θ(φi⊗bj)(ai)⊗ψj =

n∑
i=1

m∑
j=1

(
ai·θ(φi⊗bj)

)
⊗ψj

=

n∑
i=1

m∑
j=1

ai ⊗ θ(φi ⊗ bj) · ψj =

n∑
i=1

m∑
j=1

ai ⊗
(
ψj ◦ θ(φi ⊗ bj)

=

n∑
i=1

ai ⊗
( m∑
j=1

ψj ◦ θ(φi ⊗ bj)
)

= F.

Neka je a ∈ A. Tada imamo da je

m∑
j=1

(
ψj ◦ θ(φi ⊗ bj)

)
(a) =

m∑
j=1

ψj
(
θ(φi ⊗ bj)(a)

)
=

m∑
j=1

ψj(φi(a)bj) =

m∑
j=1

φi(a)ψj(bj) = φi(a)

m∑
j=1

ψj(bj) = ψi(a)0R = 0R.

Dakle,
∑m
j=1 ψj ◦ θ(φi ⊗ bj) = 0A∗ za sve i, te je

m∑
j=1

bj ⊗ ψj = F =

n∑
i=1

ai ⊗ 0A∗ = 0A⊗A∗

Stoga je Ker τ = {0A⊗A∗ , te je τ ,,1–1”. 2

Definicija 134. Ka�emo da je levi R-modul R-progenerator ukoliko
je konaqno generisan projektivan R-generator.

Dakle, A je R-progenerator ako i samo je su θ i τ izomorfizmi.
Za formulaciju glavne teoreme u ovom odeǉku treba�e nam jox nekih
pojmova iz teorije kategorija.

Ve� smo imali prilike da se implicitno bavimo pojmom prirodne
transformacije funktora.

Definicija 135. Neka su C i D kategorije i F,G : C → D funktori. Pod
prirodnom transformacijom τ : F

•−−→ G podrazumevamo pridru�ivaǌe
C 3 C 7→ τC ∈ D(F (C), F (D)) tako da je za svaki morfizam f ∈ C(C,C ′)
dijagram
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F (C) G(C)

F (C ′) G(C ′)

τC

F (f) G(f)

τC′

komutativan. Ukoliko je τC izomorfizam za svako C onda je τ prirodni
izomorfizam.

Na primer, ako je D(A) := A∨ onda u stavu 89 razmatramo prirodnu
transformaciju funktora i : Id

•−−→ DD, gde smo sa Id oznaqili iden-
tiqki funktor na kategoriji RM, a sa DD kompoziciju funktora D
sa samim sobom. Sam D je funktor D : RM

op → MR. Ako postoji
prirodan izomorfizam funktora F i G, kratko �emo pisati F ∼= G.
Pojam prirodne transformacije se pojavǉuje i u pojmu adjungovanih
funktora.

Definicija 136. Neka su C i D kategorije. Proizvod ove dve, u oznaci,
C × D definixe se na slede�i naqin. Objekti u ovoj kategoriji su ure�eni
parovi (C,D), gde C ∈ O(C), D ∈ D. Strelice se isto definixu na prirodan
naqin: (C × D)

(
C ×D,C ′ ×D′

)
:= C(C,C ′)×D(D,D′).

Bifunktor se definixe kao funktor iz proizvoda neke dve kate-
gorije u neku kategoriju H : C × D → E.

Definicija 137. Neka su dati funktori F : C → D i G : D → C. Ka�emo da
je funktor F levo adjungovan funktoru G (ili da je G desno adjungovan
funktoru F ) ukoliko postoji prirodni izomorfizam D(F−,−) ∼= C(−, G−)
funktora iz kategorije Cop×D u kategoriju skupova Set. Preciznije, za svaki
C ∈ C i D ∈ D postoji bijekcija izme�u skupova:

τC,D : D(F (C), D)→ C(C,G(D))

tako da dijagrami

D(F (C), D) C(C,G(D))

D(F (C ′), D′) C(C ′, G(D′))

τC,D

D(F (f),g) C(f,G(g))

τC′,D′

komutiraju.

Ovde je: D(F (f), g)(φ) := g ◦ φ ◦ F (f), C(f,G(g))(ψ) := G(g) ◦ ψ ◦ f gde
f ∈ C(C ′, C), g ∈ D(D,D′), φ ∈ D(F (C), D), a ψ ∈ D(C,G(D)).

Definicija 138. Dve kategorije C i D su ekvivalentne ukoliko postoje

funktori C F−→ D G−→ C i prirodni izomorfizmi IdC
•−−→ GF , IdD

•−−→ FG.

Dakle, ne tra�i se, bax, na primer, da je G(F (X)) = X, nego da
postoji prirodan izomorfizam G(F (X)) ∼= X. Na primer, qitaoci
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mogu da razmisle zaxto su ekvivalentne slede�e dve kategorije: kat-
egorija konaqnih skupova i funkcija me�u ǌima i kategorija konaqnih
ordinala (0, 1, 2, . . . ) i funkcija me�u ǌima.

Svaki funktor F : C → D zadaje, za svaka dva objekta C,C ′ iz C
funkciju C(C,C ′) → D(F (C), F (C ′)). Ako su, pak, C i D neke kate-
gorije modula, onda se prirodno razmatraju aditivni funktori, tj.
oni funktori kod kojih su gorǌe funkcije homomorfizmi Abelovih
grupa.

Najzad mo�emo da formulixemo i doka�emo Moritinu teoremu.

Teorema 139. Neka je A jedan R-progenerator. Tada su kategorije MR i MS

ekvivalentne pri funktorima F : MR →MS , G : MS →MR zadatim sa

F (M) := M ⊗R A, za M ∈MR i G(N) := N ⊗S A∗, za N ∈MS .

Dokaz. Imamo da va�i:

(GF )(M) = G(F (M)) = (M ⊗R A)⊗S A∗ ∼= M ⊗R (A⊗S A∗)
idM⊗τ∼= M ⊗R R (jer je A jedan R-generator)
∼= M.

(FG)(N) = F (G(N)) = (N ⊗S A∗)⊗R A ∼= N ⊗S (A∗ ⊗R A)

idN⊗θ∼= N ⊗S S (jer je A konaqno generisan projektivan)
∼= N.

Naravno, svi su izomorfizmi prirodni. 2

Primer 140. Ako za A uzmemo Rn, kako imamo izomorfizam prstena
EndR(Rn) ∼= Mn(R), imamo da je, za svako n, kategorija desnih R-mo-
dula ekvivalentna kategoriji desnih Mn(R)op-modula. Posebno, ako
je R komutativan prsten, dobijamo da je kategorija levih R-modula
izomorfna kategoriji levih Mn(R)-modula. ♣

Zaxto je slobodan modul Rn jedan R-generator? Uverite se u to.

Posledica 141. Ako je A jedan R-progenerators, onda je R ∼= EndS(A), a
izomorfizam je dat sa: x 7→ ξr, gde je ξr(a) = ra.

Dokaz. Kako je funktor F iz Moritine teoreme aditivan, to on in-
dukuje izomorfizam Abelovih grupa

F∗ : HomR(M1,M2) ∼= HomS(F (M1), F (M2))

za sve M1,M2 iz MR. Ako uzmemo da je M1 = M2 = R, onda dobijamo
izomorfizme

R ∼= HomR(R,R) ∼= HomS(R⊗R A,R⊗R A) ∼= HomS(A,A) = EndS(A).

77



Prvi izomorfizam slika r u homomorfizam αr : r′ 7→ r′r. Slede�i
izomorfizam slika α : R → R u α ⊗ idA. I naravno, R ⊗R A ∼= A slika
r ⊗ a u ra. Dakle, ako se pri kompoziciji ovih izomorfizama r ∈ R
slika u ξr : A → A, onda imamo ξr : a 7→ 1⊗ a 7→ αr(1)⊗ a 7→ αr(1)a = ra,
kao xto je i tvr�eno. 2

Dakle, imamo ,,zatvoren krug”, boǉe reqeno, simetriju izme�u R i
S: S = EndR(A)op, a R ∼= EndS(A). Kod prvog izomorfizma radi se o
levom R-modulu, a kod drugog o desnom S-modulu.

10 Poluprosti prsteni
Definicija 142. Neka je R prsten. Levi R-modul A je prost ako je
netrivijalan i nema prave podmodule; on je poluprost ako je direktna suma
prostih modula. Prsten R je levo (desno) poluprost ako je poluprost
kao levi (desni) R-modul.

Slede�a teorema karakterixe poluproste module.

Teorema 143. Slede�i uslovi za modul A iz RM su ekvivalentni.

(1) A je poluprost.

(2) Svaki podmodul od A je direktan sabirak od A.

(3) A je suma prostih podmodula.

Dokaz. (1)=⇒(2). Neka je A = u
i∈I
Ai i B podmodul od A. Neka je

J = {J ⊆ I :

(
u
j∈J

Aj

)
∩B = {0}}.

(J ,⊆) je poset i oqigledno je unija gorǌe ograniqeǌe za lanac u J
(uverite se u ovo). Stoga postoji maksimalan element K u J . Neka je
C = u

k∈K
Ak. Tvrdimo da je C uB = A. Kako je ve� C ∩B = {0}, to samo

treba pokazati da je A = C + B. Posmatramo podmodule C u Ai od A,
za i 6∈ K. Na osnovu maksimalnosti K, imamo da je (C uAi) ∩B 6= {0},
pa je πi[(C uAi)∩B] netrivijalan podmodul prostog modula Ai, gde je
πi(x) = ai, gde je x = c+ ai, c ∈ C, ai ∈ Ai jedinstveni prikaz x u obliku
zbira elementa iz C i elementa iz Ai. No, kako je Ai prost, dakle
nema pravih netrivijalnih podmodula, to znaqi da je

πi[(C uAi) ∩B] = Ai. (37)

Neka je x ∈ A. To znaqi da je x = c+d, za neki c ∈ C, d ∈ u
i 6∈K

Ai. Dakle,

d = ai1 + · · · + ais za neke aij ∈ Aij , gde ij 6∈ K. Na osnovu (37) postoje
cij ∈ C tako da je cij + aij = bij ∈ B. Dobijamo

x = c+ ai1 + · · ·+ ais = c+ bi1 − ci1 + · · ·+ bis − cis = c− ci1 − · · · − cis︸ ︷︷ ︸
∈C

+ bi1 + · · ·+ bis︸ ︷︷ ︸
∈B

.
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(2)=⇒(3). Doka�imo najpre da se svojstvo iz (2) prenosi i na
podmodule. Dakle, pretpostavimo da je A1 6 A0 6 A. Po (2), kako
je A1 podmodul i od A, postoji B1 tako da je A1 u B1 = A. Tada je
A1u(B1∩A0) = A0. Najpre: A1∩(B1∩A0) = (A1∩B1)∩A0 = {0}∩A0 = {0}.
Osim toga, ako je x ∈ A0, onda postoje a1 ∈ A1, b1 ∈ B1 takvi da je
x = a1 + b1. Sao treba pokazati da b1 ∈ B1 ∩A0. No, i x i a1 pripadaju
A0 (a1 ∈ A1 ⊆ A0), pa sledi da b1 ∈ A0.

Treba pokazati da je A suma prostih modula (ne treba da doka�emo
da je direktna suma, svojstvo(3) je naizgled slabije od svojstva (1)).
U tu svrhu, neka je

B = {B 6 A : B je suma prostih modula}.

Naravno, (B,6) je poset. Ako je L lanac u B, posmatrajmo C =
⋃
B∈L

B.

Poxto je L lanac, C je svakako podmodul. Svaki element x ∈ C je u
nekom B ∈ L, a svaki takav B je suma prostih modula, pa je i x u sumi
prostih modula. Zato je i C suma prostih modula. Dakle, u B postoji
maksimalan element A′.

Pretpostavimo da je A′ 6= A. Stoga je A = A′ u A′′, gde je A′′ 6=
{0}. Neka je a ∈ A′′ \ {0}. Posmatrajmo sve podmodule od A′′ koji ne
sadr�e a. I taj skup podmodula qini poset u odnosu na 6 i jasno je
da je unija podmodula iz nekog lanca tako�e podmodul koji ne sadr�i
a. Dakle, postoji maksimalan takav podmodul i oznaqimo ga sa X.
Tada postoji podmodul Y za koji je X u Y = A′′. Tvrdimo da je Y
prost. U suprotnom, on sadr�i pravi podmodul, pa zapravo postoje
netrivijalni podmoduli Y1, Y2 od Y , za koje je Y = Y1 u Y2. Kako je
X ⊂ X u Yi, za i ∈ {1, 2}, to a ∈ X u Y1, te je a = xi + yi za neke xi ∈ X,
yi ∈ Yi. Dakle x1 + y1 = x2 + y2, pa je X 3 x1− x2 = y2− y1 ∈ Y , a kako je
X ∩ Y = {0}, dobijamo da je Y1 3 y1 = y2 ∈ Y2, pa je y1 = y2 = 0, odnosno
a = x1 ∈ X xto protivreqi izboru X. Zakǉuqujemo da je Y prost. No,
tada je A = A′ u A′′ = A′ u Y uX, pa imamo da je A′ u Y suma prostih
modula (A′ je suma prostih, a Y je prost), koji je striktno ve�i od
maksimalnog A′ xto nije mogu�e. Zato je A′ = A i zaista je A suma
prostih modula.

(3)=⇒(1). Dakle, po pretpostavci je A suma prostih modula Ai,
i ∈ I. Posmatramo

J = {J ⊆ I : suma modula Aj za j ∈ J je direktna}.

Kao i ranije, nije texko pokazati da J ima maksimalan element K i
posmatrajmo sumu A′ = u

k∈K
Ak. Tvrdimo da je A′ = A. Poka�imo to

tako xto �emo pokazati da za sve i 6∈ K: Ai ⊆ A′. Kako je Ai prost
modul, imamo da je Ai ∩ A′ = {0}, ili je Ai ∩ A′ = Ai. No, ako je
Ai ∩ A = {0}, onda je suma A′ + Ai direktna i to je, zapravo, direktna
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suma prostih modula koja je striktno ve�a od A′. To bi znaqilo da
K∪{i} ∈ J , xto nije mogu�e jer je K maksimalan element u tom skupu.
Dakle, Ai ∩A′ = Ai, pa Ai ⊆ A′. 2

Posledica 144. Neka je 0 → A′
µ−→ A

ε−→ A′′ → 0 kratak taqan niz levih
modula. Ako je A poluprost, onda su i A′ i A′′ poluprosti i ovaj niz se cepa.

Dokaz. Modul A′ izomorfan je podmodulu µ[A′] modula A. No, u dokazu
prethodne teoreme, videli smo da je podmodul poluprostog modula
i sam poluprost, pa onda i µ[A′] poluprost, a time i A′ kao ǌemu
izomorfan modul.

Ponovo na osnovu prethodne teoreme sledi da postoji podmodul A2

modula A takav da je µ[A′]uA2 = A. Tada ograniqeǌe ε|A2
na podmodul

A2 uspostavǉa izomorfizam izme�u A2 i A′′:

Ker ε|A2
=
(
ε|A2

)−1
[{0}] = ε−1[{0}] ∩A2 = Ker ε ∩A2 = µ[A′] ∩A2 = {0A2

}.

Kako je A2 podmodul poluprostog, on je i sam poluprost, pa je stoga i
A′′ poluprost kao ǌemu izomorfan modul.

Konaqno, cepaǌe niza se ostvaruje, na primer, pomo�u homomor-
fizma j ◦

(
ε|A2

)−1
: A′′ → A, gde je sa j oznaqeno ukǉuqeǌe A2 u A:

ε ◦
(
j ◦
(
ε|A2

)−1)
= (ε ◦ j) ◦

(
ε|A2

)−1
= ε|A2 ◦

(
ε|A2

)−1
= idA′′ . 2

Pogledajte koliko je jak uslov da je neki prsten poluprost.

Teorema 145. Neka je R prsten. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni.

(1) R je levo poluprost.

(2) Svaki levi R-modul je poluprost.

(3) Svaki kratak taqan niz R-modula se cepa.

(4) Svaki levi R-modul je injektivan.

(5) Svaki levi R-modul je projektivan.

Dokaz. (1)=⇒(2). Kako je R levo poluprost R-modul, to je takva i
svaka direktna suma

⊕
i∈I R (zaxto je direktna suma poluprostih mo-

dula i sam poluprost modul?), tj. svaki slobodan R-modul je poluprost.
Kako je svaki modul slika slobodnog, to rezultat sledi na osnovu
prethodne posledice.

(2)=⇒(3). Direktno iz prethodne posledice.

(3)=⇒(4), (3)=⇒(5). Direktno, na osnovu osnovnih osobina projek-
tivnih i injektivnih modula.
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(4)=⇒(1), (5)=⇒(1). Neka je I / R levi ideal u R. Posmatrajmo
kratak taqan niz R-modula: 0 → I → R → R/I → 0. I (4) i (5) daju
da se ovaj niz cepa (I je injektivan, ili je R/I projektivan), pa je I
direktan sabirak u R. 2

Naravno, svako poǉe je poluprost prsten, ali ima naravno mnogo
zanimǉivijih primera. Slede�a teorema je od centralnog znaqaja za
teoriju reprezentacija konaqnih grupa.

Teorema 146. (Maxkeova teorema) Neka je G grupa reda n i F poǉe karak-
teristike 0 ili karakteristike p, tako da p - n. Tada je grupni prsten levo
(i desno) poluprost.

Dokaz. Doka�imo samo da je levo poluprost. Dokaz da je desno
poluprost se analogno izvodi. Najpre, primetimo da je, po svojoj
definiciji, F [G] vektorski prostor dimenzije n nad poǉem F . Neka
je I levi ideal u F [G]. To je i vektorski potprostor od F [G]. Neka je
w1, . . . , wk baza za taj potprostor i dopunimo je do baze celog prostora
F [G]: w1, . . . , wk, vk+1, . . . , vn. Definixemo π : F [G]→ F [G] zadavaǌem na
bazi: π(wi) = wi, π(vj) = 0. Imamo da je (π ◦ π)(wi) = π(π(wi)) = π(wi) =
wi, (π ◦ π)(vj) = π(π(vj)) = π(0) = 0. Stoga je π2 = π, te je π jedan
projektor. Jasno je da je slika od π jednaka I.

Svakako je π jedan F -homomorfizam, on ne mora biti i F [G]-homomor-
fizam. To �emo popraviti ,,usredǌavaǌem”. Definixemo funkciju
π̂ : F [G]→ F [G] sa:

π̂(x) :=
1

n

∑
g∈G

g · π(g−1 · x).

Primetimo da je, na osnovu pretpostavke n1F 6= 0F te inverz ovog
elementa postoji i kra�e smo to pisali kao 1

n zbog pojednostavǉeǌa
oznaka. Neka je r ∈ F . Kako je π jedan F -homomorfizam, imamo:

π(rx) =
1

n

∑
g∈G

g · π(g−1 · (rx)) =
1

n

∑
g∈G

g · π(rg−1 · x)

=
1

n

∑
g∈G

g ·rπ(g−1 ·x) =
1

n
r
∑
g∈G

g ·π(g−1 ·x) = r
( 1

n

∑
g∈G

g ·π(g−1 ·x)
)

= rπ̂(x).

Neka je g′ ∈ G i x ∈ F [G]. Tada je:

π̂(g′ · x) =
1

n

∑
g∈G

g · π(g−1 · (g′ · x)) =
1

n

∑
g∈G

g · π((g−1g′︸ ︷︷ ︸
h−1

) · x)

=
1

n

∑
h∈(g′)−1G

(g′h) · π(h−1 · x) =
1

n

∑
h∈G

g′ · (h · π(h−1 · x))

= g′ ·
(

1

n

∑
h∈G

h · π(h−1 · x)

)
= g′ · π̂(x).
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Dakle, π̂ je homomorfizam F [G]-modula. No, jasno je da je Im π̂ ⊆ Imπ =
I. Osim toga, ako je x ∈ I imamo da i g−1 · x ∈ I, jer je I levi ideal,
pa je π(g−1 · x) = g−1 · x. Stoga, za x ∈ I imamo:

π̂(x) =
1

n

∑
g∈G

g · (g−1 · x) =
1

n

∑
g∈G

(gg−1) · x =
1

n

∑
g∈G

x = x.

Ovim dobijamo dve stvari. Najpre da je Imπ ⊆ Im π̂, te va�i jednakost.
A potom i da je π̂2 = π̂. Na osnovu posledice 31 dobijamo da je

F [G] = Ker π̂ u Im π̂ = Ker π̂ u I.

Dobili smo da je svaki levi ideal u F [G] direktan sabirak od F [G]
xto nam pokazuje da je F [G] levo poluprost. 2

Do kraja ovog odeǉka (i kursa) bavi�emo se klasifikacijom levih
poluprostih prstena. Zapravo pokaza�emo da je svaki takav prsten
proizvod prstena matrica. Najpre dokazujemo slede�u lemu.

Lema 147. Neka su I i J minimalni levi ideali u prstenu R. Tada je ili
I · J = {0} ili je I ∼= J .

Dokaz. Kada govorimo o minimalnim idealima podrazumevamo da se
radi o netrivijalnim idealima. Naravno, proizvod ideala definixe
se sa: I ·J = {x1y1 + · · ·+xnyn : xi ∈ I, yi ∈ I, n ∈ N}. Ovo je svakako levi
ideal, poxto je I levi ideal. Primetimo da je za svako a ∈ J skup
Ia tako�e jedan levi ideal i on je sadr�an u J . Kako je J minimalan
levi ideal, to mora biti ili Ia = {0} ili Ia = J . Ukoliko je Ia = {0}
za sve a ∈ J , imamo da je I · J = {0}. U suprotnom je Ia = J za neko
a ∈ J .

Posmatramo funkciju f : I → J zadatu sa f(x) = xa. Jasno je da je
ovo jedan homomorfizam levih R-modula:

f(x1+x2)=(x1+x2)a=x1a+x2a=f(x1)+f(x2), f(rx)=(rx)a=r(xa) = rf(x).

Po pretpostavci je f ,,na”. Ker f je levi ideal, a I je minimalan levi
ideal, pa mora biti Ker f = {0} te je f izomorfizam. 2

Primetimo da je neki netrivijalan levi ideal u prstenu mini-
malan ako i samo ako je on prost levi R-modul. To je tautoloxka
qiǌenica.

Stav 148. Neka je R levo poluprost prsten, te je R = uαJα, gde su Jα
minimalni levi ideali. Ako je I ma koji minimalni levi ideal u R, onda
je I ∼= Jα za neko α.

Dokaz. Imamo da je I = R · I =
∑
α Jα · I. Ako bi svi ideali u ovom

zbiru bili jednaki nuli, I bi bio nula ideal. Kako to nije tako, na
osnovu leme zakǉuqujemo da je I ∼= Jα za neko α. 2
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Neka je R levo poluprost prsten, te je R = uα∈AJα, gde su Jα
minimalni levi ideali. Izaberimo B ⊆ A tako da za svako α ∈ A
postoji taqno jedno β ∈ B tako da je Jα ∼= Jβ Neka je

Rβ = u
Jα∼=Jβ

Jα

Dakle, za svako β ∈ B je Rβ zbir svih minimalnih me�usobno izomorfnih
levih ideala od R. Imamo da je

R = u
β∈B

Rβ (38)

Teorema 149. Neka je R levo poluprost prsten i oznake kao gore. Tada va�e
slede�i rezultati.

(1) Svaki Rβ je dvostrani ideal.

(2) Rβ ·Rγ = {0} za β 6= γ.

(3) Skup B je konaqan.

(4) Prsten R je izomorfan proizvodu prstena
∏
β∈B Rβ .

Dokaz. (1) Znamo da je Rβ, kao zbir levih ideala i sam levi ideal.
Neka je a ∈ R i Jα jedan od ideala koji se pojavǉuje kao sabirak u Rβ.
Tada je Ja = {0} ⊂ Rβ ili je Ja 6= {0}, a tada je J ∼= Ja, pa se i Ja
pojavǉuje kao sabirak u Rβ te je i tada Ja ⊆ Rβ.

(2) sledi direktno iz leme: proizvod svakog ideala koji se po-
javǉuje kao sabirak u Rβ i svakog ideala koji se pojavǉuje kao sabirak
u Rγ je nula ideal, jer bi u suprotnom bili izomorfni, a to nisu.

(3) Na osnovu (38) imamo da je 1R = eβ1 + · · ·+eβk za neke β1, . . . , βk ∈
B i eβi ∈ Rβi . Ako bi postojao β 6∈ {β1, . . . , βk}, onda bi, na osnovu (2)
i gorǌeg rastava jedinice prstena R, imali da je za svaki x ∈ Rβ:
x = xeβ1

+ · · ·+ xeβk = 0R + · · ·+ 0R = 0R. Dakle, B = {β1, . . . , βk}.
(4) Kako je eβieβ2 = 0 za i 6= j, dobijamo da je 12R = e2β1

+· · ·+e2βk , pa su
svi eβi idempotenti: e

2
βi

= eβi . Ako je x ∈ R, onda je x = xeβ1
+ · · ·+ eβk ,

gde xeβi ∈ Rβi jer je Rβi dvostrani ideal. No, ako x ∈ Rβi imamo da
je xeβj = 0, za j 6= i, pa je x = xeβi . Na analogan naqin dobijamo da
je i x = eβix za sve x ∈ Rβi . Zakǉuqujemo da su zaista Rβi prsteni
sa jedinicom i da je 1Rβi = eβi . Na osnovu svega do sada, dobijamo da
je sa f(x1, . . . , xk) = x1 + · · · + xk zadat jedan izomorfizam prstena sa
jedinicom f :

∏
β∈B Rβ → R. 2

Slede�a posledica samo istiqe glavni rezultat prethodne teo-
reme.

Posledica 150. Svaki levo poluprost prsten je izomorfan konaqnom di-
rektnom proizvodu levo poluprostih prstena u kojima su svi levi minimalni
ideali izomorfni.
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Dokaz. Levi ideali u Rβi su, na osnovu svega pokazanog, zapravo levi
ideali u R koji su sadr�ani u Rβi . Naime, ako je r ∈ R i y ∈ Rβi , onda
je ry = (r1 + · · ·+ rk)y = r1y+ · · ·+ ryk = riy. Dakle, mno�eǌe elemenata
iz Rβi elementima iz R svodi se na mno�eǌe elemenata iz Rβi . Stoga
je zaista Rβi zbir svojih minimalnih levih ideala. 2

Napomenimo samo da Rβ jesu prsteni sa jedinicom i oni jesu
sadr�ani u R, ali oni nisu potprsteni sa jedinicom prstena R, jer
im se jedinice ne poklapaju. Oni su u R samo dvostrani ideali.

Definicija 151. Levo poluprost prsten R je levo prost prsten ukoliko
su mu svi minimalni levi ideali izomorfni.

Dakle, na osnovu prethodnog je svaki levo poluprost prsten izomor-
fan konaqnom direktnom proizvodu levo prostih prstena.

Stav 152. Neka je R jedan levo prost prsten i I 6= {0} levi ideal u R. Tada
je I ·R = R.

Dokaz. Dakle, R = uαJα. Neka je I levi ideal. Kako je R levo
poluprost R-modul, to je takav i I kao ǌegov podmodul. To znaqi da
je I suma minimalnih ideala, pa svakako I sadr�i neki minimalan
ideal I ′. Kako je I ′ ·R ⊆ I ·R, dovoǉno je pokazati da je I ′ ·R = R.

Imamo da je R = I ′ u K. Neka je π : R → I ′ projekcija. Kako su u
R svi minimalni levi ideali izomorfni, imamo, za svako α, izomor-
fizme φα : I ′ → Jα. Posmatrajmo kompoziciju φα ◦ π : R → Jα. Neka je
rα = φα(π(1R)). Tada je za x ∈ R: φα(π(x)) = xφα(π(1R)) = xrα. Posebno,
ako je y ∈ I ′, imamo: φα(y) = φα(π(y)) = yrα. Kako je φα ,,na”, dobijamo
da je Jα = Irα. Neka je 1R = xα1

+ · · · + xαk za neke xαi ∈ Jαi . Sledi
da postoje yαi ∈ I ′ takvi da je xαi = yαirαi , za i = 1, k. No, to znaqi da
1R = yα1rα1 + · · ·+ yαkrαk ∈ I ′ ·R, pa je zaista I ′ ·R = R. 2

Slede�i rezultat direktno sledi iz ovog stava.

Posledica 153. Levo prost prsten nema pravih dvostranih ideala. 2

Teorema 154. Levo prost modul nad levo prostim prstenom je progenerator.

Dokaz. Neka je R levo prost prsten i A levo prost modul nad R. Na
osnovu (5) iz teoreme 145 A je projektivan. Ukoliko je a ∈ A\{0} onda
je Ra = {ra : r ∈ R} netrivijalan podmodul od A, koji je prost pa je
A = Ra, te je A cikliqan. Posmatrajmo kratak taqan niz

0→ K → R
ε−→ A→ 0,

gde je ε : R → A zadato sa: ε(r) = ra. Poxto je A projektivan, postoji
φ : A→ R tako da je ε ◦ φ = idA. Poka�imo da je (a, φ) projektivna baza
za A. Neka je x ∈ A. Tada je x = ε(φ(x)) = φ(x)a.

Stoga je τ(a, φ) = φ(a) 6= 0, pa je τ ,,na” na osnovu stava 133. Dakle,
A je R-progenerator. 2
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Primetimo da nam ovaj dokaz pokazuje da je levo prost modul nad
levo prostim prstenom R izomorfan minimalnom levom idealu od R.
Naime, A ∼= φ[A].

Slede�a teorema je samo konstatacija toga xto smo do sada uradili.

Teorema 155. (Vederbernova teorema) Neka je R levo prost prsten, A
levo prost R-modul. Tada, ako je S = EndR(A)op, onda je R ∼= EndS(A), gde
je izomorfizam zadat pridru�ivaǌem r 7→ (a 7→ ra). 2

Stav 156. (Xurova lema) Prsten S = EndR(A)op je telo (prsten sa de-
ǉeǌem).

Dokaz. Ako je α : A→ A endomorfizam modula A, onda su Imα i Kerα
podmoduli od A koji je prost. Ako α nije nula endomorfizam, onda je
Imα = A, a Kerα = {0}, te je α izomorfizam. Dakle, svaki element u
S \ {0} je invertibilan, pa je S telo. 2

Teorema 157. Neka je R levo prost prsten. Tada je R izomorfan prstenu
Mn(S) za neko telo S.

Dokaz. Kako je R levo prost, on je jednak direktnoj sumi svojih min-
imalnih levih ideala, koji su svi izomorfni, a ta direktna suma je
konaqna, jer se 1R predstavǉa u obliku konaqne sume elemenata iz
tih minimalnih prostih ideala. Dakle, mo�emo pretpostaviti da
je R ∼= A⊕ · · · ⊕A︸ ︷︷ ︸

n

, gde je A neki levo prost R-modul (izomorfan tim

minimalnim levim idealima). Tada je R ∼= EndR(R)op. Izomorfizam
je zadat sa: Ψ(r)(r′) = r′r. Ovo mno�eǌe zdesna odgovara opozitnoj
strukturi. Naime,

Ψ(r1r2)(r′) = r′(r1r2) = (r′r1)r2 = Ψ(r2)(r′r1) = Ψ(r2)(Ψ(r1)(r′)) = (Ψ(r2) ◦Ψ(r1)(r′) = (Ψ(r1) ◦op Ψ(r2))(r′).

Dakle, imamo niz izomorfizama:

R ∼= EndR(R)op ∼= EndR(A⊕ · · · ⊕A︸ ︷︷ ︸
n

)op ∼= Mn

(
EndR(A)op

)
= Mn(S),

gde je S telo po Xurovoj lemi. Ve� ranije smo konstatovali da homo-
morfizmi direktne sume u direktnu sumu odgovaraju matricama odgo-
varaju�ih homomorfizama i to smo ovde i iskoristili. 2

Posledica 158. Neka je R levo poluprost prsten. Tada postoji izomor-
fizam R ∼= Mn1

(S1)× · · · ×Mnk(Sk) za neke ni > 1 i tela Si.

Dokaz. Rezultat se dobija neposredno iz prethodne teoreme i posle-
dice 150. 2

Naredna posledica sledi iz ove klasifikacije pomo�u matrica
poxto se tu jasno vidi da se levo i desno mo�e zameniti.

Posledica 159. Prsten je levo poluprost akko je desno poluprost. 2

– Kraj lekcija–
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