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1 IIpcresn

Y oBOM omesbKy, MaTepujas he HaM yrJIAaBHOM OUTH MO3HAT M3 IPETXOTHUX
anrebapCKUX KypceBa, aju buhe u TOHEmTO HOBO, MK APYTadrje OMUCAHO.

3a mouverak MMaMO Oe(DUHUNU]Y OPCTEHA Ca jeAUMHUIIOM, KOja HaM je
IO3HATA.

Hedururnuja 1. MNpcren ca jeAnHuLom je ypebena uetsopka (R, +, -, 1) 3a Kojy
Baxun cnefehe.

1. (R,+) je ABenosa rpyna.
2. (R,-,1R) je moHoMA.
3. 3aceea,b,c,de R: (a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.

Ako ca Og osmaummMo HeyTpas y Ab6enosoj rpymu (R,+), onma, cras-
majyhu a =b=c=d =0 y ropmeM yCI0OBYy, ZOOMUjaMO jeTHAKOCT:

(0gr +0g) - (Or +0r) =0r - 0r +0r - 0r + 0r - Or 4+ Og - Og.
Kako je Ogr + 0r = Or, OHIOA UMaMO jeTHAKOCT
Or-0rp=0r-0r+0r-0gr +0r-0r +0g - Og, (1)

n3 4yera ciaean
Or-0r+0r-0g+0gr-0g =0g. (2)

YKOINKO y3MEMO HPOM3BOBHO a € R, a craBumo na je b = ¢ = d = Op,
UMaMO 12 je

(a+0gr) - (0r+0r)=a-0gr+a-0r+0r-0r+0g-Og,



Te je
a-0gp=a-0p4+a-0g+0g-0gr +0gr-0g.
IonaBamem Ha 06e crpane Og - Op, ¥ KOpUIMNemEM jeTHAKOCTU no6u-
jamo
OR . OR =a- OR,

3a cBako a € R. Ho, rako je (R,-, 1g) MoHOMI, mMaMoO ma je
ORle'ORZOR'ORZ(I-OR,

3a cBako a € R. HapaBuo, unraomu Mory nma morpaske u kpahu mokas ose
no3HaTe UM unmeHune. Ykoauko je lp = Op, mobuja ce ma je R = {Ogr}.
TakaB IpCTEH ce HA3UBA HyJa IPCTEH u Mu Ta Heliemo cmaTparu 3a mpcTen
ca jemuuunoMm. Crora yBek mpermnocTaBibaMo ma je 1g # Og.

3a BeskOy msBemure u jemaaroctu a- (—b) = —(a-b) n (—a)-b= —(a-b).
ITamwe iemo mucaty camo 1, omqHocHO 0 aKO Cce 3HA O KOM IIPCTEHY je ped.
I[Ipcren je koMyTaTuBaH YKOJUMKO je TAaKBa OIepaluja MHOXKEHA. Y MECTO
a - b mucahiemo camo ab. T'enepausino, 3a cBaku npcrer (R, +,-, 1r) MokeMO
IOCMATPATHA U HeroB ONO3WUTHU npcren (ROP,+°P -°P 1pop), rme je RP =
R, +°P =+, 1go» = 1R, HOK je, 3a cBe a,b € R: a-°°b=>5b-a. YKoauKO je
R xomyTaTuUBaH IPCTEH, OHAA j€é TO UCTU IPCTEH.

HaBenumo Heke mpumepe IPCTEHA.
IIpumep 2. Axo je A AGenosa rpyna, ca End(A4) o3nauaBaMo cKyn cBUX
eHmoMopduzamMa OBe Tpyle, Tj. CKyo CBUX XoMoMopduzama f: A — A.
Tana je (End(A),+,0,id4) npcTen ca jennHUIOM, IpU YeMy je€ MHOMKEHE
omepanuja KOMIO3WUIUje eHmoMopdusama, a 36up emmomopdusama f u g

neduaucaH je ca: 3a a € A je (f+g)(a) := f(a) +g(a). Aro cy f,g,h,k €
End(A) u a € A, numamo na je

(f+9)o(h+k))(a) = (f+9)((h+k)(a)) = (f + g)(h(a) + k(a))
= f(h(a) + k(a)) + g(h(a) + k(a)) = f(h(a)) + f(k(a)) + g(h(a)) + g(k(a))
= (foh)(a)+(fok)(a)+(goh)(a)+(gok)(a) = (foh+ fok+goh+gok)(a),

(
re je saucta (f+g)o(h+k)=foh+ fok+goh+gok. Ocrana cBojcTBa
cy jacHa. &

IIpumep 3. Heka je R npcren ca jemuuunom, a G rpymna. ['PYIIHU IIPCTEH
(RG,+, -, 1gg) medpuaumenmo Ha ciaenehn mayus.

RG :={r: G — R:r(g9) # 0 camo 3a korauso Muoro g € G}.

Axo cy r,s € RG u g € G, ouna je:

(r+3)(9) :=r(9) +5(9), (r-5)(9):= D r(h)s(k).



IToronuuje je, y oBoM ciyd4ajy, ymecto r(g) mucaru ry. Tamxa mmamo:

(T + S)g =Ty + Sg, (7" . S)g = Z ThSk-
hk=g

Jenununa npcrena RG je ¢pyurnmja 1pg 3amara ca:

1Ra g=e

Lralg) = Or, g#e

rae je e meyrpas rpyne G. YobuuajeHo je mucaru esiemeHT 1 u3 RG y
obmuKy (popManme cyme r = > oTqg, TOe Tq € R, npu uemy je ry # 0,
caMo 3a KOHAYHO MHOTO g € G (yrouumko je G xKOoHAuHA Tpyla, OBaj YCIOB
je HapaBHO HenmoTpebaH). Y OBOM 3aIUCy CabUpame U MHOKCHE U3TJIEna

OBAKO:
Z Tgg + Z S99 = Z(Tg +54)9,
9€G geG geG
(Xroa) (X s9) = (X ruh) - (X suk)
geG geG heG keG
= Z rpsphk = Z ( Z rhsk)g.
h,keG geG | h.keG

hk=g

&

IIpumep 4. Yronuko je R npcreH ca je AMHUIOM, MOKEMO IIOCMATPATU U
ckyn M, (R), cBux kBagpaTHux Marpuna Halx R pena n > 1 ca yobuuajenum
omepanujama cabupama U MHOKema (HUje HUKAKaB IpObGJeM IITO HPCTEH
R Huje HYKHO KOMYTATHUBAH). &

[Momcerumo ce na je IPABU menutess Hyje y npcrerny R emxement a # ()
3a xoju moctoju b # 0 Takas ma je a-b = 0. Komyrarusan mpcrel ca je-
OUHALIOM je NOMEH, ako y HmeMy HeMa IPaBUX geauTesba Hyjae. HiaeMeHT
a € R je nuaBepTubuiaH, ako nmocroju b € R takas na je a-b=1. Cryn un-
BepTUOMIHUX ejeMeHaTa npcrera R oszmadasamo ca U(R); oBO je HApaBHO
rpyna. Ilpcren ca jequuunoM je IPCTEH CA NEJBEHEM (mau TEJIO), ako je
y EMY CBAKU €JIEMEHT DA3JIMYWT O HyJje MHBepTuOmian. KomyraruBax
NPCTEH ca AeJLeHmeM je TOJbe.

Ieduaummja 5. Heka cy (R, +%,- B 15) u (S, +°,-%, 15) npcTenn ca jeamHuuom
Taken Aa je S C R, 1z = 1g v 3a cBe $1, 82 € S Baxu:

S1 +S S9 = 851 +R So, S1 S S9 = S1 R S9.
Tapa 3a npcTeH S KaxeMo fa je jeAaH NOTMPCTEH ca jeAMHMLOM npcTeHa R.

Hu mojam xoMoMop@du3Ma HaM HUje CTPAaH.



Ieduaummja 6. Heka cy (R, +%,-F 1z) u (S, +°,-5, 15) npcTenn ca jeamnuuom
ne: R — §. Tapa je ¢ xomomopdusam npcTeHa ca jeAVHULIOM YKONMKO BaXu
cnepehe.

1. (Va,b € R)¢(a +7b) = ¢(a) +5 ¢(b)
2. (Va,b € R)p(a -Bb) = pla) -5 ¢(b)
3. ¢(1r) = 1s.
Ykonuko je ¢ bujekumja, kaxxemo fa je ¢ nsomopdusam.

Hapasuo, decto hemo 360r jemnocraBHocTu cabupawme u'y Ruy S
03HAYABATHU CAMO Ca +; CIWYHO M 3a MHOMKEHmE. Je3rpo xoMoMopdusma ¢,
y oszuanu Ker ¢ je ckym cBux enemenara m3 R xoju ce ca ¢ ciaurajy y 0y
S. Ilpumerumo na tana 3a cBaku x € Ker ¢ u cBaku r € R uMaMo 1a BajKu:

o(r-x) =¢(r) - ¢(x) = ¢(r) - 0=0, ¢(x-7)=d(x) ¢(r)=0-¢(r) =0.

Tarobe, 3a cBe z,y € Kerg: ¢z +y) = ¢(z) + ¢(y) = 04+ 0 = 0, ma
x4y € Ker ¢.

Hedpununumja 7. Heka je (R,+,-,1) npcren ca jeaunuuom v (I,+) < (R,+),
Tapa je

e [ nesu npean y npcreHy R ykonuko 3aceer € Rucseze€l: r-z € l;
e [ pecHu upean y npcteHy R ykonnko 3aceer € Rucsezxz € l: z-r e l;
e [ pBocTpaHu npaean y npcreHy R ykonvko je u n nesu n pgecHn npean y R.

Iakne, Ker ¢ je jeman nBocTpanu maeas 3a CBaKU XOMOMOD(U3aM ¢.

Kana umamo nocrpanu nnean I MmokeMo GOPMUPATA KOTUUHUYKA TPCTEH
no ToMm mueany. llpmvmermmo Hajupe na, ako cy r,s € R u xz,y € I, onna
uMaMOo

(a+2)-(b+y)—a-b=a-b+a-y+z-b+z-y—a-b=a-y+z-b+z-y€<l,
jep je I mBocTpanu mmeaJ.

JHepunuumnuja 8. Heka je (R,+,-, 1) npcren ca jeauHuyom u I jefan ABocTpaHu
ngean y R. Ako je R/I = {a+ I : a € R} nesn kocet npoctop ABenose rpyne
(R,+) no noarpynu I, oHAa MOXeMO JepuHuUCaTV 1 MHOoXewe y R/ ca:

(a+1)-(b+I)=a-b+1.

[optba aHanMsa Ham nokasyje fa je 0BO MHOXetbe [0bOpo AedpuHucano. Tako fo-
Bujamo npcreH ca jefunuuom (R/I,+,-, 1+ I).

Yronuko je I camo JeBU wiam caMO OECHU UIeatl, OHIa Ha OBaj HAYUH
He MOokeMO nobutu npcred. Jlobujamo camo omrosapajyhu momyn, amu o
ToMme hemo mpuyaru KacHUje.



CraB 9. Heka je R npcreH ca jeavnunuyom. Ckyn I C R je ABOCTpaHu ufean
aKKO MOCTOjU MPCTeH ca jeAuHuuoMm S 1 xomomopgusam ¢: R — S, Takas Aa je
I = Ker¢. Y oom cnyuajy, ¢[R] je noTnpcreH ca jeAnHnLom npcTeHa S, koju je
nsomopdaH konuuHmnukom npcreny R/Ker ¢.

IToka3. Yronuko je I mBocTpaHu mueas, 3a TPaKEHU HPCTEH S MOXKEMO
y3etu S = R/I, a 3a xomomopousam ¢, pyukuujy ¢: R — R/I nedpunucany
ca ¢(a) ;= a+1. U3 came nedununuje ciaenu na je ¢ xomomoppuzam. Ocum
rora, ¢(a) =0+ 1 akko a+ I =1 akko a € I, na je I = Ker ¢.

3HaMO 11a je jearpo XoMOMOp(U3Ma NBOCTPAHU UIEAJ U OCTAJO je CaMO
oa JOKaKeMO TBPDeme cagp:KaHO y HOocienmoj pedeHunu. Vmamo na je
ls = ¢(1r) € ¢[R]. Tarobe, 3a cBe 11,72 € R: ¢(r1) ¢(r2) = d(r1-12) € [R]
u ¢(r1) + ¢(re) = ¢(r1 + r2) € ¢[R], e je ¢[R] 3ancra norupcren ox S.

Hedunmmenmo ¢: R/Ker ¢ — ¢[R] ca: (a+ Ker ¢) := ¢(a). Hajupe, ako
je a+Ker¢ =b+ Ker ¢ umamo na je a —b € Ker ¢, na je ¢(a —b) =0, e je
o(a) = ¢(b) u pyuruuja ¥ je nobpo medpuHUCAHA.

Ako cy a,b € R, oHna ©Mamo:

P((a+ Kero) + (b+ Ker o)) = v(a+ b+ Ker ¢) = ¢(a + b)
— 6(a) + 6(b) = (a + Ker ¢) + (b + Ker ),
$((0+Kerg) - (b+Ker)) = p(a- b+ Ker d) = p(a-b)
— §(a) - 9(b) = h(a + Ker @) - (b + Ker ),

kao u Y(1g + Ker¢) = ¢(1g) = 1g, Te je 1) xoMOMOppU3aM.

N3 came nepumunnuje ¢ Bumumo ga je ona ,Ha' . Ocraje camo ma ce
npoBepu na je um ,,1-1”. IlpermocraBumo crora ma je, 3a Heke a,b € R,
Y(a + Ker¢) = (b + Ker ¢). To 3uauu na je ¢(a) = ¢(b), e a — b € Ker ¢
u3 vera cienn na je a + Ker ¢ = b+ Ker ¢, mro je u Tpakeno. O

Cuenehu craB ce mako moka3yje.

Cras 10. [lNpecek mMa koje pamunuje nieana (nesux, AECHWX, UK ABOCTPaHUX)
je Takobe npean.

Hedpuuunuja 11. 3a ngean M (nesw, AecHn, ABOCTpaHW) npcteHa R kaxemo
Ja je MAKCUMAJIAH, ako je M # R n ako He noctoju npean I Takae ja je
M cCICR.

CraB 12. Caku npcTeH cafpXxu MakCUManaH ufean.

Ioka3. [lorkas ce m3oau momohy Ilopuose neme. Penumo ma pamumo ca
nBocTpannMm muaeanuma. llomcerumo ce ma llopHoBa smema kake ma, ako
rMaMo Heku napimjaiHo ypebenu ckyn (P, <) (y mamem IIOCET) U ako y
BEMy CBaku JaHal (HOACKYI y KOME CYy CBaka IBA €JIEMEHTa YIODEIUBA)
“Ma TOpH€ Orpannyeme (MajopaHTy), OHIA y CKYIy IOCTOJU MAKCUMAJHU
€JIEMEHT.



Iakne, Heka je R npcrten m 7 CKyI CBUX NpaBux uueasna (pasimduTix
O IeJIOT TPCTEHA) Y OBOM IPCTEHy. JacHo je ma je Z moceT y OmHOCY Ha
penamujy C. Hexka je £ manarn y Z. Iloraxumo na je

L=|JI

IeL

unean y R.

Hajmpe, ako cy x,y € L umamo na x € I' u y € I"” 3a mere I', 1" € L.
Ho, kako je £ nanau, Basku ma je I' C I"” wnu I” C I'. Y upsom cayuajy
z,y € I”, maux+y el jep je I" umean, a y apyrom z,y € I', na un
x +y € I', momro je I' mnean. ITobujamo na x +y € L.

Yromuko jex € L,ar € R,ounax €l 3anmeko [ e L,maur-xux-r
npunanajy I, jep je I aBocTpanu nmeas, te cy oba emrementa y L mTo HAM
3aBpIIaBa MoKa3 na je L mpeadt.

Kaxko je jacmo ma je I C L 3a cBako I € £, To je L ropme orpaHuyemne
3a L, te mo llopuoBoj nmemu 7 vMa MaKCUMAJHU €JEJIEMEHT, a TO je Oamr
MaKCUMAJIHI 1 OeaJ. |

Ako je R KOMyTaTVWBAH NPCTEH, OHJA 3a nneas | (OBI[e Ce HapaBHO JICBU,
JECHU U ABOCTPAHU UIOCAIN nomnanajy) KayKeMO na je MPOCT yKOJUKO 33
cBe a,b € R Baxxu: ako ab€ ] ounma ael, mmu b e 1.

Caeneha Teopema Ou Tpebaso na Oyme mo3HATA U3 TPETXOTHUX aJire-
OapcKUx Kypcesa.

Teopema 13. Heka je R KoMyTaTUBHU MPCTEH.
a) Mpean I je makcumanan akko R/T je noswe.
6) Npean I je npoct akko R/I je AomeH.

B) CBakn MakcuMmanaH naean je npocr.

HaBenumo Here mpuMepe uupeasa.
IIpumep 14. Y mpcreny ca nesbemeM HeMa IPaBUX UIEaJa.

IIpumep 15. Heka je R npcren ca jemqununom, n > 2 u S = M,(R). Os-
HAUMMO THONYAH exeMeHT u3 S ca A = (a;5).

a) Axo je 1 <k < n, ouna je ckyn cBux A € S TtaxkBux na je a;; =0 3a cBe
1 # k jemam mecuu umeas'y S.

6) Axo je 1 < k < n, onma je ckyn ceux A € S taksux na je a;; = 0 3a cBe
j # k jenan neBu umean y S. &

3a Kpaj OBOI' ONeJbKa, YKAKUMO HA jJEeNHY 3aHUMJBUBY BeE3y U3ME
)
IPYIHOr IPCTEHA HAL Z U WHBEPTUOUIHUX €JIE€MEHATa Yy HPCTEHY.

Teopema 16. 3a ceaky rpyny G v npcTeH ca jeauHuuom R nocToju npupofHa
Bujekunja ¢ r nsmehy Hom(ZG, R), ckyna ceux xomomopguzama npcrerHa ZG y
npctedn R v Hom(G,U(R)), ckyna ceux xomomopduzama rpyna Gy rpyny U(R).



Ioka3. Heka je f: ZG — R xomomopo¢uzam npcreHa. Jlepurumemo xo-
momopduzam rpyna ®g r(f): G — U(R) ca: ®q r(f)(9) := f(g). Hamue,
CBakKM eyieMeHT rpyne G mocMaTpaH Kao €JIeMEeHT IpymHor mpcreHa ZG je

VHBEPTUOMIAH y TOM IIPCTEHY — MHBEP3 My je ¢ ', BeroB MHBEpP3 y T'PYIU

G E| Oq r(f) jecte xomomopdusam rpyna: Pa r(f)(g192) = f(g192) =
f(91)f(g2)(jep je f xomomopgusam nperena) = ¢ r(f)(91)Pa,r(f)(g2)-

Ila ©ucmo nmokazanu ga je ®g g Oujexnuja, Hajmoromauje je Hahu mH-
Bep3 Ug r. Y Ty cBpxy, Heka je h: G — U(R) xomoMmop¢uszaMm rpyma.
Hepurnmemo xomomopusam nperesa Ve p(h): ZG — R ca:

Von(h) (D 149) == 3 ryhlo):
geG geG

IToncerumo ce na cy opme 1y € Z. 1IpoBepuMo Ja je OBO 3aMCTa XOMOMOP-
(¢u3aM IPCTEHA.

ZNOIONTEDS sgg) = W) (D (ry +50)9) = 3 (1 + 54)h(9)

geG geG geG geaq
= ng )+ ng =Vq R(h)(ngg) —l—\Ilg)R(h)(ngg).
geG geqG geG geG

Vo) (o rag) - (3 549)) = om0 (32 resu)9)

geaqG geG geG  tueG

tu=g

= (Zﬁ%)h Z(Zrtsu )—Z(Znsu tu)

geG t,ueG t uEG t,ueG
tu=g tu=g

- Z( 3 rtsuh(t)h(u)) = 3" risuh(t)h(u) = (Zrth(t))(z suh(u)>

geG  tueG tueG teG ued
= ( > Tgh(g)) ( > Sgh(g)) = \I/G,R(h)( > ng) W r(h) ( > 5g9>'
9eG geq@ geG geG
Hapasuo, ¥g g(h)(le) = 1h(e) = 1g.

IIposepumo jom u ma cy ®g r u Vg g ueBep3m jeman apyrom. Hexa je
h € Hom(G,U(R)) xoMoMOppu3aM rpyma.

6 r(Ya,r(h))(9) = f(9) = Ve r(h)(9) = h(g).
f

ﬂaﬁne, (I)G,R(\IIG,R(}L)) = h, IIa je (I)G,R o \IJGA,R = idHom(G,U(R))'

lg € G BumuMO Kao GopMainy ,cymy’ lg y ZG (kao QyHrmujy u3 Gy Z
KOja g camKa y 1, a ocTaJje eneMeHTe y 0 — BUOETU NePUHUNU]Y TPYIHOT
IPCTEHA) U HEroB UHBep3 je ,cyma’ 1g~!



Ha cawuan maunn, ako je f € Hom(ZG, R) umawmo:

Ve, r(Pa,r(f)) ( > 7‘g9> = rehlg)

h geG geqG
=3 1 ®an(Ne) = D rofl9) = 1( Y ra9),
geG geG geG

Te je g, 0 Pg r = idHomza,R) -

O kakBOj ce ,,ipupogHOCTH’ paaun y Gopmynanuju ose reopeme? EBo o
ueMmy je ped. Ako mmamo u rpyny G’ u npceren R’ orma uMamo u 6ujernmjy
@ . Ho, rpyne G u G', kao u npcrere R u R’ MoskeMo ,,moBe3at” XOMO-
Mopdusmuma ¢: G — G u §: R — R'. Xomomopdusam rpyna ¢ UHIYKYje
xoMmoMmop¢uszam upcrena Zy: LG — ZG:

Zsﬁ( > Tgfg’) =Y ree(d),

g'eG’ g'eG’

a xomoMop¢usam 0 cysremeM nnayKyje xomomopduzam U(0): U(R) — U(R'):
U@)(r) :=6(r).

I[Mpumernmo na, ako je G” jom jemma rpyma um v: G — G’ xomomop-
¢uzam rpymna, Baku jemHakocT Z(p oY) = Zyp o Zip, kao u Zig, = idzg.
Ilakne, npunpyxuBame G +— Z(G 3anaje jeman ®YHKTOP U3 KATEropuje
rpyma y KaTeropujy mpcTeHa ca jeamHurioM. Ha cawmyaH HAYWH, aKO je
p: R — R” xomomop¢usam npcrena, Baxu jeanaroct U(pof) = U(p)oU(6),
kao u U(idr) = idyr). Hakne, mpunpyxusame ¢ — U() 3amaje jenam
(OYHKTOp U3 KAaTEeropuje IPCTEeHA Ca jeIWHWIIOM Yy KaTEerOpujy rpyla.

I[Momohy xomomopdusama ¢ um 6 m oBa ngBa (GYHKTOpaA, MOKEMO 3a-
matu npecankaBama ckynoa Hom(Zeg, 6): Hom(ZG, R) — Hom(ZG',R') u
Hom(¢,U(#)): Hom(G,U(R)) — Hom(G',U(R')) ca:

Hom(Zp,0)(f) :=0 o0 foZyp, Hom(p,U(#))(h):=U(f)ohoep.

I[IpupomuOoCT 0 KOjO] je peu ce omHOCU Ha TO ma omroBapajyhwm mujarpam
(mampraTy ra) KOMyTHUpa, Tj. Aa je

HOHl((p, U(G)) o (bG,R = CI)G’,R/ o Hom(ng, 9)

YBepuMmo ce na je To TauHo. Y Ty CBpXY, Heka je f € Hom(ZG,R)u g € G'.
Tana je

(Hom(e,U(0)) 0 @¢.r)(f)(g") = Hom(p, U(0))(®c,r(f))(9")
= (U0) o ®a.r(f)op)(g') = UO)(Pa,r(
=U(0)(f(e(g) =0(f(e(g)) = (B fop)d),



re je (Hom(p,U(0)) 0 ®a.r)(f) =00 fo .

C mpyre crpase, uMaMO na je

(®cr,rr 0 Hom(Zyp, 0))(f)(g") = ®ar r (Hom(Ze, 0)(f))(g")
=®a p(fofop)g)= (0o fop)d),

re je (Pgr rroHom(Zep,0))(f) = 0o fop. Iarne, TpaxkeHa jeHAKOCT 3aUCTa
BayKU M THUME j€ IIeO JOKa3 3aBPIIEH. O

Yumennia na nocToju npupoasa (y HaBeI€HOM CMUCILY ) OujeKnnja n3me-
by cxymosa Hom(ZG, R) u Hom(G,U(R)) ce KpaTko m3paskaBa peunMa na
je ®YHKTOP G +— ZG JIEBO AIJYHTOBAH ®YHKTOPY R +— U(R), HO Ty Tep-
MuHOJIOrUjy hemo objacHuTy y HapenauMm Jernujama. CaMo HAIOMEHHMO
OBIEe Ma TEPMUHOJIOTUja MOJIa3U O MOjMa aljyHTOBAHOT OlepaTopa: akKo
je A omeparop Ha omroBapajyheM BEKTOPCKOM IPOCTOPY U U, W BEKTOPU
73 TOT TMPOCTOPa, OHZa mMmaMmo jemHarocT: (Av,w) = (v, A*w) cramapHMx
IpOU3BOA.

2 Momymu

[Mounurmo meduHUILjOM MOIYJIA HAL IPCTEHOM Ca j€IUHUIIOM.

Hedbunumnuja 17. Heka je R npcreH ca jeavHuuom. JIEBU R-MOIYJI je ype-
Benun nap (A, p),roe je A Abenosa rpyna, a p: R — End(A). JECHU R-MOIyJ
je neen R°P-mopmyn.
HapaBno, ako je mpcrer R KOMyTaTuUBaH, HE PA3JIMKY]jE€MO J€BE U NECHE
R-monyne n MokeMO uxX KpaTko 3BaTtu R-momgymuma.

Kaxko je, 3a csakm r € R, camka p(r) jemam emmomop¢usam AbGesnose
rpyme A, To 3a cBe a,b € A Bayku:

p(r)(a+b) = pa) + p(b) (3)

Tarobe, rkako je p xomMoMop(r3aM IPCTEHA ca jeAMHUIOM R y mpcTeH ca
jemuaunom End(A), To je 3a cse 1, s € R ncnymeno: p(r+s) = p(r) + p(s).
Nmajyhiu y Buny rako je 3amarta onepaunuja cabupama y npcreny End(A)
nMaMmo ma 3a cBe a € A Baku:

p(r +s)(a) = p(r)(a) + p(s)(a). (4)

Kana mocmarpamo omepanujy MHOKEHmA, MMaMO A& je 3a cse r,s € R uc-
nymeno p(r-s) = p(r) o p(s), Te 3a cBe a € A Baxu:

p(r-s)(a) = p(r)(p(s)(a)). (5)
Ocum Tora je p(lg) =ida, Tj. 3a cBe a € A:
p(1gr)(a) = a. (6)

Axo ymecro p(r)(a) mumenmo 7.a, onna jemnarxoctu ([3))—(6]) moxemo nanmcarn
Ha crenehn HauwH.



M1. Bacsere R, a,b€ A: re(a+b)=rea+reb.
M2. Baceer,s€ R, ac€ A: (r+s)sa=rea+sea.
M3. Baceer,s€E R, a€ A: (r-s)ea=re(sea).
M4. 3a cBe a € A: 1grea =a.

Y cayuajy necuor R-monyna (y mamem hemMo KpaTKO rOBOPUTH O JIEBOM
u gecaoMm R-monyny mompasymeBajyhu na mmamo ,,MHOKEHmE’ eJleMeHTHMa
n3 R), mmamo ga je p(r -°P s)(a) = (p(r) o p(s))(a), omrocro p(s-r)(a) =
p(r)(p(s)(a)). Crora je oBme mpupomuo ymecto p(r)(a) mucatu aer, Te
nmamo oxrosapajyhy jemnakoct: (ae(s-r)) = (aes)er. Buanmo u 3amro
npuyamMo 0 JIJEBOM u JECHOM Moayiay. Ako ce A cacroju camo u3 jemHor
eseMenTa, nakie ako je A = {04}, onna ce A MOke BUIETU KAO MOIYJI HA,I
OMJIO KOjUM MPCTEHOM W Ka:KeMO Ha je TO TPUBUJAJIHU MOJYJI.

HaBenumo Hexonuko (HETPUBUjAJIHUX) IPUMEpA.

ITpumep 18. Hajupe, cBaka AGenosa rpyna A je jenan Z-monyn: 3am € Z
ua€Ajemea:=ma. &

IIpumep 19. Axko je K mosme, omma K-MooyJs HUje HUINTA APYTO OO BEK-
TOPCKU TPOCTOP HAJ mobeM K. &

IIpumep 20. Ako je R mpcTeH ca jeUHUNOM OHAA j€ CBAKU JIeBU (IeCcHU)
unean I jeman nesu (mecuu) R-monysn: rea:=71-a (aer =a-r). Ilocebuo
je m R n neBu u mecuu R-momyJt. &

IIpumep 21. Axko R npcren ca jemuuunom, a G rpyma, omma R mocrtaje
nesu RG-momyn ca: (3, 1g9)es =) rgs. Ha ananorau nauun je R jenan
necau R-momyir. &

IIpumep 22. Hera je R npcren. Tanma je M, (R) neBu R-Momym: 1e(a;;) =
(r-a;;). Taxobe je R" jeman mesu M,(R)— monym: (ai;)e(ry) = (3j_; aij-

a1 Q12 - Qip T1 a1 -r1+ a2 T2+ ain Ty

a1 Q22 - G2y T2 Q21 -T1+ Q2 -T2+ -+ Q2" Th
. =

anl an2 Ann T'n anl *T1 +an2 'T2+"'+ann'rn

&

Ila Gucmo mMas KaTeropujy, norpebHu cy HaM M oaroBapajyhm Mop-
¢usmu.

Heduauruja 23. Heka cy A n B nesn R-mopynu. Tapa je dyHkunja ¢: A — B
jedaH XOMOMOP®U3AM JIEBUX R-MOIYJIA YKONUKO Baxu cnepehe:

1. 3acee ai,az € A: ¢p(ar + az) = ¢(a1) + ¢(az);
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2.3acBer € Ruac A ¢(rea) =reg(a).

Axo cy A u B nesu R-monymu, osmaummo ca Homp(A, B) ckyn cBux
xoMoMop¢u3ama sesux Monyia. OBo je AGesoBa rpyma y OAHOCY Ha, OIe-
pauujy + 3aznaty ca: (¢p+v)(a) := ¢(a)+1(a). IIpoBeprmo ropma CBOjCTBA.

(¢ +9)(a1 + az) = ¢(a1 + az) + P(a1 + az2) = ¢(a1) + ¢(az) + ¥(a1) + P (az)
= (¢(a1) +(a1)) + (¢(az) +(az)) = (¢ + ¥)(a1) + (¢ + ¥)(az2).

(@ +9)(rea) =d(rea) +9(rea) =red(a) +rei(a)
=re(p(a) +(a)) =7+ (¢ +¢)(a)).

Axko ca Hom(A, B) o3maummo CKyn cBuX xoMoMmop¢uszama AGemsoBux
rpyna (a oBaj ckyn jecte caMm no cebu AGenoBa rpyna y OmHOCY Ha ropesa-
maTy omepamujy cabupama), DOLWITO je CBAKM XOMOMOD(U3aM JEBUX MO-
nyna yjenao m xomomopdusam oxrosapajyhux AGenoBux rpyma, MOKEMO
na koHcraryjemo na je Homp(A,B) C Hom(A,B). Ho, Basku u Bume,
Hompg(A, B) < Hom(A4, B). Ila 6ucMo mokasaiau ma je MOArpyNa, IpUMe-
trmo Hajupe na je Hompg(A, B) # (), jep myna xomomopduzam 0 (0(a) = 0p
3a cBe a € A) jecre xomomopouszam R-monmyna. Axko ¢,1 € Hompg(A, B),
oHIA je

(¢ —9)(rea) = ¢(rea) —¢(rea)
=red(a) —repla) =re(¢(a) = Y(a)) = e (¢ —¥)(a).

Crora u ¢ — ¢ € Hompg(A, B), na je Homg(A, B) 3aucra noarpyna rpyie
Hom(A, B). IIpumerumo na je Homy(A, B) = Hom(A, B).

3a mBa Momyna A u B KakeMO Ia Cy M30MOP(YHU aKO MOCTOJjU XOMO-
Mopduzam ¢: A — B koju je bujernuja.

Kareropujy nesux R-Monyna n xomoMopo¢usama geBux R-momxyna hemo
o3HaYMTHU ca pIN, a KaTeropujy mnecHux R-Momgyna um XOMOMOpdu3ama mec-
Hux R-monmyna ca 9Mpr. Ako je A jeman meBu R-monyn, to hemo rparko
nucatu oBako: A €r M, a aro je ¢: A — B, xomomopduszam jeBux R-
Momyiaa, kpatko hemo pehu na je ¢ y .

Ieduanmnuja 24. Ykonuko je R npcteH ca jeauHuuom, A €g M, A’ C A, Taga
je A moagMonyJi og A ykonuko je A’ noarpyna og A v saceakma € A, re R
jeread € A.

Axo je A" mommonmyn om A to hemo oszmauasatu ca A" < A. Ilomto
je A’ u noarpyna AGenose rpyme A, MOxKeMO DeQUHUCATU KOIUYHUUKY
noarpyny A/A’ HO Ha B0 MOKEMO 3alaTW W CTPYKTYDY JIeBOT R-Momyma
ca: re(a+ A') :=rea+ A’. Yuraomuma ocraB/baMo na OPOBEpPE Ha je OBa
omeparnuja JooOpo nepuHUCAHA U & 3aUCTa NOOUjaMo jenaH jgeBu R-Momyst.
Own ce HaszuBa KOJIMYHUYKU MOJYJI. Baxu caeneha Tteopema.
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Teopema 25. Heka je ¢p: A — By gIN. Tapa saxu cnepefie.
1. Ker¢g:={a€ A:¢(a) =0} < A4;
2. Im¢ = $[A] < B;
3. A/Ker ¢ = Im ¢.

Ioka3. 1. 3namo na je Ker ¢ moarpyma om A. Axo je a € Ker¢p u r € R,
ouga je ¢(rea) =rep(a) =re0p = 0p, na je Ker ¢ 3aucra mommonyn oxn A.

2. 3umamo ma je Im ¢ moarpyma om B. Yromuko je ¢(a) € Im¢p ur € R
nmamo n1a je rep(a) = ¢(rea) € Im .

3. He¢unumeno ¢: A/Ker¢p — Im¢ ca: ¢(a + Ker¢) := ¢(a). U3
Teopuje rpymna 3HAMO Oa je OBO n00po mepumHmcaHa (QYHKIMja W Oa je
uzoMopouzam rpyma. Ocraje camMo ma TPOBEPUMO A4 je MOMIYJICKU XO-
MOMOD du3zam:

Y(re(a+Kerg)) =v(rea+Kerg) =¢(rea) =rep(a) =retp(a+ Ker ¢).

Iakme, v je m3oMmop¢du3aMm u AOKA3 je 3aBPIIEH. O

Hapasgno, 3a Ker ¢ rasxemo na je JE3I'PO xomoMmopdusma ¢, a 3a Im ¢ na
je CIMKA Tor xomomopdusma. Kopucuo je yountn ma je Ker ¢ = ¢~ 1[{0}].
IIpumeTnMO ma MOKEMO (OPMUPATU U KOIUIHUYKA MOoAyd B/Im ¢ u mera
oznauasamo ca Coker ¢ m To je KOJE3IPO xomomopdusma ¢. W3 Teopuje
rpymna 3HaMo Ia je maTy xomoMopdusaMm ,,1-1" ako m caMo ako My je je3arpo
TPUBUjaJIaH MOOYJ, OOK je TayTOJONKa UYMIeHUIA Oa jeé XOMOMOp(U3aM
,Ha” aKo M caMO aKO MYy je KOje3rpOo TPUBHUjaJIaH MOIYJI.

Yroauko je Aj, As < A, omma MmoxkeMo ¢opMuparu cymy momyiaa A; um
Ag: A1+ Ay :={a1+ag:a1 € Aj,az € Ay} u TO je Takobe mommonyn ox A.
Hapasro, u npecex mommonyna je mommonysn. Caemeha Teopema ce maxo
M3BOAU U3 MPETXOMHO IHOKA3AHE TEOPEME.

Teopema 26. 1. 3a Ay, Ay < A Baxu: (A1 + Az)/A; =2 Ag/A1 N As.
2. Ako je A” < A’ < A, onpa: (AJA")/(A'JA") = AJA'.

Hoxa3z. 1. Hepurumemo ¢: As — (A1 +A2)/A; ca: ¢(z) = x+A;. Yronuxo
je a1 +as € A1+ Ay nponsBosmaH eneMenT, oHga je (a1 +az)+A; = as+A; =
¢(az), ma je ¢ ,uma”. 3a x € Ay umamo na je x € Ker ¢ axko je x + Ay = A
mTo je ekBuBaJieHTHO ca & € Ay. Ilakne, Ker ¢ = A; N Ay u pesynrar cienu
n3 reopeme 25]

2. Ileduammeno ¢: A — (AJA”)/(A'JA") ca: ¢(a) := (a+ A”) + A'JA".
Hapasno, oBne 6u unak tpebaso nposepurn na au je A'/JA” < AJ/A”. Ho,
To mako caemu n3 A’ < A (ysepure ce y oBo). Jacuo je ma je ¢ ,mHa’.
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I[Tpumerumo ma

a € Ker ¢ arko (a+ A”)+ A'JA" = A'JA”
axko a + A" € A'/A"
akxo a + A" =a; + A” 3a mero a1 € A’
akxo @ —a; € A” 3a mexo a; € A’
AKKO @ — a1 = ag 3a HeKo a; € A’ u Heko as € A”

AKKO @ = a1 + a9 3a Hexo a; € A’ 1 Hero ag € A”.

Ho, rako je A” C A’, mobujamMo ma je MOCHemmU yCJIOB €KBUBAJEHTAH Ca
a € A" (yBepure ce y 0Bo), na je Ker¢p = A’ O

HapaBno, moka3 mom 2. ¢cMO MOTJIM M3BECTU U HA CTAHZADIAH HAUUH,
KaKO CMO paujd y PaHUjUM KypPCEeBUMA, ajIu HUje JIOIIE HENITO U ApyTraduje
ypamutu. ©

Camna hemo ce Ha KPaTKO TOCBETUTU HEKUM TIOjMOBUMA U3 TEOPUje KaTe-
ropuja. Morau 6ucmo u 6e3 Tora, aju UIAK jé KOPUCHUje TO YPAIUTU Ha
oBaj HaumH. Kao mro 3naMo (permMo u3 jemHOT O KypceBa TONOJIOTHje),
cBaka kareropuja C cactoju ce oxn KIACE oGjekata O(C) u kiace cTpeauna
(nnm mop¢puzama) A(C).

( OBne uctryeMo na KOPUCTUMO TOjaM KjIace U TO He CAMO PaJau JIEIIer
u3pakaBama. [Rao mTo MareMaTWKy MOKEMO 3aCHOBATU HA aKCHOMAaMa
ZFC (Llepmeno—®Pperkes y3 akcuoMmy u3bopa), Tako HOCTOJU U AKCHOMAa-
tuzamuja NBG (pon Hojman—Beprajec—Tenen) y K0joj ce mojaBmyjy, ocum
CKymoBa U Kjace. Kiaca mMoske OUTU MOACKYI OpPyTre KJIace, & ako je Kiaca
EJIJEMEHT HeKe Ipyre KJjace, OHAA je oHa CKYI. Jlakje, CKymoBuU Cy eJjie-
MEHTU HEKMX Kjaca. Mwu 3HaMO Oa He IOCTOjU CKYI CBUX CKYIOBa, aJyil
nocrojahie YHUBEP3AJIHA KJaca KOja Ce CacCTOju OX CBUX CKYyIOBa. Kako
MU KeIUMO [ Pa3MaTpaMoO U KATEropujy CKymoBa, y KOjuMa Cy O00jeKTu
CBU CKYIOBU, a CTPeJUIle CBa TMpecamkaBama Mehy muma, morpeban HaM
je mumpu mojaMm on CKyma. Y KOJUKO Y HEKOj KATErOPUju 00jeKTU UMHE CKYII
3a Ty KATErOpHUjy KaKeMO na je MAJIA KATETOPUJA. J

3a cBaka mBa ofjexkra A, B mMmamo CKYI crtpenuna u3z A y B, koju

ce osmauaBa ca C(A,B). Ilpermocrasmamo nma je C(A,B)NC(A,B') =

yronuko je (A,B) # (A’,B’). 3a csakm o6Gjerkar A mocToju m cTpemuma
14 € C(A,A). lmamo 1 oneparnujy KOMIO3ULU]a CTPEJIUIA
C(A,B) xC(B,C) = C(A,C), (f.9)—=gelf

3a KOJy BasKWU:

(hog)of=ho(gof), 3a (f,g,h) € C(A,B) xC(B,C) xC(C, D)

lBof:f:folA, 3af€C(A,B).
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OGjerTu CBAKaAKO jeCy CKyIOBU, A CTPEJUIE HUCY HYKHO (QYHKIH]E.
Ha mpumep, cBaku mocer P ce mpupomHO MO:Ke BULETH Kao (MaJa) KaTe-
ropuja P. Nmamo na je O(P) = P, nok je 3a csaka mnsa A, B € P:

C(A,B) = {(4,B)}, axo je A<p B,
0, nHAYE .

IToenra je ma 6yme Tauno jeman enement y C(A, B) akko je A <p B, He
Mopa TO OuTu Ham oBaj Koju cMO HaBesu. Dbe3 o03upa Ha UMHEHUNY Ia
crpesnune He Mopajy butu ¢pyuruuje, ako je f € C(A, B) mumeMo TO KPATKO:
f: A— B. TlpocTo je TO mMOroqHO TAKO MUCATH.

Kareropujy koja uMa TayHO jeJaH eJeMEHT HazuBaMoO MOHOUJ (a ako
je To MaJia KaTeropuja, oOHIa Ce 3a1CTa MOKJalla Ca IIOjMOM MOHOUIA KOju
3HAMO), KaTeropujy y Kojoj je cBaka crTpeauna m3oMopduszam (cTpemauna
f € C(A, B) je uzomopdusam, yroauko nocroju crpenuna g € C(B, A) Taksa
na je gof =14 u fog=1p), HasuBamo I'PYIIOU/, a KATEropujy Koja je u
MOHOUJ M IPYHOUZ Ha3uBaMo IPYIIA (aKO je Maja KaTeropuja y IUTADY,
TO je 3amMcTa rpyna y nobpo HaM IO3HATOM CMUCILY).

OBo mTO HaM je cala BajKHO je ma yBeneMo mojaM [TPOU3BOJA u KO-
[IPOM3BOJIA y KATETOPUjHU.

Jedunuunruja 27. Heka je C Heka kateropuja u A;, 3a i € I damunuja objekara
y C.

1. TIrou3BOJ oBux objekaTa, ako noctoju, umHe objekaT P u cTpenuue
pi: P — A; Tako pa je ncnywero cnepehfie. 3a ceaku objekaT X 13 C u cTpenuvue
fi: X = A; noctoju TauHo jefHa ctpenuua f: X — P Tako ga je p;o f = f; 3a
cee i € 1.

2. Konpom3BO/ oBux objekaTa, ako MoCToju, uumHe objekaT S n cTpenuue
q;: A; — S Tako pa je ucnyweHo cnegehe. 3a ceaku oBjekat X us C un cTpenuue
fi: A; = X noctoju TauHo jegHa ctpenuua f: S — X Tako gda je fogq; = f; 3a
cee i € 1.

IMucahemo (P;(p;)icr) 3a npomsson u (S;(g;:)icr) 3a ronpoussoxn. Hu
MPOM3BOM HU KOMPOM3BOI HEKUX O0jeKaTa He MOPa MOCTOJATH ¥ IATO] KaTe-
ropuju, ajii ako HEKU O] BbUX IIOCTOjU, OH je je IMHCTBEeHO onpelheH mo Ha
n3omopduszam. Hawmme, mpernmocrasumo na u P’ 3ajemno ca pi: P’ — A;
3a/10BOJbABA YCJIOBE U3 AepuHUNN]jEe IPOM3BOaa. Tamna IOCTOju TAYHO jeqHa
crpemuua f: P/ — P Taksa ma je p;o f = p} 3a cBe i € I, Kao 1 TayHO jenHa
crpennna g: P — P’ Taksa na je p,og = p; 3a cse i € I. Tana nobujamo
na je pio(go f)=p, 3acsei€ . Ho, raj yciaos ucnywmasa u idpr. 360r
jemmHCTBEHOCTH mobujaMo ma mopa outm g o f = idp/. Ha cauuan mauwmn
nobujamo na je u fog=idp, ma cy f u g uzomoppusmu.

ITpumep 28. Hera je C = Set, Tj. kareropuja CBUX CKynoBa W (YHKIM]a
mameby wux. Huje temko mposepuTy nma mpouwsson objekara A;, i € I, y
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0BOj kKareropuju, uunu IlekapTos npoussoxn ckynosa P = []..; A; 3ajemno

ca npojernnjama p;: P — A; (pi(as)ser = a;).

el

Konpousson uman AUCIYHKTHA yHuja oBUX cKynoBa, Tj. S = ;¢ (A x{i}),
y3 ¢ymrmmje ¢;: A; — S 3amare ca: g;(a) = (a,i) 3a a € A;. YBepure ce na
j€é OBO 3aMCTa KONMPOU3BOX y KATETOPUJU CKYIOBA.

Bparumo ce cana ma rareropujy gIN.

Teopema 29. 3a cBaku KoMyTaTMBaH NpcTeH R 1 amunujy nesux R-moayna A;
y KaTeropuju I nocToju 1 NPON3BOA N KOMPOU3BOA.

IHoxka3. IlpousBon HMje TEMKO KOHCTPYUCATH. 3aIpaBoO, TO jé MAUPEKTaH
npoussBox momyna A;: P = [];c; Ai, ca omepammjama 3amaTuM 1O KOOpP-
muaatama: (a;)ier + (b;)ier := (a; + bi)icr, 7o(a;)icr := (rea;)ier, MOK Cy
pi: P — A; npojeknuje. YBepumo ce na je OBO HpPOU3BOL. Y Ty CBPXY,
vera je X jeman seBu R-monmynm m f;: X — A; xomoMopduaMu MOIyJa.
Hepuummeno f: X — [[;c; Ai ca: f(z) := (fi(x))icr, 32 € X. OBo jecre
xomoMop¢usam nesux R-monyna: f(x+y) = (fi(x+y))ier = (fi(x)+fi(y))ier
(jep cy fi xomomopduamu) = (fi(x))ier + (fi(y))ier = f(z) + f(y). Taxobe,
frez) = (fi(rex))ier = (refi(x))icr = re(fi(®))ier = ref(z). Vmamo n
ma je (pjo f)(x) = p;(f(®)) = p;(fi(x))ier = fj(x) 3a cBe j € I. V3 osor
nocaenmer qobujamo u na je f jemuHcTBeHO oxpebheHo.

Iloka3 er3ucTeHnuje KOIPOU3BOIA je HemTo ciaoxkenuju. Heka je

S :={(a;) € HAi :a; #0, camMo 3a KOHAYHO MHOTO i € [}.
iel

Jacuo je ma je oo meBum R-momyn (koju je 3ampaso mommonyn om P).
Hepuammeno ¢;: A; — S ca:

(gi(a)); = {a, aKo je j =1

0, wuHaue,

3a a € A;. Ilakme, HA i-Ty KOOPIVHATY CMO MOCTABWIN eJeMeHTe u3 A;
a cBe ocraJsie koopauHarte cy jemHake 0. Axo je X jemam seBu R-momyn
u fi: A; — X, omna moxemo medumucatu f: S — X ca: f((a;)ier) ==
> icr filai). Oma cyma je 3ampaBo komauna, jep je, 3a cBakm (a;)ic; € S
caMO KOHAYHO MHOTO KOODAMHATA PA3JIUYUTO OA Hyse. JacHOo je ma je
sa coaxo i € I+ (foq)(a) = faia) = X,e; f(a:(a)); = fila) (momro
Cy OCTajle KOOpIuHaTe jelHake Hyuau). [lojaCHUMO 3amTO MMaMO jeIuH-
crBeroct Tor f. Heka je F': S — X ma koju xoMoMOpdU3aM 3a KOjU BayKu
Fog;= fi3acBeicl. Yronuro je s € S, ouna je s; # 0 camMo 3a KOHAYHO

MHOTO MHAEKCa i. Hera Cy TO MHIEKCH iy, ...,4,. llocMaTpajMo eseMeHTe
a[l],...,a[n] € S 3anate ca:
Sip, 381 =i,
alkli =
0, nHaye ,
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3a k € {1,...,n}. Bumaumo mse crBapu. Hajupe, alk] = ¢;,(s;,) 3a k €
{1,...,n}. A Tarobe je s =a[l] +---+ a[n]. Crora nmamo na je
F(s) = F(a[l]) +--- + Fla[n]) = F(gi, (si,)) + -+ + F(gi, (si,))
= (Fogi,)(si,)+ -+ (Fogi,)(si,) = fi(si)) 4+ fi, (s:,) = f(s). O

3a wompomssox S momysna A; xopuctumo osmary (P,.; A; m HazmBamo
ra u JUPEKTHOM CYMOM monyia A;. Y ciaydajy OBa MOIyJIa KOPUCTUMO
ozuaky A® B. Anasorso 3a n monyia KOopucTuMo 3amuc A1 P AsH---BA,.
IIpumernMo ma y ciydajy KOHAYHOT CKyIla MHIEKca 3a objexkaT Koju ce
nojaBiyje y AepUHUIM]U KOIPOM3BOAA NOOMjaMO MCTH Ka0 U y CIydYajy
NPOM3BOaa, HO MOPYU3MU KOjU YMHE CTPYKTYPY Cy, HAPABHO, OPYTAUUjuU.

ITocmarpajmo HE3 neBux R-Momoyna m xoMOMOp@duU3aMma:
A% A8 4

3a oBaj Hu3 KakeMmo na je tauaH y A yrosuko je Ima = Ker 8. [Tpumerumo
na, ako je a = 0, Tj. xoMoMopdusam koju cse exemente u3 A’ caura y 04,
oHna je ropwmu Hu3 Tavan y A akko je 5 ,,1-17. Cuauuno, ako je § = 0,
oHna je Hu3 TavaH y A akko je a ,ua”. Crora je Hu3

0= A 23 A% 47 o,

rae cmo ca 0 O3HAUYABUIM TPUBUjaJIaH R-MOIyJ, TaYyaH y CBUM HETPUBU-
jasHuM Moy nauMa yroauko je « ,1-17, Ima =Ker S u 8 je ,ua”. OBaras
HU3 30BeMO U KPATAK TAUAH HU3.

Cneneha omnceppamnuja je monekan kopucHa. lIpermocraBumo na je Hu3
AS Al
tauan y A u meka je : A — B uzomopusam. Tana je uHus
A Doy p B0,

tauaH y B. Hanwme,
Ker(Bo0™) = (B0~ )" [{0}] = 0[3[{0}]] = 0[Ker ] = [Im o] = Im(f o a).
[Mpumernmo na cBakm xomomopduzam ¢: A — B , npousBomu” Tadan

HU3

0—>Ker¢—L>A£>Bl>Cokerq’>—>O,

rae je ¢ YKIbYUEBE (unknysuja) Ker¢ v A: ((a) = a, a 7 je 3amaro ca
7(b) = b+ Im¢. [lpumerumo jom ga mBa TAUYHA HUA3A

ABAB A 50w 0sA” A S,
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MOKEMO CIIOJUTU y LY+KU TadaH HU3:

A% A yop A i} A
Hawuwme, xako je v ,,1-1” 1o je Ker(yo8) = Ker 8 (y(5(a)) = 0 akko S(a) = 0),
a xako je 8 ,ma”, To je Im(yo B) = (vo B)[A] = v[B[A]] = v[A"] = Im~.

W3 nBa TpumBHMjasHO TavHA HU3A

054 450 u 0-BY3 B0 (7)

MOXeMO (pOpMUpATU KpaTak TadaH HU3

0sA5A40BB B0, (8)

rae je i(a) = (a,0), a p(a,b) = b. 3ampaso, ako HPUMETUMO Ia je, HA
npumep, A® 0= A, u nomamo 0 MomyJe HA KpajeBe OBUX HU30BA:

05A A 5050 u 050-BYSp o,

BUIMMO [a HABEIHM KPAaTaK TAdyaH HU3 MO0MjaMO HaJIAKEHmeM IUPEKTHE
cyMe OBa IBa HU3A, Tj. HA CBAKOj MO3UNUJU y3UMAaMO TUPEKTHY CYMY HaBe-
IEHUX MOIYJa, & XOMOMOP(U3MU Cy OHO mTo Mopajy Outu. Crora ce Moxke
npuponHo pehm na nBa HuU3A y HacTajy LEMNAILEM TayHOT HU3A Y .

OsBo je Ouna kparka MoTUBanuja 3a cienehy Teopemy.

Teopema 30. Heka je 0 — A’ % A 5 A” — 0 «kparak Tauan Hu3. Cnegehin
YC/IOBU CY €KBUBANEHTHU.

1. NMoctoju n: A — A’ Tako ga je nop =ida.

2. Mocroju n: A — A’ Tako ga je (A,n,€) nponssol mogyna A’ n A”.

3. Noctoju v: A” — A tako ga je cov = idy».

4. Moctoju v: A” — A Tako fa je (A, u,v) konpoussog mogyna A’ n A”.
5. MNoctojen: A— A" nv: A" - Atako paje pon+voe=1idy4.

JHoka3. 1. — 2. JlokakuMo Hajupe ga je orpaHudeme (PeCTPUKIN]A)
€|kern: Kern — A” msomop¢usam. Y 1y cBpxy, Hera je a” € A”. Kako
je € ,Ha”, To moctoju a € A Takas na je €(a) = a”. Hapasmo, TO a He
MoOpa OuTu y je3rpy Of 7], ajid MaJio ra , KOPUryjMo”, Tj. yOUNMO eJIeMEHT
ap = a — pu(n(a)). Karo je eopu = 0, 10 je u €(ag) = a”, Ocum Tora
nao) = n(a) — n(u(n(a))) = n(a) —n(a) = 0, na ag € Kern, re je napeneno
orpaHndeme 3ancra ,Ha . Yroauro ce a € Kern npu e caura y 0, Tj. ako
a € Kere N Kern = Imp N Kern mvamo na je a = p(a’) 3a mero o/ € A,
a takobe je mu 0 = n(a) = n(u(a)) = @/, ma je a = pu(0) = 0 u moGusn cmo
TPaKeHN M30MOpPQU3aM.
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Hera cy ¢: X — A’ u ¢p: X — A” xomomopdusmu R-momymna. Tpeba
MOKa3aTu Aa MOCTOjU TAYHO jemaH xomomopduzam f: X — A rakaB ma je
nof=¢mueceof=n1). Tpakern xomoMoppuszam [ 3amajemo ca:

f(@) = n(9(x)) + (elicern) ™ (W (@)

Kaxo (€lkery) " ($(2) € Kern miano na je n(f(x)) = n(u(d(x))) + 0 =
¢(z). Taxobe je e(f(x)) = e(u(é(x))) + ¥(x) = ¥(x). Hda bucmo moxazann
jeIMHCTBEHOCT, mpeTmocTaBuMo na je F: X — A xomomop¢uzam 3a KoOju
Basxkn NoF = g m eoF = 1. Tana 3a cBaru € X nobujamo na F(z)—f(x) €
Kere N Kern, a rope cmo moka3anu na je Taj mpecek TpUBHjasaH. 1o
3aBpIlIaBa IOKA3 jeAUHCTBEHOCTH.

2. = 1. Iakme, umamo mpomsson A’ +- A 5 A", a tarkobe u mpousson
A& A A7 B A7, Crora noctoju mzomopdusam 0: A — A’ x A” 3za
KOju Bask; p1 o0 =n u pa o = €. Iarue, 0(a) = (n(a),e(a)) u, 3a o’ € A"
0(u(a’)) = (n(pu(a’)), e(u(a’)) = ((nop)(a’),0). Ho, 6 je mzomoppuzam u
meroBo cyxkeme 0: Kere — Kerpy je rakobe m3omoppuzam. Hamme, aro je
a € Kere, onna je pa(0(a)) = e(a) = 0, na HABEIEHO CYKEHE 3aUCTA IOCTOJU.
Hapasno, u cyxeme je ,1-17. Komauno, ako je (a’,a”) € Kerps mocroju
Hero a € A (0 je ,ma”) takso ma je H(a) = (a’,a”). Ho, 0 = pa(a’,d”) =
p2(0(a)) = €(a), Te a € Kere, Te je cysweme u ,,ma”. Jacuo je na je Kerpy =
A’ x {0}, Te 8 ocrBapyje nzomopduszam usmehy Kere = Impu u A’ x {0},
Te omma KoMmmo3aunuja 6 o ;1 octBapyje mzomopusam msmeby A’ m A’ x {0}
obnwmka a' — ((nop)(a’),0) u komauno mobujamo ma je w = nopu: A" — A’
nzomopousam. Ako 3a ' o3HAUMMO Kommosumumjy w™lon: A — A’ mobujamo
majenopu=(wlonop=wlomou) =wlow=idy Te cMo mOGUII
TpasKeHN XOMOMOD(U3aM.

Yuraonmma ocTaBbaMO Oa 3a BEKOy IO aHAJOTUJU OOKAXKY & BAKU
€KBUBAJIEHIINja 3. <= 4.

5. = 1. llarne, nocroje n: A — A’ mv: A” — A raro na je pon+voe=
id4. KommnonosameM ca u ca mecHe cTpane (NMpeTKOMMNOHOBareM) noGujamMo
ponopu+voeou=pu Karo je eopu =0, nobujamo ponou=pu. Ho, u je
»,1-1” ma cmemu ma je nopu =idy (yBepure ce y 0BO).

5. = 3. JennakrocT u3 5. KOMIOHYjEMO caza ca € ca jJeBe cTpaHe (MOCTKOM-
noHyjemo) 1 mobujamo eopon+eovoe = €. Kako je eop = 0, nmamo eovoe = ¢,
Ia U3 YnmeHune na je € ,Ha’ nobujamo € ov =idgs (yBepure ce 3amro je
OBO 3aMCTa TaKoO).

3. = 5. Tlocmarpajmo xomomopduszam £ =idg —voe: A — A. TlocTtroM-
MOHOBameM ca € nobujamo eof = e—eovoe =c—¢e = 0. OBO HaM roBOpPHU 1a
jeIm¢& C Kere = Im pu. Kaxo je p ,1-17, moctoju ¢yurmja p~t: Imp — A’,
ma MoxkeMo mepurucaTH GyHEmUjy = p ' of. Kako je (nou~!)(a) =a 3a
cBe a € Imp, umamo na je pon=popu o& =¢=1idy — voe, ma nobujamo
pon+voe=idy.

OcraBpamMo ynTaonuMa 3a BekOy na moraxky ma 1. = b. m|
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ITocaemuma 31. Heka je m: A — A TIPOJEKTOP, Tj. Heka 3afj0OBOJbaBa YC/IOB

72 =m. Tapaje A= Imn @ Kerr.

Ioxa3. IlocmaTrpamo kpaTak Tavyan HU3
0= Kerm 2 AS Imm — 0.

Hapasno, i je yrmbyunBame, a € je Cyeme oI M TOOUjeHO CMambUBAHKHEM
komoMeHa. MoskeMo nepurucaTy yribydewme v: Imm — A, 1j. v(a) = a. Ako
jebelImm, je b= m(a)3amero a € Au e(v(b)) = n(r(a)) = 72(a) = w(a) = b,
na je eov =idig,. Crora je, mo mperxonuoj reopemu A = Kerm @ Im7w. O

Ho, mocsermmo ce jomr masmo osom mpumepy. Hammve, m Kerm u Im 7 cy
nmonMonysu on A u MoskeMo GOpMUpATH CYMY TUX HOAMOIYJIa. [lokaskmMo
na Basku caenehwm cras.

Cras 32. Heka je m: A — A npojekTop Kao y npeTxofHoj mocneavuwn. Taga
Baxu cnefehe.

(1) Kerm 4+ Im7 = A4;
(2) KermrNImm = {0};

(3) Ceaku enemeHT a € A Ce Ha jeAVHCTBEH HAUMH MOXE M3PasnTn y 0BNUKY
a=z+y rlerz€KermrnyecImm.

Ilokas. Heka je a € A. Tana a—m(a) € Kern. Hanmve, 7(z) = m(a)—7%(a) =
m(a) — w(a) = 0. Harne, umamo nma je a = (a — w(a)) + 7(a), npu yemy
a—m(a) € Kerm, a m(a) € Inm u nokazanu cmo na Baxu (1).

Yromuro a € Kerm N Im7 nmamo na je a = w(z) 3a mexkn z € A, jep
je a € Imm, kao u ma je w(a) = 0, jep je a y jesrpy. Ho, tama mmamo
0= m(a) = 7(n(z)) = 72(x) = n(z) = a u norazamm cmo (2).

Komauno, ako je a = x+y =2’ + 9, rme z,2’ € Kerm, a 3,9 € Imm,
ouna ¢ — ' =y —y € KerrNIm7 = {0} u norkazann cmo n (3). O

Kopucruhenmo ad hoc o3uaxy + 3a oBaxBy cymy u 38ahemo je YHYTPAIII-
IbA IMPEKTHA CYMA. Ilakne, A = Ker 7+Im 7. Ommruje, ako je A; dpamu-
nmja mommomysa om A, omma +icrA; o3HAUABA CyMy TOAMOIYJA 32 KOjY
BayKU [1a CE€ CBAKU EJIEMEHT T€ CyMe Ha jeIUHCTBEH HAUWH MOKE MPUKA3ATU
y ODJIMKY cyMme ejieMeHaTa U3 THUX Moayiaa. Basxku ciemeha teopema.

Teopema 33. Heka je A;, i € I pamunnja nogmonyna of A, ¢;: A; — A mwuxosa
ykmbyderwa y A. Tapa cy cnefefin ycnoem eksMBaneHTHU.

(1) (A;(gi)ier) je xonpouseoh (AvpekTHa cyma) nogmogyna A;;
(2) A=+,crA; nzaceakoie I A;N(+;24;) ={0};
(3) A= +ierd:
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Hoxka3. (1) = (2). Ipernocrasumo nma je A’ = +,c74; # A. Kaxro je A
Kompomu3so nmoaMonyia A;, To nocroju tauno jemuo : A — A/A’ Takso na
je fog =03acse i€ I. Ho, To Huje Tauno. U myma mopduszam Koju
CJIMKa CBe ejeMeHTe u3 A y Hydy U cTanmapmau mopduszam p: a — a + A’
UCIyHaBajy oBa mBa ycioBa, a p # 0, jep A/A’ uuje TpuBujaman momy.

IIpernocraBumo na je 3a Heko ¢ € I: A; N (+;2:4;) # {0} u mera je b # 0
HETPUBHUjaJaH eJeMeHT u3 Tor npeceka. Crora je b= aj, +---+a;, 38 Heke
J1s- -+ Jn pazauuure on i. Hepunummmo fi: Ap — A ca:

¢, axro je k=1,
fe=9"

0, UHaJe.

[Mo mepuuUIUMju KOmpowsBoma ciemu na moctoju jemuHcTBen f: A — A
TakaB ma je foqr = fr 3a cBe k € I. To 3uaum na je f(b) = f(g: (b)) =
fi() = b u f(a;,) = f(g5.(a;,)) = fj.(a;,) = 0 3a cBe s = L,n, na je
flaj, +---+a;,) = 0. Hobumm cmo ma je b = 0 u Ta KOHTpaAUKLIUja
3aBpIIaBa JOKa3 OBE UMILINKAIL]jE.

(2) = (3). 3mamo ma je A = +,c7A4;. IIpernocraBuMo na OpuKa3 eaeMe-
Hata u3 A y oOJIMKY CyMe ejleMeHaTa M3 TUX IOAMOLYJa HUje jeINHCTBEH.
To 3mauM ma UMaMo jeTHAKOCT a4, +- - -+a;, = b;; +---+b; 3a Heke i1,...,0p,
opu 4eMy a;,,b;, € A;,, a MeDy muma Moxe OUTH U OHUX KOJHU Cy jeTHAKU
Hyu, aau 3a 0ap jemHo s je a;, # b;,. Tana mmamo jemuaroct:

Ai,Da;, — b, = Z(bzk — (Lik) S +j;£iAi«
k+#s

akne, nMaMO eJIeMEeHT Pa3JUYUT OJ HyJie KOju Ce HAJA3U Y TPUBUjATHOM
npecery. Ta KOHTpaAWKIUja 3aBpIIaBa MOKA3 OBE MMILJIIUKAI]E.

(3) = (1). Heka je Y mpomssosman monyn u f;: A; — Y mpowusBosmsHU
xomomop¢uamu. Tpeba nmorazaru ma mocroju Tavao jeman f: A — Y rako
na je foq; = f; 3a cBe i € I. Tpaxkeno [ mepunumenmo wa ciaenehu mauv.
Hera je a € A. Karo je A = +icrA;, 10 je a = a;, + -+ + a;, 3a Heke
i1, --yin U a;, € A;,. Tana craBmamo na je f(a) = fi,(ai,) + -+ fi, (an).
OBo jecTe xoMoMop@dusam monyiaa. Hajupe, ako je r € R, ouna je rea =
rea; + -+ rea; , Ipu uemy rea; € A;, , jep cy oBo mommonynu oxn A.
Crora je

flrea) = fi,(reai) + -+ fi,(rea;,) =ref(ay)+---+refla,)
=re(flai,) +--+ flai,)) =71 f(a).
Ilokas na je f(a+b) = f(a)+ f(b) ocraBmamo unraounma 3a BexOy. Ilakie,
f jecre xomomopduzam momyna m jacuo je ma je fogq; = f; 3a cBe i €

IOmMTO CMO Ta YyOpPaBO TAaKO M Ae(rHHCAIA. 3a NOKA3 jeTUHCTBEHOCTH,
npernocTaBuMO na je g: A — Y Heku xoMOMOp(M3aM 38 KOjU BAKU: §O¢; =
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fi. Yronuxro je a € A, ouzna je, ka0 u rope, a = a;, + --- + a;, , 38 HEKe a;,
na je

gla) =g(ay, + - +a;,)=gla,) + -+ gla;,) jep je a xomoMopPpu3am
= 9(qi, (aiy)) + -+ 94, (ai,) = (90 ¢, )(ai,) + -+ (g°¢,)(ai,)
= fi(ai,) + -+ fi(ai,) = f(a).
OBuM je 3aBpIIEH U AOKA3 IOCJEIbe NMILIUKAI]E. O

Y mameMm panxy hemo u yHyTpamsy AUPEKTHY CyMy mommonynia A; o3-
HauaBatu ca P, . ; 4;, a cBakako e HAM U3 KOHTEKCTa OUTH JACHO YKOJIMKO
ce paul O HOj.

icl

Hepunumuja 34. Heka je A nesu R-mopyn n S C A. lMoamoayn TEHEPVICAH
cKynom S je HajmMarbM MOAMOAYN Koju cagpxu S kao cBoj noackyn. Ako je S
KOHauaH, OHJa 3a TakaB MOAY/ KaXeMo [a je KOHau4HO reHepucaH, a ako je jef-
HOUNaH, OHJA KaXeMO [a je UMKNnYaH.

CraB 35. Heka cy A n S kao y npetxoAHoj AepunHuumjn. Tapa je noamoayn B
reHepucaH ckyrnom S:

B = {Z reea: S’ je koHauaH noackyn o S,r, € R} .
a€eS’

IToka3. OBo je jeqHOCTaBHO, OCTABJ/HAMO YUTAOIMMA 33 JAKy BEXOY. m|

IIpumerumo ma ce 3a TpuUBHjaJaH MOAYJI MO:KE Y3€TU OA MY je€ CKYII
reHepaTopa Mpa3aH, ajd U jeTHOWJaH — cacToju ce camo ox 0.
Baxu cnemeha Beoma KOpuUCHA KapaKTepPU3AINNja MUKIAYHUX MOIYJIA.

CraB 36. Jlesu R-mofyn A je uMknumuaH ako n camo nocrtoju nesu ugean Iy R
Tako fa je A R/I.

Iokas. Hapasro, u3 npumepa [20] 3HaM0 na je CBakM JI€BU UAeas MOX-
MOIyJI IPCTeHa y KoMe ce Haxaszu. Ho, R/I jecTe muknuuan, TreHEPUCAH je
enemenTtoM 1+ 1: 3aceer € Rjer+I=re(1+1).

Heka je A nmknanuan neBu R-MOIyJ U HEKa je OH M€HEPUCAH €JIEeMEHTOM
ag. To 3uaum na je A= {reag:r € R}. llocmarpajmo ¢pyuruujy ¢: R — A
3azaty ca ¢(r) :=reag. Mmamo ma je

dr+r)Y=(r+1)eag=reag+1r" eag = d(r) + &(r').
Taxrobe, ¢(s:1) = (s:1)eag = se(reag) = sep(r). Crora je ¢ xomoMoppusam

neBux R-momymna. Jacuo je ma je ¢ ,uma”. Tana je Ker ¢ umean y npcreny
R, a Ha OCHOBY TeopeMe nobujamo uzomopduszam R/Ker ¢ = A. O
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3 ®yuxrop Hom
Hajuope yBoanmo mojam bGumomyia.

Hepuuumuja 37. Heka cy R 1 S npcrenu ca jearHunuyom. Ako je A jedaH nesu
R-mopyn v fechn S-modyn, oHfa kaxemo fa je A jepan (R, .S)-6umopyne ako 3a
ceer €R,s€S5, a€ Apaxu: (rxa)xs=rx*(axs).

Kareropujy cBux (R, S)-6umonyna osmaumhemo ca gMg. Ilpumernmo
na je csaku jesu R-monmyn 3amnpaso jeman (R,Z)-6umomyn. Cuauuno ce
U JEeCHU MOZAYJIU MOry Bumetu kao oOwmmonyau. Csaru (R, S)-Gumomyn
MoskeMo upeHTupuroBatu ca (S°P, R°P)-6umonysisom. Morao Ou ce yak u
(R, S)-6umonyn muentupuroary ca gesuM (R x S°P)-momysoMm, anu umak
to mehemo pamuru. IlpuMerumo camo ga ce, y CaIydajy KOMYTATUBHOT
npcrena R cBaku seBu R MOIyJ MOKe BUIETHM HE CaMO M Kao mecHu R-
MomyJd, Hero u kao (R, R)-Oumonmyn. Pamu jenqHocTtaBHOCTH O3HAKa, KO-
puctrhiemMo O3HaKy - W 3a JEBO W 3a NECHO NEjCTBO, NOK NEeMO O3HAKY 3a
MHOMKEH-€ y IMPCTEeHY MU30CTABILATHA KA IOJ MOKEMO.

Heka je A €gMg, B egMr. Tanma ma AGenosoj rpymu Homp(A, B)
MoskeMo 3anatu cTpykTypy (S, T)-monyna na ciaenehu mauun. Axko je s €
S,teT, $ € Homp(A, B), ouna s-¢ u ¢ -t neduHUIEMO CAa:

(s-¢)(a) :==o(a-s), (¢-1)(a) := ¢(a) - t.
Tpeba nposeputu na s- ¢, ¢ -t € Hompg(A, B).

(s-9)(a1 +az) = ¢((a1 +az)-s) = d(ar-s+az-s)
=d(a1 - s) + ¢(az - s) = (s~ @)(a1) + (s ¢)(az);

(s-0)(r-a)=¢((r-a)-s)=¢(r-(a-s)=r-¢la-s)=r-(s-¢)(a);
(¢-t)(a1 4 az) = dlar + a2) - t = (¢(ar) + ¢(az)) - t
=¢(a1) -t + ¢(az) -t = (¢ - t)(ar) + (¢ - t)(az);
(p-t)(r-a)=9¢((r-a)-t)=¢(r-(a-t))=r-dla-t)=7r-(¢-t)(a).

ITposepasamo na au je Hompg(A, B) nesu S-momy.

M1. (s-(¢1+ ¢2))(a) = (¢1 + d2)(a-s) = ¢1(a-s) + ¢2(a- s)
= (s ¢1)(a) + (s-g2)(a) = (s~ ¢1 + 5 ¢2)(a);
M2. ((s1+s2) - d)(a) = d(a- (s1+s2)) = da-s1+a-s2)
=¢(a-s1)+ ¢(a-s2) = (s1-d)(a) + (s2-¢)(a) = (s1- ¢+ 52 ¢)(a);
M3. ((s152)¢)(a1) = ¢(a(s152)) = d((a-s1)-s2) = (s2:¢)(as1) = (s1-(52:9))(a);
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M4. (1s - ¢)(a) = ¢(a- 1s) = ¢(a).
ITposepy na je Hompg(A, B) necau T-Moxyn ocTaB/baMo 3a BexOY.

Taxobe Tpeba mpoBepuTu ciarame OBUX HejCcTaBa:
((s-9)-t)(a) =(s-d)(a) t=o(a-s) t
(s-(¢-1))a) =(¢-t)(a-s)=da-s)-t.
Saucra je (s-¢)-t=s-(¢-1).

Heka cy matu momymnu A, A1, As, A3 €gMs; B, Bi,Bs, B3 €My u xo-
MOMOP (pU3MU ¢ € HOIDR(Al,AQ), ’(/) S HOHIR(AQ,A3); K € HOHIR(Bl,Bg),
A € Hompg(Bs, B3). epunumemo

¢*: Homp(As, B) — Hompg(A;, B)
ca ¢*(a) == oo ¢ 3a a € Homp(A1,A2). Amasorno ce mepunumy * u
(oo)".

Heka € Hompg(As, B). Tana je
(ho@)"(B)=Bo(Yog)=(Bov)od=0a¢"(Bor))=¢"(¥"(B)) = (¢" o ¥™)(B),
na je

(Yog) =g o™
Yromuko je A1 = Ay = B= A u ¢ =ids, umamo na je id%(a) = aoidy = a,
na je

ldj‘ = idHomR(A,A)~

Ilepmanmemo
k«: Homp (A, B1) — Hompg(A, Bs)

ca: ky(0) := ko0, 3a 6 € Homp(A, By). Aranorso ce ne¢pusunry A, u (k).
Hera 6 € Hom(A, By). Tana je

(Aow) % (6) = (Ao r) 08 = Ao (k0 6) = Ao (k.(6)) = A (ra(6)) = (Aur)(0),
na je
(Ao K)yx = Ax O Ky
Yrouuko je A=A = By = By u k =1id 4, umamo na je (ida)«(0) =idaob =
0, ma je
(ida)« = idHom 4,4)-

Hexka je C ma roja kareropuja. Moskemo nepuaucaTy OIMO3UTHY KaTe-

ropujy C°P ca: O(C°P) = O(C), Homeor (A, B) := Home(B, A), fo°Pg:=gof.

KpaTtro peueno, omosuTHa kKareropuja ce mobuja ol IMOYETHE KATETOPUje
,0bprameMm” cBux crpeauna. Axo cy C u D mMa kKoje Kareropuje, oHma
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je ¢ymrrop F u3 rareropuje C y rareropujy D, y ozmamum F:C — D,
npunpyxusame O(C 3 A — F(A) € D upn yemy Basku na je F(go f) =
F(g) o F(f) xanx ron moctoju go f, kao n F'(14) = 1p(a) 3a cee A€ C. 3a
¢yurTOp F': C°P — D raskeMo u na je jenan KOHTPABAPUJAHTAH (yHKTOD
u3 C y D (3a obuuan GpyHKTOD ce Kaxke U Ha je KOBAPUJAHTAH).

Cana moskemo ¢popmynucatu cienehy teopewmy.

Teopema 38. Heka A egMig, B €xMr. Taja je npuipyxusatse
X s Homp(4,X), (X 2 7)) (Homp(A, X) 2% Homp(A,Y)

JjenaH koBapujaHTHU dyHKTOp U3 KaTeropuje RN y kaTeropujy sMr, a npuapyx1Bate

X s Homp(X,B), (X V) (Homg(Y, B) 2> Homp(X, B)
jedaH KoHTpaBapujaHTHU yHKTOp M3 KaTeropuje rMs y kaTeropujy sMr.

IToka3. 3ampaBo CMO CKOPO CBe IOKa3aju y OperxonHoj muckycuju. Oc-
TAJIO je caMo [Oa Cce HOKaKe 1a CY ¢, 1 ¢F xoMoMopdusmu oarosapajyhux
Momyaa. JIOKaKUMO TO 3a (.

Iakne, Tpeba NOKa3aTu na je ¢.(s-a) =s-d«(a), 3a s €S u ¢ (a-t) =
o«(a) - t, 3a t € T. Hera je a € A.

Pu(a-t)(a) = (¢ o (a-1))(a) = d((a-t)(a)) = ¢(afa) - 1)
p(afa)) -t = (du(a))(a) - t = (px(a) -)(a), ma je gu(cr-t) = Pu(a)-t.

Ilokas 3a ¢* ocraB/paMO YUTAONUMA 33 BEXOY. O

CBe OBO mMTO CMO paauiayd MOTJIO je Ja Ce NPUMEHM U Kajaa UMaMO
cutyanujy y K0joj cy A u B necau R-monynu, Tj. y ciaydajy ma pasMaTpamo
Hompg (A, B), roe A €s9Mp, a B €rMp, HO TO Cce MOKE CBECTU HA MIPETXOTHO
TaKO IMTO UAeHTUPUKYjeMO sIMp ca popMger U 7IMp ca popMypop. OcTani-
jamMo uymTaonuma (opMmynanuje u nposepe Tux TBphema (AupexkTHO, Ge3
ose muentudurammje). To je mobpa, Mama MO¥IA MAJO NOCANHA BEKOA.
ITobpo je ma To Hap jemuom ,,npobe Kpo3 pyky” .

Teopema 39. Mocmatpajmo npcteH R kao jepad (R, R) moayn (kopuwhiersem
MHOXeHa y camMoM npcTeHy). Ykonuko je B €gMg, onpa je Hompg(R, B) €gMis
1 noctoju npupodaH usomopgusam Homp(R, B) = B.

Hoxra3. Hepunnmemo pyurmujy Fp: Hompg(R, B) — B ca Fp(¢) := ¢(1).

Fp je xomoMop¢uzam Monyna.

Fp(o+¢) = (0 +¢)(1) = (1) + (1) = F(¢) + Fp(v);
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Fp(r-¢)=(r-¢(1)) =¢(l-1)=¢(r) =7-¢(1) =7 Fp(9);
Fp(¢-s)=(¢-s)(1) =¢(1) s = Fp(¢) -s.

Fp je ,ua”. Hera je b € B npoussoman. Jlepunumemo ¢ € Homp (R, B) ca:
¢(r) := r-b. OBako mEPUHUCAHO ¢ jecTe XOMOMOP(U3AM JEBUX MOIYJIA.
Hamve, ¢(ry +ra) = (r1 +172) - b=711-b+17r2-b = ¢(r1) + ¢(r2); Tarobe je
b(rm) = (rr1) -b =1+ (r -b) = 7 $(r1). Kaxo je Fp(6) = (1) = 1-b=b, 10
je Fp ,uma”.

Fp je ,1-17. Heka je Fp(¢) = Fp(v). Tanma je ¢(1) = ¢(1). Aro jer € R
npousBosbaH, umamo ma je ¢(r) = r- (1) = r- (1) = ¢¥(r), na je 3aucra
¢ =1.

IMpupomuoct. Herka je a: B — B’ xomomop¢uszam monymna. Tpeba mokazatu
na Basky jenHakocT: «oFp = Fproa,. Y Ty cBpxy, Heka je ¢ € Hompg(R, B).

(a0 Fp)(¢) = a(Fp(9)) = a(¢(1)) = (a e ¢)(1) = au(d)(1) = Fp(a.(¢)) = (Fpr 0 a.)(¢). O

Teopema 40. Heka A, A,egMg, B, B;egMy, 3ai € 1. Taga nocToje npupoaHu
nsomopdusmu (S, T)-6umoayna:

HomR(A,HBi) = HHomR(A,BZ-), Homp(@icrAi, B) & HHomR(Ai,B).
i€l iel iel

IToka3. OBo nako ciemu u3 CBOjCTaBa IPOM3BOIA WM KOMPOU3BOAA: XOMO-
Mop(u3aM y TPOM3BOJA je MOTHyHO ompeheH KOMIOOHEHTaMa U CIUYHO 34
KOOPOU3BOM. O

Hedunaumuja 41. lMpetnoctasumo aa je F': C — D koBapujaHTaH dyHKTOp 13
Heke KaTeropuje MoAyna y Heky KaTeropujy Mofyna. Taja Kaxemo fa je oH JIEBO
TAYAH ako KpaTak TayaH Hus y C

0-A 5B A54 50 9)
npeeoAu y TayaH Hus y D

F(p) ()

0— F(A) F(A").

F(A)

Y cnyuvajy Aa je ' koHTpaBapujaHTaH ¢yHKTOP, Kaxemo Aa je NeBO TauyaH ako
kpaTak TauaH Hu3 ([20) npesoan y TauaH HK3

()

0— F(A") F(A) 29, pean.

Teopema 42. O6a dyHKTOpa pa3mMaTpaHa y Teopemmu @ Cy NEBO TauHW.

Iloka3s. IloTrpebHO je camo mokasaTu ma cy ciaenenu HU30BU TAYHU:

0 — Homp(B, A’) £ Homp(B, A) < Homg(B, A”) (10)
0 — Homp(A”, B) < Homp(A, B) “~ Homp(A', B) (11)
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Ho, Mm cMO MMIOIMIUTHO HPAKTUYHO CBE OBO MOKa3aju MOKa3yjyhu Teo-
pemy [B0] Ausm, ypamumo To umak cala U eKCIUIUITHO.

Yromuko je uy(¢) = 0, To 3maum na je po ¢ = 0, te je, 3a cee b € B:
w(p(b)) =0, Te u3 unmennne na je p ,,1-17 caemu na je ¢(b) = 0. Crora je
¢=0wu u, je ,1-17. Yronuro je €.(¢) = 0, To 3naun na je eop =0, Te je
Imvy C Kere =Impu. Crora 3a cBaku b € B nocroju (1 TO TayHo jenas, jep
je u ,1-1") o’ € A’ raras ma je u(a’) = ¢(b). Crora mmamo mepuHECAHY
¢ymrmmjy 6: B — A’ ca: 6(b) =d’ PLLIN p(a’) = (b). Tposepure 3a BexOy
na je § € Homg(B, A’). Tama nmamo na je p.(0) = po 6 = 1.

Yromuro je €*(y) = 0, 3a v € Homg(A”,B), Tto je yoe = 0. Aro
je o € A", rako je € ,ma”, To mocroju a € A rako ma je a’ = e(a),
na je v(a) = y(e(a”)) = (yoe€)(a') = 0, nma je zanpaso v = 0. YKOIMKO
je p*(¥) = 0, 3a ¥ € Hompg(A,B), o je Y ou = 0. To 3maum na je
orpanndene ¢ Ha Im pu = Kere jeqnarko mynu. Crora MoxeMoO nepuHUCATHI

xomomopduzam ¢: A/Kere — B ca: 1(a + Kere) := ¢(a). Hammve, aro je
a+ Kere = a1 + Kere, ouna je a —a; € Kere, na je (a —ay) = 0, e je
¥(a) = (a1). Iposepure ma je ) xomoMop¢u3am Monysta. Kako je € ,ua”,
T0 mocroju uzomoppuzam € : A/Kere = A” koju a+Kere cnura y €(a). Hera
je 8 =1 oe ! € Homp(A”, B). Heka je a € A. Tana je

0(e(a)) = (& (e(a)) = P(a+ Kere) = ¥(a).
Haxie, €*(0) =0 oe=1. a

4 ®Pyunrrop

Buno 6u xopucHO ma Cy YMTAOIM YIO3HATU Ca TEH30PCKUM IIPOU3BOAOM
AGenoBux rpyma, HO TO HUje HEONXOIHO Yy OHOME IITO CJEIU MOUITO hemo
cBe m3BecTu ab ovo.

Heduanmnuja 43. Heka A egMg, B €sMr. HepmHuwemo A ®g B, TeHsopckn
npoussof o A u B wap S Ha cnepefin Hauun. Heka je F(A X B) cnobogHa
AGenosa rpyna ca ckyrnom renepatopa A x B. [Mocmatpamo noarpyny R(A x B)
OBE rpyrne reHepucaHy efieMeHTUMa:

e (a1 +az,b) — (a1,b) — (ag,b), a1,a2 € A, b € B;
e (a,by +b2) — (a,b1) — (a,b2), a € A, by, by € B;
o (as,b)—(a,sb), ac A, beB,se§.
A®gs B:=F(Ax B)/R(A x B).
Cras 44. Ha AGenosoj rpynn A ®¢ B 3apajemo ctpyktypy (R, T)-6umopfyna ca:
r-(a®b):=(ra)®b, 3aa,€ A,be B,r€R
(a®b)-t:=a®(bt), 3aac A,be B,teT.

Ca a ® b o3HauaBamo knacy enemenTa (a,b) € F.

26



Joka3. Kako je ckyn remeparopa 3a F(A x B) ckyn A X B, 10 je cBakru
enement u3 F(A x B)/R(A x B) runaca enemerra (aq,b1) + -+ + (ag, by) —
(ak+1,bp+1) — - — (an, by) 38 Heke a; € A, b; € B, 1j. nobuja ce cabupameM
U omy3uMameM Kiaca ejgeMmeHarta (a;,b;), Tj. cabupameM U OLy3UMAHEM
a; ® b;. Iarne, enementu obnuka a ® b, 3a a € A u b € B cy reneparopu
oBe rpyme. Ho, HE MOCTOjU jeIUHCTBEHOCT NMPUKA3a €JIEMEHATA U3 T'PyIe
F(AxB)/R(AXB) y 0BOM 06IUKY, Tj. MOXkKE C€ NECUTH AA UMAMO jeIHAKOCT

a1 @br+- +ap @by —apt1 @by — - —an @by
=ad) @b+ +a@b—a Qb —--—a, @b, (12)
npu yeMy ce HU Opoj cabupaka ca JeBe M AEeCHE CTPaHe He MOpa MOKJIa-
maTy, HUTU 3HAI caMUX cabupaka, HUTU HojenuHu cabupiu. Ako 6ucmo

KOPUCTUJIN CYMy Ca JieBe CTpaHe, OHAa OMCMO MHOKEHEM Ca T CJIeBa M0-
oMM eJIeMEeHT

(ra1) @ by + -+ + (rag) ® by, — (rag+1) b1 — -+ — (ray) by, (13)

a axKo OMCMO KOPUCTHJIU CYMy ca IOECHe CTpaHe, NOOMIM OMCMO eJeMEeHT

(ray) @ by + -+ 4 (ra)) @ by — (rajy) @ by — -+ = (ray,) @ b, (14)

U MOPAMO Ce YBEPUTH Ja Ce PAau O UCTOM ejeMeHTy. Ho, mra 3Haun TO
na umamo jemnaroct (12)? To sampaso 3maum na

(a'lvbl) +- (ak;bk) - (ak+17bk+1) -t (anvbn)
— (a1, by) =+ = (ag, b)) + (aj41, bigy) + -+ (agy, b)) € R (15)

Jemnakoct enemenara (|13|) u (14)) exsuBanenTna je ca

(rai,br) + -+ (raw, by) — (rags1,bp+1) — -+ — (ran, by)
- (ra/lv b/l) - (Ta;7 b;) + (ra';Jrl’ b2+1) +o 4+ (Ta/mﬂ b;n) eR. (16)

Osae tpeba obparuTy naxkmy Ha yumenully na je R(AXx B) C F(Ax B) u
na cy y F(A x B) enementu (a,b) CJIOBOJHU reneparopu, na Mehy muma
HEMa HUKAKBUX Be3al

IMokaxumo na ako » . +i(z1,y;) € R(A x B), ouma u ), +,(rz;, y;) npu-
nana R(A x B), 3a cee x; € A, y; € B, r € R, +; € {+,—}. U3 Tora cnemn
na ([L5)) = (16]). Josomuo je moraszaru ma cy remeparopu y R(A x B). A

TO HUj€ TEIUIKO.

e 13 (a1 +asz,b)—(a1,b) — (az,b) € R(A X B) umamo na je (r(a;+az),b) —
(ray,b)—(ras,b) = (raj+rag)—(ray,b)—(ras,b) € R(Ax B) (kopuctunu
cvmo ma je r(ap +az) =rap +rag y A).

e M3 (a,by + b2) — (a,b1) — (a,b2) € R(A x B) memocpenuo cienn na
(ra,by + b)) — (ra,by) — (ra,by) € R(A x B).
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3 (as,b) — (a,sb) € R(A x B) mmamo na je (r(as),b) — (ra,sb) =
%) a)s,b) — (ra, sb) € R(A x B) (kopuctunu cmo nxa je r(as) = (ra)s y

OBuM cMO TOKa3aiu na je MHOKEHe ejieMeHTuMa n3 R cieBa qo6po medu-
Hucano. Ha aHAJOrHM HAUMH ce HOKa3yje Na je U MHOKEHE eJIeMEHTUMA U3
T 3necua mo6po medpunucano. OcTaBbaMO YUTAONKMMA I8 TO ypale, Kao U
Ia IOBpLIe OKa3 Aa ce oBako 3aucrta pobuja (R,T)-Gumomyd. O

Yrkoauko je S = 7Z, ymecto A ®z B kparko hemo nucaru camo A ® B.
Ha ocuoBy nmepuuunuje, y monyiny A ®g B Baske cienehe penamnuje:
(a14+a2)@b=a1@b+a;®b a® (b +b) =a®b; +a® by, (17)
3a cBe a,a1,a3 € A u b,by,bs € B, kao u

as ®b=a® sb, (18)

saceeac A, beBuses.
IToka3 caeneher craBa 0CTaBHLAMO UATAONMMA Y3 HATIOMEHY 14 j€ MOMKIA
ounrienaH, aju Ia UIak MOKYIAajy Ja CBE TO JIETO MNPOTyMade.

Crasn 45. (Z) Al ®g Ag = Ay Qgov A7
(ii) Ako A €gMg, B €sMry, C € My, oHpa je

(A®s B) @7 C =2 A®g (B®7 C).

CraB 46. Ako A €rMg u ako ce R nocmatpa kao (R, R)-6umogyn, oHpa je
R®r A= A. Ananorto Baxu n A ®g S = A.

Ioxkas. Iloka3yjeMo caMo OIPBU U30MOP(U3aM, IPYTU C€ NOKA3Yje AHAJIOTHO.
IHedpunumenmo ¢: A - RQr A ca: ¢(a) =1® a.

¢ je xomoMopduzaMm OGUMOIyIA.
plar +az) =1® (a1 +az2) = 1®@ay + 1 @ ag = ¢(ar) + p(az);

dp(ra) =10 (ra)=lr®a=rl®a=r-(1®a)=r-d(a).
Hlas) = 1® (as) = (18 a) -5 = B(a) -

¢ je ,ma”. TeH30pPCKU MPOM3BOL je T€HEPUCAH eJIeMEeHTIMA I ® a, 3a 7 € R
nua€A Ho,r®a=1®ra=¢(ra). Kako cy cBu reseparopu y Im ¢, to
je (b 77Ha'” .

¢ je ,1-17. TIpernocrasumo aa je ¢(a) = 0. To 3uaun na (1,a) € R (Bumetn
nedUHUNN]Y TEH30PCKOT Ipom3Boaa). Mokemo na gepuHUmeMo §yHKIA)Y
f:RxA— Aca: f(r,a) =ra. Aro je F(R x A) ciobonaa AGesosa rpyna
ca CKymoM remeparopa R X A, oHZa IOCTOjU jeIMHCTBEH XOMOMOPQU3AM
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AGenosux rpyna f: F(R x A) — A 3a xoju je f(r,a) = f(r,a) = ra 3a cse
r € R, a € A. Ilpumerumo na je

F((r1 +72,0) = (r1,0) = (r2,a)) = f(r1+72,a) — f(r1,a) — f(ra,a)

= (r1 +r2)a —ria —rea = 0.

Canuno,

?((rval +ag) — (r,a1) — (r, 02)) = f(r,a1 +az) — f(r,a1) — f(r,a2)

=r(a; + az) —ra; —raz = 0.

Hapasro, muamo u na je f((rs,a) — (r,sa)) = f(rs,a) — f(r,sa) = (rs)a —
r(sa) = 0. Ilakne, f ciuka cBaku remepaTop ox R(R x A) y Hyxy, TIa cToTa
cavka neay ty noarpymy vy 0. Camum tum jema=1-a = f(1,a) =0.

Tume cMo 3aBpmINIM OOKA3 A& je ¢ M30MOp(U3aM MOIYJIA. O

Kopuctuau cmo na ce cBaku ejleMeHT y TEH30PCKOM npousBony A®pr B
MOKE IPUKA3ATA Y O0MURY a1 @ b1 + -+ -+ ap @ by — ak41 @ b1 — -+ - ap @by,
3a Hexke k u n u Heke a; € A, b; € B. 3amnpaBo ce CBaKM €JIEMEHT MOKE
npuka3aTu y o0JauKy 30upa egemenaTa obimka a®b, 6e3 kopumhema 3HaKa
3a OIy3UMAhe.

Hajope: 04 ® b = 0agrB, 32 cBe b € B; Ttakobe je: a ® 0p = 0ag,B 32
cee a € A. Hanwme,

0A4®b=(044+04)0b=04®b+04 ®b (ma ocuosy (|17))

u ckpahiuBamem y AGenosoj rpynu AQgr B nobujamo na je 04 @b = 0agpB-
Omasne nako ciuemu na je —(a®b) = (—a) @ b:

a®b+ (—a)@b=(a+(—a)) ®b=04®b=04g,B-

HapaBHo, Ha ucTy HAYMH MOKEMO PAIUTU CA APYIUM (PAKTOPOM y TEH-
30pckoM npousBony. Cama BUAMMO 3aIITO CE€ CBAKU €JIIEMEHT y TEH30PCKOM
MIPOM3BOLY MOKE NMpUKaszaTu y oOJuKy 30upa ememeHara obiuka a ® b.

Heka je a: A - A’y gfs u : B — By sMr. Kenmumvo na neduru-
memo a®f: AQr B — A’ ®@p B’ Taro na Oyzne (a® f)(a®b) = a(a)® 5(b) 3a
cee a € AN be B. To hemo ypamuru ua caenehu mauun. Jlepunumemo
oymrnmjy f: Ax B — A'®g B’ ca f(a,b) := a(a) ® B(b). Axo je F(A X B)
cinobonua AGesoBa rpyma ca CKymnoMm rereparopa A X B, omma moctoju
jemaucTBen xoMoMOpdusaM AbGenosux rpyna f: F(AxB) — A'®rB’, Trakas
na je f(a,b) = a(a)®B(b). Hda 6GucMo MMaIT XOMOMOP(YU3AM U3 TEH30PCKOT
IPOU3BOAA MOPAMO MPOBEPUTH Ha ce CBU ejeMeHTH u3 R(A X B) ciurajy
y HYyIy.

f((a1 + az,b) — (a1,b) — (az,b)) = f(a1 + a2,b) — f(a1,b) — f(az,b)

(1+a2®5() a(a) @ B(b) = a() B(b)
= (a(a1)+a(az)) @B(b) —aa1)@B(b) = a(az)®B(b) = 0 (ma ocrosy (17)).
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Anaznorso ce no6uja na je f((a, by + b2) — (a,b1) — (a,b2)) = 0.

f((as,b) — (a,sb)) = f(as,b) — f(a, sb) = a(as) @ B(b) — a(a) ® B(sb)
=aa)s® p — ala) ® sB(b) (o u B cy xomoMopduamMu GuMO Ly Ia)

=0 (ma ocsoBy penanuje ((18])).

Iakse, 3aucta f ciaumka cBaku edemenT u3 R(A x B) y Hy&Iy, na uHIyKy]je
xomoMmop¢uzam Abenosux rpyna (koju hemMo O3HAUUTH OHAKO KAKO CMO
wenemn) a®f: AQr B — A'®g B’. Kakro je a®b 3anpaso kraca enxemenTa
(a,b), Buommo ma je zaucra (o ® f)(a®b) = aa) ® f(b). Camo jom Tpeba
IPOBEPUTH 4 jé OBO XOMOMODP(U3aM OGUMOILyJa.

(@@ B)(r-(a®b)) = (a® f)(ra®b) = a(ra) @ 5(b)
=rofa) ® B(b) =r- (afa) ® (b)) (a je xoMoMOpPU3aM GuMoOLyIA)
=7 (a®f)(a®b).

Cnnuno ce nokasyje na je (a® 8)((a®b)-t) = (a® B)(a®Db) -t.
Yrouuko o' : A’ - A" u f': B’ — B”, ouna je
(o' ® 8) 0 (0@ )@ ) = (o ® ) ((a ® B)(a @ b))
= (o/ @ B')(afa) ® B(b)) = &/ (a(a) ® B'(B(b)) = (& 0 ) (a) @ (8" 0 B)(D),

na je (o/ ® f') o (a®f) = (a/ ca) @ (B 0 B).

Oso mam omoryhasa ma Temsopcku mpomsBon, kao 1 Hom, mocmarpamo
Kao (YHKTOD Ha ABa HAUYMHA.

1. AQs —: Y » AQY, (8: Y =2 Y )= (ilda®B: ARsY - A®sY').
2. - ®@B: A= X®B, (a: X - X))~ (a®idp: X ®s B = X' ®g B).
Jlako ce MOKeMO yBEPUTH Ja OBO jecy (KOBAPUjAHTHM) (YHKTODU.

Teopema 47. Osako 3afatv dyHKTOpK cy JECHO TAYHU, Tj.

a) 3a cBakM KpaTak TauaH Hu3 y pMg
0-A5A5A" =0
n B gy Hnz
A @ BLEE, Aoy B 2B 4 ge B 0

je TayaHy pgMr n

6) 3a cBaku KpaTak TauaH Hu3 y sMip
0B 4LBL B 0
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nAerMg Hus
Awg B %% A 9e B9 Age B" -0

je Tavan y M.

Iokas. Ilorazahemo meo mox a). Ileo mon 6) Hokasyje ce Ha aHAJIOTaH
Hauna. Kako je eop =0, o je u (e®idp)o(u®idp) = (eop)® (idpoidg) =
0 ®idg = 0. TlomTo je € ,,ma”, To 3a cBaku a’ € A” nmocroju a € A Tako
na je e(a) = a”, ma, crora, 3a cBaku aguTuBHU reHepaTop o’ ® b 3a A” @ B
nocroju a € Aub € B rako na je (e®idp)(a®b) = e(a)®idp(b) = a”’ @b, Te je
e®idp Tarobe ,uHa”. Octaje na ce morasxke na je Ker(e®idp) C Im(p®idp).

Hera je P = A®s B/Im(np®idg). Ako je z € A®g B, ca [z] o3nauasamo
weroBy knacy y P. IHepunumemo ¢pymruujy f: A” x B — P ca:
1" def, "
f(@”,b) :=[a®b] < e(a) =a".
[Torkaskumo na je ¢pymruumja nodbpo nmedpmuuucana. Hawmme, npermocraBumo
na je €(a) = €(ay) = a”. To 3maum na je a — a; € Kere = Imp, Te mocroju
a' € A’ raxo ma je a —ay; = p(d’). Ho, To 3maum na je

a®b—a1®@b=(a—a1)®b=puld)®b=(p®idg)(d @),

naa®b—a; ®beIm(p®idg) Te je [a ®b] = [a1 ® b].

Crora f medpunwme Ha TavHO jemaH HaUMH XOoMOMOp@m3am AGeroBux
rpyna f: F(A"” x B) — P, tako na je f(a”,b) = f(a”,b), rae je, mapasuo,
F(A” x B), cnobomua AGenosa rpyna ca ckymom remepatopa A” x B. O3-
HAUMMO, Kao u paruje, ca R(A” x B) moarpymny oBe rpyme u3 nehuHANMjE
43| Tama je A” @ B=F(A” x B)/R(A” x B).

Herka ), a; ® b; € Ker(e ® idg). To 3maunm ma je ). €(a;) ® b; = 04rgp,
OJHOCHO, TO 3Haun Ha y_.(€(a;),b;) € R(A” x B). Ilokaxkumo na f civka cse
enemente u3 R(A” x B) y 0p. Hapasno, mpoBepaBaMo Ha F€HEPATOPUMA.
Hera cy af,ay € A”, b € B. Yronuro je e(a;) = af u €(az) = af, onna
je €(a1 + az) = €(ay) + €(az) = af + af, ma nmamo ma je f(ay,b) = [a1 ® b],
f(ay,b) =laz ®@b] mu f(af + a¥,b) = [(a1 + a2) ® b]. Crora

?((alllea/Q/ab) - (a/llab) - (a/Q/vb)) = f(alll+a/217b) 7f(a/1/vb) 7f((1/2/,b)
=[(a1 +a2) @b] — [a1 @b] — [as @b] = [a; @b+ as @ b] — [a; @ b] — [az @ b]
= la1 @b] + [as ® b] — [a1 ® b] — [a2 ® b] = Op.

F((a”, b1 +bg) — (a”,b1) — (a”,b2)) = f(a”, by 4 ba) — f(a”,b1) — f(a”, b2)
=[a® (b1 +b2)] — [a ® b1] — [a ® ba] = Op.



Yrouuro je €(a) =a” u s € S, ouna je e(as) = e(a)s = a”’s, na umamo na je
f(@”,b) =[a®b] u f(a’s,b) = [as ® b).

f((as,b)—(a,sb)) = f(as,b)—f(a, sb) = [as®b]—[a®sb] = [a®sb]—[a®sb] = 0p.

Haxkie, Z cauka cBaku esgement u3 R(A” x B) y Op, mro 3uauu na nobujamo
ma je m f(zi(e(ai),bi)) =0p. Ho,

?(Z(e(ai), b)) = Z f(e(ay),b;) = Z[ai ®b;] = [Z(ai ® b;)

i %

)

3

mro 3Haun na y . (a; ® b;) € Im(p ®idp). O

Teopema 48. Heka A, A; €gMg, 3ai € [, B,B; €sMp,3ai €. Taga

(P4 s B=EP (4i®s B)n Avs (D Bi) = P(A s B)).

i€l iel el icl

Ioka3. JIoka:KuMO CaMO IPBU U30MOP(PU3aM, IPYTHU Ce NOKA3yje aHAJIOTHO.
Mokaszahemo ma ((@D;c; Ai) ®s B;(qr)ker) ucnymasa yciose neguHAImje
rkonpousBoga (R, T)-6umonyna A; ®g B, 3a moroauo uszabpane XOMOMOD-
¢uzme qx: A; ®s B — (@iel Ai) ®s B, 3a k € I. Hajupe medpunummmo
Te xomomop¢uszme. [Mobumo on ¢pymrmmaja gp: Ax X B — (@iel Ai) ®s B)
neduruCaHUX ca gk(ak,b) := (ag)icr ® b, rae je

__ ag, 1=k
(ak)i = .
OAi, 2 75 k.

HanomernMo ma oOBIEe KOPHCTMMO PEAJM3any]y KONpOM3BOma Momyna A;
y ODJIUKY MOICKyTa IIPOU3BOIA Hiel A; y KojuMa je caMoO KOHAQUYHO MHOTO
KOMITIOHEHATA PA3JIUIUTO O HyJe, a Olepalnuje cy o Koopauaarama. Tana
MMaMo jeMHCTBeHe XoMoMopduaMe Gy, : F(Ayx B) = (@, Ai) ®s B, raxse
na je gp(ag,b) = gr(ax,b) 3a ce (ag,b) € A x B. Kao u panuje, 1ako ce
nposepu na g, ciauka cse eneMmente u3z R(Ap X B) y myny, te mobujamo
WHIYKOBaHE XOMOMOpdu3Me qi: Ar ®g B — (®i€] Ai) ®s B.

Heka je C €My, ¢i: Ai®sB — C y M. Tpeba nokasatu ma mocToju
jeIMHCTBEH XOMOMOp(U3aM ¢: (692‘61 Ai) ®s B — C TakaB na je ¢poq; = ¢;
3a cBe ¢ € [.

Hajupe nepurmmenmo pynrmmjy f: (@iel Ai) xB — C ca: f((a;)ier,b) :=
Y icr ®i(a;®b). OBa cyma je xomauna, jep je a; # 0 caMo 3a KOHAYHO MHOTO
i € I. IlomaBmamo mobpo HaMm mo3Haru nmoctymak. Ca F 03HAUMMO CJO-
Oomuy AGenoBy rpymy ca IpyIoOM I'eHepaTropa (@iel Ai) x B, a ca R non-
IPyIy T€HEPUCAHY €JEeMEHTUMa U3 Ae(DUHUIN]E FE] 3anara ¢pyurnuja f ce
Ha jeIMHCTBEH HAYWH NpOAy:kaBa M0 xomomopouszma f: F — C' AGenoBux
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rpyma. ['emeparopu m3 R caukajy ce y O¢.

Dier,b) — ((ai)ier, b) — ((@)icr, b))

(ai)ier + (@i)ier,b) — f((as)ier,b) — f((ai)ier,b)
= f((ai + @i)ier.b) — f((as)ier,b) — f((@)ic1, b)
= ¢illai+a;)®b) = > ¢i(a; ®b) — > ¢i(a; @)

~
—
—
=
S
S
<
=
m
~
+
—
Ql
&
<

el iel el

= (¢ilai ®b+a; @) — pi(a; ®b) — ¢i(a; @ b)) =

el
Z (¢(a; ®b) + ¢i(a; @ b) — ¢ia; ®b) — ¢(a; ® b)) =
iel

IMposepy 3a mpyra asa Tuma rereparTopa ocrasibaMo umrtaouuma. Crora
f munyryje xomomopdusam AGenosux rpyma ¢: F/R — C. Kaxo je F/R
sanpaso (@D;c; Ai) ®s B, o cmo nobumn ¢: (P, Ai) ®s B — C, 3a xoju
je #((ai)ier ®b) = > _,c; ¢ila; ®b). Ipumermvo na je

(poqr)(ar@b) = ¢(qr(ar®b)) = ¢((@)icr @) = > ¢i((@r)i @b) = ¢ (ar @),
i€l

ma je ¢oqr = ¢ 3a cBe k € I. JacHo je ma je ¢ OBaKO jeQUHCTBEHO 3a1aTO.
Hawnwme, ako je ¢ apyru xoMoMOp@u3aM KOju 3a00BOJBABA YCIOB ¢ oqr = ¢,
3a cee k € I, onna, 3a amurusBHU reHepatop (a;);c; ® b HAjUpe nmpuMeTUMO
na je a; # 0 caMo 3a KOHAYHO MHOrO wmHIAEkca i. Heka cy To i1,...,is. Ho,
Tazna je (a;)ier 30Up OX $ eleMeHATa KOJ KOJUX j€ KOMIOHEHTa DAa3JIMInATa
on 0 TaYHO HA jeJHO] MO3UIMjY; NPenusHo: (a;)ier = Y, a;,. JloBujamo
na je

S

¢/((ai)i€f ® b) = ZQSl i @ b Z(b qs; au & b)
=1

S

= (¢ ogi)(a; @b) = Zasu ai, @b) = ¢((ai)icr @),

1=1
. . ;. : ;o
ma ce nqobuja na je ¢’ = ¢ Ha aAUTUBHUM reHepaTopuMa, Te je crora ¢ = ¢.

Ocraje ma ce npoBepu zna je ¢ xomomopduzam (R, T)-6umonyia.

(b(?“ . ((ai)iEI ®b)) = (25((7‘@1 i€l & b Z(bz ra; &® b

iel
=Y Gilr-(@®b) = réa;@b) =r-> di(a; @b) =7-d((ar)ier ®).
iel i€l i€l

IIpoBepuTe 3a Be:kOy ciarame ca MHOKEHEM 37eCHa ejeMeHTHMMa u3 1. O
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ITpumep 49. Ilocmarpajmo kaTeropujy Set ¢BUX CKymoBa U (QYHKIMja Me
by mmma. Tama mmamo mpuponny Oujerumjy usmeby Set(X x Y,Z) u
Set(X, Set(Y,Z)). Haume, cBakoj pyuarmmju f: X XY — Z Mmoskemo npuapy-
wutn pyssnujy P2 X — Set(Y,Z) ca f4(x)(y) := z. Huje remko ysepuru
ce ma je oo Oujermuja. Ilpupommoct ce cacroju y ciaemehem. Axko cy
X', Y' 7' wexn npyru ckynosu u a: X' — X, 8:Y' =Y, ~v: Z - Z', 6u-
jexmmje 3a tpojre (X,Y,Z) u (X',Y’',Z') neno ce cnaxky ca oBuM (yHKIM-
jama y cnemehem cmucay. Axo je f € Set(X x Y,Z), onma joj moxkeMo
npuapysxutu QyHKImjy yo fo (a x B) € Set(X' x Y', Z'), rme cmo ca a X 8
osnaunnu koja X XY caura y X' x Y’ tako wro (z,y) cauka y (a(z), B(y)).
Canyuno, pyurmuju g uz Set(X, Set(Y,Z)) MokeMO OPUAPYRUTU PYHKIA]Y
n3 Set(X', Set(Y', Z")) mepunucany ca: z’' — yo g(a(a’)) o . Osmaunmo ca

(I)(X,Y,Z): S’et(X X Y, Z) — Set(X, Set(K Z))
ropenaseneny Oujernujy. Tana je, 3a cse f € Set(X xY,Z) n 2’ € X":

(I)(X’,Y’,Z’) (’Y o fo(ax 5))@/) =7° ‘I’(X,Y,Z)(f) (a(x’)) of. (19)

OBo m3riiena 3HATHO KOMIIMKOBAHWj€ HEro mTO y cymTuru jecte. IToenta
je ma je ropma Oujernuja meUHUCAHA HE3ABUCHO OX OWJIO KAKBUX m3060pa
Y CKYIOBUMAa O KOjUMA je PeY U 3aTO Ce CJAsKe Ca PA3HUM KOMIIO3UIIMjaMa.

ITposepumo jemuaroct (19)). ITo mepunnnmju nmamo na je, 3a y' € Y':

Dxryrzy(vofolaxp)(@)(y) = (vofolaxp))(a,y) =v(fla@),5(y))
C mpyre crpame, 3a 3’ € Y:

(70l(x,v.2)(f) () 0 B) () = V(P ,v.z(F)(a(a)(B(Y)) = v(f(elz), BY)))-

Ilakie, je IHAKOCT 3a1CTa BasKU.

Paznor 3amro c¢MoO y3umaJsu, Ha mpumep, mna o camka X'y X, a vy Z
y Z' neum y TOME IITO TAKBO (v, 3& CBAKO Z, MHAYKYj€ NPECIUKABAIE
n3 Set(X,Z) y Set(X',Z), nok v 3a cBako X MHIYKyje NPECINKABAKE U3
Set(X,Z) y Set(X,Z’). Kparko, Set(—,—) je KOHTPABAPUJAHTHO (0o6phie
cTpenune) 1o IPBOj, a KOBAPUJAHTHO 1O APYroj KOMIOHEHTH.

W3 oBux pasnora, ako ¢urcmpaMo Y U IOCMaTpaMoO nBa (GYHKTOPa
X = XxYuZw— Set(Y,Z)) (y3 jacHo mepuHMCAHA U IPUAPYKABAHA
dyHKIM]ja), OHIA HaBelJeHa NPUPOAHA OUjeKIurja TOBODPU A je UPBU (QyHK-
TOp JIEBO AIJYHI'OBAH npyrom (yHKTOPY, OOHOCHO, Ia je OAPYTU (PYHKTOD
NECHO AIJYHIOBAH IpBOM (hYHKTODY. &

CBOjCTBO ma HEKM (YHKTOD UMa HeMy IHeCHO (Wi JIeBO) aljyHIOBAH
¢GyHKTOD MY nOaje m3BecHe ocobuHe, anu ce Mu TuMe Hehiemo merassHO Oa-
BUTHU 300T OorpanndeHocTu BpeMena. CamMo HABOIMMO BasKHY Be3y uaMmeDy
¢pyurTopa —®gB 1 Homp (B, —): npBu je 1eBO aajyHIOBaH APYTOM, OJHOCHO
Basku cieneha Teopema.
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Teopema 50. Heka B €s0Mtp. Tapa noctoju npupoaaH nsomoppusam Abenosnx

rpyna
Hom(g 1y (A ®s B,C) = Homg,g) (A, Homp (B, C)),

roe A €egMs n C egMr.
ITokas. Hexa je § € Hom (g 7)(A ®s B,C). Hedpumenmo
(I)(A,B,C) (9) € Hom(Rﬁ) (A, HOIHT(B, C))

ca: (®(a,p,c)(0)(a))(b) :=0(a®b). Tpeba nOKazaTH HEKOIMKO CTBADPHU.

Hajmope,

®a.B,c)(0) je xomomopduzam (R, S)-6umonyna. Hera a € A, b€ B.
(®(a,5.0)(0)(ra))(b) = 0((ra) @ b)

=0(r(a®b)) no nedpuanmmju crpykrype R-monyna ma A ®g B
=rf(a®Db), jep je 8 xomomopouzam (S, T)-monyna

=7(®a,,0)(0)(a)(b) = (- Pa,B.cy(0)(a))(b),

na je @4 p.cy(0)(r-a) =71 P pc)(0)(a). OBme Tpeba HamOMEHYTH Ha Ce
CprRTypa (R, S)-6umonyna va Homp (B, C) 3anaje ca:

(r-9)(0) :==r(0(b)), (¢-5)(b) := H(s).

ITposepure ma je oBako 3aumcra 3amgara crpykrypa (R,S)-Oumonyna Ha
Homy(B,C) n ynopenure ca THMe KaKO 3aAajeMO DUMOIYJICKY CTPYKTYDY
y ciydajy xoMoMop(du3aMa JeBUX MOmyja (modeTak omesbKa O QYHKTOPY
Hom).

(®(a,B,0)(0)(as))(b) = O(as @ b) = O(a @ sb) = (P(a,8,0)(0)(a))(sD)
= (®(a,5,c)(0)(a) - 5)(b) (m0 cTpyrTYypPM GuMomyna Ha Homy(B,C)),

na je ®a,p,0)(0)(as) = ®(a,5,c)(0)(a) - s.

(®(a,B,0)(0) (a1 + az)) (b) = 0((ar + az) @ b) = 0(a1 @ b+ a2 @ b)
=0(a1 ®b) +0(az ®b) = (P(a,5,0)(0)(a1)) (b) + (P(a,5,c)(0)(az2))(b)
= (®(a,5,0)(0)(a1) + P(a,5,0)(0)(az))(b),

na je @4 p.0y(0)(a1 + a2) = @4 5,0y (0)(a1) + a,B.c)(0)(az).

®a.B,c)(0)(a) je xomomopdu3zam necaux T-mosmysa.

(®a,8,0)(0)(a)) (b1 +b2) = 0(a® (by + b)) = O(a® by +a® by)
=0(a®b)+0(a@by) = (P(a,p,c)(0)(a))(b1) + (Pa,B,c)(0)(a))(b2).
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(®a,,c)(0)(a))(a)(bt) = 0(a @ bt) = 0((a @ b))
=0(a@b)t = (P(a,5,0)(0)(a)) (D).

® A B,c) je xomomopduzam AbenoBux rpyna.

(®(a,8,0)(01 + 02)(a)) (b) = (61 + 02)(a © b)
=01(a®b)+02(a®b) = (®a,5,c)(01)()(b) + (4, 5,0)(02)(a)) (b),

na je @4 5,0y(01 +02) = ®a,,c)(01) + Pa,B,o)(02).

®(aB.c) Je »1-17. Hexra je (4 5,0)(0) = OHom(p s, (A Homr(B,C))- TO 3HAUM
na je 3a cBako a € A: @4 p oy(0)(a) = Oxom, (B,c)- Te je 3a caxo a € A
u cBako b € B: (P4 5,0)(0)(a))(b) = 0c, Tj. 3a 6(a x b) =0 3a cBe a € A,
b € B. Kako cy oBo amuTuBHU reseparopu on A ®g B, 1o 3akmpyuyjemo na
je 0= OHom(RYT)(A®5B7C)-

® A B,C) je yHA”. Hera ¢ € Homgg) (A, Homy(B,C)). Hepurummmo
f: Ax B — C ca: f(a,b) == £(a)(h). Axo je f: F(Ax B) — C jenun-
cTBeH XoMoMopduzam AbGenoBux rpymna Koju npommpyje f, IpoBepuMo 1aa
cauka cBe enemente u3 R(A x B) y mymry.

f((al + a2, b) (al, 0,2, ) f aj + ao, ) f(al, b) (CLQ, b)
= ¢(a1 + az)(b) — &(ar)(b ) €(a2)(b) = (§(a1) + &(az))(b) — £(ar)(b) — £(az)(b)
= &(a1)(b) + &(az)(b) — &(a1)(b) — &(az)(b) = Oc.

Jlako ce nobuja u na je f((a,by +b2) — (a,b1) — (a,b2)) = Oc.

f((as,b) = (a,sb)) = f(as,b) = f(a,sb) = &(as)(b) — &(a)(sd)
= (&(a) - 8)(b) — &(a)(sb), jep je & xomoMOpU3aM necHUX S-MOIyIIa

= &(a)(sb) — &(a)(sb)

(mo mepununuju crpyrrype mecuor S-monyna Ha Homyp(B,C)) = 0¢.

Hakne, f uanykyje xomoMmop¢uszam AGenosux rpyna 0: A® B — C u Moxe
ce npoBeputu ga je to xomoMmopouzam (R,T)-monyna. Kako je, no camoj

negummmin 6(a ©b) = f(a,b) = £(a)(b), T0 jo D(az.0)(6) = ¢&.

IIpenusno pa3jammemne TPUPOTHOCTU U MPOBEPY OCTABILAMO UMTAOIMA
3a Be:kOy, jep je HOTILyHO AHAJOIHO NMPUMEPY 3a CKYIOBE. O

3amarak 3a BeKOY.
Ilokazatu na Tavnoct Hu3a R-momyna

ALASA S0 (20)
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cjeqn U3 TAYHOCTU HU3a
0 — Homp(B, A’) £ Homg(B, A) <> Hompg(B, A”) (21)

3a cBaku R-monyn B, a cienu takobe m u3 tayHocTn

0 — Homp(A”, B) < Homp(A, B) “* Hompg(A', B) (22)

3a cBaku R-monyn B. '

PazMmucaure kako 6ucTe MOTIN 1a MCKOPUCTUTE OBAj 33 0aTAK U IPETXOAHY
TeopeMy Oa HOkaskere Teopeme [A7] u 48]

5 IIpojekTuBHU MOy

IeduanmrmMo Hajupe ciobogHEe MOLYIIeE.

Iedbumuumnuja 51. Heka je X Heku ckyn. CJIOBOJAHU JIEBU R-MOYJI Ha cKyny
X cactoju ce op nesor R-mofyna F' n pyHkuuje j: X — F Tako fa Baxu cnefiehie.
3a ceaku nesn R-moayn A v pyHkumjy f: S — A noctoju TauHo jelaH XoMOMOp-
¢usam nesux R-mopyna f: F — A Takas gaje foj=f.

Cras 52. ®yukumja j je ,1-1" v weHa cnvka j[X| renepuwe F.

Joka3. IlpernocraBumo na moctoje x1 # xo y X 3a koje je j(x1) = j(x2).
3a monyn A yamumo R xkao cranmapauu gesu R-monyi, a ¢pysrmujy f: X —
R mepunmmmmo ca: f(x1) =1, f(x) =0 3a  # x1. Yrouuko 6u mocrojasa
dynrmmja f: F — R TaxBa ma je foj = f, omma GumcMo mMaas ga je
1= f(z1) = f(j(z1)) = f(i(22)) = f(z2) = 0.

Ykoauko j[X] HE remepumie F', mocMaTpajMo noamonyd on F rerepucan
oBUM CKymnoMm; o3Haummo ra ca F’'. Tama je F/F' # 0, u nocrojana 6u msa
pasmmuuTa xomomopdusma ¢, 1p: F — F/F' 3a roje je poj =oj =0.
Hanwme, 3a ¢ moskemo y3etu 0, a 3a ¢ KaHOHCKY mnpojerimujy F ma F/F’.
OBo mpoTtuBpeun nepuHANMjH, Ta 3akbydyjemo na j[X| remepume F. O

Yecto hemo u camo monya I mHasuBaTtu ciro60aHUM MOIYJIOM 300T je-
HOCTABHOCTHU M3paskaBama (moxpasyMesajyhiu na mocroju v GpyHKIUja j), a
n cam ckyn X ckymowm rerepatopa 3a F (ckyn X MoskeMo 3aMEHUTH CKyTIOM
J[X] n Tako noctuhu ma je Taj ckyn G6am moackyn ox F'). CiroGonan nesu
R-monyn je jemnHCTBEH OO Ha M30MOD(OU3aM.

CraB 53. Heka, 3a ckyn X, naposu (F,j) n (F’,j') vcnymwasajy ycnose us
Ae¢MHmque Tapa noctoju nsomopdusam ¢: F' — F’ Takas fa je poj = j'.

Hoxa3s. Kako je (F,j) cnobonan nesu R-momxys, To 3a pymrnumjy j': X — F’
nocToju xomomopdusam j': F — F' tako ma je j' oj = j'. Ha amamoran
HaumH n06ujamo u xoMmoMopdusam j: F' — F 3a xoju je joj’ = j. Ho, tana
mvamo ma je (joj’)oj = j, Ho Takobe je m idpoj = j. 360r jenuHCTBEHOCTH
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y nepuHUImMjn 3akmyuyjemo ma je joj’ =idp. Cnumuno ce mobuja ma je
u j oj=1idp, ma cy j u j/ uzomopdusMm. 3a TPaKEHO ¢, y3UMAMO 13 je
¢=7. O

Tpeba jom morazaru ma caobOMHM J€BU MOIYJU mocToje. Ilora:kmmo
Ila MOJIYJI F .= @chX R ncnymaBa cBojcTBa M3 aeduHANL]jE 3a IIOroJaH
u3bop ¢ymrmaje j: X — F

Cras 54. Ako je j: X — F 3apata ca j(2') := ((1r)sx )zec, oHBa je nap (F,7)
cnobofaH nesu R-mogyn.

JHoxa3s. Iloxcernmo ce (Bumery mOKa3 TeopeMme ma je ((1r)s)s = Or,
3a x # 2/, a (1g)s), = 1r. Kpahe: oBo je enement xoju ma mosumujn 2z’
nma 1g, a Ha cBuM octayuM Or. Tana, ako je 3amar monyn A u ¢pyHKUUjA
f: X — A, jenuncTBenu xomomop¢usam f: F — A 3a koju je foj = f mar

je ca: f((re)aec) ==Y ey raf(x). YBepure ce y To. |

Cunenehu craB HaM yrasyje Ha CIMYHOCT Ca MOJMOM BEKTOPCKOT MPOC-
TOpa U Berose H6ase. 3ampaBo Cy CJI0DOIHM MOLYJIY OHU KOjU UMajy BA3Y,
Tj. T€HEPATOPHU CKYyI KOjU je JjmHeapHO He3zaBucaH. CBaku BEKTOPCKU
npocTop uMa 0a3y, ajlu HapaBHO Ja je HeMAajy CBU MOIYJIU.

Cras 55. Heka je X ckyn reHepatopa nesor R-mopyna B. Taga je B cnobopaH
mMofyn Ha ckyny X ako un camo ako je X nuHeapHo HesaBucaH Haf R, Tj. ako un
CaMo aKo M3 jeAHAKOCTU

rxy + rexg -+ rpx, =0p
cneam jajery =rg=--- =1, = Og.

Hoxa3. IlpermocraBumo Hajupe ma je B cmobomam momyn ca 6azom X.
ITocmaTpajmMo jemnakrocT

1T + T2 + - + 1w, =03

lepmmummvo f: X — R ca: f(x1) = 1g, f(z) = Or 3a cBe x # z;. Tana
nocToju jemuHCcTBEeH XoMOoMopduzam f: B — R 3a koju je f(z) = f(z). Axo
Taj XOMOMOp(U3aM NPUMEHNMO HA IOPBY jeIHAKOCT, J00ujamMo:

O0r = f(0B) = f(rimi +raza -+ rnxn) = rif(zy) +raf(2) - + 1 f(2n)
=rif(xr) +raf(z2) +- -+ ruf(zn) =r1-1g+72-0p + -+ 17, -Op =71,

Tarko mobujamo na je r; = Ogp ¥ CAMYHO W 3a OCTaJie OUPAHEM ITOTOIHUX
¢yuruuja f.

IIpermocraBumo cama ma 6a3y X uwmHe JTUHEAPHO HE3ABUCHU €JIEMEHTU.
[Moraskumo na je B cmobonan. Y Ty cBpXy, Heka je C Heru geBu R-Momyn u
f: X — C nexa ¢pyurnuja. Axro je b€ B\ {0p}, onga nmocroje (paznuuntu)
Z1y..., Ty € X TarBU ma je b=rixy + -+ + rpa, 3a vere r; € R\ {0}. Ho,
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ako Ou mocrojanu u Heku Apyru (paszauunty) ejxementu u3 G: xf,...,x),
Tako ga je b = rja} + ---rixl, 3a mere r; € R\ {0}, onna Gucmo mmasu
jemHAKOCT
TITL A+ T =TT e+ T;lx;.

Ako Om 3a HEKM MHIEKC § Baxkuio na x; € {z},...,x)}, onna Gucmo, nocie
npebanuBama CBUX cabupaka Ha jenHYy CTpaHy, UMaJU JUHEAPHY KOMOU-
Haiujy esneMmeHara u3 X kKoja Ou Oumia jeqHaka HyJIM, ajld jefaH ol Koepu-
mujenara auje myma. CTora CBaKU €JI€MEHT U3 {T1,..., T, } IPUTAIA CKYITy
{z,...,2,}. Ho, Basku m oOpaTHO, AHAJIOTHUM DE30HOBAILEM. 3AKILYTY-
jEMO na Ccy OBO jeqHAaKU CKYIOBU U I'OPHA jJeIHAKOCT CE CBOAU HA

(11— s + -+ (1 — )20 = Op.

N3 nuaeapHe He3aBUCHOCTH ejeMeHara u3 X ciuemu na je r; — i = Og
3a CBe i, Te 3aKbydyjeMo ma je mpukas cBakor esementa u3 B\ {0p} y
O0JIMKY JIMHEeapHe KOMOUHAIje TeHePATOPHUX jeauHCcTBeH. CTora MOMKEMO,
Ha TayHO jemaH HaumH, medunucatu f: B — C ca: f(riby + -+ +rpby) i=
r1f(b1) + -+ + 7, f(b,) u, mapasuo, f(0g) = 0c. Ha cramnapnam mauwms ce
IpOBEPU Ma je 0BO XOMOMOp(dum3aM jeBux R-mMomyia. O

Teopema 56. Csakun nesn R-mofyn je xomomopgHa cnvka cnobopHor nesor R-
mogyna.

IToka3s. Heka je A neBu R-monyn u F cinoGonan jneBu R-MOIyJ ca CKyIoOM
reaeparopa A. Wnenturer idga: A — A mnaykyje xoMoMOp$u3aMm JIE€BUX
R-monyna ids: F' — A, ®oju je ouursenno ,Ha'. |

JenHo BaxkHO CBOjCTBO CiIOOOIHUX MOLyJla, CAIPEAHO y ciaenehieM craBy
he mam 6uTu MoTMBanuja 3a yBoDheme IyIaBHOT IOjMa y OBOM OZEJbKY.

CraB 57. Heka je F cnobogan nesu R-mopyn, A < A” — 0 TauaH HU3 neBux
R-mopyna n ¢: F — A” xomomopduzam nesux R-mofyna. Tafa nocroju xomo-
mop¢usam nesux R-mopyna ¢: F' — A Takae fa je € o = ¢.

€ .
ITokasz. Hapasuo, Taunoct #u3za A — A” — 0 je exkBUBaJIeHTHa yCJIOBY 1A
je € yua” (amum, eTo MOMke M Tako qa ce To popmynume ©).

F
o
g €
A, Aam 5

Heka je X 6asza 3a F. 3a cBaku x € X uzabepumo a, € A Takas na
je €(az) = ¢(x); oBO MOKEMO Ha ypaauMo 3aTo mWTo je € ,Ha' (HapaBHO,
KOpuCTUMO u akcuoMmy uszbopa). Tako mmamo 3amaty ¢pymxmujy f: X — A:
f(z) := a,. Karo je F cnobomau ca 6azom X, 1o mocroju (TavyHo jenan)
xomoMopdusam 1) = f: F — A 3a woju je ¥(x) = f(x) = a, 3a ce v € X.
Crora je (eoy))(z) = e(¥(x)) = €(ay) = ¢(x). Harne, (eotp)|x =P|lx: X — A
ma, 300r jeOUHCTBEHOCTU XOMOpdu3Ma 3amaTor Ha 0a3wm, modujamMo ma je
€01 = ¢ ynMe je MOKa3 3aBPIIEH. O
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Hepunurmuja 58. 3a nesn R-mogyn P kaxemo Aa je TPOJEKTVBAH ako 3a CBaku
TauaH Hu3 A < A” — 0 TauaH HU3 nesux R-mopyna uxomomopdusam nesux R-
momyna ¢: P — A” noctoju xomomopdusam nesux R-momyna ¢: P — A Takas
Hajecor) = ¢.

P
v Lﬁ
g .
A—— A" ——0

Harme, Bumenu cMo na je cBaku cJ00OmaH MOIYJl IIPOJEKTUBAH. 3a-
mpaBoO je IMPOjeKTUBHOCT MOMYJa, Koja je ciabuju yciyoB on ,ciaobome”,
MOBOJBHA 32 MHOPE KOHCTPYKIMjEe Y XOMOJIONIKO] aJrebpu, HO MU C€ TUME
nehemo GaBuTu, oBIE ce HABUMO CaMO OCHOBHUM CBOjCTBUMA U IPUMEPUMA.

CraB 59. [vpekTHa cyma €D, P; je npojekTviBaH MOJly ako 1 ako Cy CBU MOAYNN
P; npojekTUBHM.

Ioxkas. Heka je P = D, P; npojekTuBaH MOIYJ U HeKa Cy 3alaTH TadaH
w3 A 5 A” — 0 u xomomopdusam ¢;: P; — A”, 3a j € I. Yronuko
3amamo ¢;: Py — A” 3a 1 # j ca ¢; = 0, UMaMO MHAYKOBaHU XOMOMOD(u3am
¢: P — A" 3a xoju je ¢|p, 0 q; = ¢;, T.AC CY ¢; XOMOMODPYU3MU KOJU Cy €0
CTPYKTYpe mupekTHe cyMme. Kako je P mpojexktuBan, TO moctoju v: P — A
Tako ga je eot) = ¢. Ho, tama je eo(og;) = (eotp)oq; =¢pog; = ¢;, na
je 1 o q; TpaskeHm XOMOMODPpHU3aM.

Axo cy cBu P; npojextuBau Momyau, mocmarpajmo ¢: P — A” (u uctu
rTavaH Hu3 HapaBHO). Tana 3a cse ¢; = pogq;: P, — A” mocroje ¢;: P, — A
TAKBU 1a je € o ; = ¢;, momro cy P; mpojekruBru. Ho, Tama mocroju
¥: P — A tako ma je ¢ oq; =1; 3a cee i. Tana je

(€otp)ogi=¢€o(Ppogq)=cothy=¢;=¢og,

3a cBe i. V3 jemmHCTBEHOCTH XOMOMODP(U3Ma ¥ Ae(PUHUNMU KOIPOU3BOIA
caenu na je €eo = ¢. O

HaBennmo merke mpumepe Ga3wpaHe HA OBOM CTABY U UMEEHUIW O3 CYy
Cc1000AHU MOAYIM IPOjEeKTUBHU.

IIpumep 60. Kako je Zg = Zo @ Z3, kao AGenose rpyme, 0Baj U30MOD-
¢uzam je u msomopdusam Zg-monyna (csara Abesosa rpymna je Z-MOIyI,
a Abenosa rpyna A je Z,-monyn arxko je nA = 0). Ho, Zg je mapasno
caoboman Zg-MOILyJl, a Cy OHOa U Zo U Z3 TPOJEKTUBHU Zg-MOLYJIU, KOJU,
HAPABHO, HUCY caoboxuu (uHave Ou Ouiam mUpeKTHE cyMe on Zg, & TO
CBAKaKO HUCY U3 OaHAJHUX pa3jora — uMajy npeMato esneMeHara @). &

IIpumep 61. Heka je S = M, (R), upcred Marpuna pena n Hal IPCTEHOM
ca jemumunoMm R. Iloxcerure ce mpumepa [I5] JleBu mueanu u3 gesa mon
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6) y QUPEKTHOj CyMM Iajy mpCTeH S:

11 Q12 -+ Gip a; 0 --- 0 0 a2 --- 0 00 A1n

a1 @z -+ Az, ap 0 --- 0 0 ap --- 0 00 a2y
= . Lo Al . i et

anl ap2 Ann an1 0o --- 0 0 Apo - 0 o o0 --- Ann

ma Cy CBM OHM IPOjeKTUBHU S-MOIYJIN KOjU HUCY CJIOOOIHU.

Cras 62. Jlesn R-moayn P je npojekTusaH akko je ¢pyrktop Homp (P, —): g —
b, rpe je ca 2Ab o3HaueHa kaTeropuja ABenosurx rpyna 1 xomomopgrsama, TauaH.

Jloka3. 3Hamo na je oBaj (YyHKTOD JI€BO TayaH IO TEOPEMU @ Ocraje
caMo [a ce IPOBEPHU & Ce XOMOMOP(OU3MU KOju CY ,,HA IPEBOIE Y XOMO-
MopdusMe Koju ¢y ,Ha” akko je P mpojektuBaH. Aiu, TO je TAYTOJIOMIKA
YMHEEHUIa — TO je caMo IpedopMmynanuja geGuHUINje IPOjeKTUBHOT MOIY-
Ja. YBepure ce y TO. ]

Teopema 63. Cnefefin ycnosu 3a nesn R-mofyn P cy ekBMBaneHTHU.
(1) P je npojekTumBaH.
(2) Ceaku kpaTtak TavaH HU3 0 - A’ - A — P — 0 ce uena.
(3) P je avpekTaH cabupak cnoBofHor Mofyna.

Hoxa3z. (1)=(2). IHocmarpajMo meCHU Kpaj OBOT TAYHOT HU3A U HEKA je
e: A — P. IloBomHO je y mepUHUIMjU TPOjEeKTUBHOr MOAYJIA Y3€TH HOa je
¢ =idp. Tama mocroju ¢: P — A takap ma je eo) = idp.

(2)=(3). Monyxn P je cuuka caobomsor Moxyna F mpu xoMoMOD(OuU3My
p u mera je K = Kerp. Ha ocmoBy mpernocraske (2), KpaTak TadaH HU3

0K —F2% P—0ce nena, na je F =2 P@Q 3a uekn nesu R-monxyn P.

(3)=(1). OBo caemu u3 yumeHUIE Aa je CI00OTAH MOLYJI IPOjEKTUBAH U
crasa [BI] a

Y craBy BUENIN CMO Be3y IPOjeKTHMBHUX Moayia u ¢yHkropa Hom.
ITornenajmo cana Be3y ca TeH30pckuM mpomsBonoM. Hajupe medurummemo
mojaM paBHOT MOZYJA.

Hepurumuja 64. Jleen R-moayn B je PABAH ykonuko je ¢yHkTop — ®@p B
TavaH.

Hapasuo, ykonuro je A necau R-monyi, ouna je AQg B camo AGesnosa
rpymna, a ako je A jemam (S, R)-6umonyin, ouna je A®p B nesu S-mony.
Iakne, moctoju Buie MoryhzHocTu 3a oBaj GpyHKTOp, HO ako je R xomyra-
TUBaH TIpCTeH OHIa je A ®p B cBakako R-Momy.
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Teopema 65. [1pojekTUBHN MOZYNM Cy paBHMU.

Ioxas. lorkaskumo Hajupe ma cy ciobomau Momaynu paBHu. llakie, ako je
w: A” — A 1-17, Tpeba nokasatu ma je m pu Q@ idp: A’ g F — A Qg
F ,1-1”7 ako je F cnoboman neBu R-monyn. 3Hamo na je tama I 2
@,c; R 3a mern ckyn mugexca I. Ha ocmoBy Teopeme 1 CTaBa ,
smamo na je A @p F' = @, ; A'; ananorno 3a A. Ilpernmocrasumo na je
F peanu3oBaH Kao MOIMOIYJ ,JII/IpeKTHOI" npousBoga R-oBa Tako na je y
(ri)ier ™ # 0 camo 3a xomauno muoro mungekca i € I. Tana je mzomop-
dpusam ¢': A" @ @;c; R — @  A’, Ha aIuTUBHMM TeHEPATOPUMA, 3a-
nat ca ¢'(a' @ (r;)icr) = (a'ri)ier. Cmmuno je d(a ® (ri)ier) = (ari)ier,
nox je (p® idg, , r)(@' ® (ri)ier) = pla’) @ (ri)ier- CTora 0Baj XOMO-
MopdusaM mHAyKyje xomomopdusam M: @, A" — @, A (32 xoju je
Mod' = do(n@idg, , r), M((a)ier) = (i(a])icr:

(Mo ¢')(a' @ (ri)ier) = M(¢'(d' ® (Ti)iel) = M((a'r:)ier)
= (u(a'ri))ier = (u(a)ri)ici = d(u(a’) @ (ri)ier)
=o((p®@idg,_, r)(@ ® (ri)ier) = (¢ o (p®@idg,_, r))(@ ® (ri)ier)-

Yroamuko je M(( )ze]) = Og, er 4> To 3Haun na je u(ai) = 04 3a cse i, Te,
U3 MHJEKTUBHOCTH f, ciemu ma je a; = 04 3a cse 4, Tj. (a7)icr = Ogy,_a T€
3akmpyuayjemo na je M ,1-17, Tte omma mopa doutu m u ® idEBiezR' axkie,
nobuau ¢cMO Oa je ciobomaH MOIYJ paBaH.

i€l

Heka je P mpojexktusHn monyn. Tanma je P Q = F 3a Hekn Moxyd
@ u cnobomarn monyn F. Osmaunmo ca t: P — F yrmyuewme Py F, a ca
m: F — P npojexmujy F ma P. Tana je mor =idp. Heka je (u®idp)(z’) =0
3a mern &' € A’ @ P. Taza je u (ida ® ¢)(p®1idp)(2’) = 0. Ho,

([da®)o(p®idp) =p®t=(p®idp) o (ida ® ),

na je (p®idp)((idar ®¢)(2')) = 0. Ho, p®idp je ,1-17, jep je F cmobonan,
na nobujamo na je (ida ®@¢)(2’) = 0. Tana je n (ida @ m)((ida ®¢)(2")) = 0.
Ho (idA/ ®7T) o (idA/ X L) =idy ® (71'0 L) =idy ®idp = idA/®p, na je ' =0
U DOOUIU CMO TPaKEHO. O

OO0Opar He BasKku, Tj. HUje CBAKM pPaBaH MOMYJ MpojekTuBaH. lIpe Hero
ITO HaMO MpUMEP, IpUMeTUMO na Basku ciaenehe. Eimemenrt a; @ by +--- +
ap @by, € A®r B je jemnak Ojag,p ako u camo akxo je oH jemHak Oaig,p
3a HEKe KOHAuHO reHepucane mommonyie A’ m B'. Haumme, oBaj enement je
jemHaK HyJIM y TEH30PCKOM IPOU3BOJIY AKKO eneMeHT (a1,b1)+ -+ (an,by)
npunana moarpynu R(A X B). Ilpyrum peunMa, TO 3HAUM Oa je

Z a;,b;) Z((a +a;’,b;) (a],b;) (a;’,b;))

jedJ

+ Z(( " //+b///) ( ;c//’ ;@/) /// /// +Z " b//// 7( " b////))

keK leL
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3a Heke kKoHauHe ckymnose J, K, L, u 3a Heke a-oBe us A, b-ose u3z B, r-ose
u3 R. Yrouuko 3a A’ y3amMeMo HMOArpyIly M€HEPUCAHY CBUM (-OBUMa KOJU
ce mojaBJby]y Yy OBOj jemHakocTu, a ca B’ moarpymy remepucany CBUM b-
oBuMa, oHxa Hasenenu eaeMment jectre y A’ ®@p B’ (jep a; € A', b € B') n
3ampaBo je Ty jemnak mysu. Crora Basku ciaemehu cras.

CraB 66. AKO Cy CBU KOHaUYHO reHeprcaHn noamoaynu mogyna B pasHu modynu,
oHAa je U B pasaH mogyn.

ITpumep 67. CBaka KOHAYHO reHepucana moarpymna rpyme Q je caobomua
(oma je, mo TeopeMm O KiIacUPUKALMU KOHAYHO TeHepucaHux AOeroBux
rpyna KOHAYHA IUPEKTHA CyMa MUKINYHUX, anu y Q Hema esemenarTa KOHAY-
HOT pelia, Ma je OHIAa KOHAUYHA AUPEKTHA CyMa OEeCKOHAUHUX IUKINYHUX,
Koje cy cBe m3oMop¢He ca Z) Te je, mpeMa mperxonHa asa craBa Q pa-
BaH Z-monyn. Ho, To muje mpojexktuBan Z-monyna. Hawme, mpojekTmBaH
Z-Momymn je moAMOIyJ CIOOOMHOT Z-MOOyJa, a CBaKa MOATPYIa CJI00O0IHE
AGenose rpymne je cnobomua Abenosa rpyna. Ho, Q muje crobonua — nema
m P

MMHEADHO He3aBUCHe remepatope. Hamume, ako ¢y x = ¢ my = 7 enemenrn
u3 Q, onna je pnx —mqy = pn’* — mq§ =pm —mp=0. &

Ako je A neBu R-Monys, oHIA je HeroB IYAJHU MOAyJ A* := Hompg(A, R)
u 10 je necuu R-monyin: (¢-r)(a) = ¢(a)r (0Bo je cuenujannu ciaydaj panuje
ne(pUHICAHNX MOLYJIa XOMOMOD(U3aMa).

Teopema 68. Jlesu R-moayn P je NpojekTMBaH ako 1 CaMo ako nocTtoje hamunuje
(wi)ier € [Lier Po (fi)ier € [1;e; P* Tako Ba je 3a ceaku x € X, fi(x) # 0 camo
3a KoHauHo MHoro i € T mx = ., fi(x)x;.

Iokas. IIpernocrasumo na je P npojexkruBas. 10 3HAYM & TOCTOjU MOIY I
Q@ u cnobonan monyn F tako ma je F = P@ Q. Heka je (z;);c; 6a3a 3a F.
Tana, 3a cse ¢ € I nmamo: z; = x; + y;, 3a jenurcrBeHo oapebene z; € P,
yi € Q. IHepunummumo dynrmuje g;: {2; : ¢ € I} — R ca: gi(z;) = Or 3a
j#imgi(z)=1gr. Tanma nocroje jemuucTBeHO Ompehern XOMOMOPPUIMU
mMonyna g;: F — R u nepunumeno f; ca: f; = g;|p,: P — R.

Yroauko je x € P, omma mocroje jemmHCTBEeHO ompebenu r; € R Tako
na je x =) . ;Ti%, IPA 9eMy je, HapaBHO, 1; # 0 caMO 3a KOHAYHO MHOT'O
unnexca ¢ € I. Vimamo ma je rana, momro je z; = x; + ¥y,

Pax—zriwi :Zmyi € Q.

iel il
Crora je x — >, ;rix; = Op, Tj. . =), ., 73x;. Vimamo na je
fix) = gi(z) = gz'(E Wj) = r0i(z) =i
jeI JeI
Iaxkne, 3aucra je f;i(x) # Or camMO 3a KOHAYHO MHOTO WHAEKCA | U BajKU

jemmaxoct x = )., fi(x)w;.
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OGparHO, mpermocTaBuUMO nga nocrtoje ¢amuiuje (;)ier u (fi)ier ca
HaBenenum csojctuma. Heka je F' = @, ; R. Hedunumemo ¢: F — P
ca: ¢((ri)i61) =D erTiTi, a p: P = F ca: (x) = (fi(x))ier. Omo cy

xoMoMop¢hu3mMu (yBEpUTE Ce ¥ TO) 3a KOje BAKU:

¢(¢(x)) = ¢( 1 ZGI Zfz €T =

el

akne, nmamo kparak tadasn #Hu3 0 — P KNy N F/Im1 — 0, koju ce nena
Te je F = P F/Imv¢ u 3akmyuyjemo na je P npojekruBan MoOmyI. O

Map ((2:)icr, (fi)icr) HAZsMBaMO R-TIPOJEKTUBHA BA3A 3a P. Hapasmo,
{z; : i € I} jecTe reHepaToOpHM CKyI, HO HUj€ HYKHO JUHEADHO HE3ABUCAH
(unaue 6u P 6uo crnobonan monyin). Cuenelin pesynrar QupexkTHO cieny.

TIlocnemuma 69. Jlesn R-mofyn P je KOHauHO reHepucaH MpojekTVBaH MOy
aKo M CaMo aKo MoCToje haMuanje 13 NPeTXoHe TEOPEMe 3a KOje je CKyn MHeKca
I koHauaH. O

Axo je F xomauno remepucas ciaoboman R-Momys, oHOA je HEroB mayad
KOHAYHO reHepucaH ciaoboman mecun R-momyn. Crora, ako je P KoHAYHO
TeHEePUCAH MpOjeKTUBaH jeBu R-monyn, ouma je P* roHAUYHO reHepucan
npojextuBan mecan R-momyn. Tama je P** = (P*)* xomauHO reHepucaH
aeBu R-monyn. MMmamo medpumumcan xomomopdusam sneBux R-monyna P —
P** 3amar ca: x +— T, rae je T € P** medunucan ca: (@) := ¢(x) 3a ¢ € P*.
Ykouuko je T = Op++, TO 3HAUM nHa je, MOCceGHO, /(\as)(fl) = 0 3a cBe f; u3s
npojextusHe Gase 3a P. Iakue, f;(x) = 0 3a cBe i, na Mopa 6uru z = 0,
Tj. XoMoMopdusaMm x — T je ,,1-17. Banpaso Basku caeneha Teopema.

Teopema 70. Ako je ((@;)icr, (fi)icr) koHauHa R-npojekTusHa 6asa 3a P, onfa
e ((fi)ier, (i)icr) vonauna R-npojektusHa 6aza 3a P*.

Ioka3. Camo Tpeba mokasatu ma je 3a cBako [ € P* (obparure maskmy
HA uMmbeHuny na je P* NECHU R-momya):

f:Zfzxz Zfz ’L (23)

iel el

Ho, ako je g = Ziel fi- f(z;), onma je 3a cBako x € P:

= Zfz () (= Z(fz () Z.fl :f(Zfl(7)72):f(L)v
iel i€l iel i€l
ma je saucra f = g. O

~

Usmeby ocrasor, mmamo u ga je P = P**. 3BampaBo je x +— I Taj
uzomopuzam. [la GucMo mokazanau na je m ,Ha”, TPETIOCTABUMO nOa je
U € P**. Younmo enement x = .., V(f;)r;. Tana je, 3a ceako f € P*:

1) = 50 = 1 (L 0 ) = L w(ase) = S (i 1) = w( X 1(e) ) = 940,

i€l i€l i€l i€l
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ma je T = V. |
Hera cy A u B neBu R-monynu. lepuunmemo ¢yHKIuT]yY
F: A* x B — Homp(A, B)
ca F(f,b)(a) := f(a)b. 3a cBaro f € A* ube B, F(f,b) € Homg(A, B):
F(f,0)(a1 + ag) = far + a1)b = (f(a1) + f(a2))b = f(ar)b+ f(az2)b = F(f,b)(a1) + F(f,b)(az),

F(f,b)(ra) = f(ra)b = (rf(a))b = r(f(a)b) = rF(f,b)(a).

Crora oma mHIyKyje XxomoMmop¢msam AGemosux rpyma F: F(A* x B) —
Hompg(A, B). Kao u y panujum ciyJajeBumMa, IpOBEPU CE€ Aa C€ CBU M€HEP-
atopu rpyne R(A* x B) cnukajy y Hyau u uMaMo xoMoMopduszam AGeroBux

rpyna
9,473! A* ®r B — HOHlR(A,B). (24)

Tarobe umamo npupomaoct. Ao cy a: A’ — A, : B — B’ uz g, onna je
a*: A* — A zamato ca o*(f) = foa u uMaMO UHAYKOBaHE XOMOMOD(pU3ME
a*®p: A*®B — A ® B* u Hom(a, 8): Hom(A, B) — Hom(A’, B) Tako na
oujarpam
« 0A,B
A*®@r B —— Hompg(A, B)
la*@ﬁ Hom(a,f)
9 ’ !
A* @p B =% Homp(A', B')
KOMYTHUpPAa, Tj. Ja BaAKU jeTHAKOCT

0,0 (a" © ) = Hom(a, B) 0 04,5,

rae je Hom(a, 8)(¢)) = o oa.

IIpoBepuMoO Ha aIUTUBHUM TeHepaTopuMma 1 ejeMeHnTy a’ € A'.

(640 (0" @3)(f 21))(@) = (a3 (0" @ B)(£,1)) ) (@)
= 040,50 (0° (£). B(0)) (@) = 010 3 ( 0 . B)(a') = fla(a))b:

((Hom(a,8) 0 04.8)(f ©))(a') = (Hom(a, 8) (0.5(f ©1)) ) ()
= (Bo0a,5(f8b)0a)()) = B(04,5(/ED)(a(a)))) = B(f(a(a)b) = f(ala')BE).
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Teopema 71. Xomomopouszam 64 p 13 (24)) je nsomopdusam 3a ceakn B ako u
Camo ako je A KOHauHO reHepucaH NpojekTVBaH MOAY/.

Jlokas. IIpermocTaBumo Hajupe na je 64, g m3oMopousaM 3a cBe MoIyne B.
¥Yamumo ma je B = A. Tana nocroju enement fi Qa1+ -+ fa®a, € A*QA
TakaB ga je 04 a(fi @ 1+ -+ fr ® ) = ida. To 3HaumM ma 3a cBaKO
r € A umamo 1na je

v =ida(x) = (Oaa(fi @1+ + fo @) (@) = fi(@)z1 + - + ful@)n,

TaKo 1a je ((xi)i=17m (fz)lzﬁ) KOHAUHA IpPOjeKTUBHA 0a3a 3a A.

O6paTtHO, TpeTHoCTaBUMO 1A je A KOHAUHO TeHepUucaH MPOjeKTUBaH R-
MOIYJ 1 ((azl)l:ﬁ, (fl)lzﬁ) KOHAUYHA NPOjeKTuBHA 6a3a 3a A. Ilokasxmmo
na je 4 p m3oMop¢usam 3a cBaku jaeBu R-monyn B.
0a.p je ,Ha”. Hera je v € Hompg(A4, B). Ilokaxkumo na je

n
04 (D (S0 0(@)) = .
i=1
0a5(D(fi @ v@)) @) = 3 fil@)(@) = (3 filw)as) = ().
= i=1 i=1

i=1

04, je ,1-17. Ha ocrHoBy Teopeme 3HaMo na cy fi,...,fn reEepaTopu
3a A*. Crora ce cBaku esneMeHT u3 A* ® B Moke Hamucatu y OOJUKY
f[i®b1+---+ [, ®b, (moraxkure!). Hera f1 @by +---+ [, @b, € Kerfa, 5. To
sHaun na je 04 g(fi @b+ + fr, ®b,)(z) =0p 3a cBaku z € A. IloceGro
jebap(fi®bi+- -+ fr, ®by)(x;) =0p 3a cBe i = 1,n. Ho,

Oa(fr@b1+ -+ frn®@bp)(zi) = fi(zi)b1 + - + fu(zi)bp = by,
ma 3akpydyjemo ga je by =---=b, =0p u Ker0s p = 04+g,B- O

3HaMO [na HUje CBaKU PaBaH MOMIYJ MPOjEeKTMBAH, HO MOCTOjU BaikKHA
KJIaCa PABHUX MOZYJIa KOju JECY NIPOjeKTUBHU.

IMepuuumuja 72. 3a mogyn A kaxemo Aa ce Moxe KOHAUHO TPENCTABUTU
YKOIMKO MOCTOjU TauaH Hu3 Fy; — Fy — A — 0, rpe cy Fo n F} KOHauHO reHep-
ncaHu cnobofHn MoZynu.

Teopema 73. Ceaku paBaH MOJy/, KOjU CE MOXE KOHAUHO MPEACTaBMTM je Mpo-
JEeKTUBaH.

Iloka3s. Ako je F1 — Fy — A — 0 jenso npencrasbame paBHOr Mouaysia A,
OHIa NOOMjaMO KOMYTATUBHU AUjarpaM.

0 —— A*"QprA — Ff®@rA — F{ ®r A

leA,A leFU,A L—‘)Fl,A

0 —— Hompg(A, A) —— Hompg(Fy, A) —— Hompg(F1, A)
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®yurrop Homp(—, R) je neso rauan, na je uuz 0 —» A* — Fy — F} rauan.
Ho, A je paBam monys, ma mobujamMo TavyaH HU3 y TOPHEM AETy OUja-
rpama. Hwus y mnowmem menmy mujarpama je TadaH 3aTO IITO je (YHKTOD
Hompg(—, A) neBo tauan. Ha ocHOBY Teopeme , Opy,a 1 0p, A Cy M30MOD-
¢usmu. Onarie cnenu (JOKAKUTE TO IUPEKTHO) Ha je u 64 4 n30MOpPuU3aM.
Ho, Bunenn cmo u3 nokasa teopeme [71], ma 13 TOr u30MOp(U3MA CIEIU Ha
je A KOHAUHO TeHepUCAH MPOjEeKTUBAH MOIYJI. O

Hexka je 0: R — S xomoMop¢usam npcrera. Taga CBaku JIeBU S-MOMIY I
A mocraje u nesu R-momyn: r-a := 0(r)a. Ha raj mauma nobujamo u
dynrrop UY: ¢9M —r M. HapaBHO, aHAJIOIHO Ce OBO MO YDAIATH U 34
nmecue Monyna. IloceGHO je u cam npcred S jeman R-monys (oBae rienamo
camo cTpykTypy A6Gesose rpyne (S,4)).

CraB 74. Heka je S npojektueaH kao nesn R-mogyn. Tapa je cBaku npojekTuBaH
S-mopyn Takobe u npojekTBaH R-moayn.

Iloka3. Jlahiemo mBa moka3sa oBor pesyiarara. Hajupe hemo mokas ussectu
npeko npojexkruBHux 6a3a. Heka je P mpojexkruBan S-monyin. Axo je
((si)ig,(gi)ig) (rme g; € Hompg(S, R)) npojektusna R-6a3a 3a S, mok je
((l'j)jej, (fj)jeJ) (rme f; € Homg(P,S)) npojexkrusra S-6a3a 3a P, mocma-
TpajMo ypebeHu map

((Sil’j)(i,j)elxw (gi © fj)(i,j)EIxJ)- (25)

Vmamo na je gj o f; € Hompg(P, R):
(gio fi)(r-x) = g:i(f;(0(r)x)) = gi(0(r) f(x)) = gi(r - f;(2)) = rgi(f;(x)) = r(gi o f;)(2),
3a cBe r € Rux € P. Takobe
(gi o fi)(@1 +x2) = gi(fi(z1 + 22)) = gs(fj(x1) + fi(x2))
= gi(fj(w1)) + gi(fj(w2)) = (gi o f;)(w1) + (gi © f)(x2),

3a cBe 1,22 € P. Tarobe je jacuo ma je (g; o f;)(z) # 0 camo 3a KOHAUHO
MHOTO maposa (i,7). Hajsan, ako je x € P:

v =3 f@)es =S (O ali@)s )z =30 (gi0 £)@)sia,
J J i Jj o

Te MOYKEMO Ja 3akbyunMo na je ypebenu map (25 jemua mpojexkrusna R-

b6a3a 3a P, Te je P npojekruBan R-momyi. O

3a apyru moka3 he mam Tpebartu ciaenehu pesyirar.

CraB 75. [locToju npupofaH nsomopgrsam
F: Homg(U’P, X) — Homg(P, Homg(S, X)),

rae je P nesn S-mogyn, X, nesu R-mogyn, a S eugumo kao (R, S)-6umogyn.
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Iloxa3. Y oBoM moka3y mehemo cBe mpoBepaBaTuU, OCTABUNEMO TO UM-
TaonuMa Kao KopucHy (Mana He m 3abaBHy) BexOy, KOjy 3amcra mpe-
nopyuyjemo. IlocebHO ocTaB/maMo Ipenu3Hy (opMyJalnnjy IPUPOTHOCTH.

Axo je ¢ € Homg(UP, X) nedumumenmo F(¢) € Homg(P,Hompg(S, X))
ca: (F(gb)(p))(s) = ¢(sp), 3a s € S, p € P. Ymecro nposepe na je F
usomopduszam, nedurucahemo G: Homg(P,Homp(S, X)) — Homg(U?P, X)
u nokazatu na je je G o F' = idyom,wopx) 1 F oG = iduomg (P Homg(S,X))-

G: Homg (P, Homp(S, X)) — Homg(U’P, X)

sazajemo ca: (G(v))(p) := (¢¥(p))(1s), 3a 1 € Homg (P, Hompg(S, X)), p € P.

((GoF)(@))(p) = (G(F(9)))(p) = ((F(9))(p))(15) = d(1sp) = 6(p).
Hakne, (Go F)(¢) = ¢.

(Fo@) (@) (p)(s) = ((F(GW))) () (s) = (G(¥))(sp) = (¥(sp))(1s)
= (s-9(p))(1s) = ¥(p)(1ss) = (p)(s).

OBze ¢MO KOPUCTUIIN YUHEHULY 12 je 1) XoMoMopdu3aM S-MOLyia 1 HAUnH
3anaBama cTpykrype S-monyiaa Ha Homp(S, X). Hakne, (F o G)(¢) =v¢.0

Ipyru noka3s crasa [74] Y mokasy xopuctmmo cras [62] Hera je P mpo-
jexkruBan S-momyu. ITocmarpajmo Tavan vu3 R-momxyna

04 —5A—- A" >0 (26)

Kako je S mpojekrusan R-monmyi, To je, Ha OCHOBY craBa [62] Hu3
0 — Hompg(S, A’) — Hompg(S, A) — Hompg(S, A”) =0 (27)
tavad. Kako je P mpojekTuBas S-MOIyJI, TO je HA OCHOBY UCTOI CTaBa HU3

0— I‘:[OIIIS(]D7 HOHIR(S7 A/)) — HOms(.P, HomR(S, A)) — HomS(P, HOIHR(S, A//)) — 0
(28)

tauan. [locmarpajmo cana Hu3
0 — Homp(UP, A’) — Homg(U’P, A) — Homp(U’P, A') — 0. (29)

Ha ocuosy CTaBaHH3 (128)) cura ce y (29) Tako wTo cy cBU BepTUKAIHU

XOMOMOP(U3MU 3aIpaBO M30MOPOM3MU U ANOOUjeHH qujarpaM KOMYTHPa
(36or mpupopmHocTH). YBepure ce Ia U3 TAUHOCTU HU3A cilemu Tad-
HOCT HU3a (ropucTuTe MOOUjeHM MUjarpaM KOju Cclaja OBa IBa HU3A U
[IOTOM jeIHOCTABHY ,,jypHaBy HO aujarpamy” ).

Crora je, Ha OCHOBY CTaBa UYP mpojexrtuBan R-MomyI. O

Creneha nocnenuna je xopucHa y (KO)XOMOJIOWIKO] TEOPUjU IPYIA.
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IMocanemuna 76. MNpojektvehn Z[G]-moayn je cnobogHa ABenosa rpyna.

JHoxa3. Hera je P npojexrusan Z[G]-monyn. Heka je R=Z u S =Z[G]. S
je cnobonuu Z-monyi, jep joj eaementu u3 G uune 6a3y (1o medpuHUIUjU
rpyusor unpcresa). akiue, S je npojekrusan Z-monyi, P je npojexrusan
S-monyn, ma je ma ocHoBy crasa [74] P npojextusan Z-moxmya. Ho, cBakn
MPOjeKTUBaH Z-MOIYJ je 3ampaBo ciobonau, Tj. P je cimobomua AbGesosa
rpy1ma. ]

6 WHjekTUBHU MO Iy

Y oBOM omeibky GaBmhemo ce MOAyauMa, KOju Cy MYAJHU MPOjEeKTUBHUM.

Hepunumuja 77. Jleen R-mopyn I je MHJEKTUBAH yKONMKO 33 CBakW TauaH

ms 0 — A” 5 Ay g ou xomomopdusam ¢: A’ — I noctoju xomomopduzam
¥: A— I 3akojujepopu=da.

I
P
v ]ﬁ
Act A0

Kao mTo Buaumo, qujarpam y nepUHUNUjU MHjeKTUBHUX MOLyJa nobuja
ce on mujarpaMa u3 Ae(UHUIU]e IPOjEeKTUBHUX MOILYJIA OOPTAMmEM CBUX
crpesnuna (TO je AyaJHOCT O KOjOj IPUYaMo).

Cunenmeha mBa craBa cy myanHa oaroBapajyhum Kom NpOjeKTUBHUX MO-
IoyJjla U HUXOBU ITOKA3U CE€ OCTABJLAjy 3a BEXOY.

CraB 78. [lupektan npoussop [ [, I; je vHjekTvBaH akko je cBaku of moayna I;
WH]EKTUBAH.

CraB 79. R-mopyn I je nnjektusan akko je dyHktop Homp(—,I): g2°P — 2Ab
TauaH.

Cnobomuu Momynau Cy HaM OWJIM MPBU TPUMEP IPOJEKTUBHUX MOIYJIA.
Y cayuajy MHjeKTUBHUX MOMIYJIa, CTBAP j€ HEeITo cioskenuja. Hajupe hemo
ce m03a0aBUTU UHjEKTUBHUM Z-MOOyJauMa, Tj. AGeJoBUM rpymama.

Iepunumuja 80. Abenosa rpyna D je NEJLbUBA yKONWKO 3a cBako = € D u
cBako n > 1 noctoju y € D Tako fAa je ny = x.

JacwHo je ma rpyna Z Huje mebuBa, a HUCY TO HU Tpyme Z,,, HO HeLUBE
cy rpyne Q, R, C, kao u rpyna Q/Z. Osa nocienma he nam 6utu noceGHO
3Hayajua. lIpoBepuMo 3amTo je memuBa. Ako je x = §—|— 7 mpou3BOJLAH
€JIEMEHT, OHZA je, 332 Y = q% + 7 jacHO UCHYH-EHO Ha je ny = xr. 3amIpaso,
JIAKO Cce MOKa3yje ma Baxku ciaenehwu cras.

Cras 81. a) Ako je D pervvia rpyna v B nogrpyna og D, onga je u D/B penvea

rpyna.
6) Ako cy D;, i € I pemvee rpyne, oHAa je u rpyna EBieI D; pemusa rpyna.
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Joka3s. a) Haume, arxo je T=d+B € D/Bun > 1, ouna nocroju y € D
Tako na je d = ny, ma je rama n(y+ D) =ny+ D =d+ B =1Z.

6) Yromuko je x = (v3)ier € P,y Di mw n = 1, ongma 3a csaxo i € I,
nomro je D; memuBa rpymna, mocroju y; € D; tako ma je ny; = x;. Tana
umaMo 1a je n(yi)ier = (%i)ier- ]

Cueneha teopema ompasnaBa yBoheme OBOI mojMa OBIE.
Teopema 82. Abenosa rpyna D je UHjekTVBaH Z-MOLYN aKKO je AefbuBa.

Iloka3s. IIpermocraBumo Hajupe na je D uHjekTuBaH Z-MOIyJ. AKO je
n > 1 omma muONkeme ca n'y Z jecre ,1-17. Heka je z € D. Yoummo
oujarpam:

D
21
v Tas

7+ — 7 +——0

rae je ¢(1) :=z. Tana je v = ¢(1) = ¥(n) = ny(1) u Tpaskenu y je (1).

IIpernocraBumo cana ma je D mespwBa rpyna U MIOCMAaTPajMO OUjarpa.

D
P
v %
Al A0

ITorazahemo ma v mocroju ropucrehu IlopuoBy memy. Panu jemmoc-
TABHOCTHM O3HakKa mpermocrapuhemo nma je A < A m ma je pu yrbydeme.
Ilarse, xomoMop$uszam ¢ Tpeba ca A’ mpomupuru Ha neay rpyny A. Heka
je P:={(B,¢p): A < B< A, ¢p € Hom(B,D),¢p|lar = ¢}. Jacuo je na
P #£0D, jep (A',¢) € P. llopenak Ha P MO:KEeMO NeYUHUCATH Ca:

(B',¢p:) < (B",¢p) <= B' C B", ¢pr|p = dpr.

Heka je £ maman y P. Axo je B = U(B.65)cc B> Mosmenmo sanaTu ¢:B— D

ca: ¢(x) := ¢p(r), ako r € B. Opo me 3aBucu on usbopa B. Hamwme,
ako je m x € B’ 3a mexm npyrm B’, omma, momTo je L jamHam, mMamo ma
je i B - B un ¢B(£L') = ¢B’|B(x) = d)B/({E) nian je B’ - B u (j)B/(IE) =
¢Blp(x) = ¢p(x). Jacmo je ma (B,¢) € P u na je (B,¢p) < (B,¢), na
cMo mobusm majopanty Jganna L. Crora mocToju MakKCUMaJaH eJeMEHT
(Bo,¢o) € P. Ako je By C A (makme, mpaBu moackyn ox A), y3MUMO HEKU
enemerT a € A\ By. HHocmarpajmo ZaN By (Za = {ma : m € Z} je HapaBHO
moArpyna ox A reHepucaHa eJIeMEHTOM a).

[Ipernoctasumo aa je Za N By = {0}. Tana je A > By + Za = By + Za
u moctoju jemuHcTBeH ¢1: Bo+Za — D 3amar ca ¢1|p, = ¢o, 1]za = 0.
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Crora je (By,¢1) € P u (By, ¢o) < (B1, $1), ITO TPOTUBPEYN IIPETIOCTABIN
na je (By, ¢p) MakcumasaH enxeMenT y P.

Iaxne, Za N By # {0}. Heka je J={m € Z:ma € By}. Tama J # {0}
U1 JIaKO ce mpoBepu na je J umean y Z:

mi,my € J = mya, mea € By = (m1+ms)a = mia+mea € By = mi+mg € J;

m € J,k € Z = ma € By = kma € By = km € J.

Kako je y Z cBaku mpmeast riaaBHu, umamo na je J = Zn 3a HeKO n > 2
(n = 1 6u 3maumno na a € By, a Tto mHuje Tauno). Kako na € By, 10
je mepuuucano x = ¢o(na). Heka je y € D enement 3a koju je ny = .
Hepunumemo ¢1: By + Za — D ca: ¢1(by + ma) = ¢o(bg) + my. Oso
jecre mobpo meduuucano. Hawmme, arxo je by + m'a = by + ma, onna je
(m' —m)a = by — b, € By, ma m" —m € J, te je m' —m = kn 3a Hexko k.
ITpoeepumo ma nu je ¢o(by) +m'y = ¢o(bo) + my:

b0(bo) — do(by) = o (bo — by) = do((m’ —m)a) = ¢o(kna)
= k¢o(na) = kz = kny = (m’ —m)y.
Omasne cmemu ma je ¢o(by) + my = éo(by) + m'y. Hapasmo, mako ce
npoBepu na je ¢; xoMoMopduzam AOGesoBUX I'pyna U IOHOBO CMO I00MIN

IPOMUPEHE O (g WMTO NIPOTUBPeYM uukeHum na je (By, ¢g) MakcuMazan
enement y P. Crora je By = A u 1O 3aBpimaBa IoKa3. O

IMpunuuno nako cMo HOOMIM Ha je cBaku MOLYJ (XOMOMOp(HA) CIMKA
MPOjEeKTUBHOT MOMIYJa, jep Cy CJIOOOIHM MOIYJIW MPOjEKTUBHU, a JIAKO Ce
3aKkjpyduyje Oa je CBaKU MOIYJ Ciauka ciobomuor. /la OwcMo moka3anum na
Ce CBAaKU MOJYJ MOMKE yTOIUTHU y UHjeKTUBaH Moxys (mTo je omrosapajyhe
nyasHo TBpheme) Hajupe NiemMo To ypamutu 3a AGesose rpyte.

Teopema 83. Csaka ABGenoa rpyna Moxe ce yTonuTu y fAesbvBy (Aakne uH-
jekTueny) AGenosy rpyny.

Jlokas. Heka je A AGenosa rpyna. lepmnanmurmo xoMoMOpdr3am
¢o: P z—4
ac A\{0}

F

ca ¢((Ma)aca\io}) = > aca\{0} Maa. Jacwo je ma je ¢ .ma” m Hexa je
K = Ker¢. IlocmaTpajMo yRBYUYEHE L: @aeA\{O}Z — @aeA\{O} Q. Omo
UHOYKYje yTamname

L:< &b Z)/K—>< &P Q)/L[K].

acA\{0} a€A\{0}

Ho, A~ F/K, a rpyna (@aeA\{O} Q)/L[K} jecTe mesuBa MO CTABY , na
CMO TaKO JOOUIM yTamame Tpyne A y HesbuBy Tpymy. O

o1



Teopema 84. Heka je §: R — S xomomopduzam npcreHa v I nHjektuBaH R-
modyn. Taga je Hompg(S, I) nHjekTuean S-mogyn.

Iokas. Kopuctumo crasose [79 u[75} Y Ty cBpxy, Heka je
04 —>A—-A">0
Tavan Hu3 S-monyna. Tpeba mokaszatu na je HU3
0 — Homg(A”,Homp(S,I)) — Homgs(A4,Homg(S,I)) = Homg(A', Homg(S,I)) = 0
ragan. Ho, Ha ocHOBY craBa [7D] nobujamo mujarpam

0 — Homg(A”,Hompg(S,I)) — Homg(A4,Hompg(S,I)) — Homg(A’,Hompg(S,I)) — 0

| | |

0 —— Homg(U?A",I) ——— Hompg(U’A,I) ——— Hompg(U’A",I) —— 0

y KOMe je momu Hu3 TadaH, jep je I majektuBan R-Mmomyn. Jlako ce onma
IIOKa3yje Oa je M rOpmU HU3 TadaH. |

AKO TPpUMEHVMO TPETXOIHY TEOPEMY HA JeAUHCTBEHO 3aJAT XOMOMOP-
¢umzam npcrena 0: Z — R, mobujamo caenehy mocienuiry.

IMocnemuua 85. Heka je D pemuea Abenosa rpyna. Taga je Homy (R, D) un-
jekTuBaH R-mopyn.

Ioxa3s. [lonceTtumo ce camo ma ce CTpyKTypa jJeBor R-monyia oBae mobuja
nomohy uumenune na je R NECHM R-monym: (r' - &)(r) := &(rr'). O

Teopema 86. Csaku R-mofyn mMoxe ce yTonuTu y uHjekTnsan R-moayn.

Ilokas. Hexa je ¢: U’A — D yramame AGenose rpyne U’ y nemusy
(nakne, uujekrusny) Abenosy rpyny D. Ilo HOCJIG,HI/II_II/I,HO6I/IjaMO na je
nesu R-monyn Homgz (R, D) nujexruBan. Hedurumunmo ¢: A — Homyz(R, D)
ca: (¢(a))(r) := ¢(ra). Iokamumo na je oBo ,1-1” xoMoMOp(U3aM NeBUX
R-monyna. Hajupe, 3a cBaku a € A: ¢(a) € Homg(R, D):

(¥(@))(r1 +12) = ¢((r1 +12)a) = ¢(r1a +1r2a) = ¢(r1a) + ¢(r2)(a) = (¥(a))(r1) + (¥(a)) (r2).
[okasxumo ma je ¥(ay + az) = ¥(ay) + ¥(az):
(a1 + a2)) (r) = ¢(r(a1 + a2)) = d(ras +ras) = d(rar) + (raz) = (¥(a1))(r) + (¥(az)) (r)-
Kao u ma je ¢(r'a) = r' - ¢(a):

(Y(r'a))(r) = ¢(r(”"a)) = ¢((rr')a), (1" - ¥)(r) = »(rr’) = $((r1")a).

Komauno, Kery = {04}. Axo je 9(a) = Ogom,(r,p), OHZA je (w(a))(r) =0p
3a cBaro r € R. IoceGro, mmamo na je Op = (¥(a))(1r) = ¢(1ra) = é(a).
Ho, xako je ¢ yranmame, nobujamo ma je a =04. O

YBeaumo cana mojaM KOCJI000IHOT MOIyJIa.
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Iedwmuumnuja 87. Heka je F' cnobogaH gecHn R-mopyn. Tapa neen R-mogyn
Homy(F,Q/Z) naznsamo KOCJIOBOIHUM MOAY/OM.

CraB 88. KocnoboaaH MoAyn je vHjeKTUBaH.

Hoxas. Kako je Homy(@P,.; R, Q/Z) = [[;c; Homz(R,Q/Z), pesynrar
cienn Ha ocHOBY mocienute [35| u crasa [78] m]

3a monmyn A ysemumo osnary AV := Homgz(A,Q/Z).

Crae 89. 3a moayn A aepunuwemo v: A — AYY ca: (i(a))(¢) := ¢(a), 3a
a€ An¢e AY. Osako fepuHuncaHo ¢ je xomomopdmsam modyna koju je , 1-1".

Joka3. Heka je A neBu R-moxyn (MOMKeEMO MCTO ypaauTU W 3a LECHU).
Hajmpe mposepumo ga ¢ 3aucrta caumka Ay AVV:

((a))(¢1 + ¢2) = (61 + d2)(a) = d1(a) + ¢2(a) = (u(a))(41) + ((a))(d2).

HpOBepI/IMO cjlarame L ca ca61/1paH,eM:

((ar + a2))(9) = ¢(ar + az) = ¢(ar) + d(az) = (1(a1)) () + (:(az))(9).

W, nanokoH, cirarame ca MHOKEHEM ejieMeHTrMa u3 R:

(e(ra))(¢) = ¢(ra) = (¢ - r)(a) = ((a)) (¢ 1) = (r - t(a))(9),

na je t(ra) = r - u(a) (momceTuTe ce MOIYJICKE CTPYKType Ha XOMOMOD-
pusmmMa).

Konauno mposepasamo na je ¢ 3aucra ,,1-1". Iloraxkumo na je Ker: =
{04}. ¥ Ty cBpxy, nokamumo na u3 a # 04 caenu ga nocroju ¢ € AV Takas

ma je (1(a))(6) = ¢la) # Og/z, Te je i(a) # 0.

1. a je 6eckomaunor pema y AbGesosoj rpynu A. Hbera moskemo camkaTu
y Ma Koju HeHyina eneMmeHT u3 Q/Z, ma mpumep y % + Z. Iedunumemo
&(ma) := § +7Z. Tarxo umamo nepurucan xomomopousam &: Za — Q/Z
(oBze je, mapaBHo, Za noarpyna ox A remepucasa esemenToM a). Kako je
Q/Z wnnjexrusna, 10 ce £ ca moarpyue Za MOKe IPOMMUPUTHA IO XOMOMOD-

¢usma ¢: A — Q/Z u nvamo zma je d(a) =E(a) = 1 +Z # Ogyz.

2. Hera je pen enementa a u3 A jennak n > 2. CiukajMo ra y ejgeMeHT
pena n'y Q/Z u npommpumo 1o moarpyme kKojy remepume. Ilakie, mnedu-
mumenmo §: Za — Q/Z ca: §(ma) := ™ +7Z. OBo jecte no6po meduHMICAHO,
jep u3 mia = moa caemu ga je (myp —ma)a =04, ma n | (my —mgy). Crora
je 7t — "2 =k zamexu k € Z, na je "t +7Z = "2 + 7. Kao u y nperxon-

HOM cJy4ajy, 300r uummenune na je Q/Z umjextmBHa, mpomupyjemo £ 10
xomomoppusma ¢: A — Q/Z u mmamo xa je ¢(a) = = +Z # 0gyz. 0

Cana MOM¥KEMO IOKA3aTH ,,jaun’ Pe3ysiTar o pesyiarara y Teopemu [86]
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Cras 90. Ceaku mMoAyn ce MOXe yTonuTu y kocnobofaH mogyn.

Ioka3. Heka je A neBu R-monyn. Tanma mocroju kparak TavaH HU3
0K—>F5AY -0

3a Heru cioboman mecan R-monyn F. Kako je Homyz(—,Q/Z) neBo Tauan

nobujaMo TayaH HU3
Vv

0— AV 5 FY 5 KV,
Kommosumuja €Y ov: A — FV naje Tpaseno yTamame. O
Cunenmeha teopema je aHAJIOrOH TeopeMuU
Teopema 91. Cnepfiehin ycnosu 3a nesu R-mofayn I cy eKBUBaneHTHU.
(1) T je wHjekTuBaH.
(2) Csakm kpaTak TauaH Hu3 0 — I 25 A — A” — 0 ce yena.
(3) I je pupekTan unHunay (baktop) kocnoboaHor Modyna.

Hoxa3. (1)=(2) cnemn u3 mnepuHUNMje UHjEKTUBHOT MOZOyJa, ako 3a A’
y3memo Gam I, a 3a ¢ y3amemo id;.

(2)=(3) ce mobuja ako ce 3a y y3Me yraname I y KOCI000IaH MOILY L.

(3)=(1) cnemn us crasosa [88 u [78] O.

Cras 92. Ako je P npojekTvBaH, oHaa je PV uHjekTuBaH.

IToka3. Ako je P npojexktuBaH, ouga moctoju () u caoboman I tako na je
PPHQ=F. Tana je ¥V =2 PV x QY u pesyarar ciaeau. O

Vv
Jlema 93. Huz 0 — B’ 2 B je Tauan ako u camo je vz BY £ BV — 0
TauaH.

JHoka3. Kako je Q/Z unjektusan, 1o je ¢pyurrop Homy(—,Q/Z) rauan, na
13 ynmeHune na je u ,1-1" caemu na je pV ,Ha”, a U U3 YKMmEHUIE Aa je
pY ma” caemu ma je pVV ,1-17. Ho, tpopu=pu"Vourp: B'— BV, rae cy
LB, LB oaroeapajyha yranama U3 CTaBa (yBepure ce y OBY jeIHAKOCT).
Crora mobujamo nma je tgopu ,1-1"7 na jeu p ,,1-17. ]

Teopema 94. Mogyn A je pasaH akko je AV vHjekTuBaH.
Iokas. Jlesu R-monmyn A je paBaH aKKO je 3a CBAKU TAYAH HU3
0—-B' 5B

HU3 .
0= B orAr2 Bon A
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tauan. V3 geme caenu ma je oBaj HU3 TadvaH aKKO je HU3

(Bog A)Y W2 pre )Y S0
rauaH. Ho, 3HaMO ma mMaMo mpUpPOAHU M30MOP(U3aAM
(BorA)Y = Homz(B®rA,Q/Z) = Homgz(B,Homz(A,Q/Z)) = Homz (B, AY).

Crora cMo mo0uiau a je MOYEeTHU HU3 TavyaH aKKO je HU3
Homz (B, AY) 5 Homy(B', AY) = 0 (30)

TavaH (yBepuUTe Cce Na HaBEeJEHU TPUPOIHU M30MOD(PU3AM 3aUCTa TIPEBOIN
(n®ida)Y y p*, roe je pu* crammapmuo 3amato ca pu*(¢) = ¢op). Ho, A
je MHjeKTMBAH akKKo je 3a cBakm TadaH Hu3 0 — B’ X5 B yupaso Hus 1)
TavaH. O

OsBaj omes/pak 3aBpIIaBaMoO Ha, CIAWYAH HAYUH KAO U MPETXOIHU.

Teopema 95. Heka je §: R — S xomomopduzam npcreHa. Heka je S paBaH kao
HecHn R-mopyn. Tafa je CBakM MHJEKTMBAH NIEBU S-MOAYN VMHJEKTUBAH Kao JeBU
R-mogyn.

IHoxka3s. IlokaxmMo Hajope na MOCTOjU IPUPONHU M30MOP(U3aM:
Homg (S ®r A, I) = Homp(A,UI), (31)

rae je A neBu R-monyn, a [ snesu S-momyn. Tpaskenu uzomopouzam
F: Homg(S ®r A,I) - Homp(A,U’I) zanajemo ca: (F(¢))(a) = ¢(1s ® a).
[posepumo wajnpe na F(¢) € Homp(A,U%T).

(F(gb))(al +a2) =9(ls® (a1 +a2)) =dp(ls®ar1 +lg®az) = d(ls @ar) + ¢(lg ® az) = (F(q‘)))(al) + (F(G‘)))(ag).
(F(¢))(ra) = ¢(1s@ra) = ¢(0(r)@a) = 0(r)¢p(1®a) = rp(10a) = r-(F(¢))(a).
F' jecte xomomMmopdusam rpyma:

(F(d1 + ¢2))(a) = (¢1 + ¢2)(1s ® a) = ¢1(1s @ a) + ¢a(ls ® a) = (F(¢1))(a) + (F(¢2))(a) = (F(61) + F(¢2))(a).

Ker F' = {Ogomg(sora,n}- IIpernocrasumo ma je F(¢) = Onomya,ver)- To
3HauM na je 3a cBako a € A: (F(¢))(a) = Oyoer, Tj. ¢(1s ®a) = 07 3a cse
a€ A Axojer € S®r A, ovma jex =51 ®ay+ -+ S, ® ay, 0a je

(b(l‘) :¢(51®a1+"'+3n®a’n) :¢(51®a1)+"'+¢(3n®a’n)
= ¢(s51:(1s®a1))+- - +¢(sn (1s®an)) = 51 ¢(ls @ a1) + - +5, ¢(1s ® an) = 0r.
N—— N

0] OI

Crora je (]5 = OHoms(S®RA;I)'
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F je ,ma”. Heka je ¢ € Homg(A,U%I). Hepuaumenmo dpyusnujy f: S x A —
I ca: f(s,a) := sy(a) (momcermmo ce ma je U’I kao AGemosa rpyma mcro
mro u I, a I jecte u S-monmyn, Te cBakako si(a) jecte mobpo medpuHUCAH
exement u3 [). Oso f maje jemmncrBen xomMoMop¢uszam AGenoBUX rpyma
f: F(A x B) —» I. Ocrasmamo yuraomuma Ja IpoBepe na Do0ujaMo UH-
nykoBaHU XOMOMoOp¢dusam ¢: S ®r A — [. IlpumernMo na 3a mera BarKu:

#(1s ®@a) = f(ls,a) = 1s¥p(a) = P(a), ma je F'(¢) = .

Heka je I unjextunan mesu S-moxya. Tpeba moxazaru ma je UYI um-
jexktmBaH neBu R-monyn. IlocmarpajMo Tavan Hu3 neBux R-momyia.

045454 0. (32)

Tpeba nmorazaru na je HU3

0 — Homp(A”, U?T) <5 Homp(A,U%T) X Homp(A', UT) =0  (33)
ravaH. Kako je S paBan R-monyun, TO je HU3

0= Sop A L2 gon A M58 gL A7 (34)

ravaH. Kako je I uajexkruBaH jeBu S-MOIYJ, TO je HU3

0 — Homs (S @g A", 1) 252 Homg(S @ RA, I) 2% Homg(S @ A", 1) =0 (35)

ravan. Ocraje camMo ma nmpuMeHuMO npuponau mdomopéusam (31) u ma
npoBepuMo na ce nobujajy saumcrta HaBemeHu xomomopousmu y (33). To
OCTaBJ/baAMO YUTAOIMMA. O

N3 ose TEeoOpeMe HEIIoCpeagHo cJeau cneﬂeha mocJe quiia.

ITocemuua 96. Heka je G rpyna. Tapja je cBaku uHjekTusaH Z[G]-mofyn
Hemsuea AbBenosa rpyna. a

7 HeTepuHU nIpCcTeHU U MO Iy JIN

Hepunumuja 97. Jlesn R-mogyn A je HETEPUH yKonvko je cBaku NoAMoAyn
of A koHauHo reHepucat. [lpcten R je JIEBO HETEPUH yKONMKO je reHepucaH.

Teopema 98. Heka A €. Taga cy cnefehin ycnosu 3a A ekBuBaneHTHN.
(1) A je Hetepu.
(2) Ceaku pactyhiv namay nogmoAyna of A je koHauaH.

(3) Ceaka HenpasHa konekuuja noAmMoAyna oA A UMa MakCUManHu enemMeHT.
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Hoxra3z. (1)==(2). IlpernocraBumo ga mocroju GeckoHauaH pacryhu
JaHaI moaMomayia on A:

AgC A C--  CA, CApy1 C -

Jlako ce mpoBepu ga je A = Ui>0 A; monvonyn on A (uposepure T0). U3
(1) cnenu ma je ou konauno remepucan. Heka je {x1,...,2,,} jenan konauan
ckyn remeparopa 3a A. CBaku oX ejeMeHATa U3 OBOT CKyIla HAJA3U CE Y
HEKOM O] TIOIMO/IYJIa 13 JIAHIA, jep je A yHUja OBUX IIOAMOIYJIA: xj € Ay,
Axo je k = max{ky,...,kn}, onma cy cBu oBu remeparopu y Ay, jep u3
kj <k cnemn Ay, C Ay, Hakne, {x1,...,2m} C Ap, na je un A C Ay, Te
3anpaso mopa 6utu A = A. Ho, Aj je IPABU monackyn ox Ak41, KOjU je
nak caapskan y A. OBo Huje moryhe, Te HAM OBa KOHTPAAUKIMja MOKA3Yje
na GeckoHauaH pactyhwu jgamar moaMomyia on A He mocroju.

(2)=-(3). Hera je A= {A;:i € I} nera HempasHa KOJEKIMja MOILYJA.
I[IpermocTaBuMO ma OHA HEMA MAKCUMAJHU €JIEMEHT. Y 3MUMO OWJIO KOju
monyn A;, € A. Karo o Huje Makcumasa, mocroju mommonya A; € A
rakaB na je A;, C A;,. Ho, an A;, Huje marcumanan, na mocroju A;, € A 3a
koju je A;; C A;,. U rako macrasmamo. llobujamo GeckoHauaH pacrtyhun
HI3 IOIMO Iy JIa,

Aio CAil CAi2 (@I

HO TaKaB HU3 HE MOKE [a MOCTOju Ha OCHOBY mpermoctasBke. Crora y A
MOpa HOCTOjaTU MAKCUMAJaH €JIEMEHT.

(3)=(1). Hera je B nommonyn on A. IlocmaTrpajMo cBe moaMomyiie o1
B xoju cy ronauno remepucanu: A4 = {C < B : C je KOHAYHO TeHEPUCAH}.
I[To mpernocrasuu mocroju makcumasgan eaement Cyp y A. Axo je Cp C
B, onma y3mumo 6uno koju emxement x € B\ Cy. Tama je Cy C Cp +
Rx < B, na je Cy + Rx € A esnement y 0BOj KoJeknuju koju je ehu on
MakcuMaisiHor. OBa KOHTpaIUKIMja HaM mOka3yje na je B = Cy, te je B
KOHAQYHO I'€HEepUCaH. O

Teopema 99. Heka je 0 — A’ £ A 5 A” — 0 kpatak Tavan Hu3 y . Taga
je A Hetepun ako 1 camo ako cy A’ n A” Hetepunu.

ITokas. IIpernocrasumo na je A Herepun. Cpaku momvomyn om A’ ce ca
i m3oMop¢HO ciauka y mommonyi oxn A. Ta cnuka je koHAUHO TeHepHUCAHA
Kao moamomyJs HerepwHor, ma je cTOra M OpUTMHAJHU moaMonys om A’
KOHAUHO TeHepucaH. YEKoamko je B’ < A”, umamo ma je Be '[B"] < A,

na je B romauno remepucan: B = Rxi + ---+ Rx, 3a Heke x1,...,%x, € B.
Tana je

B" = e[ '[B"]] = €[B] = Re(x1) + - + Re(xn),
na je {e(z1),...,€e(x,)} remepaTopuu cxym 3a B”, e je u B” komauno remep-
UCaH.

IIpernocrasumo cana na cy A’ m A” Herepunu u vera je B < A. The-
roBa ClMKa IpH €, €[B], je nonmonxyn ox A”, na je konauHo renepucad. Heka
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Cy T1,...,%y; eeMeHTn U3 A uuje cnmke npu e remepumy e[B]. Mmamo u
na je p~1[B] mommomyn on A’, koju je Herepun, ma je u u~'[B] xonauno

remepucan. Heka cy yi,...,y, € A’ resepatopu 3a pu~'[B]. Ilokazwumo na
je {u(w1), -, pw(yn), 1 ..., Zm} cryn reseparopa 3a B. Y Ty cBpXy, nper-
nocrasumo na x© € B. Tana e(z) € ¢[B], na nocroje ri,...,T, TAKBA Oa je
e(x) = rie(z1)+- -+ rme(xy). To 3naun na je e(x—rixy— - —rm@m) = 047,
[a U3 TAYHOCTH HM3a mobujaMo ma je © — rixy — -+ — rpZ, = pu(y) 3a HEKO
y € A'. Ho, ¥ako & — rix1 — +++ — I'yy®y € B, umamo ma y € p~1[B], na
mnocroje Sy, ...,S, € R TakBu ma je y = s1y1 + - - + SpYn. KoHAauo mobujamo
T — 11T — =TT = S1(Y1) + o+ S pi(Yn), Te je

x=s1u(y1) + -+ Spplyn) + 1171 + - + T T,

ITO HAM IIOKa3yje [a je TOPEeHABeIeHU KOHAUYHU CKYII 3alCTa CKYyI reHepa-
Topa 3a B. O

ITocanemuma 100. Ako cy A1 n As nogmogynu of A, onga je A1 + Ay Hetepun
ako 1 camo ako cy A; n As Hetepunn.

ITokas. Axo ca t;: Ay — A; + As 03HAUMMO YKIbYUEH:E, U3 KPATKOT TAYHOT
HU3a

O%Al i1—)1414»‘424)(1414»‘42)/_/414)0

u IperxomHe Teopeme, nobujamo ga je A; + A; Herepun ako u camo ako
cy A1 u (A; + As)/A; Herepurn. W3 teopeme “MaMO M30MOp(U3aM
(A1 4+ A2)/A; 2 Ay /A1 N As. Axo ca j1: A1NAy — Ay 03HAUUMO YRIbYUYEH:E,
OHZA M3 KPATKOT TAYHOT HU3a

0= A NAs 25 Ay — Ay/A; N As) = 0

U IperxomHe Teopeme, nobujamo na je A; Herepum ako m camo ako cy
A1 N A2 n A2/A1 n A2 HeTepI/IHI/I.

Iakne, axko je Ay Herepun, mobujamo ma je to m As/(A; N Az), ma je
raga u (A;+Az2)/A; Herepun, kao meMy n3oMopdan MOLyI. AKo momamo u
npernocTtaBky na je A; Herepun, nobujamo na je tamna u A; + A Herepun,
Ha OCHOBY TIPBOT 3aKJbYyUYKa y OBOM IOKa3y. HapaBHO, W3 IPETIOCTaBKe Oa
je A1+ Ay Hetepun, Ha OCHOBY IPETXOIHE TEOPEME AUPEKTHO 3aKJIbLYUy]eMO
na cy u merosu noamonyiu Ay u As Herepunm. a

Ilocnemuma 101. KoHauHa gupekTHa cyma HeTepmHux mogyna je Hetepun moayn.

Hoxa3. Heka cy Aj,...A, Herepunu monymu, ¢;: A; — (A1 PP An)
omrosapajyha crpykrypra npeciukasama. Tana je A; = ¢;[A4;] n

Al@"'@An:q1[A1]+"'+q”[An]

1 pe3yJsuTaT cjJgear 13 IPpeTXOdHe IIOCJenuIle. O
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Ilocnemuma 102. Heka je R neso HetepuH npcteH. Taga je cBaku KOHauHO
reHepucaH nesu R-mofyn HetepuH n oH ce MoXe KOHauUHO NMpPeACTaBUTU.

Iloxa3. Ha ocHOBy mperxoane MOCTemUIle CIEOX Ma je CBAKA KOHAYHO
redepucan ciobonan jgesu R-monmyn Herepun, jep je OH KOHAuHA AUPEK-
taa cyma ox R. Ho, cBakm roHauHo remepucan jnesu R-momyn A je xo-
MOMOD(HA CJIMKAa KOHAYHO I'E€HEPUCAHOT CJI000IHOr JseBOor R-momnyina, Tj.
MOCTOjU TaYaH HU3

0K S5 FyS A—0,

32 HEKU KOHAUHO MeHepucan ciaobonan sesu R-monyn Fy (oBae je ¢ yribydeme
K =Kere y Fy) na je Ha OCHOBY Teopeme u o Herepumn.

Kako je Fy Herepun, 1o je meros nmoaMomays K KOHAYHO T€HEPUCAH, IMa
MOCTOj¥ KOHAYHO TeHepumcaH cioboman momyn Fy m e¢1: Fi — K, roju je
,Ha”. Tako mobujaMo TavyaH HU3

F,—>Fy— A—0,

KOju moka3syje ma ce A MOke KOHAUHO NMPEACTABUTH. O

Teopema 103. Csaku KOHauHO reHepucaH pasaH MoAyn Haf neeso Hertepuhum
MPCTEHOM j€ MPOjeKTMBAH.

Iloka3. PesysraT cienu Ha OCHOBY IPETXOIHE MOCJIEIUIE U TEOPEeMe @.D

Teopema 104. Heka je R komyTaTuBaH npcteH. Ako je R HetepuH, oHAa je u
R[X] Hetepu.

Ioxraz. Yromuro je a(X) = a, X"+ -+ a1 X +ag € R[X]| nonuroM 3a roju
je an # 0, rana mumemo na je LC(a(X)) = an (a, je BOAERU KoedunmjenT
y a(X)). Heka je I umean y upcreny R[X]. IHeduunmmmo nmean I, y
npcreny R ca:

I,: ={a, € R: (Fa(X) € R[X])(dega(X) =n u LC(a(X)) = a,)} U {0}.

Kparro: y I, ce manase Bomehu roepujeHT CBUX IMOJIMHOMA CTEHEHA N
KOju ce Hajaze y uneany I, a ocum wux je Ty u 0 (Hysia HaM je HEOIXOTHA
a OMCMO MMaJu UIeal, & MOPaMO je OBaKO HOIATH, jep OHA He MOKe OUTHU
Bomehu KOepUIMjEeHT HUjeIHOT HEHYJIA MOJIUHOMA).

Hoxrasxkumo majupe na je I, umean y R. Hera je a, € I, u b € R. Axo
je ba, = 0, ouna csarako ba, € I,. Axo je ba, # 0 u aro je a(X) € [
monuHOM creneHa n y I uwmju je Bomehu koedurnujest a,, ouza je ba(X)
nosmHOM creneHa n y I uuju je Bomehu xoedurujeHT ba,,, Ia 3aKbYUIYjeMO
na ba, € I,.

YKOIUKO ay,b, € I,, werka cy a(X), b(X) nonmunomu cremena n us I,
raksu ga je LC(a(X)) = an, a LCO(b(X)) = b,. Axo je a, + b, = 0, oxna
je jacmo ma a, + b, npumana I,. Y cynporrom, nomuaoM a(X) + b(X) je
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nosuaoM cremena n u3 I (jep je I mmean) uuju je Bomehm koedummjenT
an + by, T€ Ay + b, € I,.

Huje remxo moxazaru na je I, C I,,;. Hamwme, ako je a, € I,, onna
nocroju nosuaoM a(X) uz I crenena n rakas na je LC(a(X)) = a,. Tana
je Xa(X) nmonuuowm crenena n+ 1y I unju je Bogehn roedpunujent rarobe
Gp, T€ Qp € Ipyq.

Tako cmo mobunu Heonmanmajyhwm Hu3 mupeana y R:
LhchLChLC---

Kako je npcren R Herepun, 10 je oBaj HU3 Maeasa cTanuroOHAPaH, Tj. IOCTO-
jmm = 0 Tako na je I,, = I, 3a cBe n > m (He moctoju Geckonauan pactyhiu
mu3). Ocum Tora, c¢Bu mmeanu [ Cy KOHAQUHO TN€HEPUCAHU U HEKA je, 3a
0<k<m:
I = (ak1, - . -, (ks )

Ca (r1,...,T) 0O3HAUABAMO WIEAJ TEHEPUCAH €JIEMEHTUMA I, ..., ;. Heka
cy frj, € I nmomunomu crenena k taxsu ga je LC(fy;.) = akj,. Joraxumo
nma moauHOMH fij, 3a 0 <k <m, 1 < ji < s rerepumy nnean I. Ospaummvo
ca I umean y R[X] remepucan osum mosumaOMuMa. OuuriemHo je ICI.
JToKa:KUMO APYTY UHKIY3U]Y.

Hera je f € I'\{0}. Ilorka3 u3BOAMMO WHIYKIN]OM IO CTENEHY MOJUHOMA f.

I[Ipernocrasumo na je deg f = 0. To 3maum ma je 3ampaBo f KOHCTAHTAaH
mONWHOM 1 Ja ce Hana3u 'y ly. Kako cy u nommuomu fo1, ..., fos, KOHCTAHTHI
MOJIMHOMY KOjU T€HEpUINy OBaj mueat, suaumo na f € I.

[IpernocraBumo na je monumuoM f cTemeHa t u Oa je TBpheme M0Ka3aHO
3a CBe MOJMHOME CTemeHa mMamer on t, imamo mnse moryhrocTu.

t <m. Haxxne, f je mommuom crenena t, re LC(f) € I;. Kako aiy,...,as,
reHepunry uneata Iy, To nocroje by, ..., b, € R TakBu na je

LC(f) = btlatl + -+ btstatst.
IMonxcerumo ce nma je ay;, = LC(fij,) n na je deg fi;, =t. To 3naun na je
deg(f — b frn — -+ — bes, Jis,) <Ft,

a OBaj NMOJMHOM cBakako npunana uneany I. Ilo maayxkTuBHOj Xmnore3u
3aKpydyjeMo ma oH mpumana I, na jeu f € I.

t >m. Iakne, f je monmmmom cremena t, re LC(f) € I; = I,,. Karo
Gmis---,Qms,, DeHepumry mpeaid I, To moctoje bmi,...,bms, € R Taxsm
na je

LC(f) = bmlaml +- bmsmanzsm-

IToxcetumo ce na je amj,, = LC(fmj,.) n #a je deg fm;, = m. To 3maun na
je
deg(f - Xtimbmlfml - Xtimbmsmfmsm) <t,
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a OBaj MOJMHOM cBakako npunana unxeany I. Ilo manyxkTtuBHOj Xmnore3u
3aKkpydyjeMo ma o mpumnana I, na jeu f € I.

OBo u 3aBpmaBa IOKa3, jep CMO IOKA3aJM [a KOHAYHO MHOTO IOJINHOMA
retepuiry nneaia I. O

Wuanykmujom ce mobuja caemneha mocienura.

ITocnemuma 105. Ako je R komyTaTmBaH HeTepuH npcteH, n > 1, oHAa je u
npcred R[X1,..., X, ] Hetepun. O

IIpcren mosmuOMa ca GeckoHauno MHOTO Heoxpebemux R[Xq, Xo,...]
uuje Herepun, jep canp:xku OGeckoHauvaH pacTyliu HU3 mueasa:

<X1> C <X1,X2> C=--

3a Kpaj OBOI' 0lleJbKa HABEAUMO jOII jelaH MpUMep npcTeHa koju mHuje He-
TEepUH.

ITpumep 106. Heka je R npcren cBux Henpeknaaux ¢Gpyuruuja f: [0,1] = R,
npu yeMmy cy omepamnuje mMebhy ¢yHrImjama nepmHECaHe TAYKa IO TAUKa:

(f+9)(x) = @) +g(z), (f-9)(x):=[(z)-g(2)

Ilocmarpajmo wu3 mueana I, = {f € R: (Vz < )f(z) = 0} (yBepure ce

na je I, umean y R). Jacuo je ma je I, C I,,y,. Hamwme, xaxo je n%rl <L
jacuo je ma u3 f(x) =0 3a x < % caemu na je f(z) =0 3a 2 <

oyurmmja g : [0,1] — R nedunucana ca

1
o(z) = {0, TS T

1
xr — e+l nHad4e,

1
n+1’ HO

npunana I,ii, ann He upunana l,, Te umamMo OeCKOHa4YaH pacTyhu Huz
uneana. lakmne, npcrer R muje Herepun. &

8 Monynu Han riaaBHOMOeasickuM u Jle nexkumn-
MOBUM OOMEHHMA

Y oBOM oneJbKy, padmMarpahemMo Moy Ie HaL IIaBHOULEAICKUM U [le nekun-
moBMM noMmeHmMa. llomcermmo ce na je DOMEH KOMYyTAaTUBAH IPCTEH ca
jenrHMIOM y KOMe HeMa NpaBUX OenuTesba Hyle. Jla Gucmo mcrakmm na
paguMO ca JOMEHUMa, TUOMYHO Nemo ux o3HavasaTtu ca D (kKao mro cMO
OIIITE IIPCTEHe O3HAauUaBasn ca R).

Hajupe ce GaBumo riaBHOMAEAJSCKUM IOMEHMMA. | JIaBHU MPUMEPHU CY

Z n K[X] 3a mero nome K.

Teopema 107. lMoamoayn cnobogHor D-moayna, rae je D rnaBHomuaeanckm JOMEH,
n cam je cnobopofdaH. loceBHo, ceakm npojekTueaH D-mofyn Hah rnasHoupean-
CKMM JOMEHOM je criobofaH.
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Iokas. Hexa je ' = @, ; D crobonan D-monyn. Ilpema npusmumy mo-
opor ypebewa, I = {i, : @ < p} 3a Heknm opauHaa f (3a OHE KOjU HUCY
YIIO3HATHU Ca MOJMOBUMA OPAVHAJIA CYTEePUIIEMO na TOTJIeNajy, Ha IpUMep,
kwury Mamemamuura nozuka — Eaemenmu meopuje ckynoga, ayropa 3.
ITerposulia u K. Mujajnosuhia). Heka je A mommonyn on F. Koucrpy-
ucahemo 6a3y B 3a A wa ciemehm maumu. O3maunmo ca 7, : F — D mpo-
jeKIujy Ha KOOPAUHATY fo. Y BEAUMO U O3HAKY F,, = @%Ka

IHocTasmamo By = 0.

IIpernocrasumo na je B, me¢puHUCAHO 32 HEKM opauHAI o < [. edpwnH-
nmemMo By, ca

B _ Ba, Wa[FamA] = {0}
s(a) = By, U{fa}, ma(fa) je remeparop ox mo[F, N A] # {0}.

YKOIUKO je A € p rpaHuvHu opauHau, geduaumemo By = B,. Tspmumo

na je B = B, 6a3a 3a A.

a<A

B je nmuneapuo He3aBucaH ckyn. Hexa je difo, + - -+ dnfa, = 0 32 Here
< <ap<pud,...,d, €D. Tana je

0 =7a, (dlfal +o dnfan) = dnTa,(fa,) € D,

a T, (fa,) # 0. Karxo je D momen, mobujamo na je dn, = 0. IlomaBibamem
nocTymnka nobumjamMo ma cy cBu KoedpuuujeHTu jenHaxu (.

B je ckyn remeparopa 3a A. Hera je z € A. Kako je z € F, 0 je x € F,, 3a
vero a < p. Iarne, x € F, N A u Heka je a HAjMamU OPAWHAI 3a KOJU TO
Basku. Crora je m,(x) # 0 n nocroju d, € D taro na je mo(z) = doma(fo),
jep je mo(fa) remeparop ciumke mo[Fo N A]l. Tana x — dofo € AN Fp 3a
Hekn [ < « 1 HeEKa je a; HajMamu TakaB. [lomaBmamo moctymak. OH ce
CBaKaKO 3aBpIIaBa y KOHAYHO MHOI'O KOPaKa MOIITO He IOCTOjU OeCKOHAYAH
omanajyhu uus opmunanga. Crora je B 3amcra CKyI reHeparopa. O

Heduaumnuja 108. D-moayn A je IEJHVIB yKONMKO 3a CBako a € A u cBako
d # 0 u3 D noctoju y € A tako pa je dy = z.

Crneneha Teopema ce mokasyje HAa NCTH HAUMH Ha KOju 1 Teopema [82] re
CTOTa MOKa3 He HABOIUMO.

Teopema 109. D-mofayn je MHjeKTUBaH ako MU CaMo ako je OesbuB.

JHepunaunuja 110. Heka je a € A\ {0}, rae je A D-mogyn. AHYJATOPCEU
UIAEAJ unu, kpahie, AHYJIATOP enemeHTa ¢ AeduHuwe ce ca: ann(a) :={d € D :
da = 0}. JacHo je pa je oo ugean y D. Ykonuko je ann(a) # {0}, 3a enemeHt
@ KaxeMmo fia je TOP3VIOHM 1 PEJI eNeMeHTa a Ce JepUuHMLLE KAao reHepaTopa OBOr
npeana (koju je HapaBHO ofipeheH A0 Ha WMHBEPTUBUNHM YMHOXAK). YKONUKO je
ann(a) = {0} kaxemo 1 Aa je a GeckoHayuHor pepa.
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CraB 111. Heka je A jepan D-mopyn. Tapa je T(A) := {a € A : ann(a) # {0}}
jenan noamofyn oA A 1 HasuBamo ra TOP3VIOHU NoAMOAy.

Joxka3. Heka a1,as € T(A). To 3maum na nocroje di,ds € D takBu na je
d1a1 = OA, d2a2 = OA. Taﬂa je d1d2 7’5 OD n

dida (a1 — a2) = da(diar) — di(daag) =04 = d204 + d104 =04,
na a; —ag € T(A). Takobe, ako je d € D, onga je
dl(dCLl) = (dld)al = (ddl)a = d(dlal) = dOA = OA,

na day € T(A). a

Yrouuko 3a monyn A Bazku na je T(A) = {04}, raskemo na je A TOP3UOHO
CJIOBOJAH.

Cras 112. Heka je A jegan D-mopyn, T(A) weros Topsvonun nogmofdyn. Tapja
je D-mopyn A/T(A) TopsvioHo crnobofaH.

Hoxas. Hexa je a+ T(A) € T(A/T(A)). To smaun na nocroju d € D\ {0}
Tako na je d(a+T(A)) = 04/7(4), Te da € T(A). Ho, To 3maum na moctoju
d € D\ {0} raro ma je d'(da) = 04. Tama je u (d'd)a = 04, upu gemy je
d'd # 0p, na je a € T(A). Barmyuyjemo na je T(A/T(A)) = 04,7(a), na je
A/T(A) rop3uoHo ciroGonaH. O

Teopema 113. HeTpuBujanaH, KOHaUHO reHepmcaH TOp3MoHO cnobodaH D-mogyn
je cnobogaH.

Iloxa3. Hajupe, mpumeruMo na je CBaKU TJIABHOUOEAJICKUA TOMEH TPU-
Bujasno Herepun momen. Crora je cBaku KOHAUYHO reHepucan D-momy
Herepum.

Hexa je A # {0} Top3unoHOo c10608aH 1 KOHAYHO TeHepucad. Kako cBaku
eseMenT = € A remepue ciaobonan noamoryn on A (pyHrumja Koja cauka d
y dz je nzomopduszam D-Monxyna — yBepuTe ce y TO ), TO IOCTOje CI060aHI
moaMOIy i o A.

Osraunmo ca F KOJEKIU]y CBUX cJa060maHnx mommomyiia on A. Bumnenn
cMo ma je oma HempasHa. Kako je A HerepuH, moCTOjU MakCUMAaJaH eye-
mear M y F. Heka je {x1,...,2,} ckyn remeparopa 3a A. Ykomuro je
Dz; "M = {0}, onma je Dx; + M cnoboman mommonyn ox A koju je sehu
ox marxcumausor. Crora nocroju d' € D\ {0} 3a koju je d'z; € M. To
3anpaBo 3Haum ma je ann(z; + M) # {0}. Osmaummo ca d; remeparope
oBux anyiaropa. llocmarpajmo emement d = dy ---d,. OBaj emement je y
mpeceKy CBUX OBUX aHyJsaropa, ma dr; € M 3a cse i.

To suaun na je dA mommonyn on M. Ho, dyukumja ¢: A — dA 3anara
ca ¢(a) = da ycnocrBia umzomopduzam mamehy A u dA (mapasuo ma je
,Ha” W JIaKO Cce MPOBepU Ia je MOAYJICKM XOMOMODP(U3aM; je3rpo je TPUBU-
jamao 3aTo mTo je A Top3mono caoboman). Ho, dA je momMomyn cioGoamHor
Monysa M, ma je m cam cioboman, Te ciaenu na je u A cnoboma. |

63



Mu cBakako MOKEMO Oa MOKAKEMO Ma aKO MOCTOju Oujekruja uameby
ckymoBa X u X', omma moctoju m mzomopdusam caobomae rpyne F ma
ckynmy X u caobomue rpyme F/ ma ckyny X', HO mnak jom He 3HAMO na
IV U3 M30MOp(PU3Ma KOHAUHO TeHepucanux ciaobomamx D-monyna F wu F’
clenu ma OHU MMajy ucTu OGpoj enemenara y cBojum Gazama. CBakrako ce
npu m3oMop¢usMy 6aza camka y 0asy, Te je 3aIpaBO HEHTPAJHO IUTAIHE:
a U cBake nBe Da3e y KOHAYHO MEHEPUCAHOM CIO0OTHOM MOIYJY MMAa]jy
uctu 6poj eremeHara?

Teopema 114. Heka je F' cnobogaH D-mopyn, rae je D AoMeH, KOjU UMa reH-
epaTopHU CKyn of m enemeHaTa. Tafda oH uma 6asy ca HajBulie 7 efleMeHaTa.
LtaBuwe, ceake age 6aze oa F' vmajy uctm 6poj enemeHara.

Ioxka3. Vneja je ma ce mpebammMo HaA CIyYaj BEKTOPCKUX MPOCTOPA HA
moJbeM Te Cy HaM OBO HOOpO mo3HaTa TBphema. Y Ty CBPXY, O3HAYUMO
ca Q(D) NOJLE PA3JIOMAKA man D. Ioncerumo ce na je TO mosbe Koje ce
on D noGuja maBepTOBameM CBUX HeHysa egemenara (D je momen) m umja
KOHCTPYKIN]ja OAroBapa KOHCTPYKIMUjU PanuoHAJHUX OpojeBa mosaszehu onx
neaux Gpojesa. Tama mvmamo m xomomopdusam D — Q(D), x + {, Koju
je ,1-17. Tana je u magyxkoBanu mopdusam D- monyna FF'®p D — F ®@p
Q(D)(= F) ,1-17. Ho, F 2 F®p D, rue ce r — z ® 1, ma umamo ,,1-1”"
xomoMop¢usam ¢: F — F 3amar ca ¢: z +— = ® 1. Ho, F je Bexropckm
upocrop Han Q(D). Baxu cuenehe.

1. Ako ¢y x1,...,T, reneparopu on F (He Hy:kHO c1060IHU TeHEPATODH),
ouma cy ¢(r1),...,¢(x,) remeparopu 3a F. Il0BOHO je MOKa3aTH ma ce
CBaKM ejJeMeHT u3 F obauka @ L MOKe NMpUKa3aTU Kao JIMHeapHA KOM-
Ounammja osux. Ho, = Y. d;z;, jep cy x-0Bu remeparopu, ma je

r®l =0 dixy) ®1 = 37" di(z; @1) = Y dig(x;), ma mobujamo

waajer @t =Lrel) =25, dip(e) = Y, tdi(r).

2. Axo cy mi,...T, 7IuHEApHO HezaBucHu y F, omma cy é(z1),...,¢(zn)
muneapro nesapucuu y F. IIpernocrasumo xa je Y i td(z;) = 0. Hexa
je S =s51...5,,a R = % Iobujamo zma je %22;1 Riz; ® 1 = 0. Crora
jem ¢(X  Riwi) = Y1 Riw; ® 1 = 0. Kako je ¢ ,1-17, nobujamo
na je Z?Zl R;z; = Op, Te, Kako cy x; JIUMHEAPHO HE3ABUCHU, CJIEIV Oa je
Ry =---=R, =0p, Te ce nobuja un na je I =--- =2 =0qp).

Sn

Hokaxxumo canga TpasxkeHo. Kako je F' caioboman, OH CBAKAKO MMa HEKY
6a3y. Yronumko Ou oH mMao 0Oa3y ca BuIIe OO N ejeMeHara, Ta Dasa Ou ce
ca ¢ mpesena y 6a3y BEKTODCKOT IpocTopa F ca BHUIIE O 1 eJeMEeHATa.
Ho, Ha OCHOBY MPETHOCTABKE W JOKA3AHOT, y F MOCTOjU T€HEPATOPHY CKYTI
on n enemenarta, a u3 Jluneapue aare6pe 3HaMo qa Taga y F mocroju Gasa
3a HajBUIIE N eJIeMEHaTa, a U CBaka Da3a uma uctu O0poj enxemenara. Crora
y F cBakako mema Gaze ca Bume on n ejgeMeHata. OcuMm Tora, ako 6u y
F mocrojame mBe 6a3ze kKoje HeMajy mctu OpOj esnemenHara, oHe O6u ce ca
¢ npecnukane y 6a3e on F koje Hemajy ucTu Gpoj eleMeHaTa, a TO HUje
Mmoryhe. |
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Iaxrme, 6poj enemenara y 6a3u KOHAYHO I'€HEPUCAHOT CIOOOIHOT MOJ-
yJiia HaJ JOMEHOM je jemmHCTBeHO ompebeH m HaszwBa ce PAHI ci00O0mHOT
MOy 4.

Cunenehowm nociste oM Teopeme 3aM0YNEHEMO KIIACU(PUKALNI]Y KOHAUHO
TEHEPUCAHUX MOIYJIa HAJ TIABHOUIEAJICKAM ITOMEHOM.

ITocaemuma 115. KoHauHo renepuican D-mofyn je AMPEKTHA CyMa CBOM TOP3MOHON
noAMoAyna u KOHauHo reHepucaHor cnobogHor D-mogyna.

IToka3. Heka je A xomauno remepucan D-monmya. ITocmarpajmo Tavan Hu3
0—-T(A) —-A— A/T(A) — 0.

ITo nperxonuoj Treopemu je A/T(A) korauHo rerepucas ciaobonan D-monyn
U cTora ce 0Baj HM3 mema Ha OCHOBY TeopeMe [63] Tako ¢cmo nobumnm ma je

A2 T(A)@ A/T(A). O

Axo je ¢: A — A’ umsomopduzaM KOHAYHO TEHEPUCAHUX MOIYJIa HAJ
D, ouna je csakaro ¢[T(A)] = T(A’), nomro m3oMopdu3aM dyBa pen ei-
ementa ( do(a) = 0 akko ¢(da) = 0 akxo da = 0) u MHAYKYje HU30MOP-
dusam ¢: A/T(A) — A'JT(A"), a KOHAYHO TeHEPUCAHU CJIOGOMHW MOy !
cy mornyuo onpebenu cBojum pamrom. Canma MoxkeMO na ce (OKycrupamo
HA TOP3WOHU TIOIMOMIYJL.

Kako je cBaku rnaBHOMIeascKy qoMeH D HY»KHO M JOMEH Ca je THO3HAU-
HUM pacTaBbameM ((PaKTOPU3anMjoM), TO C€ CBAKU eJeMeHT u3 D Moke
NPENCTABUTH y OOJUKY IPOU3BOJA IPOCTUX eJIeMeHaTa M Taj IMPUKa3 je
jEIUMHCTBEH TO HA MEPMYTAlXjy X YMHOIIKE WHBEPTUOUIHMM €JI€MEHTUMA.
Cetumo ce ma cy msa eneMenTa a u b TPUJPY/KEHA (acommpana) yKOJIUKO
IOCTOjU UHBEPTUOMIIAH eJeMeHT U 3a Koju je a = ub. OBo je penamnuja ek-
BUBAJICHIINj€ U MPETIOCTABUMO JIa CMO M3abpaiu MmO jemaH MPOCT €JIEeMEHT
U3 CBakKe O TUX Kjiaca ekBuBajieHnuje. O3HAYMMO CKYyI TAKBUX €JEMEHATA,
3a matu gomen D, ca P(D).

Axo je T ma xoju Top3umonu monyn Han D, ouma, 3a p € P(D), mokeMo
nocmarparu ckyn T, := {& € D : pen exementa z je crener ox p}. Ila
OUCMO CKpaTWIM MHCAEmE, Pel eJeMeHTa = o3HaunMo ca w(x). Ilakie, 3a
cBakn ¢ € T, mocroju « > 1 tako ma je w(x) = p®.

Teopema 116. Heka je T Topavionn D-mogyn. Taga cy, 3a cee p € P(D), Tp
noamogynu of T n T je wuxoBa (yHyTpalltba OUPEKTHA Cyma):

r= + 1.

pEP(D)
Hoxa3. Axo z,y € 1), ouna je px =0 n pPy = 0 3a mexe a, B > 1, ma je

pmaxiafl(z —9) = 0. 3a d € D, umamo na je p*(dz) = d(p®z) = 0. Crora
je T, mommomyn on T'.

65



IMoka:xumo majupe na je T' cyma cBojux mommonysa T,. Hera je x € T
n w(z) = upi'ps?---pp*, roe je u naBepObuiaan n «; > 1 3a cse i. Hexa je
r=pi'py? et mry = p% Tama cy r; y3ajaMHO IPOCTH, T€ je MIeaJl
KOjU OHU TreHepumly jemHak mesoMm npcrery. Crora mocroje s; TAKBU Oa je
7181+ +rgsy = 1. Tana je z =risyx+- - +rgspz, a w(rz) = p*. Crora
jex=x1+---+x1, roe z; € T), 3a cBe 1.

OBa cyma je muperxrHa. Hawnwme, Hera = € T, N (—I—Tq). To 3mauu na je

a#p

r =1+ -+, rae je p®r =0 = ¢"z; 3a cBe i. Axro je r =qi'"---q",
ouma je rx; = 0 3a cse i, na je rx = r(z; +---x;) = 0. Karo cy p* u r
y3ajaMHO NPOCTHU, OHU TeHepuiry Ieo npcred. Jlakmae, mocroje di,ds TakBu
na je 1 =dyp® + dor. Taga umamo na je x = lo = dip®x + dorx = 0. O

3amnpaBo, y OBUM CyMaMa Ce I0jaBJbyjy CaMO IMPOCTU EJIEMEHTU KOjU Cy
darTOpM y pemoBUMa TeHepaTopa.

CraB 117. Heka X reHepuwe T'. [ocmaTpajmo cnefehn ckyn npoctux enemera.
Px(D):={p e P: 3z e X)p|wk)} TapajeT, # {0} ako n camo ako
p € Px (D). MocebHo, ako je ckyn X koHauaH, pactas T u3 nNpeTxofHe Teopeme
je Ha koHauaH cabupaka.

Hoxa3s. Jacuo je na, ako je p € Px (D), umamo enement x € X Koju je pena
p“r, tme p{r, 3a Hexo a > 1. Tana je w(rz) =p®, te ro € T),, na T, # {0}.

Hexka can p ¢ Px (D). Axo je z € T}, T0 nmocroje z1,...,%, € X Taksu
na je £ =s1x+ -+ S,&, 32 He£Ke S; € D. Aro je r; =w(x;), ur =111y,
oHIa je rx = $17%1 + -+ - + $prx, = 0. Ho, u3 x € T), cnequ nma je w(z) = p*
3a Hexo « > 1. Ho, ptr, ma, kao u panuje, nocroje di,dy € D Taksu na je
1=dip* + dor. Tana je x = lo = d1p®x + darz = 0. Crora je T, = {0}. O

Csaku msomopduszam ¢: A — A’ xoHauno remepucanmx D-Momysa yc-
nocrasmpa nzoMopduzam usmeby T,(A) u T,(A’), koju cy HapaBHO U caMu
koHauHo reaepucanu. Ocraje ga yCTAHOBUMO KakBa je crpykrypa o T, (A).
Monyne 3a koje je pem CBaKOT HEHYJa €JE€MEHTa CTENEH ON P, THAe je p
NPOCT, HA3UBAMO P-MOIYJIUMA.

Teopema 118. Heka je T # {0} koHauHo renepuican p-mogyn. Taga je

T Cpor PCro: P P Cror, ar1>02> o =1,

rae je Cpe; UMKAUYHW MOAYN unjn je reHepaTop pega p®i. LlTaeuwe, ay,..., oy
cy jeAvHcTBeHO oApeheHn mogynom 1.

IToka3. Heka je k munmmasian Gpoj wianoBa 0aze. 3a cBaky 6a3y ox k
wiaHoBa popMupamMo k-Topkry 6pojeBa (aq,...,qq ) 3a Koje je a1 = -+ =
ar = 1, a p* cy penoBu Tux 6aszuux eiaemenara. Cama ce mocMaTpa MUH-
uMyM 30upa o + -+ -+ ap u Heka je (x1,...,%) oarosapajyhu CKym remep-
aTopa. IlokasxmmMo ma je Tp = Dxy + -+ -+ Dxy, mro hie HaM gaTu TpakeHy
JEKOMITO3UIIA]Y .
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IIpermocTaBuMO ma OBa cyMma HUje AUPEKTHA, Tj. Oa je
(Dzxy + -+ Dx;) N Dx;yq # {0}
3a Heko ¢ € {1,...,k —1}. Hera je I <D 3anar ca:
I={reD:rxi € Dx;+ -+ Dzx;}.

ITo mpermocraBmu oH Huje TpuBUjajgan u mMmamo na je I = dD, 3a HEKoO
d € D. Kago p*+tz,11 = 0 cBagako nmpunana cymu, to d | p®+t. Crora je
d = p” 3a Hero B < aiyq (jep je p¥+ix;y1 =0, a y mpeceky uma ejgeMeHaTa
pasnuuuTux on myie). Hakie,

Pl =Y dipria;, (36)
=1

upu gemy ptd; 3a j = 1,i. MHOxkemeM ca p¥i+1=8 nobujamo

i
0= pai+lxi+1 — Zdjp%"f‘awrl—ﬁxj.
Jj=1
3aro Mopa outH 7y; + a1 — B = «j, 3a cBe j. Ciora jevy — B8 = o —
. . 7 P
ajt1 = 0, ma je ;5 > B. Hera je o' = w1 — Y, djp™ Pz;. Ho, us
(36) cmema ma je pPz’ = 0. Kaxko je u (x1,...,74, 2, Ziyo,...,Tx) jenHa k-
. k
TOpKa IeHeparopa, a 30Up BUXOBUX PEIOBA je Mamu O y . ; O, NOOWIM
CMO KOHTDAAUKIU]y U 3aK/LYyUyjeMO Ia je CyMa 3aucTa AUPEKTHA U UMAMO
TpayKCHI U30MOD(PU3aM.

Jloxasmmo nauz T = Cper @ P Cpor = Cpos B+ P Cppy = T' cnem
ma je k=1u o; = f; 3a cse i. Hajupe, oy = min{a > 1: p*T = 0}. Crora
je ap = f1. Pamgumo maAyRIuIjoM mo «j.

. . k
Axro je oy =1, ouma je T =3 ; Cp, a 0BO Cy CBe BEKTOPCKHU IIPOCTOPYU
Hanx mosmeM D/pD, na je k =dimT u crora je k=1, jep je T =T,

Herka je a1 =2 - 2 ayp 2 2 > pyp1 = - =a =1, a 1 = -+ >
Bn = 2> Bus1 == F = 1. Nmamo uzomopdusam pT = pT’, omHocHO
Cper— B - PCrom— = Cpsi—1 P - PCpsn-1. llo urAYKTUBHO] XUTOTE3H
MOKEMO Ja 3aKBYUHMO 1a je m = n u «; = 3 3a 4 = 1,m. Ho, uMmamo u
na je T/pT = T'/pT’, Tj. @le Cp = @2:1 C,, na mnobujamo ma je u k =
l. Crora cy m ocranu onroBapajyhu OpojeBU jeTHAKUM U UMAMO TPaKEHY
jeIMHCTBEHOCT. O

IMpumerumo na je muknauaaum Monyn Cpe 3ampaBo M30MOP(AH KOIIY-
auukoMm npcrerny D/p®*D. Haume, ako je & remeparop TOr MOAyJa, OHIA
je ann(z) = p*D, a ann(z) je 3ampaso jesrpo xomomoppmsma ¢: D — T,
sazmaror ca ¢(d) = dr. Crora MOKEMO Ha CAKMEMO CBE HO CaJa INTO CMO
pamuim o KiIacH(pUKALMjU KOHAUYHO MeHEPUCAHUX MOIYJa HAaJ [JIaBHOUIE-
ascku pomenom D y caenehoj teopemu. Ca D™ mapaBHO O3HAUYABAMO -

pexray cymy @@, D.
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Teopema 119. Csaky KOHaUHO reHepUCaHV MOLYN HaJ FNaBHOMAEANICKMM JOMEHOM
nsomopgaH je moayny

(é(ép/p?i'jD)>@Dr, Qi =2 oy, =1, 3acBei=1,n, r=0.

i=1 \j=1

Mpoctu enemenTu p; cy oApeheHn jeAHO3HAUHO OO Ha MPUAPYXEHOCT 1 pelociiel
dakTopa. O

Y HacTaBKy OBOT OJeJbKa, 0aBMNeMO Ceé KOHAYHO TeHEePUCAHUM MOIY-
auma zHan llenexknanosum momenuma. Hajope majemo medwmuunujy Ilenexun-
IIOBUX OOMEHA.

Hedwmaumnuja 120. JEAEKUHIOB JOMEH je KOMyTaTVBaH NPCTEH Ca jeANHULIOM
y KOMe HeMa MpaBuX AeNUTESba HyNe 1 Y KOMe 3a cBaka Agsa npaeana I C J noctoju
viean K takas gaje I = J - K.

Cras 121. Ao cy I,J # {0}, onga je ngean K u3 npetxogHe gebuHuumje je
jeAnHcTBeHO ofpebeH.

Hoxas. Hera je J-K =J-K'. Axo je b€ J\{0|], umamo na je bD C J, na
nocroju L tako ga je (b) = L-J. Nmamo na je tama L-J-K =L-J K/,
re cienu (b) - K = (b) - K’, tj. bK = bK'. Kako je D momen, mobujamo na
je K =K'. O

Hedpuuaumuja 122. 3a gsa ngeana I n J y JeaekuHgosom gomeHy D kaxemo fa
cy y UCTOJ KJIACHU UJEAJIA ykonuko noctoje z,y € D\ {0}, 3a koje je I = yJ.

Ca [I] ozmaunhiemo knacy uneana I.
Cras 123. 3a I, J<D saxu: [I] = [J] akko cy I n J nsomopdHn kao D-mogynu.

Hoxka3. —>. Ilakxe, nocroje z,y € D\ {0} Taksu na je I = yJ. Moskemo
nedurucatu ¢: I — J ca:
def
¢(a) =b <= xa = yb.
Kako u3 za; = yby u zas = ybe cnemu z(a1+az) = y(b1+b2) u xda; = ydby, To
nobujamo na je ¢ xomomopdusam D-monyna. Ho, jacHo je na Ha aHasorau
HaYMH MOkeMo neduuucaru ¢: J — I koju he 6uru meros mHBEPC.

Hexra je ¢: I — J nzomopduzam D-monyna. WMzabepumo ag € I. Tana
3a cBe a € A mvmamo: agp(a) = ¢(aoa) = ¢(aag) = ap(ag) = ¢(ap)a. Crora je
agJ = apd[I] = ¢(ao)l, na je [J] = [I]. 0

Teopema 124. a) Ceaku ngean y [efekHOoBoM JOMeHY je KOHAUHO reHepucaH
npojekTueaH mogyn Hag D.

6) CBakun KOHaUHO reHeprcaH NpojekTueaH MoAyn Haf JefekuHAoBUM JOMEHOM
je nsomopdaH OMpekTHOj cymy npaeana gomeHa D.
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Hoxraz. a) Heka je I # {0} uneany D. Axo je ag € I\{0}, orza je apD C I,
na nocroju unean J rakas na je apD = I-J. Crora mocroje b; € I, ¢c; € J
3a Koje je ag = bici + -+ + apby,. Heduuumemo xomomopouzme D-momyia
¢: D" T up: I — D" ca:

b bey,
¢(‘r17"'7xn) = b1$1+"'+bnxn7 w(b) = <017"'5 - )
ao Qo

IMpumerumo na be; € I-J = agD, Tako na je be;/a 3aucra enement us D.
Tana je

=b.

b bn b bn b .. bnn
¢(¢(b))=¢<cl,...,c> B R L L e i 1

ao ao ag ag ao

Iakme, ¢ je ,Ha”, Te je I KOHAUHO TE€HEPUCAH, & W KPATAK TadyaH HU3

0 — Ker¢p — D" 270 ce nemna, te je I @ Ker¢ = D™ u 3armpydyjemMo na
je I KoHayHO TeHepucaH MpPOjeKTUuBaH [D-MOmyJI.

6) Horazahemo u Bume on oBora, Tj. mokazaliemo ma je CBAKHU IOJI-
MO/IYJI KOHAYHO T'€HePUCAHOT ciobonuor D-monyna n3oMop(aH AUPEKTHO]
cymm umeajga. Y TY CBpXy, Heka je P < D™ um mocMaTpajMO OrpaHndene
IpOjeKnnje Ha MOCIeqHnY KOOPIUHATY T = T,|p. MOKEeMO IpeTnocTaBuTu
Ia OBO HUje HyJla IPECINKaBame, MOMTO Ou y ToM ciy4dajy P Ouo cagpskas
y moaMonyy D! ma 6ucMo mocMaTpasn orpaHnYekhe IpojeKnnje Ha n— 1-

’

y koopauHaTy. MMamo kparak tauam mm3 0 — Kern/ — P Z 7/[P] — 0.

Ho, I' = #'[D] je nnean y D, ma je mo a) IPOjeKTUBAH MOIYJ W MMAMO
nename: P = Kern' @ I'. Tomasmamem mocrymka (pasmarpamem Ker7')
nobujamo na je P m3oMopdaH OUPEKTHO] CyMU HAeaa. O

IIpumeTnMo na cMO y OKBUPY IPETXOHE TeOPEME NOKA3aJIN Ja je€ CBAKU
Henexkunnos nomen Hetepun momes.

ITocaemuma 125. Ceakm KOHauHO reHepucaHn Top3noHo cnobofdaH mModyn Haj
[epekHaosum foMeHoM je npojekTvBaH MoAdyn.

IToka3. Heka je T Top3moHO Cci000JaH UM KOHAYHO I'€HEPUCAH MOIYJ HAI
IlenernanoBuM HOMEHOM. AKO ce mormena mokas teopeme [I13] Moxemo na
BuauMO na mocroju d € D rako na je dI' mommonyn ciobomHOT MOZIYJIA.
Hapaguo, momro y T mema Top3suje, umamo na je dI' = T. A u3 mokasa
npeTxonHe Teopeme ciemu na je d1 mpojeKTUBaH MOIYJI. O

Canma MOMKEMO MOCTYNUTH Ka0 U pa3MaTpamy KIaCHOUKANN]e KOHAYUHO
FeHEePUCAHUX MOAYyJia HaJ MNIaBHOMAeaJCKUM moMmeHoM. Heka je A xomauno
resepucan Monyn Han D, rme je D Ilemekunnos momed u Heka je T(A)
TOp3uoHU HmoaMoxya on A. ViMaMo KpaTak TadyaH HU3

0—-T(A) —-A— A/T(A) — 0.

Ha ocuoBy mperxomse mocaemuie, numaMo na ja A/T(A) mpojektusan, ma
ce osaj Hu3 nema. Crora nobujamo msomopdusam A = T(A)@P A/T(A).
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Ho, mo Teopemu suamo na je A/T(A) 2L P---P I, 3a nexe uneana
Ij aD.

Y maJbeM MOKa3yjeMoO KaKO ce MOKe HAJhe I0je THOCTABUTU OBA IUPEKTHA
cyma. Hajmpe mopamMo Toka3aTu jomr Heke pesyJarare O JlenekuHmoBuM
JQOMEHUIMA.

Teopema 126. Ceaku HeHyna ngean y [lefeknHOoeoM JOMeHY MOXe e, Ha jeAnH-
CTBEH HauuvH, NpukasaTh y obnnky nponseoda MakCUManHUX uieana.

Hoxa3s. Hera je I # {0} u M makcumanan nnead 3a xoju je I C M. Axo je
I = M, ongna cmo 3aspumnn. Wuadve, nocroju I1(D I) Tako na je I = M-1I;.
Yronuko je [; MakcuMmaJiaH, 3aBpmIUIA cMO. VIHAUe, TOCTOjU MaKCUMAaJaH
M, 3a koju je Iy C My, na je Iy = My - I 3a wexu unpean Io(D ;). Tana
jel =M, -My-I, ul C I C I,. Kako je D Herepun, Geckonauan HU3
pacryhux mmeasa He mOCTOju, Te ce OBaj mporec Mopa 3aBpmuTtu u I je
MPOU3BO MAKCUMAJHUX UIEATA.

Heka je My---M, = M;---M],, tne cy Mi,Mj’- MaKCUMAJHA KOCAJIN.

Iloka3 je IMHCTBEHOCTU MOKEMO U3BECTU UHIYKIMUjOM IO 7.

n = 1. HNarme My = Mj---M,,. M, je m mpoct nmearn, na je M; C M;.
Kako je M| makcumanam to je M; = M;. Crpahusamem noGujamo ma je
D=Mj---M-- M,

1., Ta MOpa 3ampaBo obutu m = 1.

Hexa je n > 1 n jenurcTBEHOCT Ba:ku 3a cBe OpojeBe Mame oxn. Kao y
6a3u uHAYKIUje, jenan ox My, ..., M), jemnak je My. 360r jemHocTaBHOCTH
03HaKa, mpernocraBuMo na je My = M. Axo ckparumo ca M; mobujamo
na je My M, = M}--- M/ . InnykTuBHA XUIOTE3a 3aBpliaBa HOKa3. [

IMocnemuuma 127. Y [lefeknHAoBOM AOMEHY, CBaKM MPOCT WMfAean pasnuunT of
{0} je makcumanan.

JHoxka3. Hera je P # {0} npocr umean. Tazma, mo mperxomHoj Tteopemu,

nocroje MmakcuMaJau nneanu My, ..., M, Taksu na je P = M, - -- M,,. Kako
je P mpocr, ciemu na je 3a Hexo j: M; C P, ma mopa outu P = M; u P je
MaKCUMaJIaH. O

Ilakje, Ka0 MTO y NOMEHY Ca jeTHO3HAYHUM PACTABJbAEKEM UMAMO IPE -
CTaBJbAKE CBAKOT €JIEMEHTA, PA3JUYUTOr O HyJe, y OOJIUKY TPOU3BOIA
NPOCTUX eJeMeHaTa, Tako y JleT1eKnHIOBOM HOMEHY MMAaMO IPEACTAaBJbAE
CBAKOT MIeaJia PA3JIMUUTOr OJ HyJie y OOJUKY IPOU3BOAA IMPOCTUX HIe-
ama. Jlame ce mehemo 6aBUTU KOHAUHOI I'E€HEPUCAHUM TOP3UOHUM MOIY-
auma. Pemumo camMo na mocToju MOTIYHO aHAJIOTHA KIACUPUKAII]A OHOJ
3a TJIABHOUIEAJICKE IOMEHE — PA3JIMKa je CAMO Y TOME IITO YMECTO CTEIEHA
OPOCTUX eJeMEeHATAa UMAMO CTeleHe MPOCTUX mueaJial

Jlema 128. 3a csaku ugean I y [lepekunposom fomeny, konuuuuk D/I je
rnasHOMAEancku npcreH (Koju MoxXe fa MMa AenuTesbe HyNne HapaBHo).
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Ioxa3. Kako je cBaku mmean y D mpom3BOI MAKCUMAJHUX UIEAJIa, TAKO
je m y upcreny D/I. Wneamu y D/I omrosapajy mmeamuma y D koju
canpske I. Tlocebno, makcumanau uneanu y D /I oarosapajy MakCUMAJIHAM
uneaauma y A koju campsxke I, a To cy Gam mmeasu KOju yUECTBY]y Y
pacraBmpamy I Ha mpomsBom MakcuMasiHX. CTOTa MX MMa KOHAYHO MHOTO
u HEeKa cy To maeasu My, ..., M. TlokaxkuMo ma mocToje eIeMEeHTH §y; TAKBU
na je (y;) + I = M;. IlpenackoM Ha KOJWYHWUYKMA NPCTEH, mobumjaMo xa
je M; = (y;), e ca @ o3HauaBaMO CIMKY eJeMEeHTa, OJHOCHO MIeaia y
rosmuHanukoM npcrery. Crora je caku MakcuMasiHu upeana y A/, a kako
je CBakmM mmeaJs Ty IPOU3BOI MAKCHMAJIHUX, CBAKU WACAJ j€ IJIABHMU.

ITocmarpajmo umeane My, ..., M;_1, Mf7 M;i1,...,M,. OHu cy cBarako
rkonpoctu (umeanu I, J mpcrena R cy KONPOCTHU yroswmko je I +.J = R).
Haunme, ako 6u M? 6uo canpsan y mexkoM M;, 3a j # i, nobunu 6ucmo na
je M; C M;, na 6u onu Gunu jemmaku; crora je M? + M; = D. Hera je
x; € M; \ M? (3amro je M; # M?2?). Tlo Kumeckoj Teopemm o octammma,
TIOCTOjU €JIEMEHT ¥; TAKaB N4 je

oy, mod M?
vi= 1, mod M, 3a j #1i.

Haxme, (y;) + I jecre canpwwan y M;, a Huje canpsan Hu y jennoMm M, 3a
j #1i. Crora je on ctemen on M;. Ho, on nuje y M?, jep z; ¢ M?, ma mopa
ouru (y;) + I = M,. ]

ITokaskmMO cana jeHY TEXHUUKY JIeMYy.

Jlema 129. 3a gsa pata HetpuswujanHa (pasnuuuta od {0}) npeana I u J y
Hepeknngosom gomeny D, noctoju npean I’, takas ga je [I'| = [I], a I’ n J ¢y
KOMpOCTMU.

Hoxa3. Hera je ag € I\ {0}. Tazna je (ag) C I, ma nocroju K rtaras na
je {(ap) = K - I. Kako je, mo mperxonnoj nemu, npcred D/(J - K) raasuo
UIeAJICKH, TO je maead K riaBHu, Te OCTOjU o Takas aa je K = J-K+(xg).
Axko oBy jemHakoct moMHOxuMO ca I nobujamo K -I =J-K -1+ (xg) -1,
0mHOCHO (ag) = agJ + xol. Iememewm ca ag mobujamo ma je D = J + 701.
To 3maum ma je I' = ‘Z—SI nnean y D roju je xompoct ca J u [I'] = [I]
(aoll = {,C()I) O

Jlema 130. Ako cy I n J HeTpusujanuu ngeanu y HepekmHgosom gomeny D,
oHaa je D-mopyn I & J nsomopdan D-mopyny D (I - J).

Hoka3. Axo I u J HuCYy KOOpPOCTH, HA OCHOBY HPETXOIHE JIEMe IIOCTOju
I, koju je, kao D-momysn, usomopdan ca I (upucermmo ce crasa [123)), a
KOju je, ka0 muead, xkoupoct uneany J. Tanma je IPJ =2 I'PJ. Youumo
KpaTak TauyaH HU3:

0=-I'nJ5HTE@TS D0,
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rae je e(x,y) = x4y, a p(z) = (2,—2z). mamo na je € ,ma” momro cy I’ u J
KompocTu. YKonmko je e(x,y) =0, To 3naun na je I’ >z = —y € J, na, ako
y3MeMo z = x, 1o je z € I'NJ Takas na je u(z) = (2,—2) = (z,y). Crora
je Hu3 3amcrta tavan. Ho, D je ciobomaH D-monmyi, Te ce OBaj HU3 Iema
n nmamo uszomopdusam I' P J = DEP(I' N J). Karo cy I’ m J rompocrn,
nvamo na je I'NJ = I' - J (mongceture ce 3amTo je TO TaKO, WM CAMU
n3Beaure, HUje Temko). Ho, axo je [I] = [I'], onma moctoje a,b Taksu na je
al =bI', u3 uera cnenu na je al - J =bl"-J, ma je [[-J] = [I’- J] Te umamo
uzomopuszam D-monyma: I-J =1’ J, u3 yera ciemu TPaskeHO. O

Cueneha Teopema HAM DOTYBYje KIACUDUKANN]Y KOHAYHO T€HEPUCAHNX
TOP3UOHO CIOBOMHUX MOAyHa HaL Jle 1eKMHIOBUM MOMEHOM (IPUCETUTE Ce

TeopeMme u nocJsenune |125)).

Teopema 131. Hekacy I1,...,I. v Jy,..., Js HeTpueujanuu npgeanun y denekviH-
fosom gomeHy D. Tapa umamo nsomopousam D-mopyna

[1@]2®...®]Tgjl@J2@...@Js

akoumcamo ako jer =su [Iy - Io--- L] =[Jy - Jo- - Jg).

Hoxa3. Heka je ¢: 1 P--- Pl — J1 P P Js usomopduszam 0BUX MOI-
yra. OH je mormyHo onpeber xomomopduamuma p; o ¢ o q;: I; — J; roe cy
XOMOMODP(U3MHU p; U ¢j U3 CTPYKType MPOM3BOJa OJHOCHO KOIPOM3BOIA:
Pi(Y1,- -5 Ys) = ¥i» gi(z) = (O,...,O,QJQ,O,...,O).

ITorasxkumo ma je cBarku xomomopduzam D-monmyna ¥: I — J, roe je I
HETPUBMjaJIaH UAeaJs, obimka ¢(a) = ga 3a HEKM ¢ U3 MOJba PA3IOMAKA
Q(D). Vazeja je xao u3 nokasa crasa [123] Ako cy ag,a € I, ap # 0 nmamo
jemuaroctu agp(a) = ¢(apa) = ¢(aag) = ap(ag) = ¢(ag)a, na je 3anpaso 3a
cBako a € I: ¢(a) = %O")a U TPaskeHU €JIEMEHT je ¢ = &?) Crora 3a
cBaku xoMoMop¢uszam D-monyaa ¢: 1P --- Pl — 1P - P Js nocroju
marpuna @ = (¢i;) € Msx,(Q(D)) TarBa ma je ¢(ai,...,a,) = (b1,...,bs)
AKKO je

qi1 qi2 - qir a1 b1
g21 Qg22 - Qor a2 by
ds1 4s2  **  (Qsr [e7% bs

Y®OMUKO je ¢ m3omop¢m3aMm, oHOa je MaTpuna () MHBEPTUOWIHA U MOPA
outu r = s. Tepaumo na Bazku jemsaroct Jy -« Jg = (det Q)Iy - - - .. Iloka-
sxkumo Hajupe na je (det@Q)Iy---Is C Jy---Js. Ipernocrasumo ma a; € I;.
Tana je (det Q)a; -+ - as 3anpaBO DETEPMUHAHTA MATPUILE

qi1 qi2 - (qis ap 0 .- 0 di1@1 gi202 -+ Q1sQs
921 Q22 - (G2 0 ay - 0 g21@1 Q2202 - (250
4s1 qs2 e Qdss 0 0 tee as ds101 qs202 e dssQs



Ho, gija; € J;, jep cy ¢;; 3aIpaBO OHU €JIEMEHTH U3 II0Jba PA3IOMaKa KOjU
oAroBapajy xoMomopdusmuma p; o ¢ o q;: I; — J;. Ilakie, eIeMeHTH IpBe
BpCTE OBe MaTpuile cy y Ji, eJIeMEeHTU Ipyre BpcTe v Jo, ..., €JIEeMEHTH S-
te Bpcre y Js. CrTora je merepMMHAHTA OBE MATPUIE Yy IPOU3BOLY UICAJIA
Jy -+ Js. Rako je ay - - - a5 610 IpOU3BOJBHYN 8 IUTUBHUA T'€HEPATOD IPOU3BOIA
uneana Ij---I;, To 3armyuyjemo na je zaucra (detQ)ly---Iy C Jy---Js.
Ha uctu mauwn ce morasyje ma je (detQ_l)J1~-~JS C I ---1I,. Mmuoxe-
weM ca det Q mobujamo ma je Jy---Jg C (det Q)11 ---I;. Crora Basu jen-
marocT (det Q)Iy---I; = Jy---Js. Axo je det@ = ¢, onma nobujamo ma je
aly Iy =0bJy -+ Js, ma je zaucra Iy -+ I =[J1 - Js).

Iloka3 apyror cMepa €KBUBAJICHIj€ CJIEOd MUPEKTHO M3 YUILEHUIE a4
mvamo uzomopdumsam [P LB - Pl = D P, - I ---1,), xoju ce mo-
Ouja jeqHOCTABHOM MHIYKIMjOM y3 mpuMmeHy jgeme [130] O

IenekmunoBr nOMeHU Cy OX 3HaJaja y aiarebapckoj teopuju Opojesa,
MOMITO Cy TPCTEHU Teaux y OpojeBHUM mosuMa yupaso llemekunmoBu mo-
MEHU, HO MU C€ THUM ACIEeKTOM oBIe Hehemo GaBuTH.

9 MopuruHa Teopema

Bpahamo ce moHOBO y 0GsacT ommTux OpcTeHa ca jeauHunoMm. Heka je
A mexkn R-monmyn. Ha E = Endgr(A)(= Homp(A4, A)) nmamo cTpykKTypy
OpCTeHa — eHmoMopdu3aMe MOLysaa A MOKeMO Ia KOMIIOHYjeMO W 3a CBE
a, a1, B, 01 € E Bam: (a+ai)o(f+61) = aof+aofi+aiof+aiof;. Crora
je A u nesu E-monmyn. Hakae, A je jeman nesu (R, E)-monyn. Ho, oo je
MAaJIO Mamhe MOTOIHO 34 Pal, y OBOM TPEHYTKY Ou OMIIO MOBOJHO Kazua
OucMoO (yHKNUje 3aIMCUBAJIe Ca NECHE CTPaHe, HakJe Kala Ou (QyHKIUja
eJeMeHT ,Bykaa’, ymecto ma ra ,rypa’. (Crora mocMaTrpamMoO OIO3UTHU
npcren: S = E°P. Tana je A INECHU S-monmyin: a -« := «a(a). Vmamo na
je a- (a0 B) = (a0 B)(a) = (B oa)(a) = Alala) = Bla-a) = (a-a)- B,
3a cee a € A, € S. Tarko A mocraje (R, S)-6umonysn. 3amcra mmamo:
(ra) - a = a(ra) = ra(a) = r(a-«a), 3a cee a € A,r € R,a € S. Ilyanun
monys A* = Hompg(A4, R) je crora (S, R)-6umonyn. Cuenu ma je A* @r A
jemam (S, 5)-6umonyn, a A®g A* jenan (R, R)-6umomyr.

IMoxcetumo ce xomoMmoppusma 4 p: A* ®p B — Hompg(A, B) (Bumeru
(24])). Teopema KasKe & je 0BO m3oMop¢um3am 3a cBako B ako m camo
akKo je A KOHAUHO IeHepUCaH NPOjeKTUBaH Momyd. Ako y3memo, B = A,
nobujamo GyHKIMjY 0 = 04 4:

0: A* op A = E,

rakBy zxa je : 0(¢ @ b)(a) := ¢(a)b, 3a ¢ € A*,a,b € A. Ilomro je, rmenano
kao Abesose rpyme, S = E, umamo na 0: A*®p A — S u To je 3anpaBo x0-
MoMmop¢uzam (S, 5)-6umonyna. IIposepuMo HA aAUTUBHUM TE€HEPATOPUMA.

0(a-(6@b))(a) = 0((ad)@b)(a) = 0((¢oa)®b)(a) = (doa)(a)b = p(a(a))(b).
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(- (06 @ b)) (a) = (0(6 @ b) 0 a)(a) = (6 @ b)((@)) = $(ax(a))b.
Iaxrne, saucra je 0(a-(p®b)) =a-(0(¢®0b)) 3a a € 5,9 € A*, b€ A.

0((¢®b) a)(a) =0(¢® (b-a))(a) = 0(¢ ® a(b))(a) = $(a)a (D).

(6(¢ @) - a)(a) = (8(¢ ®b) o a)(a) = (a0 0(d ®b))(a) = a((¢ @ b)(a)) = a(s(a)b) = ¢(a)a(b).

Iakne, umamo na je 8(p@b)-a) = (0 D) -« 3a ¢ € A*b € A,a € S.
3HaMO ma je 0BO m3oMop(dU3aM 3a CBAKM KOHAUHO F€HEPUCAH NPOjEeKTUBAH
aeBu R-monmyn A (Ha OCHOBY Teopeme 0BO je m3omop¢uzam AbGenoBux
rpyma, ajgu caja 3HaMO Ha je TO TO xoMoMopduzam (S,S)-6umonyna, na je
crora u uzomopousam (S, S)-6umonymna).

YBemumo cana xomomoppuszam AGenosux rpyna 7: AQgA* — R. Cran-
napaao peduaumemo ¢pysrnujy f: A x A* — R ca: f(a,¢) := ¢(a). Ipo-
ysKMIMO je 10 xomoMop¢usma AGenosux rpyma f: F(Ax A*) — R. Ilpose-
pumo na au rereparope 3a R(A x B) maime y Og.

(a1 + az,¢) — (a1,¢) — (az,¢)) = fla1 + az,¢) — f(ar,¢) — f(az, P)
= flar + az,¢) — f(a1,¢) — f(az, ) = ¢(a1 + az) — ¢(a1) — d(az) =

F((a, 01+ ¢2) — (a,01) — (a,$2)) = f(a, ¢1 + ¢2) — f(a,¢1) — f(a, ¢2)
= fla,¢1 + ¢2) — f(a,¢1) — fa,d2) = (91 + ¢2)(a) — ¢1(a) — ¢2(a) = Or.

f(a-a,¢) = (a,a- ) = f(ala),$) - fa,p0a) = d(ala)) - (¢ 0 a)(a) = Or.
Crora nMaMo MHIYKOBAHU XOMOMOpduzam AGesoBUX Ipyna
T: A®g A*(: F(Ax A*)/R(A x A*)) — R,

3a xoju je T(a® @) = ¢(a), 3a a € A, ¢ € A*. Ho, 3ampaBo je T 1 XOMOMOD-
¢usam (R, R)-6umonyna. IIpoBepumo TO Ha aIATUBHUM TE€HEPATOPUMA.

T(r-(a®¢)) =7(ra® ¢) = ¢(ra) = r¢(a) = r7(a ® ¢).
T((@a®¢) 1) =7(a®(¢-1)) = (¢ 7)(a) =r¢(a) =r7(a @ ¢).

Iakmne, caura T[A@S A*] je IBOCTPAHU umean y R. OBaj mmean ce Ha3zusa
UIEAJ TPATA on A, y osmamu Tr A.

Heduaumnuja 132. Jlesu R-mopyn A je R-reHepaTop yKonvKo je ropefeduHmncaH
T nsomopdusam.

Hcnocrasiba ce ma je 3a To 0oBOJBHO na T Oyne ,Ha”, Tj. na je Tr A = R.
J y b2 b) J ._]

Cras 133. Akoje 7: A®g A* - R ,Ha", onga jen ,1-1".
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Ioka3. Kako je 7 ,Ha”, TO mocroje a; € A, ¢; € A* TakBu na je

T (Zai®¢i> = 1g,
i=1

omuocHo ma je Y, ¢i(a;) = 1g. Tlpermocrasmvo ma Y 7", b; @ ¢; € Kerr
e je Y01, ¥;(bj) = Or. Tana je

> otyets = S 1oty = 3 (S atan oty = 3 (3 et )w

j=1 j=1 = =1 i=1
z(zm@b @) )&= SO 06ib) ae; = 30 (arbléreh) o
=1 Vi= i=1 j=1 1=1j=1

ZZ i ®0(¢i @by) -1y = ZZaz ;0 0(¢; @ b))

=1 j=1
=> a;® (ij 0 0(¢s ®bj)> = *.
i=1 j=1
Heka je a € A. Tana umamo na je

m m m m m

Z(U]09¢7®b ZU, (@i ® b)) Zu, ):Z@,(a)% Zw] ;) = ¥i(a)0g = Og.
j=1

j=1

Haxme, Y7 1j 00(¢; @bj) = 04~ 3a cBe i, e je

ij®'(/)j:*zzai®0,4* :0A®A*
j=1

i=1
Crora je Ker7 = {0aga+, Te je 7 ,1-17. ]

Hedbuuumnuja 134. Kaxemo ga je neen R-mogyn R-TIPOCEHEPATOP YKOJIUKO
JE KOHAUHO I'EHEPUCAH NPOJEKTUBAH R-TEHEPATOP.

Ilaksne, A je R-uporenepaTop ako u camo je cy 6 u 7T m3oMoppusMu.
3a ¢opmyiainujy riaaBHe TeOpeMe Yy OBOM OIesbKy Tpebahie HaMm jomr HEeKux
IOjMOBa U3 TEOPUje KaTeropuja.

Beh cMmo umasnu mpunuke na ce MMINIUIATHO OABUMO IIOJMOM IPUPOTHE
TpaHCchopmanuje GyHKTOPA.

Hepuammuja 135. Heka cy C n D kateropnje u F,G: C — D dyuktopn. llop
[IPUPOJHOM TPAHC®OPMAIIMIOM 7: F —— G nofpasymeBamo MpuUApYyXnBatbe
C>Cw— 7¢ € D(F(C),F(D)) Tako pa je 3a caku mopguzam f € C(C,C")
Avjarpam
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F(C) = G(C)
F(f)l lG(f)
()

rell

—— G(C)

KOMyTaTMBaH. YKONUKO je T¢ msomopdusam 3a csako C oHfa je T IPUPOIHU
U30MOPOU3AM.

Ha npuwmep, ako je D(A) := AY onna y CTaBy pasMaTpaMo IpUpPOIHY
Tpancpopmanujy ¢yaxropa i: Id -2 DD, rae cmo ca Id o3Haunnu umen-
TuYkM (YyHKTOD Ha kateropuju rpIN, a ca DD rommnosunujy ¢yurropa D
ca camuMm cobom. Cam D je ¢ymrrop D: p9M°P — IMp. Axko mocroju
npuponan uzomopduszam ¢pyukropa F' u G, kpatko hemo mucatu F = G.
ITojam mpupoaue TpaHcopManuje ce mojaBibyje U y HOjMY amjyHIOBAHUX
¢yHKTODA.

Hedbunumnuja 136. Heka cy C n D kateropuje. [IPOM3BO/I oBe fBe, y 03HaUM,
C x D pepuHuwe ce Ha cnefehn HaumH. OBjekTn y oBOj KaTeropuju cy ypebexn
naposu (C, D), rae C € O(C), D € D. Crpenviue ce UcTo AepuHULIY Ha NPUPOAAH
Haunh: (C x D)(C x D,C" x D') :=C(C,C") x D(D, D).

Bu¢ysrrop ce nedunume ka0 (YHKTOp M3 IPOM3BOLA HEKE IBE KaTe-
ropuje y Heky kareropujy H:C x D — £.

Heduanmuja 137. Heka cy gatu opyHkropn F': C — Dun G: D — C. Kaxemo aa
je dyHkTOp F JIEBO AIJYHT'OBAH dyHkTOpy G (Mnu pa je G IECHO AJIJYHTOBAH
dyHkTOPY F') yKOAMKO MocToju npupoAHu musomopdusam D(F—, —) = C(—,G—)
dyHkTOpa 13 Kateropuje C°P x D y kaTeropujy ckynosa Set. [1peunsHuje, 3a ceaku
C € C v D € D noctoju bujekumja namehy ckynosa:

Te,p: D(F(C), D) = C(C,G(D))
Tako Aa Amjarpamm
D(F(C),D) —<2 ¢(C,G(D))
D(F(f)yg)l lc(fyG(g))
D(F(C"),D") 222 ¢(c', G(D"))
KOMYTUPpajy.

Osae je: D(F(f),9)(¢) :==go¢oF(f), C(f,G(9))(¥) := G(g) oo f rme
fec(C,C),geDD,D), ¢ € DIF(C),D), ayp € D(C,G(D)).

Hedbunumuja 138. [ee kateropuje C 1 D cy eKBUBANEHTHE YKONMNKO MOCTOje
¢yHkTOpU C EDp%cn npupoaHu nsomopdusmmn Ide — GF, Idp — FG.

Ilakne, He Tpasxku ce, Gam, Ha npuMep, na je G(F(X)) = X, mero na
noctoju npuponan mzomoppuzam G(F(X)) = X. Ha npumep, yuraomm
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MOI'Y [a pa3MUKCIEe 3allTO Cy €KBUBAJIEHTHE cielehe nBe Kareropuje: Kar-
eropuja KOHAYHUX CKyIIOBa U (GpyHKNUja MeDy mUMa 1 KaTeropuja KOHAYHUX
opmuuaana (0,1,2,...) u pysruuja meby muma.

Csaku ¢yurrop F:C — D 3anaje, 3a csaka msa oGjekra C,C’ u3z C
¢yrrmujy C(C,C") — D(F(C),F(C")). Axo cy, mak, C u D mere kare-
ropuje MomyJia, OHIa Ce IPUPOIHO pa3Marpajy AIWTUBHU (GpyHKTODH, Tj.
OHU (PYHKTOPU KOX KOjUX Cy rOpme (QyHEIUje xoMoMopduamu AGesoBux
rpymna.

Hajzan mosxemo ma ¢popmynumemo u DokaxkeMo MopuTury Teopemy.

Teopema 139. Heka je A jeaan R-nporeHepatop. Taga cy kateropuje Mz 1 Mg
eKkBMBaNeHTHe npu ¢yHkTopuma F': Mprp — Mg, G: Mg — Mp 3apatum ca

F(M)=M®grA, 3aMecMrunG(N):=N®g A", 3a N € Mg.
JHoxa3. VMimamo na Baxu:
(GF)(M) =G(F(M)) = (M ®r A)®s A" = M Qg (A®s A”)

idy®T

—

M ®gr R (jep je A jeman R-remepatop)

1%

M.

(FG)(N)=F(G(N)) = (N ®s A") 9r A= N @5 (A" @r A)

idy®60
== N ®g S (jep je A KOHAYHO reHEPUCAH IPOjEKTUBAH )
=~ N.

Hapasuo, cBu cy m3oMop(Gu3Mu TpUpPO,THU. ]

IIpumep 140. Aro 3a A y3memo R™, kak0o mMaMoO M30MOp(U3aM IPCTEHA

~

Endgr(R") & M,(R), umamo 1a je, 3a CBaKO n, KaTeropuja mecHux R-mo-
nyna ekBuBajieHTHa kareropuju mecuux M, (R)°P-monyna. IloceGHo, ako
je R roMyTaTuBaH TpPCTEH, mobujaMo ma je Kareropuja JjeBux R-momyna
n3oMopdHA KaTeropuju aesux M, (R)-monxymna. &

3amro je cnoboman monyn R™ jenan R-remeparop? YBepure ce y TO.

IMocnemuua 141. Ako je A jepan R-nporeHepaTopc, oHga je R & Endg(A), a
nsomopdusam je gat ca: x — &, rie je &.(a) = ra.

IToka3. Kako je ¢pyurrop F m3 Mopurtuae TeopeMe aauTmMBaH, TO OH WH-
nykyje nzomopduszam AGesIoBUX Ipyna

F,: Hompg(M,, My) = Homg(F(M,), F(My))

3a ce My, My u3 9Mp. Axro ysmemo na je My = My = R, onna mobujamo
n30MOppuU3Me

R = Hompg(R,R) 2 Homg(R®r A,R®r A) 2 Homg (A, A) = Endg(A).
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IIpBu m3oMopdusam caura r y xoMmomopdusam a,.: 7' — r'r. Cruenehnm
uzoMopduzam cianka o: R - Ry a®ids. W mapasuno, R®pr A = A caura
r®ay ra. Hakae, ako ce IpU KOMIO3UIUjU OBUX m3oMopduszama r € R
cauka y &0 A — A, onpa umamo &.:a— 1®a— o (1) ® a — a.(1)a = ra,
Kao0 mTO je u TBpheHo. O

Iakie, mmaMo ,,3aTBOPEH KpPyr”’, bosme peueHo, cumerpujy mdmeby R u
S: S = Endr(A)°?, a R = Endg(A). Kox npsor uzomop¢usma pamu ce o
seBoM R-momyiy, a KOm APYror O JeCHOM S-MOZYILY.

10 IlosympocTu nmpcreHu

IMepuuumuja 142. Heka je R npcten. Jleeu R-mofmyn A je TIPOCT ako je
HETpUBMjaNiaH U HeMa Mpase NOAMOJAYE; OH je TIOJIYTIPOCT aKo je AMPeKTHA CyMa
npoctux modyna. [lpcten R je JIEBO (JIECHO) MOJIYIIPOCT ako je MnosynpocT
kao nesu (BecHn) R-mopyn.

Crneneha Teopema KapakTepuIe MOJIyNPOCTE MOIYJIE.
Teopema 143. Cnefehn ycnosu 3a mogyn A us g cy ekBMBaneHTHW.
(1) A je nonynpocr.
(2) Ceaku nogmoayn of A je avpektan cabupak of A.
(3) A je cyma npoctux nogmogyna.

Hoxa3z. (1)=—(2). Hera je A = —i—Ai u B nonvonyn on A. Heka je
iel

J={JCI: (J;}]Aj) N B ={0}}.

(J,C) je moceT m oUMIJENHO je yHUja TOPH€ OTPAHUYEHE 3a JaHal y J

(yBepure ce y oso). Crora nocroju makcumanan enement K y J. Hera je

C = + A,. Tepmavo ma je C+ B = A. Kaxo je seh CNB = {0}, To camo
keK

Tpeba mokaszaTtu ga je A = C + B. Ilocmarpamo nommonyie C + A; om A,

3a i ¢ K. Ha ocroBy makcumaanoctn K, mvamo ma je (C 4 A;) N B # {0},
na je m;[(C + A;) N B] merpuBnjanan moaMoaya npoctor Monyaa A;, rme je
mi(x) = a;, voe je x = c+a;,c € Cya; € A; jeIMHCTBEHN IPUKA3 T Y OBIUKY
30upa enementa u3 C u emementa m3 A;. Ho, xako je A; mpoct, makie
HEMa OPABUX HETPUBUjAJIHUX MOAMOIYJIA, TO 3HAUU AA je

Hexa je 2 € A. To 3maun na je ¢ = c+d, 3a mexu ¢ € C, d € + A;. Iake,
igK

d=aj, +---+a;, 3ameke a;; € A;;, rne i; ¢ K. Ha ocnoBy (37) mocroje

¢i; € C rako ma je ¢;; +a;; = b;; € B. Ilobujamo

I:c+a¢1+~-~+ai5:c+b7;1—c7;1+-~~+b1;5—ci,:c—cil—~~~—ciﬁ+bi1+-~-+bis.

s

eC €B
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(2)=(3). IlokaskumMo Hajupe Ha ce CBOJCTBO M3 (2) IPEHOCH U HA
nommonyne. llakme, mpermocrasumo na je A; < Ag < A. Tlo (2), rako
je Ay mommonyn m om A, mocroju By Tako ma je A1 + By = A. Tana je
A1+(B1QAO) = Ao. Hajnpe: Alﬁ(Blon) = (AlﬂBl)on = {O}ﬁAO = {0}
Ocum Tora, ako je © € Ag, omma mocrtoje a; € Aj, by € By TakBu na je
x = a1 +0b;. Cao Tpeba nmokazaru na by € B NAg. Ho, u x u a1 npunanajy
Ay (a1 € Ay C Ap), ma caequ na by € Ay.

Tpeba mokasaru na je A cyma npoctux monyia (He Tpeba oa MOKAKEeMO
Ia je mUpEKTHa cyMa, cBOjcTBO(3) je mamsruen caabuje on cBojcrBa (1)).
Y Ty cBpPXy, HEKa je

B={B < A:B je cyma npocTux MOIyia}.

Hapasno, (B,<) je mocer. Ako je £ maman y B, nocmarpajuo C = |J B.
BeLl
[Momro je £ namarm, C je cBakako mommonyni. Csaku enement x € C je y

HeroM B € £, a cBaku TakaB B je cymMa OpPOCTHX MOAYJA, Ha je U T Y CYMU
npoctux monyna. 3aro je u C cyma nmpoctux monyia. Iakne, y B mocroju
MakcuMaJan eaement A’

IMpernocrasumo ma je A" # A. Crora je A = A’ + A", rne je A" #
{0}. Hexa je a € A”\ {0}. INocmarpajmo cBe nonMonyie on A” koju HE
canpske a. Y Taj CKym mOAMOIYJa YUHU TMOCET Yy OMHOCY HA < U jacHO je
Ia je yHuja MOAMOLYJIA W3 HEKOr JAHIA Takohe MOIMOLYJ KOjU HE CAIPKU
a. Ilakmie, mOCTOjU MaKCUMaJiaH TAKAB MOAMOMAYJ W O3HAYUMO ra ca X.
Tana noctoju mommonyn Y 3a koju je X +Y = A”. Tepmumo ga je Y
npoct. Y CYOPOTHOM, OH CAIP:KM HPaBU IMOAMOIYJ, [a 3alpPaBO IIOCTOje
HeTpUBHUjaJHM moaMonynau Yi,Ys onm Y, 3a koje je Y = Y; + Y5, Kaxo je
XcX+4Y,3aie{l,2}, toae X+Yy, te je a=umx; +y; 3a Hege x; € X,
y; €Y;. Harme x1+y1 =22+ Y2, ma je X D1 —To =ys —y1 €Y, a Kako je
X NY = {0}, nobujamo nma je Y1 3 y1 = y2 € Yo, na je y; = yo2 = 0, omHOCHO
a = x1 € X mro nporuspeun uzbopy X. 3akmyuyjeMo aa je Y mpoct. Ho,
rama je A=A+ A" =A"+Y + X, na umamo na je A’ +Y cyma npocrux
momysa (A’ je cyma mpocrux, a Y je mpoct), Koju je cTpukrtHO Behim of
makcumagnor A’ mro muje moryhe. 3arto je A = A m 3aucra je A cyma
NPOCTUX MOIYJIA.

(3)=(1). Haxne, mo mpernocrasmu je A cyma mpoctux moxmyna A;,
1 € I. IllocmaTpamo

J ={J CI:cyma monyna A; 3a j € J je nupekrrHa}.

Kao u panuje, Huje Temrko mokasatu na J uMa MaKCUMAaJIaH enleMeHT K u
nocmarpajmo cymy A = 4 A, Tepaumo ma je A = A. Tokamnmo 1o
keK

rako mTo hemo mokazatu ma 3a cse @ € K: A; C A’. Kako je A; mpoct
momyus, umamo na je A; N A" = {0}, unu je A4, N A = A;. Ho, ako je
A;NA={0}, ouna je cyma A’ + A; nupekTHa U TO je, 3apPaBO, JUPEKTHA
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cyMa IpOCTUX MOIyJa Koja je crpukTHo Beha om A’. To 6u 3maumio na
KU{i} € J, mwro muje moryhe jep je K MakcuMaJaH €JIE€MEHT ¥ TOM CKYILY.
Harne, A;,NA" = A;, na A; C A ]

IMocnemuna 144. Heka je 0 — A’ £ A 5 A” — (0 kpaTak TauaH HU3 neBWX
mogyna. Ako je A nonynpocT, onga cy u A’ u A” nonynpoctu n oBaj HM3 ce uena.

Ioxa3. Monyn A’ mzomopdan je nomvonyny pu[A’] momyma A. Ho, y nokasy
IPETXOJHE TEOPEME, BUIECNIU CMO [a jeé MOAMOIYJ IOJYyIPOCTOr MOIYJa
n caMm moxympoct, ma oHma u p[A’] momympoct, a tume m A’ Kao memy
U30MOpP(aH MOLYI.

IToHOBO Ha OCHOBY IIPETXOMHE TEOPEME CJIEIU Ja IOCTOjU IOAMOLYT A
monyna A takas na je u[A']+ Ay = A. Tama orpanndene €| 4, Ha TOAMOLY I
As ycmocrasiba uzomopdusam usmehy As u A”:

Kere| 4, = (e|a,) "[{0}] = € '[{0}] N Ay = Kere N Ay = p[A'] N Ay = {04, }.

Kaxko je Ay moaMOIy s MOSyIPOCTOT, OH jé U caM MOJYyOpOCT, 1A je CTOra U
A" momympocT Kao memMy M30MOp(haH MOMYII.

Komauno, memame HM3a ce ocTBapyje, Ha TpuUMep, MOMONY XOMOMOP-
) —1 . :
dusma jo (€la,) : A’ — A, rme je ca j ozHaueHo ykmydeme Ay y A:

) -1 . -1 -1 .
€o (JO (€las) ) =(e0j)o(ela,)  =elay0(ela,)  =idar O
ITornenajre KOMUKO je jak yCJOB MOa je HEKU MPCTEH MOJIYIPOCT.

Teopema 145. Heka je R npcteH. Taga cy cnefehn ycnosu ekBUBaNeHTHU.

(1) R je neso nonynpocr.

(2) Ceaku nesu R-mogyn je nonymnpocrt.

(3) Ceaku kpaTak TauaH HM3 R-mopfyna ce uena.
(4) Ceaku nesu R-MOAYN je WHjeKTMBaH.

(5) Ceaku nesu R-Mofyn je npojekTuBaH.

Joxka3. (1)=(2). Kako je R neso noaymnpoct R-monymn, To je TakBa u
cBaka mupextHa cyma P, ; R (3amTo je mupexTHa cyMa HOJNYHIPOCTHUX MO-
IyJia U CaM TOJyIPOCT MOIYJ?), Tj. CBAKU CaI000maH R-MOIy T je mOIyIpoCT.
Kako je cBaku mMomys cimka CIOOOTHOL, TO pPe3yJaTaT CJIeAr Ha OCHOBY
NIPETXOAHE MOCJIETUIE.

(2)=(3). IIupexTHO U3 NPETXOLHE IOCJEIULE.

(3)=-(4), (3)=(5). lupekTHO, HA OCHOBY OCHOBHIX OCOOWMHA NPOjeK-
THUBHUX U WHjEKTUBHUX MOIYJIA.
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(4)=(1), (5)=(1). Hera je I < R nesu unean y R. Ilocmarpajmo
Kparak tadad Hu3 R-momyna: 0 = I — R — R/T — 0. W (4) u (5) majy
na ce osaj Hu3 nena (I je nHjekrusaH, uiau je R/I npojexrusan), ma je I
mupekTaH cabupak y R. O

HapaBro, cBako moJsbe je moOJympoCT NPCTEH, Ay MMa HApPABHO MHOIO
3anuMibuBujux npumepa. Ciemeha Teopema je on EHTPAJIHOr 3HAUAja 34
TEOpUjy pempe3eHTanunja KOHAUYHUX TPYIa.

Teopema 146. (Mamkeosa Teopema) Heka je G rpyna pefia n v F' nosbe kapak-
TepucTuke 0 UNU KapakTepucTuKe p, Tako fa p{n. Taja je rpynHu npcTeH neso
(v BecHo) nonynpocr.

ITokas. IlokasmMo camo ma je Jeso moaynpoct. Jloka3 ma je mecHo
MOJIYIIPOCT Ce€ AaHAJOTHO um3BOmu. Hajupe, mpuMmeTuMoO ma je, MO CBOjOj
nepuannuju, F[G] BexTopcku mpocrop mumenswmje n Hanm mosmeMm F. Heka
je I nesu unean y F[G]. To je u Bekropcku mornpoctop ox F[G]. Heka je
w1, ..., W 06a3a 3a Taj TOTIPOCTOP U JOMYHUMO je 10 Dase MeJor mpocTopa
F[G]: wi, ..., Wk, Vg1, - -, Up. Hedurumenmo m: F[G] — F[G] 3anaBamem HA
basn: m(w;) = w;, m(v;) = 0. Mmamo ma je (mom)(w;) = m(m(w;)) = m(w;) =
w;, (mom)(v;) = w(n(v;)) = w(0) = 0. Crora je 7> = 7, Te je 7 jeman
npojexktop. JacHo je ma je ciaura on 7w jemHakxa I.
Csakaxo je 7 jenan F-xomomop¢pusam, or He Mopa outn u F[G]-xomomop-

¢u3zam. To hemo mompasutm ,ycpenmasamem” . Iepurumemo (GpyHKIA]Y
T: F[G] = F[G] ca:
~ 1 1
7(x) = - Zg (g™ - x).
geG

[IpumeruMmo na je, Ha OCHOBY mpernoctaBke nlp # Op Te WHBEP3 OBOT
eJleMeHTa MOCTOoju u Kpalie cMO TO mMUCaM Kao % 300r 0jeIHOCTABILEHA
ozuaka. Heka je r € F. Kako je 7 jenan F-xoMoMop$u3zaMm, NMaMo:

wre) == 3 gonlg™ ) = - S gy )

geG geG

= % Y grm(gta) = %r > gl )= r(% > gyt a)) = r#(a).

geG geG geG

Heka je ¢’ € G u x € F[G]. Tana je:

1 1
7?'(’..13):— _71-(71'(/.3:)):7 .71.((71,)'3:)
:% > (g/h)'w(h*-w)=%Zg’.(h.w(h71.x))
he(g)—1G =
1
=g (5 X b ew) ) = 7 )
AR

81



Haxkane, 7 je xomomopdusam F[G]-monyna. Ho, jacuo je na je Im7 C Imm =
I. Ocum tora, axo je v € I umamo na u g~ ' -x € I, jep je I neBu unmead,
ma je (g~ !-x) =g ! -x. Crora, 3a x € I nmamo:

COEED SYRURROEED SITa BT SEE

geG geG geG

OsumMm mobujamo mse ctBapu. Hajmpe na je Imm C Im 7, Te Baskm je THAKOCT.
A moroMm u ma je T2 = 7. Ha ocmoBy mociemue nobujamMo ma je

F|Gl=Kerm+Im7 = Ker7w + I.

Hobunu cMo na je csaku sesu unmeas y F|[G] muperran cabupax ox F[G]
mro HaM mokKasyje na je F[G] aeso momynpocr. O

Ilo kpaja oBor ogesmka (1 Kypca) 6aBuieMo ce KIACUPUKAIM]OM JIEBUX
MOJIyIPOCTUX TIPCTEHA. 3ampaBo mokazahieMo ma je cBakM TakaB ITPCTEH
npou3Boa mpcTeHa marpuna. Hajupe mokasyjemo ciaemehy memy.

Jlema 147. Heka cy I n J MuHuManHun nesu ngeanun y npcredy R. Taga je unn
I-J={0}vmmjel=J.

IToka3. Kama roBOpuUMO O MUHUMAJIHUM UACAIUMA MOAPA3yMEBAMO I8 CE
pany o HeTPUBUjaJIHUM naeasuMa. HapaBHo, mpon3Box maeasta nedrHUIIE
ceca: I-J={zy1+ - +xayn :2; € I,y; € I,n € N}. OBo je cBakako nesu
uneas, nomro je I neBu mmean. Ilpumerumo ma je 3a cBako a € J cKym
Ia Tarxobe jenman jeBu mmeas u oH je cagpkaH y J. Kako je J MuHUMamaH
nesu uneai, To Mmopa outu unu Ia = {0} umu Ia = J. Yroauko je ITa = {0}
3a cBe a € J, umamo na je I-J = {0}. ¥ cyuporuom je Ia = J 3a HEKO
a€J.

IMocmarpamo ¢yuruujy f: I — J 3anmaty ca f(z) = xza. Jacuo je ma je
0BO jenmaH xoMoMop@dusam yneBux R-momyma:

f(rrtas) = (@1 +zr)a=ziatz0a= f(21)+ [ (22), [ (r) = (re)a=r(za) = v f(z).

ITo mpernocrasuu je f ,uma”. Ker f je neBu unpeas, a I je MUHUMAJIAH JE€BU
nneas, na mopa 6utn Ker f = {0} Te je f msomopduzam. O

I[IpumernMo na je HEKM HETPUBHjaJaH JIEBU UI€AJ Y NPCTEHY MUHU-
MaJIaH aKO U caMO akKo je oH mpoct jeBu R-monyn. To je rayrosnomka
YUHCHUIA.

CraB 148. Heka je R neso monynpocT npcteH, Te je R = —+,Ja, rae cy J,
MUHUManHW neen naeann. Ako je I mMa Koju MUHUManHM nesn ugean y R, onpa
je I = J, 3a Heko a.

Hoxkas. Nmamo na je I = R-1 =73 _Jo-I. Axo Gu cBu maeann y oBOM
36upy Ounu jemuaku wysau, I 6m O6mo myna umeas. Kako To Huje Tako, Ha
OCHOBY JeMe 3akpydyjemo na je I = J, 3a HEKO Q. O
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Heka je R neBo moaymnpocTt mpcteH, Te je R = —I_aEAJom roe cy Ju
MUHUMAJHU JeBu uneaiu. Wzabepumo B C A Tako ma 3a cBako a € A
nocroju TavHo jenHo B € B rakro ma je J, = Jg Hexa je

Rs= —+ Ja
JgJﬁ

Ilakne, 3a cBako B € B je Rg 36up cBux MuHUMAIHUX MeDhycoO6HO n30MOpPHIX
neBux uneasa oxn R. Vmamo ma je

R= +Rg (38)
BEB
Teopema 149. Heka je R neBo nonynpocTt NpCTeH 1 03HaKe Kao rope. Taja Baxe
cnegehn pesyntatu.

(1) Ceakn Rg je ABOCTpaHu npean.

(2) Ry Ry = {0} 53 8 £,

(3) Ckyn B je koHauaH.

(4) Mpcren R je nzomopdaH npoussody npcreHa HBEB Rg.

Hoxras. (1) 3uamo ma je Rg, kao 36up JEBUX HIeata U CaM JIEBU HIEAL.
Heka je a € R u J, jeman on npeajla Koju ce mojaBJbyje Kao cabupak y Ig.
Tana je Ja = {0} C Rg unu je Ja # {0}, a rana je J = Ja, na ce u Ja
mojaBibyje kao cabupak y g Te je m Tana Ja C Rg.

(2) caemu OUPEKTHO W3 JieMe: MPOU3BOM CBAKOL MAEala KOJjU Ce IIO-
jaBpyje kao cabupak y Rg 1 cBakor nuealia KOjU ce IOojaBjbyje Kao cabupax
y R, je myna mneas, jep 0u y cympoTHOM OMIN M30MODPQHU, & TO HUCY.

(3) Ha ocuoBy rMaMo na je 1p =eg, +---+eg, 3a Heke fBy,...,0; €
B u eg, € Rg,. Aro 6u mocrojao 3 & {f1,...,Bk}, onna 6u, Ha ocHoBy (2)
U ropmer pacTaBa jelUHUIEe OpCcTeHa R, umMaam Jga je 3a cBaku T € Rg:
T =uxeg, +---+zeg, =0r+---+0gr =0g. Iake, B:{ﬂl,,ﬂk}

(4) Kaxko je eg,ep, = 0 3a i # j, nobujamo na je 1% = e%l +-- ~—|—e%k7 ma cy
CBU €g;, MIEMIOTEHTH: e%i =eg,. Aro je x € R, oHza je © = zeg, +---+eg,,
rae reg, € Rp, jep je Rg, mocrpasm mupean. Ho, ako x € Rg, nmamo nma
je weg, = 0, 3a j # i, ma je v = veg,. Ha amamoram maums mobujamo mna
jem x = eg,x 3a cBe x € Rg,. 3armyuyjeMo ma cy 3aucrta Rg, mpcreHn
ca jemmrunom u na je lg, = eg,. Ha ocHoBy cBera no cazna, nobujamo na
je ca f(xy,...,x5) = 1 + -+ + T 3amaT jeman U30MOPOU3AM OPCTEHA CA
jemuuunom f: HﬁeB Rg — R. m]

Cueneha mocmemuma caMo KMCTAYE TIAABHU DPE3yJATAT HPETXOIHE TEO-
peMe.

IMocnenuma 150. Ceaku neBO NONynpocT NPCTEH je M30MOp¢aH KOHAYHOM Au-
PEKTHOM I'IpOI/IBBO,Ely NeBO NONyNpoCTUX NPCTEHA Yy KOjl/IMa Cy CBU NI€BU MUHMMAJTHA
naeanu N3oMopgHu.
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Hoxa3s. Jlesu uneamu y Rg, cy, Ha OCHOBY cBera IOKa3aHOT, 3allpaBO JIEBU
uneanu y R xoju cy cagpxamu y Rg,. Hanme, axo jer € Ruy € Rg,, onna
jery=(ri+--+r)y=ry+---+ryx = r;y. Iarie, MHOKEHE eJIeMEHATA
n3 Rg, enementuma n3 R cBomm ce Ha MHOXeme eneMmeHara m3 Rg,. Crora
je 3amcTa Rg, 36up CBOJVX MUHMMAJHUX JICBUX HICATA. O

Hanomenumo camo nma Rg JECY HOPCTeHM ca jeIUWHAINOM U OHU JECY
cagpxaHu y R, anm oHum HUCY NOTHOPCTEHU ca jeIWHUIIOM npcTeHa R, jep
uM ce jennHune He nokianajy. OHu cy y R caMo ABOCTpaHU Maeasu.

Iedwmuumnuja 151. Jleso nonynpoct npcteH R je JIEBO IIPOCT IIPCTEH YKOJIMKO
Cy My CBY MWHWMAmHU NIEBU MAEaNN U30MOPdHU.

Ilakme, Ha OCHOBY MPETXOMHOT je CBAKM JIEBO MOJYIPOCT MPCTEH U30MOP-
(haH KOHAYHOM IUPEKTHOM IIPOM3BOLY JIEBO IPOCTUX IIPCTEHA.

CraB 152. Heka je R jegan neso npoct npcted u I # {0} nesn npeany R. Taga
jel-R=R.

Iokas. Ilakne, R = +,J,. Hera je I neBu mmean. Kaxo je R meBo
mosynpocT R-momyd, To je Takas u I Kao meros noamonysa. To 3Haum na
je I cymMa MUHMMAJHUX MIeasia, IMa CBAKaKo | CAmp:Ku HEKM MUHUMAJIAH
nneas I'. Kako je I'- R C I- R, noBosbHO je mokaszatu ga je I' - R = R.

Nmamo ga je R = I' + K. Hegra je m: R — I’ npojexnuja. Kaxo cy y
R cBU MWHWMAJHU JIEBU MACANA U30MOD(HUA, UMAMO, 32 CBAKO (, M30MOD-
dusme ¢o: I' — J,. Ilocmarpajmo koMmosunmujy ¢, o w: R — J,. Hexra je
Ta = ¢a(m(1r)). Tanma je 3a x € R: ¢o(m(x)) = 2¢(7(1g)) = xr,. ocebro,
aro je y € I', mmamo: ¢o(y) = da(m(y)) = yro. Karo je ¢, ,HA”, mobujamo
na je Jo = Ir,. Hexra je 1p = x4, + -+ + 24, 32 HeKe o, € Jo,. Cuemnu
& TOCTOj€ Yo, € I’ TAKBU 1A je To, = Yo, Ta;s 38 L = 1,k. Ho, To 3maun na
1r =Ya,Tas +  + YapTay, €I’ - R, ma je zauncra I'- R = R. O

Cunenehu pesyarar OUPEKTHO CJeIu U3 OBOT CTaBA.
ITocnemuma 153. JleBo npocT npcTeH HeMa MpaBuX LBOCTPaHUX MAeana. O
Teopema 154. JleBo npocT MoAyn HafA NeBO NPOCTMM NPCTEHOM je NMporeHepaTop.

ITora3. Hexka je R neBo mpoct npcrer u A seBo npoct monyn man R. Ha
ocroBy (5) u3 Teopeme [145] A je npojextusan. Ykomuko je a € A\ {0} onzxa
je Ra = {ra : r € R} HerpuBujasan nommoxyn ox A, Koju je mpoct ma je
A = Ra, e je A murknuuan. [locmaTpajMo KpaTak TauaH HUA3

0K —>RSA—0,

rae je e: R — A 3anaro ca: €(r) = ra. Ilomro je A mpojexrtusan, mocToju
¢: A — R rako na je eo ¢ =id. IHoraxumo na je (a,d) npojekrusna Gaza
3a A. Heka je z € A. Tana je x = €(¢p(x)) = ¢(x)a.

Crora je 7(a,¢) = ¢(a) # 0, ma je 7 ,Ha” Ha ocHOBY craBa (133 Ilakrime,
A je R-mporeneparop. m]
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IIpumerumo ma mHam oBaj MOKA3 MOKa3yje Ma je JeBO MPOCT MOMYJ HA
JIEBO IPOCTUM IpCTeHOM R m3oMOp¢paH MMHHMAJIHOM JEBOM uieaty onx R.

Hanve, A = ¢[A].
Crneneha Teopema je caMo KOHCTATAIMja TOTA MITO CMO IO CaIa yPaIVIIA.

Teopema 155. (BenepGepuosa teopema) Heka je R neso mpoct npcreH, A
neso npoct R-mofyn. Tapga, ako je S = Endg(A4)°P, onga je R = Endg(A), rpe
je nsomopdurzam 3afaT npuapyxuBarem r — (a — ra). O

Crae 156. (IIlyposa nema) Mpcted S = Endg(A)°P je teno (npcreH ca fe-
TbeHEM).

ITokas. Axo je a: A — A emmomopduzam moxnyna A, ouma cy Ima u Ker a
nonMonysu on A kKoju je mpoct. Ako « Huje Hydaa eHmomMopduaM, OHAA je
Ima = A, a Kera = {0}, Te je @ mzomopdusam. Jlakie, CBAKU €JIEMEHT y
S\ {0} je umBepTubuian, na je S reio. O

Teopema 157. Heka je R neso npocT npcTeH. Tafda je R nsomopgaH npcreHy
M,,(S) 3a Heko Teno S.

IToka3. Kako je R jeBo mpocCT, OH je jenHaK QUPEKTHOj CyMU CBOjJUX MUH-
UMAJJHUX JIEBUX UIeajia, KOjU Cy CBU M3OMOP(HU, a Ta AUPEKTHA CyMa je
KOHAUHA, jep ce lp mpencraBma y OOJMKY KOHAYHE CyMe eJeMeHaTa W3
TUX MUHUMAJHUX TPOCTUX uueana. Jlakige, MOKEMO TPETIOCTABUTHU 14
je R A®d---® A, rme je A Heru seBo npoct R-monyn (u3omopdan Tum

n
MUHAMAJHUM JeBuM mueanuma). Tana je R = Endg(R)°P. V3zomopduszam

je zamar ca: U(r)(r') = r'r. OBO MHO¥EHme 37eCHA OIrOBapa OMO3UTHO]
crpykTypu. Hamwue,
T(rira)(r') =1/ (rira) = (r'ri)ra = U(r2) (r'r1) = U(r2) (L(r1)(r') = (V(r2) 0 U(r1)(r') = (T(r1) o T(ra))(r').
Ilaxae, uMaMO HU3 M30MODQHU3aMAa:

R =~ Endg(R)® 2 Endr(A® - & A)® = M, (Endg(A4)°”) = M,(S),

rze je S teno mo llypoBoj nemu. Beh panuje cMo KOHCTATOBANM I8 XOMO-
MOpP(U3MU AUPEKTHE CyMe Yy OTUPEKTHY CyMy OAroBapajy MaTpuiaMa OIro-
Bapajyhux xomomMopduszamMa 1 TO CMO OBJE U UCKOPUCTUIIN. O

ITocnemuma 158. Heka je R neeo nonynpocT npcTeH. Taja mocToju M3oMop-
¢pusam R = M, (S1) X -+ X M,, (Sk) 3a Heke n; = 1 n Tena S;.

Ioka3. Pesyarar ce mobuja mHEmocpemHo m3 MPETXOOHE TEOPEeMe U IMOCJe-
nwure [1o0l O

Hapenna mocienuna ciequ m3 oBe KilIacH(UKAIMje IOMONY MaTpuUia
MOIITO C€ Ty jaCHO BUOW HA C€ JIEBO U MECHO MOKE 3aMEHUTH.

ITocnemuma 159. [lpcreH je neBo NONYNpOCT akko je AeCHO MOMYMpoCT. O

— Kpaj nekmuja—
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