
Kavalijeri

Slika 1: Bonaventura Kavalijeri

Bonaventura Kavalijeri (1598–1647), bio je profesor u Boloǌi.
Kao mlad je matematiku uqio od Kastelija, koji je bio predavaq na
univerzitetu u Pizi. Kasteli ga je uveo u Galilejeve ideje i kada
ga je najzad upoznao, smatrao je sebe ǌegovim uqenikom. U periodu
1619–1641. Kavalijeri je napisao vixe od 100 pisama Galileju, koji
je samo povremeno pisao Kavalijeriju. Kavalijeri je uz preporuku
Galileja 1629. dobio poziciju na univerzitetu u Boloǌi. Galilej je,
izme�u ostalog napisao:

. . . malo je onih, ako ih uopxte i ima, koji su od Arhimeda tako duboko uxli
u geometrijsku nauku kao xto je to uradio Kavalijeri. . .

ǋegovo izuzetno znaqajno delo ,,Geometrija nedeǉivih” objavǉeno
je u Boloǌi 1635. godine. Mo�e se re�i da je to prvi u
benik u
kome su razmatrane metode integracije. Tu on posmatra ravne povr-
xine kao sume nedeǉivih, tj. du�i od kojih su sastavǉene. Sliqno
su zapremine sume ravnih povrxina. U tom delu se nalazi i dobro
nam poznati Kavalijerijev princip za odre�ivaǌe povrxine ravnih
figura, kao i zapremine tela koji se i sada koristi u matematici u
sredǌoj xkoli. Evo kako ga je on formulisao.
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Teorema. Ako se izme�u dve paralele konstruixu dve ravne figure tako
da svaka prava linija koje je podjednako udaǉena od tih paralela seqe dve
figure tako da su odgovaraju�i preseci me�usobno jednaki, onda su i te ravne
figure jednake jedna drugoj; i ako se izme�u dve paralelne ravne konstruixu
dva tela tako da svaka ravan koja je podjednako udaǉena od ovih paralelnih
ravni seqe oba tela u jednakim delovima, onda su ta tela jednaka jedno drugom.

Naravno, kada ka�e ,,jednake” misli da su odgovaraju�e du�ine,
odnosno povrxine jednake.

Dokaz koji prezentira bazira se na postepenom preklapaǌu ovih
figura (tela). Naime, jednu od ǌih pomeri da se bar delimiqno prek-
lopi sa drugom. Posle toga, u obe ostaju delovi koji se ne preklapaju,
ali ti delovi zadovoǉavaju ista svojstva kao i poqetni. Uzastop-
nim preklapaǌem smaǌuju se te ’nepreklapaju�i’ delovi. Kavalijeri
ka�e da se taj postupak nastavi dok ne do�e do potpunog preklapaǌa.
Naravno, ne�emo se baviti kritikom ovog dokaza, �elimo samo da
prika�emo Kavalijerijevo razmixǉaǌe.

Kavalijerijev metod se sastojao od pore�eǌa nedeǉivih u jednoj
figuri sa nedeǉivim u drugoj. I on sam je bio svestan opasnosti
koje su tu kriju i da�emo i jedan ǌegov takav konkretan primer i
kako je on pokuxao da razrexi problem. No, pre toga �emo pokazati
kako je doxao do, de facto, formule

» a

0
xnd x = an+1

n +1
,

za 1¤ n ¤ 9. Rezultat za n = 2 prikazao je u ,,Geometriji nedeǉivih”.
Kako se to svodi na kvadraturu parabole, koju je ve� izveo Arhimed,
on nema nixta novo. U delu ,,Xest geometrijski ve�bi” objavǉenom
u Boloǌi 1647. naxao je gorenavedenu formulu za ostale sluqajeve.
Pokaza�emo kako je on to uradio za n = 3, ali najpre �emo objasniti
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ǌegov metod na jednostavnijim sluqajevima, tj. za n = 1. Kǉuqna je
slede�a slika.

Vidimo paralelogram koji je dijagonalom podeǉen na dva (podu-
darna) trougla. Primetimo da je HE = B M, N H = MG. Sva obra-
zlo�eǌa kod Kavalijerija su tekstualna, da bismo lakxe i pred-
stavili i razumeli xta radi koristi�emo simboliku. Neka je HE = x,
N H = y i AF = a. Tada je x + y = a, te je

°
x +° y =°a, gde smo umesto

Kavalijerijevog o.l. (omnes lineae), tj. sve linije, koristili oznaku za
sumu. Tu se sumira po svim du�ima (ve� smo rekli kako je on gledao
na nala�eǌe povrxine). No, kako je HE = B M, imamo da je

°
x =° y,

te je
°

x = 1
2

°
a. Ovde je

°
x povrxina trougla, dok je

°
a povrxina

paralelograma. Tako smo dobili da je povrxina trougla polovina
povrxine paralelograma, xto je naravno dobro poznato od davnih
vremena, ali ovo zapravo odgovara naxoj formuli

³a
0 xd x = 1

2 a2. Naime,
ako dodamo ∆x, imamo da je

¸
x∆x = 1

2

¸
a∆x = 1

2
a
¸
∆x = 1

2
a �a = 1

2
a2.

A ova suma
°

x∆x odgovara integralu
³a

0 xd x. Naravno, ne priqamo o
dokazu u punoj korektnosti, govorimo o idejama.

Evo kako je Kavalijeri formulisao rezultat koji mi vidimo kao
formulu

³a
0 x3d x = 1

4 a4.

Stav 21. Svi kubovi paralelograma AD su qetvorostruka vrednost svih
kubova bilo kog od trouglova AC F ili F DC .

Ve� smo, od grqke matematike, upoznati sa tim skra�enim oznakama
za paralelogram (a Kavalijeri je bio pod velikim uticajem Euklida).
Koristimo iste oznake kao i u prethodnom dokazu. Kavalijeri tvrdi
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da je ¸
a3 = 4

¸
x3 = 4

¸
y3.

Evo kako on to pokazuje (uz naxu simboliku). Najpre navodi da je¸
a3 =

¸
x3 +

¸
y3 +3

¸
x y2 +3

¸
x2 y. (1)

Potom konstatuje da je¸
a3 :
¸

ax2 =
¸

a2 :
¸

x2 = 3 : 1,

a posledǌi odnos zna iz sluqaja n = 2. Dakle,¸
a3 = 3

¸
ax2.

No, ¸
ax2 =

¸
(x + y)x2 =

¸
x2 y +

¸
x2x =

¸
x2 y +

¸
x3.

Dakle, iz gorǌe proporcije se dobija da je¸
a3 = 3

¸
x2 y +3

¸
x3. (2)

Iz (1) i (2) dobija ¸
x3 +

¸
y3 +3

¸
x y2 = 3

¸
x3.

No, kako je
°

x3 =° y3, dobijamo da je

3
¸

x y2 = 3
¸

x2 y =
¸

x3.

Konaqno je ¸
a3 = 4

¸
x3,

jer je svaki sabirak u (1) jednak
°

x3. I ovakav dokaz se mo�e skratiti,
ali to nam nije va�no.

U pismu Kavalijerija ǌegovom mla�em kolegi Toriqeliju navodi
se slede�i paradoks. Posmatramo raznostrani trougao ABC sa visi-
nom AD.

Ako posmatramo paralele PQ stranici BC i onda paralele PR i
QS visini AD, vidimo da je PR = QS. Stoga je

°
PR =°QS. No, po

teoriji nedeǉivih
°

PR je povrxina trougla ABD, dok je
°

QS povr-
xina trougla ADC . A jasno je da te povrxine nisu jednake. Kava-
lijeri je pokuxao da razrexi taj paradoks tako xto je du�i PR,QS
posmatrao kao tanke niti tkanine. Ako je AB = 2AC i ako AC sadr�i
100 taqkica, onda AB sadr�i 200 taqkica i stoga imamo 100 niti u
ADC , a 200 u ADB. No, ovde imamo ipak prelaz na dvodimenzionalne
objekte. To nije konzistentno sa teorijom nedeǉivih. Naravno da je
nama sada jasno da je jedno razmatrati da li postoji bijekcija izme�u
dva objekta, a nexto drugo je pitaǌe da li im je mera (povrxina, za-
premina) ista. Sa tim problemom se kasnije sreo i Lajbnic, koji je
najpre koristio, poput Kavalijerija, skra�enicu omn. (sve): omn. y,
potom

³
y (omn. predstavǉa sumu (svih), a

³
je produ�ena verzija slova

S (suma)), ali je potom ipak doxao do
³

yd x.
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Toriqeli

Slika 2: Evan�elista Toriqeli

Evan�elista Toriqeli (1608–1647) danas nam je pre svega poznat
kao fiziqar i izumiteǉ barometra, no u svoje vreme on je imao znaqaj-
ne matematiqke rezultate. Da je du�e po�iveo, mogu�e je da bi on
doxao do rezultata do kojih su nexto kasnije doxli ǋutn i Lajbnic.
Na�alost, dobio je tifus i veoma brzo posle toga je umro. Ostavio
je jednom svom prijateǉu svoja dela da bi ovaj obezbedio da ona budu

5



objavǉena. No, neki se tog zadatka nisu ni �eleli da prihvate, Vivi-
jani jeste prihvatio, ali na kraju nije to uradio. Neki su rukopisi
izgubǉeni, a prva tri toma su objavǉena tek 1919. godine, a qetvrti
1944, dakle skoro 300 godina posle ǌegove smrti.

U mladosti je uqio matematiku od Kastelija, kao i Kavalijeri,
ali se vremenom upoznao sa delima Arhimeda, upoznao je i Galileja,
kao i Kavalijerija i nastavio da razvija metod nedeǉivih. U poqetku
je bio veoma skeptiqan prema tom metodu, ali ga je kasnije prihva-
tio i doxao do niza rezultata. Bavio se cikloidom, naxao je povr-
xinu ispod jednog ǌenog luka i taj rezultat objavio zbog qega je
doxao u sukob sa Robervalom, koji je do tog rezultata doxao pre
ǌega, ali ga nije objavio. Mo�da nije loxe navesti da je Roberval
qesto dolazio u sukob sa raznim matematiqarima svog vremena u vezi
prioriteta rezultata. Naime, on nije �eleo da objavi svoje rezul-
tate iz vrlo praktiqnog razloga. Imao je poziciju koja je zahtevala
proveru na svake qetiri godine i onda bi se kandidati za tu poziciju
,,nadmetali” sa ǌim u rexavaǌu problema. On je imao te rezultate
i metode koje je quvao za sebe i tako bi obezbe�ivao poziciju. No,
nu�no su do tih rezultata dolazili vremenom i drugi matematiqari,
te je imao te sukobe, a i maǌe rezultata nosi ǌegovo ime zahvaǉuju�i
takvom pristupu.

Toriqeli se bavio i raznim spiralama i u vezi problema kvadra-
ture i problema rektifikacije (odre�ivaǌa du�ine). Izuqavaǌe
putaǌe projektila, gde je nastavio rad Galileja, posebno zavisnosti
pre�enog puta i brzine od vremena, ukazivale su mu na inverznost
procesa nala�eǌa povrxine i tangente, ali nije to u dovoǉnoj meri
nastavio (a mo�da i jeste, no mi to ne znamo, poxto su svakako neki
ǌegovi rukopisi izgubǉeni). Za rexavaǌe problema kvadrature ko-
ristio je metod nedeǉivih, ali je i davao dokaze na klasiqan, Arhime-
dov geometrijski naqin da bi ih uqinio dostupnim i onima kojima
novi metod nije bio dovoǉno poznat. U ǌegovim delima se mogu na�i
i razni paradoksi do kojih se dolazi nekritiqnom primenom metoda
nedeǉivih (kao xto smo ve� videli na jednom ranijem primeru), te je
jasno da je bio svestan ograniqeǌa tog metoda.
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Mo�da je najzanimǉiviji za nas ǌegov rezultat u kome dokazuje
konaqnost zapremine jednog beskonaqnog tela. Preciznije, on zapravo
dokazuje da telo, koje se dobija rotacijom oko y- ose dela hiperbole
x y = a2 uz y-osu do taqke D, koja ima koordinate (a, a) kojoj je dodata i
du� DC , ima istu zapreminu kao i cilindar koji za osnovu ima krug
preqnika AH, gde je AH = 2AD, a visinu AC = a. Nedeǉive koje je ovde
koristio su paralelni krugovi koji se dobijaju pri toj rotaciji.

Valis
�on Valis (1616–1701) bio je jedan od prvih qlanova Kraǉevskog

druxtva u Engleskoj i smatra se za najuticajnijeg engleskog prethod-
nika ǋutna. Bio je profesor na Oksfordu i na toj poziciji je nasle-
dio Brigza o kome je bilo reqi u temi o logaritmima. Godine 1665.
Valis je objavio dve izuzetno znaqajne kǌige od kojih se jedna bavi
daǉim razvojem analitiqke geometrije (,,Traktat o konusnim prese-
cima”), no druga je ipak posebnija, poxto nije imala svog pandana.
Radi se o kǌizi ,,Aritmetika beskonaqno malih” u kome je Valis
izvrxio ’aritmetizaciju’ Kavalijerijevih ideja o nedeǉivim. On je
gledao da te ideje oslobodi geometrijskih razmatraǌa poput onih
manipulacija koje je izvodio Kavalijeri porede�i du�i u trouglu i

7



Slika 3: �on Valis

paralelogramu, a koje smo videli u Kavalijerijevom postupku nala�e-
ǌa, de facto integrala

³a
0 xnd x. Evo kako on objaxǌava kako se, na

primer, dolazi do rezultata
³1

0 x3d x.

On poredi sume tre�ih stepena qlanova aritmetiqkog niza, za koji
zapravo uzima da je 0,1,2, . . . sa sumama tre�eg stepena najve�eg od ǌih.
Naime, ova suma tre�ih stepena odgovara trouglu koji se sastoji od
paralelnih du�i qije du�ine qine aritmetiqki niz (a polazi se od
taqke, temena trougla i raqunaju se kubovi ǌihovih du�ina), a suma
tre�eg stepena najve�eg od ǌih odgovara sumama kubova du�i u pa-
ralelogramu koji se sastoji od jednakih paralelnih du�i (on ka�e
da se ,,takore�i trougao sastoji od paralelnih du�i...”; naravno da
je za ovo ,,takore�i” bilo kritike od strane drugih matematiqara
kasnije). Kako je

0+1

1+1
= 1

4
+ 1

4

0+1+8

8+8+8
= 1

4
+ 1

8
0+1+8+27

27+27+27+27
= 1

4
+ 1

12
0+1+8+27+64

64+64+64+64+64
= 1

4
+ 1

16
0+1+8+27+64+125

125+125+125+125+125+125+125
= 1

4
+ 1

20
0+1+8+27+64+125+216

216+216+216+216+216+216+216
= 1

4
+ 1

24
,
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on zakǉuquje da se po indukciji mo�e zakǉuqiti da je odnos uvek za
1

4n ve�i od 1
4 ukoliko je n najve�i qlan kojim stepenujemo. Naravno

da se ne radi o strogoj matematiqkoj indukciji, i zbog toga je bio
kritikovan od strane francuskih matematiqara, nego o naslu�ivaǌu
pravila na osnovu postoje�ih primera. Konstatuje da kada imamo
sumu beskonaqno mnogo qlanova (da ne ulazimo sada u pitaǌe kako je
to zamislio da se realizuje, jasno je intuitivno xta �eli) onda tog
dodatka i nema, te je tra�eni odnos 1

4 . Ovo on konstatuje za sve n od
1 do 10. No, sada mo�e da zakǉuqi i to da je

³1
0

n
?

xd x = n
n+1 . Naime,

funkcija y = xn mo�e se zapisati i kao x = n
?

y, te je povrxina ispod
krive y = n

?
x (kada je 0¤ x ¤ 1 ), a koja se mo�e zapisati i kao x = yn

zapravo komplement povrxini ispod krive y = xn kada je 0 ¤ x ¤ 1.
Poxto za ǌu zna da je jednaka 1

n+1 , ova druga je 1� 1
n+1 = n

n+1 = 1
1+ 1

n
.

Onda on smelo zakǉuquje da je povrxina ispod krive y = xm/n (moderne
oznake, on je koristio nexto drugaqije oznake) jednaka 1

1+ m
n
= n

m+n .

Evo jox jednog ǌegovog zanimǉivog zakǉuqivaǌa, u kome je an-
ticipirao kasnije Ojlerove rezultate o Gama i Beta funkciji. Znaju-
�i prethodne rezultate, on je mogao da izraquna povrxine ispod
krivih y = (x� x2)n za 0 ¤ x ¤ 1 (dakle, de facto

³1
0(x� x2)nd x). Poxto

je izraqunao za nekoliko vrednosti n, zakǉuqio je da je rezultat (u
naxim sadaxǌim oznakama) (n!)2

(2n+1)! . S druge strane je znao da je in-

tegral
³1

0(x� x2)1/2 zapravo povrxina polukruga polupreqnika 1/2, te
mora biti jednak π

8 . No, nije znao kako da tog rezultata direktno
do�e poxto nije znao kako da ’razvije’ (x� x2)1/2 u nexto xto bi mu
omogu�ilo raqunaǌe, tj. nije znao binomnu formulu za eksponent 1/2.
No, ipak je smelo zamenio n = 1/2 u gorǌu formulu i dobio da je

» 1

0
(x�x2)1/2d x = ( 1

2 !)2

2!
,

te je tako dao smisao izrazu 1
2 !:

1

2
!=

?
π

2
.

(Podsetite se formula za Gama i Beta funkciju.)

Jox jedan ǌegov vredan rezultat, koji nosi naziv po ǌemu, je Va-
lisova formula:

π

2
= 2 �2 �4 �4 �6 �6 � � �

1 �3 �3 �5 �5 �7 � � � .
Naqin na koji je doxao do ǌe je izuzetno zanimǉiv, ali ga ipak ne�emo
navoditi.

Barou
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Slika 4: Isak Barou

Isak Barou (1630–1677) bio je drugi engleski matematiqar koji
je izvrxio veliki uticaj na ǋutna. On je bio profesor na Kem-
bri
u i ǌegov pristup matematici je bio dijametralno suprotan od
Valisovog. Nije voleo algebarske formalizme i smatrao je da alge-
bra treba da bude deo logike, a ne matematike. Veliki poxtovalac
grqke nauke, ure�ivao je dela Euklida, Apolonija i Arhimeda. ǋe-
gova dva znaqajna dela su ,,Lekcije iz optike” iz 1669. i ,,Lekcije
iz geometrije” iz 1670. ǋemu je u pripremama za objavǉivaǌe ovih
dela pomogao ǋutn koji je sluxao ǌegova predavaǌa na Kembri
u.
Kao xto je i sam Barou rekao, ,,Lekcije iz geometrije”, koje se sas-
toje iz 13 lekcija, nisu u potpunosti sre�ene, ali je ipak, na nagovor
prijateǉa (ǋutna) rexio da ih objavi takve kakve su ,,u prirodnom
odelu, kao xto su i ro�ene”. U ǌima nalazimo razne rezultate o
nala�eǌu tangenti, povrxina i du�ina lukova. Koristio je najpre
kinematiqki pristup, zatim i metod nedeǉivih, metod blizak Fer-
maovom za nala�eǌe tangente. Sve je prikazano na geometrijski naqin
te stoga nije bilo tako lako da se prepozna va�nost tih rezultata.
Evo kako je on prikazao (i dokazao) rezultat koji danas znamo kao
ǋutn-Lajbnicovu formulu, ili kao Osnovnu teoremu Calculusa.
Neka je ZGE neka kriva qija je osa V D i neka su ortogonalne ordinate na
ovu osu (V Z , PG, DE) takve da neprekidno rastu od poqetne ordinate V Z .
Neka je V I F kriva takva da ako se postavi prava linija EDF ortogonalno na
V D, a koja seqe krive u taqkama E i F , a V D u taqki D, pravougaonik koji je
odre�en du�inom DF i datom du�inom R jednak je povrxini V DE Z , a osim
toga je taqka T takva da je DE : DF = R : DT . Ako se spoje taqke T i F , onda
�e T F dodirivati krivu V I F .
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Slika 5: ǋutn-Lajbnic geometrijski

Uverimo se najpre, korix�eǌem savremenih znaǌa i oznaka da ovde
zaista imamo ǋutn-Lajbnicovu formulu u geometrijskom obliku. Neka
je y = f (x) jednaqina krive ZGE, a y = g (x) jednaqina krive V I F . Po
pretpostavci je Rg (x) =�³x

0 f (t )d t . Osim toga je (� f (x)) : g (x) = R : DT .
Qiǌenica da je T F tangenta na krivu V I F nam daje da je g (x) : DT = g 1(x).
Dakle

d

d x

(» x

0
f (t )d t

)
=�Rg 1(x) =�R

g (x)

DT
=� R

DT
g (x) =�� f (x)

g (x)
g (x) = f (x).

Evo kako je to Barou dokazao (dodajemo ponovo sliku radi lakxeg
pra�eǌa).
Uzmimo bilo koju taqku I na krivoj V I F (najpre sa iste strane F sa koje je
i V ) i kroz ǌu postavimo IG paralelno sa V Z i I L paralelno sa V D, koje
seku date linije u taqkama kao na slici. Tada je LF : LK = DF : DT = DE : R,
odnosno R �LF = LK �DE .

Ali, iz prirode navedenih linija DF i LK , imamo da je R �LF jednako
povrxini PDEG. Stoga je LK �DE jednako povrxini PDEG koja je maǌa od
DP �DE . Te je LK < DP = LI . Na sliqan naqin se pokazuje da ako se I uzme
na drugoj strani od F (u odnosu na V ), i ista konstrukcija ponovi, lako se
pokazuje da je LK > DP = LI .

Odavde je jasno da se cela prava T K F nalazi ispod krive V I F .

On zatim dodaje da se na sliqan naqin tra�eno mo�e dobiti ako
ordinate V Z , PG i DE opadaju.

Ako postoji neka nedoumica zaxto je R �LF jednako povrxini PDEG,
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primetimo da je R � I P jednako povrxini V PG Z , te odatle sledi i to
xto je navedeno, jer je LF = DF �DL = DF � I P .

ǋutn i Lajbnic

Da bi se privelo kraju formiraǌe Calculusa bilo je potrebno nekako
ujediniti geometrijski pristup (Kavalijeri, Barou) i raqunski (De-
kart, Ferma, Valis) i precizno ista�i vezu izme�u tra�eǌa tangenti
i kvadrature. To su izveli ǋutn i Lajbnic, a kasnije su ǌihovi sled-
benici nastavili da pojaxǌavaju i razvijaju metod. Naravno, kao xto
smo ve� rekli, sve je to najzad postavǉeno na qvrste osnove tek krajem
devetnaestog veka, ali do glavnih rezultata se doxlo znatno ranije.

ǋutn je do svoje verzije Calculusa doxao u godinama 1664–1668, dok
je Lajbnic svoju verziju formirao u periodu 1672–1676. Jasno je da
je ǋutn doxao do rezultata ranije, ali ih je objavio dosta kasnije,
dok je Lajbnic svoju verziju objavio neposredno po otkrivaǌu svojih
rezultata. Lajbnicova verzija je bila praktiqnija i jasnija i brzo
se razvijala kroz radove bra�e Bernuli, Ojlera i drugih. Markiz
de Lopital (1661–1704)
je objavio qak i u
benik ,,Analiza beskonaqno malih” 1696. godine na
francuskom u kome su ove ideje izlo�ene. On je tu naveo da je i ǋutn
doxao do odgovaraju�ih rezultata, ali je Lajbnicov metod znatno
lakxi i efikasniji pre svega zbog pogodnije notacije. Zanimǉivo je
napomenuti da taj u
benik zapravo predstavǉa sre�ene lekcije koje je
Lopitalu o novim rezultatima dr�ao Johan Bernuli.

12



Slika 6: Gijom Fransoa Antoan Markiz de Lopital

Slika 7: Johan Bernuli (1667–1748)

Recimo, danas nam dobro poznato Lopitalovo pravilo je zapravo
Bernulijev rezultat. Naime, za dobar honorar, Bernuli je pristao
da daje lekcije Lopitalu, koji je bio vrlo sposoban matematiqar ama-
ter, uz to veoma imu�an qovek i plemi�. Bernuli mu je tako�e slao,
prema dogovoru, svoje nove rezultate, koje nije smeo da xaǉe drugim
matematiqarima. Pitaǌe je zaxto je Bernuli napravio takav dogovor,
poxto mu je pozicija profesora u Groningenu ipak obezbe�ivala do-
voǉno sredstava. Verovatno je �eleo da iskoristi dobar polo�aj
imu�nog plemi�a. Sve u svemu, u
benik je bio odliqno napisan i
objavǉivan je u vixe izdaǌa. Lopital je umro kao mlad qovek i
posle ǌegove smrti Johan Bernuli je naveo da su to ǌegovi rezultati,
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posebno ,,Lopitalovo pravilo”. Zanimǉivo je da mu je retko ko u to
poverovao, poxto je on bio poznat po svojim raspravama o prvenstvu
otkri�a, dok je Lopital va�io za vrlo pristojnu osobu. Bernulijeva
priqa je potvr�ena tek poqetkom dvadesetog veka nala�eǌem odgo-
varaju�e korespondencije i lekcija koje je on dr�ao Lopitalu. U
svakom sluqaju, danas se smatra da je tu i Lopital dao znaqajan do-
prinos u izlagaǌu rezultata.

ǋutnove ideje su daǉe razvijali Tejlor, Mekloren i drugi bri-
tanski matematiqari. Razlog zaxto su se time bavili samo britan-
ski matematiqari treba najpre potra�iti u raspravi o prioritetu
otkri�a. Zanimǉivo je da je ǋutn u poqetku u potpunosti priznavao
Lajbnicu nezavisno otkri�e, ali je drastiqno promenio mixǉeǌe
kada su mu neki poqeli da priqaju kako se Calculus na evropskom kon-
tinentu u potpunosti smatra za Lajbnicovo otkri�e. Krenule su
optu�be za plagijat i svaqega je tu bilo. Mi se time ne�emo ba-
viti. Jasno je da su obojica imali znaqajan udeo u formiraǌu Calcu-
lusa. Tek poqetkom devetnaestog veka su britanski matematiqari pri-
hvatili Lajbnicove oznake, najvixe pod uticajem Laplasovih rezul-
tata. ǋutnova oznaka ẋ, za izvod po vremenu, je ipak ostala do danas.
Fiziqari je posebno dosta koriste.

Najpre �emo se pozabaviti ǋutnovim rezultatima, poxto je ipak
on do ǌih doxao ranije.

ǋutn
Isak ǋutn (1643–1727) je, na preporuku ujaka koji je zavrxio

Kembri
 upisao Triniti Kole
 1661. godine i svakako nije plani-
rao da postane matematiqar poxto je do tada vrlo malo uqio mate-
matiku. Qak se i na samom Kembri
u u to vreme veoma malo predavala
matematika. No, on je odmah krenuo da uqi Euklida, a potom i Van
Shutenovo izdaǌe Dekartove ,,Geometrije”, veoma ceǌen u to vreme
Otredov u
benik ,,Kǉuq za matematiku”, Keplerovu ,,Optiku”, Vije-
tove radove i, naravno, Valisovu ,,Aritmetiku”. Osim toga, sluxao
je i Barouove lekcije. Posle 1663. se upoznao i sa delima Galileja,
Ferma, Hajgensa i drugih matematiqara.

Od 1664. poqiǌe sopstvena istra�ivaǌa. Prvi rezultat do koga
je doxao je bila binomna teorema za racionalne izlo�ioce. Zapravo
je on samo otkrio formulu, nije je nikada dokazao, a nije je ni sam
objavio. ǋegova razmixǉaǌa na tu temu nalaze se u pismima koja
je slao Oldenburgu, Nemcu koji je bio stalni sekretar Kraǉevskog
druxtva i koji je vodio intenzivnu korespondenciju sa mnogim mis-
liocima u to vreme, nexto poput Marina Mersena u Francuskoj. Radi
se o dva pisma, koja su zapravo nastala kao odgovor na Lajbnicovo
interesovaǌe o tome xta je ǋutn uradio u vezi beskonaqnih redova.
Ova pisma su kasnije objavǉena u okviru Valisove ,,Algebre”.
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Slika 8: Isak ǋutn

Prvo pismo je iz juna 1676. godine. Ono poqiǌe pohvalama Lajb-
nicu, koji je, kako ka�e ǋutn, sigurno do svega toga doxao i sam, qak
mo�da i boǉe, ali kad se ve� raspituje xta su Englezi po tom pitaǌu
uradili, evo da on, koji je do toga doxao pre nekoliko godina, bar
delimiqno ispuni ǌegove �eǉe.

Razlomci se svode na beskonaqne redove deǉeǌem; a veliqine koje u sebi
sadr�e korene, nala�eǌem korena, izvo�eǌem operacija sa simbolima kao
xto se one uobiqajeno rade za decimalne brojeve. To su osnove ovih redukcija.
Ali nala�eǌe korena se znatno uprox�ava ovom teoremom

(P +PQ)m/n = P m/n + m

n
AQ + m�n

2n
BQ + m�2n

3n
CQ + m�3n

4n
DQ + itd.

gde je P +PQ veliqina qiji se koren ili neki stepen ili koren nekog stepena
tra�i.

Ovde najpre da ka�emo da je ǋutn koristio malu drugaqiju no-
taciju. U to vreme se umesto zagrada koristila crta iznad izraza.
ǋutn je zapravo pisao P +PQ|m/n. Ovo i nije neobiqno koliko nam se
qini. Zapravo ostatak toga imamo u zapisu korena. Koren je zapravo`
, a mi onda postavǉamo crtu iznad svega xto je pod tim korenom.

Dakle, da bi bilo jasnije, pixemo
?

a +b, a ne samo
`

a+b. Kod ǋutna
je to ovako zapisano:

`
a +b.
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ǋutn zatim objaxǌava malo ovu notaciju, pa pixe, na primer, da
umesto

?
c : a5 pixe a

5
3 (
`

c : se koristilo za kubni koren). A i ka�e da
A, B, C , D, predstavǉaju ceo prethodni izraz. Pa je A = P m/n, B = m

n AQ
i sliqno za C i D. Daje i primer

(c2 +x2)
1
2 = c + x2

2c
� x4

8c3 + x6

16c5 �
5x3

128c7 + 7x10

256c9 + itd,

koji detaǉno obrazla�e.

Ostali primeri daju rexeǌe jednaqina y3�2y�5 = 0 i y3+ax y+a2 y�
x3�2a3 = 0, redove za sin x, sin2 x, rexeǌe jednog Keplerovog problema za
elipsu, rektifikaciu luka elipse i hiperbole, povrxinu hiperbole
uz pomo� razvoja za logaritam, kvadrature kvadratrise i zapreminu
odseqka rotacionog elipsoida. ǋutn ne �eli bax sve da otkrije, te
navodi rezultate koji su poznati.

Naravno, ovde je prirodno zapitati se kakve veze imaju rexeǌa
ove dve navedene jednaqine sa razvojem u red. Naime, ǋutn je 1669.
godine, kada je prouqio rad Merkatora ,,Logarithmotechnia” iz 1668. i
Gregorija ,,De vera circuli et hyperbolae quadratura” iz 1667. u kojima su
razmatrani i neki razvoji u redove, sastavio rukopis ,,O analizi
jednaqinama sa beskonaqno mnogo qlanova”, koji je objavǉen tek dosta
kasnije, 1711. godine. U tom delu razmatra bax ta dva primera. Evo
kako je on to radio.

Najpre se pozabavio numeriqkim rexeǌem gorenavedene jednaqine
y3�2y�5 = 0. Prime�uje da je jedno rexeǌe blizu dvojci, te postavǉa
y = 2+p. Zamenom u gorǌu jednaqinu dobija p3+6p2+10p�1 = 0. Kako je
p malo, on zanemaruje deo p3 +6p2 i postavǉa 10p�1 = 0. Dobija da je
p = 0,1. Naravno, p nije toliko, ali je blizu, stoga postavǉa p = 0,1+q
i to stavǉa u jednaqinu po p. Dobija q3 +6,3q2 +11,23q +0,061 = 0. Zna
da je q malo, pa zanemari q3 +6,3q2 i dobije 11,23q +0,061 = 0. Stoga
za q uzima pribli�no �0,0054 (ovde je izvrxio zaokrugǉivaǌe, ali
nema to znaqaja) i postavǉa q = r � 0,0054. Dobija jednaqinu po r i
zanemarivaǌem vixih stepena dobija r =�0,00004853 (kao xto i ovde
vidite, ǋutn je voleo da raquna). Tako da dobija pribli�no rexeǌe
jednaqine 2,09455147. Evo tablice koju je dao da prika�e raqun.

Zatim prelazi na, de facto, simboliqko rexavaǌe jednaqine

y3 +a2 y�2a3 +ax y�x3 = 0.

Najpre tra�i xta se dobija kada je x = 0. Dobije jednaqinu y3 +a2 y�
2a3 = 0 i konstatuje da je rexeǌe y = a. Sada u poqetnu jednaqinu
zameni y = a +p i posmatra samo linearne i konstantne qlanove po p,
tj. 4a2p +a2x = 0. Dakle, p je ,,pribli�no” � 1

4 x. Zameni p =� 1
4 x +q i

ponovi postupak. Na slede�oj tablici mo�emo videti tra�eni razvoj
y i postupak raqunaǌa.
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Vratimo se korespondenciji ǋutna i Lajbnica preko Oldenburga.
Lajbnic je odgovorio na ovo pismo u avgustu i u ǌemu je naveo neke
svoje rezultate o kvadraturama, aludiraju�i na to da ima opxti
metod. Tako�e je naveo neke primere redova, poput 1� 1

3 + 1
5� 1

7 +� � �, koji
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predstavǉa odnos povrxine kruga i ǌemu opisanog kvadrata (dakle
π/4).

ǋutn je odgovorio u oktobru du�im pismom u kome je pohvalio
Lajbnica na rezultatima i naveo da je i on doxao do takvih rezultata.
Pa �e u ovom pismu ukazati na drugi naqin kako je doxao do nekih
razvoja.

Na poqetku svojih studija matematike, kada sam se upoznao sa radovima
naxeg slavnog Valisa, pri razmatraǌu redova qijim je umetaǌem on sam
odredio povrxine kruga i hiperbole, qiǌenica je da se u nizu krivih qija
je zajedniqka baza ili osa x a ordinate

(1�x2)
0
2 , (1�x2)

1
2 , (1�x2)

2
2 , (1�x2)

3
2 , (1�x2)

4
2 , (1�x2)

5
2 , itd.

ako se povrxine svake druge me�u ǌima, naime

x, x� 1

3
x3, x� 2

3
x3 + 1

5
x5, x� 3

3
x3 + 3

5
x5� 1

7
x7, itd.

mogu interpolirati, morali bismo dobiti povrxine onih izme�u ǌih, od
kojih je prva (1�x2)

1
2 krug: da bih interpolirao ove redove primetio sam da

je kod svih ǌih prvi qlan x i da su drugi qlanovi 0
3 x3, 1

3 x3, 2
3 x3, 3

3 x3, itd. u
aritmetiqkom nizu, i stoga prva dva qlana reda koji nastaje umetaǌem treba
da budu x� 1

3

( 1
2 x3

)
, x� 1

3

( 3
2 x3

)
, x� 1

3

( 5
2 x3

)
, itd. Da bih umetnuo ostale qlanove,

primetio sam da su imenioci 1, 3, 5, 7, itd. u aritmetiqkom nizu, tako da
samo jox vrednosti brojilaca treba odrediti. Ali, u datim povrxinama
pojavǉivale su se cifre brojeva koji su stepeni broja 11, naime 110, 111, 112,
113, 114, tj. najpre 1; onda 1,1; na tre�em mestu 1, 2, 1; na qetvrtom 1, 3, 3, 1;
na petom 1, 4, 6, 4, 1, itd. I onda sam poqeo da razmixǉam kako se ostali
brojevi u nizu mogu dobiti pomo�u prva dva i naxao sam da ako stavimo m
za drugi broj, ostali se dobijaju neprekidnim mno�eǌem qlanova ovog niza

m�0

1
� m�1

2
� m�2

3
� m�3

4
� m�4

5
, itd.

Na primer, ako je m = 4, onda �e 4� 1
2 (m� 1), tj. 6 biti tre�i qlan i 6�

1
3 (m�2), tj. 4 �e biti qetvrti, 4� 1

4 (m�3), tj. 1 �e biti peti i 1� 1
5 (m�4),

tj. 0 �e biti xesti u kom trenutku se niz zaustavǉa. U skladu sa tim sam
primenio ovo pravilo i kako je, za krug, drugi qlan 1

3

( 1
2 x3

)
, stavio sam m = 1

2
i onda su qlanovi koji su se pojavili bili

1

2
�

1
2 �1

2
ili � 1

8
, �1

8
�

1
2 �2

3
ili + 1

16
,

1

16
�

1
2 �3

4
ili � 5

128
,

i tako do beskonaqnosti. Tako sam razumeo da je povrxina kru�nog odseqka
koju sam tra�io

x�
1
2 x3

3
�

1
8 x5

3
�

1
16 x7

7
�

5
128 x9

9
itd.
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Potom konstatuje da se tako mogu formirati odgovaraju�i redovi
i za ostale sluqajeve. No, onda je primetio da se i

(1�x2)
0
2 , (1�x2)

2
2 , (1�x2)

4
2 , (1�x2)

6
2 , itd,

tj.
1, 1�x2, 1�2x2 +x4, 1�3x2 +3x4�x6, itd.

mogu na isti naqin interpolirati kao i povrxine koje oni odre�uju.
Samo nema imenioca 1,3,5,7, itd. Dakle, pomo�u ranije prime�enog
pravila dobio je da je

(1�x2)
1
2 = 1� 1

2
x2� 1

8
x4� 1

16
x6 . . .

kao i razvoje za (1� x2)
3
2 i (1� x2)

1
3 . Tako je dobio opxte pravilo za

razvoj koje je prezentovao u prvom pismu. Da bi proverio te razvoje
pomno�io je 1� 1

2 x2� 1
8 x4� 1

16 x6 . . . sa samim sobom i zaista dobio 1�x2,
jer su ostali qlanovi reda nestali. Sliqno je 1� 1

3 x2� 1
9 x4� 5

81 x6 . . .
pomno�io dva puta sa samim sobom i dobio zaista 1� x2, te je tako
proverio i razvoj za (1� x2)

1
3 . Napokon je izveo i drugaqiju proveru.

Naime, naxao je
?

1�x2 pomo�u standardnog metoda kojim se tra�i
kvadratni koren iz nekog broja formiraǌem cifara, a koji smo ranije
objasnili. Ovde nam stepeni x-a predstavǉaju cifre. I naravno da
je dobio isti rezultat.

Zanimǉivo je ovo xto je ǋutn pisao prokomentarisati. Vidimo
da je on ,,poga�ao” rezultat na jedan dosta jednostavan naqin. To
verovatno nije neobiqno, poxto je bio inspirisan Valisovim radom, a
kod ǌega toga dosta ima. No, ipak je izvrxio proveru kasnije na drugi
naqin. Druga je stvar da on uopxte ne govori o obiqnom binomnom
razvoju i odgovaraju�im koeficijentima (Paskalov trougao), nego do
toga dolazi iz razmatraǌa povrxine. Zabavna je i napomena u vezi
stepena broja 11. Nama je jasno da se taj fenomen dexava zbog obiqne
binomne formule i qiǌenice da je 11n = (10+ 1)n. No, tako mo�emo
dobiti samo binomne koeficijente koji su jednocifreni. Ako bismo
�eleli da dobijemo dvocifrene, onda bi trebalo posmatrati 101n.
Na primer 1015 = 1 05 10 10 05 01. Za vixecifrene naravno treba gledati
stepene brojeva 1001,10001, itd.

ǋutn potom u pismu navodi slede�i anagram

6accdæ13effi3l9n4o4qrr4s8t12vx.

Naravno, mi smo navikli na zanimǉivije anagrame, gde treba od neke
reqi ili reqenice, koje sve imaju smisla, permutacijama slova napra-
viti novu req ili reqenicu. No, ovde je samo naveden broj pojedinih
slova. Ako bi Lajbnic mogao ovo da raspetǉa, dobio bi
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Data æquatione quotcunque fluentes quantitates involvent fluxiones invenire et
vice versa.

U prevodu:

Za datu jednaqinu koja ukǉuquje ma koji broj teqnih veliqina, na�i pro-
toke, i obratno.

Pre nego xto prokomentarixemo ,,xta je pisac hteo da ka�e”, nave-
dimo, kao zanimǉivost da su nauqnici u to vreme koristili anagrame
da objave neki svoj rezultat i da tako ustanove svoj prioritet u
pronalasku. Na primer, Hajgens je 1655. objavio svoje otkri�e Sa-
turnovog meseca (to je tada bio prvi, sada znamo da je to najve�i
ǌegov satelit Titan) u obliku anagrama:

ADMOUERE OCULIS DISTANTIA SIDERA NOSTRIS UUUUUUU CCCRRHNBQX.

Rexeǌe: Saturno luno sua circunducitur diebus sexdecim horis quatuor, u pre-
vodu: Saturnov mesec ima orbitalni period od 16 dana i 4 sata.

Dakle, ǋutn je �eleo da obezbedi svoj prioritet. U qemu? On tu
navodi da ima opxti metod i to je ǌegov metod fluksija. Ovde odmah
treba re�i da smo u prevodu anagrama preveli, da se tako izrazimo,
i vixe nego xto je trebalo. Naime, ’teqne veliqine’ �emo ubudu�e
zvati ’fluente’, a ne�emo koristiti ni termin ’protok’, nego fluk-
sija. ǋutn je razmatrao veliqine koje se meǌaju u vremenu (to su te
fluente) i brzine ǌihovih promena (fluksije). Vrati�emo se na ovo
vrlo brzo.

U pismu navodi kratko kako se nalazi kvadratura krive zθ(e+ f zη)λ

(ovde umesto y koristi z, dok su f i e konstante, a θ, λ i η racionalne
konstante). Zapravo ovde vidimo osnovni ǌegov metod rexavaǌa prob-
lema kvadrature. Na poqetku svog ranije spomenutog dela ,,O analizi
jednaqinama sa beskonaqno mnogo qlanova” ǋutn navodi tri pravila
za raqunaǌe povrxine ispod krivih.

Pravilo 1. Ako je y = ax
m
n , onda je povrxina ispod y jednaka a n

n+m x
n+m

m .

Pravilo 2. Ako je y suma vixe qlanova, kojih mo�e biti i beskonaqno,
onda je povrxina ispod y data sumom povrxina za sve qlanove.

Pravilo 3. Da bi izraqunali povrxinu ispod krive f (x, y) = 0, treba
razviti y kao sumu qlanova oblika ax

m
n i primeniti Pravilo 1 i

Pravilo 2.

Videli smo da je Valis izveo to prvo pravilo. Evo kako je ǋutn
dokazao to pravilo.

Treba da doka�e da, ako je ax
m
n = y, onda je an

m+n x
m+n

n = povrxina ABD.
Zapravo, on dokazuje obrat, tj. iz pretpostavke da je povrxina data
navedenom formulom, onda je i y tako kao xto je navedeno!
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Najpre je, kao pripremu, detaǉno dokazao specijalan sluqaj, kada
je 2

3 x
3
2 = z. Sa crte�a vidimo oznake, a jox je Bβ= o i BK = v. Evo kako

on dokazuje opxti sluqaj.
Ako se stavi da je na

m+n = c i m+n = p, tada je cx
p
n = z, ili cn xp = zn . Tada

zamenom x +o umesto x i z +ov (ili, xto je isto z +oy) umesto z, dobija se

cn(xp +poxp�1 itd.) = zn +noy zn�1 itd.

pri qemu ispuxtam ostale qlanove koji �e na kraju krajeva nestati. Daǉe,
ako odbacim jednake cn xp i zn , a ostale podelim sa o, ostaje

cn pxp�1 = ny zn�1
(
= ny zn

z
= nycn xp

cx
p
n

)
ili, kada se podeli sa cn xp :

px�1 = ny

cx
p
n

ili pcx
p�n

n = ny.

Kada se c zameni svojom vrednox�u na
m+n , a p sa m +n. . . dobija se ax

m
n = y .

Dakle, on ovde koristi da su operacije kojima barata, a koje su, de
facto nala�eǌe integrala

³x
0 f (t )d t i izvoda, inverzne jedna drugoj da

bi doxao do zakǉuqka. Zapravo on navodi posle i tablicu krivih i
povrxina, odnosno, de facto, tablicu integrala. U vezi dokaza mo�emo
da kratko prokomentarixemo da mu je o ta mala veliqina (bez obzira
xto na slici izgleda veliko!) i da promenom x za to o se povrxina z
pove�a za povrxinu pravougaonika (svejedno da li za stranicu uzme
y ili v i jedno i drugo je pribli�no, a na kraju v postaje y – u
dokazu specijalnog sluqaja, on koristi v i radi razvoje do kraja,
dakle detaǉnije i pa�ǉivije).
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ǋutnu je od centralnog znaqaja bilo to xto je i sa redovima mogao
da radi isto kao i sa konaqnim izrazima. Evo xta je o tome rekao u
ovom delu:

I xta god da obiqna Analiza (misli na algebru) ostvaruje pomo�u jed-
naqina sa konaqno mnogo qlanova, novi metod mo�e to isto da uradi pomo�u
beskonaqnih jednaqina. Tako da nisam imao nikakav problem da mu dam ime
Analiza. Poxto rezonovaǌe nije maǌe sigurno nego u prethodnom niti su
jednaqine maǌe egzaktne . . . Da zakǉuqimo, mo�emo bezbedno da prihvatimo
da to sve pripada Analitiqkoj vextini pomo�u qega mo�emo odrediti
povrxine i du�ine lukova krivih egzaktno i geometrijski.

Kao xto znamo, Vijet je za Algebru koristio naziv Analitiqka
vextina. O tome ovde ǋutn govori. Zapravo sa ǋutnom i ǌegovim
vextim korix�eǌem redova pri raqunaǌu povrxina, kao i prihvata-
ǌem od strane drugih matematiqara, poqiǌe to terminoloxko odva-
jaǌe Algebre, za koju se vezuju konaqni izrazi i Analize koja mani-
pulixe sa beskonaqnim izrazima (pojednostavǉeno govore�i naravno),
a koju imamo danas.

Ve� smo spomenuli fluente i fluksije. ǋutn je pripremio rad ,,O
metodu redova i fluksija” do 1671, ali je taj rad dosta kasnije ob-
javǉen. Dakle, tu imamo kinematiqku ideju o veliqinama koje ,,teku”
u vremenu. Na primer, taqka generixe liniju, linija generixe povrx.
Takve veliqine se nazivaju fluente, a ǌihove brzine promene fluk-
sije. Kod ǋutna se na odre�enim mestima pojavǉuju i momenti koji
predstavǉaju beskonaqno male priraxtaje takvih veliqina u besko-
naqno malim intervalima vremena (to �e kasnije ǋutn izbegavati).
U beskonaqno malim intervalima smatra da su fluksije konstante, te
se mo�e smatrati da su momenti proporcionalni ǌima.

Uveo je i notaciju da oznaqi taj svoj raqun. Sa a,b,c,d je oznaqavao
konstante, sa v, x, y, z fluksije, a odgovaraju�e fluente sa l ,m,n,r , dok
je beskonaqno mali interval vremena bio o. Kasnije je, u devedesetim
godinama XVII veka uveo oznake v̇ , ẋ, ẏ , ż. Same fluksije imaju svoje
fluksije, pa je tako posmatrao i ẍ, pa i ˙̈x. A fluentu qija je fluksija
x oznaqavao je sa x́. Povrxinu ispod krive y je oznaqavao sa Q y ili
sa y .

ǋutn je naveo jednostavan algoritam kojim bi dobijao vezu izme�u
fluksija na osnovu veze izme�u fluenti. Naime, ako bi imao izraz
axn, on bi ga zameǌivao sa anxn�1ẋ. Tako bi uradio za sve qlanove u
izrazu po svim fluentama i onda sve to sabirao. Na primer, ako ima

x3�ax2 +ax y� y3 = 0, (3)

dobio bi
3x2ẋ�2axẋ +aẋ y +ax ẏ�3y2 ẏ = 0. (4)
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To bi opravdao na slede�i naqin. Na x i y bi dodao beskonaqno male
priraxtaje ẋ0 i ẏo i zamenio u jednaqinu (3).

(x + ẋo)3�a(x + ẋo)2 +a(x + ẋo)(y + ẏo)� (y + ẏo)3 = 0, (5)

Sredio bi (5) koriste�i (3), dele�i sa o, a onda zanemario qlanove
koji jox u sebi sadr�e o, jer je ,,o beskonaqno malo”. Tako bi dobio
zaista (4).

On se tu bavio problemima maksimuma i minimuma, nala�eǌa tan-
gente, krivine, povrxina, du�ina lukova. Svi se ti problemi svode
na dva problema.

Problem 1. Ako je poznat pre�eni put u svakom trenutku vremena,
na�i brzinu u svakoj taqki.

Problem 2. Ako je poznata brzina u svakoj taqki, na�i pre�eni put
u svakoj taqki.

Vidimo da se radi o dva inverzna problema. Problem nala�eǌa
tangenti, ekstremnih vrednosti i krivine, svodi se na prvi problem.

Imamo krivu u ravni datu jednaqinom f (x, y) = 0. Kako je x(t +o)�
x(t ) = ẋo (na slici umesto x(o) treba da stoji x(t )) i y(t +o)� y(t ) = ẏo
i kako je o beskonaqno malo, mo�e se smatrati da trougao koji je
izdvojen na slici sliqan trouglu koji qine taqke preseka tangente i
x-ose, (x(t ),0) i P (t ), te je

t g γ= ẏo

ẋo
= ẏ

ẋ
.

Naravno, ẏ
ẋ se mo�e na�i ranije navedenim algoritmom. Ekstremna

taqka je data sa ẏ
ẋ = 0, dok je ǋutn pokazao da je polupreqnik krivine

ρ dat sa
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ρ =
(
1+ (

ẏ/ẋ
)2

)3/2

(
ÿ/ẋ2

) .

Godine 1687. ǋutn je objavio svoje ,,Matematiqke principe prirod-
ne filozofije”. To je svakako jedno od najznaqajnijih nauqnih dela
ikada. Put koji je doveo do ǌegovog objavǉivaǌa je bio zanimǉiv i
nimalo jednostavan. Ne�emo se ǌime baviti zbog nedostatka vremena,
navedimo samo kao zanimǉivost da se, da bi obezbedio objavǉivaǌe
tog dela, Edmond Halej (svi smo quli za Halejevu kometu) obavezao
da �e on finansirati izdaǌe tog dela. Naime, Kraǉevsko druxtvo
je praktiqno bankrotiralo izdaju�i ,,Istoriju riba”, delo koje se
uopxte nije prodavalo. Poxto je Halej obezbedio xtampaǌe ǋut-
novog dela, dobio je na poklon od druxtva 50 primeraka te kǌige koju
niko nije �eleo da kupi. Smatra se da je prvo izdaǌe imalo oko 300
primeraka.

Glavni problem je bio da se na osnovu zakona univerzalne gra-
vitacije, po kome sila gravitacije opada sa kvadratom rastojaǌa, us-
tanove Keplerovi zakoni, posebno da se planete kre�u po elipsama sa
Suncem u jednoj �i�i. Postojao je i ozbiǉan tehniqki problem kako
pri ovim razmatraǌima redukovati tela, na ono xto sada zovemo,
materijalnu taqku – kako pokazati da se mo�e pretpostaviti da je
sva masa, na primer, Zemǉe skupǉena u taqku. ǋutn je uspeo da
razrexi te i druge probleme, poput kretaǌa tela kroz sredinu koja
je pru�ala otpor (dakle, ne kroz vakuum). Sam naziv dela daje i
kritiku ranije Dekartove filozofije koja nije odgovarala fiziqkoj
stvarnosti. Ovde se radi o matematiqkim principima a ne o qisto
filozofskom razmixǉaǌu.

Samo delo je napisano u geometrijskom duhu, tu se praktiqno fluk-
sije i ne pojavǉuju. No, na samom poqetku dela nalazimo, posle os-
novnih zakona (ǋutnovih zakona kako ih sada zovemo) 11 matematiqkih
lema. Zapravo prva glava prve kǌige (delo se sastoji od tri kǌige)
nosi naziv Metod prvih i zavrxnih odnosa veliqina pomo�u kojih dokazu-
jemo tvr�eǌa koja slede.

Ovih 11 lema su razmatrali mnogi autora tokom vixe od 300 godi-
na od pojavǉivaǌa ǋutnovog dela. Zanimǉivosti radi, 1995. godine
su izaxle qak qetiri kǌige koje se bave ǋutnovim Principima. Mi
�emo pokuxati samo ukratko da ka�emo o qemu se ovde radi.

Lema I

Veliqine, ili odnosi veliqina, koji u svakom konaqnom vremenu konvergiraju
neprekidno ka jednakosti, i pre isteka tog vremena se pribli�avaju bli�e
jedna drugoj od svake date razlike, postaju napokon jednake.
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Dokaz sledi

Ako to odriqete, pretpostavite da su napokon razliqite i neka je D ǌi-
hova krajǌa razlika. Onda se one ne mogu prima�i vixe jednakosti nego xto
je ta data razlika D; xto je suprotno pretpostavci.

Vidimo da ovde imamo neki oblik limesa, odnosno zakǉuqak da ako
imamo dve veliqine qija razlika te�i 0, onda se ǌihove graniqne
vrednosti jednake (sadaxǌim jezikom reqeno). Pretpostavǉa se ’ko-
naqno vreme’ da veliqine ne bi postale beskonaqno velike. Ovo je
samo komentar, ne i ozbiǉna diskusija, vidimo da mogu da postoje
razne primedbe na ovo zakǉuqivaǌe.

Lema II de facto govori o postojaǌu integrala monotone funkcije.

Ako se u datu figuru AacE , koju ograniqavaju prave linije Aa, AE i kriva
acE upixe ma koji broj paralelograma Ab, Bc, C d , itd. nad jednakim bazama
AB , BC , C D, itd. i stranicama Bb, C c, Dd , itd. paralelnim stranici Aa
figure; i paralelogrami aK bl , bLcm, cMdn, itd. se kompletiraju: tada ako
se pretpostavi da se xirine paralelograma smaǌuju, i ǌihov broj pove�a do
beskonaqnosti, ka�em da �e zavrxni odnosi koje �e upisana figura AK bLcMdD,
opisana figura AalbmcndoE i krivolinijska figura AabcdE imati jedna
prema drugoj biti odnosi jednakosti.

Dakle, tvrdi se da koliqnici ovih povrxina te�e ka 1, pa se time
implicitno tvrdi i da sve povrxine te�e ka istoj vrednosti. Dokaz
nije te�ak. ǋutn konstatuje da je razlika izme�u suma povrxina
opisanih i upisanih pravougaonika (on naravno ka�e paralelograma)
jednaka povrxini pravougaonika ABl a, ali ta povrxina te�i ka nulu
kada se AB neograniqeno smaǌuje. Dakle, on zapravo pokazuje da raz-
like ovih povrxina te�e nuli, pa onda dobija tra�eno uz pomo� prve
leme.
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Slede�a lema govori da se sliqno mo�e zakǉuqiti i ako osnove
nisu jednake. Zapravo na gorǌoj slici to vidimo. Tu se pretpostavi
da je najve�a osnova AF , pa opet razlika bude maǌa od povrxine
pravougaonika AF f a, koja opet te�i nuli.

Lema IV poredi dve figure poput ovih sa prethodne slike, od kojih
je jedna uve�ana u odnosu na drugu i tvr�eǌe je da ako se odnosi suma
upisanih povrxina pravougaonika pribli�avaju nekoj vrednosti, onda
�e odnosi i tih povrxina biti jednaki toj vrednosti. Ovde vidimo
neka jednostavna svojstva integrala (ali monotone funkcije). Lema
V nam tako�e ne predstavǉa problem, ona ka�e da su odgovaraju�e
strane sliqnih figura, bilo krivolinijskih bilo pravolinijskih,
proporcionalne jedna drugoj i da se povrxine sliqnih figura odnose
kao kvadrati odgovaraju�ih stranica.

No, kasnije leme su slo�enije i vixe bi vremena odnelo da pokuxa-
mo da ih protumaqimo. Recimo samo da postoje jaki argumenti da se
u ǌima prepozna definicija izvoda funkcije, da se odre�uje izvod
sinusa (zapravo da se pokazuje da t g x

x i cos x te�e istoj vrednosti kada
se x pribli�ava 0, a poxto se zna da se cos x pribli�ava 1, onda imamo
i poznati rezultat da sin x

x te�i ka 1, a to naravno odgovara rezultatu
da je izvod sinusa jednak kosinusu). Tako�e se me�u tim lemama krije
i razmatraǌe drugog izvoda, a i ǋutn-Lajbnicova formula.

ǋutn jeste bio svestan problema u vezi ǌegovih krajǌih odnosa.
Poxto on tu, de facto, razmatra limese oblika 0

0 ; on pokuxava da ob-
jasni da to mo�e da postoji mada se, jasno, ne mogu direktno zameniti
vrednosti. Biskup �or
 Berkli je bio veliki, ali i dobronameran
kritiqar tih i sliqnih, neprecizno definisanih pojmova i te kri-
tike su svakako ozbiǉno shvatane i u daǉem su qiǌeni pokuxaji da se
stvari poprave. Naravno, posle dosta vremena smo doxli i do dobro
zasnovanog pojma limesa, ali ǋutn jeste te stvari anticipirao.

Lajbnic

Gotfrid Vilhelm Lajbnic (1646–1716) ro�en je u Lajpcigu u pro-
testantskoj porodici me�u qijim je daǉim precima sigurno bilo i
Slovena. Da li je bax bio lu�iqki Srbin ili ne, ne�emo ovde
raspravǉati. ,

ǋegov otac, Fridrih Lajbnic (1597–1652), bio je profesor filo-
zofije morala na univerzitetu u Lajpcigu i imao je bogatu biblio-
teku gde je mladi Lajbnic rano mogao da poqne sa svojim obrazova-
ǌem. Studirao je filozofiju i pravo na univerzitetima u Lajpcigu,
Jeni i Altdorfu. Xto se matematiqkih znaǌa tiqe, tu je imao samo
elementarno obrazovaǌe. No, rano je zamislio projekat konstruk-
cije matematiqkog jezika pomo�u koga bi se deduktivno zakǉuqivaǌe
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Slika 9: Lajbnic

moglo izvoditi. Te ǌegove ideje su anticipirale kasniji razvoj al-
gebre logike u XIX veku. Taj program on nikada nije ni napustio,
te i na ǌegova kasnija matematiqka istra�ivaǌa treba gledati u tom
svetlu. Poxto je 1666. doktorirao na univerzitetu u Altdorfu, uxao
je u slu�bu nadbiskupa u Majncu. Polo�aj nadbiskupa u Majncu je
bio izuzetno va�an u Svetom rimskom carstvu. Naime, nadbiskup u
Majncu je bio jedan od sedam ǉudi koji su birali cara.

Lajbnic je godine 1672–1676. proveo u diplomatskoj misiji u Fran-
cuskoj. Naime, nemaqke dr�ave su bile priliqno oslabǉene posle
tridesetogodixǌeg rata (1618–1648) i zapravo je Carstvo postojalo
samo na papiru. Bilo je mnogo dr�ava i teritorija koje su mogle
da odr�avaju svoju vojsku. Stoga je postojala opasnost od ujediǌene
Francuske i agresivne politika kraǉa Luja XIV (,,Kraǉ Sunce”). Laj-
bnicova ideja, koju je izlo�io u Consilium Aegyptiacum, je bila da se
pa�ǌa Francuske sa Nemaqke i Holandije skrene na turski Egipat,
da je to ono xto bi trebalo da interesuje jednog hrix�anskog kraǉa.
No, kada je stigao u Pariz, nije mu bio dozvoǉen prijem kod kraǉa,
a jedan od kraǉevih ministara mu je rekao da krstaxki ratovi nisu
vixe interesantni. Zapravo je ve� tada Luj XIV rexio da izvrxi
invaziju na Holandiju, na naciju ,,prodavaqica riba i trgovaca” po
ǌegovim reqima.

No, Lajbnicov dolazak u Pariz mu je omogu�io da upozna mnoge
znaqajne nauqnike, a posebno holandskog nauqnika Hajgensa, koji je
�iveo u Parizu od 1666. do 1681.

27



Slika 10: Kristijan Hajgens (1629–1695)

Hajgens je bax u to vreme pripremao svoje znaqajno delo Holorogium
Oscillatorium, koje je bilo posve�eno raznim fiziqkim i matematiqkim
aspektima kretaǌa klatna. On je video da Lajbnic ima talenta, ali
da je slabo matematiqki obrazovan, te ga je uputio u to xta da uqi.
Godine 1673. nova diplomatska misija odvela je Lajbnica u Englesku.
Radilo se o sugestiji nadbiskupa Majnca da engleski kraǉ posre-
duje u sukobu Francuske i Holandije. U svakom sluqaju, Lajbnic
je upoznao Nemca Oldenburga (koga smo ve� spomenuli) i uz ǌegovu
pomo� mnoge znaqajne nauqnike Engleske. Zapravo, on je u Kraǉevskom
druxtvu dobio priliku da prika�e rad svoje maxine za raqunaǌe,
koja je bila unapre�eǌe u odnosu na Paskalovu po tome xto je mogla
da vrxi i mno�eǌe i deǉeǌe. Malo zbog te maxine, a vixe zbog veza
koje je Oldenburg imao, Lajbnic je uspeo da postane qlan Kraǉevskog
druxtva. Od 1676. godine Lajbnic je u slu�bi Ku�e Hanover, samim
tim, na samom kraju, i u slu�bi engleskog kraǉa �or
a I.

U periodu 1672–1673. Lajbnic se bavio redovima. Posebno mu je
bilo zanimǉivo da razmatra numeriqke nizove razlika, tj. nizove (bn)
za koje je

b1 = a1�a2, b2 = a2�a3, b3 = a3�a4, . . .

za neki niz (an). Naravno, tada je lako mogao da na�e sumu b1+b2+� � �+
bn = a1�an+1. Ova jednostavna ideja mu je kasnije pomogla i u razvoju
diferencijalnog raquna, po ǌegovim sopstvenim reqima. Prvi primer
na kome je primenio ovaj postupak je, dobro nam poznati red

°8
n=1

2
n(n+1) .

Naime, 2
n(n+1) = 2

n � 2
n+1 , te se lako dobija da je suma reda jednaka 2.

Dakle ove, kako ih sada zovemo ,,teleskopske sume” su mu bile posebno
znaqajne. S tim u vezi, formirao je ‘harmonijski trougao’ (Paskalov
trougao se zove i ‘aritmetiqki trougao’):

1
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2

1

2

1

3

1

6

1

3

1

4

1

12

1

12
1
4

1

5

1

20

1

30
1

20
1
5

1

6
1

30

1

60

1

60

1

30

1

6

1

7
1

42
1

105

1

140

1

105

1

42

1

7

Ovaj se trougao formira pomo�u razlika. Naime n+1-va ’dijagonala’
ima qlanove koji su razlike odgovaraju�ih qlanova n-te ’dijagonale’.
Na primer: 1

20 = 1
4 � 1

5 i 1
42 = 1

30 � 1
105 . Stoga je suma brojeva u n-toj

dijagonali zapravo teleskopska suma pomo�u dobijena od brojeva u
prethodnoj, te je ta suma jednaka broju na poqetku prethodne dijago-
nale. Na primer,

1

4
+ 1

20
+ 1

60
+ 1

140
+ � � �= 1

3
,

1

5
+ 1

30
+ 1

105
+ � � �= 1

4
, itd.

Godine 1673. Lajbnic se sreo sa idejom takozvanog karakteristiqnog
trougla qitaju�i Paskalova Lettres de ‘A. Detonville iz 1659. godine. U
ovim pismima je Paskal

Slika 11: Blez Paskal (1623–1662)

prikazao razne rezultate o kvadraturama. Amos Detonville je zapravo
anagram od Louis de Montalte (uz izjednaqavaǌe v i u), pseudonim koji je
Paskal koristio u svojim ,,Pismima iz provincije”. Paskal je u tom
konkretnom problemu razmatrao infinitezimalni trougao pridru�en
taqki na krugu, ali je Lajbnic tu ideju generalizovao.
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U proizvoǉnoj taqki P na krivoj y = f (x) postavǉena je tangenta i
formiran je taj ’karakteristiqni (krivolinijski) trougao’ koji qine
beskonaqno mali pomeraj du� x-ose, tj. d x, beskonaqno mali pomeraj
du� y-ose, tj. d y i beskonaqno mali pomeraj du� same krive d s. Sa
t je oznaqen deo tangente od te taqke do preseka sa x-osom, a sa n
deo normale od te taqke tako�e do preseka sa x-osom. Sa s, odnosno
σ je oznaqena projekcija tangente t na x-osu (podtangenta), odnosno
normale n na x-osu (podnormala).

Poxto se radi o infinitezimalnom trouglu, mo�e se smatrati da
se kriva u tom beskonaqno malom delu poklapa sa tangentom te mo�emo
smatrati da se trougao sa stranicama d x,d y,d s poklapa sa trouglom
PQR, koji je sliqan i trouglu UV P i trouglu PV W . Stoga je

d y

d x
= σ

y
i

d s

d x
= n

y
.

Lajbnic je, da bi imao konkretan problem, pretpostavio da je pod-
normala (σ) obrnuto proporcionalna ordinati, tj. pretpostavio je da
je σ= a2/y. Tada iz prve relacije dobija

»
y2d y =

»
a2d x,

qime dobija da kriva ima jednaqinu y3/3 = a2x te konstatuje da je kriva
sa navedenom osobinom kubna parabola.

Iz druge relacije dobija
»

yd s =
»

n d x,

xto daje formulu za povrxinu tela koje se dobija obrtaǌem krive oko
x-ose.

Tokom 1675. Lajbnic je napravio suxtinske korake koji su ga doveli
do formulacije metoda koji se, u nexto promeǌenoj formi i sada
koristi. U tu svrhu su mu posebno bili znaqajni karakteristiqni
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trougao i posmatraǌe povrxine ispod krive kao sume beskonaqno mnogo
traka.

Lajbnic je zamislio deǉeǌe x-ose ispod zadate krive na beskonaqno
mnogo beskonaqno malih intervala qiji su krajevi x1, x2, x3, . . .. Dife-
rencijal je definisao kao d x = xn+1� xn. Na samoj krivoj imamo odgo-
varaju�e taqke s1, s2, s3, . . ., kao i ordinate y1, y2, y3, . . . na y-osi, kao i
diferencijale d s = sn+1� sn, d y = yn+1� yn. Karakteristiqni trougao
je izdvojen na slici i ima strane d x,d y,d s, a videli smo ve� da
mo�emo smatrati da je sliqan trouglu koji formiraju s, y, t (oznake
sa prethodne slike). Stoga je t g γ = d y

d x , gde je sa γ oznaqen ugao koji
tangenta u datoj taqki zaklapa sa x-osom. Povrxina ispod krive je
unija traka yd x. Lajbnic je u poqetku koristio Kavalijerijev sim-
bol omn. ali je kasnije, verovatno na sugestiju Johana Bernulija (od
koga potiqe i naziv integralni raqun), prexao na oznaku

³
kao iz-

du�enu varijantu slova s, a naravno od reqi suma. Prvo Lajbnicovo
publikovano pojavǉivaǌe oznake diferencijala je bilo 1684, a inte-
grala 1686. godine.

Simboli d i
³
mogu se primeǌivati vixe puta te se tako mo�e pos-

matrati i, na primer, dd x, koje je beskonaqno malo u odnosu na d x. Za
d ponovǉeno n puta koristio se simbol d n, pa je n-ti diferencijal
od x bio d n x. Izraz d y

d x kod Lajbnica ne treba smatrati izvodom
funkcije, nego prosto odnosom diferencijalnih veliqina d y i d x.
To olakxava algebarske manipulacije diferencijalima. Na primer
,,lanqasto pravilo”, tj. izvod slo�ene funkcije se mo�e videti kao
prosta manipulacija razlomcima:

d y

d x
= d y

du

du

d x
.
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Ako se y posmatra kao zavisna promenǉiva od x u kojoj se uzima da
su xn ekvidistantne, tada je d x konstantno, pa je d 2x = dd x = 0 i svi
ostali diferencijali od x vixeg reda nestaju. Za raqunaǌe d(x y)
koristio je formulu

d(x y) = (x +d x)(y +d y)�x y = xd y + yd x +d xd y,

a potom je, bez daǉeg obrazlo�eǌa, izostavio d xd y kao beskonaqno
malu vixeg reda. Naravno, iteracijom ovog postupka, ako je y = x
mo�e se dobiti i d(xn) = nxn�1d x. Za racionalne izlo�ioce, tj. za
sluqaj y = xa/b, posmatrao je izvedenu jednakost yb = xa, primenio
prethodno pravilo, te dobio byb�1d y = axa�1d x, te je odatle izveo
da je d(xa/b) = a

b x
a�b

b d x. Lajbnic je svoja pravila za diferencijalni
raqun objavio u radu u qasopisu Acta Eroditorum, qiji je on bio i jedan
od urednika, 1684. godine, sa dugaqkim naslovom u kome se de facto
opisuje xta se sve mo�e uraditi ǌegovim korix�eǌem: Nova methodus
pro maximis i minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quan-
titates moratur et singulare pro illis calculi genus. Lajbnic se veoma trudio
da reklamira svoje ideje, komunicirao je sa mnogim matematiqarima
van Britanije i to je, uz jednostavniji i boǉi zapis od ǋutnovog,
svakako doprinelo velikom xireǌu ǌegovog pristupa van Britanije.

Devedesetih godina XVII veka, kao i u prvim dekadama XVIII jedna od
glavnih oblasti istra�ivaǌa u Lajbnicovom kalkulusu sastojala se
u razvoju pravila za diferenciraǌe i integraciju transcendentnih
funkcija – trigonometrijskih, logaritma i eksponencijalne funkcije.
Johan Bernuli je tu bio posebno aktivan. Doxao je do pravila za,
kako ga je nazivao, ’eksponencijalni kalkulus’:

d(lnu) = du

u
, d(uv ) = vuv�1du +uv lnud v.

Lajbnic je
³

yd x video kao ’sumu’ beskonaqnog niza traka (pravo-
ugaonika) yd x. Iz rada sa redovima znao je da se suma reda mo�e
dobiti pomo�u nizova razlika. Da bi redukovao

³
yd x na sumu raz-

lika, treba da na�e z tako da je d z = yd x (setite se nizova (bn) i (an):
treba sumirati bn a zna se da je bn = an�an+1). Tako da zakǉuquje da
je »

yd x =
»

d z = z.

Kada je otkrio tako inverznu prirodu diferenciraǌa i integracije,
odmah je mogao da na�e i pravilo za parcijalnu integraciju. Naime,
iz d(x y) = xd y + yd x sledi

x y =
»

d(x y) =
»

xd y +
»

yd x.
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Ojler

Slika 12: Leonard Ojler

Leonard Ojler (1707–1783) je bio uqenik Johana Bernulija i si-
gurno je najpoznatiji xvajcarski matematiqar, a mo�da i najplod-
niji matematiqar u istoriji matematike. Kako je on najve�i deo
svog radnog veka proveo u Rusiji, mo�emo ga smatrati i ruskim mate-
matiqarom. Matematiku je uqio od Johana Bernulija i dru�io se sa
ǌegovim sinovima Nikolom i Danijelom. Uz podrxku Bernulijevih,
dobio je poziciju u Petrogradu 1727. godine. Ojler je bio svestrano
obrazovan i zapravo je dobio mesto na medicini i fiziologiji, kas-
nije na prirodnoj filozofiji. No, Nikola Bernuli je umro 1726, a
Danijel se 1733. iz Petrograda preselio u Bazel i Ojler tako ostaje,
u svojoj 26-oj godini najznaqajniji matematiqar u Petrogradu.

Zapoqnimo najpre Ojlerovim doprinosom matematiqkoj notaciji.
On je uveo i promovisao korix�eǌe slova e za bazu prirodnog loga-
ritma. Simbol π jeste korix�en i ranije, ali ga je Ojler znaqajno
promovisao. Pred kraj �ivota je uveo i simbol i za koren iz �1.
Zanimǉivo je da ga je ranije koristio za oznaku beskonaqnosti, pa
je tako pisao i ex = (

1+ x
i

)i , gde je i beskonaqni broj. U elementarnoj
geometriji je tako�e imao znaqajan doprinos u notaciji. Stranice
trougla je oznaqavao sa a,b,c, a odgovaraju�e uglove sa A,B ,C , dok je
sa R,r, s oznaqavao polupreqnike opisanog i upisanog kruga i poluobim
trougla. Od drugih oznaka treba navesti da je Σ koristio za sumu, a
da je sa f (x) je oznaqavao funkciju.

U svom delu ,,Introductio in Analysin Infinitorum” iz 1748, koje daje os-
nove matematiqke analize, uveo je funkciju od promenǉive veliqine
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kao ‘bilo koji analitiqki izraz saqiǌen od te promenǉive veliqine i
brojeva ili konstantnih veliqina’. Jasno je da takva definicija nije
precizna, no poslu�ila je Ojlerovoj svrsi – forsirao je analitiqki
pristup, pa i u radu sa trigonometrijskim funkcijama; sinus je zadat
preko reda sin z = z� z3

6 + z5

120 �+ � � �. Na primer, jox je u pismu Johanu

Bernuliju iz 1740. naveo formulu ex
?�1 +e�x

?�1 = 2cos x.

Poka�imo sada kako je Ojler naxao sumu reda
8̧

k=1

1

k2 . Po�imo od

slede�e qiǌenice: ako su x1, x2, . . . , xn nule polinoma p(x) = 1+a1x+a2x2+
� � �+an xn, onda je

1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Nije se texko uveriti da je ovo taqno. Naime, ako je

1+a1x +a2x2 + � � �+an xn = 0,

deǉeǌem sa xn dobijamo

1

xn +a1
1

xn�1
+a2

1

xn�2
+ � � �+an = 0.

Ako je y = 1
x , onda iz yn+a1 yn�1+a2 yn�2+� � �+an = 0 i Vijetovih formula

dobijamo y1 + y2 + � � �+ yn =�a1, tj.

1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Ojler sada ovo ekstrapolira na funkciju sinus. Naime, na osnovu
razvoja u red:

sin z = 0 i z > 0 akko 0 = 1� z2

3!
+ z4

5!
���� .

Smenom w = z2 dobija se

0 = 1� w

3!
+ w2

5!
� w3

7!
+ � � �

Po analogiji sa konaqnim sluqajem, ako su nule ovog reda w1, w2, . . .
(xto su zapravo kvadrati nula sinusa), onda je

1

w1
+ 1

w2
+ 1

w3
+ � � �=�(� 1

3!
) = 1

6
.

No, znamo da su pozitivne nule sinusa π,2π,3π, . . ., pa su ove nule za-
pravo π2, (2π)2, (3π)2, . . .. Stoga dobijamo

1

π2 + 1

22π2 + 1

32π2 + � � �= 1

6
,
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odnosno 1
12 + 1

22 + 1
32 +� � �= π2

6 . Ojler je naxao sume
8̧

k=1

1

k2l
za sve l P {1,2, . . . ,13}.

Na primer, dobio je

8̧

k=1

1

k26 = 224 �76977927 �π26

27!
.

Navedimo i Ojlerov dokaz beskonaqnosti skupa prostih brojeva
korix�eǌem divergencije harmonijskog reda.

Pretpostavimo da postoji samo konaqno mnogo prostih brojeva i
neka su to p1, p2, . . . , pk . Neka je n neki prirodan broj. Tada je

n = pα1
1 pα2

2 � � �pαk
k ,

za neke αi ¥ 0. Uzmimo α= max{α1, . . . ,αk }. Posmatramo proizvod

P =
(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
1

)(
1+ 1

p2
+ � � �+ 1

pα
2

)
� � �

(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
k

)
.

Jasno je da se u razvoju ovog proizvoda u zbir pojavǉuju svi brojevi
od 1 do 1

n , te je P > 1+ 1
2 + � � �+ 1

n . No,

P <
(

1+ 1

p1
+ 1

p2
1

+ � � �
)(

1+ 1

p2
+ 1

p2
2

+ � � �
)
� � �

(
1+ 1

pk
+ 1

p2
k

+ � � �
)

= 1

1� 1
p1

� 1

1� 1
p2

� � � 1

1� 1
pk

= p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
.

Dakle, dobili smo da je

1+ 1

2
+ � � �+ 1

n
< p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
,

no, kako izraz na desnoj strani ne zavisi od n dobijamo da je suma
1+ 1

2 + � � �+ 1
n ograniqena, a znamo da to nije taqno. Stoga mora postojati

beskonaqno mnogo prostih brojeva. Ojler je mnogo eksperimentisao
sa beskonaqnim redovima, ali o tome ne�emo sada pisati.

U pismu Goldbahu iz 1746. Ojler je naveo slede�i zanimǉiv rezul-
tat: i i = e�π/2. Naime, iz Ojlerove formule e iθ = cosθ+ i sinθ za θ =π/2
dobija se da je e iπ/2 = i . Stoga je

i i = (e iπ/2)i = e i 2π/2 = e�π/2.

Zapravo, Ojler je 1749. pokazao da se svaki kompleksan stepen kom-
pleksnog broja, tj. (a + bi )c+di mo�e izraziti u obliku p + qi . Ovaj
aspekt Ojlerovog rada je zanemaren i priqa o realnim vrednostima i i

se ozbiǉnije razmatrala tek u XIX veku.
Nemogu�e je i pribli�no navesti sve Ojlerove ideje i rezultate

iz teorije obiqnih i parcijalnih diferencijalnih jednaqina, raquna
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konaqnih razlika, eliptiqkih integrala, specijalnih funkcija i dru-
gih oblasti. U vezi notacije navedimo jox ǌegovu oznaku[

p

q

]
= p(p�1) � � � (p�q +1)

1 �2 � � �q ,

koja je, evidentno preteqa moderne oznake
(p

q

)
.

Za kraj navedimo i Ojlerov dokaz male Fermaove teoreme, koja ka�e
da je, ako je p prost broj, koji ne deli ceo broj a, onda p deli ap�1�1.

On je zapravo dokazao da p | (ap�a) za sve a , indukcijom po a. Na-
ravno da je tvr�eǌe taqno za a = 1. I, ako pretpostavimo da je taqno
za a, lako se poka�e za (a + 1)p � (a + 1) (naravno koristimo moderne
oznake u dokazu radi kra�eg zapisa):

(a +1)p � (a +1) = ap +
p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak +1�a�1 = ap �a +

p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak .

Kako p | (p
k

)
za sve 1¤ k ¤ p�1, rezultat sledi iz induktivne hipoteze.

Godine 1736. Ojler je objavio rad za koji se smatra da je prvi rad
iz oblasti teorije grafova. U tom radu je on dao rexeǌe Problema
o kenigzberxkim mostovima. Naime, u gradu Kenigzbergu koji je bio
znaqajan univerzitetski grad u Istoqnoj Pruskoj, a u kome je dugi niz
godina �iveo i Imanuel Kant, na reci Pregal bilo je sedam mostova
koji su spajali dva ostrva sa kopnom, a i izme�u sebe.

Slika 13: Kenigzberg u sredǌem veku

Problem se sastojao u tome da se ustanovi da li se mo�e pre�i
preko svakog mosta ali taqno jednom. Ojler je problem pojednos-
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tavio tako xto je i ostrva i obe obale zamenio taqkicama, a mostove
lukovima koji ih povezuju. Tako je dobio graf sa slike.

Slika 14: Kenigzberxki mostovi i pridru�en graf

Ako �elite da pro�ete ivicom svakog grafa taqno jednom, onda u svako
teme ulazite i izlazite paran broj puta sem u sluqaju poqetnog i
zavrxnog temena. Vidimo da u svakom temenu ima po tri luka (stepen
svakog temena je 3). Stoga je nemogu�e pro�i svim mostovima taqno
jednom, bilo da je zahtev da se vratite u poqetnu taqku ili ne. Put
u grafu koji prolazi svakom ivicom taqno jednom, naziva se Ojlerov
put. A Kenigsberg se danas zove Kaliǌingrad i nalazi se u Rusiji.

Ka modernoj algebri

Kao xto smo videli, problem nala�eǌa rexeǌa algebarskih jed-
naqina tre�eg i qetvrtog stepena, koja se izra�avaju kao racionalne
funkcije korena izraza dobijenih od koeficijenata jednaqine, rexen
je u renesansnoj Italiji. No, pitaǌe za jednaqine vixeg stepena os-
talo je nerazrexeno. U ovom delu �emo se pozabaviti tim pitaǌem,
tj. kako je razmatraǌe ovog problema dovelo do rezultata Evariste
Galoa sa kojim se mo�e re�i da poqiǌe razvoj moderne algebre, dakle
oblasti koja prouqava algebarske strukture poput grupa, prstena,
poǉa.

Varing

Edvard Varing (1736–1798) bio je engleski matematiqar koji je
u dva svoja znaqajna dela Miscellanea analytica (Kembri
 1762) i Medita-
tiones algebricae (Oksford 1770) (pri qemu je zapravo drugo delo, uprkos
novom nazivu, bilo drugo, proxireno izdaǌe prvog) dao prve rezul-
tate na tom putu. Naime, ako se posmatra opxta jednaqina stepena
n:

xn�a1xn�1 +a2xn�2����+ � � �= 0,
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Slika 15: Edvard Varing

i ǌeni koreni x1, . . . , xn, onda nam je poznato da su koeficijenti ai

zapravo elementarne simetriqne funkcije ovih korena:

a1 = x1 + � � �+xn ,

a2 = x1x2 +x1x3 + � � �+xn�1xn , itd.

Varing je u svom prvom delu pokazao da se svaka racionalna simet-
riqna funkcija korena ove jednaqine mo�e izraziti kao racionalna
funkcija koeficijenata tako xto je to najpre pokazao za sumu stepena

sm = xm
1 + � � �+xm

n ,

a potom za sve ostale simetriqne funkcije. U drugom delu je razma-
trao rexeǌa ciklotomiqne jednaqine (jednaqine ,,deobe kruga” poxto
se nala�eǌe pravilnog n-tougla upisanog u dati krug svodi na rexa-
vaǌe ove jednaqine):

xn�1 = 0.

Razmatrao je i problem da se na�u jednaqine koje se mogu rexiti
sumama oblika

x = m
?
α1 + m

?
α2 + � � �+ m

?
αn .

Vandermond

Aleksandar-Teofil Vandermond (1735–1796) bio je francuski mate-
matiqar, koji je 1770. godine predstavio pariskoj Akademiji nauka
rad pod naslovom ,,O rexavaǌu jednaqina”. On poqiǌe od dobro

38



Slika 16: Vandermond

poznatih rexeǌa kvadratne i kubne jednaqine sa �eǉom da na�e op-
xti princip za rexavaǌe algebarskih jednaqina. Najpre rexeǌa
kvadratne jednaqine x1, x2 napixe u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1�x2)2

]
.

Ovaj se izraz mo�e napisati i u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1 +x2)2�4x1x2

]
i vidimo da se ovde pojavǉuju simetriqne funkcije korena.

Vandermond se potom pita da li se opxta jednaqina stepena n mo�e
rexiti pomo�u analognog izraza

1
n

[
(x1 + � � �+xn)+ n

?
(ρ1x1 + � � �ρn xn)n + n

b
(ρ2

1x1 + � � �ρ2
n xn)n + � � �+ n

b
(ρn�1

1 x1 + � � �ρn�1
n xn)n

]
,

gde su ρ1, . . . ,ρn n-ti koreni iz jedinice. Danas izraze oblika

ρ1x1 + � � �+ρn xn

nazivamo Lagran�ovim rexavaqima, poxto ih je Lagran� uveo u radu
prilo�enom berlinskoj Akademiji 1771. Naime, Vandermondov rad
jeste predat ranije, ali je objavǉen tek 1774.

Vandermondov metod u sluqaju kubne jednaqine fino ’radi’. Naime,
ako je ζ3 = 1, a ζ� 1, te su i ζ i ζ2 primitivni koreni iz jedinice, a
x1, x2, x3 rexeǌa kubne jednaqine, onda imamo jednakost(

x1 +ζx2 +ζ2x3
)3 = S +3ζX +3ζ2Y , (6)
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gde je

S = x3
1 +x3

2 +x3
3 +6x1x2x3

X = x2
1 x2 +x2

2 x3 +x2
3 x1

Y = x1x2
2 +x2x2

3 +x3x2
1 .

Vidimo da S jeste simetriqna funkcija korena, dok X i Y nisu, no
X +Y i X Y jesu simetriqne funkcije, pa time izrazive preko koefi-
cijenata, a i koreni su kvadratne jednaqine. Stoga se mo�e dobiti
koliki je izraz na desnoj strani jednaqine (6) te se mogu dobiti i
koreni jednaqine. Za jednaqinu stepena 4, Vandermond je nexto mo-
difikovao svoj metod, dok za jednaqine vixeg stepena taj metod jeste
uspexan samo u specijalnim sluqajevima. Na primer, on je rexio
jednaqinu

x11�1 = 0.

Najpre ju je redukovao na jednaqinu stepena 5 qiji su koreni

ρ+ρ�1, ρ2 +ρ�2, ρ3 +ρ�3, ρ4 +ρ�4, ρ5 +ρ�5,

gde je ρ primitivni jedanaesti koren iz jedinice. Zatim je, za rexa-
vaǌe te jednaqine petog stepena koristio ranije navedene rexavaqe u
obliku

x1 +αx2 +α2x3 +α3x4 +α4x5,

gde je α primitivni peti koren iz jedinice. No, ovde se mora pa�ǉivo
izabrati redosled korena xi da bi se L5 mogao fino odrediti i za
ovaj sluqaj se to mo�e razrexiti probaǌem, ali za opxti sluqaj je
potreban dokaz da se to mo�e uvek uraditi. To je izveo tek Gaus.
Vandermond je tvrdio da se rexeǌa opxte jednaqine xn�1 = 0, ǌegovim
metodom uvek mogu lako na�i, te se qini da nije bio svestan problema
izbora redosleda korena.

Lagran�

�ozef Luj Lagran� (1736-1813) ro�en je u Torinu i krxten je
kao �uzepe Lodoviko Lagran�a. Danas je poznat kao francuski mate-
matiqar, mada ga Italijali ’vode’ kao italijanskog matematiqara. U
svakom sluqaju, ǌegova porodica je imala veza sa Francuskom. On sam
je dugo vremena radio u Berlinu i u Parizu, mada je zapoqeo karijeru
u Italiji. Bio je svestran matematiqar, ovde navodimo samo ǌegove
rezultate o rexavaǌu algebarskih jednaqina.

Veoma zanimǉiv (i obiman) rad od preko 200 stranica, Lagran� je
prilo�io berlinskoj Akademiji. Naslov tog rada je bio ,,Razmixǉaǌe
o algebarskom rexavaǌu jednaqina”.
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Slika 17: �ozef Luj Lagran�

Tu najpre razmatra kubnu jednaqinu u obliku

x3 +nx +p = 0.

Naravno, rexeǌe nam je poznato iz Kardanove kǌige gde se ono tra�i
u obliku x = u+v, gde su u3 i v3 koreni kvadratne jednaqine. Lagran�
pokazuje da se u i v mogu izraziti kao funkcije korena a,b,c poqetne
kubne jednaqine:

u = 1

3
(a +αb +α2c), v = 1

3
(a +α2b +αc),

gde je naravno α primitivni tre�i koren iz jedinice.

Lagran� ka�e da se ovakav rezultat mo�e dobiti i direktnim
metodom. Naime, on polazi od proizvoǉne linearne funkcije po a,b,c:

y = Aa +Bb +C c.

Permutovaǌem korena a,b,c dobija se 6 izraza koji su stoga koreni
jednaqine xestog stepena. Ako �elimo da to bude jednaqina u kojoj �e
se pojavǉivati samo stepeni od y3 (mo�da mo�emo da je zovemo bikubna
jednaqina), onda se mo�e pokazati da su A,B ,C proporcionalni sa
1,α,α2, ili sa 1,α2,α. Tako da se dobijaju ipak ranije navedeni izrazi.
Dakle, zanimǉivo je da on razmatra ponaxaǌe izraza pri permutaciji
korena.
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Potom razmatra jednaqinu qetvrtog stepena u obliku

x4 +nx2 +px +q = 0.

Ferari je pokazao da se rexeǌa dobijaju pomo�u rexeǌa kubne jedna-
qine (,,razrexavaju�a kubika”):

y3� 1

2
ny2�q y + 1

8
(4nq�p2) = 0.

Lagran� pokazuje da se koreni u, v, w ove jednaqine dobijaju kao si-
metriqne funkcije korena a,b,c,d poqetne jednaqine qetvrtog stepena:

u = 1

2
(ab + cd), v = 1

2
(ac +bd), w = 1

2
(ad +bc).

U odeǉku pod brojem 100, Lagran� razmatra racionalne funkcije
f (x1, x2, . . . , x(n)) korena opxte jednaqine stepena n. Ti koreni se razma-
traju kao neodre�ene. Za dve funkcije t i y ovih korena ka�e da su
sliqne ako svaka permutacija ovih korena koja ostavǉa t invarijant-
nim, ostavǉa i y invarijantnim i obratno. Lagran� dokazuje slede�u
teoremu.

Ako sve permutacije koje ostavǉaju t invarijantnim ostavǉaju i y in-
varijantnim, onda se y mo�e izraziti kao racionalna funkcija od t i koefi-
cijenata date jednaqine.

On ovu teoremu primeǌuje na jednaqine stepena 2, 3 i 4, a ka�e
da je primena na jednaqine vixeg stepena jox uvek previxe kompliko-
vana. Tako�e je razmatrao i neke specijalne sluqajeve ve� navo�ene
ciklotomiqne jednaqine xn�1 = 0.

Malfati

�anfranqesko Malfati (1731–1807) bio je italijanski matematiqar
koji se bavio geometrijom, mehanikom i verovatno�om, ali nas zanima
ǌegov doprinos u rexavaǌu algebarskih jednaqina. On je 1770. pod-
neo Akademiji nauka u Sijeni interesantnu raspravu o jednaqinama
petog stepena i ona je objavǉena od strane te Akademije 1771.

On najpre razmatra kubnu jednaqinu

x3 +ax +b = 0 (7)

Slede�i Ojlerov metod za rexavaǌe ove jednaqine (o kome istina
nismo priqali, ali evo sada je prilika da se spomene), on posmatra
koren x koji zadovoǉava linearnu jednaqinu

x +m 3
a

f 2 +n 3
a

f = 0. (8)
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Slika 18: Malfati

Da bi eliminisao tre�e korene, koristi metod Gabrijela Man-
fredija (Manfredi, 1681–1761, bio je italijanski matematiqar koji
se najvixe bavio diferencijalnim jednaqinama). Naime, umesto 3

a
f

posmatra α 3
a

f i α2 3
a

f , gde je α primitivni tre�i koren iz jedinice,
zameni to u (8) i pomno�i ta tri izraza te dobije jednaqinu tre�eg
stepena

x3�3mn f x +m3 f 2 +n3 f = 0. (9)

Potom postavi f = 1 i dobije

x3�3mnx +m3 +n3 = 0. (10)

Ova je jednaqina ekvivalentna jednaqini (7) akko je

mn =�a, m3 +n3 = b. (11)

Odavde se naravno mogu na�i m3 i n3, a onda naravno i m i n (videli
smo ve� ovako nexto kod rexavaǌa jednaqina tre�eg stepena).

No, Malfati sada ovo �eli da primeni na jednaqinu petog stepena

x5 +5ax3 +5bx2 +5cx +d = 0. (12)

�eli naravno da dobije koren x iz

x +m 5
a

f 4 +p 5
a

f 3 +q 5
a

f 2 +n 5
a

f = 0. (13)
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Naravno, sada umesto 5
a

f posmatra αk 5
a

f za k = 1,4, gde je α peti
primitivni koren iz jedinice, formira odgovaraju�e izraze, mno�i
ih i tako dobija ’kanonsku’ jednaqinu petog stepena. Postavǉa f = 1
i izjednaqava koeficijente te kanonske jednaqine s poqetnom jednaqi-
nom (12) te dobija uslove za m, p, q,n. Postavǉa zatim mn = y, pq = u,
25uy �5a2 +5c/3 = z i posle dosta raqunaǌa dobija jednaqinu xestog
stepena po z. U opxtem sluqaju, ova jednaqina nema racionalan fak-
tor stepena 1, 2, ili 3, a ako bi imala onda bi jednaqina (12) bila
rexiva preko radikala.

Nezavisno od Malfatija i Lagran� je konstruisao ’rexavaq’ z koji
je funkcija korena i koji ima xest vrednosti pri permutaciji korena.
I jedan i drugi rexavaq su invarijantni u odnosu na podgrupu grupe
permutacija od pet korena x1, . . . , x5, koja je reda 20 za koju se k P {1, . . . ,5}
slika u k 1 = ak +b (mod 5) (pri qemu umesto 0 uzimamo 5), gde je a P
{1,2,3,4}, a b P {0,1,2,3,4}. Zanimǉivo je, ali ne i neoqekivano da ova
podgrupa ima znaqajnu ulogu i u Galoaovoj teoriji (naravno, ona je
rexiva).

Rufini

Slika 19: Rufini

Paolo Rufini (1765–1822) objavio je nekoliko radova u razdobǉu
od 1798. do 1813. (odgovaraju�i na kritike i popravǉaju�i dokaze) u
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kojima je tvrdio da je pokazao da jednaqine stepena ve�eg od qetiri
ne mogu biti rexene u radikalima.

On radi sliqno Lagran�u. Posmatra racionalne funkcije korena
opxte jednaqine stepena n. Ako je p broj permutacija koje fiksiraju
takvu funkciju, onda je p deliteǉ od n! i broj razliqitih vrednosti
koje funkcija mo�e uzeti pri permutovaǌu korena je n!/p (ako se se-
timo dejstva grupe, orbita i stabilizatora, bi�e nam jasnije zaxto je
ovo taqno). Rufini je ovo detaǉno izuqavao i pokazao je da u sluqaju
da je n = 5 taj broj 5!/p mo�e biti 2, 5 ili 6, ali ne mo�e biti ni
3 ni 4. To znaqi da Lagran�ov rexavaq ne mo�e zadovoǉavati jed-
naqinu stepena 3 ili 4. Ako 5!/p nije 2, on mora biti deǉiv sa 5, a
ako je 5!/p = 5, onda zaista postoji rexavaq koji zadovoǉava jednaqinu
stepena 5, ali se ne mo�e svesti na binomnu jednaqinu z5�m = 0.

Rufinijev dokaz generalno nije bio dobro prihva�en, ǌemu je ne-
dostajalo korix�eǌe i korena iz jedinice u rexavaǌu i to je kom-
pletirao Abel.

Koxi

Slika 20: Koxi

Ogisten Luj Koxi (1789–1857) je naravno bio svestrani francuski
matematiqar koji je dao veliki doprinos u vixe oblasti matematike,
posebno u matematiqkoj analizi, ali ovde �e nas zanimati da ukratko
navedemo ǌegove rezultate za temu koju obra�ujemo.
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Koxi je proxirio rezultate Rufinija na funkcije od n promen-
ǉivih. Naime, dokazao je da ako je p najve�i prost broj koji deli n,
onda broj razliqitih vrednosti koju nesimetriqna racionalna funkci-
ja od n promenǉivih mo�e imati ne mo�e biti maǌi od p sem ako je
jednak 2. On je uveo i razliku izme�u permutacija i supstitucija.
Naime, on je pod permutacijom podrazumevao re�aǌe n promenǉivih
(ili slova) u nekom poretku (dakle otprilike onako kako se o per-
mutacijama priqa u sredǌoj xkoli), dok su supstitucije funkcije
kojima se od jedne permutacije prelazi do druge. Galoa je tako�e
koristio tu terminologiju, a i trebalo je izvesno vreme da se pre�e
na naziv ,,permutacije” za Koxijeve ,,supstitucije”. Koxi je razma-
trao proizvode supstitucija. Ako su S i T supstitucije on je ǌihov
proizvod oznaqaao sa ST i ovde se prvo primeǌivalo S, a potom T
(dakle, ovde supstitucije ,,vuku” promenǉive, ne ,,guraju” ih kako se
popularno ka�e).

U periodu od 1844. do 1846. godine, Koxi je napisao niz radova
o supstitucijama. Za dve supstitucije ka�e da su ,,sliqne” ukoliko
imaju istu podelu na cikluse. Pokazuje da su P i Q sliqne ako pos-
toji R tako da je Q = R�1PR (vidimo da je koristio pojam sliqnosti,
na koji smo navikli izuqavaju�i matrice; pojam konjugacije je kas-
nije uveden). Tako�e je dokazao da je red grupe supstitucija deǉiv
redom svake supstitucije iz te grupe, kao i da je red ma koje grupe
supstitucija n promenǉivih delilac broja n!. Ovaj rezultat je ve�
dokazao Lagran�. I kod Koxija se u dokazu pojavǉuje particija
grupe na kosete podgrupe. Opxti rezultat, koji danas znamo kao La-
gran�ova teorema dao je kasnije �ordan, ali je pripisao taj rezultat
Lagran�u. Ista priqa va�i i za Koxijevu teoremu.

Abel

Nils Henrik Abel (1802–1829) bio je norvexki matematiqar koji
je osim rezultata vezanih za rexavaǌe algebarskih jednaqina imao
znaqajne rezultate u oblasti teorije eliptiqkih integrala i danas
mnogi matematiqki objekti nose ime po ǌemu.

On je 1824. o liqnom troxku objavio na francuskom delo o rexa-
vaǌu algebarskih jednaqina, a 1826. je u Krelovom �urnalu objavio
nexto proxirenu verziju. U tim radovima je dat jasan dokaz da se
jednaqine stepena ve�eg od 4 ne mogu rexiti u radikalima.

On koristi rezultate ostalih matematiqara koji su se bavili ovim
problemom, ali radi i nexto esencijalno novo xto kompletira ovaj
dokaz. Polazi od jednaqine

y5�ay4 +by3� c y2 +d y�e = 0, (14)
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Slika 21: Abel

sa ,,opxtim” koeficijentima – koeficijenti su nezavisne promenǉive.
Pretpostavǉaju�i da se y mo�e izraziti kao funkcija koeficijenata
preko radikala, Abel ka�e da se y mo�e napisati u obliku

y = p +p1R1/m +p2R2/m + � � �+pm�1R(m�1)/m (15)

gde je m prost broj. Veliqine R, p, p1, . . . , pm�1 su sve istog oblika kao i
y, tj. ukǉuquju nove radikale, itd. sve dok se ne do�e do racionalnih
funkcija koeficijenata poqetne jednaqine. On uvek me�u koeficijente
ukǉuquje i sve m-te korene iz jedinice, za sve proste m koji se po-
javǉuju kao eksponenti. R1/m je, da tako ka�emo, posledǌi radikal
koji smo uveli.

Naravno, on ka�e da se mo�e pretpostaviti da se R1/m ne mo�e
izraziti kao racionalna funkcija od a,b, . . . , p, p1, . . . poxto bi inaqe
dodavaǌe te veliqine bilo nepotrebno. Sliqno iskǉuquje mogu�nost
da p1, p2, . . . svi budu jednaki 0.

U prvom radu pretpostavǉa da p1 � 0 (u drugom pokazuje da to
ograniqeǌe nije suxtinsko). Zamenom R sa R/pm

1 mo�e da pretpostavi
da je p1 = 1. Oznaqimo R1/m sa z. Tada je

y = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1. (16)

Zamenom u (14) dobija se da je

q +q1z +q2z2 + � � �+qm�1zm�1 = 0, (17)

gde su q, q1, . . . , qm�1 polinomi po a,b, . . . , p, p2, . . . i R (setimo se da je
zm = R, te se tako uklaǌaju vixi stepeni od z). Abel sada tvrdi da je
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neophodno da svi ovi qi budu jednaki 0. Naime, ako se pretpostavi da
to nije tako i posmatra (17) i

zm�R = 0, (18)

vidimo da je z zajedniqki koren dve algebarske jednaqine. Tada �e z
biti koren i najve�eg zajedniqkog delioca odgovaraju�ih polinoma.
Ako taj delilac nije nerastavǉiv, onda je z koren i nekog ǌegovog
nerastavǉivog faktora za koji mo�emo da pretpostavimo da je stepena
bar 2 (jer bi z inaqe bio ve� racionalna funkcija od postoje�ih
veliqina). Dakle,

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0, (19)

pri qemu je odgovaraju�i polinom nerastavǉiv. To je jednaqina naj-
ni�eg stepena koju z zadovoǉava. No, ona ima k korena zajedniqkih
sa (18), a ova jednaqina ima korene oblika αz gde je α netrivijalan
m-ti koren iz jedinice. Dakle, imali bismo

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0 i t0 + t1αz + � � �+ tk�1α
k�1zk�1 +αk zk = 0.

(20)
Mno�eǌem prve od ovih sa αk i oduzimaǌem od druge, dobili bismo
jednaqinu ni�eg stepena koji z zadovoǉava, te to vodi do kontradik-
cije. Stoga svi koeficijenti q, q1, . . . , qm�1 moraju biti jednaki 0.

Koriste�i sada qiǌenicu da su rexeǌa jednaqine (18), sem z i αz,
α2z, . . .αm�1z, zamenom R1/m u (15) sa αi R1/m tako�e se dobijaju koreni
poqetne jednaqine (14). Ovi koreni su svi razliqiti, m ne mo�e biti
ve�e od 5. Ako su y1, . . . , ym tako dobijeni koreni, onda imamo

y1 = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1

y2 = p +αz +α2p2z2 + � � �+αm�1pm�1zm�1

...
...

...
. . .

...

ym = p +αm�1z +αm�2p2z2 + � � �+αpm�1zm�1.

Ako se ovo posmatra kao sistem linearnih jednaqina po nepoznatim
p, z, p2z2, . . . , pm�1zm�1, vidimo da imamo sistem od m jednaqina sa m
nepoznatih i to takav da ima jednoznaqno rexeǌe (uoqite koja je
matrica sistema). Stoga se ove ,,nepoznate” sve mogu izraziti kao
racionalne funkcije po y1, . . . , ym a time su i p, p2, . . . , pm�1, z = R1/m (pa
onda naravno i R = zm) racionalne funkcije korena.

Sama veliqina R je mo�da racionalna funkcija nekog ranije uve-
denog radikala v1/n. Ponavǉaǌem prethodnog postupka dobijamo da
su sve iracionalne veliqine koje se pojavǉuju u izrazu za korene
yi zapravo neki radikali racionalnih funkcija korena, ukǉuquju�i
svakako i odgovaraju�e korene iz jedinice. Rufini je poxao od te
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pretpostavke, ispuxtaju�i korene iz jedinice i Abel je to oprav-
dao. Posle ovoga on nastavǉa koriste�i prethodne rezultate drugih
matematiqara koje smo naveli i zakǉuquje da se opxta jednaqina ste-
pena 5 ne mo�e rexiti preko radikala.

Dva meseca pre smrti je objavio rad o jednoj klasi rexivih alge-
barskih jednaqina. U klasu koju je razmatrao spada i ciklotomiqna
jednaqina. On tu dokazuje slede�u opxtu teoremu.

Ako su koreni jednaqine takvi da se svi koreni mogu izraziti kao racio-
nalne funkcije jednog od ǌih, na primer x, i ako su ma koja dva korena θ(x) i
θ1(x) (gde su θ i θ1 racionalne funkcije), tako povezana da je θ(θ1(x)) = θ1(θ(x))
onda se jednaqina mo�e rexiti u radikalima.

Danas naravno grupe u kojima je mno�eǌe komutativno nazivamo
Abelove grupe. Ovde je dokazan specijalni sluqaj opxteg rezultata
koji je dao Galoa. Naime, znamo da je svaka Abelova grupa rexiva i
stoga se odgovaraju�a jednaqina mo�e rexiti preko radikala.

Gaus

Slika 22: Karl Fridrih Gaus

Karl Fridrih Gaus (1777–1855) svakako je bio jedan od najznaqa-
jnijih matematiqara u istoriji, a imao je nemale doprinose i u astro-
nomiji i fizici. Ovde �emo se posvetiti ǌegovim najva�nijim dopri-
nosima naxoj temi, a to je, najpre, kompletno rexeǌe ciklotomiqne
jednaqine xn � 1 = 0, a zatim i rezultatom da svaki realan polinom
mo�e da se faktorixe na linearne i kvadratne faktore, xto pak
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povlaqi ,,osnovnu teoremu algebre”: svaki polinom sa kompleksnim
koeficijentima mo�e da se faktorixe na linearne faktore.

Poqnimo od ,,jednaqine deobe kruga” xn � 1 = 0. Jox kao student
matematike, Gaus je doxao do izvanrednog otkri�a, koje je najavio,
pomalo neoqekivano, u literarnom qasopisu koji je izlazio u Jeni.
Evo ǌegove najave (kada ka�e da se mogu geometrijski konstruisati
misli na to da se mogu konstruisati iskǉuqivo koriste�i leǌir i
xestar) od aprila 1796. godine.

Poznato je svakom poqetniku u geometriji da su razni pravilni mnogou-
glovi poput trougla, qetvorougla, petougla, petnaestougla, kao i oni koji se
dobijaju neprekidnim udvostruqavaǌem strana prethodnih, mogu geometrijski
konstruisati.

To je ve� ura�eno u vreme Euklida i, qini se, generalno se ka�e da se
poǉe elementarne geometrije ne produ�ava daǉe: bar ja ne znam ni za jedan
uspexan pokuxaj da se ǌene granice produ�e u tom pravcu.

Stoga mi se qini da zaslu�uje pa�ǌu otkri�e da, sem navedenih pravilnih
mnogouglova vixe ǌih, na primer 17-ougao dopuxtaju geometrijsku konstruk-
ciju. Ovo otkri�e je samo specijalan dodatak xiroj teoriji, koja jox nije
kompletirana i koja �e biti predstavǉena javnosti qim bude zaokru�ena.

K. F. Gaus iz Braunxvajga,
Student matematike u Getingenu

Ovaj rezultat je predstavio u svom obimnom delu ,,Aritmetiqka
istra�ivaǌa” objavǉenom u leto 1801. godine. Zapravo je tome bila
posve�ena posledǌa, sedma glava ovog dela. Prethodne glave su bile
posve�ene teoriji brojeva.

On tu pokazuje da, ako je broj strana pravilnog mnogougla ob-
lika p1p2 � � �pl � 2k , gde su pi razliqiti prosti brojevi oblika 22n + 1
(Fermaovi prosti brojevi), onda se taj mnogougao mo�e konstruisati
pomo�u leǌira i xestara (priqa se da je on toliko bio ponosan tim
svojim rezultatom da je tra�io da mu crte� pravilnog sedamnaes-
tougla bude uklesan na nadgrobnu ploqu, ali da je kamenorezac to
odbio tvrde�i da se takva figura ne bi razlikovala od kruga. . . ).
U jednom odeǉku ovog dela Gaus navodi da on ima ispravan metod da
doka�e da su to jedini pravilni mnogouglovi za koje je mogu�e izvr-
xiti konstrukciju pomo�u leǌira i xestara i da, mada to prevazi-
lazi granice ovog dela, on to navodi zbog ose�aja odgovornosti za to
da drugi ne bi gubili vreme pokuxavaju�i da ovaj rezultat proxire.

Gaus najpre svodi problem na sluqaj kada je n prost broj, i u daǉem
stalno pretpostavǉa da je to tako. Najpre, na dosta komplikovan
naqin, dokazuje da je polinom xn�1+xn�2+� � �+x+1 (koji on oznaqava sa
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X ) nerastavǉiv nad racionalnim brojevima. Skup svih korena ovog
polinoma Gaus oznaqava sa Ω. On navodi potom da se ideja dokaza
sastoji u tome da ako je n�1 proizvod faktora αβγ � � �), koji se svi mogu
smatrati prostim brojevima, onda se jednaqina X = 0 mo�e rexiti
sukcesivnim rexavaǌem jednaqina stepena α,β,γ, . . .. Na primer, za
n = 17, n�1 = 2 �2 �2 �2, te za ovaj sluqaj treba rexiti qetiri kvadratne
jednaqine.

Za dokazivaǌe ovog rezultata, Gaus koristi takozvane ,,periode”.
Taqka 347 glasi: Svi koreni iz Ω razbijaju se na neke klase (periode).
Naime, neka je r neki od korena iz Ω. Smatramo da je n prost. Tada
su svi koreni zapravo r,r 2,r 3, . . . ,r n�1. Gaus je u tre�oj glavi svojih
,,Istra�ivaǌa” zapravo dokazao da ako je n prost broj, onda je grupa
(Znz{0}, �) cikliqna, te postoji ,,primitivni element” g koji je gener-
ator te grupe. Tada su 1, g , g 2, . . . , g n�2 po modulu n zapravo brojevi
1,2, . . . ,n�1, ali ne nu�no u istom poretku. Stoga su r,r g ,r g 2

, . . . ,r g n�2

tako�e svi koreni iz Ω pri qemu je svaki od ǌih g -ti stepen prethodnog
(primetimo da je i

(
r g n�2

)g = r g n�1 = r tako�e stepen ,,prethodnog” ako
ih gledamo pore�ane na krugu. Postavimo te korene iz Ω tako da dele
krug na n jednakih delova.

Slika 23: Periodi

Oni �e qiniti temena pravilnog n-tougla. Primetimo da na levoj
slici u vrhu umesto r 18 treba da stoji r 16. Neka je n�1 = e f . Razmot-
rimo kakva svojstva imaju sume od po f tih korena tako da f tih temena
koja im odgovaraju qine temena pravilnog f -tougla. Takve sume Gaus
naziva periodima du�ine f (zapravo skup korena koji se pojavǉuje
u ovoj sumi Gaus naziva periodom, ali ka�e da se i sama suma mo�e
tako nazvati). Ako se u toj sumi po�e od korena rλ ona je jednaka

rλ+ rλh + rλh2 + � � �+ rλh f�1
,
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gde je h = g e , a ovde je svaki qlan sume h-ti stepen prethodnog (gledano
cikliqki, tj. i prvi qlan je h-ti stepen posledǌeg). Ovu sumu Gaus
oznaqava sa ( f ,λ), pri qemu. Naravno, mo�e se po�i od bilo kog temena,
te je ( f ,λ) = ( f ,λhk ). Ako se stavi λ= 0, dobija se da je ( f ,0) = f . I tu
sumu Gaus naziva periodom, mada ona nema isti status kao prethodne.
Radi preglednosti pisaǌa, umesto rµ pixe [µ]. Tada je [λ] � [µ] = [λ+µ],
a tako�e va�i: ako je λ�µ (mod p), onda je [λ] = [µ]; naravno, tada je i
( f ,λ) = ( f ,µ).

Gaus potom dokazuje niz lema za ove periode, posebno kako se nalazi
formula za proizvode ( f ,λ) � ( f ,µ). Naime, ako je

( f ,λ) = [λ]+ [λ1]+ [λ2]+ � � � ,

onda je
( f ,λ) � ( f ,µ) = ( f ,λ+µ)+ ( f ,λ1+µ)+ ( f ,λ2+µ) � � � .

Na primer, neka je n = 19, tj. n�1 = 18 i f = 6. Tada je e = 3 i g = 23 = 8
(2 je generator za (Z19z{0}, �)). U tom sluqaju je

(6,1) = [1]+ [8]+ [64]+ [512]+ [4096]+ [32768],

odnosno posle redukcije po modulu 19 i prikaza u rastu�em poretku.

(6,1) = [1]+ [7]+ [8]+ [11]+ [12]+ [18].

Tada je

(6,1)2 = (6,1) � (6,1) = (6,2)+ (6,8)+ (6,9)+ (6,12)+ (6,13)+ (6,19).

No, imamo jednakosti:

(6,8) = (6,8 �8) = (6,64) = (6,7) = (6,56) = (6,18) = (6,144) = (6,11) = (6,88) = (6,12) = (6,96) = (6,1),

(6,9) = (6,72) = (6,15) = (6,120) = (6,6) = (6,48) = (6,10) = (6,80) = (6,4),

(6,13) = (6,104) = (6,9) = (6,4), (6,19) = (6,0) = 6.

Stoga je (6,1)2 = 2(6,1)+ (6,2)+2(6,4)+6.

Evo prikaza perioda u ovom sluqaju:
Bez daǉeg razmatraǌa, navedimo kako se ti periodi pojavǉuju pri

formiraǌu navedenih pomo�nih jednaqina.

Ako je n = 19, onda je n�1 = 18 = 3�3�2. Tada su periodi (6,1), (6,2), (6,4)
koreni jednaqine x3 + x2�6x�7 = 0. Periodi (2,1), (2,8), (2,7) su koreni
jednaqine x3�(6,1)x2+((6,1)+(6,4))x�2�(6,2) = 0, a r,r 18 su koreni jedna-
qine x2� (2,1)x +1. Kad imamo r imamo i sve ostale.

Za sluqaj n = 17, imamo n�1 = 2 �2 �2 �2. Evo prikaza perioda za ovaj
sluqaj.
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Slika 24: Periodi za sluqaj n = 19

Slika 25: Periodi za sluqaj n = 17

Periodi (8,1), (8,3) su koreni jednaqine x2 +x�4 = 0; (4,1), (4,9) su ko-
reni jednaqine x2� (8,1)x� 1 = 0; (2,1), (2,13) su koreni jednaqine x2�
(4,1)x + (4,3) = 0 i r,r 16 su koreni jednaqine x2� (2,1)x +1. Tako smo do-
bili te qetiri kvadratne jednaqine. Kako se rexeǌa kvadratnih jed-
naqina izra�avaju pomo�u kvadratnih korena, a ǌih je mogu�e kon-
struisati pomo�u leǌira i xestara (pod uslovom da je potkorena
veliqina ve� konstruisana), to se i pravilni 17-ugao mo�e konstru-
isati pomo�u leǌira i xestara. Na primer, ako �elimo da vidimo
koliko je cos 2π

17 izra�eno algebarski, onda mo�emo da primetimo da
je r = cos 2π

17 + i sin 2π
17 , te je r 16 = r�1 = r̄ = cos 2π

17 � i sin 2π
17 . Dobijamo da je
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cos 2π
17 = 1

2 (r + r 16) = 1
2 (2,1). Samo treba na�i (2,1). . .

Pre�imo sada na razmatraǌe osnovne teoreme algebre. Gaus se
vixe puta vra�ao na ovu teoremu. Prvi dokaz je objavio 1799, drugi
i tre�i 1816, a qetvrti 1849. Qetvrti dokaz je baziran na istim
idejama kao i prvi, te je on zapravo dao tri razliqita dokaza ovog
va�nog rezultata.

Zapravo je Gausova teza, koju je odbranio kod Fafa (Pfaff) 1799. u
Helmxtetu, sadr�ala analizu ove teoreme i prvi dokaz. Naslov teze:
,,Novi dokaz za teoremu da se svaka cela racionalna algebarska funkcija
jedne promenǉive mo�e razlo�iti u realne faktore prvog ili drugog
stepena”. Teza nije duga, ima nekih 26 stranica. Najpre Gaus ana-
lizira, uz kritiku, ranije pokuxaje dokaza ovog rezultata. Najpre se
to odnosi na Dalamberov dokaz iz 1746. godine, a potom i na Ojlerovu
daǉu razradu. Imaju�i u vidu kritiku koju je dao, Gaus u drugom delu
predstavǉa svoj dokaz.

Gaus razmatra polinom sa realnim koeficijentima

X = xm + Axm�1 +B xm�2 + � � �+Lx +M ,

gde je x neodre�ena. On �eli da doka�e da ili linearan ili kvadratni
faktor od X postoji. Treba primetiti da ako odgovaraju�a jednaqina
ima dvostruki koren, onda je on, kao xto znamo, nula i izvoda tog
polinoma, pa se problem mo�e svesti na polinom maǌeg stepena. Stoga
se mo�e pretpostaviti da X nema vixestrukih korena. Gaus izbe-
gava eksplicitno korix�eǌe kompleksnih brojeva, xto je ra�eno u
prethodnim dokazima i formulixe slede�u lemu.

Lema. Ako je m proizvoǉan pozitivan ceo broj, onda je funkcija sinϕ �xm�
sinmϕ � r m�1x + sin(m�1)ϕ � r m deǉiva sa x2�2cosϕ � r x + r 2.

Konstatuje da se ovo pokazuje direktnom proverom i formulixe
slede�u lemu.

Lema. Ako su veliqina r i ugao ϕ odre�eni na takav naqin da va�e slede�e
jednaqine

r m cosmϕ+ Ar m�1 cos(m�1)ϕ+Br m�2 cos(m�2)ϕ+ . . .+K r r cos2ϕ+Lr cosϕ+M = 0,
(21)

r m sinmϕ+ Ar m�1 sin(m�1)ϕ+Br m�2 sin(m�2)ϕ+ . . .+K r r sin2ϕ+Lr sinϕ= 0, (22)

onda je funkcija xm + Axm�1 +B xm�2 + . . .+K xxLx +M = X deǉiva faktorom
drugog stepena xx�2cosϕ�r x+r r , ako r �sinϕ nije = 0. Ali, ako jeste r �sinϕ= 0,
onda je ta funkcija deǉiva prostim faktorom x� r cosϕ.

Ovu lemu dokazuje uz pomo� prethodne. Gaus potom obrazla�e da
se ovako nexto dokazuje uglavnom korix�eǌem ,,imaginarnih brojeva”
i navodi Ojlera, ali da on, eto, smatra da je dobro videti kako se to
mo�e i direktno dokazati.
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Za jednaqine (21) i (22) on govori da su jednaqine algebarskih
krivih stepena m, samo predstavǉene u polarnim koordinatama i levu
stranu u jednaqini (21) oznaqava sa U , a u jednaqini (22) sa T .

Gaus sada �eli da poka�e da sistem jednaqina U = 0, T = 0 ima
rexeǌe, tj. da se ove krive seku. On tvrdi da za dovoǉno veliko R
postoji taqno 2m taqaka preseka krive U = 0 i kruga polupreqnika R,
kao i taqno 2m taqaka preseka krive T = 0 i tog kruga, i to tako da se
taqke preseka jedne i druge krive pojavǉuju jedna izme�u druge. Ove
algebarske krive imaju po m grana i on to ilustruje crte�om:

Slika 26: Gausov prvi dokaz

Dodaje i sliku
radi pojaxǌeǌa. Ka�e da je ona dobijena pomo�u funkcije X = x4�
2xx+3x+10. Parni brojevi na prvoj slici oznaqavaju preseke kruga i
grana krive T = 0 (obratite pa�ǌu da je x-osa jedna od grana te krive),
a neparni se odnose na krivu U = 0. Zaxto se sve dexava bax tako?
Gaus ka�e da ako grana neke algebarske krive ulazi u neki domen,
ona odatle i izlazi. On ovo smatra za jasno i ne dokazuje, daje samo
slede�i komentar u obliku fusnote.

Qini se da je dokazano sa dovoǉnom sigurnox�u da algebarska kriva niti
mo�e da se prekine bilo gde (kao xto se dexava, na primer, sa krivom qija
je jednaqina y = 1/lnx) niti se mo�e izgubiti, da tako ka�emo, u nekoj taqki
posle beskonaqno mnogo namotaja (kao kod logaritamske spirale). Koliko ja
znam, niko nije istakao bilo kakvu sumǌu u vezi ovoga. Ipak, ako bi neko to
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Slika 27: Gausov prvi dokaz – dodatna slika

tra�io, onda bih se poduhvatio zadatka da dam dokaz, koji ne podle�e bilo
kakvoj sumǌi, nekom drugom prilikom. . .

No, ovo tvr�eǌe o realnim algebarskim krivama nije nimalo jed-
nostavno i danas mnogi smatraju da je Dalamberov dokaz, koji ima
mana, lakxe popraviti no Gausov. Zapravo je tek 1920. godine Alek-
sandar Ostrovski dao nepobitan dokaz svih Gausovih tvrdǌi u ovoj
tezi i to je objavǉenu u nauqnom qasopisu u Getingenu. No, taj dokaz
nimalo nije lak. Zanimǉivo je navesti da je jednostavniji dokaz toga
xto Gaus tvrdi, dat u qasopisu American Mathematical Monthly 2017. go-
dine.

Nastavak dokaza da postoji presek ove dve krive Gaus izvodi ovako.
Pretpostavimo da presek ne postoji. Taqka 0 je povezana sa taqkom 2m
x-osom (videti crte�, tu je m = 4). Taqka 1 se onda ne mo�e povezati
sa nekom taqkom sa druge strane x-ose a da je ne preseqe. Stoga, ako
je taqka 1 povezana sa nekom neparnom taqkom n, onda je n < 2m. Na
isti naqin, ako je 2 povezano sa parnom taqkom n1 mora biti n1 < n.
Primetimo da je razlika n1�2 parna i da je maǌa od razlike 2m�0.
Nastavǉaǌem postupka dolazimo do situacije da je taqka h povezana
sa taqkom h +2. No, sada grana algebarske krive koja ’ulazi’ u krug
u taqki h + 1 mora obavezno se�i granu koja povezuje h i h + 2 xto
protivreqi pretpostavci.

Gausov drugi dokaz je algebarski, ne ukǉuquje geometrijska raz-
matraǌa. On je baziran na dva rezultata.
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1. Svaki realni polinom neparnog stepena ima bar jednu nulu.

2. Svaka kvadratna jednaqina sa kompleksnim koeficijentima ima dva
kompleksna korena.

Gaus razmatra realni polinom stepena m

Y = xm�L1xm�1 +L2xm�2����+ � � � (23)

On ovaj polinom meǌa polinomom y qije su nule neodre�ene a,b,c, . . .:

y = (x�a)(x�b)(x� c) � � � (24)

Posmatra potom pomo�ni polinom σ u novoj promenǉivoj u definisan
kao proizvod

ζ= (u� (a +b)t +ab)(u� (a + c)t +ac) � � � . (25)

Vidimo da je ovo proizvod linearnih faktora koji su dobijeni izborom
para neodre�enih. Stoga je degζ = m1 = (m

2

) = 1
2 m(m� 1). Dakle, ovaj

polinom je izra�en pomo�u u, t i simetriqan je u neodre�enim a,b,c, . . ..
No, elementarne simetriqne funkcije od ovih neodre�enih daju koefi-
cijente L1,L2, . . . polinoma Y (prisetimo se Vijetovih formula; znaci
koeficijenata su tako birani da su koeficijenti bax simetriqne
funkcije). Zamenom dobijamo pomo�ni polinom Z stepena m1. Gaus
sada dokazuje da ako diskriminanta polinoma Y nije nula, onda ni
diskriminanta od Z nije 0 (diskriminanta nekog polinoma je jednaka
nuli akko on ima vixestruke korene). Potom bira za t realnu vred-
nost tako da diskriminanta ostaje razliqita od nule i pokazuje da,
ako je koren od Z poznat, par korena originalnog polinoma se mo�e
dobiti (znamo koliko su a+b i ab, te onda rexavaǌem kvadratne jed-
naqine dobijamo a i b). Glavna stvar u ovom dokazu je da se iteri-
raǌem ovog postupka dobijaju polinomi qiji je stepen sve maǌe deǉiv
sa 2. Naime, ako je m = 2µ(2k +1), onda je m1 = 2µ�1(2k +1)(2µ(2k +1)�1) =
2µ�1(2k 1+1). Tako najzad dobijamo polinom neparnog stepena koji ima
realnu nulu. I onda idemo unazad te dobijamo i nule poqetnog poli-
noma.

Tre�i Gausov dokaz koristi matematiqku analizu. Mo�emo da ga
gledamo i kao dokaz, koji u svojoj osnovi koristi Grinovu formulu
iz Analize 2, ili rezultate iz Kompleksne analize. Svakako je to
direktan dokaz. O ǌemu �emo zaista kratko. Ponovo se polazi od
polinoma sa realnim koeficijentima

X = xm + Axm�1 +B xm�2 + � � �+Lx +M

i razmatraju pomo�ne funkcije

t = r m cosmϕ+ Ar m�1 cos(m�1)ϕ+Br m�2 cos(m�2)ϕ+ � � �+Lr cosϕ+M ;

57



u = r m sinmϕ+ Ar m�1 sin(m�1)ϕ+Br m�2 sin(m�2)ϕ+ � � �+Lr sinϕ.

Gaus naravno �eli da doka�e da sistem jednaqina t = 0,u = 0 ima re-
xeǌe. Pretpostavimo da to rexeǌe ne postoji, tj. da je t 2 +u2 � 0 za
sve vrednosti r i ϕ. Gaus posmatra funkciju

y = g

r (t 2 +u2)2 ,

pri qemu je g polinom po t ,u, kao i ǌihovim prvim i drugim par-
cijalnim izvodima po ϕ (s obzirom na prirodu ovih funkcija, ti
parcijalni izvodi su funkcije istog oblika). Zatim tra�i integral
ove funkcije po dovoǉno velikom disku sa centrom u koordinatnom
poqetku.

Ω=
» »

0¤ϕ¤2π,0¤r¤R
y dr dϕ.

Zapravo kod Gausa ϕ uzima vrednosti od 0� do 360�. Mi smo to ipak
malo modernizovali ,. No, ispostavǉa se da ako se integrali prvo
po ϕ dobija se da je Ω= 0, a ako se integrali prvo po r , pa onda po ϕ,
dobija se da je Ω> 0. Ova kontradikcija pokazuje da je t 2+u2 = 0 negde,
a to je i tra�eno.

Galoa

Slika 28: Evarist Galoa

Evarist Galoa (1811–1832) bio je sin gradonaqelnika jednog ma-
log grada u okolini Pariza. Dva puta (1828. i 1829) je pokuxao da
se upixe u École Polytechnique i posle ovih neuspelih pokuxaja upisao
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je École Normale. Treba re�i da je Politehniqka xkola bila na znatno
vixem nivou od Normalne, ali je mladog Galoa privlaqila i zbog
jakog studenckog politiqkog pokreta u toj xkoli, a Galoa je repub-
likanske ideje nasledio od svojih roditeǉa. Osim toga, Galoa je
do�iveo porodiqnu tragediju neposredno pre svog drugog pokuxaja da
upixe Politehniku – otac mu je izvrxio samoubistvo zbog skandala
izazvanog ǌegovim falsifikovanim potpisom na nekim dopisima.

ǋegov prvi objavǉeni rad je qlanak od 8 strana o veri�nim raz-
lomcima objavǉen u Matematiqkim analima �ergoǌa 1828. godine
(�ozef �ergoǌ (1771–1859) bio je francuski matematiqar koji je
izdavao ovaj uticajni qasopis). Tu je on pokazao kako se, ako se jedan
koren algebarske jednaqine ma kog stepena izra�ava neposredno pe-
riodiqnim veri�nim razlomkom, onda se neki drugi koren izra�ava
tako�e periodiqnim veri�nim razlomkom koji se dobija deǉeǌem -1
istim veri�nim razlomkom, ali napisanim u obratnom poretku.

U maju 1829, Galoa je prilo�io svoj prvi rad o svojim istra�iva-
ǌima o rexavaǌu algebarskih jednaqina, Akademiji nauka Pariza, a
drugi, o jednaqinama prostog stepena osam dana kasnije, 1. juna. Oba
rada su poslata Koxiju koji ih je izgubio i oni nikada nisu na�eni.

U februaru 1830. Galoa je Akademiji prilo�io jox jedan rad na
istu tematiku da bi bio razmatran za Veliku nagradu Akademije.
Ovaj put je rad dobio stalni sekretar Akademije Furije, ali je on
umro pre nego xto je stigao da pregleda rad. Ni ovaj rukopis nikada
nije na�en. Nagradu su podelili Jakobi i Abel (posthumno), dok
Galoaov rad nije ni razmatran.

Sofi �ermen (1776–1831, francuska matematiqarka koja je imala
znaqajne rezultate posebno u teoriji brojeva) je pisala o ovome:

. . . smrt gospodina Furijea je bila previxe za ovog studenta Galou koji,
uprkos svojoj drskosti, pokazuje znake pametne prirode. Sve ovo je dovelo do
toga da je on izbaqen sa Normalne xkole. Sada je bez novca. . . Ka�u da �e
potpuno poludeti. Plaxim se da je to taqno.

U aprilu 1830. Galua je objavio ,,notu” (kratak rad) od dve stra-
nice u Biltenu (barona) Ferusaka u kojoj su glavni rezultati rada
koji je prilo�io Akademiji bili navedeni bez dokaza. Prva i naj-
znaqajnija teorema koja je navedena u ovoj noti glasi:

Da bi jednaqina prostog stepena bila rexiva u radikalima potrebno je
i dovoǉno da se svi ostali koreni mogu racionalno izraziti preko neka dva
od ǌih.

Jasno je da ovo pokazuje da opxta jednaqina reda 5, koja ima 5 ko-
rena koji su nezavisni jedan od drugog, ne mo�e rexiti u radikalima.

Izuzetno znaqajan je rad krajǌe jednostavnog naslova ,,O teoriji
brojeva” objavǉen u Biltenu Ferusaka u junu 1830. godine, a u kome
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je Galoa odredio strukturu konaqnih poǉa (koja se danas nazivaju i
Galoaovim poǉima). Prika�imo do kojih je rezultata doxao.

I Abel i Galoa su imali jasan pojam ,,poǉa”. Poǉa koja su i Abel
i Galoa razmatrali u problemu rexivosti algebarske jednaqine su
uvek poǉa koja sadr�e u sebi poǉe racionalnih brojeva. Sadaxǌim
jezikom govore�i, radi se o poǉima karakteristike 0. No, u ovom radu
on se bavi poǉima karakteristike p za prost broj p. ǋega zapravo
zanimaju veliqine koje postaju 0 posle mno�eǌa sa p. Evo xta on
pixe.

Ako se dogovorimo da smatramo za nulu sve veliqine koje pri algebarskom
raqunaǌu jesu umnoxci od p i ako se pokuxa da se, pri ovoj konvenciji,
na�e rexeǌe jednaqine F x = 0, koje gospodin Gaus oznaqava notacijom F x � 0,
obiqaj je da se razmatraju samo celobrojna rexeǌa. Kako sam ja, vo�en svojim
istra�ivaǌima, razmatrao i nesamerǉiva rexeǌa, dobio sam neke rezultate
za koje smatram da su novi.

Dakle, Galua jeste motivisan razmatraǌem rexavaǌa kongruen-
cija, ali za razliku od Gausa koji i za nelinearne kongrupencije,
poput x2 � a (mod p), dopuxta samo celobrojna rexeǌa, Galua bi �eleo
da razmotri i ’iracionalna rexeǌa’, tj. �eleo bi da posmatra raxi-
reǌa od Zp dobijena dodavaǌem novih elemenata. On pretpostavǉa
da je polinom F x nerastavǉiv po modulu p. Pita se da li mo�e na�i
nova rexeǌa uvo�eǌem novih ’simbola’ koji se mogu pokazati isto
tako korisnim kao i uvo�eǌe imaginarne jedinice i u analizu.

Galua oznaqava sa i jedan od korena kongruencije F x � 0 stepena ν

(to i naravno nije iz Z) i formira pν izraza

a +a1i +a2i 2 + � � �+aν�1iν�1. (26)

gde su a, a1, . . . , aν�1 celi brojevi po modulu p. Ovi elementi �e formi-
rati poǉe, koje danas nazivamo Galuaovo poǉe i jedna od oznaka je i
GF (pν).

On daǉe pokazuje da, ako se posmatraju svi nenula elementi (i tako
dobije jedna grupa u odnosu na mno�eǌe) i ovde, kao u sluqaju razma-
traǌa po modulu p postoje primitivni koreni, tj. ova grupa je cik-
liqna (u danaxǌoj terminologiji). Dakle, svaki element Galoaovog
poǉa je koren polinoma xpν�x.

Na kraju svog rada, Galua polazi od ma kog raxireǌa od GF (p)
u kome se gorǌi polinom faktorixe na linearne faktore. Posma-
traju�i samo potpoǉe generisano korenima gorǌeg polinoma, on kon-
statuje da postoji ,,primitivni element” i u tom potpoǉu. Ka�e da je
to jasno na osnovu jedne Abelove teoreme. Taj element je nula nekog
nerastavǉivog polinoma stepena ν. Bez obzira koji polinom da se
uzme, uvek se dolazi do istog poǉa GF (pν). Na primer, u sluqaju p = 7
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i ν= 3 konstatuje da se za taj polinom mo�e uzeti x3�2 koji je neras-
tavǉiv po modulu 7.

U januaru 1831. Akademija je primila tre�u, redigovanu verziju,
ǌegovog centralnog rada pod naslovom ,,Memoar o uslovima za rexi-
vost jednaqina radikalima”. Akademija je zamolila Poasona i Lakroa
da napixu recenziju za ovaj rukopis. Poason ga je pa�ǉivo pregledao
i zakǉuqio da ne mo�e da ga razume. Evo i zavrxetka te recenzije.

Uradili smo sve najvixe xto smo mogli da razumemo Galoaove dokaze.
ǋegovo rezonovaǌe nije dovoǉno jasno, niti je dovoǉno razvijeno da bismo
mogli da damo ocenu ǌegove taqnosti i qak nismo u mogu�nosti da damo
ideju ǌegovog rezonovaǌa u ovoj recenziji. Autor tvrdi da je tvr�eǌe koje
je poseban ciǉ ovog memoara deo opxte teorije, koja potencijalno ima mnoge
primene. Qesto se dexava da razni delovi teorije, koji pojaxǌavaju jedan
drugi, budu lakxe shvatǉivi kao celina, nego izolovani. Stoga, da bi se
formirala sigurna ocena treba priqekati dok autor ne objavi svoje delo kao
celinu. No, u sadaxǌem obliku, za deo koji je podnesen Akademiji ne mo�emo
dati pozitivno mixǉeǌe.

Galoa nije stigao da predstavi svoju kompletnu teoriju u obliku
nauqnog rada. On je poginuo u dvoboju 30. maja 1832. Kako je do
dvoboja doxlo, jeste jedna od misterija koje okru�uju ovog mladog
qoveka. Na osnovu najnovijih istra�ivaǌa, a koja svakako nisu rekla
posledǌu req o ovom pitaǌu, ukratko to mo�emo ovako pojasniti.

Ve� je reqeno da je Galua bio istaknut u svojim revolucionarnim
aktivnostima usmerenim protiv ustavne monarhije ustanovǉene 1830.
godine u Francuskoj. Dana 9. maja 1831. godine 200 republikanaca
se skupilo da proslavi osloba�aǌe 19 artiǉerijskih oficira Na-
cionalne garde koji su krajem 1830. godine uhapxeni i optu�eni za
izdaju. Tokom ove veqere je Galoa, navodno, sa bode�om u ruci, pre-
tio kraǉu. Uhapxen je iste veqeri, ali je, iznena�uju�e, na su�eǌu
15. juna oslobo�en optu�be. Na Dan Bastiǉe 14. jula 1831. je ponovo
uhapxen jer je nosio zabraǌenu uniformu artiǉerijskog oficira Na-
cionalne garde, a nosio je i napuǌenu puxku, vixe pixtoǉa i no�.
Uhapxen je i vra�en u zatvor u kome je prethodno bio. Tokom boravka
u zatvoru, dobio je obavexteǌe da mu je ,,Memoar” odbijen. Pokuxao
je samoubistvo, ali su ga ostali zatvorenici u tome spreqili. U
staǌu pijanstva se �alio drugima koliko mu nedostaje otac. U martu
1832. doxlo je do epidemije kolere u ovom zatvoru i zatvorenici su
prebaqeni na drugo mestu. Tu se, po svemu sude�i, zaǉubio u �erku
lekara iz tog kraja. Poxto je bio otpuxten iz zatvora 28. aprila,
razmenio je neka pisma sa ǌom, ali je jasno da ǌegova ose�aǌa nisu
bila uzvra�ena.

Sve te nevoǉe koje su ga snaxle, ukǉuquju�i i tu neuzvra�enu
ǉubav, dovele su do toga da je rexio da se �rtvuje za revolucionarnu
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stvar. Za pokretaǌe oru�anog ustanka, bila je potrebna i neka �rtva
i Galoa je rexio da on bude ta �rtva. U narednim danima je napisao
nekoliko pisama u kojima je naveo da je izazvan na dvoboj od strane
monarhista (a nije propustio da spomene da �e poginuti i zbog ,,ozo-
glaxene kokete”). Zapravo se dogovorio sa svojim prijateǉem da
odglume dvoboj u kome �e Galua stradati. Skoro je sigurno da je
identitet ǌegovog prijateǉa Perxe Derbenvil (a to ime je i Alek-
sandar Dima naveo u svojim memoarima). Galoa je naveo da ne zamere
onima koji �e ga ubiti, jer imaju dobru nameru. Na ǌegovoj sahrani se
skupilo 3000 ǉudi koji su bili spremni da napadnu policiju i time
zapoqnu pobunu, no tokom sahrane se saznalo da je general Lamark,
koji je tako�e bio veliki kritiqar trenutnog re�ima (general je bio
poznat po znaqajnim vojnim uspesima pod Napoleonom, kasnije je bio
kritiqar i restauracije Burbona i kasnije ustavne monarhije) i onda
je zakǉuqeno da bi ǌegova sahrana bila boǉa prilika za pobunu. Do
te pobune je i doxlo u junu 1832. godine, ali to nije tema za nas.

U svakom sluqaju, za naxu priqu je znaqajno da je Galoa posledǌu
no� pred dvoboj, dakle no� izme�u 29. i 30. maja, proveo sastavǉaju�i
podu�e pismo svom prijateǉu Ogistu Xevalijeu u kome je objasnio
osnovne ideje svoje teorije. Ovo pismo je objavǉeno u Enciklopedij-
skoj reviji u septembru 1832. godine. Galua ga zavrxava molbom pri-
jateǉu da javno zatra�i mixǉeǌe od Jakobija i Gausa, ne o taqnosti,
nego o znaqaju teorema do kojih je doxao.

Posle toga, na�i �e se, nadam se, ǉudi kojima �e biti u interesu da
raspetǉaju sav ovaj galimatijas.

Na�alost, ni Jakobi ni Gaus se nikada nisu izjasnili ovim povodom
i xiri krug matematiqara je tek 1846. godine kada je Liuvil u svom
qasopisu objavio Galoaove matematiqke radove, saznao za ove ǌegove
ideje.

Prika�imo sada, ukratko, sadr�inu Galoaovog ,,Memoara”. Galoa
poqiǌe od jednaqine f (x) = 0. Koeficijenti ovog polinoma su poz-
nate veliqine, na primer racionalni brojevi, ili qak i samo slova.
Sve racionalne funkcije ovih koeficijenata on naziva racionalnim.
Mogu se dodavati i nove veliqine, na primer m-ti koreni iz pos-
toje�ih. U savremenoj terminologiji, Galoa poqiǌe od nekog osnovnog
poǉa i onda dodaje nove elemente, te tako formira raxireǌa poǉa.
On ovde koristi, ali ne sasvim konzistentno, termine permutacija i
supstitucija. Posmatra grupe supstitucija koje imaju slede�e svojstvo:
ako S i T pripadaju nekoj takvoj grupi, onda je u ǌoj i ST . Obratite
pa�ǌu da on zahteva samo da je kompozicija dve supstitucije u is-
toj grupi. No, supstitucije su bijekcije, a grupe koje razmatra su
konaqne i ovo mu je dovoǉno da mo�e da zakǉuqi da je i identiqna
supstitucija tu, kao i da je inverz svake supstitucije u toj grupi
(razmislite zaxto).
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Galoaova prva lema ka�e da ako neki polinom f ima zajedniqki
koren sa nekim nerastavǉivim polinomom g , onda je f deǉivo sa g .
Ovaj se rezultat tako�e nalazi u Abelovom radu iz 1829. Ova lema
nam govori da je poǉe K (V ) koje se dobija dodavaǌem nekog korena
nerastavǉivog polinoma poǉu koeficijenata K potpuno odre�eno qim
se zna bazno poǉe K i nerastavǉiv polinom g – mi sada znamo da je
to poǉe izomorfno koliqniqkom prstenu K [X ]/〈g 〉.

On zatim pokazuje da ako jednaqina g (x) = 0 nema vixestruke korene
i ako su koreni a,b,c, . . . uvek se mo�e na�i funkcija ovih korena V
tako da su sve vrednosti koje se dobijaju svim permutacijama a,b,c, . . .
razliqite. Zapravo Galua ka�e da se za to mo�e uzeti

V = Aa +Bb +C c + � � �

za neke cele brojeve A,B ,C , . . .. Odavde on dobija da se tada svi ko-
reni a,b,c, . . . dobijaju kao racionalne funkcije od V . Drugim reqima,
K (a,b,c, . . .) = K (V ). U ovom dokazu on neke me�ukorake i ne dokazuje, te
je Poason ispravno napisao da je dokaz ovoga nekompletan, ali da je
rezultat taqan na osnovu jednog Lagran�ovog rezultata. Taj element
V je koren nekog nerastavǉivog polinoma. Ako su svi koreni tog poli-
noma V ,V 1,V 2, . . . ,V (n�1) onda slede�a lema konstatuje da ako je a =ϕ(V )
koren poqetne jednaqine, onda je ϕ(V 1) tako�e koren te jednaqine.

Potom dokazuje glavni rezultat.

Stav 1. Postoji grupa permutacija slova a,b,c, . . . tako da

1� Svaka funkcija korena koja je invarijantna na supstitucije u grupi jeste
racionalno odrediva.

2� Obratno, svaka funkcija korena koja je racionalno odrediva je invari-
jantna u odnosu na grupu.

Vidimo ovde nekonzistentnost terminologije u vezi permutacija i
supstitucija, no jasno je o qemu se radi. On potom istra�uje kako
se meǌa grupa jednaqine ako se osnovno poǉe proxiruje dodavaǌem
jednog, ili qak svih korena neke pomo�ne jednaqine (zadate neras-
tavǉivim polinomom). Jasno je da �e nova grupa biti neka podgrupa
H poqetne grupe G. On pa�ǉivije govori o ovome u pismu Xevalijeu.

Pixe da se, ukoliko je H prava podgrupa od G grupa G mo�e rastaviti u
obliku

G = H +HS +HS1+ � � � (27)

ili u obliku
G = H +T H +T 1H + � � � (28)

Ovde se naravno radi, u savremenoj terminologiji, o razbijaǌe grupe
na desne, odnosno leve kosete po nekoj podgrupi. Galoa ka�e da se ove
dve dekompozicije ne moraju poklapati, a ako se poklapaju, on ka�e
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da se radi o ,,pravoj” dekompoziciji. U savremenoj terminologiji
naravno imamo tada u pitaǌu normalnu podgrupu. On posebno navodi
da je to sluqaj kada se dodaju svi koreni pomo�ne jednaqine. On dokaz
ne navodi, samo ka�e da se mo�e na�i.

Sada on dolazi do osnovnog pitaǌa: kada se jednaqina mo�e rexiti
pomo�u radikala. Naravno, dovoǉno je posmatrati radikale (korene)
prostog stepena. Galoa ovde pretpostavǉa da se dodaju odgovaraju�i
koreni iz jedinice na samom poqetku, ali na osnovu radova Gausa,
to nije neophodno pretpostaviti – p-ti koreni iz jedinice mogu se
izraziti preko radikala stepena maǌeg od p.

Pretpostavimo da dodavaǌe radikala r , koji je koren jednaqine

xp � s = 0 (29)

dovodi do redukcije Galoaove grupe. Kako su svi p-ti koreni iz je-
dinice po Galoi ve� u osnovnom poǉu, to smo zapravo dodali sve
korene jednaqine (29) (ostali su oblika αr , gde je α p-ti koren iz
1). Dakle, radi se o ,,pravoj” dekompoziciji (podgrupa je normalna).
Galoa tvrdi, ali ne dokazuje, da je broj qlanova u dekompoziciji (27)
(dakle, indeks podgrupe H u grupi G) jednak p. Va�i i obratno – ako
je H podgrupa indeksa p onda se Galoaova grupa G mo�e redukovati
na H dodavaǌem radikala stepena p.

Dakle, jednaqina f (x) = 0 je rexiva u radikalima ako i samo ako
postoji niz podgrupa

G �H1 �H2 � ��� �Hm = {e}

tako je da Hk normalna podgrupa od Hk�1 qiji je indeks prost broj.
Naravno, te grupe danas nazivamo rexivim grupama.

Galoa potom pretpostavǉa da je jednaqina f (x) = 0 zadata neras-
tavǉivim polinom qiji je stepen prost broj p. Dokazuje da se ova jed-
naqina mo�e rexiti u radikalima ako i samo ako svaka supstitucija
iz G transformixe koren xk u koren xk1 linearnom transformacijom
k po modulu p:

k 1� ak +b (mod p).

Galoaova grupa opxte jednaqine petog stepena nema ovaj oblik, te
stoga ova jednaqina nije rexiva u radikalima.
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Poqeci teorije skupova

Sada �emo pokuxati da prika�emo kako se razvio savremeni pogled
na beskonaqne skupove i kako su skupovi postali osnova na kojoj gra-
dimo savremenu matematiku. No, u tom prikazu vide�emo i kako se
razvijao pojam funkcije.

Naxe izlagaǌe zapoqiǌemo kratkim osvrtom na rad Bernarda Bol-
cana (1781–1848), koji je bio qexki filozof i matematiqar italijan-
skog porekla.

Slika 29: Bernard Bolcano

Sigurno najpoznatije delo ovog matematiqara je ǌegov rad iz 1817.
godine u kojem je dokazao teoremu da svaka neprekidna funkcija uzi-
ma sve me�uvrednosti i koja je svakako svim studentima poznata iz
kursa matematiqke analize (sliqan dokaz je kasnije dao i Koxi u svom
Kursu analize, te je zato ta teorema i poznata kao Bolcano-Koxijeva
teorema).

No, mi se ne�emo zadr�avati na ovom radu, no na ǌegovoj posthumno
objavǉenoj raspravi Paradoksi beskonaqnog (1851). Do ovog rada, qak
i veliki matematiqari poput Dalambera i Gausa, su izbegavali da
prihvate stvarno postojaǌe beskonaqnog, no su o pojmu beskonaqnosti
pisali kao o naqinu izra�avaǌa, u kontekstu promenǉivih veliqina
koje mogu uzimati proizvoǉno velike vrednosti i sliqno. Bolcano
u ovoj svojoj raspravi istiqe da beskonaqni objekti zaista postoje.
Na primer, on ovde navodi da je realna prava beskonaqna, a nije
promenǉiva. Tako�e navodi i slede�i primer (skoro identiqan pri-
mer je kasnije naveo i Dedekind (Julijus Viǉem Rihard Dedekind,
1831–1916, nemaqki matematiqar) u svojoj diskusiji o beskonaqnim
skupovima, a o kojoj �e kasnije biti vixe reqi): skup svih istina
je beskonaqan. Naime, uzmimo bilo koje istinito tvr�eǌe A. Onda
mo�emo formirati novo tvr�eǌe B, koje nije identiqno starom: ,,A je
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istinito”. Dakle, na taj naqin dobijamo novo istinito tvr�eǌe B i
potom C itd. On ukazuje da tako dobijamo beskonaqno mnogo tvr�eǌa,
a i istiqe sliqnost formiraǌa ovih tvr�eǌa formiraǌu skupa svih
(prirodnih) brojeva.

Najzanimǉiviji deo za ovu naxu priqu je verovatno slede�i primer,
koji Bolcano navodi. On razmatra dva skupa: sve realne brojeve (za
ǌega, sve veliqine) izme�u 0 i 5 i sve realne brojeve izme�u 0 i 12 i
istiqe da postoji bijekcija (ovde koristimo savremenu terminologiju,
Bolcano nije to tako iskazao) izme�u ova dva skupa zadata jednaqi-
nom 5y = 12x. No, on na�alost propuxta mogu�nost da prepozna pojam
kardinalnosti beskonaqnih skupova, nego istiqe da ipak ne mo�emo
te skupove smatrati jednakim u odnosu na brojnost svojih qlanova,
poxto, tako ka�e Bolcano, elementima 3 i 4 odgovaraju elementi 7 1

5
i 9 3

5 i dok su elementi 3 i 4 na rastojaǌu 1, dotle su elementi koji
ǌima odgovaraju na rastojaǌu 2 2

5 . I stoga te skupove on ne smatra is-
tobrojnim. Oqigledno je da kod ǌega jox uvek preveliki znaqaj imaju
metriqka svojstva. Iz drugih primera koje navodi vidi se da i Euk-
lidovo ,,celo je ve�e od svog dela” ima veliki uticaj na ǌega, qak i u
razmatraǌima koja se tiqu beskonaqnih skupova (i suma). Zanimǉivo
je da on qak ponegde istiqe da skupovi mogu imati iste elemente, a
da su ipak razliqiti! Navodi kao primer krqag i razbijeni krqag.
Oqigledno je da apstraktan pojam skupa nije jox prisutan kod ǌega.

Na kraju treba jox ista�i da Bolcanovi radovi nisu bili dovoǉno
poznati u svoje vreme, pa qak ni dosta kasnije, te da stoga nisu imali
znaqajan uticaj na razvoj matematike toga vremena.

Prvi veliki matematiqar (Bolcano je kao matematiqar imao odre-
�eni znaqaj, ali sigurno se ne bi moglo re�i da je bio veliki mate-
matiqar), koji je imao znaqajan uticaj na razvoj teorije skupova bio je
svakako Riman (Georg Fridrih Bernhard Riman (1826–1866), nemaqki
matematiqar).

Slika 30: Georg Riman
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Rimanov �ivot je bio na�alost kratak, ali izuzetno plodotvo-
ran sa matematiqke taqke gledixta. On je zapoqeo studije na uni-
verzitetu u Getingenu 1846. godine da bi godine od 1847. do 1849.
proveo u Berlinu gde je imao priliku da uqi od Jakobija i Dirihlea.
Po povratku u Getingen zapoqela je jedna od sigurno najuspexnijih
decenija u istoriji matematike. Riman je odbranio doktorat 1851.
godine iz oblasti kompleksne analize i u tom doktoratu je uveo pojam
Rimanove povrxi. Godine 1853, predao je svoju tezu za habilitaciju
na temu Furijeovih (�an Baptist �ozef Furije (1768–1830), fran-
cuski matematiqar) redova, u okviru koje je precizirao pojam inte-
grala. Naredne godine je odr�ao svoju lekciju za habilitaciju o
neeuklidskoj geometriji u kojoj je uveo pojam mnogostrukosti i sa
kojom se mo�e re�i da zapoqiǌe moderni razvoj diferencijalne geo-
metrije. Znaqajan rad o Abelovim funkcijama objavio je 1857. go-
dine, a rad o zeta funkciji 1859. godine. Qitaocu je svakako jasno
da bi za prikaz svih ovih radova i ǌihovog znaqaja, bila sigurno
potrebna ne jedna, no vixe kǌiga, ali mi �emo se u naxem istorij-
skom osvrtu zadr�ati samo na najva�nijim elementima koji se tiqu
teorije skupova.

Prvi Rimanov uticaj na razvoj teorije skupova je sadr�an u ǌe-
govoj lekciji za habilitaciju, koju je imao obavezu da odr�i da bi
dobio odobreǌe da predaje u Getingenu. U tu svrhu on je ponudio tri
teme i Gaus je, xto je bilo neuobiqajeno, odabrao da Riman odr�i lek-
ciju na tre�u temu. I Rimana je to iznenadilo (u pismu svom bratu
je pisao da je pripremio prve dve teme dobro i da se nadao da �e Gaus
izabrati neku od ǌih, ali da sada mora da pripremi i predavaǌe
za tu tre�u temu). Ovo predavaǌe je odr�ano 10. juna 1854. godine
i naslov je bio: O hipotezama koje le�e u osnovi geometrije. Sam
Gaus, koji je predlo�io temu, bio je veoma impresioniran Rimanovim
izlagaǌem.

Kako je predavaǌe bilo zamixǉeno za xiru publiku, u ǌemu nije
bilo tehniqkih rezultata, kao xto bi se popularno reklo ,,nije bilo
mnogo formula”, no bilo je bogato dubokim i novim idejama. U ǌemu
je Riman uveo pojam mnogostrukosti, na nemaqkom Mannigfaltigskeit, kao
n-tostruko proxirene veliqine. Tu je praktiqno data savremena defini-
cija mnogostrukosti – (topoloxki) prostor, koji je lokalno euklid-
ski prostor od n dimenzija. Diskutovano je o pojmu rastojaǌa, du�ine
krivih i uopxte o raqunu u takvim prostorima. Treba ista�i da
je Riman tu usputno naveo i mogu�nost razmatraǌa, tj. postojaǌa
i beskonaqno dimenzionalnih mnogostrukosti (mnogostrukosti qije
su taqke funkcije, za koje je potrebno zadavaǌe beskonaqno mnogo
veliqina, drugim reqima vrednosti funkcija). No, za naxu priqu je
znaqajno to xto Riman razlikuje neprekidne mnogostrukosti i diskret-
ne mnogostrukosti. On ka�e da su individualne specijalizacije nepre-
kidnih mnogostrukosti taqke, a diskretnih, elementi mnogostrukosti.
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Zapravo, mo�e se re�i da je on ovim svojim radom �eleo da uqini
i vixe od onoga xto je sadr�ano u samom naslovu. Dok bi se za
neprekidne mnogostrukosti moglo re�i da predstavǉaju istinsku ras-
pravu o geometrijskom prostoru, dotle diskretne mnogostrukosti za-
pravo predstavǉaju prvi poqetak zasnivaǌa svih pojmova matematike
na pojmu skupa. Naime, diskretna mnogostrukost nije nixta drugo
nego skup. Zapravo Kantor (Georg Ferdinand Ludvig Filip Kan-
tor, 1845–1918, nemaqki matematiqar), pod oqiglednim uticajem Ri-
manovih ideja, u svojim prvim radovima posve�enim skupovima nije
koristio za skupove termin Menge, no Rimanov termin Mannigfaltigskeit.
Ovo Rimanovo predavaǌe nije bilo odmah dostupno xiroj publici.
Zapravo, ono je objavǉeno tek 1868. godine, dve godine posle Ri-
manove smrti i imalo je izvanredan uticaj na razvoj matematiqara
te i budu�ih generacija.

Dok se u ovom Rimanovom predavaǌu o geometriji nalazi klica kas-
nijeg zasnivaǌa matematike na pojmu skupa i ono kao takvo predstavǉa
metodoloxko-filozofsku osnovu za poqetak razvoja teorije skupova,
dotle ǌegova habilitaciona teza, koja je posve�ena razmatraǌu Fu-
rijeovih redova, predstavǉa konkretnu osnovu na kojoj su zapoqela
istra�ivaǌa koja su dovela do razvoja apstraktne teorije skupova, os-
novnih topoloxkih pojmova, kao i teorije mere. Stoga �emo posvetiti
pa�ǌu i toj tezi.

Da bismo boǉe shvatili probleme koji su se istra�ivali, moramo
da se vratimo malo unazad u vremenu, do Ojlera.

U svom Uvodu u analizu beskonaqnosti iz 1748. godine, on je defi-
nisao funkciju promenǉive veliqine kao ,,analitiqki izraz”, koji je
na proizvoǉan naqin napravǉen od te promenǉive i raznih konstanti.
Dakle, za funkciju je neophodno da ima zapis u obliku formule. No,
on je u svom ranijem radu iz 1734. u oblasti parcijalnih diferenci-
jalnih jednaqina dopuxtao i mogu�nost da funkcija bude ,,prekidna”,
tj. da nema jedinstven analitiqki zapis u celoj oblasti, nego da krive
koje predstavǉaju grafik funkcije budu sastavǉene od vixe delova
sa potencijalno razliqitim analitiqkim zapisom. To je istakao i u
raspravi sa Dalamberom (�an le Ron Dalamber (1717–1783), fran-
cuski matematiqar) koji je 1747. pokazao da jednaqina strune koja os-
ciluje ima rexeǌe F (x, t ) = 1

2 ( f (x+t )+ f (x�t )). Dalamber je isticao da f
mora biti ,,neprekidna”, tj. da ima jedinstven analitiqki zapis, dok
je Ojler smatrao da mo�e da bude i prekidna u gorenavedenom smislu
te reqi. U tu diskusiju se ukǉuqio i Danijel Bernuli (1700–1782,
xvajcarski matematiqar), koji je na osnovu fiziqkog razmatraǌa o
struni koja osciluje, naveo da funkcija f mora biti predstavǉiva u
obliku reda

f (x) = a1 sin(πx/L)+a2 sin(2πx/L)+ � � � ,
gde je L du�ina strune. Sa matematiqke taqke gledixta, Bernuli-
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jevo tvr�eǌe se svodi na to da se svaka funkcija mo�e predstaviti
trigonometrijskim redom. To tvr�eǌe je ve�ina vode�ih matemati-
qara odbacila.

No, Furije, najpre u svom radu o provo�eǌu toplote iz 1807, koji
nije objavǉen, a potom u svom znaqajnom delu Analitiqka teorija
toplote iz 1822, vra�a se na tu ideju. Zapravo, on tvrdi da se svaka
ograniqena funkcija f na (�π,π) mo�e predstaviti u obliku

f (x) = 1

2
a0 +

8̧

n=1

(an cos(nx)+bn sin(nx)) , (�)

gde su koeficijenti zadati sa

an = 1

π

» π
�π

f (x)cos(nx)d x, bn = 1

π

» π
�π

f (x)sin(nx)d x.

Naravno, ovo su sada svima dobro poznate formule iz teorije Furi-
jeovih redova.

Furije govori o proizvoǉnoj funkciji, ali se iz ǌegovog izlagaǌa
vidi da ipak razmixǉa na naqin svojih prethodnika. Na primer,
ǌemu je funkcija zadata sa e�x za nenegativne x, a sa ex za negativne
x (drugim reqima, funkcija e�|x|) ,,prekidna” poxto je zadata pomo�u
dva analitiqka izraza.

On je zapravo dao dva dokaza svog tvr�eǌa o razvoju proizvoǉne
funkcije u trigonometrijski red. U prvom dokazu je pretpostavio da
se funkcija mo�e razviti u stepeni red i zatim rexavaju�i sistem od
beskonaqno mnogo jednaqina sa beskonaqno mnogo nepoznatih, doxao
do tra�enog razvoja. U drugom dokazu on razmatra ,,proizvoǉnu”
funkciju (pretpostavǉa se da je ograniqena) i polazi od jednaqine
(�). Mno�eǌem te jednaqine sa cos(nx) i sin(nx) i integracijom (pri
qemu integral prolazi kroz sumu) on dobija koeficijente u navede-
nom obliku i time tvrdi da je funkcija f zaista predstavǉena tim
trigonometrijskim redom. Mnogo se primedbi mo�e navesti u vezi
takvog ’dokaza’. Pre svega, nije jasno zaxto se red mo�e integra-
liti qlan po qlan, zaxto qak i kada se integrali qlan po qlan,
navedeni integrali postoje i napokon, zaxto tako odre�eni koefi-
cijenti zaista daju trigonometrijski red qija je suma jednaka da-
toj funkciji. Dakle, mnogo je primedbi, a Furije je pokuxao da
opravda postojaǌe integrala o kojima je req. Naime, on je objasnio
da je funkcija f (x)sin x koja se dobija mno�eǌem proizvoǉne funkcije
funkcijom sinus sliqnog ponaxaǌa kao i sinusna funkcija, ona samo
predstavǉa sinus koji je ’uve�an’ za odgovaraju�i faktor (kao da
imamo oscilaciju tako da veliqina amplitude varira u svakoj taqki)
i da onda integral jeste zadat povrxinom. No, nije dao objaxǌeǌe
zaxto ta povrxina postoji.
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Dakle, moderni koncept neprekidne funkcije se sigurno ne mo�e
na�i kod Furijea i zapravo se prvi put pojavǉuje kod Koxija. U
svom Kursu analize, on uvodi pojam neprekidnosti na slede�i naqin.
funkcija f , koja je definisana i ograniqena na odseqku [a,b] je nepre-
kidna unutar tih granica ukoliko za x iz tog odseqka ,,numeriqka
vrednost razlike f (x +α)� f (x) beskonaqno opada kako to qini α”.
Dakle, Koxi definixe ne pojam neprekidnosti u taqki, nego neprekid-
nosti na odseqku. Zapravo se pojam neprekidnosti i pojam ravnomerne
neprekidnosti kod ǌega ne razlikuju. Godine 1823, Koxi definixe
odre�eni integral neprekidne funkcije pomo�u integralnih suma. On
naime razmatra podelu odseqka a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn = b i
sumu S =°n

i=1(xi � xi�1) f (xi ). Uz korix�eǌe ravnomerne neprekidnosti
funkcije f (kao xto je gore napomenuto), on pokazuje da su za podele
qija je norma dovoǉno mala (norma podele je naravno maksimalna
du�ina intervala podele) i odgovaraju�e sume proizvoǉno blizu i
zakǉuquje da postoji jedinstveni limes i taj limes je zapravo odre-
�eni integral. On u daǉem, za neprekidnu funkciju f , razmatra i
funkciju F (x) = ³x

0 f i koliqnik F (x+h)�F (x)
h i pokazuje da je F jedna pri-

mitivna funkcija za f , tj. F 1 = f , kao i da se svaka druga primitivna
funkcija za f od F razlikuje za konstantu.

Kao xto vidimo, rezultati koje je Koxi dobio su sasvim savre-
meni i u modernom duhu. No, i pored toga, Koxi ipak nije razmatrao
opxte funkcije, tj. za Koxija funkcija ipak nije bila proizvoǉno
pridru�ivaǌe, no se i kod ǌega u osnovi krila koncepcija da funkcija
mora biti zadata analitiqkim izrazom. To se najboǉe mo�e videti
u qiǌenici da je Koxi u dokazima koji se tiqu konvergencije Furi-
jeovih redova, u funkciji f (x) realnu promenǉivu x zameǌivao kom-
pleksnom promenǉivom z = x + i y, xto zaista nema mnogo smisla, sem
ukoliko se podrazumeva da je f ipak zadata nekim analitiqkim zapi-
som.

I pored definicije pojma neprekidnosti, Koxi nije u punoj meri
razmatrao mogu�nosti postojaǌa proizvoǉnih prekidnih funkcija.
,,Najnepravilnije” funkcije u tom smislu koje je on razmatrao su za-
pravo bile funkcije oblika (naravno u modernoj notaciji)

χI1 g1 + � � �+χIn gn ,

gde su sa χI j oznaqene karakteristiqne funkcije odseqaka I j , a g j su
neprekidne funkcije u ǌegovom smislu. Dakle, prekidne funkcije
koje je Koxi razmatrao su bile iskǉuqivo one koje su imale naj-
vixe konaqno mnogo taqaka prekida. Prvi matematiqar koji je oz-
biǉno razmatrao funkcije sa beskonaqno mnogo taqaka prekida bio
je Dirihle (Johan Peter Gustav Le�en Dirihle, 1805–1859, nemaqki
matematiqar).

Dirihle je liqno poznavao Furijea, poxto je od 1822. do 1825.
godine boravio u Parizu. On je 1829. godine dao prvi strog dokaz o
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Slika 31: Le�en Dirihle

konvergenciji Furijevog reda date funkcije f (naravno pod odre�enim
uslovima). Naime, on je razmatrao parcijalnu sumu Furijeovog reda
Sn(x) = 1

2 a0 +
°n

k=1(ak cos(kx)+bk sin(kx)) i prikazao je tu sumu u obliku

Sn(x) = 1

π

» π
�π

f (t )
sin (2n+1)(t�x)

2

sin t�x
2

d t ,

koju su sigurno videli svi studenti na kursu analize u kojem se
izuqavaju Furijeovi redovi. Samu formulu naravno nije texko izve-
sti (prisetimo se definicije koeficijenata Furijevog reda – odatle
se dobija integral). Dirihle je pretpostavio da funkcija ima ili
najve�u ili najmaǌu vrednost i da nije neprekidna u najvixe konaqno
mnogo taqaka. Zapravo taj uslov mu je trebao da bi se dokazala egzis-
tencija integrala pomo�u kojih se odre�uju Furijeovi koeficijenti.
Dokazao je da parcijalna suma konvergira ka 1

2 ( f (x � 0)+ f (x + 0)) za
x P (�π,π), a ka 1

2 ( f (�π+ 0)+ f (π� 0)) za x = �π. U dokazu je ipak ko-
ristio i pretpostavku da je funkcija f monotona u dovoǉno malom
intervalu svake taqke x P [�π,π].

Smatrao je da se sluqajevi kada funkcija ima beskonaqno mnogo
ekstremnih vrednosti, ili beskonaqno mnogo taqaka prekida, mogu
svesti na sluqaj koji je razmatrao. Zapravo je smatrao da je jedini
uslov da funkcija ima integral. Kao dovoǉan uslov za postojaǌe in-
tegrala, on je naveo (koristimo modernu terminologiju) da funkcija
mora biti takva da je skup D, taqaka prekida te funkcije, nigde gust
(podsetimo qitaoca da je nigde gust skup onaj skup qije zatvoreǌe ne
sadr�i nijedan interval). Dirihle to tvr�eǌe nije dokazao i naveo
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je da �e dokaz biti prezentiran u nekom narednom radu, ali. . . Taj
dokaz nikada nije objavio.

Godine 1864, u svojoj doktorskoj disertaciji, Lipxic (Rudolf Oto
Sigismund Lipxic,1832–1903, nemaqki matematiqar) je pokuxao da

Slika 32: Rudolf Lipxic

proxiri Dirihleove rezultate o konvergenciji Furijeovih redova.
Interesantno je da je uprkos qiǌenici da je ǌegova teza ra�ena qak
10 godina posle Rimanovih osnovnih rezultata o kojima �emo uskoro
govoriti, ti rezultati nisu uticali na Lipxicov rad i po svemu
sude�i, on ih i nije bio svestan. Kao xto smo ve� napisali, mnogi
Rimanovi glavni rezultati su postali opxte poznati tek posle ǌe-
gove smrti. Lipxic je pa�ǉivo analizirao Dirihleov dokaz i razma-
trao je mogu�nosti pod kojima Dirihleov dokaz ’ne bi proxao’ za datu
funkciju. Ustanovio je da problem nastaje u sluqaju ograniqene i deo-
po-deo monotone funkcije (kao xto smo ve� naveli, te pretpostavke
jesu stajale u osnovi Dirihleovog dokaza), koja ima beskonaqno mnogo
taqaka prekida izme�u �π i π. Zapravo, zakǉuqio je da bi Dirih-
leov dokaz i proxao pod uslovom da ta funkcija ima integral (dakle
ukoliko se pojam integrala mo�e proxiriti i na tu klasu funkcija).
Zakǉuqio je da ukoliko funkcija zadovoǉava uslov koji je Dirihle
naveo (da je skup taqaka prekida D nigde gust), to mo�e biti izvedeno.
Grexka koju je napravio bila je u tome xto je smatrao da se tada mo�e
dobiti da je skup D 1, taqaka nagomilavaǌa skupa D, konaqan. Prob-
lem je zapravo bio i u tome xto u to vreme nije bilo zanimǉivih,
drugim reqima netrivijalnih, primera skupova koji su nigde gusti i
onda nije bilo neoqekivano da se do�e to takvog zakǉuqka.

No, Lipxic je ipak u svojoj tezi doxao i do znaqajnih rezultata.
Naime, on se potrudio da zameni Dirihleov uslov o monotonosti
nekim drugim uslovom i uspeo je da ga zameni drugom pretpostavkom
iz koje je uspeo da doka�e Dirihleov rezultat. Uslov koji je dao
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danas je dobro poznat svim matematiqarima kao Lipxicov uslov:
| f (x +h)� f (x)|¤C |h|α za pozitivne brojeve C i α.

Pre nego xto najzad pre�emo na Rimanov doprinos u ovoj oblasti, a
koji je bio i osnova za poqetak Kantorovog istra�ivaǌa, a kako �emo
videti i poqetak ozbiǉnog razmatraǌa beskonaqnih skupova, nave-
dimo ipak dve znaqajne posledice Dirihleovog rada u ovoj oblasti.
Sa ǌegovim radom je prvi put poqela da se razmatra razlika izme�u
pojma neprekidnih i pojma integrabilnih funkcija. Tako�e je Dirihle
bio prvi znaqajni matematiqar koji je zaista razmatrao opxti pojam
funkcije realne promenǉive, kao pridru�ivaǌe x ÞÑ f (x) nezavisno
od crte�a i formula. Uostalom dobro nam je poznata Dirihleova
funkcija koja je na jedan naqin zadata na racionalnim, a na drugi
naqin na iracionalnim brojevima i koju je svakako nemogu�e nacr-
tati, a i zadati formulom na naqin kako je to ra�eno do tada (pode-
lom datog odseqka na maǌe odseqke i zadavaǌem formulama na tim
delovima). Dirihle je uveo tu funkciju kao primer funkcije za koju
pojam integrala nema smisla. Tek je sa pojavom Lebegovog (Anri Leon
Lebeg, 1875–1941, francuski matematiqar) pojma integrala pokazano
da to nije tako, ali to nije ve� nije deo naxe priqe.

Znaqajan pomak u razumevaǌu pojma integrala i u pitaǌima kon-
vergencije Furijeovih redova dao je Riman. On je imao priliku da u
Berlinu prati Dirihleova predavaǌa iz teorije brojeva, integrala,
kao i parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Veoma je cenio Dirih-
lea i smatrao ga je, uz Gausa, za najve�eg �ivog matematiqara.

Interesantno je da je Riman imao razliqit pristup kompleksnim
i realnim funkcijama. Naime, u sluqaju funkcija f (z) kompleksne
promenǉive, on je zahtevao obavezno postojaǌe izvoda f 1(z) dok je u
sluqaju funkcija realne promenǉive dopuxtao, po ugledu na Dirih-
lea, proizvoǉno pridru�ivaǌe. No, treba imati u vidu da je Ri-
man kao i Dirihle i Gaus smatrao da se svaka realna funkcija na
odseqku [�π,π] mo�e predstaviti Furijeovim redom. Zapravo je Di
Bua-Rejmon (Paul David Gustav di Bua-Rejmon, 1831–1889, nemaqki
matematiqar) bio prvi matematiqar koji je dao primer da to u opxtem
sluqaju nije taqno.

U problemu predstavǉaǌa funkcija trigonometrijskim redovima,
Riman je najpre istakao da je znaqajno ustanoviti pod kojim uslovima
integral postoji. Kao i Koxi, on je razmatrao integralne sume i
postavio je pitaǌe pod kojim uslovima te sume imaju graniqnu vred-
nost. Koxi jeste pokazao da je to taqno za (ravnomerno) neprekidne
funkcije, no Rimana su zanimali opxti uslovi. On je istakao da je to
taqno ako i samo ako suma

°n
i=1 Di (xi �xi�1) te�i nuli kada parametar

podele (maksimalna du�ina intervala u podeli) te�i nuli, gde je sa
Di oznaqena oscilacija funkcije f na odseqku [xi�1, xi ]. Osim ovog
uslova razmatrao je i slede�e. Ukoliko je σ neki pozitivan broj, sa
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s(P,σ) oznaqimo zbir du�ina intervala na kojima je oscilacija ve�a
od σ. Prirodno se postavǉa pitaǌe da li mo�da s(P,σ) te�i nuli kada
parametar podele i σ te�e nuli. Riman je pokazao da je taj uslov ek-
vivalentan prethodno navedenom. To su dakle bili uslovi koje je on
dobio kao potrebne i dovoǉne uslove za postojaǌe graniqne vrednosti
integralnih suma, tj. za postojaǌe integrala.

Riman je naravno istakao da takve uslove ispuǌavaju i pojedine
funkcije koje imaju beskonaqno mnogo taqaka prekida na konaqnom
odseqku i dao je slede�i primer. Sa (x) oznaqimo funkciju koja real-
nom broju x pridru�uje rastojaǌe do najbli�eg celog broja, ako takav
postoji i pridru�uje 0 ukoliko je x poluceo broj (tj. broj oblika n/2,
gde je n neparan broj), poxto u tom sluqaju ne postoji jedinstveni ceo
broj koji je najbli�i broju x. Jasno je da je funkcija (x) prekidna u
svim polucelim taqkama i neprekidna u ostalim taqkama. Riman za-
tim razmatra red

°8
n=1

(nx)
n2 . Taj red zadaje funkciju koja je prekidna

u svim taqkama oblika m
2n , gde su m i 2n uzajamno prosti. Dakle,

funkcija je prekidna u svuda gustom skupu taqaka. I pored toga,
kako je u taqkama x = m

2n , f (x +0) = f (x)+ π2

16n2 i f (x�0) = f (x)� π2

16n2 to je
funkcija f integrabilna poxto je ,,skok“ u svakoj takvoj taqki jednak
π2

8n2 , a oqigledno da za svako σ> 0 i svaki ograniqeni interval realne
prave, postoji samo konaqno mnogo taqaka u kojima je taj skok ve�i od
σ. Stoga je drugi navedeni uslov ispuǌen i funkcija je integrabilna.

Da bi ustanovio potrebne i dovoǉne uslove da bi neka funkcija
bila predstavǉena trigonometrijskim redom

Ω(x) = a0

2
+
8̧

n=1

(an cosnx +bn sinnx),

on je uradio slede�e. Pretpostavio je da niz funkcija An(x) zadat sa:
A0(x) = 1

2 a0, An(x) = an cos(nx)+bn sin(nx), ravnomerno konvergira ka nuli
kada n Ñ8 i formalno je integrirao taj red qlan po qlan te dobio
funkciju F :

F (x) =C +C 1x + A0
x2

2
�

8̧

n=1

An(x)

n2 .

Ovaj red konvergira za sve vrednosti x i predstavǉa neprekidnu
funkciju. Riman je pokazao da ta funkcija zadovoǉava dva va�na
uslova:

D2F (x) = lim
a,bÑ0

F (x +a +b)�F (x�a +b)�F (x +a�b)+F (x�a�b)

4ab
= 0,

lim
aÑ0

F (x +a)�2F (x)+F (x�a)

a2 = 0.

Korix�eǌem ovih rezultata, Riman je dobio potrebne i dovoǉne uslo-
ve za predstavǉaǌe date funkcije trigonometrijskim redom u datoj
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taqki. Va�no je ista�i da koeficijenti an i bn nisu dobijeni inte-
gracijom, no su to proizvoǉni nizovi brojeva, koji moraju da zado-
voǉavaju gorenavedeni uslov, koji se tiqe ravnomerne konvergencije
niza funkcija An(x).

Dakle, Riman je proxirio pojam integrala na xiru klasu funkcija,
a dao je i metod za ispitivaǌe mogu�nosti predstavǉaǌa funkcija
trigonometrijskim redom. Kao xto smo ve� rekli, ovi Rimanovi
rezultati su objavǉeni tek 1867. godine i tek tada je xiri krug mate-
matiqara imao priliku da nastavi ta istra�ivaǌa.

Georg Kantor je 14. decembra 1866. godine zvaniqno zavrxio svoje
studije u Berlinu.

Slika 33: Georg Kantor

On je najve�i deo svojih studija proveo upravo u Berlinu uqe�i od
vode�ih matematiqara tog vremena koji su se tamo nalazili – Kumera
(Ernst Eduard Kumer, 1810–1893, nemaqki matematiqar), Kronekera
(Leopold Kroneker, 1823–1891, nemaqki matematiqar) i Vajerxtrasa
(Karl Teodor Viǉem Vajerxtras,1815–1897, nemaqki matematiqar).
ǋegov primarni interes je u poqetku bio vezan za teoriju brojeva,
iz te oblasti je i ǌegova disertacija, kao i kasnija habilitacija.
Poxto je neko vreme predavao u lokalnoj xkoli za devojke i polo�io
pruski dr�avni ispit, Kantor je prihvatio poziciju privatdocenta na
univerzitetu u Haleu. Posao privatdocenta je specifiqan za nemaqki
obrazovni sistem i zanimǉivo je napomenuti da privatdocent nema
platu od univerziteta, no ǌegov prihod zavisi od toga koliko se stu-
denata prijavi na ǌegov kurs. Zvaǌe mu samo omogu�ava da predaje
na univerzitetu, no ne garantuje prihod. No, Kantor nije imao fi-
nansijskih problema i ta qiǌenica nije uticala na ǌega.
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Slika 34: Kumer, Kroneker i Vajerxtras

Kako je u ranije navedenim radovima drugih matematiqara bilo
dosta reqi o mogu�nosti predstavǉaǌa funkcije Furijeovim redom,
to se prirodno postavilo pitaǌe o jedinstvenosti tog prikaza. Dakle,
ako funkciju f prika�emo pomo�u dva trigonometrijska reda, da li
oni moraju biti jednaki, tj. da li su svi odgovaraju�i koeficijenti
jednaki. Jasno je da se to svodi na slede�e pitaǌe. Ako je a0

2 +°8
n=1(an cosnx + bn sinnx) = 0, za sve x P [�π,π], da li nu�no sledi da

je a0 = an = bn = 0 za sve n¥ 1?

Kao xto smo ve� ranije navodili, ako bi bilo dopuxtena inte-
gracija reda qlan po qlan, onda bi dokaz bio jednostavan. Pomno�ili
bismo datu jednakost sa cos(mx), izvrxili integraciju qlan po qlan
na odseqku [�π,π] i dobili da je am = 0. Na sliqan naqin bi se moglo
pokazati da su i ostali koeficijenti jednaki nuli. No, integracija
na ovaj naqin nije uvek mogu�a. Studenti koji su uqili o pojmu uni-
formne konvergencije redova znaju da ona omogu�ava postupak inte-
gracije qlan po qlan. U to vreme je na znaqaj uniformne konvergencije
stalno ukazivao Vajerxtras.

Slika 35: Hajne

Inspirisan takvim idejama, Hajne (Hajnrih
Eduard Hajne, 1821–1881, nemaqki matematiqar),
za koga su naxi studenti najpre quli zbog
definicije graniqne vrednosti funkcije preko
nizova, a koji je u ovo vreme ve� bio pro-
fesor u Haleu, dokazao je jedinstvenost Fu-
rijeovog razvoja funkcije pod slabijom pret-
postavkom od uniformne konvergencije. Naime, on
je dokazao jedinstvenost pod pretpostavkom da pos-
toji konaqno mnogo taqaka u odseqku [�π,π] tako da
je konvergencija uniformna na svakom intervalu
koji ne sadr�i ove taqke.

Jasno je da ovakav rezultat podstiqe na generalizaciju i to u dva
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smera. Najpre se postavǉa pitaǌe da li se mo�e oslabiti uslov za
uniformnu konvergenciju, a potom i da li se mo�e iskǉuqiti i vixe
taqaka od ǌih konaqno mnogo. Na taj naqin je razmixǉao i Kantor.

Kantor je 1870. dokazao slede�i rezultat: ako an cos(nx)+bn sin(nx)
te�i nuli kada n te�i beskonaqnosti za sve vrednosti x iz nekog
otvorenog intervala, onda i nizovi (an), (bn) konvergiraju ka 0. Da
bi dokazao jedinstvenost prikaza nula funkcije trigonometrijskim
redom, Kantor je iskoristio Rimanov metod. Naime, on je posmatrao
ranije navedeni red (funkciju) F koja se dobija dvostrukom formal-
nom integracijom datog trigonometrijskog reda qlan po qlan. Da bi
pokazao ono xto je �eleo, bilo mu je bitno da dobije da je ta funkcija
zapravo linearna.

Slika 36: Xvarc

Zapravo je bax to u pismu od 17. febru-
ara pitao svog kolegu Xvarca (Herman Amandus
Xvarc, 1843–1921, nemaqki matematiqar). Xvarc
mu je napisao da je to zaista tako i poslao mu
je dokaz tog tvr�eǌa. Odavde je sledilo da va�i
slede�a jednakost:

a0
x2

2
�C x�C 1 =

8̧

n=1

an cosnx +bn sinnx

n2 ,

gde je naravno pretpostavǉeno da je 0 = a0
2 +°8

n=1(an cosnx +bn sinnx). Kako je funkcija sa desne
strane dobijene jednakosti periodiqna sa peri-
odom 2π, to mora biti i polinom sa leve strane
periodiqan, a to je mogu�e jedino u sluqaju da je
taj polinom konstantan, tj. a0 = C = 0. Ovo je omogu�ilo Kantoru da
poka�e da ostatak goredobijenog reda ravnomerno te�i nuli, te je
mogao daǉe da primeni ideju o integraciji reda qlan po qlan (ne
mo�emo navoditi sve detaǉe u dokazu) i napokon je dobio da su svi
koeficijenti jednaki 0. Dakle, na taj naqin je dokazao jedinstvenost
prikaza u obliku Furijeovog reda pod pretpostavkom da Furijeov red
konvergira u svakoj taqki i da se u svakoj taqki poklapa sa vrednox�u
funkcije, ali bez pretpostavke o uniformnoj konvergenciji Furijeovog
reda.

Slede�i korak koji je Kantor preduzeo je da, poxto se ve� ,,oslobo-
dio” pretpostavke o uniformnoj konvergenciji Furijeovog reda, poku-
xa da oslabi i pretpostavku o konvergenciji Furijeovog reda u svakoj
taqki. To je i uspeo slede�e godine. U ,,noti” (tako matematiqari
qesto nazivaju kratke radove) objavǉenoj 1871. godine, on navodi po-
jednostavǉeǌe prethodnog dokaza koji mu je poslao Xvarc, ali i
pokazuje da tvr�eǌe va�i pod slabijom pretpostavkom da red ne kon-
vergira ka vrednosti funkcije u svim taqkama iz [�π,π], no da pos-
toji konaqno mnogo taqaka x0 < x1 < � � � < xn, u kojima se to ne dexava.
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Ideja dokaza sastoji se u tome da se najpre primeti da, prema ranijem,
funkcija F je linearna na svakom intervalu (xi , xi+1), tj. da je linearna
funkcija oblika ki x + li na tom intervalu, a potom da se poka�e da se
zapravo radi o istoj linearnoj funkciji na svim intervalima i tako
se sve svede na prethodno dokazano. Slede�i korak je naravno da se
pokuxa sa daǉim slabǉeǌem pretpostavki, tj. da postoji beskonaqno
mnogo taqaka u kojima red ne konvergira poqetnoj funkciji. Ovaj ko-
rak zapravo predstavǉa prvi korak u izgradǌi teorije beskonaq-
nih skupova.

Dakle, pretpostavimo da je skup izuzetih taqaka, tj. onih taqaka
u kojima ne red ne konvergira ka 0, beskonaqan. Prema Bolcano-
Vajerxtrasovom stavu taj skup ima taqku nagomilavaǌa. Razmotrimo
najpre sluqaj da ima samo jednu taqku nagomilavaǌa x1 i koncen-
triximo se na konvergenciju trigonometrijskog reda na ograniqenom
intervalu (a,b) (svejedno je naravno na kom). Posmatrajmo intervale
(a, x1) i (x1,b). Ako je (s, t ) bilo koji pravi podinterval od (a, x1), onda
u ǌemu ima samo konaqno mnogo izuzetih taqaka (inaqe bi u ǌemu
postojala taqka nagomilavaǌa skupa svih izuzetih taqaka, a po pret-
postavci je to samo taqka x1). No, sluqaj konaqno mnogo izuzetih
taqaka je ve� obra�en i onda znamo da je Rimanova funkcija F lin-
earna na (s, t ). No, to je neprekidna funkcija koja je linearna na svakom
pravom podintervalu od (a, x1), pa proxirivaǌem tog proizvoǉnog pod-
intervala do celog (a, x1) dobijamo da je F zapravo linearna na (a, x1).
Sliqno se dobija da je F linearna i na (x1,b), a potom, kao i ranije,
da je to zapravo linearna funkcija na (a,b).

Analogni dokaz prolazi i u sluqaju da imamo konaqno mnogo taqaka
nagomilavaǌa skupa izuzetih taqaka (na konaqno mnogo podintervala
je F svuda linearna, a onda se kao i ranije poka�e da je to jedna te ista
linearna funkcija). Xta se dexava u sluqaju u kome skup izuzetih
taqaka ima beskonaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa? Postupa se kao u
prethodnom. Pretpostavi se najpre da taj skup taqaka nagomilavaǌa
ima samo taqno jednu taqku nagomilavaǌa x2. Razmatraǌem intervala
(a, x2) i (x2,b), odnosno ǌihovih pravih podintervala (s, t ) dobija se
da u ǌima ima samo konaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa skupa svih
izuzetih taqaka. No, to je ve� ura�eno i na takvim podintervalima
je F linearna. Daǉe se postupa kao i u prethodnom.

Mo�emo da zakǉuqimo da postoji jasna ideja kako se rezultat gene-
ralixe i to je bilo jasno i Kantoru. No, jedno je ideja, a drugo je
realizacija. Da bi uspexno dokazao to xto se naslu�uje kao rezul-
tat, on je morao da se pre svega malo pozabavi preciziraǌem osnovnih
rezultata koji se tiqu teorije realnih brojeva. Ma koliko to bilo
iznena�uju�e qitaocu, u to vreme ta teorija nije bila jox dobro za-
snovana.

Stoga Kantor u svom radu iz 1872. godine poqiǌe bax sa tim. On
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polazi od skupa A, svih racionalnih brojeva, kao datih i ciǉ mu je
da zasnuje teoriju iracionalnih brojeva. U tu svrhu posmatra fun-
damentalne nizove racionalnih brojeva (studentima je sigurno poz-
natiji termin Koxijevi nizovi, pri qemu treba imati na umu da se
pretpostavǉa da je ε, koje se pojavǉuje u definiciji Koxijevog niza
obavezno racionalan broj) i ka�e da je svakom takvom nizu pridru�en
jedan simbol. Potom definixe ure�eǌe na tim simbolima, kao i
aritmetiqke operacije (racionalne brojeve vidi kao konstantne ni-
zove) i poxto sve to uvede u daǉem te novodobijene objekte naziva
brojevima. Tako je dobio skup brojeva B. Slede�i korak savremenom
qitaocu deluje zbuǌuju�e. Naime, Kantor sada posmatra fundamen-
talne nizove brojeva iz B i formira novi domen C (sic!). On je potpuno
svestan da time ne dobija nixta novo, kao xto i naxi qitaoci znaju,
ali istiqe konceptualnu razliku B i C (podsetimo se da je ovo ipak
rad o jedinstvenosti trigonometrijskog reda i da Kantor ima na umu
prethodno navedene ideje). Posle λ takvih konstrukcija dolazi do
domena L. Dakle, u L su fundamentalni nizovi fundamentalnih ni-
zova . . . Naravno da svakom elementu iz L odgovara broj iz B, ali kao
xto je ve� navedeno, Kantoru je ta distinkcija va�na.

Slede�i korak je uspostavǉaǌe bijekcije izme�u tako dobijenih
realnih brojeva i geometrijskog (jednodimenzionog) kontinuuma, tj.
prave. Jasno je da izborom koordinatnog poqetka i osnovne jedinice
mereǌa na datoj pravoj imamo u potpunosti odre�ene racionalne taqke,
tj. taqke sa racionalnim koordinatama. Ako se uzme neka druga taqka
na pravoj, onda se ǌoj mo�e ,,pri�i” fundamentalnim nizom racional-
nih taqaka a1, a2, . . . , an , . . . Kantor ka�e da je rastojaǌe b te taqke od
koordinatnog poqetka onaj broj u B koji odgovara tom fundamental-
nom nizu. Jasno je da Kantor ne mo�e da doka�e da obratno, svakom
iracionalnom broju odgovara jedinstvena taqka na pravoj i stoga on
to postavǉa kao aksiomu, tj. svakom broju iz B jedinstveno odgovara
taqka na pravoj qija je koordinata upravo taj broj. Korix�eǌem
ove aksiome, Kantor uspostavǉa obostrano jednoznaqnu koresponden-
ciju izme�u (aritmetiqki) dobijenih skupova brojeva i geometrijskih
taqaka na pravoj.

Dolazimo do fundamentalnog pojma skupa taqaka prve vrste (Kan-
tor istiqe da kad god koristi termin ,,taqka”, on zapravo ima u vidu
broj koji odgovara taqki na pravoj). Najpre Kantor definixe pojam
izvodnog skupa: ako je dat neki skup taqaka P , onda je neka taqka
taqka nagomilavaǌa tog skupa ukoliko se u svakom intervalu oko ǌe
nalazi beskonaqno mnogo taqaka tog skupa. Naravno, taqka nagomila-
vaǌa mo�e, a ne mora pripadati poqetnom skupu P . Skup svih taqka
nagomilavaǌa Kantor je nazvao ,,prvi izvodni skup skupa taqaka P”
i oznaqio sa P 1. Ovde je va�no ista�i da je skup P 1 na taqno odre-
�en naqin pridru�en skupu P . Naime, za svaku taqku je jasno da ona
ili jeste taqka nagomilavaǌa skupa P , ili to nije. Dakle, skupu P

79



pridru�ujemo skup P 1. Takvo ’barataǌe’ sa skupovima nije bilo uo-
biqajeno u to vreme i predstavǉalo je novost i omogu�avalo dubǉi
prodor u problematiku, koja se istra�ivala.

Ako je skup P beskonaqan skup u nekom ograniqenom intervalu, onda
on ima taqke nagomilavaǌa, tj. skup P 1 nije prazan (zapravo se u to
vreme prazan skup pomalo izbegavao, pa se govorilo da P ima izvodni
skup). Ukoliko je skup P skup svih racionalnih taqaka, onda se narav-
no dobija skup svih taqaka prave. No, kao xto se iz B konstruixe
C , . . . ,L, tako se formiraju i vixi izvedeni skupovi P2, . . . ,Pλ. Naravno
P2 formiramo u sluqaju beskonaqnosti skupa P 1 na konaqnom inter-
valu itd. Skup P je skup taqaka prve vrste ukoliko je P (ν) konaqan
skup za neki prirodan broj ν.

Kada je ove pojmove jasno definisao i precizirao, Kantoru nije
bilo texko da doka�e generalizaciju teoreme o jedinstvenosti trigo-
nometrijskog reda. Naime, dokazao je da je trigonometrijski red
jedinstveno odre�en pod uslovom da je skup izuzetih taqaka skup taqa-
ka prve vrste. Dokaz se zasniva na ranije navedenim svojstvima Ri-
manove funkcije F . Evo kako se on izvodi. Kako je poqetni skup
P takav da je za neki prirodan broj ν odgovaraju�i izvodni skup
konaqan, to u naxem intervalu (a,b) ima samo konaqno mnogo taqaka
iz P (ν). Te taqke dele interval na konaqno mnogo podintervala. Ako
posmatramo bilo koji interval (a1,b1), koji je pravi podinterval od
nekog od ǌih, onda u ǌemu ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1).
U suprotnom, u tom podintervalu se nalazi taqka iz P (ν), a to nije
mogu�e, jer su te taqke van tog skupa kao deone taqke poqetnog in-
tervala (a,b). Postupak ponavǉamo sa svim takvim podintervalima u
kojima ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1). Posle konaqno mnogo
koraka dobi�emo konaqan broj podpod...intervala u kojima je samo
konaqno mnogo taqaka iz P . Na ǌima je Rimanova funkcija linearna
i onda postepenim pove�avaǌem tih intervala i ǌihovim ,,lepǉeǌem”,
kao xto je ve� navedeno, dobijamo da je ta funkcija linearna na celom
poqetnom intervalu. Time je dokaz sveden na osnovni sluqaj.

U dokazu teoreme o jedinstvenosti trigonometrijskog reda, Kan-
tor se koncentrisao na skupove taqaka prve vrste, dakle na skupove
kod kojih je P (n) prazan skup za neki prirodan broj n. No, ve� je
u tom radu implicitno spomenuto da se postupak nala�eǌa izvod-
nih skupova mo�e produ�iti i iza konaqnog podruqja. Kantor pixe:
,,koncept broja, u smislu u kome je uveden ovde, nosi u sebi klicu
neophodne i apsolutno beskonaqne ekstenzije”. Skupovi taqaka druge
vrste, tj. oni kod kojih P (n) nije prazan skup ni za jedan prirodan broj
n ekspilicitno se pomiǌu tek u Kantorovim kasnijim radovima. No,
on u napomeni uz svoj rad iz 1880. navodi da je on niz skupova

P (8),P (n88),P (88+1),P (88+n ),P (8)n8 ,P (88
n

),P (88
8

),
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gde je sa 8 oznaqen najmaǌi beskonaqni broj ve�i od svih prirodnih
brojeva, otkrio jox pre deset godina. Skup P (8) se prirodno defin-
ixe kao presek svih P (n) za konaqne n, a onda se postavǉa pitaǌe
postojaǌa ǌegovog izvodnog skupa (ukoliko on ima beskonaqno mnogo
taqaka) (P (8))1 koji Kantor oznaqava sa P (8+1). Sigurno da pa�ǉiv qi-
talac, upoznat sa pojmom ordinala, ne mo�e propustiti da uoqi sliq-
nost sa ranije vi�enim (ω1 =ω+1), no koncept transfinitnih brojeva
(onih koje dolaze ,,iza konaqnih”) nije odmah formulisan i bilo je
potrebno vreme da ti pojmovi budu usvojeni. No, jasno je da je klica
sadr�ana u ovim poqetnim radovima.

Vidǉivo je da kod generalizacije teoreme o jedinstvenosti trigono-
metrijskog reda, sam trigonometrijski red ima sekundarnu ulogu.
Glavna je bila manipulacija realnim brojevima i potpuno je prirodno
da se Kantor u svom daǉem istra�ivaǌu koncentrixe upravo na svoj-
stva skupa realnih brojeva, tj. na realnu pravu. No, pre nego xto
izlo�imo Kantorove poqetne rezultate, a s ǌima u vezi i ulogu,
koju je Dedekind imao u tim prvim ispitivaǌima, kao i o uticaju
Dedekinda na uvo�eǌe skupa kao centralnog pojma u matematici, odgo-
vori�emo na nepostavǉeno pitaǌe pa�ǉivog qitaoca.

Naime, mi priqamo o izvedenim skupovima prve i druge vrste, ali
da li postoje takvi primeri? Ne samo to, nego da li su takvi primeri
bili poznati u vreme o kojem govorimo. Odgovor je potvrdan.

Pozabavimo se najpre pitaǌem skupova prve vrste.

Slika 37: Han-
kel

Hankel (Herman Hankel, 1839–1873, nemaqki
matematiqar) je naveo jedan takav primer. To je
skup svih brojeva oblika 1

2n . Jasno je da taj skup
ima jednu jedinu taqku nagomilavaǌa 0, te on jeste
skup prve vrste. Naravno, ovo je veoma jednostavan
primer, ali to je uz primer skupa svih racional-
nih brojeva (koji je naravno skup druge vrste) bio
u poqetku jedini poznat primer.

Znatno boǉe primere dao je Henri Smit (Henri
�on Stiven Smit, 1826–1883, britanski mate-
matiqar). On se prvenstveno bavio teorijom bro-
jeva, ali je boravio i u Francuskoj te je bio up-
oznat sa problemima kojima se bave matematiqari
na kontinentu (kao xto bi rekli pravi Britanci).

Na�alost ǌegovi rezultati nisu bili poznati (na kontinentu), a
da jesu sigurno bi to ubrzalo razrexavaǌe nekih problematiqnih
pitaǌa, koja se tiqu svojstava skupova realnih brojeva. Smit je pos-
matrao generalizaciju Henkelovog primera. Naime, uoqimo skup

P2 =
{

1

n1
+ 1

n2
: n1,n2 ¥ 1

}
.
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Jasno je da je P
1

2 = {0}Y {1/n1 : n1 ¥ 1} i P
2

2 = {0}. Sada se vidi xta treba
raditi.

Slika 38: Smit

Skup

Pk =
{

1

n1
+ � � �+ 1

nk
: n1, . . . ,nk ¥ 1

}
zadovoǉava uslov P (k)

k = {0}. Dakle, tako dobijamo
skupove prve vrste (tipa n, tj. takve da je n-ti
izvodni skup konaqan). Kako dobiti primer skupa
druge vrste?

Prvi takav primer dao je Di Boa Rejmon.
Neka je p bilo koji realan broj. Posmatramo dva
niza taqaka (an) i (bn), za koje je an < bn, a osim
toga oba niza konvergiraju ka p. Na svakom in-
tervalu (an ,bn) izaberimo skup Pn tipa n (mo�emo

da uzmemo translaciju gorenavedenog skupa uzimaju�i da su ni ¥ s za
neko dovoǉno veliko s). Neka je P =�n¥1 Pn. Nije texko uveriti se
da je P (8) =�n¥1 P (n) = {p}.

Slika 39: Di
Boa Rejmon

Vratimo se sada glavnom toku naxeg izlagaǌa.
Ono xto sledi je mo�da i najinteresantniji deo ove
priqe. Naime, pojasni�emo kako je Kantor doxao do
dokaza neprebrojivosti realnih brojeva. Ovaj dokaz
nam sada ne predstavǉa problem, ali ne smemo zabo-
raviti kakvo je staǌe sa osnovama analize tada bilo
(qitalac se u to, nadamo se, mogao do sada uver-
iti). I ne, prvi dokaz nije bio baziran na dijago-
nalnom postupku (dijagonalni postupak je tek dosta
kasnije otkriven). Evo kako se to sve desilo (sled
doga�aja su istoriqari rekonstruisali na osnovu
pisama i skica pisama, koje su razmeǌivali Kantor
i Dedekind).

Godine 1873, preciznije, 29. novembra te godine, Kantor je uputio
slede�e pitaǌe Dedekindu. Da li postoji uzajamno jednoznaqna korespon-
dencija (ili, kako bi mi to kra�e danas rekli, bijekcija) izme�u skupa
svih pozitivnih celih brojeva i svih pozitivnih numeriqkih veliqina (to
jest pozitivnih realnih brojeva)? Kantor navodi da bi neko mogao da
uka�e da je to nemogu�e poxto su celi brojevi diskretni, a realni
nisu, ali on istiqe da se tom napomenom nixta ne dobija i mada on
misli da takva korespondencija ne mo�e postojati, on ipak nema dokaz
te qiǌenice.

Dedekind je odmah odgovorio na to pismo i naveo da ni on ne mo�e
da doka�e da takva korespondencija ne postoji, ali da smatra da taj
problem nije od posebnog interesa. No, on je uspeo da doka�e da pos-
toji bijekcija izme�u skupa svih algebarskih brojeva i skupa pozi-
tivnih celih brojeva i taj dokaz je prilo�io. Ovde treba napomenuti
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da su Dedekindova pisma izgubǉena, ali da su skice tih pisama saqu-
vane, kao i to da je Dedekind bio izuzetno metodiqan i organizovan
nauqnik, koji je vodio veoma uredne zapise (qak je zapisivao i dnevne
temperature!).

Slika 40: Dedekind

Kantor je u pismu od 2. decembra potvrdio da je Dedekind za-
ista poslao dokaz tog rezultata. Evo kako je Dedekind dokazao tu
qiǌenicu. Svaki algebarski broj je nula nekog nerastavǉivog poli-
noma sa racionalnim koeficijentima. No, uz pomo� mno�eǌa odgo-
varaju�om konstantom, mo�emo pretpostaviti da se radi o polinomu
sa celobrojnim koeficijentima kod koga je najstariji koeficijent
pozitivan. Dakle, ako je ω neki algebarski broj, onda postoji poli-
nom p(x) (koristimo oznake koje su ovi matematiqari koristili) takav
da je

p(ω) = a0ω
n +a1ω

n�1 + � � �+an = 0.

Broj N = n�1+|a0|+ |a1|+ � � �+|an | nazivamo visinom polinoma p(x) (da,
mogli smo da ne pixemo apsolutnu vrednost uz a0, poxto smo pret-
postavili da je to pozitivan broj). Mo�emo da primetimo da za
svaki pozitivan broj N postoji najvixe konaqno mnogo polinoma sa
celobrojnim koeficijentima, koji imaju visinu bax N (obratite pa�-
ǌu na znaqaj qiǌenice da se stepen polinoma n pojavǉuje u definiciji
visine polinoma). No, svaki od tih polinoma ima najvixe konaqno
mnogo nula. Dakle, za fiksirano N , postoji konaqno mnogo nula poli-
noma sa celobrojnim koeficijentima koji imaju visinu n. Te nule
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mo�emo da uredimo na proizvoǉan naqin i tako dobijamo da ima pre-
brojivo mnogo algebarskih brojeva (najpre uzimamo brojeve visine 1,
pa visine 2, itd.).

Kantor je prethodno razmatrao postojaǌe bijekcije izme�u skupa
pozitivnih celih brojeva i skupa ν-torki takvih brojeva. Ideja mu je
bila da svakoj ν-torci (n1, . . . ,nν) pridru�i broj n2

1 + � � �+n2
ν = R. Ideja

je onda sliqna Dedekindovoj – za svaki R, urediti sve n-torke qiji je
zbir kvadrata R na proizvoǉan naqin i tako pokazati da n-torki ima
koliko i pozitivnih celih brojeva. Kantoru se qinilo da je to prak-
tiqno isti dokaz kao i Dedekidnov, no to nije bax tako. Naime, ako
bi se u sluqaju polinoma postupilo po ovoj ideji, onda bismo imali
problema sa qiǌenicom da se nigde ne pojavǉuje stepen polinoma i
da, naravno, neki od koeficijenata polinoma budu jednaki nuli, te
bismo dobili beskonaqno mnogo polinoma za koje je zbir kvadrata ko-
eficijenata jednak fiksiranom broju. Dakle, bez dodatka stepena,
ovakav dokaz ne bi mogao da ,,pro�e”. No, kada je video Dedekindov
dokaz, Kantor je smatrao da on u suxtini ima sliqan dokaz i nije
imao problema da Dedekindov dokaz u potpunosti kasnije navede u
radu bez spomiǌaǌa da je dokaz zapravo Dedekindov (inaqe Kantor do
tada nigde nije pisao o tome da ima dokaz prebrojivosti algebarskih
brojeva, niti da je taj problem uopxte razmatrao). No, vixe o tome
kasnije.

Kantor se u pismu od 7. decembra ponovo vra�a pitaǌu prebro-
jivosti realnih brojeva i navodi da je uspeo da doka�e neprebro-
jivost. Evo kako je izgledao taj prvi dokaz.

Pretpostavimo da se svi realni brojevi mogu pore�ati u niz

ω1,ω2, . . . ,ωn . . . .

Po�imo od ω1 i potra�imo prvi slede�i qlan niza ωα, koji je ve�i
od ω1. Neka je zatim ωβ prvi slede�i qlan koji je ve�i od ωα (β >
α) itd. Na taj naqin dobijamo rastu�i podniz ω1

1,ω2
1, . . . ,ωn

1 . . . (posle
preoznaqavaǌa) poqetnog niza. Ponavǉaǌem postupka dobijamo novi
podniz itd. Dakle, na ovaj naqin Kantor dobija beskonaqnu matricu

(1) ω1
1,ω2

1, . . . ,ωn
1 . . .

(2) ω1
2,ω2

2, . . . ,ωn
2 . . .

...
...

...
...

...
...

...
(k) ω1

k ,ω2
k , . . . ,ωn

k . . .
...

...
...

...
...

...
...

Svaka vrsta ove beskonaqne matrice je rastu�i niz. Sada posmatramo
odseqak [p, q] u kome nema elemenata iz prve vrste (npr. bilo koji
odseqak sadr�an u intervalu (ω1

1,ω2
1)). Ukoliko u ovom odseqku nema
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elemenata iz preostalih vrsta, dokaz je gotov (bilo koji element iz
tog odseqka je tra�eni realni broj koji nije nabrojen u poqetnom
nizu). U suprotnom, neka je k najmaǌi broj takav da u tom odseqku
ima qlanova niza iz k-te vrste. Tada taj odseqak sigurno sadr�i
pododseqak [p(1), q (1)] u kome nema elemenata k-te vrste (k-ta vrsta pred-
stavǉa rastu�i niz i dovoǉno je uzeti pododseqak sadr�an u inter-
valu koji definixu uzastopni qlanovi niza koji su u [p, q], a ako je
samo jedan qlan k-te vrste u [p, q] to je jox lakxe). Postupak nastav-
ǉamo i dobijamo opadaju�i niz odseqaka [p(ν), q (ν)], koji, kao xto dobro
znamo, mora da ima neprazan presek. Ma koji element tog preseka je
tra�eni realan broj poxto se on ne mo�e nalaziti u poqetnom nabra-
jaǌu – tada bi onda bio u nekoj vrsti l , a pododseqak [p(ν), q (ν)] za
dovoǉno veliko ν ne sadr�i elemente vrste l .

Kao xto vidimo, dokaz nije bax jednostavan i Dedekind je u pismu
od 8. decembra naveo pojednostavǉeǌe ovog dokaza, a tako�e je to
odmah uradio i Kantor. Dokaz koji je objavǉen dokazuje da se za
svaki niz realnih brojeva i svaki interval (α,β) mo�e na�i element
η iz tog intervala, koji nije u tom nizu.

Neka je dat niz x1, x2, x3, . . .. Oznaqimo sa α1,β1 prva dva qlana tog
niza koji se nalaze u intervalu (α,β) i za koje je α1 <β1. Sa α2,β2 oz-
naqavamo prva dva qlana navedenog niza u intervalu (α1,β1) za koje je
α2 < β2. Nastavǉamo ovaj proces i dobijamo niz umetnutih odseqaka
[αn ,βn]. Sada se razlikuju dva sluqaja. Mo�e se desiti da je ovaj niz
konaqan i ukoliko je [αn ,βn] posledǌi odseqak u tom nizu onda bilo
koji element u (αn ,βn) nije u datom nizu (sem mo�da jednog—mo�e se
desiti da je u tom intervalu jedan qlan niza, ali ne i dva, pa zato
ne mo�emo nastaviti proces). Ukoliko smo dobili beskonaqan niz
umetnutih odseqaka, onda zapravo imamo dva niza brojeva — rastu�i
i odozgo ograniqeni niz (αn) i opadaju�i odozdo ograniqeni niz (βn).
Dedekind je u svojoj verziji dokaza naveo da sada na osnovu principa
neprekidnosti (Dedekind je smatrao da qiǌenica da svaki rastu�i
odozgo ograniqeni niz ima graniqnu vrednost, predstavǉa suxtinu
pojma neprekidnosti za realne brojeve) dobijamo da prvi niz ima
graniqnu vrednost α8, a drugi β8. Kantor u publikovanoj verziji
izbacuje spomiǌaǌe principa neprekidnosti i samo navodi da ove
graniqne vrednosti postoje (kasnije �emo prodiskutovati zaxto je to
uradio). Sada postoje dva sluqaja: u prvom je α8 = β8 i tada za η

uzimamo tu graniqnu vrednost, a u drugom je α8 < β8 i za η mo�emo
uzeti ma koju vrednost iz intervala (α8,β8). Ovim je dokaz zavrxen.

Dakle, videli smo kako je Kantor doxao do va�nog rezultata (i
kakvu je ulogu tu imao Dedekind) u kome se pokazuje da ne postoji bi-
jekcija izme�u skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva, tj.
da postoje dva beskonaqna skupa izme�u kojih se ne mo�e uspostaviti
bijekcija. Taj rezultat zapravo predstavǉa poqetak razvoja teorije
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beskonaqnih skupova. No, pogledajmo kako je taj rezultat Kantor
predstavio. Vide�emo da je on to uradio na pomalo neobiqan naqin.

Kantor je 25. decembra 1873. godine pisao Dedekindu da je napisao
i poslao u Journal für die Reine und Angewandte Mathematik rad pod naslovom
O jednom svojstvu kolekcije svih realnih algebarskih brojeva. Napisao
je da u poqetku nije imao nameru da objavǉuje ove rezultate, ali je u
Berlinu razgovarao sa Vajerxtrasom i on mu je rekao da treba da ob-
javi rezultate dok god su u vezi sa algebarskim brojevima. Kantor je
Dedekindu napisao da je iskoristio ǌegove komentare i naqin izra�a-
vaǌa. Dedekind mu je sugerisao da izbaci req ,,realnih” iz naslova,
poxto rezultat o prebrojivosti va�i za sve algebarske brojeve, no
Kantor je ipak zadr�ao prvobitni naslov. Interesantno je da je Va-
jerxtras smatrao da je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
posebno zanimǉiv i da je to zapravo glavni rezultat tog rada (te je
stoga Kantor rad tako i nazvao), a ne qiǌenica da ne postoji bijek-
cija izme�u realnih i prirodnih (samim tim i algebarskih brojeva).
Naime, Vajerxtras je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
kasnije iskoristio da da primer neprekidne funkcije koja ima izvod
u svakoj transcendentnoj taqki, a ni u jednoj algebarskoj. Osim toga,
u to vreme, Vajerxtras je imao izuzetno negativan stav po pitaǌu
pore�eǌa beskonaqnih skupova. On je u leto 1874. dr�ao kurs u kome
je naveo da dve beskonaqno velike veliqine nisu uporedive i da pri-
mena pojma jednakosti na beskonaqne veliqine ne daje nove rezultate
(sic!). Kasnije se ǌegov stav promenio, ali je u to vreme bio upravo
takav.

Kantor je rad organizovao na slede�i naqin. U prvom delu rada
naveden je dokaz (kako ga je dao Dedekind) prebrojivosti skupa alge-
barskih brojeva, a u drugom je pokazano da ne postoji bijekcija izme�u
skupa realnih i prirodnih brojeva i zatim su ovi rezultati prime-
ǌeni na novi dokaz Liuvilovog rezultata o postojaǌu transcendent-
nih brojeva. Dedekindov doprinos nigde nije naveden.

Videli smo da je pod uticajem Vajerxtrasa istaknuta prebrojivost
algebarskih brojeva, dok je napomena o nepostojaǌu bijekcije izme�u
skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva samo ukratko nave-
dena i to pri ispravǉaǌu rada u pripremi za xtampu (naveli smo ne-
gativan Vajerxtrasov stav po pitaǌu pore�eǌa beskonaqnih skupova).
Razlog za iskǉuqivaǌe spomiǌaǌa Dedekinda, pa i neisticaǌe prin-
cipa neprekidnosti u dokazu, sastoji se u slede�em. Kantor je bio
uqenik veoma uticajne berlinske xkole i znao je da vode�i profe-
sori u Berlinu Kumer i Kroneker imaju pomalo negativan stav prema
Dedekindu zbog ǌegove algebarske teorije brojeva. Naime, Kroneker
je tvrdio da je istu tu teoriju on imao jox 1858. godine, ali da je
nije objavio i oni nikada nisu priznali Dedekindov prioritet u toj
oblasti. Kantor je kasnije, razvijaju�i daǉe svoju teoriju beskonaq-
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nih skupova doxao u sukob sa Kronekerom, no u vremenu o kome govo-
rimo, on je bio u dobrim odnosima sa berlinskom xkolom i raqunao
je da su mu oni potrebni za daǉu karijeru (no, ispostavilo se da
on nikada prexao iz Halea na neko presti�nije mesto). Dedekind je
izrazio svoje qu�eǌe xto je Kantor naveo ǌegove dokaze bez spomi-
ǌaǌa izvora i od tada su ǌihovi odnosi pomalo zahladneli i na
pisma koja mu je Kantor upu�ivao qesto nije odgovarao.

Zbog ograniqenosti (po obimu) ovog pregleda, ne�emo se baviti
Kantorovim daǉim radom. Taj rad je izuzetno znaqajan i bilo bi
potrebno dosta prostora da bi se opisao.

Radi kompletnije slike poqetaka teorije skupova i to posebno uvo-
�eǌa terminologije skupova i funkcija u sve matematiqke oblasti
posveti�emo se malo Dedekindovom doprinosu.

Dedekind je svoju habilitaciju odbranio 1854, samo nekoliko dana
posle Rimana, tako�e u Getingenu. Naslov teme bio je: ,,O uvo-
�eǌu novih funkcija u matematiku“. U okviru te teme on je go-
vorio o trigonometrijskim funkcijama, integraciji i elementarnoj
aritmetici. Dedekind je time zapoqeo jedan program, koji je za-
pravo sledio tokom cele svoje karijere. Naime, ideja gra�eǌa bro-
jeva poqev od prirodnih brojeva je nexto o qemu je on pisao u vixe
objavǉenih i neobjavǉenih radova. Na samom poqetku je centralnu
ulogu dao operacijama (dakle funkcijama), tj. ideja konstrukcije sve
xire klase brojeva bila je uslovǉena operacijama koje vrximo u
postoje�oj klasi, preciznije mogu�nosti, odnosno nemogu�nosti izvo-
�eǌa inverznih operacija. U svojim kasnijim radovima, same skupove
je postavio u centar interesovaǌa.

Godine 1857, Dedekind je proqitao Hamiltonovo

Slika 41: Hamil-
ton

(Ser Vilijam Rouen Hamilton, 1805–1865, bri-
tanski matematiqar) delo Lekcije o kvaternio-
nima. Kao xto se kompleksni brojevi dobijaju
kao ure�eni parovi realnih brojeva sa odgo-
varaju�e definisanim operacijama, na sliqan
naqin se kvaternioni dobijaju iz kompleksnih.
Mno�eǌe kvaterniona nije komutativno, ali sva
ostala svojstva su zadr�ana. Dedekind je oqi-
gledno zakǉuqio da su te konstrukcije (kom-
pleksnih brojeva i kvaterniona) dobro izvedene
i nikada se u svojim radovima nije bavio pi-
taǌem konstrukcije npr. kompleksnih brojeva.
No, bavio se konstrukcijom celih i racional-
nih brojeva, kao i realnih brojeva. Cele i
racionalne brojeve je konstruisao poput kon-
strukcije koju mi danas koristimo – pomo�u ure�enih parova sa odgo-
varaju�im identifikacijama, a xto se tiqe konstrukcije realnih bro-
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jeva, prisetimo se Dedekindovog reza iz Analize 1. Nas �e ovde na-
jvixe zanimati Dedekindov pogled na prirodne brojeve.

Glavno Dedekindovo delo, koje se bavi zasnivaǌem matematike je
Was sind und was sollen die Zahlen, objavǉeno 1888. Najqex�i prevod ovog
naslova je Xta su i qemu slu�e brojevi, ali, imaju�i u vidu sadr�aj
dela, prevod mogao da bude i Xta su i qemu bi trebalo da slu�e bro-
jevi. Mi �emo se pozabaviti ovim delom, kao i rukopisima, koji su
mu prethodili.

Kao xto smo ve� naveli, Dedekind je bio temeǉan matematiqar,
koji nije �urio sa objavǉivaǌem radova pre nego xto bi oni dostigli
onaj nivo sveobuhvatnosti i celovitosti koji je on �eleo. Dakle, on
je sledio Gausovu maksimu: malo, ali zrelo. Bilo je sluqajeva kada
se to loxe odrazilo na ǌegovu karijeru (nedovoǉan broj objavǉenih
radova), ali on se tog principa dr�ao celog �ivota.

U rukopisima nastalim izme�u 1854. i 1872. godine mo�emo na�i
da je Dedekind prirodne brojeve gradio poqevxi od broja 1 i formi-
raju�i sledbenike brojeva dodavaǌem jedinice. Sabiraǌe je defi-
nisao formulom a+(b+1) = (a+b)+1. Zanimǉivo je da je Dedekind mnoge
ideje na osnovu kojih su bazirani rezultati iz tog glavnog ǌegovog
rada o zasnivaǌu brojeva, navodio u pismu izvesnom gimnazijskom
profesoru Keferxtajnu, a propustio da ih navede u samom radu i time
taj rad uqinio nerazumǉivijim i maǌe shva�enim od strane profe-
sionalnih matematiqara. Kasnije je operaciju sabiraǌa definisao
apstraktnije, kao funkciju ϕ, koja ima svojstva ϕ(a,d(b)) = dϕ(a,b) i
ϕ(a,1) = d(a), gde je d : NÑ N funkcija koja predstavǉa ,,dodavaǌe je-
dinice”.

Pre�imo sada na samo delo. Na samom poqetku, Dedekind uvodi os-
novnu skupovnu terminologiju: sistem (skup), stvar (element skupa),
deo (podskup), pravi deo (pravi podskup), kombinovan sistem (unija
skupova), zajednica sistema (presek skupova).

Slika 42: Hilbert

Qitaoci koji su upoznati sa Hilbertovim
(David Hilbert 1862–1943, nemaqki mate-
matiqar) delom Osnovi geometrije, sigurno su
ovu terminologiju prepoznali poxto na poqetku
ovog dela Hilbert navodi: ,,Razmatra�emo tri
sistema stvari. Stvari prvog sistema zva�emo
taqke.” Hilbert je tada koristio Dedekindovu
terminologiju.

Pored pojma skupa naveo je i pojam preslika-
vaǌa i to praktiqno u smislu u kome se u mod-
ernoj matematici ono i uvodi – preslikavaǌe
sistema S je zakon po kome stvari s iz S odgovara
stvar ϕ(s), koja se zove slika od s. Definisao je
i kompoziciju preslikavaǌa. Dedekind je naveo
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da je ovim dao definiciju pojma preslikavaǌa, mada sa logiqke taqke
gledixta to se ne mo�e nazvati definicijom (jer, xta je to zakon?),
no samo pojaxǌeǌem.

Slika 43: Frege

Kao glavne nedostatke Dedekindove prezentacije
skupova, istaknuti logiqar Frege (Fridrih Lud-
vig Gotlib Frege, 1848–1925, nemaqki matem-
atiqar) je naveo:

1) Nejasno razlikovaǌe relacije pripadnosti i
podskupa.

2) Qesto nerazlikovaǌe jednoqlanog skupa i ǌe-
govog elementa.

3) Izbacivaǌe praznog skupa.

Naravno, qiǌenica da postoje ovakvi problemi
kod Dedekinda, ne opravdava sadaxǌe studente
matematike da prave takve grexke! Podsetimo se
da je Peano (�uzepe Peano, 1858–1932, italijan-
ski matematiqar) bax u vezi sa ovakvim primed-
bama uveo posebnu oznaku, koju i danas koristimo, za pripadnost ele-
menta skupu, dok je Dedekind ranije imao pojam praznog skupa, ali ga
je ipak iz publikovanog rada izbacio.

Slika 44: Peano

Veliki nedostatak Dedekindovog pogleda na
skupove je i u prihvataǌu postojaǌa univerzalnog
skupa, tj. skupa svih skupova, a znamo da se na taj
naqin paradoksi pojavǉuju u teoriji skupova, no u
trenutku objavǉivaǌa, to jox nije bilo vidǉivo.

Posvetimo se za kraj najzanimǉivijem pojmu, sa
aspekta teorije skupova, koji je Dedekind uveo u
ovom radu, a to je pojam lanca. Upozorimo odmah
da se ne radi o pojmu lanca u vezi parcijalnog
ure�eǌa.

Ideja lanca je dobijena iz ideje matematiqke
indukcije, tj. razmatraǌem dokaza pomo�u induk-
cije. Ako je dato preslikavaǌe ϕ : S Ñ S, onda pod-

skup K od S zovemo lanac ukoliko je ϕ[K ]�K (sa ϕ[S] oznaqavamo sliku
podskupa K pri preslikavaǌu ϕ). Dedekind uvodi pojam lanca sis-
tema (setimo se da je tako Dedekind nazivao skup). Naime, ako je
A � S i ϕ : S Ñ S, onda je lanac sistema A po definiciji presek svih
lanaca (dakle svih podskupova K skupa S za koje je ϕ[K ]� K ), qiji je
A podskup. Oznaka koju Dedekind koristi da oznaqi lanac skupa A je
A0 (a ponekad koristi i oznaku ϕ0(A)). Vide�emo uskoro kako je ova
ideja povezana sa aksiomatikom prirodnih brojeva, kao i sa Kantor-
Bernxtajnovom teoremom.
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Dedekind je imao originalnu ideju – da zasnuje konaqno (prirodne
brojeve) na beskonaqnom. Stoga mu je bio potreban pojam beskonaqnog
skupa. Tu definiciju je on formulisao jox 1872. godine. Naime,
skup S je beskonaqan ako postoji bijekcija (koristimo savremenu ter-
minologiju) izme�u S i nekog ǌegovog pravog podskupa. U suprotnom
je konaqan. Originalnost ove ideje je naravno u qiǌenici da se ovde
nexto xto uopxte nije sporno, poput prirodnih brojeva zasniva na
neqem xto su mnogi matematiqari kao xto smo videli, izbegavali da
koriste, tj. na pojmu stvarne beskonaqnosti.

Evo kako je Dedekind uveo prirodne brojeve. Osnovni pojam je po-
jam prosto beskonaqnog skupa. Skup N je prosto beskonaqan ukoliko
postoji ,,1–1” preslikavaǌe ϕ : N Ñ N (Dedekind je ,,1–1” preslika-
vaǌa nazivao sliqna ili istaknuta), tako da je N lanac jednog ele-
menta koji ne pripada ϕ[N ]. Ovaj istaknuti element zove se bazni
element i oznaqava sa 1. Ovde ponovo imamo problem sa Dedekid-
novom terminologijom, poxto zapravo N ne mo�e biti lanac nekog
elementa, no lanac jednoqlanog skupa sa tim elementom kao jedinim
svojim qlanom, ali vidimo da se to lako ispravǉa. Dakle imamo qe-
tiri va�na uslova:

(α) ϕ[N ]�N ;
(β) N = {1}0;
(γ) 1 ∉ϕ[N ];
(δ) ϕ je ,,1–1“.

Da li je neko spomenuo Peanove aksiome? Peano je svoje aksiome ob-
javio 1899. godine i naveo je da jeste konsultovao ovaj Dedekindov rad,
no sam je pre toga doxao do ǌih. No, evo ih i ovde kod Dedekinda.

Za kraj izlagaǌa o Dedekindovom doprinosu teoriji skupova, nave-
dimo i gore spomenutu vezu lanaca i Kantor-Bernxtajnove teoreme.

Kantor i Dedekind su se u septembru 1882. godine sreli u Har-
cburgu i naravno razgovarali o matematici. Kantor je tada in-
formisao Dedekinda (a to se vidi i iz pisma iz novembra te godine)
da ima problema sa dokazom slede�eg tvr�eǌa:

Ako je M2�M 1�M i ako postoji bijekcija izme�u M i M2 onda postoji
bijekcija izme�u M i M 1.

Jasno je da je ovo tvr�eǌe ekvivalentno Kantor-Bernxtajnovoj teo-
remi.

Evo koje se tvr�eǌe mo�e na�i u navedenom Dedekindovom radu o
brojevima.
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Neka je ϕ dato preslikavaǌe i uvedimo oznaku K 1 = ϕ[K ]. Pret-
postavimo da je K 1� L�K . Dakle i K i L su lanci. Dedekind pixe da
se pri ovim uslovima uvek mo�e izvrxiti slede�a dekompozicija L i
K . Neka je U = K zL i V = K zU0. Tada je

K =U0YV i L =U 1
0YV.

Ovaj dokaz Dedekind ostavǉa qitaocima (a to �emo i mi uraditi!) i
daǉe ga uopxte ne komentarixe. No, nije texko videti da se u sluqaju
da je ϕ ,,1–1” dobija tra�eno Kantorovo tvr�eǌe (sugerixemo qitaocu
da to sam uradi). Podsetimo se da je Dedekind bio vrlo sistematiqna
osoba, tako da nije mogu�e da se on nije prisetio pitaǌa koje mu je
postavio Kantor. Pre �e biti da je Dedekind rexio da se malo, da se
tako izrazimo, naxali sa Kantorom (a treba imati u vidu i ranija
iskustva koja je imao u prepisci sa ǌim) i da proveri da li �e on
uspeti da prepozna tra�eno tvr�eǌe. Texko je poverovati, ali Kan-
tor ne samo da je qak i 1895. godine smatrao da teorema jox nije
dokazana, nego se i negativno izrazio o ovom Dedekindovom radu, koji
je opisao kao vextaqki sistem od 172 tvr�eǌa, koji se bave najelemen-
tarnijim i ponekad najtrivijalnijim svojstvima brojeva i koji umesto
da pojasne, samo jox vixe zamagǉuju prirodu brojeva! Kao pouka ove
priqe mo�e se zakǉuqiti da treba pa�ǉivo qitati dela istaknutih
autora—mo�da su oni dokazali bax ono xto nam treba, a nisu to
�eleli da istaknu!
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