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Praistorija
Antropolozi nam ka�u da nema kulture, ma koliko primitivna

bila, koja nema u sebi neko poimaǌe broja. Navedimo neke primere.

• Neka abori
inska plemena u Australiji nemaju reqi za brojeve
ve�e od 2, imaju samo za 1 i 2, sve ostalo je ,,mnogo”.

• Indijanci oko Amazona broje do 6, no nemaju reqi za 3, 4, 5, 6,
nego je 3 dva-jedan, 4 je dva-dva itd.

• Buxmani sliqno broje po 2 do 10. Ovde je zanimǉivo ista�i da
ne �ele da zamene 2 krave za 4 sviǌe, ali je u redu da zamene
jednu kravu za dve sviǌe, a potom opet isto to!

Veoma je zanimǉiva analiza brojevnih sistema kod severnoame-
riqkih Indijanaca koju je 1913. godine objavio Ils. Pre svega, navodi
se da ima 60 jeziqkih grupa, a ukupno oko 750 jezika. Nisu svi ra-
zliqiti, smatra se da ima oko 500 razliqitih jezika. U okviru iste
jeziqke grupe su jezici koji su sliqni kao xto su sliqni, na primer,
xpanski, italijanski i francuski. Za 307 brojevnih sistema bazi-
ranih na analizi jezika, imamo slede�e podatke:

• 146 imaju osnovu 10;

• 106 koriste kombinaciju osnove 5 i 10;

• 35 koriste kombinaciju osnove 5 i 20;

• 15 koriste osnovu 4;

• 3 koriste osnovu 3;

• 1 koristi osnovu 8.
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Ne postoji qisto binarni sistem, ali se tragovi binarnog sistema
nalaze u 81 jeziku, gde se pojavǉuje ,,dupliraǌe” – na primer 6 se
izra�ava kao 2�3, ,,ponovo 3”, ,,3, 3”, ,,trojke” i sliqno za 4, 8, 10 i
12. Smatra se da je to posledica postojaǌa velikog broja prirodnih
parova (oqiju, xaka, krila. . . ).

Jedna zanimǉivost – na Navaho jeziku se broj 10 izgovara: ,,nezna”.

Za registrovaǌe broja nekih stvari, plodova, �ivotiǌa korix-
�eno je urezivaǌe u kamen, drvo, pravǉeǌe qorova na nitima ra-
zliqite boje ili du�ine. Ako bi bili preveliki brojevi za zapis,
onda bi se zarezi grupisali u grupe od po 5, 10, 20. To je znaqajno
poboǉxaǌe od brojaǌa jedan po jedan.

Ostaci kostiju pokazuju da su takav naqin zapisivaǌa izumeli
ǉudi u Starom kamenom dobu qak i pre 30 hiǉada godina. Posebno
znaqajan primer je goleǌaqa mladog vuka na�ena u Qehoslovaqkoj
tridesetih godina proxlog veka. Ona je duga oko 18 cm i ima 55
duboka zareza koji su maǌe-vixe iste du�ine, a grupisani su u grupe
od 5 zareza.

Slika 1: Kost iz Starog kamenog doba

Dugo se smatralo da su takvi zarezi zapisi iz lova, ali skorija
razmatraǌa su vixe sklona interpretaciji da je tu bilo reqi i o
nekom zapisivaǌu o protoku vremena. Obele�avaǌa na kostima na-
�enim u nekim francuskim pe�inama krajem osamdesetih godina XIX
veka su grupisana u nizove brojeva koji se ponavǉaju i koji se sla�u
sa brojem dana u uzastopnim Meseqevim fazama. Tako da tu kao da
imamo neki lunarni kalendar.

Jedan izuzetan primerak na�en je 1960. godine u Ixangu du� obala
Jezera Edvard, blizu izvorixta Nila. Starost tog arheoloxkog
nalazixta je proceǌena na 17 hiǉada godina p. n. e. xto je nekih
12 hiǉada godina pre pojavǉivaǌa prvih poǉoprivrednih zajednica
u dolini Nila. Radi se o lixǌaqi babuna, koja je najverovatnije
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slu�ila kao ruqka nekog oru�a, koje se koristilo za urezivaǌe, tetovi-
raǌe, ili qak i za pisaǌe na neki naqin. Sadr�i grupe zareza koje
su grupisane u tri jasno definisane kolone. Ne qini se da se radi
o dekorativnom naqinu grupisaǌa, zbog svoje nepravilnosti. Naime,
jedna od kolona sadr�i grupe od 11, 21, 19 i 9 zareza, xto podse�a na
10+1,20+1,20�1,10�1. U drugoj koloni ima osam grupa sa (redom): 3, 6,
4, 8, 10, 5, 5, 7 zareza. Kao da ovde ima reqi o nekom udvostruqavaǌu
(ali, qemu onda tu i 7?).

Posledǌa kolona ima grupe od po 11, 13, 17 i 19 zareza. Texko
da se ovde, kao xto neki navode, radi o prostim brojevima. Vixe se
qini da je i ovde req o nekom kalendaru poxto je 11+21+19+9 = 60 =
11+13+17+19 (zbirovi brojeva u prvoj i tre�oj koloni).

Slika 2: Zarezi na kosti iz Ixanga

Urezivaǌe kao metod za registrovaǌe podataka, dugo je zadr�an.
Slede�i primer je zanimǉiv. U Britaniji su se u daxqice od lex-
nikovog drveta du�ine od 15 do 23 cm pravili zarezi kao zapisi o
novcu. Zarez koji je bio debǉine xake, odgovarao je iznosu od 1000
funti, debǉine palca – 100 funti, a debǉine malog prste – 20 funti.
Kada bi se davao zajam, daxqica bi se prelomila na pola tako da se
video zarez na svakoj polovini. Jedan deo bi zadr�ao dr�avni trezor,
a drugi bi uzeo du�nik. Tako bi se lako moglo proveriti pore�eǌem
daxqica da li se raquni ,,sla�u”.

Zanimǉiva je terminologija. Ukoliko bi neko pozajmio novac en-
gleskoj nacionalnoj banci, on bi uzimao polovinu te daxqice i taj
deo koji bi on uzeo nazivao se ,,stock”. Dakle, on je bio ,,stockholder”.
Kada bi on �eleo da unovqi to xto je imao, doneo bi svoj deo dax-
qice i onda bi se to proverilo – ,,check”. Odatle su kaznije izvedeni
nazivi za ,,akcije” i ,,qekove”. Taj sistem je ukinut tek 1826. godine.
Godine 1834. kada su silne daxqice koje su jox preostale spaǉene u
pe�ima koje su podgrevale Ku�u lordova, vatra je izmakla kontroli
i proxirila se toliko da je izgorela cela zgrada parlamenta.
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Slika 3: Daxqice iz trinaestog veka

Drugi naqin zapisivaǌa nalazimo kod Inka u Peruu. Postojao je
priliqno dobro razra�en sistem ,,kipua” (,,qvorova koji govore”).

Slika 4: Kipu

To su bile grupe vrpci napravǉenih od upletenih vlakana od vune
ili dlake �ivotiǌa iz porodice kamelida (na primer, tu spada lama),
razliqite boje i du�ine sa vixe qvorova na ǌima. Inke nisu imali
pismo, kipui su quvali razne podatke. Mi ne znamo u potpunosti koje
su sve podatke, sem qisto numeriqkih (podaci o skladixtima, broju
ǉudi i sliqno), quvali na taj naqin, ali je zanimǉivo da se tako neki
logiqko-numeriqki sistem mogao razviti u kulturi koja nije imala
pismo. Kipui su sadr�ali od 3 do skoro 1000 niski. Na�alost, xpan-
ski osvajaqi su smatrali da su ti qudni zapisi �avoǉi proizvod i
skoro su svi unixteni, ostalo je samo oko 600 kipua. Do skora se sma-
tralo da oni potiqu od 650 g. p. n. e. ali je 2005. godine u obalskom
gradu Karalu u Peruu otkriven kipu, mo�da je boǉe re�i proto-kipu,
star 5000 godina i to u dobrom staǌu. U poqast starih kipua, neki
kompjuterski sistemi za quvaǌe podataka nazivaju se Quipu.
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Egipat

Grupisaǌem maǌih poǉoprivrednih zajednica u periodu od 3500.
do 3100. g. p. n. e. formirana su dva kraǉevstva – Gorǌi i Doǌi
Egipat. Oko 3100. g. p. n. e. osvajaǌem sa juga doxlo je do ujediǌeǌa.

Klasiqan izvor saznaǌa o Egiptu je Herodotova ,,Istorija”.

Slika 5: Herodot

Herodot (485-430. g. p. n. e.) je ro�en u Halikarnasu u jugozapad-
nom delu Male Azije. To je bio grqki grad u sastavu Persije. Danas
je to Bodrum u Turskoj. Zbog politiqkih razloga, bio je prisiǉen da
napusti rodno mesto i smestio se u Atini. Odatle je putovao, mo�da
kao trgovac, u razne krajeve tada poznatog sveta, od ju�nih delova
sadaxǌe Rusije, preko Sirije i Iraka do Egipta. On je zapisivao
priqe koje su mu ǉudi priqali, tako da je ǌegova ,,Istorija” vixe
putopis sa socioloxkim i antropoloxkim podacima nego istorija u
sadaxǌem smislu. Ali, on je pokuxavao da sadaxǌost tumaqi prox-
lim doga�ajima i to je jedan od razloga xto je prozvan ,,Ocem is-
torije”.

Slika 6: Poznati svet u vreme Herodota
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Moderno interesovaǌe za Egipat poqiǌe neuspexnom Napoleonovom
vojnom avanturom u Egiptu. Naime, Napoleon je 1798. godine sa nexto
vixe od 300 brodova i 38000 vojnika krenuo u Egipat u pokuxaju da
ga osvoji i na taj naqin ugrozi britanski put za Indiju. No, ve�i
deo flote je ubrzo unixten kod Aleksandrije, mada je vojna kampaǌa
trajala jox godinu dana. Napoleon je, �ele�i da ubla�i vojnu akciju
i da promovixe francusku kulturu, u tu ekspediciju uvrstio i mnoge
nauqnike, izme�u ostalih i francuske matematiqare Gaspara Mon�a
i �an Baptist Furijea. Nauqnici su imali zadatak da prikupe xto
vixe informacija o svim aspektima teritorije zemǉe u koju su doxli.
Oni su u toku vojnih sukoba zarobǉeni, ali su puxteni sa svim svo-
jim zapisima i crte�ima. Zahvaǉuju�i tim materijalima, u toku
narednih 25 godina, objavǉeno je monumentalno delo ,,Opis Egipta”.

Nikada do tada nije neka strana zemǉa bila prikazana sa toliko
mnogo podataka, koji su sakupǉeni brzo i kvalitetno, a pri veoma
texkim uslovima. Do tada je u Evropi stari Egipat bio nepoznat, no
ovim delom je poqelo veliko interesovaǌe u evropskim intelektual-
nim krugovima za Egipat kao drevnu civilizaciju.

Kao xto znamo, pismo koje se koristilo za znaqajne natpise bilo
je hijeroglifsko (,,sveti znaci”) koje je u samom svom poqetku bilo
slikovno, no kasnije su dodavani i pojedinaqni simboli. U slede�oj
tablici mo�emo videti prikaz brojeva, zajedno sa opisom simbola

broj hijeroglif opis

1 | palica

10 2 kost pete

100 3 u�e

1000 4 cvet lokvaǌa

10000 5 savijeni prst

100000 6 punoglavac

1000000 7 Heh, bog veqnosti

U nekim tekstovima je u�e umotano u drugom smeru, prst je savijen na
drugu stranu, a umesto punoglavca, pojavǉuje se �aba.
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Kao xto mo�emo videti, sistem jeste baziran na osnovi deset,
ali nije pozicioni poxto su se razliqiti simboli koristili da oz-
naqe razne dekadne jedinice (nemamo cifre). Brojevi su prikazivani
tako xto bi se nizali simboli za pojedine dekadne jedinice i to bi,
obiqno, zdesna dolazile oznake za ve�e jedinice, no, s obzirom da
sistem nije pozicioni, to nije bilo obavezno. Na primer, 2019 bi se
moglo zapisati ovako:

||||||||| 2 44
No, zbog uxtede prostora, nekad bi se nizali i jedan iznad drugog.

||||||||| 2 44
Sabiraǌe se vrxilo grupisaǌem i potoǌim sre�ivaǌem. Na primer,
ako bismo �eleli da na�emo zbir 37+188, to bismo radili ovako:

||||||| 222
|||||||| 22222222 3

||||||||||||||| 22222222222 3

||||| 222222222222 3
||||| 22 33

Oduzimaǌe se izvodi uz ,,pozajmǉivaǌe”. Na primer, oduzimaǌe 132�
56 bi se izvodilo kao xto sledi.

|| 222 3
|||||| 22222

|| 2222222222222
|||||| 22222
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|||||||||||| 222222222222
|||||| 22222
|||||| 2222222

Kao xto znamo, mnogi zapisi su prona�eni na papirusima na kojima
se pisalo perom i mastilom. U svrhu lakxeg pisaǌa na papirusu,
egipatski svextenici su razvili hijeratsko (sveto) pismo. Moglo
bi se re�i da se ono prema hijeroglifskom odnosi kao pisani tekst
prema xtampanom. Kasnije, kada se upotreba papirusa proxirila,
razvijeno je i demotsko (narodno) pismo.

Francuski vojnici su, prilikom jednog ukopavaǌa u blizini Rozete,
otkrili znaqajan kamen na kojima se nalazio natpis na tri pisma —
hijeroglifskom, demotskom, grqkom.

Bilo je jasno da se radi o izvanredno va�nom otkri�u poxto niko
do tada nije bio u staǌu da proqita hijeroglifske natpise. Stoga
su naqiǌene kopije pomo�u papira i mastila, koje su razaslane po
Evropi. Ne samo to, nego su pri pregovorima o kapitulaciji fran-
cuskih snaga u Egiptu, Britanci u ugovor stavili i zahtev za predaju
kamena iz Rozete. On je tada prebaqen u Britanski muzej, a gipsane
kopije su date vode�im britanskim univerzitetima – Oksford, Ke-
bri
, Dablin i Edinburg.

Hijeroglife je na kraju ipak dexifrovao jedan Francuz – Xampo-
lion (1790-1832) koji je ceo svoj, ne bax dugi �ivot, posvetio tome
jox od detiǌstva.

Glavni izvori naxeg znaǌa o egipatskoj matematici potiqu od
dva papirusa – Rajndovog (ili Ahmesovog, po imenu pisara koji ga
je ispisao) i Moskovskog (ili Golenixevǉevog). Osim ovih, od ma-
ǌeg znaqaja su i Berlinski papirus, kao i egipatska matematiqka
ko�na rolna.

Ahmesov papirus je otkrio Xkot Rajnd 1858. godine. Zapravo, taj
papirus tada nije bio ceo. On je imao dva dela i nedostajao mu je
sredǌi deo. Kasnije je otkupǉen jedan papirus za koga se smatralo
da sadr�i podatke o medicini. Ispostavilo se da je on vextaqki sas-
tavǉen od vixe drugih i tu je zapravo na�en i centralni deo Rajn-
dovog papirusa. Rajndov papirus je du�ine nexto maǌe od 5,5 metara
i xirine 32 cm. Ahmes je bio pisar koji ga je ispisao najkasnije
1550. godine p.n.e. On navodi da pixe o rezultatima poznatim od
strane starijih autora iz XII dinastije (1849-1801. godine p.n.e).

Zanimǉivo je navesti da postoji i dokument vrlo sliqnog sadr�aja,
a koji je napisan 2000 godina posle ovog.
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Slika 7: Deo Rajndovog (Ahmesovog) papirusa

Ahmes poqiǌe ambiciozno: ,,Ovo je detaǉna studija svih stvari,
uvid u sve xto postoji, znaǌe svih opskurnih tajni”. No, to je zapravo
matematiqki priruqnik sastavǉen od 85 problema, a te ,,opskurne
tajne” su mno�eǌe i deǉeǌe.

Mno�eǌe je zapravo bila u suxtini aditivna operacija kod starih
Egip�ana. Osnovna ideja kod mno�eǌa sastojala se u udvostruqavaǌu
(ili prepolovǉavaǌu) i kasnijem sabiraǌu.

19 �37

/ 1 37

/ 2 74

4 148

8 296

/ 16 592

19 703
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37 �19

/ 1 19

2 38

/ 4 76

8 152

16 304

/ 32 608

37 703

Deǉeǌe je suprotno mno�eǌu – tra�i se broj koji mno�eǌem sa
deliocem daje deǉenik. Za deǉeǌe 91 : 7 pravi se ista tablica kao za
mno�eǌe, ali se rezultat drugaqije oqitava.

91 : 7

/ 1 7

2 14

/ 4 28

/ 8 56

13 91

Naravno, pri deǉeǌu se pojavǉuju i razlomci. Egip�ani su imali
veliku preferencu ka jediniqnim razlomcima, tj. ka razlomcima oblika
1
n . Oni su oznaqavani tako xto je iznad hijeroglifskih simbola za
imenilac ispisivan izdu�eni oval (koji znaqi ,,deo”). Na primer:r||| . Mi mo�emo da koristimo skra�ene oznake, na primer, 134, za
razlomak 1

134 . Osim ovih, imali su posebnu oznaku i za 2/3:

Zanimǉivo je navesti da, ako bi �eleli da na�u 1/3 od nekog broja,
najpre bi nalazili 2/3, a potom 1/2 od dobijenog rezultata! Osim toga,
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za raqunaǌe bi se ponekad mno�ilo (delilo) sa 10. Dakle, kombinaci-
jom udvostruqavaǌa, mno�eǌa sa 10, prepolovǉavaǌa, deǉeǌa sa 10 i
mno�eǌa sa 2/3 trudilo se da se do�e do rezultata. No, Egip�ani su
izra�avali rezultate koriste�i te jediniqne razlomke. Jasno je da
je onda potrebno videti kako se brojevi oblika 2 �n (= 2

n ) izra�avaju
preko jediniqnih razlomaka.

Prva tre�ina Ahmesovog papirusa zapravo se sastoji od tablice
u kojoj se razlomci 2/n izra�avaju u obliku zbira jediniqnih razlo-
maka za neparne brojeve od 5 do 101. Sem xto je korix�en identitet

2

3k
= 1

2k
+ 1

6k
,

nije jasno zbog qega su korix�eni bax takvi zapisi, a ne neki drugi.
Navedimo neke razvoje iz tablice.

2 �5 = 3+5 2 �7 = 4+28

2 �11 = 6+66 2 �17 = 12+51+68

2 �19 = 12+76+114 2 �31 = 20+124+155

2 �37 = 24+111+296 2 �41 = 24+246+328

2 �47 = 30+141+470 2 �49 = 28+196

2 �71 = 40+568+710 2 �73 = 60+219+292+365

2 �91 = 70+130 2 �97 = 56+679+776.

Na primer, u tablici imamo

2

19
= 1

12
+ 1

76
+ 1

114
,

a ne
2

19
= 1

12
+ 1

57
+ 1

228
.

Neka pravila su uoqena.

1. Preferiraju se maǌi imenioci, nijedan nije ve�i od 1000.

2. Xto maǌe jediniqnih razlomaka, nikad ih nema vixe od 4.

3. Po�eǉniji su parni imenioci od neparnih, posebno za poqetne
qlanove u predstavǉaǌu.

4. Prvo idu maǌi imenioci i nema jednakih.
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5. Najmaǌi se mo�e pove�ati ako to mo�e dovesti do smaǌivaǌa
ostalih razlomaka. Na primer, imamo 2

31 = 1
20 + 1

124 + 1
155 , a ne 2

31 = 1
18 +

1
186 + 1

279 .

Mno�eǌe razlomaka se izvodi jednostavno.

(2+4) � (1+2+7)

1 1+2+7

/ 2 3+4+28

2 2+4+14

/ 4 4+8+28

2+4 3+2+8+14

Naravno, ovde je korix�en razvoj iz tablice 2 �7 = 4+28, kao i to da
je 2 �2n = n.

U problemu 33 iz Ahmesovog papirusa pojavǉuje se problem nala�e-
ǌa broja koji pomno�en sa 1+ 2

3 + 1
2 + 1

7 daje 37. To je slo�enije. Najpre
poqiǌe standardno (koristi�emo standardne sadaxǌe oznake radi
lakxeg pra�eǌa):

1 1+ 2
3 + 1

2 + 1
7

2 4+ 1
3 + 1

4 + 1
28

4 9+ 1
6 + 1

14

8 18+ 1
3 + 1

7

/ 16 36+ 2
3 + 1

4 + 1
28

Sada se izraquna xta se dobija kada se zbir ovih posledǌih razlo-
maka, koji je maǌi od 1, pomno�i sa 42.
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1 42

/ 2
3 28

1
2 21

/ 1
4 10+ 1

2

/ 1
28 1+ 1

2

40

Zaxto je tu mno�eno sa 42? Oqigledno zato xto je to zajedniqki
imenilac za poqetne razlomke 2

3 , 1
2 , 1

7 , a svrha je bila da se ustanovi
koliko nedostaje do 1. Nedostaje dakle 2/42. No, s obzirom da je
(1+ 2

3 + 1
2 + 1

7 ) �42 = 97, a xto je pokazano u problemu 31, broj koji treba
da se doda broju 16 je broj 2

97 , a iz tablice je to 1
56 + 1

679 + 1
776 . Dakle,

konaqno rexeǌe je 16+ 1
56 + 1

679 + 1
776 .

Problem 24 je lakxi, ali je zanimǉiv metod ǌegovog rexavaǌa.
On spada u ‘aha’ probleme, ili probleme ‘gomile’:

Gomila i ǌena sedmina daju 19. Kolika je ta gomila.

Rexeǌe je bazirano na metodu ‘pogrexne pretpostavke’ – za rexeǌe
se najpre uzme nexto pogodno, xto nije rexeǌe, a zatim se propor-
cionalno koriguje. Dakle, ovde se radi o linearnoj jednaqini:

x + 1

7
x = 19.

Prime�ujemo da je pogodno uzeti da je x = 7. Tada se dobija da je
x + 1

7 x = 8, xto nije ono xto �elimo i zato to korigujemo – onim qime
treba pomno�iti 8 da se dobije 19 mno�imo 7 da dobijemo rezultat.

Najpre se izraquna xta se dobija kada se pretpostavi da je rezul-
tat 7.

/ 1 7

/ 1
7 1

8
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Potom se tra�i broj kojim treba pomno�iti 8 da se dobije 19.

1 8

/ 2 16

1
2 4

/ 1
4 2

/ 1
8 1

2+ 1
4 + 1

8 19

I na kraju se taj broj mno�i sa 7.

/ 1 2+ 1
4 + 1

8

/ 2 4+ 1
2 + 1

4

/ 4 9+ 1
2

7 16+ 1
2 + 1

8

Problem 28 je sliqnog oblika, ali se iz rexeǌa mo�e razumeti
da on spada i u onu grupu problema sa kojima smo se sretali kada
smo bili deca – stariji vam ka�u da zamislite neki broj i da onda
izvedete neke operacije sa ǌim, te onda ‘pogode’ koji ste broj zamis-
lili.

Odredi koji je to broj kome kada dodax ǌegove 2/3 i od dobijenog oduzmex
1/3 sume dobijex 10.

A procedura za rexeǌe je kratka.

Na�i 1/10 od 10. To je 1. Od 10 oduzmi 1. Dobijex 9. I to je rexeǌe.

U ovom rexeǌu se zapravo krije slede�i identitet (n je prirodan
broj):

n + 2

3
n� 1

3

(
n + 2

3
n

)
� 1

10

(
n + 2

3
n� 1

3

(
n + 2

3
n

))
= n.

U problemu 79 nalazimo sumiraǌe geometrijskog niza.
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/ 1 2801

/ 2 5602

/ 4 11204

19607

ku�e 7

maqke 49

mixevi 343

snopovi 2401

hekati 16807

19607

O qemu se ovde radi? Najpre, kakva je ovo raqunica u prvoj koloni?
Jedna od interpretacija je da se ovde koristi identitet (naravno u
vrlo jednostavnom obliku):

q +q2 + � � �+qn = q(q + � � �+qn�1 +1).

Naime, 2801 je suma prva qetiri qlana niza sa desne strane, uve�ana
za 1. A spomiǌaǌe ku�a, maqki, mixeva i ostalog kao da sugerixe
neki zabavan problem u kome se vidi koliko bi se uxtedelo hekata
pxenice (hekat je egipatska mera) ukoliko bi svaka od 7 maqaka u
svakoj od 7 ku�a pojela po 7 mixeva . . .

Recimo na kraju nexto i o egipatskoj geometriji. Herodot Egip�a-
nima pripisuje stvaraǌe geometrije:

Ka�u da ovaj kraǉ podeli zemǉu me�u svim Egip�anima tako da svaki
dobije qetvorougao iste veliqine i da onda on povlaqi svoje prihode od
poreza na tu zemǉu. Ali svako kome bi reka oduzela deo zemǉe je imao obavezu
da do�e kod kraǉa i da ga obavesti xta se desilo. Kraǉ bi onda poslao
nadzornike koji bi premerili za koliko se zemǉa smaǌila, da bi vlasnik
mogao da plati porez na ostatak zemǉe. Na taj naqin, qini se meni, nastala
je geometrija.

Premeravaǌe zemǉe su vrxili eksperti koje su Grci nazivali
,,zatezaqi konopca”. Naime, po svemu sude�i, ǌihovo glavno oru�e
su bili konopci sa oznaqenim qvorovima na ǌima. Demokrit je 420.
godine p. n. e. u jednom spisu pokazao da su oni bili i tada vrlo
ceǌeni. Naime on se pohvalio:

Niko me ne mo�e nadmaxiti u konstrukciji ravnih figura uz dokaz, qak
ni takozvani zatezaqi konopca u Egiptu.

Naravno, nama nisu ostali nikakvi podaci o dokazima iz Egipta.
Ima vixe primera pravila raqunaǌa nekih povrxina, koja su empi-
rijskog karaktera. Ukǉuquju�i i neka pogrexna. Na primer, u dosta
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kasnijem periodu, oko 100. godine p. n. e. u hramu Horusa u Edfu,
nalaze se podaci o mnogim qetvorostranim poǉima koja su bila pok-
loni hramu i za svako od ǌih se povrxina raqunala po formuli

P = 1

4
(a + c)(b +d),

gde su a i c, odnosno b i d naspramne stranice tog qetvorougla. Jasno
nam je da to nije taqna formula; ona jeste pribli�no taqna ako je
qetvorougao pribli�no pravougaonik.

Geometrijski problemi u Ahmesovom papirusu su problemi 41–
60. U problemu 51, Ahmes opisuje da se povrxina jednakokrakog
trougla nalazi kada se polovina osnovice pomno�i ǌegovom visi-
nom. To obrazla�e time da se jednakokraki trougao mo�e podeliti
na dva pravougla trougla iz kojih se mo�e sastaviti pravougaonik.
Na sliqan naqin, u problemu 52, odre�uje se formula za povrxinu
trapeza qije su osnovie 4 i 6, a visina 20. Uzimaju�i polovinu zbira
dve osnovice, da bi se napravio pravougaonik, mno�i sa visinom i nalazi
povrxinu.

Znaqajno egipatsko ostvareǌe je nala�eǌe povrxine kruga. U
problemu 50, objaxǌava Ahmes da se povrxina kruga preqnika 9 do-
bija tako xto se od preqnika oduzme ǌegova devetina, to jest 1, i onda
se to xto se dobije, to jest 8, pomno�i sa samim sobom. Dobija se 64,
xto je, kako ka�e Ahmes, tra�ena povrxina.

Dakle, ako sa R oznaqimo preqnik kruga, formula za povrxinu
kruga je

P =
(
R� R

9

)2

=
(

8R

9

)2

.

Ovo nam daje vrednost za π, π= 3 1
6 . Xto i nije tako loxe. Jox je va�-

nije, od ove pribli�ne vrednosti, egipatsko pravilo da je odnos povr-
xine kruga prema obimu jednaka odnosu povrxine opisanog kvadrata
prema ǌegovom obimu, a to je potpuno taqno. Ne znamo sa sigurnox�u
kako su Egip�ani doxli do ove formule, ali problem 48 kod Ahmesa
mo�da daje nagovextaj.

Slika 8: Problem 48 kod Ahmesa
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Tu se kao postavka problema pojavǉuje ova slika koja predstavǉa
kvadrat od koga je formiran osmougao. Poxto se tu nalazi i demotski
znak za broj 9, qini se da se radi o kvadratu stranice 9 iz koga su
iseqeni jednakokraki pravougli trouglovi od kojih svaki ima povr-
xinu 9

2 .

Slika 9: Krug upisan u kvadrat

Mogu�e je da je Ahmes zakǉuqio da je povrxina tog osmougla bliska
povrxini kruga upisanog u kvadrat.

U vezi raqunaǌa zapremina, navodimo problem 14 sa Moskovskog
papirusa (koji ima samo 25 problema). Tu se mo�e videti slede�a
sliqica.
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Zapravo, ako postavimo samo ono xto je tu najva�nije imamo ovo.

Naravno da nemamo oznake arapskim brojevima, ispisano je hijerat-
skim simbolima. Qini se da je ovde opet u pitaǌu neki trapez, ali se
iz postupka vidi da se zapravo radi o shematskom prikazu zarubǉeǌe
piramide. Osnove qine dva kvadrata stranice 4 i 2, dok je visina
6. Opisuje se postupak nala�eǌa zapremine ove zarubǉene piramide
koji zapravo odgovara formuli

V = h

3
(a2 +ab +b2).

Naime,
6

3
(42 +4 �2+22) = 2(16+8+4) = 2 �28 = 56.

Za kraj navedimo da su Egip�ani koristili i koncept koji de
facto odgovara kotangensu ugla. Nije se naravno spomiǌao ugao, ali
se raqunalo koliko zakoxena du� odstupa od vertikalne raqunaǌem
odnosa odstupaǌa jednog temena od vertikalne projekcije drugog i vi-
sine na kojoj se nalazi drugo teme – odnos dve katete u pravouglom
trouglu qija je hipotenuza ta du�. Zanimǉivo je da je za vertikalno
odstojaǌe korix�ena jedna jedinica mere, a za horizontalno druga,
no naravno da to nije suxtinski va�no.
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Matematika Mesopotamije

Slika 10: Mesopotamija

Ta civilizacija Mesopotamije (Me�ureqja) razvijala se prema naj-
xirim vremenskim okvirima od 2900. godine p. n. e. do Aleksandrovih
osvajaǌa 330. godine p. n. e. Gospodari su se meǌali, ali su bitne
karakteristike za naxu priqu ostajale dovoǉno konzistentne da mo�e-
mo govoriti o matematici Mesopotamije (u anglosaksonskoj litera-
turi dominira termin ‘vavilonska matematika’).

O civilizaciji Mesopotamije imamo znatno vixe izvora, jer, kao
xto znamo, glinene ploqice (tablice) na kojima su pisani razni doku-
menti znatno su trajnije od papirusa, ili pergamenta. Oko 400 hi-
ǉada ploqica, od kojih je nekih 2000 sa matematiqkim sadr�ajem su
omogu�ili mnoga saznaǌa qak i o obiqnom �ivotu ǉudi. Kao xto neki
francuski nauqnici navode, vixe se zna o porodiqnom �ivotu ǉudi
u Mesopotamiji pre vixe od 3000 godina, nego xto se zna o �ivotu
francuskih seǉaka iz XIII veka.

Glinene ploqice jesu trajnije, ali tako nemamo zapise ve�ih doku-
menata, jer su te ploqice qesto veliqine razglednica. No, ima ih
dovoǉno da mo�emo da damo odre�enu sliku. Xto se matematiqkih
rezultata tiqe, sigurno je za ǌihovu obradu najzaslu�niji austrijsko-
ameriqki matematiqar i istoriqar nauka Oto Nojgebauer. Na primer,
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ǌegov prvi rad, iz 1927. godine, o matematici Mesopotamije, bio je
posve�en poreklu seksagezimalnog sistema.

Kao xto znamo, koristilo se klinasto pismo. Oznaka jedinice je
bio vertikalni znak u obliku klina, koji �emo mi oznaqavati sa �,
dok je za oznaku broja 10 korix�en polo�eni znak u obliku nexto
‘debǉeg’ klina, koji �emo oznaqavati sa    . Na primer, broj 46 se
zapisivao ovako:

      
���

      
���

Sada dolazimo do va�ne qiǌenice. U matematici Mesopotamije ko-
ristio se pozicioni sistem sa osnovom 60 (seksagezimalni sistem),
ali sa dva nedostatka. Prvi nedostatak je bio u tome xto nije posto-
jao simbol za prazno mesto. U zapisu se ostavǉao malo ve�i razmak,
ali to nije bax bilo uvek jasno. Ovaj nedostatak je pri samom kraju
ove civilizacije ispravǉen – dodata je oznaka za prazno mesto u ob-
liku dva iskoxena klina, ali se ovaj simbol nikada nije koristio
na samom kraju broja i to govori o drugom nedostatku: nema oznake
za decimalni (zapravo seksagezimalni) zarez, mada se vidi da se u
primerima radilo i sa brojevima koji nisu bili celi. Iz konteksta
se videlo o qemu se radi.

Dakle, zapis

   
���

         
� ��

mogao je da oznaqava broj 13 �602+31 �60+2, ali i broj 13 �604+31 �602+2,
kao i broj 13+31 �60�1 +2 �60�2. Zapravo, na beskonaqno mnogo brojeva
se odnosio taj zapis. Iz konteksta se moralo shvatiti o kom se broju
zaista radi.

U daǉem tekstu �emo koristiti skra�eni zapis za seksagezimalne
brojeve. Na primer,

12,6;38,23,14

oznaqava broj

12 �60+6+38 �60�1 +23 �60�2 +14 �60�3.

Na jednoj od tablica mo�emo na�i aproksimaciju za
?

2: 1;24,51,10.
To je priliqno dobra aproksimacija za

?
2:

1+24/60+51/3600+10/216000� 1,41421296296.

Kako su doxli do ovako dobrog rezultata? Koristili su zapravo sada
nama dobro poznati algoritam za nala�eǌe pribli�ne vrednosti

?
a.

Naime, ako je a1 neka aproksimacija za taj koren i ako je taj broj,
na primer, maǌi od korena, onda je broj a

a1
druga aproksimacija, koja
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je ve�a od tog korena. I onda se uzme aritmetiqka sredina ova dva
broja kao nova aproksimacija:

a2 = 1

2

(
a1 + a

a1

)
.

Broj koji se navodi kao aproksimacija za koren iz 2 je zapravo slede�a
aproksimacija, tj. a3, ako je a1 = 1;30 (tj. 1,5 u decimalnom zapisu).

Veliki broj glinenih ploqica sa matematiqkim sadr�ajem sas-
toji se od raznih tablica: reciproqnih vrednosti, kvadrata, kubova,
kvadratnih korenova. Na primer, imamo ovakvu tablicu reciproqnih
vrednosti:

2 30

3 20

4 15

5 12

6 10

8 7,30

9 6,40

10 6

12 5

15 4

16 3,45

18 3,20

20 3

24 2,30

25 2,24

27 2,13,20

Postoje tablice kvadrata brojeva od 1 do 59, kao i kubova brojeva do
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31. Za mno�eǌe su koristili formule

ab = (a +b)2�a2�b2

2
, ab = (a +b)2� (a�b)2

4
.

Deǉeǌe se izvodilo mno�eǌem reciproqnom vrednox�u:

a

b
= a � 1

b
.

Recimo, da bismo naxli 34/5, pomno�imo 34 sa 12 i pomerimo za jedno
seksagezimalno mesto. No, neke vrednosti ovde nedostaju. Navedene
su samo reciproqne vrednosti ‘pravilnih’ brojeva, tj. onih kod kojih
imamo konaqan zapis (oblika su 2m3n5p). Recimo, ovde nemamo 1/7.
No, i 1/7 se mo�e na�i, bar pribli�no, na nekim drugim mestima.
Mo�e se na�i procena:

0;8,34,16,59 < 1

7
< 0;8,34,18.

Imamo i aproksimacije:

1

59
= ;1,1,1

1

61
= ;0,59,0,59.

Naravno da bi ovde trebalo da bude beskonaqni razvoj, no pojavǉuje
se samo konaqna aproksimacija.

Osim ovih, postoje i tablice stepena sa raznim osnovama, a koje
se koriste u nala�eǌu de facto logaritama sa razliqitim osnovama.
No, naravno da nemamo bax pojam logaritma ni pribli�no, radi se o
izvesnom broju tablica, sa ciǉem rexavaǌa nekih konkretnih prob-
lema.

Linearne jednaqine su smatrane za jednostavne i ǌima nije pokla-
ǌana prevelika pa�ǌa. Mnogo su zanimǉivije bile kvadratne, pa qak
i kubne jednaqine. Jednaqine su znali da transformixu dodavaǌem
na obe strane jednaqine jednakih vrednosti i mno�eǌem obe strane
istim brojem

S obzirom da nisu razmatrani negativni brojevi, postojala su de
facto tri tipa kvadratnih jednaqina (a ovako �e biti i vixe od hiǉadu
godina po nestanku ove civilizacije):

1. x2 +px = q,
2. x2 = px +q,
3. x2 +q = px.

Naravno da nije postojao nikakav simboliqki zapis, ovo je samo nax
zapis za razmatrane jednaqine. Za nepoznate su se koristili termini
‘du�ina’, ‘xirina’, ‘povrxina’, ‘zapremina’. No, jasno je da su ti
termini ipak korix�eni u apstraktnom smislu, jer nije predstavǉao
problem da se od povrxine oduzima du�ina.
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U jednom od problema se tra�ilo da se odredi du�ina stranice
kvadrata ako se dobija 14,30 kada se od povrxine oduzme du�ina te
stranice. U naxem sadaxǌem i to decimalnom zapisu radi se o jed-
naqini x2 � x = 870. Opis rexeǌa nije nixta drugo do opis metoda
kompletiraǌa kvadrata, odnosno formule

x =
a

(p/2)2 +q +p/2,

za jednaqinu oblika 2 (zapisanu kao x2� px = q). Mada ovde imamo
oduzimaǌe, ipak nemamo negativna rexeǌa. Sliqno se rexavao i prvi
tip jednaqine. Ali, tu imamo jox jedan zanimǉiv primer/metod.

Jednaqina 11x2+7x = 6;15 transformisana je tako xto su obe strane
pomno�ene sa 11 i onda se tako dobije jednaqina (11x)2+7�(11x) = 1,8;45.
Ova ima normalnu formu po nepoznatoj y = 11x i rexeǌe se nalazilo
kao u prethodnom sluqaju.

No, tre�i tip jednaqine svodio se na rexavaǌe sistema

x + y = p, x y = q.

Ima vixe primera za rexavaǌe sistema jednaqina u kojima jedna jed-
naqina zadaje zbir (ili razliku) dve nepoznate veliqine, a druga
ǌihov proizvod. To je, tada, evidentno bio neki kanonski naqin pred-
stavǉaǌa jednaqina tipa 3.

Na primer, za rexavaǌe sistema jednaqina x+y = 6;30, x y = 7;30 dat
je postupak u kome se najpre izraquna

x + y

2
= 3;15,

zatim se ovo kvadrira: ( x + y

2

)2
= 10;33,45

i izraquna ( x + y

2

)2
�x y = 3;3,45.

Tako se dobija da je (
x� y

2

)2

= 3;3,45

i odatle imamo (
x� y

2

)
= 1;45.

Naravno, posmatra se samo pozitivan koren. Odavde se dobijaju x, y:

x = x + y

2
+ x� y

2
= 3;15+1;45 = 5,

y = x + y

2
� x� y

2
= 3;15�1;45 = 1;30.
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Posebno je zanimǉivo rexavaǌe kubnih jednaqina za xta nema pan-
dana u egipatskoj matematici. S obzirom da je postojala tablica
kubova onda su se jednostavne jednaqine poput x3 = 0;7,30 rexavale
direktno iz tablice kada je to bilo mogu�e, odnosno koriste�i line-
arnu interpolaciju za dobijaǌe rexeǌa. No, postojale su i tablice
za n3 + n2. Te tablice su korix�ene za rexavaǌe jednaqina poput
jednaqine

144x3 +12x2 = 21.

Naime, mno�eǌem obe strane sa 12, dobija se jednaqina po nepoznatoj
y = 12x:

y3 + y2 = 4,12

i dobija se rexeǌe y = 6, odnosno x = 0;30. Sve kubne jednaqine oblika

ax3 +bx2 = c.

mogu se svesti na jednaqinu

y3 + y2 = d

mno�eǌem sa a2/b3. Nemamo podatke da li su oni uspevali da rexe
i opxtiju jednaqinu oblika ax3 +bx2 + cx = d, mada su, na osnovu pos-
toje�ih primera, mogli da na�u odgovaraju�u smenu. No, nema ni-
jednog takvog primera.

Jedna tablica je posebno zanimǉiva, te se i ovih godina pojavǉuju
nauqni radovi u kojima se razmatra ǌen znaqaj. Ona je poznata kao
tablica Plimpton 322, jer je ona pod tim brojem zavedena u Plimpto-
novoj kolekciji na Univerzitetu Kolumbija.

Slika 11: Plimpton 322

Tablica je veliqine 9�13 cm, malo oxte�ena i po svemu sude�i je
bila deo ve�e tablice.
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No, ono xto imamo su qetiri kolone od po 15 brojeva. Navodimo
deo te tablice.

1,59,0,15 1,59 2,49 1

1,56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,20,25 2

1,55,7,41,15,33,45 1,16,41 1,50,49 3

1,53,10,29,32,52,16 3,31,49 5,9,1 4

1,48,54,1,40 1,5 1,37 5

1,47,6,41,40 5,19 8,1 6

Naravno, ne�emo da pamtimo tu tablicu, ali mo�emo malo da proana-
liziramo xta ovde imamo.

Jasno je da posledǌa kolona numerixe vrste. Ispiximo drugu i
tre�u kolonu u dekadnom sistemu

119 169

3367 4825

4601 6649

12709 18541

65 97

319 481

Tada je:

1692�1192 = 1202

48252�33672 = 34562

66492�46012 = 48002

185412�127092 = 135002

972�652 = 722

4812�3192 = 3602

Dakle, ovde imamo Pitagorine trojke brojeva. Zapravo, ako se pos-
matra pravougli trougao u kome je maǌa kateta a, ve�a kateta b i
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hipotenuza c, onda je prva kolona zapravo jednaka (c/b)2 = sec2α. Na-
ravno, nema smisla smatrati na osnovu ovoga da su u staroj Mesopo-
tamiji imali pojam sekansa ugla, ni u Egiptu ni u Mesopotamiji ne-
mamo uvo�eǌe mere ugla, no ovo je ipak zanimǉiv rezultat. Nismo
napisali celu tablicu, ali se pravilnost i daǉe odr�ava – brojevi
u prvoj koloni su opadaju�i. Osim toga, uvek je b ‘pravilan’ broj,
tj. u ǌegovoj faktorizaciji se pojavǉuju samo prosti brojevi 2, 3 i
5, xto omogu�ava konaqan zapis u osnovi 60. Ne�emo se daǉe baviti
time kako je tablica formirana.

Na kraju navedimo i par reqi o geometriji u Mesopotamiji. Pre
svega, jasno je da je Pitagorina teorema bila poznata. Na jednoj
tablici imamo kvadrat na kome je broj 30 napisan du� stranice, dok
su brojevi 42;25,35 i 1;24,51,10 zapisani du� dijagonale. Primetimo
da je ovde drugi broj aproksimacija za

?
2, koju smo ve� navodili, i

da se vidi da se znalo da se du�ina dijagonale kvadrata dobija kada
se du�ina stranice pomno�i sa

?
2. Imamo i primer, na jednoj drugoj

ploqici, raqunaǌa polupreqnika kruga opisanog oko jednakokrakog
trougla.

Slika 12: Primena Pitagorine teoreme

Druga primena Pitagorine teoreme je u zadatku gde greda du�ine
0;30 stoji uz zid i pitaǌe je koliko �e se doǌi deo pomeriti od zida
ako se gorǌi deo spusti za 0;6.

Zanimǉiva je i tablica u kojoj su pore�ene povrxine i kvadrati
stranica pravilnih mnogouglova sa tri, qetiri, pet, xest i sedam
stranica. Neki su rezultati pribli�ni, ali sa dobrom aproksimaci-
jom. Tu se tako�e nalazi i primer pore�eǌa obima kru�ice opisane
oko pravilnog xestougla i ǌegovog obima. Iz tog rezultata se mo�e
zakǉuqiti da je aproksimacija za π zapravo 3;7,30, odnosno 3 1

8 xto
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nije loxa aproksimacija (mada se za raqunaǌe povrxine kruga ipak
najqex�e koristila vrednost 3).

Mane su sliqne kao i u Egiptu. Nije se pravila razlika izme�u
taqnih i pribli�nih vrednosti. Pa se tako povrxina qetvorougla
nalazila kao proizvod aritmetiqkih sredina parova naspramnih stra-
nica, dok se za zapreminu zarubǉene piramide mogla na�i i taqna
vrednost, ali i slabije aproksimacije.

Za kraj mo�emo re�i da, mada ni u Egiptu ni u Mesopotamiji
nemamo eksplicitnih dokaza, ipak se mo�e naslutiti da su postojali
metodi kojima su se rexavali opxti zadaci i da je bilo i sluqajeva
dokaza pomo�u provere raquna. Pravi matematiqki dokazi dolaze
tek sa Grcima. Mo�emo re�i i da matematika starijih civilizacija
nije bila sasvim utilitarna. Vidi se da je tu bilo i zadataka qisto
zabavnog i nepraktiqnog karaktera.
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