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Poqeci grqke matematike

Prve Olimpijske igre odr�ane su 776. godine p. n. e. i u to vreme
je ve� postojala znaqajna grqka literatura, no o grqkoj matematici
iz tog doba ne znamo nixta. Jasno je da je literatura mogla da se
u velikoj meri prenosi usmenim predaǌem i to je sigurno jedan od
razloga xto je situacija bila takva. Zapravo sve do VI veka p. n. e.
nemamo nikakvih podataka o grqkoj matematici. Tek od tada imamo
neke podatke, ali nema dokumenata sve do IV veka p. n. e. Qak i u tom
veku ima malo preostalih originalnih dokumenata. Informacije koje
imamo o poqecima grqke matematike su bazirane na kasnijim izvorima.

Zna se da je Aristotelov student Eudem, koji je poreklom bio sa
Rodosa, oko 320. godine p. n. e. napisao Istoriju matematike (on je
pisao i druge kǌige na primer Istoriju astronomije), no ona nije
saquvana. Kasnije je neko sastavio skra�eni zapis ove Istorije, no
ni original tog zapisa nije saquvan. Informacija koju imamo o toj
Istoriji sadr�ana je u Proklovim (Proklo je bio znaqajan neoplato-
nistiqki filozof iz V veka n. e.) Komentarima o prvoj kǌizi Eukli-
dovih Elemenata.

Dakle, informacije koje imamo o poqecima grqke matematike nisu
bazirane na originalnim izvorima, nego na kasnijim dokumentima,
odnosno na istorijskoj tradiciji. Prva dva matematiqara koji se
eksplicitno spomiǌu po imenu bili su Tales iz Mileta (okvirne
godine �ivota: 624–548 p. n. e.) i Pitagora sa Samosa (oko 570–490
p. n. e.).
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Tales

Malo se toga sa sigurnox�u zna o Talesu. No, tradicija ga opisuje
kao izuzetno pametnog i snala�ǉivog qoveka i smatran je za prvog
filozofa – on je prvi od Sedam mudraca. Kraǉ Krez, vladar susedne
Lidije, unajmio ga je da prona�e naqin da ǌegova vojska pre�e reku
Halis, ali da ne gradi most. Tales je rexio problem tako xto je na
obali reke ulogorio vojsku, a zatim je opkopan rov oko logora te je
tako skrenut deo reqnog toga. Reka je tekla sa obe strane tabora, ali
je bila plitka i mogla je da se pregazi.

On je dosta putovao i po Egiptu i po Mesopotamiji i tamo je imao
priliku da se upozna sa matematikom tih civilizacija. Smatra se da
je Tales u Mesopotamiji mogao da vidi tamoxǌe astronomske tablice.
Postoji legenda o tome da je Tales 585. godine p. n. e. predvideo pom-
raqeǌe Sunca, ali to zaista nije potvr�ena qiǌenica. Matematiqki
rezultati koji se pripisuju Talesu su slede�i:

• Ugao nad preqnikom kruga je prav.

• Preqnik deli krug na dva jednaka dela.

• Uglovi na osnovi jednakokrakog trougla su jednaki.

• Unakrsni uglovi su jednaki.

• Stav USU za podudarnost trouglova.

Sada je univerzalno prihva�ena qiǌenica da su Grci bili ti koji
su dali elemente logiqke strukture geometriji, no ipak se ne zna da
li je Tales bio taj koji je to uradio, ili je do toga doxlo znatno
kasnije, mo�da qak dva veka kasnije.

Pitagora i Pitagorejci

Za ime Pitagore vezuju se razne legende. ǋegovo mesto ro�eǌa
je bilo blizu mesta ro�eǌa Talesa, no �ivotni putevi su im bili
znaqajno razliqiti. Dok je Tales bio poznat po svojim praktiqnim
aktivnostima, Pitagora je bio prorok i mistik. I on je dosta puto-
vao, sigurno i po Egiptu i Mesopotamiji, ali mo�da je ixao qak i do
Indije. Nije nebitno navesti da je on bio savremenik i Bude, Kon-
fuqija, kao i Lao Cea. Po povratku sa tih putovaǌa naselio se u
ju�nom delu Italije u Krotonu, xto se u to vreme smatralo delom
Velike Grqke. Osnovao je tajno druxtvo, koje nazivamo Pitagorejci
ili Pitagorovci. Rezultate koji se pripisuju Pitagori, ispravnije
je pripisati Pitagorejcima. Tako �emo i ovde raditi, sem u sluqaju
kada je poznata osoba kojoj se pripisuje konkretan rezultat.
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Pitagorejci su verovali u proqix�eǌe kroz bavǉeǌe filozofi-
jom i matematikom. Smatra se da je sam Pitagora smislio reqi
,,filozofija” (,,ǉubav ka mudrosti”) i ,,matematika” (,,ono xto se
uqi”). Verovali su u seobu duxe posle smrti u drugo telo, ǉud-
sko ili �ivotiǌsko. Bili su vegetarijanci, ali su imali i druge
specifiqne zabrane.

Osnovni moto Pitagorejaca je, pojednostavǉeno govore�i, bio: ,,Sve
je broj”. Naravno, ovde je broj bio pozitivan ceo broj, ono xto mi
danas zovemo prirodni broj. Ta fasciniranost brojevima nam sada
izgleda naivno, ali ona ipak le�i u osnovi pokuxaja da se svet ob-
jasni pomo�u brojeva, matematiqki. Pojedinim brojevima su prida-
vana posebna svojstva, ne�emo se naravno time baviti, ali navedimo
da je za ǌih bio posebno va�an simbol tetraktis:

Slika 1: Tetraktis

On predstavǉa najsvetiji, za Pitagorejce, broj 10. On je najsvetiji
jer predstavǉa zbir svih dimenzija, pri qemu dimenziju nula pred-
stavǉa jedna taqka, dimenziju jedan predstavǉaju dve taqke itd. Za-
nimǉivo je da broj 10 nije Pitagorejcima bio znaqajan zbog qiǌenice
da imamo deset prstiju na rukama.

Drugi znaqajan simbol bio je pentagram:

Slika 2: Pentagram
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ǋega formiraju dijagonale pravilnog petougla i o ǌemu �e biti
reqi kasnije.

Pridru�ivaǌe brojeva objektima, posebno je bilo vidǉivo u tre-
tiraǌu figurnih, preciznije mnogougaonih brojeva. Dakle, pitaǌe je
koji brojevi mogu biti pridru�eni kojim figurama.

Slika 3: Mnogougaoni brojevi

Prave i du�i koje se pojavǉuju nisu deo prikaza, samo su tu radi
preglednosti, mnogougaoni brojevi su predstavǉani kamenqi�ima. Na
prethodnoj slici vidimo trougaone, kvadratne, petougaone i xesto-
ugaone brojeve.

Pitagorejcima je bila zanimǉiva podela mnogougaonih brojeva na
trougaone, a s tim u vezi, jasno, i podela mnogouglova na trouglove.

Slika 4: Podela kvadratnog broja

Ova slika nam prikazuje podelu kvadratnog broja na dva trougaona
qije se stranice, razlikuju za 1, a slede�a slika nam prikazuje podelu
‘izdu�enog’ broja (zapravo broja oblika n(n + 1), gde je n prirodan
broj) na dva jednaka trougaona:

Pitagorejci otkrivaju i vezu izme�u odnosa malih prirodnih bro-
jeva i muzike. Najpre su otkrili da ako imamo dve �ice od kojih je
jedna dvostruke du�ine, onda one pri trzaǌu emituju iste note, koje
se razlikuju za oktavu – poxto je talasna du�ina kod du�e �ica ve�a,
frekvencija je ni�a i stoga je ton dubǉi, za jednu oktavu. Do har-
monije u zvuku dolazi kada se odnosi du�ina dve �ice nalaze u jednos-
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Slika 5: Podela pravougaonog broja

tavnim razmerama poput 2:3 ili 3:4. Razlika u tonovima se vidi u jed-
nostavnim odnosima du�ina �ica. Tu imamo prve zakone akustike, a
poznato je da nisu eksperimentisali samo sa �icama, nego i sa drugim
objektima. Na primer, Hipas iz Metaponta je imao qetiri metalna
diska iste osnove, ali razliqitih debǉina – odnosi debǉina su bili
1 : 1 1

3 : 1 1
2 : 2 i pokazao je da oni proizvode istu harmoniju kao i �ice sa

odgovaraju�im odnosima du�ina. Neki mu pripisuju i eksperimente
sa razliqito napuǌenim qaxama sa sliqnim efektom.

Naravno, Pitagorejci su, poslediqno, imali i veoma smele razrade
ove ideje – da se nebeska tela kre�u po sferama sa takvim odnosima da
proizvode harmonijske tonove: ,,harmonija sfera”. Naravno, to nam
sada deluje vrlo naivno, ali ideja da je svemir pravilno ure�en jeste
jedna znaqajna tekovina Pitagorejaca.

Proklo, na osnovu Eudema, govori o razvoju teorije proporcija kod
Pitagorejaca. Svakako se Pitagora u Mesopotamiji upoznao sa arit-
metiqkom, geometrijskom i harmonijskom sredinom i odnosom izme�u
ǌih:

a : A(a,b) = H(a,b) : b.

gde smo sa A(a,b) oznaqili aritmetiqku, a sa H(a,b) harmonijsku sre-
dinu brojeva a i b. No, oni su kasnije dodali jox sedam ‘sredina’ i
time kompletirali do ukupno 10 (znamo da im je taj broj bio posebno
znaqajan). Navedimo ih. ’Sredina’ b od a i c, zadata je jednom od
slede�ih proporcija (koje �emo pisati kao razlomke).

(1)
b�a

c�b
= a

a
(6)

b�a

c�b
= c

b

(2)
b�a

c�b
= a

b
(7)

c�a

b�a
= c

a

(3)
b�a

c�b
= a

c
(8)

c�a

c�b
= c

a

(4)
b�a

c�b
= c

a
(9)

c�a

b�a
= b

a

(5)
b�a

c�b
= b

a
(8)

c�a

c�b
= b

a
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Zapravo, mo�e se proveriti da su to jedine mogu�nosti u kojima
poredimo odnose razlika tih veliqina i odnose samih veliqina, pri
qemu su sve razliqite i b je izme�u a i c. Nije texko proveriti
da prve tri jednakosti daju za b redom aritmetiqku, geometrijsku i
harmonijsku sredinu. Ostale . . . Zabave radi, mo�emo da primetimo
da, na primer, qetvrta daje b = a2+c2

a+c .

Zapisivaǌe brojeva

Napravimo sada kratku pauzu u razmatraǌima o teorijskim aspek-
tima grqke matematike i pozabavimo se pitaǌem kako su Grci zapisi-
vali brojeve. Postojala su dva naqina zapisivaǌa brojeva – atiqki
i jonski.

Atiqki sistem brojeva je bio sliqan kasnijem rimskom sistemu,
mada je imao i neke svoje prednosti. Evo kratke tabele:

broj oznaka
1 I
2 II
3 III
4 IIII
5 Π ili Γ
10 ∆

100 H
1000 X
10000 M

Nazivi: penta za 5, deka za 10, hekaton za 100, hilioj za 1000 i
mirioj za 10000. Prednost u odnosu na kasniji rimski sistem zapi-
sivaǌa sastojao se u tome xto se za brojeve 50 i 500 nisu koristili
posebni simboli, nego kombinacije ve� postoje�ih:

50 = Γ∆, 500 = ΓH, 5000 = ΓX, 50000 = ΓM,

Tako bismo, na primer, broj 45628 zapisivali ovako

MMMM ΓX ΓH H ∆ ∆ ΓIII.

Jonski sistem je bio baziran na alfabetu. Grqki alfabet potiqe
od feniqanskog pisma (u kome nije bilo oznaka za samoglasnike, koji
su dodati) i imao je 24 znaka. A Grcima je bilo potrebno 27 znakova.
Naime, sistem jeste bio formiran tako da se broj 10 isticao, ali to
nije bio pozicioni sistem. Za oznaku jedinica koristilo se 9 slova,
za oznaku desetica drugih devet slova i za oznaku stotica drugih 9
slova. Dakle, na grqki alfabet dodata su jox tri stara simbola Ϙ,ϙ
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(,,kopa”, koje je i preteqa latiniqnog q), Ϛ,ϛ (,,stigma”, ili ,,digama”)
i Ϡ,ϡ (,,sampi”). Najpre su se koristila velika slova, mala su uve-
dena tek znatno kasnije. Evo tabele:

A
α

1

B
β

2

Γ

γ

3

∆

δ

4

E
ε

5

Ϛ
ϛ
6

Z
ζ

7

H
η

8

Θ

θ

9

I
ι

10

K
κ

20

Λ

λ

30

M
µ

40

N
ν

50

Ξ

ξ

60

O
o

70

Π

π

80

Ϙ
ϙ
90

P
ρ

100

Σ

σ

200

T
τ

300

Υ

υ

400

Φ

φ

500

X
χ

600

Ψ

ψ

700

Ω

ω

800

Ϡ
ϡ

900

Na primer, broj 967 bi se zapisao ovako: ϡξζ. Za hiǉade su korix�eni
znaci za jedinice ispred kojih bi se pisala doǌa crtica: 1α = 1000.
Na primer 1βκ= 2020. Tako se bez problema mogu zapisivati prirodni
brojevi maǌi od 10000. Za ve�e brojeve koristio se simbol M, koji
je oznaqavao 10000 i onda bi se, na primer, broj 1345879 zapisivao
ovako: Mρλδ � 1εωoθ. Dakle, to bi zapravo bilo 134�10000+5879, a � je
bio simbol za razdvajaǌe.

Kod pisaǌa razlomaka ponovo nailazimo na egipatsku sklonost ka
jediniqnim razlomcima, tj. razlomcima oblika 1

n . Oni bi se pisali
tako xto bi se posle imenioca stavǉao apostrof (,,prim”): razlomak
1

27 bi se zapisivao kao κζ1. Naravno da bi tu moglo do�i do konfuzije:
da nije to mo�da 20 1

7? No, iz konteksta bi se zakǉuqivalo o kom broju
se radi.

Kako se raqunalo sa sigurnox�u ne mo�emo da ka�emo. Jasno je da
su bile korix�ene neke raqunaǉke, neke table za raqunaǌe pomo�u
kamenqi�a, ali nijedan takav predmet nije saquvan. Postoji slika na
jednoj vazi gde se vidi tabla za raqunaǌe, a Herodot je zapisao da je
u raqunaǌu sa kamenqi�ima Grk radio sleva na desno, a Egip�anin
zdesna na levo.

Na kraju ovog dela o zapisivaǌu brojeva navedimo da se i kod nas,
tokom sredǌeg veka koristila ovakva varijanta zapisivaǌa brojeva,
naravno bazirana na �irilici:
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Slika 6: Staro�irilski sistem brojeva

Tri konstruktivna problema antike

V vek p. n. e. bio je period znaqajnog napretka Atine. Zapoqeo
je uspexnom odbranom od Persijanaca, a zavrxen porazom Sparte od
Atine. Veliki napredak Atine u ovo Periklovo doba uticao je na
priliv znaqajnog broja uqenih ǉudi u Atinu. Jedan od ǌih je bio i
Anaksagora, koji je ro�en u Joniji u Maloj Aziji u vreme dok je ona
bila pod vlax�u Persije. On je bio prvi znaqajniji filozof koji je
napravio karijeru u Atini. U Atinu je doxao 480. godine p. n. e. u go-
dini pomorske bitke kod Salamine, u kojoj su grqki saveznici pod ko-
mandom Temistokla zadali presudan udarac Persijancima pod Kserk-
som te na taj naqin odbranili grqki svet od ǌihove invazije. Bio je
uqiteǉ i prijateǉ Perikla i qovek slobodnog mixǉeǌa. Verovatno
su oba ova razloga (Perikle je imao i jake politiqke protivnike u
Atini) uticala na to da bude optu�en za bezbo�nost – tvrdio je da
ni Sunce ni Mesec nisu bo�anstva. Sunce je samo u�areni kamen
veliqine Peloponeza, dok je Mesec bio istog sastava kao i Zemǉa, a
svetlost je dobijao od Sunca i reflektovao ga na Zemǉu. Neko vreme
je i proveo u zatvoru iz koga ga je izbavio Perikle, ali je ipak morao
da ode u izgnanstvo u kome je i umro 428. godine p. n. e. – godinu dana
pre ro�eǌa Platona i godinu dana posle smrti Perikla.

Kako je Plutarh pisao, Anaksagora se u zatvoru u Atini bavio
i problemom kvadrature kruga – kako na�i kvadrat koji ima istu
povrxinu kao i dati krug. Tu prvi put nailazimo na spomiǌaǌe ovog
problema. Nije bilo jasno xta je dozvoǉeno koristiti u tu svrhu, ali
je kasnije (najverovatnije i dosta kasnije, pod uticajem Platona) bilo
iskristalisano da je za tu svrhu dozvoǉeno koristiti samo leǌir i
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xestar. To je u vezi sa tim da su savrxene linije prava i krug.
Perikle je umro od kuge koja je harala Atinom. Smatra se da je

tada od kuge umrla skoro qetvrtina stanovnika Atine. Za epidemiju
kuge se vezuje i priqa o drugom konstruktivnom problemu antike.
Navodno su Atiǌani poslali delegaciju u hram Apolona u Delfima
da pitaju xta bi trebalo da urade da zaustave epidemiju kuge. Do-
bili su odgovor od proroqixta da moraju da udvostruqe oltar u ob-
liku kocke koji je bio posve�en Apolonu. Atiǌani su udvostriqili
du�inu stranice, no kuga nije prestala. Jasno je da time nisu rexili
problem, jer su tako dobili osam puta ve�u zapreminu oltara. Ovo
je prvo spomiǌaǌe problema udvostruqavaǌa kocke.

Tako�e je u ovo vreme u Atini ‘cirkulisao’ problem trisekcije
ugla: kako dati ugao podeliti na tri jednaka dela. Ovi problemi,
posebno kasniji zahtevi za ǌihovo rexavaǌe, gde se konstrukcija mo-
rala izvrxiti iskǉuqivo pomo�u leǌira i xestara, uticali su zna-
qajno na razvoj matematike i dugo vekova nisu bili razrexeni. No,
ve� je u antiqko doba bilo nekih rexeǌa koja, doduxe, nisu bila pri
tim restriktivnim uslovima, ali i pored toga su bila zanimǉiva.

Hipokratova kvadratura ,,meseca”

Hipokrat sa Hiosa (to nije lekar Hipokrat koji je bio sa Kosa) je
bio nexto mla�i od Anaksagore i u Atinu je doxao oko 430. godine
p. n. e. da se bavi trgovinom. No, svu imovinu je izgubio, da li
zbog neke prevare ili zbog napada gusara, ne znamo, ali znamo da
ga to nije obeshrabrilo. Okrenuo se studijama geometrije. Napisao
je i prve ,,Elemente geometrije”, nekih sto godina pre Euklidovih
Elemenata, ali to delo, na�alost, nije saquvano, ali da je postojalo
znamo preko Aristotela. Podatke o Hipokratovoj matematici imamo
od Simplikija koji je oko 520. godine naxe ere, iskopirao, po svojim
reqima, delove Eudemove ,,Istorije matematike”.

Po tim podacima, Hipokrat je izvrxio kvadraturu ,,meseca”. Pod
,,mesecom” se podrazumevala krivolinijska figura koju ograniqavaju
dva luka krugova razliqitog polupreqnika. Najpre se kod Eudema
navodi da je Hipokrat dokazao slede�u teoremu: Povrxine dva sliqna
odseqka dva kruga se odnose kao kvadrati ǌihovih tetiva (odseqci su
sliqni ako odgovaraju istom centralnom uglu). Zapravo Eudem tvrdi
da je Hipokrat do ovog rezultata doxao tako xto je pokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika. Texko
je poverovati da je Hipokrat imao dokaz ovog rezultata. Verovatno
je imao neki argument kojim je opravdavao validnost te teoreme, ali
dokaz skoro sigurno nije imao. Mi �emo kasnije prikazati znaqajno
kasniji dokaz te qiǌenice. Taj dokaz je baziran na znatno suptilnijim
metodama nego onim koje su bile dostupne Hipokratu.
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Evo kako je, bazirano na prethodnim rezultatima, Hipokrat izveo
kvadrature nekih ,,meseca”. Kao prvi primer posmatrajmo jednakokra-
ki pravougli trougao i odgovaraju�i polukrug.

Konstruiximo i luk nad AC tako da je novodobijeni odseqak AEC D
sliqan odseqcima nad tetivama AB i BC . Kako je AB 2+BC 2 = AC 2 (zbog
jednostavnosti zapisa, nismo pisali |AB | kao du�inu stranice AB,
tako �emo raditi i daǉe), a prema navedenom rezultatu povrxine
sliqnih odseqaka se odnose kao kvadrati odgovaraju�ih tetiva, dobi-
jamo da je povrxina odseqka AEC D jednaka zbiru povrxina odseqaka
nad AB i BC . ,,Mesec” ADC B koji obrazuju polukru�nica i luk ÙAC
sastoji se od ta dva odseqka i ‘krivolinijskog’ trougla u kome je
osnova luk ÙAC . No, zbir povrxina ta dva odseqka, jednak je povr-
xini odseqka AEC D, koji zajedno sa tim ‘krivolinijskim’ trouglom
qini trougao AC B. Stoga je povrxina tog ,,meseca” jednaka povrxini
trougla AC B. A lako je na�i kvadrat qija je povrxina jednaka povr-
xini trougla AC B: to je kvadrat nad polovinom stranice AC . Tako je
izvrxena i kvadratura ,,meseca” ADC B.

Drugi primer kvadrature ,,meseca” dobija se pomo�u jednakokrakog
trapeza ABC D u kome je AB = BC =C D i AD2 = DC 2 +C B 2 +B A2.

Kao i u prethodnom primeru, na osnovu ove veze me�u kvadratima nad
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odgovara�im du�ima i rezultata o povrxini odseqaka, dobijamo da je
povrxina meseca AEDC B jednaka povrxini trapeza ABC D. Naravno da
se bez ve�ih problema mo�e na�i i kvadrat koji ima istu povrxinu
kao i ovaj trapez te je time izvrxena kvadratura jox jednog ,,meseca”.
Jedan od komentatora Aristotela navodi jox neke primere kvadratura
,,meseca”, no ova dva primera su nam dovoǉna.

Vidimo da su matematiqari u Atini krajem V veka p. n. e. sa uspe-
hom baratali transformacijama povrxina raznih figura. Posebno,
oni su znali kako da izvrxe kvadraturu pravougaonika, xto se svodi
na nala�eǌe x iz proporcije a : x = x : b. Stoga je prirodno da su se
oni zanimali i problemom produ�ene proporcije, tj. nala�eǌem x i
y za koje je a : x = x : y = y : b. Zapravo, navodi se da je Hipokrat pre-
poznao da se ovaj problem u sluqaju kada je b = 2a svodi na problem
udvostruqavaǌa kocke – iz a : x = x : y = y : 2a, dobija se da je x3 = 2a3.
Dakle, Hipokrat je razmatrao i problem udvostruqavaǌa kocke. Nema
nikakvih zapisa o tome da li se on bavio i tre�im velikim proble-
mom – problemom trisekcije ugla. No, poznato je koji se matematiqar
bavio ovim problemom.

Hipijina trisektrisa

U V veku p. n. e. sa razvojem grqkog druxtva, pojavila se i potreba
za drugaqijim i xirim obrazovaǌem slobodnih ǉudi. Tu su sofisti
bili posebno znaqajni. Sofisti su bili svestrano obrazovani ǉudi,
sa velikim i raznovrsnim iskustvom i fokus ǌihovog interesovaǌa
nije bilo utvr�ivaǌe velikih istina o prirodi nego poduqavaǌe vex-
tini �ivǉeǌa i upravǉaǌa �ivotom. Mo�da i glavni fokus ǌihovog
obrazovaǌa je bilo obrazovaǌe u retorici, ali bax tu se i krije
jedan od razloga xto su mnogi sofisti izaxli na lox glas. Jer, da
li je ciǉ govornixtva da nepristrasno iznese stavove, ili da, u ko
zna koje svrhe, ubedi sagovornika u nexto? Mi se naravno ne�emo
detaǉno baviti sofistima, razlog zbog kojih su oni spomenuti ovde
je xto je jedan od istaknutih sofista bio i Hipija iz Elide.

Hipija je bio svestrano obrazovan, ali je va�io i za hvalisavog
qoveka. Pripisuje mu se izjava da je zara�ivao vixe od ma koja druga
dva sofista zajedno. Mnogo toga je pisao, ali nijedno delo nije ostalo
do naxih dana. No, ono xto je nama zanimǉivo je da je on bio prvi
koji je u matematiku uveo krivu koja nije ni prava ni krug. Kriva
koju je on uveo spada u, takozvane, mehaniqke krive: ona je formirana
kao skup taqaka pri nekom kretaǌu. Pogledajmo slede�u sliku.

Zamislite da istovremeno ravnomerno ‘spuxtate’ ivicu AB kvadra-
ta ABC D paralelno nadole i rotirate ivicu D A oko taqke D ka ivici
DC . Dakle, oba kretaǌa su ravnomerna i vrxe se tako da se u istom
trenutku translirana ivica AB poklopi sa ivicom DC , kada i roti-
rana ivica D A sa istom ivicom. Ako je A1B 1 trenutni polo�aj ivice
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AB, a D A" trenutni polo�aj ivice D A, u preseku dobijamo taqku P .
Geometrijsko mesto taqaka koje se tako dobijaju i formira tu krivu.
Obratimo pa�ǌu na qiǌenicu da taqka Q nije dobijena u preseku ovih
ivica jer su se one preklopile u tom trenutku. Ona je tu dodata kao
graniqna taqka.

Ova kriva je poznata i pod imenom Hipijina trisektrisa. Zaxto
trisektrisa? Jednostavan je razlog — ako imamo ovu krivu, onda
mo�emo da izvrximo trisekciju (podelu na tri jednaka dela) svakog
oxtrog ugla (a to je i dovoǉno, jer se onda sigurno mo�e izvesti
trisekcija i ma kog ugla). Recimo da je ugao koji �elimo da podelimo
>C D A". Taqka P je presek du�i D A" i trisektrise. Pozicija du�i AB
koju spuxtamo nadole, a koja odgovara taqki P je A1B 1. S obzirom da
isto vremena treba du�i A1B 1 da se spusti do du�i DC , koliko i du�i
D A" da se spusti do iste du�i, onda se za tre�inu tog vremena du� D A"
rotirala za tre�inu ugla >C D A". Dakle, samo je potrebno podeliti
du� D A1 na tri jednaka dela taqkama T i U i iscrtati dve paralelne
du�i T R i U S. U preseku se dobijaju taqke V i W i poxto je A1T = TU =
U D, onda je i >PDV =>V DW =>W DQ. Tako smo dakle poqetni ugao
podelili na tri jednaka dela. Trisektrisa nam je problem trisekcije
ugla svela na problem trisekcije du�i, a to je lak problem. Naravno,
ova kriva se ne mo�e konstruisati pomo�u leǌira i xestara, te nije
rexeǌe problema u kasnijoj, restriktivnoj, ǌegovoj varijanti.
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Nesamerǉivost

Kao xto smo videli, ideja Pitagorejaca je bila da se svakom ob-
jektu pridru�i neki prirodan broj. Dakle, odnos ma koja dva objekta,
ma koje dve veliqine mora biti opisan kao odnos dva prirodna broja.
Problem je u tome xto to ipak nije tako i do tog otkri�a je doxlo
polovinom V veka p. n. e. Tradicija ovo otkri�e pripisuje ve� ranije
spomenutom Hipasu iz Metaponta.

Prvo spomiǌaǌe problema nesamerǉivosti pojavǉuje se u Plato-
novom dijalogu Teetet, koji je Platon napisao 368. ili 367. godine p.
n. e, a doga�aji opisani u tom dijalogu se fiktivno pripisuju godini
399. U tom dijalogu navodi se da je stari matematiqar Teodor iz
Kirene (grqka kolonija u danaxǌoj Libiji) dokazivao grupi mladi�a,
me�u kojima je i Teetet, koji je opisan kao sedamnaestogodixǌak, da
su kvadratni koreni brojeva 3,5, . . . ,17 (sem naravno 9) iracionalni
brojevi. Zanimǉivo je da se ovde ne navodi dokaz da je

?
2 iracionalan

broj. Oqigledno je da se smatralo da je u to vreme ovo bila dobro
poznata qiǌenica, koju nije trebalo obrazlagati.

Dokaz iracionalnosti broja
?

2 koji smo uqili u sredǌoj xkoli je
malo pojednostavǉen dokaz koji navodi jox Aristotel. On se vezuje
za qiǌenicu da su dijagonala i stranica kvadrata nesamerǉivi. Xta
to znaqi? Ako sa d obele�imo dijagonalu kvadrata, a sa a stranicu
kvadrata, to znaqi da ne postoji du� l takva da je d = ml , a a = nl za
neke prirodne brojeve m i n.

Kako se uopxte ispituje da li takva du� postoji? Drugim reqima,
poxto su Pitagorejci svakako verovali da su ma koje dve veliqine,
pa eto i du�i, samerǉive, kako se nalazi ta du� kojom se obe mogu
premeriti — ǌihova zajedniqka mera. Koristi se prastari zanat-
ski trik. Zamislimo da imamo dve trake i �elimo da na�emo ǌihovu
zajedniqku meru. ǋih �emo naravno prikazati pomo�u du�i. Dakle,
imamo du�i AB i BC :

A B C

Sada kra�u traku preklopimo preko du�e (maǌom pokuxavamo da pre-
merimo du�u)

A C 1 B

Postupak ponovimo:

A B 1 C 1

Nismo uspeli, no sada onim xto je ostalo pokuxavamo da premerimo
maǌu (B 1C 1 = BC):
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B 1 A1 C 1

Ponavǉamo:

A1 B2 C 1

I jox jednom:

B 1 A2 =C 1

Uspeli smo da dobijemo zajedniqku meru — to je du� B 1A1 = AB 1. Ako
se ovaj postupak nikada ne bi zavrxio poqetne du�i (trake) bi bile
nesamerǉive.

Pogledajmo kako ‘ide’ taj stari dokaz nesamerǉivosti dijagonale
i stranice kvadrata (ovaj dokaz se mo�e na�i u nekim izdaǌima Eu-
klidovih Elemenata pri kraju X kǌige, no opxte je mixǉeǌe da on
nije tu bio u originalu i da je to kasnije dodato).

Neka je ABC D kvadrat i AC ǌegova dijagonala. Pokazujemo da su
dijagonala AC i stranica AB nesamerǉive po du�ini. Pretpostavimo
da one jesu samerǉive. Pokaza�emo da je tada jedan broj istovremeno
i paran i neparan. Jasno je da je kvadrat nad AC jednak dvostrukom
kvadratu nad AB. Kako su po pretpostavci dijagonala i stranica
samerǉive, one su u proporciji kao dva cela broja. Neka je to pro-
porcija DE : F , gde su DE i F najmaǌi brojevi koji ostvaruju tu pro-
porciju. DE ne mo�e biti jedinica poxto bi u tom sluqaju, kako je
AC > AB dobili da je F ceo broj koji je maǌi od 1, xto nije mogu�e.
Dakle, DE nije jedinica, nego neki ceo broj (ve�i od 1). Kako je
AC : AB = DE : F , sledi da je tako�e AC 2 : AB 2 = DE 2 : F 2. No, AC 2 = 2AB 2

i stoga je DE 2 = 2F 2. Dakle, DE 2 je paran broj, pa stoga i DE mora
biti paran broj. Jer, ako bi bio neparan broj, ǌegov kvadrat bi
tako�e bio neparan broj. Naime, ako se neki broj neparnih brojeva
sabere i ako u tom zbiru ima neparno mnogo brojeva, onda je i taj
zbir neparan. Stoga je DE tako�e paran broj. Neka je onda DE pode-
ǉeno na dva jednaka broja u taqki G. Kako su DE i F najmaǌi brojevi
koji su u navedenoj proporciji, oni su uzajamno prosti. Stoga, kako
je DE paran broj, F mora biti neparan. Jer, ako bi on bio paran broj,
onda bi broj 2 merio i DE i F , a to je nemogu�e jer su oni uzajamno
prosti. Stoga F nije paran nego je neparan. Kako je ED = 2EG sledi
da je ED2 = 4EG2. No, ED2 = 2F 2 i stoga je F 2 = 2EG2. Stoga F 2 mora
biti paran broj te je F tako�e paran broj. No, tako�e je pokazano da F
mora biti neparan broj, xto je nemogu�e. Stoga sledi da AC ne mo�e
biti samerǉivo sa AB xto je i trebalo pokazati.

Ako se zanemare neke specifiqnosti, koje produ�avaju dokaz, poput
toga da se insistira da se posebno doka�e da DE ne mo�e biti 1,
kao i malo razvuqenog dokaza qiǌenice da je kvadrat neparnog broja
neparan broj, a i asimetrije u oznakama, gde se koristi, s jedne strane
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DE, a s druge samo F (a vidi se i zaxto je to tako – DE se deli na dva
polovine, a F ne), to je dokaz koji smo imali u sredǌoj xkoli. Jasno
je da je ovaj dokaz priliqno sofisticiran, koristi se tu svo�eǌe na
apsurd u vixe koraka i, kao xto se ka�e, radi se o ‘slegnutom’ dokazu,
koji sigurno kao takav nije mogao da se pojavi u petom veku pre nove
ere. Dakle, nije to dokaz u kome se prvi put pokazala nesamerǉivost
du�i.

Prvi dokaz nesamerǉivosti se vezuje, kao xto smo ve� naveli, za
Hipasa iz Metaponta i smatra se da je on prona�en sredinom V veka
p. n. e. Prisetimo se pentagrama.

Ve� smo rekli da je to bio va�an simbol za Pitagorejce. ǋega
formiraju dijagonale pravilnog petougla, no jasno je da se u centru
ove zvezde nalazi jox jedan pravilni petougao (i ne samo jedan. . . ):

Vidimo opadaju�i niz pravilnih petouglova. Docrtajmo poqetni
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pravilni petougao i oznaqimo temena ovih petouglova.

Ve� smo naveli da je Talesu bila poznata qiǌenica o jednakosti
uglova na osnovici jednakokrakog trougla, naravno da je i Pitagorej-
cima to bilo poznato. Kao i obratno tvr�eǌe – da naspram jednakih
uglova imamo i jednake stranice. Verovatno im nije bio poznat dokaz
koji bi ‘proxao’ sadaxǌu logiqku proveru, no bilo im je jasno da
to va�i. Eudem u svojoj istoriji navodi da su znali da je zbir
uglova u trouglu bio jednak dvostrukom pravom uglu. Odavde, pode-
lom petougla na trouglove, a znamo da su ih takve podele zanimale,
lako se dobija koliki je zbir unutraxǌih uglova u petouglu, pa i qi-
ǌenica da je zbir spoǉaxǌih uglova jednak qetvorostrukom pravom
uglu. Naravno, kao xto je ve� navedeno ranije, bila je poznata i
jednakost unakrsnih uglova.

Sve ovo je bilo dovoǉno da Hipas mo�e da zakǉuqi da je AE = AB 1

i B 1D = B 1E 1 te je AD� AE = B 1E 1. Dakle, razlika du�ina dijagonale i
stranice velikog petougla jednaka je du�ini dijagonale maǌeg. Dok
je sliqno AE = ED 1 = E A1 i B 1E 1 = B 1D = B 1E te stoga i AE�B 1E 1 = B 1A1, te
je razlika du�ine stranice ve�eg i dijagonale maǌeg jednaka du�ini
stranice maǌeg petougla. Naravno da se ovaj postupak nastavǉa. Ako
sa dn oznaqimo du�inu dijagonale n-tog pravilnog petougla, a sa an

du�inu ǌegove stranice, onda imamo da je

dn+1 = dn �an , an+1 = an �dn+1, za sve n.

No, postupak nala�eǌa zajedniqke mere d1 i a1, koji smo ranije opisali
se upravo u tome i sastoji: nalazimo d1�a1 i poxto je to maǌe od a1,
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onda od a1 oduzimamo taj rezultat i tako nastavǉamo. Dakle, dobi-
jamo niz d1, a1,d2, a2, . . .. Prema tome, ovaj proces se nikada ne zavrxava
te dijagonala i stranica pravilnog petougla nisu samerǉive. Uosta-
lom, ako bi l bila zajedniqka mera za d1 i a1, onda bi ona merila sve
ove stranice i dijagonale, a to nije mogu�e jer je jasno da se one sve
vixe i vixe smaǌuju i za dovoǉno mali petougao svi ovi elementi �e
biti kra�i od l .

Dakle, vidimo da je priliqno oqigledno da dijagonala i stranica
pravilnog petougla nisu samerǉive i da se, xto bi se reklo, ,,sve
vidi sa slike”. Slike koja je bila izuzetno znaqajna Pitagorejcima.
Naravno da se nexto sliqno mo�e izvesti i za dijagonalu i strani-
cu kvadrata, ali tu nemamo tako prirodno formiranu sliku, niti je
dokaz koji smo naveli za iracionalnost

?
2 takvog karaktera. Stoga

se sa velikom sigurnox�u mo�e zakǉuqiti da se nesamerǉivost, koja
je bila veliki xok za Pitagorejce, a imala i vrlo ozbiǉne posledice
po kasniji razvoj grqke matematike, prvi put ustanovila u sluqaju
dijagonale i stranice pravilnog petougla.

Zenonovi paradoksi

Za osnivaqa Elejske xkole smatra se Parmenid. Osnovna ideja ǌe-
govog uqeǌa bila je: jedinstvenost i nepromenǉivost. Svako kretaǌe
je iluzija – razlikujemo ono xto je suxtinsko, stvarno, od onoga xto
je qulno. Ovo gledixte su kritikovali, pa i ismevali Pitagorejci.
Stoga je Zenon (oko 450. godine p. n. e.), Parmenidov uqenik, smis-
lio vixe logiqkih paradoksa koji su imali za ciǉ da poka�u da je
i pitagorejsko uqeǌe o promenama i vixestrukostima tako�e proble-
matiqno:

Moji spisi su pomo� Parmenidovoj tezi protiv onih koji su se usudili da je
izlo�e podsmehu, tvrde�i da ako Jedno postoji, iz te teze proizlazi mnogo
smexnog i ǌoj samoj protivreqnog. Moj spis pobija one koji tvrde da mno�ina
postoji, vra�a im udar za udarom, i jox vixe, nastoje�i da uqini jasnim
da bi, jox smexnija nego pretpostavka da Jedno postoji, izgledala ǌihova
pretpostavka o mno�ini koja postoji.

Zenon je smislio oko qetrdeset paradoksa, od kojih je poznato de-
set. Aristotelova Fizika je glavni izvor za Zenonove dokaze protiv
kretaǌa. Mi �emo navesti qetiri paradoksa. Prva dva paradoksa
tiqu se diskretnosti/kontinuiranosti prostora.

1. Dihotomija Da bi bilo ko prexao neko rastojaǌe, on najpre mora
da pre�e polovinu tog rastojaǌa, a da bi prexao tu polovinu, mora
najpre qetvrtinu itd. Stoga bi on morao da pre�e beskonaqno mnogo
delova u konaqno vreme.

2. Ahil i korǌaqa Ahil je naravno br�i od korǌaqe. Stoga joj
on u trci da neku prednost. No, dok Ahil stigne do mesta gde je
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bila korǌaqa, ona je otixla malo daǉe. Dok stigne do tog slede�eg
mesta, ona je opet malo odmakla. Stoga Ahil nikada ne mo�e da stigne
korǌaqu.

Odgovore na ove paradokse je ponudio sam Aristotel. Zenonovi
dokazi pretpostavǉaju da je nemogu�e pre�i beskonaqan broj taqaka za
konaqno vreme. Ali to znaqi ne uvideti razliku izme�u beskonaqne
deǉivosti i beskonaqne prote�nosti. Svakako je nemogu�e pre�i
beskonaqnu udaǉenost za ograniqeno vreme, ali jeste mogu�e pre�i
beskonaqno deǉiv prostor, jer je i samo vreme beskonaqno deǉivo
tako da je zapravo posredi prela�eǌe beskonaqno deǉivog prostora
za neko beskonaqno deǉivo vreme.

Druga dva posve�ena su vremenu.

3. Strela Strela koja putuje u svakom trenutku zauzima odre�enu
poziciju u prostoru. To znaqi da se u bilo kom trenutku ona ne kre�e.
Ako se ne kre�e u bilo kom trenutku, ona se uopxte i ne kre�e.

4. Stadion Neka postoji najkra�i vremenski interval. I neka je to
interval u kome odre�eni objekat koji se kre�e pro�e jedno mesto
(videti sliku):
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Posmatramo tri objekta – jedan je nepokretan (A – tribine na sta-
dionu), a drugi se kre�u, ali u suprotnim smerovima – B sleva udesno,
a C zdesna ulevo. Problem je u tome xto kada B pro�e nepokretni A
za jedno mesto, a C isto A za jedno mesto, dobijamo:

Vidimo da je B u odnosu na C proxlo za dva mesta. Tako da taj
trenutak ne mo�e biti najkra�i.

Posledice paradoksa i nesamerǉivosti po
daǉi razvoj grqke matematike

Po svemu sude�i, Zenonovi argumenti, kao i otkri�e nesamerǉivih
veliqina su imali veoma dubok uticaj na razvoj grqke matematike.
U ranije vreme su se veliqine kod Pitagorejaca predstavǉale ka-
menqi�ima, no kod Euklida �emo ve� videti da se sve veliqine, pa
qak i prirodni brojevi predstavǉaju du�ima. Geometrija je preuzela
primat u odnosu na brojeve.

Uticaj je bio toliko veliki da se kod jednaqina poqela zahtevati
homogenost – kod sistema jednaqina koje su u Mesopotamiji bez prob-
lema, a i bez briga, rexavali:

x y = A, x + y = b,

kod Grka se zahtevalo da A bude povrxina, a b du�. Ovo je ostalo,
pod uticajem Grka, veoma dugo u matematici. Qak se proporcija izbe-
gavala i kod rexavaǌa linearnih jednaqina: ax = bc se posmatralo
kao jednakost povrxina, a ne kao jednakost a : b = c : x. Za rexavaǌe se,
dakle, nije koristila sliqnost, ve� jednakost povrxina.
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Konstruisao bi se pravougaonik OC DB qije su stranice b = OB i
c =OC i onda bi se du� OC postavila du� O A = a. Zatim bi se komple-
tirao pravougaonik O AEB u kome dijagonala OE seqe C D u taqki P .
Kako je P (4AOE) = P (4BOE), P (4RPE) = P (4DPE) i P (4OSP ) = P (4COP )
(odgovaraju�i trouglovi su naravno podudarni, stoga i imaju iste
povrxine), to je P (SBDP ) = P (AC PR) i, konaqno, P (COBD) = P (OSR A), tj.
bc = aC P , te tako dobijamo da je x =C P .

Pitagorejci su imali jox uticaja. Arhita iz Tarenta (jug danax-
ǌe Italije) je uveo kvadrivijum: aritmetika, geometrija, muzika,
astronomija (znamo da je muzika bila znaqajna Pitagorejcima). Uz
kasnije dodavaǌe trivijuma: gramatika, retorika i logika, imamo
osnovu za obrazovaǌe na Zapadu u toku narednih skoro 2000 godina.

Osim ovoga, Platon je uqio iz kǌige Pitagorejca Filolaja i ta
kǌiga je na ǌega izvrxila veliki uticaj. Bez obzira na to xto se
za Pitagorejce ne bi moglo re�i da su bili idealisti u filozofiji,
ispostavilo se da su oni imali veliki uticaj na idealistu Platona.
Ne bi se moglo re�i da je sam Platon imao nekih matematiqkih rezul-
tata, ali je matematika imala vrlo va�no mesto u ǌegovoj Akademiji.
Xto je sigurno pod uticajem Filolaja, jer ono malo xto se o mate-
matici mo�e na�i u izrekama Sokrata je vixe negativno nego pozi-
tivno. U svakom sluqaju, na vratima Platonove Akademije u Atini
stajale su reqi: ,,Neka ovde ne ulazi niko ko ne zna geometriju.”
Znaqajni matematiqari su poha�ali Platonovu Akademiju.
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Eudoks i metod iscrpǉivaǌa

Kako upore�ivati nesamerǉive veliqine? Rano rexeǌe ovog prob-
lema je izuzetno zanimǉivo. Naime smatralo se da su veliqine a,b,c,d
u proporciji

a : b = c : d ,

ako se u postupku u kome se za a i b tra�i zajedniqka mera dobijaju
isti brojevi kao u postupku za c i d. Ovo ‘radi’ i u sluqaju kada su
a i b (odnosno c i d) samerǉivi, a i kada nisu. Samo se mora desiti
da algoritam daje iste brojeve.

Dobra je ilustracija to da su pravougaonici istih visina u istoj
proporciji kao i ǌihove osnove. Naime,

A

a

B

b

jasno je da se u pokuxaju nala�eǌa zajedniqke mere za a i b isti broj
puta vrxi oduzimaǌe u svakom koraku, kao i u nala�eǌu zejedniqke
mere za A i B, bez obzira na to da li �e se postupak zavrxiti posle
konaqno mnogo koraka ili ne. Na ovaj naqin se, dakle, mogu porediti
i odnosi nesamerǉivih veliqina.

No, bila je potrebna boǉa formulacija. Ona potiqe od Eudoksa,
koji je bio student u Platonovoj Akademiji. Nalazimo je u V kǌizi
Euklidovih Elemenata (definicija 5). Naravno, tamo je navedena
reqima, mi je mo�emo kra�e i jasnije ovako iskazati.

Veliqine a,b,c,d su u proporciji a : b = c : d ako i samo ako je za sve
pozitivne cele brojeve m i n taqno: ukoliko je ma < nb, onda je i mc < nd ,
a ako je ma = nb, onda je i mc = nd , a ako je ma > nb, onda je mc > nd .

Kako nalaziti povrxinu krivolinijskih figura? Qini se da je i
ranije postojala ideja da se u i oko neke krivolinijske figure upi-
suju, odnosno opisuju pravolinijske figure i da se tako pove�avaǌem
broja stranica pribli�imo povrxini krivolinijske figure. No, na-
ravno da je pojam limesa bio nepoznat, a time i rexeǌe problema nije
bilo lako dostupno. Na osnovu onoga xto je pisao Arhimed, Eudoks je
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bio taj koji je dao aksiomu, koju danas znamo pod imenom Arhimeda, ak-
siomu neprekidnosti. Ona ka�e da ako neke dve veliqine imaju odnos
(xto znaqi da nijedna nije jednaka nuli i da su one uporedive), onda
se uvek mo�e na�i umno�ak jedne koji je ve�i od one druge. To rexava
i problem koji je zanimao matematiqare – koji je to ugao koji tangenta
na krivu zaklapa sa samom krivom. Qini se da to nije nula, a opet
. . . Taj krivolinijski ugao prosto ne zadovoǉava Eudoksovu aksiomu u
odnosu na pravolinijske uglove.

Izvedena iz ovog metoda je i grqka metoda iscrpǉivaǌa (izraz
koji Grci uopxte nisu koristili, ali se odoma�io u savremenoj mate-
matici):

Ako se od neke veliqine oduzme bar ǌena polovina, pa se od ostatka oduzme
bar ǌegova polovina i ako se taj postupak nastavi, onda se mo�e do�i do
veliqine koja je maǌa od ma koje unapred zadate veliqine.

Sada �emo pokazati kako je, smatra se, bax Eudoks, dokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika.

Neka su to krugovi k i K , ǌihove povrxine p i P , ǌihovi polupreq-
nici r i R.

k K

�elimo da doka�emo da je

p/P = r 2/R2.

Pretpostavimo da je p/P > r 2/R2. Tada postoji veliqina p 1 maǌa od p
takva da je p 1/P = r 2/R2. Neka je ε= p�p 1. Unutar krugova k i K mo�emo
upisivati pravilne mnogouglove koji imaju isti broj stranica n i
povrxine pn i Pn.

Nije texko uveriti se da se razlika izme�u povrxina kruga i
povrxine upisanog mnogougla smaǌuje bar za pola ǌene vrednosti
ako udvostruqavamo broj stranica. To znaqi da �emo posle izvesnog
vremena dobiti mnogougao sa m stranica za koji je p�pm maǌe od ε.
Tako dobijamo da je pm > p 1. Poznato je da je pm/Pm = r 2/R2. Stoga je
pm/Pm = p 1/P . Kako je pm > p 1 dobija se da je i Pm > P , xto je besmis-
leno jer je Pm povrxina mnogougla koji je upisan u krug K . Na isti
naqin se dolazi do kontradikcije ako se pretpostavi da je p/P < r 2/R2.
Zakǉuqujemo da mora biti p/P = r 2/R2.
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