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Metod

Od posebnog je znaqaja kratko Arhimedovo delo Metod. To delo
je bilo izgubǉeno dugo vremena, mada se znalo da je postojalo na os-
novu napomena u drugim izvorima. Na�eno je tek 1906. godine. Naime,
danski nauqnik Hajberg je saznao da se u Konstantinopoǉu (zvaniqan
naziv Istanbula je bio Konstantinopoǉ sve do 1923. godine, kada je
formirana Republika Turska, a glavni grad postala Ankara) nalazi
jedan palimpsest sa matematiqkim sadr�ajem. Radilo se o pergamentu
na kome je izbrisan, ali ne u potpunosti, prvobitan tekst, da bi se
zapisao molitvenik koji je korix�en u Pravoslavnoj crkvi. Hajberg
je uspeo da fotografixe listove i otkrio je da su tu dela Arhimeda:
O sferi i cilindru, ve�i deo rada O spiralama, deo rada Mereǌe kruga
i O ravnote�i ravni, zatim O plutaju�im telima i, najva�nije od
svega, tu je bio jedini primerak Metoda. Ovaj palimpsest je ponovo
izgubǉen posle Prvog svetskog rata i ponovo se pojavio kada je pre-
dat na aukciju devedesetih godina. Kupǉen je od strane anonimnog
darodavca za dva miliona dolara i kasnije je moderna tehnologija
iskorix�ena da se otkrije originalni tekst u ǌemu.

Xta je zapravo Metod? Req je o matematiqkom tekstu koji je
Arhimed poslao kao pismo Eratostenu, koji je tada bio upravnik alek-
sandrijske biblioteke. Arhimed tu objaxǌava kako je on dolazio do
svojih rezultata koriste�i ne sasvim matematiqki korektno, ‘mehani-
qko’ rasu�ivaǌe. Kako on tu pixe, lakxe je na�i dokaz teoreme kada
se zna o qemu se tu zapravo radi. Naveo je kao motivaciju kako je
Eudoks doxao do svojih rezultata o kupi i piramidi koriste�i neka
prethodna razmixǉaǌa Demokrita u kojima nije bilo dokaza. Prvi
rezultat do koga je Arhimed doxao na ovaj naqin je rezultat o kvadra-
turi parabole. No, Arhimedov omiǉeni rezultat koji povezuje za-
preminu i povrxinu sfere (pa�ǉiv qitalac je mo�da nezadovoǉan
razmatraǌem zapremine sfere, sfera je povrx, gleda se ǌena povr-
xina, dok kugla ima zapreminu, ali to je detaǉ koji nam ovde nije
bitan, priqamo i o obimu kruga, a ne kru�nice. . . ) i cilindra qija
je visina jednaka preqniku sfere, a osnova velikom krugu te sfere.
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Rotiraǌem oko ose HC dobijamo cilindar, sferu i kupu, dakle ova
slika nam daje popreqni presek ovih tela. Obratite pa�ǌu na qi-
ǌenicu da je AGFC kvadrat, te da je 4AC F (a tako�e i 4ASR) jed-
nakokraki pravougli trougao.

Arhimed �eli da na�e vezu izme�u zapremina ovih tela koriste�i
zakon poluge.

Arhimed je izveo ovaj zakon pa�ǉivim razmatraǌem, polaze�i naj-
pre od sluqaja da je M1 = M2 i da je tada oqigledno da se ravnote�a
posti�e kada je oslonac na sredini, tj. kada je a = b. Zatim je razma-
trao xta se dexava kada su M1 i M2 razliqiti, ali ipak samerǉivi.
Na primer, ako je M1 = 2r m, a M2 = 2sm. Tada se rasporedi ukupno
optere�eǌe du� cele daske podeǉene na 2r + 2s jednakih delova i u
svakom od tih delova postavi se optere�eǌe m. Prvih 2r tegova pred-
stavǉa M1 i ako posmatramo samo taj deo, jasno je da je centar mase
u sredini. Sliqno i za preostalih 2s tegova. A centar mase sistema
je naravno na sredini. Doǌa slika predstavǉa sluqaj kada je r = 3 i
s = 1.
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Rasporedili smo 8 malih tegova na podjednakom rastojaǌu i onda pos-
matrali centar mase prvih 6 i posledǌa 2. Vidi se da je odnos ras-
tojaǌa do oslonca 1 : 3, te je a = 1 i b = 3 ovde. Arhimed je potom
razmatrao sluqaj da su M1 i M2 nesamerǉivi i pretpostavio da ne
va�i navedeni odnos. U tom sluqaju, ako bi se tela postavila tako
da rastojaǌa budu odgovaraju�a, jedno bi preteglo i on bi ga zamenio
lakxim. Recimo da je zamenio M1 sa M 1

1. Tada bi potra�io novo telo
M2

1 tako da je M 1
1 < M2

1 < M1, a koje je samerǉivo sa M2! Sada je sluqaj
sveo na samerǉive i daǉom analizom dobija kontradikciju. U moder-
noj terminologiji, ovde je Arhimed koristio qiǌenicu da se izme�u
svaka dva realna broja nalazi racionalan broj i pomo�u racional-
nih aproksimacija dobio rezultat. No, ovo je on uradio u drugim
radovima, da se mi posvetimo sferi, cilindru i kupi.

Postavimo proizvoǉnu ravan koja je normalna na osu HC i neka je
ona seqe u taqki S. Ona seqe kupu, sferu i cilindar po krugovima
polupreqnika SR, SP i SN redom. Oznaqimo ih sa k1, k2 i k3. Arhimed
je primetio da ako krugove k1 i k2 postavimo u taqku H, oni �e biti
u ravnote�i sa krugom k3 koji ostavǉamo na svojoj poziciji, a taqka
oslonca je A. To znaqi da treba proveriti da je

(P (k1)+P (k2)) � AH = P (k3) � AS.
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Ako je x = AS, a AK = r , onda je SR = AS = x,

SP 2 = K P 2�SK 2 = r 2� (r �x)2 = 2r x�x2,

a SN = 2r , dok je AH = AC = 2r . Tada je

(P (k1)+P (k2))�AH =π(x2+2r x�x2)�2r = 4r 2πx, a P (k3)�AS =π(2r )2 �x = 4r 2πx.

Arhimed onda zakǉuquje da ako kupu i sferu postavimo u taqku H, tj.
ako je u toj taqki koncentrisana sva ǌihova zapremina, to �e taqno
biti u ravnote�i ako ceo cilindar koncentrixemo u ǌegovo te�ixte,
koje je u taqki K . Ako sa V1 oznaqimo zapreminu kupe, sa V2 sfere, a sa
V3 cilindra, dobija se (V1+V2) �AH =V3 �AK . S obzirom da je AH = 2AK ,
dobijamo

V1 +V2 = 1

2
V3.

No, poznato je da je V1 = 1
3 V3, te mora biti V2 = 1

6 V3. Zapremina cilin-
dra je od ranije poznata: V3 = (2r )2π � 2r = 8r 3π, te se tako dobija za-
premina sfere V2 = 1

6 8r 3π= 4
3 r 3π.

Na analogni naqin, razmatraju�i druga tela, Arhimed je dobio
zapremine odseqaka elipsoida, hiperboloida, paraboloida, a i druge
sliqne rezultate.

Arhimed je u delu O sferi i cilindru strogo izveo dokaz formule
za zapreminu sfere (kugle), ali vidimo da je prvi put do ǌe doxao
ovakvim razmatraǌima. U istom delu je izveo i formulu za povrxinu
sfere: povrxina sfere je qetvorostruka povrxina velikog kruga te
sfere (4r 2π). Zbog nemogu�nosti kvadrature kruga, Grci su imali, da
tako ka�emo, dve osnovne povrxine – kvadrata i kruga, pomo�u kojih
su izra�avali ostale. Tako je i Arhimed povrxinu sfere izrazio
pomo�u povrxine kruga.

Kako je imao formule za zapreminu i povrxinu sfere, a tako�e
te formule za cilindar, mogao je da do�e do rezultata koji mu je
bio posebno drag. Naime, ako posmatramo cilindar opisan oko sfere,
ǌegova visina jednaka je preqniku sfere, a baza velikom krugu sfere.
Ako sa r oznaqimo polupreqnik sfere, tada je ǌena povrxina 4r 2π, a
zapremina 4

3 r 3π. No, povrxina cilindra opisanog oko sfere je 2r 2π+
2rπ �2r = 6r 2π. Zapremina cilindra je r 2π �2r = 2r 3π. Imamo da je

V (S) : V (C ) = 4

3
r 3π : 2r 3π= 2 : 3, P (S) : P (C ) = 4r 2π : 6r 2π= 2 : 3.

Prema legendi, Arhimed je izrazio �eǉu da mu ovi odnosi stoje na
nadgrobnoj ploqi.

Na kraju navodimo konkretnu ilustraciju qiǌenice koliko je Arhimed
ceǌen kao matematiqar.
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Kao xto je dobro poznato, ne postoji Nobelova nagrada za matem-
atiku, no postoji presti�na Fildsova medaǉa koja se dodeǉuje svake
qetiri godine matematiqarima mla�im od 40 godina za izuzetan do-
prinos u matematici na Sveckom matematiqkom kongresu. Na predǌoj
strani same medaǉe je Arhimed i citat na latinskom jednog pesnika
iz I veka: ,,Nadmaxiti razumevaǌe i ovladati svetom”. Na zadǌoj
strani je natpis na latinskom: ,,Matematiqari sakupǉeni iz celog
sveta dodeǉuju za izuzetne spise”. U pozadini je prikaz Arhime-
dove grobnice sa rezbarijom koja ilustruje ǌegovu teoremu o sferi i
cilindru iza maslinove granqice.

Zavrxavamo pregled grqke matematike kratkom diskusijom o Dio-
fantu i ǌegovom delu.

Diofant

O Diofantovom �ivotu praktiqno nixta nije poznato. Pretpos-
tavǉa se da je �iveo i radio u Aleksandriji oko 250. godine n. e.
Saquvan je zadatak, koji nam otkriva koliko dugo je �iveo:

Detiǌstvo Diofanta je potrajalo xestinu ǌegovog �ivota, posle jox dvanaes-
tine mu je porasla brada, o�enio se posle jox jedne sedmine. Pet godina
posle toga mu se rodio sin, koji je pro�iveo polovinu �ivotnog veka oca, a
otac je, skrhan, umro posle qetiri godine.

Dakle, jednaqina koja se tu pojavǉuje je:

1

6
x + 1

12
x + 1

7
x +5+ 1

2
x +4 = x.

Lako nalazimo da je x = 84, tj. Diofant je pro�iveo 84 godine.

Od ǌegovih dela ostao je deo ǌegove Aritmetike i fragment dela
O mnogougaonim brojevima. Mi �emo se ovde pozabaviti Aritmetikom.
Od trinaest kǌiga smatralo se da je saquvano samo prvih xest, no
sedamdesetih godina XX veka otkriveno je da su saquvane jox qetiri
kǌige u arapskom prevodu i analizom je ustanovǉeno da su to kǌige
od qetvrte do sedme.

Aritmetika se bavi rexavaǌem odre�enih i neodre�enih jednaqi-
na sa celobrojnim koeficijentima u kojima se tra�e pozitivna ra-
cionalna rexeǌa. Ono xto je va�no da odmah napomenemo je da jed-
naqine nisu ni formulisane ni rexavane u geometrijskom ruhu, kao
xto je bila duga tradicija kod Grka posle otkri�a nesamerǉivosti,
no se ǌima baratalo algebarski. No, vide�emo da se tu mogu otkriti
neka duboka geometrijska znaqeǌa (o kojima Diofant eksplicitno nixta
nije pisao).
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Razvoj algebre se, u vrlo grubim crtama, deli na tri perioda.
Najpre imamo period retoriqke algebre. Tu se i problemi i rexeǌa
formulixu reqima, bez ikakve simbolike. Drugi period je period
sinkopatske (ili skra�eniqke, ako nam se dopusti takav termin) alge-
bre u kojoj se koriste odre�ene skra�enice. Diofantovo delo pripada
tom periodu. Tu jox nije prava simboliqka algebra koja predstavǉa
tre�i period, koji nastaje znatno kasnije sa Vijetom.

Diofant, pre svega, ima oznaku za nepoznatu (ali samo za jednu!)
i za ǌene stepene do xestog, a koristi i negativne stepene isto do
xestog. Postoji i oznaka za jedinice, za oduzimaǌe i za jednakost.
Nepoznatu �emo oznaqavati sa s, poxto je i Diofant koristio istu
oznaku. Evo liste glavnih oznaka.

1 M̊ Móνας jedinica

s ς ‘Aριθµóς broj

s2 ∆Y ∆ύναµις kvadrat (stepen)

s3 K Y K ύβoς kub

s4 ∆Y ∆ ∆ύναµoδύναµις kvadrat � kvadrat

s5 ∆K Y δυναµóÅυβoς kvadrat � kub

s6 K Y K K ύβóÅυβoς kub � kub

Kao xto vidimo, za oznaku nepoznate, Diofant je koristio posledǌe
slovo reqi ’aritmos’, xto znaqi broj (inaqe ς je sigma, ali se ovako
pixe na kraju reqi, tzv. ’zavrxna sigma’). Kao xto smo ranije naveli,
razlomak 1

n bi se pisao kao n1, pa je i Diofant koristio tu oznaku: 1
s =

ς1, ali se mo�e na�i i oznaka ςχ, u zavisnosti od izdaǌa Aritmetike.
Oznaka za jednakost je bila ι (xto je poqetak reqi ’ισóτητα’ koja znaqi
’jednako’), dok je za oduzimaǌe korix�en simbol |̂. Za sabiraǌe nije
postojao poseban simbol, prosto su se nizali simboli. Deo toga je
bio da je na svakoj strani jednakosti bio izraz oblika A�B, gde su
u A i B bili nanizani simboli, dakle to su bile sume pozitivnih
izraza. Na primer, jednakost

3s2 +12 = 4s,

bi bila zapisana ovako:
∆Y γM̊ ιβιςδ.

Podsetite se kako su pisani brojevi (slovima, kao xto je navedeno
ranije). Da li je Diofant ’priznavao’ negativne brojeve? Ve�i deo
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autora smatra da nije. Naime, on jeste opisivao kako se vrxe ope-
racije, ali to je vixe bio opis kako baratati izrazima oblika A�B,
kako ih sabirati, koja su pravila za mno�eǌe. Dakle, znao je da
je (A�B)(C �F ) = (AC +BF )� (AF +BC ), ali nije eksplicitno radio sa
negativnim brojevima. Qini se da je to neobiqno, ali matematika se
ne razvija onako kako je predstavǉena u u
benicima.

Diofant je objaxǌavao i sre�ivaǌe izraza na suprotnim stranama
jednakosti, kako su se na obe strane dodavali jednaki izrazi da bi
nestali negativni delovi i kako su se posle skra�ivali ’vixkovi’.
To taqno odgovara pravilima al-
abr i al-mukabala koje je kasnije
koristio el Horezmi. Na primer, ako imamo jednaqinu

3s3 +4s�15 = 15s +3�5s2,

onda najpre dodajemo 5s2 +15 na obe strane i dobijamo

3s3 +5s2 +4s = 15s +18,

(al-
abr), a potom skra�ujemo (al-mukabala):

3s3 +5s2 = 11s +18.

Zanimǉivo je re�i da se simbol za nepoznatu koji je Diofant koris-
tio, mo�e na�i i u grqkom papirusu, koji je poznat kao Miqigen 620,
a koji najverovatnije potiqe iz II veka n. e. Zapravo, metode koje Dio-
fant primeǌuje za rexavaǌe odre�enih jednaqina (koje imaju jedin-
stveno pozitivno racionalno rexeǌe) nisu suxtinski nove, poznate
su iz mesopotamske matematike. No, Diofant daje obrazlo�eǌa onoga
xto radi.

Formulacija problema i postupak rexavaǌa kod Diofanta tipiqno
izgledaju ovako. On formulixe problem, koji ukǉuquje vixe brojeva
koji se tra�e (dakle, problem u startu ima vixe nepoznatih). Potom,
ukoliko je neophodno, navodi potrebne uslove koji moraju da va�e
da bi postojala pozitivna racionalna rexeǌa. Za samo rexavaǌe
problema, Diofant bira konkretne brojeve, a potom tra�i rexeǌa
u obliku u kome se sva mogu izraziti preko jedne nepoznate i to u
obliku da su neki uslovi obavezno zadovoǉeni, dok se drugi koriste
da se na�e rexeǌe.

Poqnimo od jednostavnijih (iz prve kǌige).

27. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i ǌihov proizvod zadati brojevi.

Potreban uslov: kvadrat polovine sume mora biti ve�i od proizvoda za broj
koji je kvadrat.

Dakle, problem je da se rexi sistem jednaqina

x + y = a

x y = b,
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gde su a i b zadati brojevi pri qemu se tra�i da je
( a

2

)2�b = c2, gde
je c neki (racionalan) broj.

Vidimo da se problem svodi na rexavaǌe kvadratne jednaqine z2�
az +b = 0. Diskrimanta je a2�4b = 4c2 = (2c)2 i vidimo da se dobijaju
racionalna rexeǌa.

28. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i zbir ǌihovih kvadrata zadati
brojevi.

Potreban uslov: Dvostruka suma ǌihovih kvadrata mora premaxiti kvadrat
ǌihove sume za kvadrat.

Bilo bi dobro da se qitaoci uvere da potreban uslov obezbe�uje
postojaǌe racionalnog rexeǌa.

Qesti su zadaci kod Diofanta gde je data suma ili razlika dva
tra�ena broja. On postupa kao u Mesopotamiji: ako je zadato da je
x+ y = a, on postavǉa x = 1

2 a� s, y = 1
2 a+ s i daǉe to ubacuje u preostali

uslov. U sluqaju da je dato x� y = a, onda je x = s+ 1
2 a, y = s� 1

2 a i to se
postavǉa u preostali uslov.

Na primer, u problemu 28, Diofant konkretno tra�i da se rexi
sistem

x + y = 20

x2 + y2 = 208.

Evo kako on to rexava.

Neka je razlika tih brojeva 2s. Dakle, ve�i broj je 10+ s, a maǌi 10� s.
Ostaje da se uqini suma ǌihovih kvadrata jednakom 208. No, suma ǌihovih
kvadrata je 2s2+200. Kako to mora biti jednako 208, dobijamo da s mora biti
jednako 2. To znaqi da je ve�i broj 12, a maǌih broj 8.

Pozabavimo se sada slo�enijim tipom problema i metodom ǌegovog
rexavaǌa.

20. (iz druge kǌige) Na�i dva broja tako da kvadrat svakog od ǌih kada se
doda drugom daje kvadrat.

Evo rexeǌa:

Neka je prvi broj s, drugi 2s +1. Tada kvadrat prvog sabran sa drugim daje
kvadrat. Kvadrat drugog sabran sa prvim daje 4s2 + 5s + 1. Ovo mora biti
jednako kvadratu. Formiram kvadrat od 2s�2, koji je 4s2 +4�8s i s je 3/13.
Prvi broj je 3/13, drugi 19/13.

Ovde na delu vidimo ono o qemu smo priqali. Diofant ima dve
nepoznate i obe izra�ava preko jedne tako da je jedan od uslova zado-
voǉen za sve vrednosti nepoznate. Potom zadovoǉava drugi uslov
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na odre�eni naqin. Problem koji mu se pojavǉuje je slede�i: na�i
racionalne brojeve s i t tako da je

as2 +bs + c = t 2, (1)

gde su a, b i c zadati, naravno racionalni, brojevi. Jednaqinom (1)
zadata je jedna kriva drugog reda. Problem koji Diofant razmatra
sastoji se zapravo u nala�eǌu racionalnih taqaka na ovoj krivoj.

Navodimo qetiri metoda koje Diofant koristi pri razmatraǌu
jednaqine (1).

Prvi metod. Ako je a kvadrat (racionalnog broja), a = e2, Diofant
postavǉa t = es +m, gde se m bira da daje pozitivno rexeǌe. Vidimo
da se jednaqina (1) svodi na (e2 = a):

��as2 +bs + c =��e2s2 +2esm +m2,

tj. dobija se linearna jednaqina po s. Ovo je sluqaj koji se pojavǉuje
u gorenavedenom problemu.

Drugi metod. Ako je c kvadrat, c = f 2, onda Diofant postavǉa
t = ms + f i dobija jednaqinu

as2 +bs +�c = m2s2 +2ms f +��f 2,

xto posle sre�ivaǌa daje racionalno rexeǌe za s.

Tre�i metod. On se primeǌuje u sluqaju da nemamo linearni qlan
u (1), tj. da je u pitaǌu jednaqina oblika as2+c = t 2 i da je a+c kvadrat.
Diofant ovaj metod objaxǌava u lemi koja prethodi problemu 12 u
desetoj kǌizi.

Za data dva broja qija je suma kvadrat, beskonaqan broj kvadrata se mo�e
na�i tako da kada se kvadrat pomno�i jednim od tih brojeva i proizvod doda
drugom, rezultat je kvadrat.

Drugim reqima, Diofant tvrdi da ako su a i c takvi da je a + c
kvadrat (racionalnog broja, da se podsetimo), onda postoji beskonaqno
mnogo (racionalnih brojeva) x takvih da je ax2+c kvadrat (racionalnog
broja). Zapravo, on radi slede�e: postavǉa x = s+1 i dobija jednaqinu

as2 +2as + (a + c) = y2,

koja se sada mo�e rexiti drugom metodom, jer je slobodni koeficijent
a+c kvadrat. On ovaj metod opravdava dokazom za konkretan sluqaj a =
3, c = 6, ali nije texko videti da ideja ’prolazi’ i u opxtem sluqaju.

Qetvrti metod. Ovaj metod Diofant objaxǌava u lemi koja je
vezana za problem 15 u desetoj kǌizi. On razmatra jednaqinu

ax2� c = y2 (2)
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i tvrdi da, ako imamo jedno rexeǌe ove jednaqine, na primer, x = d,
y = e, onda se uvek mo�e na�i jox neko rexeǌe. On to pokazuje tako
xto postavi

x = d + s, y = e +ms. (3)

Zamenom u (2) dobija se

ad 2 +2ad s +as2� c = e2 +2ems +m2s2,

i kad se iskoristi da je ad 2� c = e2 dobija se

2ad s + s2 = 2ems +m2s2,

xto posle skra�ivaǌa sa s daje

2ad + s = 2em +m2s,

odakle se lako dobija s.
Jednaqina (2) je jednaqina hiperbole. Jednaqine (3) zapravo zadaju

parametarsku jednaqinu prave koja prolazi kroz jednu taqku (d ,e) ove
hiperbole i potom je seqe u jox jednoj taqki.

Pa�ǉiv qitalac, koji je, uz to, bio vrlo vredan kada je spremao
Analizu 1, primetio je vezu prethodno navedenih metoda i Ojlerovih
smena koje se primeǌuju za raqunaǌe integrala oblika

»
R

(
x,
?

ax2 +bx + c
)

d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija (pogledajte neku od zbirki ili u
be-
nika za Analizu 1). Ovo nije neobiqno, zapravo suxtina je u disku-
siji o qetvrtom metodu. Naime, prava i nedegenerisana kriva drugog
reda su biracionalno ekvivalentne – mogu�e je na�i ’skoro’ bijekciju
izme�u ǌih, bijekciju koja se ostvaruje racionalnim funkcijama kada
se izbaci konaqno mnogo taqaka. Na primer, bax postavǉaǌem prave
kroz zadatu taqku na krivu i nala�eǌem, za razliqite koeficijente
pravca, druge preseqne taqke prave i krive.

10



Na crte�u mo�emo videti kako projektujemo krivu drugog reda na
pravu (sa krive smo izbacili jednu taqku). Ova ekvivalencija izme�u
prave i krive drugog reda je ’odgovorna’ i za qiǌenicu da je smena
promenǉive tg

( x
2

)= t korisna kod raqunaǌa integrala oblika
»

R(sin x,cos x)d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija, no to je druga priqa.
U petoj kǌizi, Diofant razmatra jednaqine vixeg stepena. I tu se

mogu na�i sliqne i zanimǉive ideje. No, kako za krive tre�eg reda ne
va�i prethodno navedeno svojstvo, zapravo je struktura racionalnih
taqaka samo u nekim situacijama pravilna, ne mogu se rezultati dobi-
jati na isti naqin. Ipak, neki autori u Diofantovim metodama pre-
poznaju implicitno nala�eǌe tangenti na takve krive, a i nala�eǌe
tre�e preseqne taqke kroz dve date. No, mi se ne�emo ovde time dubǉe
baviti.

Deseta kǌiga je u potpunosti posve�ena Pitagorinim trojkama
racionalnih brojeva, tj. racionalnim rexeǌima jednaqine x2 + y2 =
z2. Zapravo se tu govori o pravouglim trouglovima sa racionalnim
stranama, a zadaci ukǉuquju veze izme�u povrxina, du�ina kateta i
sliqno. Ova kǌiga je zanimǉiva, jer je u svojoj kopiji izdaǌa iz 1621.
godine Pjer de Ferma ispisivao komentare o rezultatima Diofanta
i tu nalazimo ǌegovu napomenu (posle zadatka o razlagaǌu na dva
naqina datog kvadrata u obliku sume dva kvadrata):

Naprotiv, nemogu�e je razlo�iti kub na dva kuba, bikvadrat na dva bi-
kvadrata i, uopxte, ma koji stepen ve�i od dva na zbir dva takva stepena.
Naxao sam qudesan dokaz ovoga, ali su margine suvixe uske za ǌega.

Retko ko zapravo veruje da je Ferma uistinu imao ovakav dokaz.
Ovo tvr�eǌe je poznato kao Velika Fermaova teorema (ili Fermaova
posledǌa teorema) i dokaz je tek devedesetih godina proxlog veka dao
engleski matematiqar Endrju Vajls.

Diofant ima jox neke zanimǉive metode za rexavaǌe jednaqina,
no mi nemamo vremena da se i ǌima bavimo u ovom pregledu. U
sluqaju odre�enih jednaqina (dakle onih koje imaju najvixe konaqno
mnogo racionalnih rexeǌa) Diofant se uglavnom oslaǌa na stariju
tradiciju. No, u sluqaju neodre�enih jednaqina, tj. onih koje imaju
beskonaqno mnogo racionalnih rexeǌa, ǌegov doprinos je izuzetan.
ǋegovo delo je izvrxilo znaqajan uticaj na matematiqare kasni-
jih epoha i dovelo do pojavǉivaǌa izuzetnih problema, kao i novih
matematiqkih oblasti (poput diofantovske analize).
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Indijska matematika

Arheoloxka ispitivaǌa su pokazala postojaǌe veoma razvijene kul-
ture u dolini Inda oko 2650. godine p. n. e, dakle u vreme egipatskih
graditeǉa piramida. No, nemamo matematiqkih dokumenata iz tog pe-
rioda. Znaqajna kretaǌa naroda, veliki broj razliqitih jezika, od
kojih su mnogi jox nerazjaxǌeni, ote�avaju pokuxaj procene mate-
matiqkog nivoa iz tih ranijih perioda.

Sutre

Vede, religiozni dokumenti, pisani na sanskritu, sadr�e pozivaǌe
na velike brojeve i decimalni sistem. Tu se mogu na�i i dimenzije,
oblici, proporcije vezane za gradǌu oltara. To je sadr�ano u ,,xulba
(ili xulva) sutrama” – ,,pravilima za konopce”. Ovde se ,,xulba”
odnosi na konopce za mereǌe, dok ,,sutra” oznaqava kǌigu pravila.
Postoji vixe preostalih ovih ’sutri’, pisane su u stihu i verovatno
potiqu iz prve polovine prvog milenijuma p. n. e. mada to ne znamo sa
sigurnox�u. Tu se mogu na�i Pitagorine trojke 3,4,5; 5,12,13; 8,15,17;
12,35,37. Nije iskǉuqen mesopotamski uticaj na ove sutre, ali nije ni
potvr�en.

Pogledajmo metod kvadrature pravougaonika iz jedne sutre, a koji
veoma podse�a na grqku ’geometrijsku algebru’.

Zadat je pravougaonik ABC D. Na du�im stranicama AD i BC postavimo
taqke E i F tako da dobijemo kvadrat ABF E . Neka su G i H sredixta
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du�i ED i FC . Produ�imo G H do GK , tako da je ALKG kvadrat. Pro-
du�imo i EF do preseka sa K L. Jasno je da su pravougaonici G HC D i
F BLM podudarni, te je povrxina pravougaonika ABC D jednaka povr-
xini kvadrata ALKG iz koga je izbaqen maǌi kvadrat F MK H. No,
krug sa centrom u L, polupreqnika LK , seqe B H u taqki P . Tada je
LQ2 = LP 2�PQ2 = LK 2�K H 2, te tra�eni kvadrat ima stranicu LQ.

U drugoj sutri nalazimo opis konstrukcije kvadrata koji je tra�e-
ni umno�ak datog kvadrata. Na primer, ako se tra�i kvadrat koji je
sedmostruki dati kvadrat, qija je stranica a, onda se ka�e da se kon-
struixe jednakokraki trougao sa osnovicom 6a i kracima 4a. Visina
tog jednakokrakog trougla je

?
(4a)2� (3a)2 = a

?
7. Dakle, povrxina

kvadrata qija je stranica jednaka visini tog jednakokrakog trougla
je 7a2.

U tri sutre nalazi se aproksimacija za
?

2:

1+ 1

3
+ 1

3 �4 �
1

3 �4 �34
.

Ovo nam, na 8 decimala, daje broj 1,41421569, dok je
?

2 na istom broju
decimala 1,41421356. Aproksimacija zaista jeste dobra, ali nam nije
poznato kako je dobijena. Inaqe, za razliku od Grka, Indijci nisu
imali nikakav problem da i iracionalne korene smatraju brojevima.
To je svakako i u vezi sa tim da se u indijskim matematiqkim tek-
stovima qesto ne razlikuje taqan od pribli�nog rezultata, kao xto
�emo videti u daǉem.

Sidante

Sidante su skorijeg datuma od xulba sutri. Procena je da su one
nastale krajem IV, odnosno poqetkom V veka. Sidanta oznaqava sistem
ili doktrinu i ovde se odnosi na astronomske sisteme. Veliko je
pitaǌe u kojoj su meri ova dela bila nezavisna od grqkih izvora,
poxto se prime�uje velika sliqnost sa delima autora iz Egipta u
to, ili ranije vreme. Ali postoji nexto xto ih izdvaja. Dok se kod
Grka razmatrala tetiva kruga i centralni ugao koji joj odgovara, u
sidantama se razmatra polovina tetive i polovina centralnog ugla.
To jeste mala razlika, ali tu vidimo naxe trigonometrijske funkcije.
Zanimǉivo je kako je nastao naziv sa funkciju sinus. Naime, tetiva
se na sanskritu zvala ’�iva’ ili ’
iba’. U prevodu Arapa, koji nije
koristio samoglasnike, pojavǉuje se samo ’
b’. Xto mo�e da odgovara
i reqi ’
aib’ koja znaqi i ’zaliv’ na arapskom. Poznati prevodilac
iz XII veka �erardo iz Kremone je stoga to preveo na latinski kao
sinus, xto znaqi ’zaliv’ na latinskom. I tako je doxlo do naziva te
nama dobro poznate funkcije.

13



Arijabata

Arijabata (476–550) je znaqajan indijski matematiqar i astronom
qije je najpoznatije delo Arijabatija napisano u stihu i zavrxeno
499. godine. To delo predstavǉa pregled dotadaxǌih znaǌa, no ono
je neujednaqeno po kvalitetu. Tu ima i trivijalnih rezultata, kao
i pogrexnih, ali i rezultata velike vrednosti. Poqiǌe navo�eǌem
naziva stepena broja 10 sve do desetog stepena i pravilima za raqu-
naǌe kvadratnih i kubnih korena. Potom slede pravila za mereǌe
i tu imamo i taqne rezultate i pogrexne. Na primer, navodi se da
je povrxina trougla polovina proizvoda du�ine jedne stranice i ǌoj
odgovaraju�e visine, ali se tvrdi da je zapremina piramide polovina
proizvoda povrxine baze i visine. Tako�e, ispravno se navodi da je
povrxina kruga jednaka proizvodu obima kruga i polovine polupreq-
nika, ali i da je zapremina sfere (kugle) jednaka proizvodu povrxine
velikog kruga i kvadratnog korena te povrxine. Data je i ispravna
formula za povrxinu trapeza, ali i potpuno proizvoǉno tvr�eǌe o
povrxini ma koje ravne figure. No, rezultat na koji su indijski
autori posebno ponosni je slede�i:

Saberi 4 i 100, pomno�i sa 8 i dodaj 62000. Tako dobijax pribli�no obim
kruga preqnika 20000.

To nam daje aproksimaciju za π:

π� (4+100) �8+62000

20000
= 3,1416.

No, to je zapravo vrednost za π koju je koristio i Ptolemej u Egiptu.
Postoje velike xanse da je Arijabata bio pod uticajem grqkih prethod-
nika. Inaqe, u Indiji se za π qesto koristila i aproksimacija
π�?10.

U Arijabatiji nalazimo i neka pravila za aritmetiqke nizove. Na
primer, opisano je kako se nalazi broj qlanova aritmetiqkog niza ako
je poznata ǌegova suma sn, prvi qlan a1 i razlika d. Formula koju
dobijamo iz tog opisa je slede�a:

n =
?

sn �8d+(2a1�d)2�2a1
d +1

2
.

U delu nema ni motivacije ni provere ovog rezultata. Naravno, mi
mo�emo danas da ovo izvedemo:

sn = a1 + (a1 +d)+ � � �+ (a1 + (n�1)d)

= na1 +d(1+2+ � � �+ (n�1))

= na1 +d
n(n�1)

2
.
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Dobijamo kvadratnu jednaqinu po nepoznatoj n:

dn2 + (2a1�d)n�2sn = 0.

Iz ove jednaqine se dobija gorǌa formula (doduxe malo u drugom
obliku, proverite to).

U Arijabatiji imamo i decimalni sistem. Opisuje se i raqunaǌe
u kome se ka�e i da ,,od mesta do mesta uvek je deset puta ve�e od
prethodnog”. Da su se cifre za osnovu 10 pojavile i pre, vidimo i
iz jedne tablice iz 595. godine, kada je jedan datum zapisan u dekad-
nom obliku. Dug je bio put od prvih cifara do naxih. Tablica na
slede�oj stranici nam daje kratak prikaz.

Slika 1: Razvoj cifara

Vidimo evoluciju cifara i jasno prepoznajemo naxe cifre u Gobar
zapisima, karakteristiqnim za zapadni prikaz kod Arapa. No, simbol
za nulu nije brzo nastao. Postojale su svuda razne varijante rexeǌa
tog problema, no po svemu sude�i prvo pojavǉivaǌe nule u Indiji
je na jednom zapisu iz 876. godine. Deluje neverovatno da je trebalo
vixe od 250 godina, ali mnoge stvari se ne razvijaju u potpunosti
logiqno niti ravnomerno. Zanimǉivo je navesti da se Devanagari
zapis za cifre i sada koristi u Indiji.

15



I u sidantama i u Arijabatiji imamo prve tablice sinusa. Evo
kako je to ura�eno. Mi znamo da je sin x � x kada je x malo. No,
ovde radimo sa radijanima. Ako �elimo da radimo sa stepenima,
moramo malo da modifikujemo stvari. Zapravo, zbog preciznosti je
boǉe raditi sa minutima. Dakle, ideja je bila da imamo istu meru
i za sinus i za ugao. Ako gledamo u minutima, onda je pun krug:
360 �601 = 216001. Sada treba na�i polupreqnik r tako da je 2πr = 21600.
Ukoliko za π uzmemo da je π � 3,141592, dobijamo da je r � 3437,75.
Stoga su Indijci uzeli da je polupreqnik kruga 3438. To znaqi da je
ǌihova aproksimacija za π ovde bila pribli�no 3,14136.

Kada je izabran polupreqnik kruga, onda je pravǉena tablica vred-
nosti sin x, tako xto je 90� podeǉen na 24 jednaka dela. Najmaǌi ugao
je dakle bio 3 3

4
�, xto iznosi 2251, te je uzeto da je sin

(
3 3

4
�)= 225. Do-

bro, sad ve� vidimo da u tablici nemamo bax sinus ugla, ali se
sinus ugla lako dobija deǉeǌem sa polupreqnikom. Po toj raqunici
je sin

(
3 3

4
�) = 225/3438 � 0,06545. A ako proverite, recimo digitronom,

dobijete da je sin3 3
4
�� 0,06540. Dakle, nije loxe za poqetak. Ako sada

sa sn oznaqimo taj n-ti sinus i ako je Sn suma prvih n takvih sinusa,
onda je za raqunaǌe korix�ena formula:

sn+1 = sn + s1� Sn

s1
.

Kako je dobijena ta formula, ne zna se. Ali, da proverimo:

s2 = s1 + s1� s1

s1
= 449,

s3 = s2 + s1� s1 + s2

s1
= 449+225� 225+449

225
� 671,

s4 = s3 + s1� s1 + s2 + s3

s1
= 671+225� 225+449+671

225
� 890,

s5 = s4 + s1� s1 + s2 + s3 + s4

s1
= 890+225� 225+449+671+890

225
� 1105.

Kako s5 odgovara sinusu ugla od 18 3
4
�, po ovoj tablici bismo dobili

da je

sin

(
18

3

4

�)
= 1105

3438
� 0,32141

dok nam digitron daje pribli�nu vrednost 0,32144.

Zanimǉiv naqin mno�eǌa brojeva
Prikaza�emo ovde jedan zanimǉiv naqin mno�eǌa brojeva, koji se,

najverovatnije najpre pojavio u Indiji i odatle je prenet u Kinu, u
Arabiju, a potom preko Arabije i u Evropu.
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Ova tablica pokazuje da je 37 � 762 = 28194. Kako? Vidimo da smo
formirali proizvode cifara koji se pojavǉuju u zapisu, tako xto smo
ih rasporedili u odgovaraju�e kvadrate podeǉene na dva trougla.
Broj 37 smo ispisali odozdo nagore, a 762 sleva udesno. Zapravo,
tablice se mogu i drugaqije ispisivati.

Kako su izmno�ene sve cifre, onda dobijene rezultate sabiramo
po dijagonalama i ispisujemo u nastavku. Poqiǌemo od 7 � 2 (dakle
od cifara jedinica) i ispisujemo cifru 4, poxto se samo ona nalazi
na toj dijagonali. Na slede�oj dijagonali imamo zbir 2+ 1+ 6 = 9 i
9 smo ispisali u nastavku. Potom imamo dijagonalu na kojoj je zbir
9+ 4+ 8+ 0 = 21 i u nastavku ispisujemo cifru 1, a 2 prebacujemo za
sabiraǌe sa brojevima u slede�oj dijagonali. Dakle, imamo potom
2+4+1+1 = 8, ispisujemo 8 u nastavku. Konaqno, posledǌa dijagonala
ima samo 2, bez prenosa sa prethodne i tu pixemo 2.

Bitno je bilo da se krene od proizvoda cifara jedinica i da se
daǉe ide po dijagonali. Ako bismo ispisali broj 37 sa desne strane,
onda bismo kvadrate delili na drugaqiji naqin da bismo dobili
rezultat:
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Bramagupta

Znaqajni indijski astronom i matematiqar Bramagupta (oko 598–
670) �iveo je oko jednog veka posle Arijabate, ali se on ne nastavǉa
na ǌegove rezultate. On je pre svega astronom, ali ima i dovoǉno
zanimǉivih matematiqkih rezultata vrednih spomena.

Najpre, kod ǌega prvi put nailazimo na eksplicitan opis rada sa
negativnim brojevima i nulom. Tako da imamo pravila poput toga
da proizvod pozitivnog i negativnog broja daje negativan broj, da
proizvod negativnog i negativnog daje pozitivan broj, da proizvod
pozitivnog ili negativnog broja i nule daje nulu. On se ne izjaxǌava
oko toga xta se dobija pri deǉeǌu sa nulom, sem xto navodi da je
0/0 = 0. No, ne mo�emo mu to toliko zameriti.

Ono xto je posebno znaqajno je da je on prvi koji je naxao sva
celobrojna rexeǌa jednaqine

ax = by + c, (4)

gde su a,b,c dati celi brojevi. On zna da je potreban uslov za posto-
jaǌe rexeǌa da NZD(a,b) | c. Ukoliko je to tako, mo�e se podeliti naj-
ve�im zajedniqkim deliocem i smatrati da su a i b uzajamno prosti.
On tako�e zna da, ako ima jedno rexeǌe (x0, y0), sva druga su data sa
x = x0 +mb, y = y0 +ma, gde je m ceo broj. Metod za nala�eǌe jednog
rexeǌa u sluqaju da su a i b uzajamno prosti nazivao se ,,kutaka”
(,,drobilica”). Taj metod se pojavǉuje, ali ne eksplicitno za re-
xavaǌe ovog tipa jednaqina, jox kod Arijabate, objasnio ga je boǉe
Baskara I (oko 600–680), a i kasnije je usavrxavan. Ideja je da pri-
menom Euklidovog algoritma a i b smaǌujemo (,,drobimo”) dok ne do-
�emo do ostataka 1(i 0), a da onda, na osnovu dobijenih koliqnika i
ostataka dobijemo to partikularno rexeǌe. Evo osnovne ideje.

Pretpostavimo da je b > a (to nije gubǉeǌe opxtosti naravno).
Podelimo b sa a: b = q1a + r1. No, poqetna jednaqina je tada

ax = (q1a + r1)y + c

i ako uzmemo da je x = q1 y + z, onda dobijamo

aq1 y +az = aq1 y + r1 y + c,

odnosno
r1 y = az� c.

Vidimo da su se koeficijenti uz nepoznate smaǌili, a slobodan qlan
je ostao isti (do na znak). Kako je sada a > r1 postupak se mo�e
ponoviti. Postupak se ponavǉa sve dok ne do�emo do posledǌeg os-
tatka koji nije nula, a poxto je to zapravo 1 (jer su a i b uzajamno
prosti po pretpostavci), dolazi se do jednaqine koja se lako rexava.
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Zatim se to rexeǌe ’podi�e’ do rexeǌa poqetne jednaqine i taj pos-
tupak je opisan. Mi bismo to sve sliqno i danas radili, ali mo�emo
da koristimo matrice i onda nam je znatno lakxe.

Ovde je mo�da zanimǉivo napomenuti da je Bramagupta za deǉeǌe
sa ostatkom koristio i neke male ‘trikove’. Na primer, ako �eli da
podeli 750 sa 22, tj. da razlomak 750

22 izrazi kao mexoviti broj, onda (u
savremenim oznakama, on jeste koristio razlomke, ali bez razlomaqke
crte, samo je brojilac pisao iznad imenioca):

750

22
= 750

25
� 25

22
= 30 �

(
1+ 3

22

)
= 30+ 90

22
= 30+ 45

11
= 34

1

11
.

Dakle, on bi imenilac zamenio ve�im brojem koji deli brojilac i
tako pojednostavio daǉi raqun.

Postoje ozbiǉne analize koje pokazuju da je Bramagupta u rexa-
vaǌu jednaqine (4) bio motivisan svojim astronomskim razmatraǌima,
ali se mi ǌima ovde ne�emo baviti.

Bramagupta se bavio i rexavaǌem neodre�ene jednaqine oblika

x2 = 1+d y2. (5)

Jednaqine tog tipa sada se (neopravdano) nazivaju Pelove jednaqine,
a i sam Arhimed je povezan sa jednaqinom tog tipa. Naime u delu koje
nismo razmatrali – Problem stoke, on je postavio problem kao izazov
aleksandrijskim matematiqarima, kako reqe ,,onima koji se zanimaju
takvim stvarima”. U ǌemu se tra�i da se odredi broj bikova i krava
razliqitih boja (qetiri boje, dakle ima 8 nepoznatih) koji zadovo-
ǉavaju razne uslove. Svi uslovi, sem dva, su jednostavne linearne
veze, no ta dva zahtevaju da neka dva broja budu trougaoni broj i
potpun kvadrat. I to je deo koji qini problem izuzetno texkim sa
praktiqne taqke gledaǌa, jer su rexeǌa te jednaqine uistino veoma
veliki brojevi. Tek u devetnaestom veku imamo neka rexeǌa. Naime,
tada je pokazano da se u rexeǌu pojavǉuju brojevi sa 206545 cifara!
Konaqno rexeǌe je na�eno tek poqetkom osamdesetih godina dvadesetog
veka, naravno uz pomo� kompjutera.

U svakom sluqaju, Bramaguptin doprinos je u tome xto je dao metod
kako da se od dva rexeǌa dobije novo rexeǌe. Naime, ako su (p, q) i
(p 1, q 1) neka rexeǌa jednaqine (5) , onda je i

(pp 1+d qq 1, pq 1+qp 1)

tako�e jedno rexeǌe. To nama sada nije texko proveriti. Treba re�i
da je Bramaguptina algebra bila skra�eniqkog tipa, umaǌilac je oz-
naqavao taqkom iznad ǌega, ve� smo videli kako je pisao razlomke, a
i nepoznate su oznaqavane odgovaraju�im skra�enicama.

Bramagupta je imao i rezultate iz geometrije, mada se i kod ǌega
nalaze jedni pored drugih taqni i netaqni rezultati. Od taqnih
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rezultata navedimo da je imao formulu za odre�ivaǌe preqnika kruga
opisanog oko datog trougla: ab/hc , ako su a i b stranice datog trougla,
a hc visina koja odgovara tre�oj. No, ova formula je zapravo sinusna
teorema u drugom obliku (razmislite zaxto) i ona je bila poznata
i Ptolemeju. Za π je koristio vrednost

?
10, a ponekad qak i samo

3 kao ,,praktiqnu vrednost”. Bramagupta je dao i formulu za povr-
xinu tetivnog qetvorougla, koja odgovara Heronovom obrascu: ako je
s poluobim tetivnog qetvorougla qije su stranice a, b, c i d, onda je
povrxina data sa: a

(s�a)(s�b)(s� c)(s�d).

Vidimo se dobija bax Heronov obrazac u sluqaju da se qetvorougao
deformixe u trougao, tj. ako je jedna od stranica jednaka 0. Ova
formula je i sada poznata kao Bramaguptina formula (izvedite ovu
formulu). Jedina mana je u tome xto Bramagupta nije eksplicitno
naveo da ona va�i samo za tetivne qetvorougle. U ranijim vremenima
mnogima nije bilo jasno da za odre�ivaǌe qetvorougla treba vixe
od 4 elementa. Na primer, ako posmatrate neki kvadrat stranice a,
onda mo�ete da na�ete romb stranice a, koji ima bilo koju povrxinu
izme�u 0 i a2.

Baskara II

Najznaqajnije delo matematiqara i astronoma iz XII veka Baskare
II (1114–1185) bilo je Sidanta Siromani. Sastoji se od qetiri dela,
a prva dva Lilavati i Vi
aganita su relevantni za matematiku.

Lilavati je navodno bila Baskarina �erka kojoj je on posvetio taj
deo. Tu ima vixe aritmetiqkih problema koji se tiqu linearnih i
kvadratnih jednaqina, aritmetiqke i geometrijske progresije, Pitago-
rinih trojki i sliqnih tema. Neki od problema su odre�enog tipa,
neki neodre�enog. Navodi i metod za rexavaǌe kvadratne jednaqine,
a i diskutuje kada postoje dva pozitivna rexeǌa. Ka�e jox:

Ako se rexeǌe ne mo�e ovako na�i (na primer u sluqaju jednaqine tre�eg
ili qetvrtog stepena) onda se mora na�i vextinom samog rexavaqa.

Poxto se reqima navedu formule (a +b)2 = a2 + 2ab +b2 i (a +b)3 =
a3+3a2b+3ab2+b3, te se formule primeǌuju za nala�eǌe 93 (kao (4+5)3),
273 (kao (20+7)3) i 1253 (najpre se na�e 123, a potom 1253 = (12 �10+5)3).
No, potom se objaxǌava inverzni postupak za nala�eǌe kvadratnog
i kubnog korena baziran na ovim formulama i postupnom formiraǌu
dekadnog zapisa tog kubnog korena. Navodi bax primere za nala�eǌe
kubnog korena koji su prethodnoj raqunici kubovi datih brojeva. Na
primer, tra�i da se odredi kubni koren iz 1953125(= 1253). Na prvi
pogled deluje prazno, ali i nije, metod koji navodi omogu�ava da
se postupa bez obzira koji je u pitaǌu broj, jedino se ovde dobija
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rezultat relativno brzo i kao ceo broj. Zanimǉivo je ovo pitaǌe,
ali se ne�emo daǉe baviti ǌime.

Baskara daje i partikularna rexeǌa (Pelove) jednaqine x2 = 1+d y2

za d P {8,11,32,61,67}. Na primer, za d = 67 daje rexeǌe x = 1776319049,
y = 22615390. Nimalo jednostavno rexeǌe za to vreme.

Xto se geometrijskih rezultata tiqe, za π je koristio vrednost 22
7 ,

a korektno je naveo formule za povrxinu kruga i zapreminu sfere. U
ǌegovom delu nalazimo i razmatraǌe permutacija i kombinacija, kao
i opis formula za raqunaǌe

(n
k

)
. Navodi da je koliqnik a/0 jednak

beskonaqnosti, ali potom navodi i da je a/0 �0 = a.

Keralska xkola

Indijski astronom i matematiqar Madava (1340–1425) ro�en je u
gradu Sangamagrama u oblasti Keral (jedna od dr�ava u danaxǌoj
Indiji nosi to ime)

Slika 2: Dr�ava Keral u Indiji

i on je osnivaq jedne vrlo produktivne xkole astronomije i mate-
matike koja je proizvela izuzetne rezultate. Qlanovi ove xkole su
�iveli, radili i predavali u porodiqnim zajednicama koje su se
zvali ilami. Od samog Madave nije ostalo nixta zapisano od mate-
matiqkih rezultata, no ǌegovi uqenici i ǌihovi uqenici su nas-
tavili tradiciju i na osnovu kasnijih zapisa (iz XVI veka) znamo do
kojih su rezultata doxli matematiqari ove xkole.

Evo tih rezultata.

Razvoji trigonometrijskih funkcija u stepene redove

1. θ = tg θ� tg 3 θ
3 + tg 5 θ

5 ����, 0¤ θ¤π/4;
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2. sinθ = θ� θ3

3! + θ5

5! ����, 0¤ θ¤π/2;

3. cosθ = 1� θ2

2! + θ4

4! ����, 0¤ θ¤π/2;

4. sin2θ = θ2� θ4

22�2/2
+ θ6

(22�2/2)(32�3/2)
� θ8

(22�2/2)(32�3/2)(42�4/2)
+� � �, 0¤ θ¤π/4.

Koncept periodiqnosti ovih funkcija razvijen je tek kasnije.

Imamo i razvoje koji su eksplicitno u vezi sa π.

1. π
4 � 1� 1

3 + 1
5 ����	 1

n � fi (n +1), za i = 1,2,3, gde je

f1(n) = 1

2n
, f2(n) = n

2(n2 +1)
, f3(n) = n2 +4

2n(n2 +5)
.

2. π
4 = 3

4 + 1
33�3

� 1
53�5

+ 1
73�7

����;
3. π

4 = 4
15+4�1 � 4

35+4�3 + 4
55+4�5 ����;

4. π

2
?

3
= 1� 3�3

+
1

5�32 � 1
7�33 + � � �;

5. π
6 = 1

2 + 1
(2�22�1)�22 + 1

(2�42�1)�42 + 1
(2�62�1)�62 + � � �;

6. π�2
4 � 1

22�1
� 1

42�1
+ 1

62�1
����	 1

n2�1
� 1

2((n+1)2+2)
.

Smatra se da razvoji trigonometrijskih funkcija u redove potiqu
od Madave. Zanimǉivo je i napomenuti da su procene grexaka u Lajb-
nicovom razvoju za π

4 (prvi razvoj u drugom spisku), ostvarene pomo�u
funkcija fi , znaqajne zbog same raqunice. Taj alterniraju�i red
vrlo sporo konvergira, te dodatne funkcije znatno uve�avaju aproksi-
maciju. Zapravo, to je znatno kasnije primetio i ǋutn u pismu
Oldenburgu iz 1676. On ka�e da se tu dodavaǌem polovine posled-
ǌeg qlana ili na sliqan naqin raqunaǌe mo�e izvesti sa velikom
taqnox�u. Qitaoci sami mogu lako proveriti koliko to poboǉxava
aproksimaciju.

Indijski tekstovi uglavnom navode ove rezultate bez dokaza, ali
se ipak u nekim tekstovima mogu i na�i dokazi. Na primer, razvoj
funkcije arctg x (nax prvi razvoj) se, de facto, dobija integracijom
funkcije x ÞÑ 1

1+x2 . Naravno da se pojam integrala ne spomiǌe, no
formira se zapravo integralna suma za tu funkciju (koriste�i sliq-
nosti trouglova i aproksimacije malih lukova tetivama), ta se funk-
cija razvija u red, a potom se koristi rezultat da je 1k+2k+���+nk

nk+1 � 1
k+1 ,

kada je n veliko. Ova aproksimacija za sumu prvih k stepena se qesto
pojavǉuje u okviru ove xkole. Nije tu sve naravno u potpunosti ko-
rektno, ali se dolazi do pravog rezultata. U tekstovima ove xkole
na Sanskritu nema izvo�eǌa, no tekst Juhtibasa na malajalamskom
jeziku (koji je blizak tamilskom, za koga je verovatno vixe nas qulo)
sadr�i metode kojima se dobijaju ove formule. Prikaza�emo kako se
dolazi do formule za razvoj funkcije arctg.
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Ovde je O A = 1, qetvorougao O ABC je kvadrat i imamo luk ÙAC , koji
je qetvrtina kruga. Stranica AB je podeǉena na n jednakih delova,
>AOPk = θ, x = APk = tgθ, Pk�1Pk = 1

n (te je x = k
n ). Osim toga, du�i EF i

Pk�1D su ortogonalne na du� APk .
Sliqnost trouglova 4OEF i 4OPk�1D, daje

EF

OE
= Pk�1D

OPk�1
, te je EF = Pk�1D

OPk�1
, jer je OE =O A = 1.

Trouglovi 4Pk�1Pk D i 4O APk su tako�e sliqni:

Pk�1Pk

OPk
= Pk�1D

O A
, te je Pk�1D = Pk�1Pk

OPk
.

Ako OPk�1 aproksimiramo sa OPk , dobijamo

EF = Pk�1D

OPk�1
� Pk�1Pk

OP 2
k

= Pk�1Pk

1+ AP 2
k

=
1
n

1+ k2

n2

.

Ako luk ÙEG aproksimiramo sa EF i iskoristimo prethodnu aproksi-
maciju, dobijamo

ÙEG �
1
n

1+ k2

n2

.

Stoga mo�emo da zakǉuqimo da se arctg x = θ mo�e aproksimirati sumom

ķ

j=1

1
n

1+ j 2

n2

za n (stoga i k, jer je k/n = tgθ) dovoǉno veliko. Za daǉu aproksi-
maciju, 1

1+ j 2

n2

se razvija u red. Red se dobija iterativnom procedurom:

1

1+x
= 1�x

(
1

1+x

)
= 1�x

(
1�x

(
1

1+x

))
= . . . = 1�x +x2� . . .

23



Stoga se θ = arctg x mo�e aproksimirati sa (podsetimo se da je x = k
n )

1

n

ķ

j=1

(
1� j 2

n2 + j 4

n4 ����
)

= 1

n

ķ

j=1

1� 1

n3

ķ

j=1

j 2 + 1

n5

ķ

j=1

j 4����

= x

k

ķ

j=1

1� x3

k3

ķ

j=1

j 2 + x5

k5

ķ

j=1

j 4���� .

Ako se iskoristi gorenavedena aproksimacija

1

k s+1

ķ

j=1

j s � 1

s +1
,

dobijamo (x = tgθ):

θ = tgθ� tg3θ

3
+ tg5θ

5
���� .

Indijska matematika je intuitivna, posebna, dela su qesto me-
xavine pogrexnih ili trivijalnih rezultata i izuzetno vrednih.
Ona su pisana u stihovima, nisu sistematiqna poput grqkih, a ne
postoji ni kontinuitet u radu. No, to je i razumǉivo s obzirom na
svu slo�enost Indije i mnoxtva nacija i jezika koji tu postoje.
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