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Sopan ITerposuh

KomyTaTuBHM OpCTEHU ca je IMHUIIOM; OCHOBHU
pe3yJaTraTtu

Y Anre6pu 1 ymosHaju CMO ce Ca IIOJMOM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA Ca
jemumuunom. OBme umak MOHABJ/HAMO T€ OCHOBHE IOjMOBE.

Jedounnanmnuja 1 KomyTtaTvsaHn npcTed ca jefiuHuuom je ctpyktypa (A, +,:) 3a
KOJy Baku

o (A,+) je ABenosa rpyna;
e (A,-) je KOMyTaTMBaH MOHOMA;
e 3aceex,y,z€ ABaxn: z-(y+2)=x-y+zx-z

Monoun o3HauvaBa CTPYKTYPY Ca jeJHOM OMHAPHOM OIepalyrjoM Koja je
acolujaTUBHA U 3a KO]y IMOCTOjU HeyTpaJHu ejaemeHT. Heytpas 3a cabu-
pame (omepauujy + y OPCTEHY) Y KOMyTaTHBHOM IPCTEHY A O3HAYABAMO
ca 0 (mnm momeran, 36or mpermusnoctu, ca 04) u 30BeMO HYJIOM OpCTEHA
A, mOK HeyTpas 3a MHOM¥eHme (omepanujy - y IOPCTeHy) o3HadaBaMmo ca 1
(nmm momekan, 360r mpenu3HOCTHU, ca 14) U 30BeMO JEJUHUIIOM IpCTEHA
A.

CBu mpcTeHu, ca KojuMa y majbeM OyneMo paauniu, bulie KOMyTaTUBHU
NPCTEHU Ca jeOWHUIIOM U KPAaTKO NheMO MX 3BATW TPCTEHU. Y CBAKOM
npcreny A, 3a cBaku emement a € A, Baxku: a -0y = 04. EBo karo to
MOKEMO MOKA3aTH:

a-04=a-(04+04)=0a-04+a-04.
Kopumhemem unmenune na je (4,+) AbGenosa rpyna, nobujamo ma je
OA =a- OA.

Ykouuko 6u y npcreny A Baxuino: 04 = 14 (mpuMeruMo na HUTIE HUCMO
3aXTeBaJIA Aa je HyJa HPCTEeHA PA3JIMYNATA OJ HEroBe jeAUHUIE), TO00uau
oucMoO ma 3a CBako a € A Basku:

a:a-lA:a~OA:OA,



na 6u 6uno A = {04}. TakaB mpcTeH HA3UBAMO HYyJa IPCTEH. Y HabeM
hemo yBer mpernocrasutu 1a je 04 # 14.

IMpumeTuMo jom ma je y CBAKOM IPCTEHY UCOyHmeHO: —a = (—14) - a.
Hawnwme,

a+(—1A)-a = 1A-a+(—1A)-a = a-1A+a~(—1A) = a-(1A+(—1A)) =a-04 =04,

Te caemu na je 3aucra (—lu)-a = —a. Ha cawuan mauuwn ce mokasyjy u
IPYTU WIOEHTUTETH NOmyT, HA npuMep, (—a)-b= —(a-b), (—a) - (=b)=a-b
UTH.

Crpyxrrypa (A,-) je MoHOUA, Na y H0j HEKM €JIEMEHTU MOTY WMATYU WH-
Bep3. Jacuo je ma To He moxke OGutum 0, momto je 0-a = 0 # 1 3a cBaku
enement a € A. Crora je NpUpOAHO MOCMATPATUA CBE OHE €JIEMEHTE U3
A\ {0} xoju mmajy mHBep3 y onmocy Ha MHOMkeHme. CKyI CBUX TAKBUX
exemenara ozuauvasahemo ca U(A). Jacuo je ma je (U(A),-) jemna xomy-
TaTUBHA rpyna u 3sahiemMo je TpymoM MHBEPTUOWIIHUX eJIeMeHATa TPCTEHA.
Ilakse, Kada KakeMo 2 je HeKU eJeMEHT NPCTeHA UHBEPTUOUIIAH, MUCIUMO
HA MHBEPTUOMIIHOCT y OJHOCY HA ONEPAL]y MHOKEHA, IIOMTO y OJHOCY Ha
cabupame CBAKM €JIEMEHT CUT'yPHO MMa CBOj CYNPOTHU €JEMEHT. Y KOJIUKO
je U(A) = A\ {0}, upcren A je TIOJBE.

HaBenmumo Heke mpuMepe KOMYTATUBHUX NMPCTEHA Ca jeIUHUIIOM:

o 7;

L4 Zn = (Zna+nan)7
e @
o C.

Hapasuo ma +, u -, o3HavaBajy omepamnuje cabupama U MHOXKEHA O MO-
nyny n. llpumernmo ma cy mocienma TPU NPCTEHA 3aIpPaBO MOJba, HOK
NPBU TO CUTYPHO HUje, & APYTU 3a HEKEe N jecTe, a 3a HEeKe N HUje. 3ampaBo
Ba:xu caenehe.

IMoxcernmo ce ma je ®(n) 3ampaBo CKyI CBUX HPUPOMHUX Opojesa uaMehy
1 u n ®oju cy y3zajamuo npoctu ca n. A u3 /luckperaux crpykrypa 1 6um
TpebaJsio Ja HaM je MO3HATOo ma 3a cBaku & € ®(n) mocroju y € ®(n) rakas
na je x -y = 1(mod n), oguocHo na je x -, y = 1. axkie,

Z, je moJjbe aKo M caMO aKO je n mMpoCT Opoj.

[Ipumerumo na cy omeparuje y mIpcTeny Zg cabupame U MHOXKEHE MO MO-
nyiry 6, Te kako je 2.3 = 0 BMAMMO [na MPOM3BOJ IBa HEHYJITA €JIeMEHTA
y OPCTEHY MIak Moke outu jemHax 0.



Hepunuruja 2 3a enemeHt a # 0, KOMyTaTUBHOr MPCTEHa ca jeAnHULOM A,
KaxeMmo Aa je TIPABU fenutess Hyne y A ykonumko noctoju b € A\ {0} Takas pa je
a-b=0.

CraB 3 Y nosby Hema npaBux OenuTerba Hyne.

Iokas. [IpernocraBumo na y mosmy F' IOCTOje IpaBy OeIWTEU HYyJIE, Tj.
na mocrtoje a u b takBu na je a 0 u b # 0, a na je a-b=0. Kako je a # 0,
a y IOJbYy CBAKU €JIEMEHT PA3JIMYUT O HyJle Ma MHBEP3, IOCTOjU €JIEMEHT

a! 3a xoju Bawu a~!-a =1. Tako mobujamo ma je

0=a'-0=a'(a-b)=(a'-a) - b=1-b=0b,
IITO MPOTUBpeYn mpernocrasiu b # 0. O

Iedmaumnuja 4 KomyTaTnBaH NPCTEH Ca jeAVHNLOM Y KOME HEMa NPaBuX AenuTe-
Jba Hyne 30BeMO 06nacT Lennx nnun [OMeH.

Jlakie, Ha OCHOBY IPETXOIHOT CTaBa, CBAKO IIOJhE j€ NOMEH, HO UMa U TOMe-
Ha KOju HUCY moJsba. Ha mpumep, Z je DOMEH KOjU HUjE MOJbe. 3aHUMJIBUB
je caemehu pesysrar.

Cras 5 Cgaku KOHauaH AOMEH je MoJsbe.

JHoxka3z. IlpermocraBumo na je A konmauan moMmed u ma je a € A\ {0}.
Tpeba morazatu na ¢ uma mHBEP3. Y Ty CBPXY, mHOCMATPajMoO (QYyHKIU)Y
L,: A — A nepunucany ca L,(z) =a-x, 3a © € A. Oa ¢pynruumja je ,1-1".
Hawuwme, axo je Ly(z) = Ly(y), ovpma je a-x = a-y, na je a-(x —y) = 0. Kaxro
je A nomen, a a € A\ {0}, mopa 6utu x—y =0, tj. x = y. Ho, cBara ,1-1”
GyHEIMja KOja CIMKA KOHAYAH CKYI y Iera caMor Mopa Outu Oujerimja.
Sakmyuyjemo ma je L, bujernmja, ma moctoju @’ takro ma je Ly(a’) =1, Tj.
nocroju a’ € A 3a xoju je a-a’ =1, Te a uMa UHBEpP3. O

IMedpuuuruja 6 EnemeHTt a € A je perynapaH yKoNvKo U3 a - & = a -y Cnejuv ja
jex =uy.

Iakne, peryjiapHu ejeMeHTU Cy OHU €JEeMEHTHU ,,Ca KOjuMa MOKEMO CKpa-
Ty’ HEKe jemHakocTu. IIpuMermMo na cy MHBEPTUOWIHU eJIeMEeHTU 00a-
BE3HO U PEryJjapHU, ajlyd Oa PeryjapHu eJIeMeHTH He MOpajy OuTu uH-
Beptubuanu. Hawmme, jacHo je ma y Z CcBaku €JEMEHT PA3IUYUT O HYyJe
perynapan, a ga camo 1 m —1 umajy muBep3 y Z. Ho, crtas [5| Huje Temrko
VOIIITUTH.

CraB 7 Y cBakOM KOHauUHOM MPCTEHY CBakKW peryfiapaH enemMeHT je UHBEPTUOU-
naH.

YuyrcrBo: [lornenajre moka3 crasa . O

Ilakne, cBaKM €JI€eMEHT YV KOHAYHOM TPCTEHY je UIU AeTUTEJ> HYyJe UIu
UHBEPTUOMIIAH. Y KOJIUKO CKYII CBUX NEJIUTEHa HyJEe Y IPCTeHy A 03HAUUMO



ca Z(A), oBaj pe3yaraT MO:KEMO KPaTKO 3amucaru U Ha cuaexehn mauwms.
Axo je A KOHAUAH KOMyTATWBAH MPCTEH Ca jeIUHUIIOM OHIA je

A= Z(A)UU(A).

Kao mro y Teopuju rpyna mmamo mojaM MOArpyle HEKe I'PYIeE, TAKO U
Y TEOPUjU KOMYTATUBHUX MPCTEHA Ca jJeIUHUIIOM MMAaMO I0jaM MOTIPCTEHA
ca jeImHUIIOM.

JHeounuunruja 8 Heka cy (A, +,-) n (B,+’,') KoMmyTaTuBHM NpCTeHU ca jeAnHU-
uom npu vemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnyteHo:

/

rty=a+'y, z-y=z'y
nly =1p, oHAa je B jeaaHn noTnpcTeH ca jeAvHULUOM nipcTeHa A.

I[Tpumernmo na taxobe Baxku u 04 = Op, HO TA Ce YNHEHUIA MOYKE U3BECTU
13 MPEOoCTaJuUX, IMTO HUje TAUHO 3a jenHakocT 14 = lp. Ha mpumep, mera
je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rme cy omepaumje
nepuHMCAHE O KOOpAMHATAMa, a Ha CBAaKOj KOODAMHATU Cy cabupame,
OOHOCHO MHOKelme nmo Monmyiny 2. Tana B jecte KoMyTaTWBaH IPCTEH Ca
jemuuunoMm, Ho jemuuuna y B je emement (1,0), a jemununa y A je (1,1).
Crora B HEUje TOTIPCTEH Ca jeAMHUIIOM mpcreHa A.
Baxuuju on mojMa moTrmpcreHa je mojaM UIAEAJIA.

Hepuuumuja 9 Heka je A komyTaTvMBaH npcTeH ca jeAvHUuoM u [ HenpasaH
noackyn og A. Taga je I UIEAJ y A yKONuko

1. zacBez,yel: x+yel,

2. 3aceeacAnzel a-xel

IIpumerumo ma 0 € I 3a cBaku unean I. Haume, xkaxko je I mempasamn,
to moctoju x € I. Ho, tana je u 0 =0-x € I. O3nara I 4 A o3mauasa na
je I unean y A.

Ca umeannma ce MOTY BPIIUTH Ollepalyje cabupama U MHOKEHmA KA0 U
ca eJeMEHTUMA.

Hepunumuja 10 Heka cy I n J ngeanu npcreHa A.
1L.I+J:={z+y:xzel,yeJ}
2. I-J={zyyp+ - +xnyn:z- €l,ys € J3aceen >1,rs€{l,...,n}.

ITupexTHa mpoBepa nmokasyje na cy I+J u I-J 3aucra uneanu y npcreny A.
[Ipumernmo na je I-J 3anpaBo HajMamu MAEAT KOJjU CALPKU CBe MOryhe
npousBose ejgeMmenara u3 I ca exemenTuma u3 J.

Kao u y cayuajy moarpymna, npecek nsa uneaia IN.J jecre uaeas, OOk je
BuxoBa yHuja IUJ noeas ako u caMo ako je jenaH ol TUX UAeasia Caap:KaH



y APpYroM. 3ampaBo, aKO HOCMaTpaMO CaMoO olepanujy cabupama, IpuMe-
TEMO ma Cy umeaau noarpyme rpyme (A, +), a 3HaAMO Oa U3 YMHEHULE Aa
je yHuja mBe moAarpyne HOArpyma, CJIEOU na je jeoHa OX HUX Caap:KaHa Y
apyroj. pyru cmep ce jgako mpoBepasa.

Hasenmmo mere mpumepe.

IIpumep 11 Ako je A KoMyTaTMBaH NPCTEH Ca jeAMHULOM U1 a € A Npon3BOJsbaH
efleMeHT, OHAa je
(a)y :={r-a:re A},

naean. Oeaj ngean Hasmea ce TJIaBHU UIeaJl T€HEPUCAH €JIEMEHTOM «.

Kako jer-a+s-a=(r+s)-a,kaou s-(r-a) = (sr)-a, Bugumo na je (a)
3amcTa uaeas y npcereny A. &

IIpumep 12 Csaku npean y Z je obnvika (m) 3a Heku npupofaH 6poj m.

Heka je I < Z. FKaro je (I,+) momrpyma rpyume (Z,+), TO Ha OCHOBY
IPETXOMHOT 3HAKa O moArpymaMa rpyne Z, nobujamo ma je I = (m). &

Hanowmena: Mnean (m) o3nauaBa ce u ca mZ (CKym CBUX LeJI0ODPOJHUX
yMHO:KaKa Gpoja m).

ITpumep 13 Heka cy m v n noautusHu uenun 6pojesn. OapeauTu:

IIpe csera, (a) - (b) = (ab) Bakm y CBAKOM HPCTEHY W 3a CBE €JEMEHTe a U
b (uposepure!). Crora je (m)-(n) = (mn). Ha ocuoBy medunuimje:

(m) + (n) ={mz+ny:x,y € Z}.

Kako mu 3mamo ga je (m) + (n) curypHO rIaBHU MAeas, TOTPEGHO je caMo
OJIpeIUTU KOjU je Heros reieparop. Ho, HUje mOTpeObHO MHOTO pa3MUIILIba-
T 0 ToMe. U3 ropme jemaakocTtu ce npocto Hamehe ma je

rae je d = NZD(m,n). Ilpe cera, noGpo HaM je TO3HATO Ia yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a xoje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), ma Mmopa 6utu u
(d) € (m) + (n). Ho, rako d | m u d | n, To mocroje m; u ny Taksu 1a je
m =dm; un =dn;. YKOIUKO je mx+ny IPOU3BOLAH eIeMeHT u3 (m)+ (n)
no0ujamMo:

mx + ny = dmiz + dnyy = d(mix + nyy),

Te 3akmpydyjeMo na mzx + ny € (d), re je zaucta (m) + (n) = (d).
Onpenumo jomr u (m) N (n). Ipumernmo mna x € (m) N (n) ako m camo
ako m |z un | x. Ho, To ynpaso 3naun na je (m)N(n) = (NZS(m,n)). &

ITpumep 14 Heka je K nome n I < K. Tapaje I = {0}, unnje I = K.



IIpernocrasumo na je I nmean y K u na je I # {0}. To 3naum na umean
I canpsxu merku enemeHTt x # 0. YERKOIWKO je a Ma Koju enemeHT u3 K,
nobujamo ma u a npunanga uneaiy I. Hauwme, rako je I umean, a x # 0, To
nocroju x~! u enement (ax~!)-x Mopa mpunazatu uneasy I, a jacuo je ma
je Taj eleMeHT jeqHAK eJIEMEHTY a. &

IIpumep 15 Heka je A ma Koju KOMyTaTMBaH NpCTeH ca jeAnHuuom n u € U(A).
Taga je (u) = A.

Iloka3 ce m3BOAW HA UCTU HAUMH KAO Y IPETXOTHOM IPUMEDY. &
[Ipebumo cana Ha mojamM XOMOMOp(U3Ma IPCTEHA.

Hedpurunuja 16 Heka cy (A,+,-) n (B,+’,-') OBa komyTaTuBHa npcTeHa ca
jeannnuom. ®ynkumja f: A — B je xomomopdumsam npcreHa ykonmko je f(la) =
1p n ykonuko 3a cee z,y € A Baxu:

fla+y)=f@)+ fly) wn fle-y)=flx) fy).

IIpumep 17 dynkumja p,: Z — Z,, 3afaTa ca p,(x) := p(z,n), roe je ca p(z,n)
OBHaUEH OCTAaTaK MpuW Aefbery T €a 7, je jelaH XOMOMopdu3am npcreHa.

OsBaj xomoMopdu3am heMo UCKOPUCTUTHU A OMUIIEMO UAEAe y IPCTEHUMA
Zy,, HO TIp€e TOra NieMO HABECTU HEKE OIIITE PEe3yJITaTe O XOMOMOD(PU3MUMA.

Heduaumuja 18 Heka je f: A — B xomomopdur3am KOMyTaTUBHUX NPCTEHA Ca
jeAvHnuom. JE3TPO xomomopdusma f, y ozHaum Ker(f) peduHuwe ce ca:

Ker(f) :={z € A: f(z) =0g}.

CraB 19 Heka je f: A — B xomomopdnsam KOMyTaTMBHWUX NPCTEHA Ca jeAVHU-
yoMm. Taja Baxku:

a) Ker(f) < A;
6) ako je J < B onpa je f1[J] < A;
B) ako je <A wn f ,Ha", onpa je f[I] < B.
Jlokas.
a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
fl@+y) = fl@)+ fly) =08 +'0p = Op,

na x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) n a € A:

fla-z) = fla)" f(z) = f(a) " Op = O,

Te a - x € Ker(f).



6) Hera je J umean y B u x,y € f~![J]. To smaum ma je f(z) € J u
f(y) € J. Kako je J uneaun, zarmyuyjemo na u f(z+y) = f(z)+ f(y) € J.
Iakne, z +y € f~J].

Takobe, yromuko je x € f~[J] u a € A, nobujamo na je f(a-x) = f(a)-’
f(x) € J, momro f(x) € J, a J je mmean. 3armydyjemo na a-x € f1[J].

B) Heka cy u,v € f[I]. To 3naun na je u= f(x) m v = f(y) 3a Here x,y € I.
Kaxo je I unean, o je z+y € I, a xaro je u+' v = f(z)+ f(y) = f(z +v),
3armyuayjemo ma je u+' v € f[I].

Yromuko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upom na je mo npernoctasmu f ,Ha”,
mobujamo ma nmocroju a € A tako na je b= f(a). Ocum Tora je u = f(z) 3a
uero x € I. Kaxo je I uneas, a-x npunana I, na je b'u = f(a) f(z) = f(a-x)
n3 f[I]. O

IIpumernmo ma je, kKao m y ciaydajy xomomopdusma rpyma, Ker(f) =
{04} ako u camo ako je xoMOMOpQU3aM f MHjEeKTUBAH.

Y onmTeMm ciaydajy OUPEKTHA CIOMKA UAcaJa He Mopa ouTu maeast. Ha
npuMmep, jacHo je ma ¢pysruuja i: Z — Q medumucama ca i(x) = x 3a cBe
x € Z, jecte xoMoMopduzaMm (TO je MHKIY3Uja MPCTEHA UeJux OpojeBa y
nosbe panuoHasHux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m : m € Z},

a To ounrienHo Huje uacan y Q, momTo cy, Ha OCHOBY paHIUje TOKA3aHOT,
jemuun nneamu y Q: {0} u Q.

IIpumep 20 Heka je n > 2 ueo 6poj. Tapa je ceakm npgean y Z,, rnasHu.

Uckopuctuhemo xomomopduzam p,: Z — Z,, xoju je u ,Ha”. Herka je
J <Zy,. Tanma je p,'[J] 9<Z. Ha ocHOBY CTpyKType umeasa TpcTeHa Z,
3HaMo ma moctoju m > 0 Takas ga je p, [J] = (m). Ho, Tazna je

J = pulon ' 7]) = pul(m)] = (pn(m)).

[pumeTtumo na jemaaxoct J = py,[p;, t[J]] ciemn uz uumenune na je p,, ,Ha”,
IIOK je jacHO na je
fl{a)] = (f(a))

3a cBaku emmMopdusam (xomoMopduzam koju je ,ua’) f: A — B, npousBosbHE
npcrene A, B u cBaku eneMesntT a € A.

C. Hera c € (a). Tama je ¢ = ra 3a verko r € A, na je f(c) = f(ra) =
f(r)f(a) € {f(a)).

D. Axo je w € (f(a)), onna je w = df(a) 3a mexkn d € B. Ho, rako je f
»Ha”, TO MocToju u € A tako ma je d = f(u). Tama je w = f(u)f(a) =

f(ua) € fll@)]; jep ua € (a). s

Hamomena. Mo na je unranmaln IprMeTHo Aa CMO OBaj pe3yJiTaT MOIJIN Ia
JOKaKEeMO Ka0 M Y CJIy4dajy MpCcTeHa neaux opojea. Haume, cBaku upean y



Zy, je m moArpyna MUKJINYHE TPyIe, 1Ia je TUMEe U caMa IMUKInYHA. A 3HaMO
KaKO U3TJIeajy NUKINYHE TOATrPYyIe Tpyne Z,. Y OBOM AOKa3y camo Tpeda
00paTUTH MaKKHY HA UMILEHUILY M1a j€ CBaKa MOATPYHa On Z, 3auCTa UIEAT
(y cayuajy npcrena Z, TO je TPUBUjAJIHO UCIYHEHO, MOIITO CE€ MHOMKEIHE
eJIEMEHTUMAa U3 7 3ampaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BEeHTYaJIHO MHOMKEHE
ca —1 koje oarosapa Tpaskemy CYNDOTHOI eJieMeHTa)). YumeHuna zna je
TO UCTIYIHEHO U 33 Z, 3aXTeBa MAaJU AOKa3. Pa3Mucamre Majo O TOME.

IIpumep 21 HaeecTn npyvMep KOMyTaTUMBHOI MPCTEHA Ca jeAUHULIOM U MOArpyne
aANTUBHE rpyne TOr NpCTeHa, Koja HUje ngean.

Mocmarpamo npcren A = Zg X Zy. OBpe cy omepanuje nepuHUCAHE MO
KOOpaMHATaMa U 3ampaBo je A nupexranm npousson npcrena Zo u Zs. Cryn
{(0,0),(1,1)} je moarpyna aauTuUBHE rpyne TOr IPCTEHA, AU HUjE UACAJ
nomro exeMment (1,0) - (1,1) = (1,0) e mpumana tom crymy, a (1,1) my
npuUIaia. &

IIpumep 22 Hahu cee npeane y npcreny Zqs.

3HaAMO Ia Cy CBU WOeaJy y OBOM IIPCTEHY TiaaBHU. Takobhe 3HAMO Oa je
CBAaKU eJIeMeHT y Zio WU JNeJUTeJs Hyjle uiu maBepTubunan. Kako cBaku
VHBEPTUOMIIAH €JIEMEHT TeHEepUIle, MpeMa jeJHOM Ol PpAaHWUje HaBeIeHUX
npuMepa, 1eo MPCTEH, OcTaje da Ce BUAU KOje Uaealie PeHEPUNLY NeJIUTEIhU
umyie. [Ipumerumo na je m € Zqo neauTels HyJde aKO U CAMO akKo 2 | m uiau
3| m (3amro?). Crora je

Z(Zl2) = {07 27 3a 45 67 87 97 10}

IIpumernmo ma, nomto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 nmamo ga je (10) = (2)
(pasMucauTe Kako ce 0BO MOske remepaiucatu). Tawxobe je 9 = —3 =
(=1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo nma je u (8) = (4).

C apyre crpare, (2) # (4). Haume, npermocrasumo na 2 € (4). Tana
O6u moctojao m € Zio TaraB ma je 2 =4 -1om. To 6u 3HAUMIO Oa TOCTOjuU
neo 6poj q TakaB ma je 2 = 4m + 12q. lememem ca 2 gobunau Oucmo ma je
1 = 2m + 6g 3a Heke 1esie OpojeBe M u ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je ounraenmo 4 € (2), To nobujamo ma je (4) C (2) (umean remepucan ca 4
je mpaBu MOACKYN maeasa redepucasor ca 2). Ha ciauuan mauun ce mobuja
na je (6) C (3). Ynraommma ocTaBmaMo na ce yBepe ma Cy CBU Pa3INYUTU
uneaau npcrena Zio cienehu:

(0),(2), (3), (4), (6), Z12.



IIpcTen mosmmHEOMa — mMOjaM M KOHCTPYKITHja

Y kypcy Aunrebpe 1 6aBuiu CMO Ce U MPCTEHOM MOJWHOMA Ca j€IHOM
HeoapehEeHOM HAJ KOMYTATUBHUM IIPCTEHOM Ca jJeAUHUIIOM A, Tj. TPCTEHOM
A[X]. Tama je Ouiao HaBeDEHO Ha je TO CKyH CBUX (DOPMAJHUX U3Pa3a
obmmka ag+ a1 X +---+a,X", rae je n > 0 npuponan 0poj, a a; eIeMeHT
npcresa A, a ma cy omeparnuje OHAKBE KaKBe 3HAMO M3 CPeme ImKoJe. Y3
nomarak ma je ag+ a1 X + -+ a, X" =by + 01 X + -+ b, X™ ako u camo
aKo je n =m u a; = b; 3a cBe i.

Ho, cana sxkemnMo ma TO MCOPaBHUMO, Tj. Oa AAaMO CTBApPHY Ne(PUHULIN]Y
NpPCTEHA MOJMHOMA, & y3 TO U EHEroBY KOHCTDYKIH]Y.

HaBenumo majnpe neduHUINMjy IPCTEHA MOJIHUHOMA.

Heduaumnuja 23 Heka je A komyTaTBHM NpcTeH ca jegunuuyom. Mo npcreHom
nonunHoma Hag npcreHom A u Heofpeherom X noapasymeBamMo CBakM KOMyTaTUBHA
NpCTeH ca jeAuHUUOM B koju cafpXu Kao CBOj MOTMPCTEH Ca jeAMHULOM MPCTEH
A’ nsomopdan npcrery A n enement X Takas Aa ce CBAKU enemeHT 13 B moxe
Ha JEAMHCTBEH HauuH NpeAcTaBuTn y obnuky ag + a1 X + --- + a, X™ 3a Heko
n>0uHekea; € A'.

OnO mTO Ce OomMax MOMKEMO 3alUTATH IIOCJe OBe NedhuHUIMje je na
X MOKE MOCTOjaTH BUIIE IIPCTEHA MOJWHOMA HAJ MpPCTeHOM A m Heompe-
bewmom X. Hapasmuo, oaroBop je moTBpAaH, aju CBU OHU Cy MeDhycoOHO
uzomopduu. Haume, Hexa cy B; n By TakBU IPCTEHN KOjU, PEIOM, CAIPKe
nornpcrerne A] n A} msomopoue npcreny A u ememente X; € B; koju ce
masoze y nepununuju. [lomro cy A} u A} uzomopduu nupcreny A, onu cy
n mehycobno n3oMopdhHM, Kakae moctoju mzomopdusam f: A} — A,. Crora
MoxkeMo 3amatu F': By — Bs ca

Flap+a1 X1+ -+ anX7{'): = flao) + flar)Xo + -+ f(an) X3

C obGsupom nma je f m3omopduszam, HUje TEmKO yBeputu ce na je m F
n30MOopPr3aM.

Ilakne, cBaka ABa MPCTEHA MOJWHOMAa HaX npcTeHoM A u Heoapebhenom
X wmebycoGuo cy msoMopdHa m MoxkeMo kKopuctuTu o3Hary A[X] ma o3-
HAYUMO Owmio Koju on wmux. Ho, rope cMo mora3aju ma Ccy CBaka [ABa
u3oMopoHa axo nocmoje. A ma snm yommre mocrtoju Takas oGjerar? Cana
hemo ce y To yBepurm.

I[Ipumernmo na ce y cBakoM He(OPMAJHO 330aTOM HOJUHOMY ag+ a1 X +
<-4 a, X™ nojaBmwyje Konauan HU3 (ag,a,...,d,) IPU YEMY MOKEMO CMa-
Tpatu ma cy cBe 1o esementu u3 A. Ho, paznumuntrM nmonmHOMmMMA OOrO-
Bapajy EHm30oBu pasmuumte myxmue. Ca AV je mpupommo osmaumrtu crym
cBux HU30Ba (ag,as,...) exemenara u3 A. Ho, Hac He 3aHUMA]Y CBU TAKBU
HU30BU, HO CaMO HU30BU Koju cy jemuaku 0 moueB ox Heror umana. Crora
mocMaTpaMo CKyII

AY: ={(ag,a1,az,...) € AN : (3n € N)(Vi > n)a; = 0}.



[Torpebuo je 3amaTu u onepanuje Ha ckyny AY. Cabupame ce Jako 3anaje:

(ao,al,az,...)—|—(b0,b1,b2,...): = (a0+b0,a1 +b1,a2 +b27...),
IOK je MHOKEH€ HEUITO CJIOKEHUjE:
(ao,al,ag,...) . (bo,bl,bg,...): = (00,01,027...),

rme je 3a cse k > 0:

Cp: = Z aibj.

iti=k
IMokaskumo ma je (A¥,+,-) jemaH NpCTEH ca jeIuHUIIOM.

IIpoBepa acomujaTuBHOCTU cabupama je Jara:

(p+)+7)n=@+Dn+7n=((Pn+ @) +7n
= (pn + (Qn + Tn)) =pn + (C] + T)n = (p+ (q + ’I"))n

Hemro je cnoskenmja mpoBepa AUCTPUOYTUBHOCTUA MHOKEHA Y OTHOCY
Ha cabupame:

(P-(@+m)a= > pila+r)i= > pilg;+7;)

1+j=n 1+j=n
= > pigi+ >, piri =@ On+ @ 7).
i+j=n i+j=n

Hajcaoxenuja je mpoBepa aconmjaTUBHOCTU MHOKEHA:

(@) =D -@sre= > > (pitj)rs

s+k=n st+k=nit+j=s
= Z pilgire) = Z Di Z 45Tk = Z pi(g-r)e=(p-(qg-7))n-
i+j+k=n itt=n  j+k=t i+t=n

Bpso nako ce mpoeepasa na Cy u cabuUpame U MHOMKEH€ KOMYTaTUBHE
onepamuje. Ca @ 3a a € A, 03HAYABAMO HM3 KOME je HyJITU WiIaH jeIHAK a,
a cBu ocraau jemnaku 0(=04):

a:=(a,0,0,...).

Y3 unmennmy na je 14-p = p-14 3a cBako p € A“, rme cMo ca 1y o3-
HAYWIM jenuHULy y unpcreny A, mobujamo na je samcra (AY,+,-) jeman
KOMYTATWBAaH IMPCTEH Ca jeQUHUIIOM, rme je 14w = 14.

Osnaunmo ca X exement (0,1,0,...). IHakme, X je HU3 ereMeHaTa U3
A% takas ma je
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Lk=1

X =
0, maaue.

Tana je
1,k=2

0, maaye.

(XK= 3 XiX; =

i+j=k
WNunyrnujom ce moske moburu ma je 3a n > 1

Lk=n

0, maaue.

(X", =

IMoncerumo ce ma cMmo 3a a € A o3nauunu ca @ uu3 (a,0,0,...). Tana je

a,k=n
@ X"e= Y a(X");=a(X")=1 "’
iy 0, unauve.
Hakae, a- X" = (0,...,0,a,0,...), 0Je ce €IE€MEHT @ HAJA3M HA TO3ULAJU N

(maksne HA n + loM MecTy, TOIITO MHAEKCHU mounby ca 0).

Cana MO¥KEMO BUIETH KAKO C€ MOKE M3PA3UTHU MPOU3BOJLHY €JIEMEHT 13
A¥. Hawnme, cBarku enement p € AY je obmuka p = (ag,...,an,0,...) 3a
wexku n > 0 u a; € A. Tana nobujamo

p=(ag,...,an,0,...)
= (ap,0,...)+(0,a1,0,...) +---+(0,...,0,a,,0,...)
=a+mX+---+a, X"

Hapasno, ymecro @; - X* mucamu cmo kpahe @ X°. Yroauko je
G+ a X+ 4aX" " =by+ b X+ +b, X",
OHJZIa je 3ampaBo
(ag,a1,...,an,0,...) = (boyb1,...,bm,0,...),

Te cjemu na je n=m u a; = b; 3a cBe 1.
I[Ipumerumo ma Baske caenehe jemmakocTu:
a+b=a+b a-b=a-b.
N3 oBux jemHakocTy MOxkeMO 3akbyunTu na je ca f(a): = @ 3anar jenam
xomoMop¢u3zam npcresa f: A — A¥, koju je ,,1-1” m crora ycmocraBiba
uzomopouszam usmehy A u merose ciauxe A’ = {a : a € A¥}. Ha ocuosy
cBera H00OMjeHOT MOYKEMO 3aKbyUnTr na AY 3amcra 3a10BOJbHABA CBE YCIOBE
KOjU ce 3aXTeBajy Ol MpCTEeHa HoJIMHOMA Hax npcreHoM A ca mHeonpeheHOM
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X. Twume cmo mOKa3ajm ma 3a CBAKUM KOMYTATUBHU TPCTEH Ca j€IUHU-
nom A saumcra mocroju npcren nosmHoMa A[X] Ham TUM mpcTeHOM M ca
neonpebenom X.

Mu hemo ce y masmbem yriaBHOM GABUTUA TPCTEHOM MOJIUHOMA HA HEKUM
nosmeMm. Ho, mehemo ce ¢orycuparu camo Ha jenny Heoxpebeny. Hera je
K mekro mome. Yrommko 3a A yamemo npcren K[X], omma mMaMo n mpcTen
A[Y], rme je Y moa meonpebhena. Taro ce m mobuja OPCTEH MOJUHOMA Ca
nse meompeberne: K[X,Y]: = K[X][Y]. JacHo je ma peryp3njoM MOKEMO
samatu npcred K[Xy,...,X,] 3a ma koje n > 1.

Eyrmunacko nesbeme

Yronuro je 0 # a(X) =ap+ a1 X+ -+ a, X" € K[X]| u a, # 0, Tana
kaskeMo ma je mosmaoM a(X) cremnena n u To numemo oBako deg(a(X)) = n.
Kako je mpousBom HEHyJIa ejleMeHATa y TOJbY Takohe HEHyJIa €JIEMEHT, aKoO
cy monmuoMu a(X) m b(X) pazmuuutu ox 0, ouma je deg(a(X) - b(X)) =
deg(a(X)) + deg(b(X)). Ho, moronHo je nMatu OBy jeOHAKOCT YaK U AKO je
jeman ox mommuoma jemak 0. Crora ysBomumo na je deg(0): = —oo, npu
ueMy cMmarpaMo na je n+ (—oo) = (—o00) +n = —o0o = (=) + (—00). Osa
KOHBEHIMja HaM MaJjo ckpahyje sanmuc Hekux pesysrarta.

POpMyIMIIUMO OMAX TEOPEMY O HEJLEHY Ca OCTATKOM, Tj. 0 Eykmum-
CKOM ZIEJbEEbY.

Teopema 24 Heka je K nome, a(X) € K[X], b(X) € K[X]\{0}. Tapa nocroje
W jepnHcTBeHO cy ofpeheHn nonunomu ¢(X),r(X) € K[X] 3a koje Baxu

a(X) = q(X)b(X) +r(X), deg(r(X)) < deg(b(X)).

JHoxka3z. okaxkumo Hajupe ersucrennujy moiuuoma ¢(X) u r(X). Ioka3
u3BoquMO uHAyKIMjoM 1o deg(a(X)).

Axo je deg(a(X)) < deg(b(X)), omma moxkemo yzeru na je q(X) = 0 u
r(X)=a(X): a(X)=0-b(X)+a(X) u deg(a(X)) < deg(b(X)).

Ipernocrasumo na n = deg(a(X)) > deg(b(X)) u ma je tBpheme Tauno
3a CBe MOJIMHOME CcTeneHa Mamer oqn. Tana je a(X) = ap, X"+ - -+a1 X +ao,
a b(X) = b, X™+ -+ b0 X + by, upu uemy je n > m. 3HAMO Kako ce
nememe m3Bomu: mopene ce ap X" u by X™ w npBu WiaH Yy KOJUYHUKY
je 3ampaBo l?m Xn—m_ Xajme ma yBemeMo O3HAKe KOje Ne HaM KOPUCTUTHU U
rkacuuje. Bonehwn monom y nomuromy a(X) je a, X™ u 10 3amucyjeMo oBaKo:
LM (a(X)) = a, X™, nim jom kpahe: LM (a) = a, X"™. Bonehn roedpuujent
je ap u 1o 3amucyjemo oBako: LC(a) = a,. Cmuuno je LM(b) = b,, X™ u
LC(b) = by,. Cana popMmupamo HoBu nonuuoM a1(X), kpahie a;, ca:

ay: =a—



OBO ce MOKe 3aIucaTyé U OBAKO:

b
a — ay,

U TO HAM je IMPBU OpUMEpP pedykuuje TMOIUHOMa. IlOJMHOM a pemyKyjeMo
(cBOmMMO) Ha monMHOM a1 moMONy mosuHOMA b.

Y cBakoM ciydajy, KakKO CMO HA OBaj HAUMH €JIUMUHUCAIM Bomehnm
MOHOM M3 IOJUHOMa a, nobujamo na je deg(a) < deg(a) u npema uHIYK-
TUBHO] XWIIOTE3U, IIOCTOj€ MOJUHOMU @] U 7] 34 KOje je

a1 =q-b+ry, deg(ry) < deg(b).

Tana je n
a=q-b+r,

aKo je q = i%({g; 4+ ¢, ar = r;. OBuUM CMO HOKa3aJid €r3UCTEHIU]Y

TpaKeHUX IIOJIMHOMA.

IlokaskmMO cajna je AMHCTBEHOCT OBUX MoJmHOMAa. lIpermocraBumMo ma
MOCTOj€ W MOJMHOMU (1,71 3& KOj€ BaKu
a=qb+r, deg(ry) < deg(b).

Iakie
qb+r = Q1b+rl»

na je
(g—q)b=r—r1.
Y®OMUKO je q # q1, Tj. ¢ — q1 # 0, mobujamo na je

deg(r —r1) = deg((q — q1)b) = deg(q — q1) + deg(b) = deg(b),
mro je Hemoryhe jep je
deg(r — r1) < max{deg(r),deg(r1)} < deg(b).
3akmydyjemMo ma Mopa OuTH ¢ = ¢1, HO Taua CIenu Oa je W 1 = r1, YnMe
CMO TOKA3aJi Aa CY TMOJUHOMU ¢ U T jeIUHCTBEHO onpebhemu. O

Cunenmeha nmocnenuna je nobpo mo3mara.

ITocinemuna 25 Heka je K nome n a(X) € K[X]\ {0}. Tapa y K nonunHom
a(X) vma Hajeuwe deg(a(X)) nyna.

Iloka3s. HajjenHocTaBHUIje je OBO NOKA3aTU MHAYKIUjOM IO CTEIEHY IIOJM-
HOMa. 3a 0a3y MHAYKIOMje je JOBOJAHO KOHCTATOBATU A HEHYJIA MOJIIHOM
crenena 0, nakjie KOHCTaHTa Pa3JUYUTa O] HYJe, HeMa HAapPaBHO HUjeIHY
HYJLY.

[IpernocraBumMo cTora na je TBphEme TadvHO 3a CBE MOJMHOME CTEIeHA
mamer on n > 0 u Heka je a(X) moaumHOM cTemeHa n. YKOJMKO OH HEMA
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HyJa, HEMAaMO HITa Aa NOKa3yjeMo. Y KOJIUKO je o € K jemna Hyna mosm-
HoMma a(X), onma nomemumo monuHOoM a(X ) mommaOoMoM X — . oGujamo
na je

a(X)=q¢(X)(X —a)+r(X), deg(r(X))<deg(X —a)=1.
Hakne, r(X) =1y € K. Ilobujamo:
0=a(a) =q(a)(a—a)+ry =ro.

IIpema Tome a(X) = ¢(X)(X — «). obuiu cMO pe3ynTAT KOjU 3aIpaBo
3HAMO jOII M3 CPEIEmE IMKOJE Ka0 DBe3yoB CTaB: HEKU €JIEMEHT (v je HyJa
nosnuaOMa a(X) akko u camo ako (X —a) | a(X) (masmpsusu unraszarn CUry pHO
npumeliyje ma cmMo OBmE MOKa3aiu CaMoO jelaH CMEp, aju Ce€ APYyTU CMep
HAPABHO BPJIO JIAKO HOKa3yje). Ykouuko je f € K nyna nonunoma a(X)
mobujamMo ma je

(@) (8 —a) = 0.

C o63upom ma je K mome, caenu na je q(a) = 0 miuum je 8 = «. Ilakiue,
cBaka Hysa noiauHoMma a(X) uiu je jenHaka o wim je Hymna noiuaoma ¢(X).
Karo je deg(a(X)) = deg(¢(X)) + 1, mo MHAYKTUBHOj XUIOTE3W MMAaMO OA
nosnuaoMm ¢(X) mma Hajsume n — 1 mymy, ma crora u noiaumaoM a(X) uma
HajBUIIE 1 HyJIa. ]

IIpumeTnMo nma je oBIe BeoMa BaKHO Oa y IPCTEHY KOE(PUIUjeHATa
MOJIMHOMA HEeMa AeJUTesha HyJle, IITO je HAPABHO UCIYEEHO Yy CIyYajy na
Cy KOe(pUIUjeHTH y TOJbY.

IIpumep 26 Heka je a(X) = X2 +5X + 6 € Z10[X]. Osaj nonuHom, koju je
creneHa 2 uma Gap Tpu Hyne: a(2) =44+10+6 =0, a(3) =9+ 154+ 6 = 0,
a(7) =49 + 35 + 6 = 0.

Hamomena 27 Hapasuo ma oBme mmamMo cabupame y IpcTeHy Zig U 1a je,
Ha mpuMep 35 =1+---+ 1. &
—_———
35
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Eyxknnnos anropuram y npcreny K |[X]

JHedpununmja 28 Heka je K nome u a(X) u b(X) nonuvomu uz K[X]\ {0}.
Hajsefin zajegHnuku fenvnay osux nonuHoma je 6uno koju nonvHom d(X) €
K[X]\ {0} koju 3aposomasa cnefeha gea ycnosa.

1) d(X) | a(X) n d(X) | b(X).
2) Ako je ¢(X) € K[X] Takas pa ¢(X) | a(X) v ¢(X) | b(X), oHpa ¢(X) | d(X).

Iakne, Hajsehu 3ajemHuykuM menawsan DOJWHOMA HUjE jeIWHCTBEHO OLpe-
Den, aro je d(X) majselin 3ajemunmurm memmnan u o« € K \ {0}, onzma je
n ad(X) majsehu zajenuumurm memmman. Jla GuCMO WOAK MMAaIM jenuH-
ctBeHoct, B6upaliemo 3a HajBeliu 3ajeMHUUKM meauialn MOHAYAH HTOJIUHOM.
Kopucruhemo osznaky NZD(a(X),b(X)) 3a MOHMYAH MONMHOM KOJjU je HAaj-
Behu 3ajemunukn nennnan nonuaoMa a(X) u b(X).

Cueneha smema je jemHocTaBHA M KOPUCHA.

JIema 29 Ako je a1(X) = q(X)az(X) + a3(X), onga je NZD(a1(X),a2(X)) =
NZD(az2(X),a3(X)).

Joka3. IIoBOJHO je MOKA3aTU Ia je CKyIl CBUX Aesamaana nmoiauaoma aq(X)
n az(X) jenHak ckymy cBux menmiana noauHoMa az(X) m az(X) (3amro je
to noBosHO?). Ho, To je jacmo: ako b(X) | a1(X) u b(X) | ax(X), onna
b(X) | (a1(X) — q(X)az(X)), 1j. b(X) | a3(X). Cnmuno, axo b(X) | az(X) n
b(X) | az(X), onma b(X) | (¢(X)az2(X) + az(X)), 1j. b(X) | a1(X). O

Hasemumo cama mobpo mozmaru EykammoB ajaropuraMm 3a HaJaKeHe
NZD(a(X),b(X)). Ou yjemso m mokasyje na 3a CBaka IBa HEHyJa IOJU-
HOMa MOCTOjU HajBeNu 3ajeIHUYKN OeTUJIAIL.

(0) a(X) = q(X)b(X) + r(X), —o0 < deg(r(X)) < deg(b(X))
(1) b(X) = q(X)r(X) +71(X), —oo < deg(ri(X)) < deg(r(X))
(2) r(X) = @2(X)ri(X) +72(X),  —oo < deg(ry(X)) < deg(ri(X))

(n=1) 7a-s(X) = Gut(X)ru-a(X)Fra 1(X), —o0 < deg(ra-1(X)) < deg(ra-a(X))
(n) rn—2(X) = ¢u(X)rn—1(X)+7r.(X), —oo <deg(rn(X)) < deg(r,—1(X))
(n+1) rp1(X) = g1 (X)rn(X).
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Iaxkmne, r,(X) je nocmenmu HEeHyIa OCTATAK. BUMECTPYKOM MPUMEHOM
npeTxonHe jeMe mnobujamo

NZD(a(X), b(X)) = NZD(b(X), r(X)) = - -- = NZD(r, 1 (X), 7o (X)).

Ho, xako 7, (X) | rpn—1(X), 3armyuyjemo na je r,(X) najsehn 3ajenuuurn
nmenunan nonuaoma a(X) u b(X), Te je

1

NZD(a(X), (X)) = To05y)

rn(X).

Perkocmo nma hemo Gupartm MOHMYAH MIOJMHOM, T€ CE€ CTOra IMOjaBJbyje Ie-
meme BoxehuMm roedpumujentom nomuuoma 1, (X).

W3 maBenenux jeaHakoCTy M00OMjaMo:

TH(X) = rn—Q(X) - Qn(X Tn—l(X)
- Tn—Q(X) - q”(X (rn—3(X) - Qn—l(X)rn—2(X))
= (_qn(X»rnf?)(X) + (1 + Qn(X)qnfl(XDTnf?(X)'
SllemamemM” y3 Taj CUCTEM jeTHAKOCTH AOOMjaMO mda IMOCTOje MOJUHOMU
u(X) m v1(X) rarsu ma je r,(X) = u1(X)a(X) + v1(X)b(X). IHememem

BonehnM koepummjenTom monuuoMa 1, (X ) nobujamo na mocroje u(X),v(X) €
K[X] raxkBu na je

NZD(a(X),b(X)) = uw(X)a(X) + v(X)b(X). (1)
Waneanu ce y upcreny K[X], rue je K mosme, n1ako omucyjy.

Teopema 30 Heka je K nome. Tapfa je ceakv ufean y npcrery K[X]| rnashu,
Tj. FEHEpUCaH je jeJHUM efIeMEHTOM.

Hoxa3s. Hera je I<K[X]. Yromuxro je I = {0}, oH je reHepucan eseMeHTOM
0 u Hemamo mTa ma mokasyjemo. Ilpermocrasumo na je I # {0}.

Horaxumo na je I = (u(X)), rre je u(X) MOHMYAH HOJMHOM HAjMAEHET
crenena Koju ce Hanasu y I. Y Ty cBpxy, meka je a(X) € I\{0}. Eykmmuncko
nesbeme HaM Jaje

a(X) = q(X)u(X) +7(X), deg(r(X)) < deg(u(X)).

Ho, Tanma je r(X) = a(X) — ¢(X)u(X) € I n ako r(X) ne 6u Ouio Hyna
TIOJIMHOM, ITOJIMHOM mr(X) 6y 61O MOHMYAH NTOJUHOM Mamer CTEleHa

oxn u(X), koju npunana umeany I, mro nporuspeun uzbopy u(X). Crora
jer(X)=0wu pu(X) | a(X). IIpema Ttome, I C (u(X)), a karo je TpUBUjaIHO
(u(X)) C 1, nobujamo na je zanmcra I = (u(X)). O

IIpumep 31 Y npcreny Z[X] noctoju nfean koju Huje rnasHu.
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IMocmarpajmo muean I remepucan ca msa emementa 2 u X, [ = (2,X)
(o3maka (S) osmauasa HajMamy uneasa (KOjU yBEK IOCTOJU jep je mpecek
Ma KOje KOJIeKIHUje MIeasia uaeas) KOjUu caupsku CKym S; y ciydajy na je
S ={x1,...,x,} mamemo (1,...,xy), ymecro {({x1,...,2,})). OBaj unean
CUT'ypHO HUje raaBuHu. Hawmme, mpermocTaBuMO Oa je

(2, X) = {a(X)),

3a meru noauaoM a(X). Kako je 2 € (a(X)), To mopa 6uru 2 = a(X) - b(X)

3a meku nomuaoM b(X). To 3maun na je a(X) xomcranran nomuaom. Ho, u3

uumenune na X € (a(X)), crema na a(X) | X, na mopa 6urn a(X) = 1, niu

a(X) = —1. To 6m 3naumio na je 1 = 2p(X) + X¢(X) 3a Heke monmHOME

p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amenom 0 ymecro X nmobujamo nma je tama 1 =
1

2p(0), Te 6m caemano ma ; € Z. 3akbydyjeMo Ia HABEICHU HMAeal HUje

TJIaBHU. &
Y mpcTeHy ca Bullle HeoApeheHUX, Yak U Kaaa Cy KOepUIjeHT! y I0JLY,
HUje cBaku uuaeaJt riaaBHu. Heka

fl(le---;Xn)a--~7fk(X1a---7Xn) EK[Xl,...7Xn}.
Tana je unean (f1,..., fr), reHepucan mosuHOMUMA f;:

(fio-ofu) ={arfi+-Fapfe 0 € K[X1,...,X,]}

Unean (X,Y) < K[X,Y] auje rnaBau. Y CynpoTHOM, IPETIOCTABUMO 14 je
(X,Y) = (a(X,Y)), 3a mernu nmonmuoMm a(X,Y). Karo je rama X € a(X,Y),
1o je X = a(X,Y)b(X,Y) 3a merkn nonuuom b(X,Y) € K[X,Y]. Ho, to 6u
3HaumIo ga je a(X,Y) HoJMHOM pa3auuuT O HyJsa MOJIMHOMA y KOME Ce He
nojaBiyje Y. Ha ciuuan maumn ce nobuja na ce e mojaBibyje Hu X, Te je
a(X,Y) roucranran nonuuom koju muje 0. Ho, tana je To maBepTubUIAH

esxement y npcreny K[X,Y], e je (a(X,Y)) = K[X,Y].

Ono mwro jecte TauHo je ma je cBakm mmean y upcreny K[Xi,...,X,],
rae je K mosse, KOHAUHO TeHEpUCaH, Tj. 3a cBaku uxean I < K[Xy,..., X,],
nocroje fi,...,fr € I tako ma je I = (f1,...,fr). Oso hemo morazaru
HEIITO KacHHje, cama heMmo ce mo3abaBuUTU MUTAmEM KaKo ce oapehyje rex-
eparop 3a (f1(X),..., k(X)) # {0} momro s3mamo ma osaj mmean jecte
TEHEPUCAH JeHUM €JEeMEHTOM. Y KOJUKO je MeDy monmuaoMuma f; HeKr Hyia
MOJIMHOM, H>era MOKeMO u3baruTu 6e3 mocaequna n3 CKyla MeHepaTopa Te
hemo y mamem mpeTrmocTaBuTH ma Cy CBU PA3JIUYUTH OX HyJIE.

ITojam majBeher 3ajeIHUYKOr HeaUOIa BUIIE OJ JBA IOJUHOMA Ke()UHA-
e ce Ha aHAJOTHM HAUYWH: TO je MOJUHOM KOjU JeJ CBE HUX, & U IeJLUB
je CBakmMM IHOJMHOMOM KOju uX menu. Hammmwure mneduannujy y ‘myxy’
nepuHUIMje 3a ABA MOJMHOMA. PasMucanre m 3amTo 3a KOHAYAH CKYI
nonuaoma u3 K[X] nmocroju muxos HajBehu 3ajemuuuru mesnuian.

Cras 32 Heka je K nome n f1(X),..., fr(X) € K[X]\ {0}. Tapa je
(fr(X),..., (X)) = (NZD(f1(X), ..., fr(X)).
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Joxka3. Huje Temko nokazaty (mokaskuTe TO 3a BexkOy) na je

NZD(f1(X), ..+, fre—1(X), fr(X)) = NZD(NZD(f1(X), ..., fe—1(X)), fr(X)),

3a k > 2 u mpoussosmHe monnHoMme f;(X) € K[X]\ {0}. WM3 jemmaxkoctu
3akmpyuyje ce na HajBehu 3ajemHUUKM Oeauiiall CBaKa ABA MOJIMHOMA
NpUNana UACATY KOju TU HoamHoMYy regepurry. CrTora ce MHIYKIjOM MOKE
IOKA3aTU I3

NZD(f1(X), ..., fe-1(X), fe(X)) € (f1(X),..., fu(X)).

Ho, raro NZD(f1(X),..., fi—1(X), fe(X)) | fi(X), 3a cse i, nobujamo na,
fi(X) € (NZD(f1(X),..., fu(X))), 3a cBe ¢, mTO U 3aBpuIaBa TOKA3. O

Rommumuanuknm IIpCcTeHNn

Y mamem hemo mpermocTaBUTH Oa CY CBU UIEAJNM CA KOjUMa, PATAMO
mpaBu, Tj. Oa HUCY jeTHAKU IE€JIOM MIPCTEHY.

Jedpunnrnuja 33 Heka je [ < A. Ha A pedunniuemo penaumjy KoHrpyeHumje no
mogfyny I ca:
a=b (modI) axkko a-—bel.

[IpoBepuMo ma je oBa pejanuja 3aucTa KOHTPYEHIH]jA.

Pednekcmeroct. Kako je a —a =0 € I, To je 3aucra a = a (mod I) 3a cBe
a€A.

Cumetpuunoct. Heka je a = b(mod I). To 3uaum na a—b € I, Ho, MHOKEHEM
ca (—1) mobujamo na b —a = (—1)(a — b) npunana I, na je b = a(mod I).

Tpansutueroct. Heka je a = b(mod I) u b = ¢(mod I). akne, a—b € I un
b—cel. Ho, Tana je n

a—c=(a—-b)+(b—c)el,

Te je a = ¢(mod I).

Cnarawe ca +. Hera je a = d'(mod I) u b = b'(mod I). Hakne, a —a’' € [ u
b—b €. Hobujamo ma je

(@a+b)—(a' +V)=(a—d)+(b-0t) el

Cnarawe ca -. Hera je a = d'(mod I) u b = b/ (mod I). Hakne, a —a’ € I u
b—1b € I. Ilobujamo na je

a-b—ad -V=(@b—a b))+ -b—d -V)=(a—-d)-b+d -(b-V)el.
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[IprmeTnMo fa je Kiaca eKBUBAJICHNUjE €JIEMEHTAa 4 3alPABO CKYII
a+I={a+z:2el}.

Cryn riaca eksuBaseHnuje osnaudasamo ca A/r. Ha ocroBy mperxomsor
nobujamo ma je crpykrypa (A/f,+,-) jelaH KOMyTaTUBAaH OPCTEH Ca je-
MUHUATIOM THE Cy OTepanuje + U - JeGuHuCaHe Ca:

(a+D+Ob+1):=(@+b)+1I, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+1.

Hapasno ma Heke o oBux 3arpagna Heliemo yBek 3ammcusaru. IIpcren A/f
Ha3uBa ce KOJIMUHUYKU IIPCTEH IIPCTEHA A 1O UIEAJY I.

Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 38 MPCTEHE.
HaBoaumo camo jenmy.

Teopema 34 (Teopema o nsomopdursmrima 3a npcteHe) Heka je f: A — B xomo-
Mop¢r3aM KOMYTaTMBHMX NPCTeHa ca jeAnHuuoM. Tafa je f: A/Ker(f) — Im(f)
3ajaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)

n3oMopdr3amM KOMyTaTUBHUX MPCTEHA Ca jefVUHULIOM.

Ioxa3s. IIposepumo Hajupe na je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKA
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To snaun na a—0b € Ker(f), tj. na je f(a) = f(b).
3akrmydyjemMo aa je f?aI/ICTa nobpo meduHMCAHO.

[IpoBepumo ma je f xoMoMoOpdusam.

f((a+Ker(f)) + (b+Ker(f))) = f((a+b) + Ker(f)) = f(a+b) =
= f(a) + f(b) = f(a +Ker(f)) + f(b+ Ker(f)).

f((a+Ker(f)) - (b+Ker(f)) = f((a-b) +Ker(f)) = f(a-b) =

= f(a)- f(b) = f(a + Ker(f)) - f(b+ Ker(f)).

Jacuo je ma je f »Ha”. Ocraje ma ce mposepu 1a je f »1—=17.

fla+Ker(f)) = f(b+Ker(f)) = f(a) = f(b)
= fla—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) =b+ Ker(f).
[IpoBepyMO jour 1 12 f CIMKA jeIMHUILY IPCTEHA y jeIMHAIY IPCTEHA:
fla+Ker(f) = f(1a) = 1p.
3akmydyjeMo na je f 3aUCTa jelaH M30MOPQPU3aM KOMYTATUBHUX IPCTEHA

ca je IMHUIIOM. O
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IIpumep 35 Heka je I < A. Tapa je p: A — A/f jeRan enumopduzam.
IIpumep 36 3a cee n > 1 Baxu: Z/y7 = Zy,.

Xomomopdusam p,,: Z — Z,, nar panuje, je ,uHa”, a ocum Tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaraT CJIenu. &

Jlupekran nmpou3Bo npcreHa; Kuaecka Teopema
O ocTaruma

Baskna roHCTpyKUMja je m JUPEKTAH IPOM3BO/J ITPCTEHA. OmHa je HaBe-
neHa y ciaenehoj nedurunumju.

Iedununuja 37 Heka cy (A, +1,-1),...,(A,, +",-") KOMyTaTVUBHU NpCTeHM
ca jeavHuyom. Ha [dekaptosom npoussogy

A=A x---x A,,
33[ajeMO CTPYKTYpy KOMYTaTMBHOI MPCTEHa Ca jeAJMHULOM ca:
(a1,...,an) + (by,...,bp) := (a1 +' b1,...,an +"by)
(a1,...,apn) (b1y...,by) = (a1 b, an " by)

IIpumermmo na je 04 = (04y,...,04,) mw1a=(14,,...,14,).
VcKOpUCTUMO KOHCTPYKIX]Y AUPEKTHOr IPOU3BOLAA 3a NOOUjare HEKUX

HOBUX 3aHVMMJ/LMUBUX IIpUMEDPa.

ITpumep 38 [MocmaTpajmo nonurom f(X) = X%+ (5,5)X +(6,6) € (Z x Z)[X].
OH uma cnepefie vetupn nyne: (—2,—2),(—2,-3),(—3,-2),(—3,—3) wro ce
MOXe nako nposeputh. Ha npumep:

(=2, -3)% + (5,5)(—2,—3) + (6,6)
= (4,9) + (=10, —15) 4 (6,6) = (0,0) = Ozxz o

IIpurmep 39 [HoaatHom mMoAndrKaumjoM MPETXOAHOr MPUMEPa MOXeMO A06UTK
nonnHOM cTeneHa 2 koju nma BeckoHauHo MHoro Hyna. [locmaTpajMo nonvHom:
9(X) = (1,00X2+(5,0)X +(6,0) € (Zx Z)[X]. Nako je nposepnTh Aa je cBakm
enemeHT obnvka (—2,m) € Z X Z Hyna oBor nonvHoma:

(1v 0)(_2’ m)2 + (57 0)(_27 m) + (6a 0)

Kperumo cana ka nokasy Kunecke TeopeMe o ocrammMma.
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CraB 40 Hekacymy,...,my no3utvsHu Luenv 6pojesu 3a koje je: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tapaje

Z/(ml o) Z = Z/le XX Z/ng'

Ioka3s. eduHNUMMIMO XOMOMOD(U3aM

f:Z—>Z/le><~-~><Z/ng

ca:
fl@)=(x+miZ,...,z+m,Z).

Ocrasibamo dynTaonmma na nposepe 1a je f zamcra xomomopduzam. Omgpe-
nuMo jearpo osor xomoMmop¢usma. Hera je x € Ker(f). To smauu ma je

f(x) = (miZ,...,muZ), tj. 1O 308uM na © € MiZ, ..., ¢ € m,Z. Iakue,
y je3rpy ce Hajlaze OHU IeJu OpPOjeBU, KOjU CY HAEJbUBU CBUM OpOjeBUMA
mi,...,My. Karko cy m; y3ajaMHO TPOCTU TO je3TrpPO YMWHE YMHOIIIU O

My -+ My, TJ.

Ker(f) = (my---my,)Z.

Iobujamo na je

Ho, xako je Z/p7 = Ly, TO je

Sakmyuyjemo ma f mopa Outu ,Ha”. Tume cMo mOOMIM TpaKeHU U30MOD-

¢r3am. (]
IMocnemuua 41 (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy my, ..., m, nosu-
TUBHU Leniv BpojeBn Koju Cy nap no nap y3ajaMHO NpPOCTU U X1, . . . , Ly, MPOU3BOJLHU

uenun 6pojesn. Taga noctoju ueo 6poj = Takae Aa je
x =z (mod my)

=12y (mod ms)

x =z, (modm,)
Ako je z’ Hekmn Apyru ueo 6poj KOju 3a[0BO/LABA HABEAEHN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je

x=a" (mod my---my).

Ilokas. IlocmarpajMo eneMmeHT

(x1 +mMiZ,...,xn +mpZ) EZ/mIZX~-~ XZ/m 7

mn
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Kako je xomomop¢uzam f, u3 morasza mperxomHe Teopeme, ,Ha”, TO IOCTOjU
T € 7 Koju ce CIuWKa Yy HABEIEHU €JIEMEHT, Tj. MOCTOju * € 7 3a KOoju je

r+miZ =x1+miZ, ... ,x+mpZ=21x,+m,7Z,
HO, TO YOPaBO 3HAUM Oa je
r=x1 (modmy), ... ,xz=x, (modm,).

Yromuko je x' mpyru meo 6poj Koju 3al0BOJLaBa HaBeAeHE KOHTPYEHIM]e,
To 3Haum ma je f(x) = f(a'), Tj.

z—a' € Ker(f) = (my---my)Z,
Kao IITO je m TBpPhHEHO. O
Cras 42 Ako cy npcrenn A n B nsomopdru, onpa je (U(A), ) = (U(B),")

Ioka3. Jacuo je ma ce MHBEPTUOUWIHU €JIEMEHTU IPU CBAKOM XOMOMOD-
¢usmy caukajy y umaBeptubuinne eisemente. Haume, ako je a € U(A), To
3Haun na nocroju ¢ takaB ga je a-a’ = 14. Ho, tama je f(a)- f(a) =
fla-d')= f(la) =1p, na u f(a) uma uaBEpP3.

IIpema Tome, f[U(A)] C U(B) 3a csaku xomomoppusam f: A — B.
Yronuro je f msomop¢usam u b € U(B), to mocroju a € A Takas ma
je f(a) = b. Ho, enement b uma wumBep3, ma je b-V = lp 3a Heknm
b € B. Enement V' je ciauka meror eaementa a': f(a’) = V. Ho, Tana je
fla-a') = f(a) - f(a') =0V =15, Te rako je f ,1-17, mopa Gutu a-a’ =14
Te ¢ ¥©Ma MHBeP3. 3akjbydyjeMo ma [ ycmocrtasiba Oujexunjy usmeby U(A)
n U(B). Kako je f xomomopdusam, nobujamo tpaskenu mzoMmopduzam. [J

CraB 43 Baxu jegHakoct: U(A; X -+ x A,) =U(Ay) x --- x U(A,).

Hoxa3s. Heka je a = (a1,...,a,) € A1 X -+ X A,. Tana
a€U(A; x--+xA,) <= mocrojubeAd:a-b=1
<= mocroje b; € A; 1. n. a;-b; =1 3a cBe i
<~ a1 €U(A1),...,a, € U(A,)
<~ acU(A) x- - xU(Ap).
O
Teopema 44 Ako cy my,...,m, Nap No nap y3ajaMHO NPOCTU NO3UTUBHU LK

6pojesun, oHAa je
Zm1-~mn = Zml X X Zmn

e(my - -mp) = o(ma) - p(my),
rae je ¢ Ojneposa dyHkuuja.
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Hoxas. Kako je Zy, = Z/p,7, T0 OpBu pesynrar ciemu n3 crasa 6. Ocum
rora, p(m) = |U(Z,)|, Te pesyarar 3a OjaepoBy GpyHKUUjy ciaenu u3 craBa
8 u crasa 9. O

Y mpou3sBoJpHOM IpCTeHy Moryhe je dopmynucatu Kunecky Teopemy o
ocramuma. llorpebHa HaMm je Hajupe jemHa nepuHUnNM]A.

Heduaunuja 45 Npeann I n J komyTaTBHOr NpcTeHa ca jeAnHUUoM A cy KO-
[IPOCTU (Mnn y3ajamHo npocTtu) ykonuko je I + J = A.

Ilpumernmo na cy y Z mgeamu (m) u (n) KOOPOCTH aKKO Cy M U 1
y3ajamuao nmpoctu. OTymn u TEPMUHOJJIOTH]A.

Cras 46 3a konpocte ngeane I n J saxu cnegeha jegnakocr: I-J=1NJ.

Ioka3. Yeex je [-J CINJ. Haume, ako jeac€ I ube J, ounaa-bel
momro a € I, aa-b € J, jep b € J. Oparne cienu na U cymMa TaKBUX
npousBona aexku y mmeaay I N J. Ilakme, moTpebHO je mOKazaTm camo
obpatny mHkIy3ujy. Karo cy I u J rompoctu, To mocroje x € I my € J
Tako na Baxku  +y = 1. Hera je z € I N J npousBosmsan enement. Tana je

z=z-1l=z-(x+y)=z-x+2-y.

Kakox € Iuz € J, 10 je z-x € I-J (pamgumMo ca KOMyTATUBHUM [IPCTEHUMA,
na je z-x =x-2). Takobe m z-y € I - J, ma 3armydyjemMo na u z mpumana
npeceky I N J. U
Y Z saxn: (m)-(n) = (m-n), a (m)N{n) = (NZS(m,n)). JenHakoct Basku
YKOJIUKO CY M U N y3ajaMHO IPOCTU, CACBUM Y CKJIAILY C& OBUM CTaBOM.

Jlema 47 Heka cy ngeann I v J konpoctu, kao n ugeanu I n K. Tapa cy n
ngeann I n J - K konpoctu.

Ilokas. Kako cy I u J xonpocrtu, tj. [ +J = A, To nmocroje x1 € I my € J
takBu ma je x1 +y = 1. Camuno, kako cy I u K rompocrtu, nmocroje xo € I
u z € K TakBu na je xo + 2z = 1. MHOKemEM OBe IBE je THAKOCTU TOOMjamMo
(1 +y) (22 +2) =1, 7j.

12 + 12 + yrs +y2z = 1.

Ho, kako x; € I, T0 2129, 12, yxo € I, Te U T122 + 212 + yx2 € I, MOK U3
yeJ, ze€ K, cnenn na yz € J - K. Ilakze,

l=x1x0o+x12+yra+ yz €l +J-K.
—~~

el cJ-K

KakoleI+J-K,0je [+ J -K = A. O
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Teopema 48 (Kunecka Teopema o ocranuma) Heka cy ugeanu I, ..., I, Ko-
MyTaTMBHOI MpCTeHa ca jeAuHuuom A nap no map ysajamMHO npoctu. Tafa Baxu
nsomopdusam:

A/ %A/Il><~~~><A/In.

(LN---N1I)

Iloka3. Iloka3 je HEWmITO TERM HErO y CJIyYajy NPCTEHa Lmeaux Opojesa.
[Mocmarpamo xomomopduzam f: A — A/]1 X oo X A/]n nedrHUCAH ca:

flx)=(x+I,..., 2+ I,).

Hwuje Temrxo mpoBepuTu na je oBa QyHKNUja 3aMCTa jeTaH XOMOMOD(U3aM.
Hanwme:
fety) = (@+y)+h,... . (z+y)+1n)
= (@+L)+@+0),....(x+ 1)+ (y+In))
= (I+Ilaax+In)+(y+Ihay+In)
= fl@)+ ()
Ha cawmuan mauus ce nposepasa xa je f(x-y) = f(z)- f(y). Taxobe je

fa)=Qa+ 1, la+Tn) = (a0 lay, ) = lay, seexay, -

JacHo je nma je je3rpo oBor xoMOMOP(U3Ma IPECeK CBUX ureasa. JeauHo
Tpeba npoBeputu na je f ,Ha”.

W3 neme cJlequ na je 3a CBAKO ¢ = 1,n UCIYHEHO:
I; n HIj CY KOIPOCTH.
J#i
Hapasno ca Hj# I; cMo o3HauUMIM NpPOM3BOJ CBUX mueana I; 3a j # 1.

Haxne, 3a i = 1,n, mocToje a; € I; m b; € [l 1; Taxeu ma je a; +b; = 1.
To nocebuo 3naun ga je b; = 1(mod I;) u b; = 0(mod I;), 3a cBe j # i.

Iorasxkumo cana na je f ,ua”. Heka je (x1+1,...,2,+1,) IpOU3BOLHY
€JIEMEHT U3 A/I1 X e X A/In~ Youumo eneMeHT x = byxq + -+ + bpxy, TOE
cy b; mperxonuo n3zabpanu enxemenTtu. Tama je, 3a cBe i:

r=bx1+--+bxi+ - +bx,=0-27+--+1-2;,+---+0-2, (mod ;).

Ilakne, 3a cee i = 1,n: & = z; (mod I;), a To ynpaso 3Hauu na je
fl@)=(x1+6,...,z, + 1,).

SakmyuyjeMmo na je f saumcrta ,Ha. O

C oG3upom na je I-J =1NJ 3a xkoupocre I, J, UHIYKIU]OM C€ MOKE
MOKa3aTU Ma je 3a map mo map koupoctux Ii,.... L, [1N---NI,=1---I,.
Ilakse, y TOM ciaydajy uMamo ma je A/I1 I A/I1 X oo I
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HpOCTI/I 1 MaKCHMaJIH M OeaJIn

3amoysnuMo OBY TeMy CJ'Ie,IIeFlI/IM CTaBOM.

CraB 49 Heka je A komyTaTuBaH npcTeH ca jeaunuuom n P < A (P # A).
Cnepefin ycnoBu cy ekBUBaNEHTHU.

1. 3al,J<xABaxu: akoje [ - J C P,onpajel C PunujeJ CP.
2. Baa,be Aegaxu: ako ab € P, ovgaa € Punn b e P.
3. Mpcren A/p je obnact uenux (AomeH).

IHokas. Ilomcerumo ce Hajupe ma ce o0JIaCT LeIUX Ne(PUHUINIE KAO KOMY-
TATVWBAaH IOPCTEH Ca JeAWHUIIOM y KOME HeMa MNpaBUX AeIuTesba Hyle, Tj. y
roMme Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nam b = 0.

1 = 2. Younmo unzneane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, 10
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, woiiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpernocraBumo ga 3a eiaeMeHte z,y € A/p Bawu: zy = OA/P'
Hapasmno, OA/P = P. Kako cy x u y eIeMeHTH "3 KOJIUUYHUUKOT MPCTEHA,
TOo mocroje a,b € A TakBu ma je x = a+ P uy = b+ P u ma Baxu:
(a+ P)(b+ P) = P. Osa jennakoct ce ceoqu Ha ab+ P = P, 1j. Ha ab € P.
Ha ocuoBy 2. mobujamo ma a € P, mnmu b € P, ogaocuo a + P = P unn
b+P=P,1j. =0, mmu y = 0.

3 = 1. Hera cy uneanu I, J npcrena A taksu na je I-J C P, ,analZ P
uJ Z P. To snauu na nocroju a € IN\Pube J\P. Ho,abeI-JC P, na
je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Karo je A/P obnact nenux, cienu na je
a+ P =P, unu b+ P = P, ogaocro a € P unu b € P. OBa KOHTPaIUKIH]ja
3aBpIIaBa TOKA3. O

Hepuaumuja 50 Vpean P < A je npoCT YKOANKO UCNyHaBa HEKO Of MPeTXOAHA
TPV eKBMBAJIEHTHa CBOjCTBA.

IIpumep 51 Upean (2,1 —+/—5) <Z[v/—b5] je npocT ngean.

IMTokaskumo nma je Z[\/—5}/<2’ 1 — /=5) = Zy. lpnmermuo na je cBakm ee-

MeHT y mpcreny Z[v/—5| obnuka m + ny/—5 3a Heke mese Gpojese m u n.
Hepuanmunmo npecaukasamwe f: Z[y/—5| — Zy ca:

f(m +nv=5) = p(m +n,2).

[Tora:xkumo na je OBO mpecamraBame XOMOMODP(GM3aM IPCTEHA.

f((m+nV=5)+ (r +sv=5)) = f((m+mn) + (r + s)vV-5)
= p((m+n)+(r+s),2) = p(m+n, 2)+2p(r+s,2) = f(m+nv/=5)+2f (r+sv=5).
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f((m +nvV=5)(r + sv/=5)) = f(mr — 5ns + (ms + nr)v/—5)

= p(mr —b5ns +ms + nr,2) = p(mr + ns +ms +nr,2) = p((m +n)(r +2),2)
= p(m+n,2) 5 p(r +5,2) = f(m+nV=5) 5 f(r + sv=5).

Hapasno, f(1) = 1. Jacuo je ma je f ,ma”. Tpeba oapemurtu je3arpo oBOT
xomomop¢usma. Ho, m 4+ ny/—5 € Ker f akxo 2 | (m +n). Ho,

m+nyv—5=m—n(—vV=5)=m—n(l —v=5—1) = (m+n) —n(l —V/=5).

Crora, ako je m + n mapan 6poj, ouma je m +n = 2t 3a HeKO t € Z u
Ha OCHOBY TOpH-e jenHakoctu m + ny/—5 € (2,1 — /—=5). O6parHOo, arko

m+nyv—5 € (2,1 —+/=5), onma je

m+nv—5= (a+bv/=5) -2+ (c+dvV—=5) - (1 — vV/-5)
=2a+20vV/—5+4c— V=5 +dvV—5+5d = (2a + ¢+ 5d) + (2b — ¢ + d)v/—5,

3a HEeke a,b,c,d € Z. Tana je
m+n=2a+c+5d+2b—c+d=2a+ 2b+ 6d,

na je m+n mapasn 6poj. Jobumau cmo na je Ker f = (2,1—+/—5) u Ha 0CHOBY
TeopeMe 0 M30MOpOU3MY IpCTeHa nobujamo Tpaskenu uzomopuszam. Kako
je Zy obuact menux, 3akpbydyjemMo ga je umead (2,1 —+/—5) opocr. &

[Mpumerumo na, yroauko je P mpocT umead, a ai,...,a, € A, oHmga u3
ay---a, € P cnenn na a; € P 3a Heko i € {1,...,n} (mro ce mako mokasyje
VHIYKIXjOM IO 7).

IIpebumo cana Ha mojaM MaKCUMAJIHOT MAEAa.

Heduaunuja 52 Npean M npcteHa A je makcumanaH, yKONMKO He MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

arme, MakcrMasaH ugeaJ je IpaBu KAeall 3a KOjU He IOCTOjU IPaBU
uneas, PasIuddT O HEera, KOju I'a CaIPEU KAO CBOj HOACKYIIL.

CraB 53 Heka je M npasu nfean npcreda A. Tapa je M makcvmanaH upean
ako 1 camo ako je A/M nosme.

IToka3. IIpermocrasumo na je M makcumasian uneana u a+M # M. Tpeba
nokaszat na a + M wma ummBep3 y upcreny A/M. Ilocmarpamo maean
(a) + M. Karo a ¢ M, To je M npasu noxackyn ox (a) + M. Ho, ¢ 063upom
na je M makcumaznan ugeas, mopa outu (a)+M = A. To 3mauu na nocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M rtpasxenu musep3 enementa a + M € M.
O6patno, npernocrasumo na je A/M nome. Hera je M npasu moackyn
nneasa I. Iakae, mocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUIHUYIKOM
npcreny A/M. Kako je oBaj mpCTeH MO NPETIOCTABIU IOJHE, TO MOCTOJU
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b€ M rako nma je (a+M)(b+ M) =14+ M, onnocuo, ab—1 € M. Iakiue, 3a
uHeko m € M Basxku: ab—1=m, 1j. 1 = ab— m. Kako u a u m npunanajy
uneasy I, rou 1 € I, na mopa 6utu I = A. 3akmyuyjemo na je M 3aucra
MaKCUMaJaH uaeaa y A. O

Hanomena 54 BunuMo na m3 oBOT cTaBa CiIemud Na jé CBAKM MaKCUMAaJaH
naeasl yjeaHo U IPOCT UAEA, MOMTO Y MOJbY HeMa IPABUX IEIUTETha HYJIE.

¢

Y OCHOBHOj IMIKOJW CMO HAYUYMJIMN O3 je TPUPOIaH OPOj IPOCT YKOIUKO
HEMa APYTUX Jgenuiana ceM 1 u mera camor (0Bo Takobe Basku u 3a 6poj 1,
aJu ce OH He cMarpa npoctuM 6pojem). Ho, y mpoussosmuoj o6nacTu neaux
pasiuKyje ce mojaM IPOCTOr M HEPACTaBJBUBOr eneMeHTa. llomcermmo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKYIl CBUX MHBEDPTUOUIIHUX €JIEMEHATA Yy HPCTEHY

A.

Hepuannuja 55 Heka je A obnact uenux. Enement p € A\ (U(A) U{0}) je
e IIPOCT, YKONUKO 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, oHpa p | a, unu p | b;

e HEPACTABJLUB (ATOM) yKonuKo 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHfa je
acU(A), nin b e U(A).

Besa usmeby mpocTtux m HepacCTaBHUBUX €JIEMEHATa y MPOU3BOJEHOM
npcreHy mgara je ciemehimMm craBoM.

Cras 56 Heka je A pomen. Tapa je ceaku npocTt enemeHT y A HepacTas/buB.

Hoxa3z. Ilpernocrasumo na je p mpoct u ga je p = ab. [locebuo To 3HAUM
na p memu upowmsson ab. Kako je p mpoct, To p | a, nmu p | b. Heka, na
npumep, p | a. To 3Haum ma mocroju ¢ € A 3a koju je a = pc. Kako je
p = ab, To je p = pcdb, tj. p(1 — ¢b) =0, ma mopa Guru 1 — cb = 0, momro je
A obGuact nenux. lakmue, cb =1, Te je ememenTt b nuBepTUOUIAH. O

Y OpOU3BOJLHOM JOMEHY, IIPOCTU U HEPACTABJLUBU E€JIEMEHTU C€ Pas-
aukyjy. Pazmorpumo caemehu mpumep.

ITpumep 57 Y npcreny Z [\/—5] eNeMeHT 3 je HepacTaB/bLUB, anu HUje MPOCT.

IIpe cBera,
Z[V-5] = {p(V=5) : p € Z[X]}.

Ho, Huje Temko yBeputu; ce na u3 nepUHUNUjE CIenu Ia je
Z[V-5]={a+bV/=5:a,beZ}.

YBepumo ce Hajupe na je 3 HepacTaBuB. lIpermocraBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [y/=5 | (mapasno na je N(z) kBagpat
MOIyJia KOMIUIEKCHOT ©poja z). JacHo je ma je N(z1z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%z9. Iobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omsocro 9 = N(u)N(v).
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OBo je ¢arropusanuja mpupogsor 6poja 9 y ckymy mpupomHux Opojesa,
TO MMaMo aBe MoryhuocTu:

1) jemam ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyru 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpernocrasumo, Ha mpumep, ma je N(u) = 1. Yronuko je u =
a+by/—=5, nodujamo ma je 1 = N(u) = uti = (a+bv/—=5)(a—by/=5) = a®+5b%.
C 063upom na a,b € Z, oBo je moryhe jemuno axo je b=0wu a € {—1,1}, 1j.
u € {—1,1}, Te crenu na je u uaBeprubunan (6uiao 6u KOGPO ma YUTAOLU
camm noKaky, 3a BexOy, ma je U (Z [v/=5]) = {—1,1} ropucrehu $pynrnujy
N).

2) IMocTynamo Ha cIUMYaH HAUMH. Y KOJUKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b2. C obsupom ma a,b € Z, mopa 6uru b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a?, 3a Hexko a € Z. OBo HapaBHO Huje Moryhe, Te
3aKJbYyUyjeMO Ja ce Cly4aj 2) U He HOojaBibyje.

Haxrne, n3 ynmennne na je 3 = uv, nodbujamMo na je jeman on ¢axropa
VHBEPTUOMIIAH, & TO 3aIIPaBO 3HAYU 1 je& 3 HEPACTABJLUB.

Ocraje nma moraskemo na 3 Huje npoct. I[locmarpajmo ¢arxropuszanujy

opoja 9y Z [vV=5]:
9=(2+v-5)(2—v-5).

Kako je 9=3-3, 1o

3] (24+V-5)(2—-V-5).

[Toraxkumo ma 3 He menum HUjemaH on oBuX ¢axkropa. V3 Te uumenure he
CIeqUTH na 3 HUje IPOCT.

Heka 3 | (2 + +/—=5) (amanorso ce pasmaTrpa um Apyru ciaydaj). Jlake,
3a HeKM eqeMenT u € Z [v/=5 |:

3-u=2++v-b.
[Tpumenom ¢pyrrumje N mobujamo
9.-N(u)=09.

Hob6ujamo na je N(u) = 1, e je w € {-1,1}, 1j. 3 = 2+ /=5, mwm
3=—(24++-5). OBa KOHTpaIUKIUja HAM MOKa3yje na 3 e meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amMcTa HUje TPOCT. &

Hanomena 58 Ilpumernmo na jemrakxoct 3 -3 = (2 +1/=5)(2 — v/—5) naje
aBe paznuyunre Qarropuszanuje 6poja 9 y mpousBox HepacTaBLUBUX. 1O
j€é HemTo ca YmMe ce HUCMO Cpeiu y ciydvajy ueiaunx opojea. Bume hemo
0 oBoMe pelm y HapeIHUM IpenaBamUMa. &

Cnenehu craB je moMajo M OYEKUBAH.

CraB 59 EnemeHT je NpoCcT ako M CamMo ako je uAean reHeprcaH TUM eEMEHTOM
npocT ngean.
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Iokas. Heka je p mpoct enemenT y npcreny A u (p) mmeas reHepucas TuM
eneMeHTOM. YKOMUKO ab € (p), omna je ab = pc 3a mexu ¢ € A, Tj. p | ab.
Kaxko je esmement p mpocr, 10 p | a, niau p | b, onocuo, a € {p), wim b € (p),
Te 3aKRbyUyjeMo na je (p) mpocT mmead.

O6parro, nmpermocraBuMo na je (p) mpocTt mmeasa u Heka p | ab. To
3Haun ga ab € (p), e caemu na a € (p), mau b € (p), omHOCHO P | a, nin
p|b. O

IIperxomau neo je 3a IpPBU KOJIOKBUjYM.

Hanomena 60 Kao mTo cmo mokasanau ma 3 HUje MPOCT, MOKEMO TOKA3ATH
na vy 2 uje upocr. Crora uzean (2) nuje npocrt. Ho, Basku jenaaxoct

(2) = (2,1 —/=5)(2,1 + v/=5).

Hawuwme, nako je Bumetu na je resepaJHo tauno na je (a,b)(c,d) = (ac, ad, be, bd).
Crora je

(2,1 —V/=5)(2, 1+ v/=5) = (4,2 + 2v/=5,2 — 2/—5,6),

HO, 2 IpuUnajga OBOM KOeay Kao pa3iuka 6 —4, a cBU OCTaJNIU €JIEMEHTU CY
ymuommm ox 2. Crora je taj mmeas 3ampaso (2). Kao mTo cMo mokasanu
na je mmeas (2,1 — /—5) mpocT mmeas, MOEKe ce MOKA3aTH Ma je TO U
unean (2,1 + /=5). Ilakne, mama umean (2) HMje TPOCT, OH UTAK UMa
¢arTopmzanujy Ha TPOM3BOI MPOCTUX KAEAJA. 3ampaBO, TAYHO je, MaIa
My HehieMo TO OBJie JOKAa3WBATH, Ja CBAKA Maeas y mpcrery Z[y/—5] mma
jeIUHCTBEHY, OO Ha penocien (paxkTopa, GakTopu3anujy y O0OJIUKY IPOCTUX
nnena!l IIpema ToMe, Mana eIeMEHTH HEMAjY jeIUHCTBEHY (aKTOPU3AIM]Y,
MpeJIACKOM Ha mueatie nobumjamo jeamHcTBeny ¢arropusanujy. [locebro To
BayKU 34 IJIABHE pieasie. BuamMmo canga 3amTo HAM je KOPUCHA apUTMETUKA
uneasa. O

Besza u3mehy HepacTaBpbuUBUX eleMeHATA W MAKCUMAJIHUX WIeaia TaTa
je cmemehum craBoMm.

CraB 61 EnemenT a € A je HepacTaB/bMB ako 1 CaMo ako je ufean {(a) Makcu-
ManaH y CKyny CBUX FfaBHUX ufeana npcreHa A.

Hoxra3. Ilpernocrasumo na je a € A mepacrasmus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) mmm (b) = A. Kaxko je (a) C (b), TO
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = bc. Kako je a mepacraBius,
to b € U(A), mmu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), onma je (b) = A, a aro
c e U(A), ouna je (a) = (b).

OGparHO, IPETIOCTABUMO Aa je (a) MAKCUMAJAH ¥ CKYIy CBUX [JIABHIX
nneana npcrera A. Heka je a = be u mpernocrasumo na ¢ ¢ U(A). To
suaun 1a je a € (b), amu ma b & (a) (3amro?), Tj. mna je {(a) npaBU MOACKYI
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nneasna (b). Kako je (a) MakcuManal y CKyIy CBUX TJIABHUX UIEAJa, TO
Mmopa 6utu (b) = A, Tj. mocroju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armydyjemMo
na je b maBepTubUNaH. O

Makcumasian maeaj y CBAKOM KOMYTATWBHOM NPCTEHY Ca j€AUHUIIOM
nocroju. 3amnpaBo, Basku ciaeneha Teopema, kojy melieMo morkasusarTu.

Teopema 62 Heka je I npasu ngean y KOMyTaTMBHOM MPCTeHy ca jeanHuuom A.
Tapa nocToju makcumanan ngean M 3a koju je I C M.

[TocebHO je 3aHUMBUB CIIyUaj IPCTEHA ¥ KOjUMAa MOCTOJU TAYHO jeJaH MaK-
CUMAJIHU UIEAJ.

CraB 63 Y KOMyTaTMBHOM MpPCTEHY Ca jeAMHMLOM A NOCTOjM TauHO jefaH Makcu-
ManaH ufean ako n camo ako je A\ U(A) npean.

IToka3s. Ilpumerumo na Basku caenehe. Umean I < A je mpasu akko [ e
canpyKU HUjelaH WHBEPTUOUIAH ejleMeHT (BumeTu mnpumep [15)).

ITpeTnocTaBrMO 18 y IPCTEHY IOCTOJU TAYHO jeJaH MAKCUMAJIAH WIS
M. TIlpema mperxomuom je U(A) C A\ M. Ho, ako mocroju a € A\ M
KOjU HUje MHBEPTUOMIAH, OHIA je uaeas () IpaBu, I1a je IpeMa TeOPEeMU
(a) cagpskuaH y HEKOM MAaKCUMAJHOM, & Kako je M jenuHu Takas, TO je
(a) € M, wro uuje moryhe, jep a ¢ M.

O6paTHO, HEKa y IpCcTeHy A ¢BU HEMHBEPTUOUIHY €JIeMEHTU YMHe UIeall
M: A\U(A) = M. Ho, rana je u cBaku apyru uneau I caapsan 'y M, jep
je INU(A) =0, xao mTo cmo rope npumerunu. Crora je M makcuManian
Uaeas M TO jeIUHU TAaKaB. O

Iedbunumnuja 64 KomyTtaTuBaH NpcTeH ca jeAMHULOM Y KOME MOCTOjM TaYHO jefjaH
MaKCUMaHN npaean Ha3mBa ce JIOKAJIHU ITPCTEH.

IIpumep 65 Hera je p € N mpoct 6poj. Tana je nmpcren Z,) nepunmncan
ca: a

Z(p) = {g :pj(b}
JIOKAJIHU.

Tpeba camo noka3aTu & HEMHBEPTUOUIHU €JIEMEHTH YnHe uneai. [Ipume-
a a

TUMO Oa § € U(.Z(p)) akko p{a. Haxrne, § € U(Z,)) akko p | a. Ho, To yn-

PaBO 3HAYU A je CKYI CBUX HEMHBEPTUOUIHUX €JIeMEHATa Y OBOM IPCTEHY

CKYIl CBUX YMHOKaKa Opoja p, Tj. uaeas reHepucaH ca p. &

ITpumep 66 Heka je A 3amar ca:

a={[p T rnea).

[Mokazatu na je A KOMyTATUBHU IPCTEH €A je AUHUIOM Y OJHOCY HA MHOMKEHe
u cabupame MATPUIA U aa je A mpuMep JIOKAJHOT IMPCTEHA.
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Huje temko nposepuru na je A KOMyTaTUBaH IPCTEH CA jeIUHUIIOM, KaO U
na je marpuna u3 [ ] € A uaseprubunna akko je a # 0. Iaxkie,

A\U(A):{[g 8] :be@}.
Ho,

(o o ={[s 2o o :aree}={[s §|:avea}-auv

,Ha,KJIe, HeI/IHBepTI/I6I/IJIHI/I €JIEMCHTHM YVHE I'NIaBHU M OcaJl T'€HEepUCaH MaTpPU-
1
mom [g - L

daxropmu3anmja; JIOKAJIM3AIMjA

IMoncernmo ce ma je obmact nenmnx (IOMEH) KOMYTATUBAH HPCTEH Ca
JEeIVHUIIOM y KOME HeMa TpaBUX NEJUTeha HyJE, Tj. y KOJUMa BAKUA: 34
ce a,b € Auz ab=0 cnenu a =0, winu b = 0. CsBu nupcrenu kojuma hemo
ce DaBUTU y OBOj Jekuju O6mhe momeHu.

Iepuuumnuja 67 [sa enementa a,b € A cy IPUIAPYKEHA YKONMKO MOCTOjU
enemeHt u € U(A) Takas Aa je a = ub.

JacHo je ma je mpumapy:KEHOCT eJeMeHATa jeqHA pejalrja €KBUBAJIEH-
nuje. IlpumermMmo ma ako je p HEpacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HEMY
npuapyskeH eneMesT. VlcTo TO Baxku u 3a IPOCTE €JIEeMEHTE y NOMEHY.

Jepununmnuja 68 [omen A je fomeH ca jefHO3HAUHOM HAKTOPU3ALMjOM YKOJIMKO
cy vcnyweHu cnefiehn ycnosu.

1. 3a cBaku enement n3 a € A\ (U(A) U{0}) nocroje HepacTaB/bMBY enemMeHTU
D1,...,DPr TAKBU A3 je @ = D1D2 " * - Dr.

2. Ako je 3a HepacTaBsbMBe eNleMeHTe P;, G;:

pip2 - Pr = 41492 - (gs,

OHJa je 7 = S M NOCTOjM NepMyTauuja o € S, Tako Ja je 3a CBe ¢ = 1,7 efleMeHT
Di MPUAPYXEH ENEMEHTY (y(;)-

Ipyrum peumMa y OOMEHY Ca jeOHO3HAYHOM (AKTOPU3AIM]OM, CBAKU
eJIeMEHT MOKEe Ce Ha jeAMHCTBEH HAYWH, N0 HA IPUAPYKEHOCT U PENOCel
¢axTOpa, IpUKA3aTU y OOJMKY IPOM3BOJA HEPACTABJHUBUX €JIEMEHATA.

CraB 69 [omen A je JoMeH ca jeAHO3HAUHOM (HaKTOPM3ALMJOM AKKO Ce CBaku
enement a € A\ (U(A) U {0}) moxe npukasati y oBanKy nponssofa npocTux
enemeHata. [loce6HO, TO 3Haumn fAa je CBaKW HEPACTAB/bUB €fIEMEHT MPOCT.
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Iloka3. IlpernmocraBuMO na ce CBakV HEMHBEDTUOWIAH, HEHYyJA €JIEMEHT
MOjKe NPUKA3aTH y OOJMKY IIPOM3BOJA NMPOCTUX. Kako Cy mpocTu Hepac-
TaBJLUBU, IOTPEOHO je caMO NOKa3aTU Na je IPUKa3 y OOJIMKY IPOU3BOIA
jemuucTBeH (y ropeHaBeneHOM cMmucay). JlokaxuMO Hajupe na je, y OBOM
CIy4ajy, CBAKA HEPACTABJBUB €JIEMEHT IPOCT.

Heka je ¢ mepacraBmus enement. Ilo mpeTrmocTaBiu, OH ce MOMKE HAIU-
catu y OONUMKY NPOM3BOMA MPOCTUX €JIEeMeHATa: ¢ = pi-:-Pp, TOE Cy Dy
npoctu. Ho, Kako je ¢ HepacTaBmbuB, Mopa Outm r = 1, Tj. 1 cam q je
POCT.

Iora:kmMO caja je IMHCTBEHOCT pa3jarama y 0DJIUKY MPOM3BOaa HEPAC-
TaB/HUBUX ejeMeHaTa. Heka je

Pbip2 - -Pr = (1492 - - (Qs,

Iloka3 uzBomnmo muayknujom mo 7. Cayuaj r = 1 je tpuBumjanan. IIper-
IOCTaBUMO Ja je y IOpHO] jemHakoctu 7 > 1 um ma cy cy p;,q; Hepac-
TaBBUBU. lIpeMa mokaszaHoM, p; je mpoct, ma moctoju ji € {1,...,s} Tako
na pi1 | gj,. Karo je ¢;, HepacTasmpus, nobujaMo na cy p U ¢;, IPUIPYKEHMU,
Tj. ma mocroju u; € U(A) 3a koju je ¢;, = uip1. ['opmy jemHakocT MOKEMO
CKPaTUTHU ca p; U q00utu

P2 Dr = g3 s,

rne je ¢h5 = qoup, KOju je Takobe HepacraBmbus. VIHAIyKTWBHA XUmOTE3a
3aBpIIaBa ITOKA3.

O6parno, mpernoctaBuMo na je A moMeH 3a jeqHO3HAUYHOM (HaKTOpU-
zanujoM. J{oBOJLHO je moka3aTu na je CBaKM HEPACTABJ/LUB €JIEMEHT IPOCT.
Heka je p mepacrtaBmus u Heka p | ab. Tpeba mokazatu ga p | a, uinm
p | b. Ilpernocrasumo ma p me meau wu a Hu b. Hekra je a = p1---p,
¢darkTopm3anUja ¢ Ha HEPACTABJBUBE €JIEeMEHTe U b = ¢ - - - ¢s parropuanmja
b ma mepacrasmuse. Tana je

ab=p1--prqi---qs

¢axropuzamnuja ab Ha HepacraBmuse. Kako p menu ab, To je ab = pc 3a HEKO
c. I c uma darxropusanujy Ha HepacTaBJbUBE €JIEMEHTE, Ia je C = 2] - - 2]
3a HEKe HepacTaBJ/bUBE Z1,..., 2. lobujamo ma je

Pioprqueccqs = P2 A

rIe cy CBH pj, (j, 2; U p HepacTaBbusu. Kako je, o mpermnocrasBnu, A goMeH
ca je IHO3HAYHOM (DaKTOPU3ALNjOM, TO je p IPUAPYKEH HEKOM OJ eJIeMeHaTa
n3 CKyna {pi,...,Pr,q1,---,qs}. YKOIUKO je& p IPUIAPYKEH eJIeMeHTy p; (3a
HEKO 1), nobujamo ma p | a, a ako je p IMpPUAPY:KEH HEKOM ¢; OHma p | b.
Hawume, nako ce morasyje na Baku ciaenehe: ako je p IpUAPYKEH €JIEMEHTY
qu akro q|c, onma u p|c. OBUM je HOKA3 3aBPIICH. O
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3HaMo na je Z moMmeH 3a jenHo3nadvHoM (akTopum3sarmumjoMm. Ilokazahemo
caza Ia je CBaKU I'NIABHOUIEAJICKU HOMEH yjeIHO U JOMEH Ca jeTHO3HAYHOM
(haKTOpU3AINjOM.

CraB 70 [okasaTv Aa y cBakoM rnaBHOMAeaNiCKOM [OMeEHY 3a CBaka fJBa ene-
MeHTa MOCTOjU HUXOB HajBefiv 3ajedHNuUKM Aenunad.

IToka3. Herka A jeman riiaBHOMIEaJiCKU OOMeH U a,b € A. Youumo umea
(a, by remepucan enementuma a u b. Kako je y A cBaku umeas riasHu, TO je
n {a,b) = (d), 3a vexu d € A. Iora:xxkumo na je d jenan Hajsehn 3ajemanyaru
nmenuian exemenata a u b (Hajseliu 3ajenuuuky mesnuiian HUje jeTHO3HAYHO
onpeben, anu cy cBaka asBa HajBeha 3ajemnuuka menuona TPUAPYKEHU
jeman mpyrom).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma moctoje ai,b; 3a koje je a = day u
b=dby, tj. d|aud|b, e d jecre 3ajemauuru menusan ox a u b.

IIpernocrasumo na d; | a u dy | b, Tj. ma je di HEKM 3ajeIHUYKU NEIUAIIAIL
on a u b. Tpeba nokaszaru na di | d. Kako dy | a u d; | b, To nocroje ay
n by Tako na je a = dja; m b =dib;. C o63upom na d € (a,b), mocroje p,q
rakBu na je d = ap + bg. Hobujamo na je d = dyaip + dibig = dy(a1p+ b1q),
Te ciaemn na di | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy HOKA3aHO HE CaMO na CBAaKa IBa €JIEMEHTA
a n b nvajy HajBehwm 3ajemmmuru meswmaan d, HO W Oa MOCTOje P W ¢ 34
koje je d = ap + bq (Besyosa pemanuja). U3 ose pesamuje ce, Ha CTaH-
mapiaH HauwH, u3Bomu cuaenelie cBojcTBO: ako a | be m ako je NZD(a,b)
NpUADY:KEH jeIuHunM, OHAa « | ¢ (HapaBHO, yMeCTO na MUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemmuunu, mucahemo na je NZD(a,b) = 1, umajyhu
HA yMy IITa TO 3HauM). Heka uuTaonu OBO caMu HOKAXKY.

Teopema 71 Csaku rnaBHoMAeancku JOMeH je 1 JOMEH Ca jeIHO3HAUHOM aKTOpu-
3aumjom.

JToka3. Heka je A raaBHommeaJsicku noMeH. JlOKa:KMMO Hajupe Oa je CBaKU
HepacTtasBibuB eneMenT y A mpocr. Heka je ¢ HepacTaBmus 1 Heka ¢ | ab.
Ykouuko ¢ He menu a, mopa ouru NZD(g,a) = 1. Haume, ako je d =
NZD(q,a), To 3Haun na je ¢ = dz 3a HeKO z. Kako je ¢ HepacTaB/buB, MOpa
Suru d € U(A), unu z € U(A). Ho, aro je z € U(A), onna u3 dumenHune
na d | a cnemu ma u q | a, WTO TPOTUBPEYM MPETIOCTABIM. 3AKILYUY]EeMO
na d € U(A), tj. NZD(gq,a) = 1 (norsenajre panujy HAIOMEHY Yy 3arpajn).
Ho, Tama u3 ropeHaBeneHOr CBOjCTBA ciemu Aa ¢ | b, Te 3armydyjeMo ma
je q mpocT.

Ila Gucmo mokazanu ga je A mOMeH ca jeTHO3HAUYHOM (PaKTOPU3AIM]OM,
ocraje caMo na mokaskemo na ce csaku eneMent u3 A\ (U(A) U {0}) moxke
IpUKa3aTH y OOGJNMKY HPOM3BOAA HEPACTABJLMBUX €JeMeHATa (BUIOETU CTAB
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Jloka:krMO Hajupe Ia CBAKM HENpa3aH CKyln uueaja y A mMma MaKCuU-
MaJaH eareMeHT. [IpermocTaBuMo na TO HUje TAKO U HEKa je 7 HeKM Hempa3aH
CKYI HAeajia KOjU He CAIp:KU MakcuMmaJsian emeMeHT. Heka je 1 € T
npown3BoJbaH uneas u3s Z. Kako ox Huje makcumasnan y Z, o mocroju I, € T
3a koju je I; C Is. Couuno, nocroju u I3 € Z takas na je Is C I3. 3anpaso
mo0MjamMo CTPUKTHO pacTynu JsraHal umeasa

11CIQCI3C~~

u3 Z. Yuumja J = Ufil I; je mmeas Kao WmTO Ce JIAKO MOYKE IPOBEPUTHU
(uposepure!). Ho, ¢ o63upom na je A raasroumeancku, to je J = (x) 3a
wexku ¢ € A. Kako je x € Ufil I;, To x € I;, 3a Hexu ig. Ho, onaBne cienu na
je J=1;,, najeu I; =I;, 3a cBe > iy, Te OECKOHAYAH CTPUKTHO pacTyhnu
JaHAIl UAeaja M He IOCTOjU. 3aKbydyjeMo Aa Y Z MOCTOju MAaKCUMAJAH
€JIEMEHT.

IIpernocrasumo na y A\ (U(A)U{0}) nma enemenara koju HeMajy (ax-
TOpU3alKjy Ha HEPACTAB/LMBE €JIEMEHTe. YOUMMO CKyI maeana J 3a1ar
ca:

J ={{a):a € A\(U(A)U{0}) u a Hema (arTopuU3anujy Ha HEPACTABILUBE}.

IIpema ympaBo moka3aHoM pe3yaTaTy, vV J MOCTOjU MAKCUMAaJAH €JIEMEHT
(z). Kako x mHema ¢akTopusanujy Ha HEPACTABHLUBE, TO OH CAM HUje HEPAC-
TaBJBUB, 1A TIOCTOjE a, b TakBu na je x = ab, npu uemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amro?), na a u b umajy ¢parropusaunujy Ha
Hepacrasiuse ((z) je makcumasan exement y J). Ho, ako cy Tto darrop-
usanuje a = pi---pr b =qi---qs, OBNA je T = ab = pi---prq1---qs jenHa
PakTOpM3anMja T Ha HEPACTABJLUBE, IITO MPOTUBPEYN U300pPY €JIEMEHTa T.
OBa KOHTpAOUKNNja 3aBPIIaBa ITOKA3. O

Iakme, moMeH ca jeTHO3HAYHOM (PAKTOPU3ANNjOM Ce KapaKTEePUIIe TIMe
Ia ce y ’ibeMy MPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTU TOAYAAPajy U fa CE€ CBAKU
HEHyJIa, HEMHBEPTUOUIAH €JeMEeHT a4 MOKEe NMPEACTABUTUA Y ODJIUKY

a=upit - pip*, (2)

rme je u MHBepTUOWJIaH eJeMeHT U pP; HEPACTAB/LUBU, NMPU YEMY 38 | F# j

eJIEMEHTH p; U p; HUCY NPUAPY:XeHU, 0K je o; € N. Ocum Tora, ako je
a=vg/ g,

rjge je v nHEBepTHMOUTIAH, ¢; HEPACTABJUBU U (;,¢; HUCY HPUIDPYKCHU 3a

i # j, onma je k = | m 3a Heky mepMmyTamujy o € Sp o; = [, 4 p; je

OPUAPYKEH €NEMEHTY g (j)-

Hanmomena 72 Ywurasar ce MO Ia MUTA 3aIMTO CE MOjaB/bYyje MHBEPTUOU-
JIaH €JIEMEHT U Yy IpeNCTaB/haly eJIeMeHTa a y OOJUKY IPOU3BOAA, Kala ce
TAKO HEMTO HE IOjaBJbyje y CcaMoj He(PUHUIU]U NOMEHA Ca jeTHO3HAYHOM
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darkropmsanmjoM. Paszior jeku y TOME IITO HEPACTABILUBU €JIEMEHTU P;
HUCY MehyCOOHO NPUAPYKEHU U OHJA j€ HEONXOMIHO U3ABOJUTU MHBEPTUOU-
snaH exeMeHT u. Ha mpumep, exemeHT —36 € Z ce MOke 3amucaT y OOIUKY
—36 = (—1)223?, unu y obnuky —36 = (—1)2%(—3)?, anu ce (—1) mopa mo-
jaBuTm y oBum samucuma. Ilpesentammja —36 = 2(—2)3? me 3amoBOMmaBA
YCJIOB Ma 34 PA3JIMUUTE UHIEKCE MPOCTU €JEMEHTU HUCY Npuipyskenn. <

IIpebumo canma Ha Ba:kaH METOZ JIOKaAM3auuje KOjUM Ce O OATOr MO-
MEHa IpeJa3d Ha HOBU [OMEH, & y KOME€ Cy HEKM WU3a0paHy eJIeMEHTH
13 MOYETHOI NOMEHA MHBEPTUOWIHN Yy HOBOM NOMEHY (MM CMO C€ y OC-
HOBHO]j WIKOJIM YIO3HAJMW Ca OBUM — TO je yBoDeme pasmomaxra). ITounumo
caenehioMm medurUT)jOM.

JHedpuuunuja 73 Heka je A gpomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo pa je mynTu-
nIuKaTUBaH ako 1 € S n ako 3 s,t € S cnean fa st € S.

IIpumep 74 Cnepehin nogckynosu og A\ {0} cy myntunavkaTueHu:

1. A\ {0}
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};

3. A\ P 3a ma koju npoct ngean P < A.

1. OBo je jacHo.

2. IToncetumo ce ma 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je fmf" = fmtn u
IPYTU YCJIOB j€ UCILYHEH.

3. Jacuo je na 1 € A\ P. Ocum Tora, ako a € P u b ¢ P, ouna u ab &€ P,
mowto je P npocr nupean (nojacuure cebu oBo!). &

Hera je A momen m S ma koju myarunaukatusBan noackym om A. Ha

ckyny A X S medpunUIEMO pesanujy ~ ca:

def
(a,8) ~ (b,t) &= ta = sb.
HorasknMo na je ~ jemHa pesanuja eKBUBAJIECHII]E.
Pednekcusroct. OBo je jacuo momro je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oBo je jacmo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienn na je ta = sb,
Tj, sb =ta, a To ynpaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpansutueroct. Hera je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3nauu na je ta = sb
u rb = tc. Hobujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A nmomen, To je ra = sc, na je (a,s) ~ (¢, r).
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Ca S7'A o3mauaBaMO CKyI CBUX KJIACa EKBUBAJCHIM]e, & Ca ¢ wmacy
exBuBaseHnuje exementa (a,s). Ilepunumemo omepamuje + u - Ha S™1A
ca:

a b ta+sb
STET w0
a b_ab
st st

Kako je ckyn S myarunsnukaTuBaH, TO 3a s,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumcia. Tpeba jom ma mpoBepuMO na Cy OBe olepaluje modpo
nedurHUCAHE.

Hexra je ¢ = ‘;—: u b= % To 3ampaso 3maun na je (a,s) ~ (a,s)
(b,t) ~ (V,t'). Tpeba mposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't’)

(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynmamo:

n
n

s't' (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + s'stb’ = st(t'a’ + s'b'),

na je 3aucra (ta+sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't"). Ha cniuuan mauus ce nposepasa
u nobpa NepUHUCAHOCT OIEepPaIje MHOKEHA.

Huje Temko mposeputu ma je cTpykrypa (S™'A,+,:) jemam komyraru-
BaH OPCTEH ca jequuaunoM (ypamare TO 3a BexOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OBaj mpcTeH HA3UBA ce NOoKanusaunja AomeHa A y 0f4HOCY Ha MyNTUMAMKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JIOKaJM3anuje naro je ciaenehum craBoM.

Cras 75 Heka je A gomeH n S Hekn MynTUNAMKaTMBaH MoAckyn og A.

a) Cai(a) = § 3apar je jenax moHomopgusam i: A — S—14,

6) Ako je B ma koju KomyTaTuBaH npcteH u f: A — B xomomopdu3zam Takas
ha 3a cee s € S Baxu: f(s) € U(B), onAa NocToju TauHo jefiaH XOMOMOpPU3am

f: S 'A— Bsakojuje foi=f.

Iloxkas.

a) Kako je i(a+b) = ¢t =2+ b = j(a) +i(b) m i(ab) = 2 = i%, TO je
i 3amcta xomomop¢usam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je § = 7, mTo je
eKBUBaJIEHTHO ca a = 0, ma je ¢ MOHOMOD(HU3aM.

ra . Fray _ —1

. 6) Tpaxenu xoMoppuzaM f meduHAIIEMO CAa: f(g) = f(a)f(s)"'. Karo
je, 3a cBe s € S, f(s) uaBepTnbunan, opa neduaMIMja uma cMucaa. Oc-
TaBJHAMO UMTAONMMA Ia IPOBEPE Ja je OBO 3aMCTa jefaH JoOpo mnepmHUCAH

xomMoMop¢$u3aMm 1 ma Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a neku npoct unean P, onna ce ymecto (A\P) 1A
kpahe mume: Ap. Basku caeneha Tteopema.

Teopema 76 3a ceaku npocT ngean P < A, npcten Ap je nokanHW NpCTeH.

Ioxa3. ITokazahemo ma je CKym CBUX HEMHBEPTUOUIHUX €JIEeMEHATA UIeaJl.
Onpenumvo uajupe U(Ap):

a

| o

2 € U(Ap) arro mocroje b€ Aute A\ P Tako ma je —
s s
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Hpyrum peunma, ¢ je uaBepTHOMIaH akko moctoju b € A u t ¢ P 3a koje

je ab = st. Yroauko a € P, ouna u st = ab € P, na kako je P npoct ungea,

cremn na s € P, unu t € P, mro Huje moryhe Ha ocHoBy m3Gopa s m t. A
a

3 S
yroamKo a ¢ P, ouna je 2(€ Ap) mnseps enementa %. llakme,

AP\U(AP):{%eAp:aeP}.

YBeprMO ce Ja je OBO 3amcra uneaixy Ap.

Hera cy x,y menuBepTubumau exementu us Ap. To 3maum ma mocroje
erementn a,b € P u s,t ¢ P 3a koje je x = ¢ my = ?. Tana je z +y =

%Jr% = ta:tSb, HO, Kako je P wmpmeaus, ta + sb € P, na je 3amcra u €JIeMeHT
x + y memuBepTuOuian. Ha cauvan HaumH ce moka3yje ma ako x € Ap
HEMa WHBeP3 W ako je z € Ap mpousBo/maH, HU €JEMEHT 2 HeMa WHBEp3.
Sakmyuayjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra unean, na je u npcred Ap JOKAIHU

IPCTEH. O

3a kpaj mamomenumMo ma, ykomauko je S = A\ {0}, y mpcrery S~!A4 je
CBAKM €JIEMEHT Pa3iduuT Ol HyJe WHBEPTUOUIIAH, T€ je, Y OBOM CJIydYajy,
S~'A jemmo mome. OBO moJbe Cce HA3MBA NO/LE PasNoMaka mOMeHa A u 03-
nauaBa ca Q(A). Ha oBaj HauuH CMO HOKa3aJu Oa Ce€ CBAKU JOMEH MOKE
YTONUTKA Yy HEKO MOoJhe. Kao mTo BUAUMO, OBa je KOHCTPYKIUja Yy IMOT-
NYHOCTM AHAJOTHA KOHCTPYKIWU DALMOHAJIHUX OpOjeBa Kao pa3aoMaka
Ha meauM OpojeBuma. Jlpyru BaskaH mpuMep MMaMO Yy CIyYajy OpPCTEHA
MOJIMHOMA, ajiu NeMo ce MpPBO MO3abaBUTU BUINE OBUM IIPCTEHOM.

Jenmo3nauna ¢axkTopu3sanuja y mIpcTreny
MOJIMHOMA

Y 0BOM 0zieJbKy, IPCTEH A je IPCTEH ca jeqHO3HAYHOM (PAKTOPU3AIU]OM.
['maBuu pesyarar y oBom meiry buhe cieneha Tteopema.

Teopema 77 Axo je A fomeH ca jeAHO3HauUHOM dakTopr3aumnjom, oHga je n A[X]
[IOMeH ca jeJHO3HAYHOM (aKTOPU3aLNjOM.

Ho, oBo Huje Tako nako mokaszaru, buhe HaM MOTPpeOHU HEKU IIPUIIPEMHU
pesyaratu. Y masmem hiemo mosme pasaomara momeHa A, Tj. npcren Q(A)
osnauasatu ca K. To je sampaso S™'A, 3a S = A\ {0}.

Iokasxumo majupe caenehy memy.
Jlema 78 Ako je p npocT enemenT y A, oHga je (p) < A[X] npocT ngean.

Ioka3. Heomxommo je ma pasmukyjemo maead pA mpcrena A remepucan
ca p u unean pA[X] koju je mmean y npcreny A[X]. Osaj moTomu maean
je ropenasenenu unean (p). Ilomro je p mpoct emement y A, omma je,
0 paHujuM pesyiararuma, pA mpoct umean y A u A/pA je momen. Mu
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Tpeba ma nokaskemo na je A[X] /pA[X] nmoMmeH. JlerHUMNIMO OpECIUKaBAKE
p: AX] = (A, D] ca:

olag+ar X+ +ap,X") =g +m X + - +a, X",

rhe ca @ o3Haden ejneMeHT a + pA npcrena A/, 4. C obsupom na je mpec-
IUKABaWmE a — a enuMopdusaMm (xomMoMopduszaMm kKoju je ,Ha” mpcrexHa A
Ha mpcreH A/pA), mako ce mpoBepasa 1a je ¢ Takobe jenam emmmopduzam.
Ho, ap + a1 X + -+ + a, X" € Ker(p) axko je a; = 04,4 32 cBe i, Tj.
akko p | a; 3a cse ¢. Ho, y ToMm cayuajy je a; = pb;, 3a Heke b;, na je
ag+ar X+ +a, X" =plbp+b X +---+b,X"). Ho, oBo HAM mOKa3yje na
je Ker(p) = pA[X], Te mmamo mzoMoppu3am A[X]/pA[X] = (A/pA)IX]. Ho,
KaKoO je A/pA IOMEH, TO je U (A/pA) [X] Takobe momewn, Te 3akmpydyjeMo ma
je pA[X] zamcra mpoct ugead. O

Hedpuaunuja 79 3a nonnHom a(X) = ag+ a1 X + -+ + a, X" € A[X] kaxemo
Aa je IPUMUTUBAH ykonuko je NZD(ag,a,...,a,) = 1.

JIema 80 (Taycosa sema) Ako cy f,g € A[X] npumuTueHu, onfa jen f - g
NPUMUTUBAH.

IToka3. [loBobHO je mOkaszaTy na He MOCTOjU IPOCT €JIEMEHT KOJjU NesIu
CBaKM KOeQUIUjeHT moamHoMa f-g. Y CYIPOTHOM, HEKA je€ p MPOCT €JIEMEHT
KOju menu cBaku koedunujent monaunaoMma f - g. To 3maum ma je omma

o(f-9)=0¢€ (A)pa)X], (3)

rue je ¢ ropenasenenu enumopduszam. Ho, kako je f mpumuruBaH, oHIa
p HE MOKe Na Heau CBe merose roepuunwmjente, Tj. o(f) # 0. W3 mcrmx

pasaora je ¢(g) # 0. Ho, xaxo je (A/pA)[X} momeH, 1o je (f)-p(g) #0, a

o(f-g) = w(f) - v(g). Jennaunmna naje KOHTPAAUKIN]y KOja 3aBpliaBa
IOKa3. U

JIema 81 Heka je f € K[X]\ {0}. Tapa:

a) f=c(f): fo. rhe je fo € A[X] npumuTuean nonuHom, a ¢(f) € K je oApe-
DeH 0o Ha vHBepTUBMNaH enemeHT 13 A.

6) c(f-9) =u-c(f)-clg) rae je uc U(A).

Joka3. a) Herka je

ao a1 Gn,
=V Ay xn
f b P X T X

rae a;,b; € A. Axo je d = boby -+ by, onma je jacuo ma df € A[X]. Karo
d3t € A, Moxe ce medunUCATU

ao aq (47%
=NZD(d—,d—,...,d— ] .
c < bO ) bl 9 9 bn )
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Tana je moauaoMm fy = %f € A[X] npuMUTHBAH TONVHOM M UMAaMO 1A je

[ = %5fo. IllokaskumMoO jeIMHCTBEHOCT OBAKBOT TpeJcTaBbama. Heka je
f=ocafi = cofs, vme cy c1,c0 € K, a fi, fo npumuTtuBHA. Y KOJIUKO je
01:%, czzg—; OHIA 13

P D2

—J1 = —J2

q1 q2

MHOYKEIEM Ca 1 H00mjaMo

q@2p1f1 = qip2 fa.

Kako cy fi1 u fo nmpumuTuBHE mOIMHOMU, TO je ¢op; HajBehm 3ajenHUYKU
mesuian KoepunujeHaTa moJInHoOMa gzp1 f1, a q1p2 HajBehu 3ajeqHuYKn neu-
Jan KoedurujeHata moanaoMa qips fa. C 063upoM ma cy OBO jeqHAKU MOIIU-
HOMU, 3aKBYUyjeMO Ha Cy @2pP1 U 1Pz NPUADPY/KEHU eJeMeHTH npcreHa A,
Tj. moctoju u € U(A) Tako ma je qap1 = uqip2, Te je BL = u%, Tj. €1 = ucs,

q1
3a Heru u € U(A).

6) Hexa je f = c(f)fo u g = c(9)go, h = f-g = c(f-9)ho, fo,90,ho €
A[X] npumuruan noausomu. Tama je f-g = c(f)e(g)fogo, e je fogo
npuMutuBaH no ['aycoBoj memu. [lakie,

c(f)e(g) fogo = c(h)ho.
Ha ocuoBy a) mobujamo na je c(f-g) =u-c(f)-c(g), 3a mexn u € U(A). O

JIema 82 [Mpoctu enementn y A[X] cy unm npoctu enemeHtn y A unu npumu-
TneHu nonuHomun s A[X] koju cy Hepactaemuen y K[X].

Hoxa3. Heka je f € A[X] mpoct emement. Axo je degf = 0, onma je
f mpoct enement vy A. Axo je degf > 0, ouma f mopa Outu nmpuMuTH-
BaH moauHOM. HamMme, ako moctoju p koju je mpoct y A m Koju menu
cBe koedumujenre mosmaoMa f, omma je f = ag + a1 X + - + a, X" =
plbo+ 01X + -4+ b,X") u f He Ou 6rO HEPACTABLUB, A TUME HU IPOCT.
ITocraBma ce nurame: Moxke jau f Ourm pacrasipus y K[X]. Ykonuko 6u
TO OMIIO TAKO, Tj. YKOJIMKO OM MOCTOjaJ HEKOHCTAHTHU MOJUHOMU ¢ U h
Tako na je f = ¢g-h, omma Ou, Ha OCHOBY IPETXONHE JIEME, BAKUIO 14 je
c(f) =u-c(g) - c(h), 3a mekn u € U(A). Kako je f npuMuTHBaH HOJINHOM,
To je ¢(f) = 1 (mnm je camo mHBepTMOMIAH Yy A, IITO HE MEHA HUIITA) U
nmasu 6ucmo ma je c(g) - e(h) € U(A). Tana je

f=clg)go - c(h)ho = c(g) - ¢(h) goho
—_
cU(4)

u nobunu Gucmo na je f pacrasius y A[X] mwro nporuspeyn npeTnocTaBuu
na je f mpoct enement y A[X]. Tume cMo mokasanu ma ako je f mpoct ese-
meHT y A[X] Koju HUje KOHCTAHTA, OHIA je OH IPUMUTUBAH U HEPACTABJLUB
y K[X].
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ITokasxkumo cama u apyru cmep. Ako je f mpoct emement y A, omnma
n3 jgeme cienn na je om mpoct u y A[X]. Ilpermocrasumo cazma na
je f mpumuruBan nomumaoMm y A[X] koju je Hepacrasmus y K[X]. TpeGa
nokxazaru xa je od upoct y A[X]. Ipernocrasumo na f | g-h, 3a Heke g, h €
A[X]. Kaxo je f mepacrasmus y K[X], a 0BO jecTe IpCTeH ca je IHOZHAYHOM
(PaKTOPU3ANMjOM U Ty Ce€ MPOCTU U HEPACTABJLUBU €JIEMEHTU MOLYIAPAjy,
ouma f |gy K[X|wma f | hy K[X]. Hera f | gy K[X]. Tana je g=k-f 3a
nexu k € K[X]. Ha ocnoBy neme [BI|umanmo na je c(g) = c(k)-c(f)-u, roe je
u € U(A). Kako je f mpumutusan, To je c(f) =1, ma je c(k) = c(g)-u™! € A,
na je zanpaso k € A[X| u f | gy A[X], te je f upoct enement y A[X]. O

Cana Haj3ax Mo:KeMO mokasatu teopeMmy [77}

IToxa3 teopeme [T7} 3HaMO #a je HOBOJLHO NOKA3ATHU O& CE CBAKH €JIEMEHT
y A[X]\ (U(A[X]) U {0}) moske mpukaszaty y oGIMKY IPOU3BOAA HPOCTUX
enemenara. Hapasro, U(A[X]) = U(A). Mowxkemo mahu pacras on f na
mepacrasipuse y K[X] 3a koju 3mamo ma mocrtoju: f = fi--- fr. Ho, fi =
c(fi)g: tme je ¢(f;) € K, a g; npuMuTuBHU (& HAPABHO 14 CY HEPACTABJLUBU
y K[X] jep cy raksu f;). Haxkie,

f=clfr) c(fe)gr g

Kako cy ¢; npumurusau y A[X]| u mepacrasmusu y K|[X]|, onma cy onu
npoctu exementu y A[X]. Ho, us ropmwe jenmaroctu cnemu na c(f1) -+ c(fi) €
A, a kakro je A mpcreH ca jemHO3HAUYHOM (arropumzanujoMm, moryhe je mahu
dy,...,d, ®oju cy mpoctu y A (a tume um mpoctn y A[X]) Takse ma je
c(f1)---c(frx) = dy---d, e cmo Hajzan nobuau ma je f = dy---drg1- g
1 TO je TpaskeHa (arropumsanuja ox f y IPOU3BOL IPOCTUX €JIEMEHATa U3

A[X]. O

Kao mocnemuny oBe TeopeMe MMAMO UMH-€HUIY Ha cy mnpcrenu Z[X],
Z[X,Y], Z|X,Y, Z]) upcrenu ca jeqHO3HAUHOM (GakTOpU3anmjoM. VIcTakKHUMO
jOII a CMO MOKA3a/id U Aa je MPUMUTHUBAH HoJauHoM y Z[X] HepacraBius
y Z[X] akko je vepacrtasmus y Q[X]

IMpumernmo na axo je f € A[X], omna c(f) € A.

CraB 83 Heka je A npcren ca jeaHosHauHOM ¢akTopusaumnjom, K Heroso noswe
paznomaka n f,g € A[X]. Tapa je NZD(f,g9) = NZD(c(f),c(g)) - d, rhe je
d € A[X] npumuTtuehn nonnHom y A[X] koju je Hajsefin 3ajefiHMukM Aenvnay
nonuHoma f un gy K[X].

Hoxas. IIpe csera, 3aMo ga je A[X] mpcreH ca jeQHO3HAYHOM (AKTO-
pu3zanujoM, Te y HEMYy CBaka IBa eJeMeHTa uMajy HajBehu 3ajenHudknm
nemunarn. Jloka:KMMO HajIpe Oa je HaBeIeHU MOJUHOM 3ajeIHUYKN TeJInIall
nosmmuOMa, f U g.

Karo d|f y K[X], a rana u NZD(c(f),c(g9)) - d|f v K[X] 1o je f =
NZD(c(f),c(g)) - d - q 3a Hekn monuuoMm ¢ € K[X]. Hobujamo na je c(f) =
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NZD(c(f), c(g))e(q@)u, 3a mern u € U(A), nomro je ¢(d) = 1, jep je d upu-
mutusHy mosauaoM. Ho, NZD(c(f),c(g)) | ¢(f), e moxemo na ckparmmo
TuM eseMeHTOM u3 A m mobujamo nma je c¢(q) € A, te q € A[X] u HaBeneHn
nonuaoMm neau [y A[X]. Ha uctu mauun ce mokasyje Oa OH HeJU U g y

A[X].

Hexra je cana D € A[X] nomuuom koju nenu u f u g y A[X]. Tana je
f=Dgq y A[X], Te je c(f) = ¢(D)c(q1)v 3a nekn v € U(A). To 3maunm na
(D) | c(f) y A, jep je ¢(q1)v € A. Taxrobe, ¢(D) | ¢(g) y A n nobujamo na
¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A. Axro ucropuctumo npukas D = ¢(D)Dy, rae je
Dy npumuruBal noavHoM 1 unimenuny na D | d y K[X], jep je d najsehu
3ajemawurn mesmian osux monwmHoMa y K[X], omma D | NZD(c(f),c(g))d
y K[X] u NZD(c(f), c(9))d = DQ y K[X]. Taa jo NZD(c(f),c(g))e(d) =
¢(D)e(Q) - w, 3a wern w € U(A). Karo ¢(D) | NZD(e(f),c(g)) v A, 1o je
NZD(c(f),c(g)) = ¢(D)a, 3a nexku a € A u nobujamo na je c¢(Q) = aw™! €
A. Crora je Q € K[X]| u D nenu nasenenu nonauaoMm y A[X]. Crora ou
ncnymasa 0oba ycuoBa 3a HajBehm 3ajeMHMYKM meawIam W TO 3aBpIIaBa
JIOKa3 OBOT CTaBa. 0.

YrOIUKO je A mpcTeH ca jeqHO3HAUHOM (arTopusanujoM, a K meroso
oJbe Pa3jaoMaKa, OHMAA je moJbe passnoMmaka 3a npcren A[X], sanpaso IIOJLE
PAUMOHAJIHUX ®YHKIMIA y osmamm K (X), maTto ca:

K(X) = {Z(())g ca(X),b(X) € A[X],b(X) # o} .

. X .
Hapasno, oBzne je %X)) KJIaCca €KBUBAJICHIWjE U

= e Ao o a(X)hi(X) = a1 (X)H(X).

IIpumerumo na je K(X) ncroBpeMeHo u moJbe pasioMaka 3a npcred K[X].
Hawuwme, uasepryjyhu cse me-nyna nomunome u3 A[X] Mu cMo uHBEpTOBAIM
U CBe He-HyJle esneMenTe u3 A u Tume nobunu u K.

Unycrpyjmo cras [83] npumepnma.
IIpumep 84 Hahu Hajeehin sajeaHuukn genunay nonuHoma f(X) = 8X5 +
8X* +4X3 +4X2 +4X +8m g(X) = 18X% +24X3 + 12X% —6X — 12 y
npcreny Z[X].
Onpenumo Hajupe ¢(f) u ¢(g) 3a Hamme mOIMHOME.

o(f) =NZD(8,8,4,4,4,8) =4, c(g) = NZD(18,24,12, -6, —12) = 6

n nobujamo na je NZD(c(f),c(g)) = 2. Cnemehe mro Tpeba na ypammmo je
na Habemo Hajsehin 3ajequuurm nennaan opux noauHoma, amu y Q[X]. ITo-
TOM, HOIITO 3HAMO na je Hajsehm menunan onpeben HO Ha mMHBEPpTUOMIAH
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€JIEMEHT, IPeMa, CTaBY Tpeba ma n3abepeMo MOJTUHOM KOjU je TPUMUTU-
Ban y Z[X]. O HapaBHO HE MOpa OUTU MOHUYAH.

Kako pamumo ca roe¢punujentuma y nomy Q, cBu HeHysna neiam Gpo-
jeBu cy naBepTubunuu te je NZD(ma(X),nb(X)) = NZD(a(X),b(X)) 3a cBe
mesie 6pojeBe m,n KOju HUCY jemHaky HyJa. llocTymak HapaBHO U3BOIIMO
EyrknunoBum anropurmom, anu xkopuctehu oBy maejy ma 6ucMo mojemHoc-
tasunu Mebypesynrare. Kako je f(X) = 4(2X5 +2X* + X3+ X2 + X +2),
ag(X)=63X*+4X3+2X%2—- X —2), To EyRaumos aJarneoputaM MOKEMO
NPUMEHUTH Ha OBEe NIPUMUTUBHE MOJUHOME y 3arpanama. [lakie, Tpebdaso
6U 1a 3amoYHeMO mesbemeM moaumaoMa 2X° +2X% + X2 + X2 + X + 2 nosm-
somom 3X?* +4X3 4+ 2X?2 — X — 2 y Q[X]. Hapasmo, Bumumo ma hewmo
omMax mqoburum paszsnomMak. Hewma Huder Jomer y paszjioMOuMa, ajad Paau
JIAKIle padvyHuIle 6ucMo BoJjienu na ux usberumemo. Bumumo na To MOKeEMO
aKO MPBU MOJMHOM TOMHOkuUMO ca 3. To he cBakako matu meo 6Gpoj Kao
Koe(pUIMjeHT Ha IOYEeTKY, all Ce IeJbelme He 3aBpIlaBa y jeTHOM KODakKy
MOIITO je pPa3jinKa y CTENeHMMa OBa ABa mojmHoMma jemnaka 1. Crora ce y
IPYTOM KOPaKy MOKe IMOjaBUTHU PA3JIOMAK. 3aTO je HOTOIHO MPBU HOJIUHOM
HOMHO¥UTH ca 32 = 9.

Haxie, meaumo mouuaoM 18X° +18X*+9X3 +9X2 49X +18 moauHOMOM
3X44+4X34+2X%2—-X 2. To pamumo cTaEgapIHO U JOOUjaMO 14 je KOTMIHUK
6X — 2, a ocrarax 5X> 4+ 19X? + 19X + 14. Cagna momumom 3X* +4X3 +
2X? — X —2 rpeba momenutu moaumHOMOM 5X 3 +19X2 +19X +14. Ia 6ucmo
n36erny pas3ioMke, IPBU IOJIUHOM MHOMKIMO ca 52 = 25.

Haxae, genumo moauaoM 75X % + 100X3 + 50X2 — 25X — 50 mosrHOMOM
5X34+19X2 + 19X + 14. Hobujamo romumanmk 15X — 37 u ocrarax 468X 2 +
468X +468 = 468(X? + X +1). Cama mommaom 5X3+19X2+19X + 14 Tpeba
nonemtu nonuaomoM 468(X? + X + 1), Ho HapasHO na hiemo ra meamuTtn
momuaoMoM X2 + X + 1. Kazma To ypamumo, mobujaMo 42 je KOJMYHUK
5X + 14, a ocrarak je jemuax 0.

Eyrkaunos amropuram HaM 3a TpaskeHU HajBeNum 3ajenHuuRM mesuiial
nmaje TMocTemmyu HeHyJa ocTaTak, a To je moamnoMm 468(X2% + X +1). Ho,
HajBehu 3ajeqHUYKM meauiarn e OuTy Tama W MOJUHOM X2+ X+1 umera
fupaMo 3aTO MITO je OH NPUMUTUBAH NOJIUHOM y Z[X].

Komauno, NZD(f,g) = 2(X% + X + 1) Ha ocHOBY cTaBa . &

Ilpumep 85 Hahu najsefin sajeanunuku genunay nonumoma f(X,Y) = X3 +
XY —2XY?2+ XY +2Y2n g(X,Y) = X* +2X3Y + XY2 + X +2Y3 4+ 2Y y
npcreny Z[X,Y].

Ila 6ucmo mpuMmenuau cTas |83] IpeacTaBUMO HAIIE MOJMHOME Ko MOJI-
HoMme y npcreny Z[Y][X] (makne, oae he ocHoBru npcren outu A = Z[Y])
1 O3HaUMMO TpBU ca P, a apyru ca Q:

P=X34YX% 4 (2Y?4+Y)X +2Y?2,Q = X 2V X3 + (Y2 +1) X +2Y3 +2V.
Tana je ¢(P) = NZD(1,Y,—2Y? + Y,2Y?) = 1, a ¢(Q) = NZD(1,2Y,Y"! +

1,2Y3 + 2Y) = 1. Ocraje ma mabemo majsehwu 3ajemauuru meauaan mosu-
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voma P u Qy Q(Y)[X] n na nzabepeMo TaKaB KOjU je IPUMUTUBAH TOJIUHOM
y Z[Y][X] (mome paznomara npcrena Z[Y] je nome Q(Y)).

[Momennmo mommuoM () momuuomom P. Jlobujamo ronmuauk X + Y u
ocratak (Y2 — Y)X? + (2Y3 — 2Y? + 1)X + 2Y. Cana 6u nonunom P
Tpebasio momenuTu OoBuM ocrarkoM. Jla Gu ce m3bersu passioMuu, Kao y
nperxomaoM, xemuhemo mosuaoM (Y2 —Y)2P tum ocrarkom. Ilocie mocra
pauyHama mobujamo na je kommurmk (Y2 —Y)X — Y3+ Y2 -1, a ocraTax
(YP—2Y442Y3 - Y241) X +(2Y®—4Y°+4Y1-2Y3+2Y). Huje Temko Bumetn
Ia je 0Baj MOJIMHOM IIECTOT CTEHeHa MO Y 3ampaBo IPOU3BOJ MOJIUHOMA
neror cremena o Y u 2Y, Te je ocrarak (Y° —2Y4 4+2Y3 Y24+ 1)(X +2Y)
u y majbeM padyHy MoskeMo kopuctuty X + 2Y (momro je cBaku HeHysa
nosuaOM 1o Y maBepTubmian y Q(Y)).

Ocraso je ma ce nonunrom (Y2 —Y) X2+ (2Y2 —2Y2 +1)X + 2Y noznenu
nosnuromom X +2Y. Ho, nobujamo na je sampaso (Y2—Y)X?+4(2Y3-2Y 2+
DX +2Y = (X +2Y)((Y2-Y)X +1). Hakne, nocaeamu HeHYJIa OCTATAK je
X +2Y u mobujamo ma je To 3ampaBo HajBehu 3aje IHUYKU qeIUIaIl TATUX
IOJIMHOMA. &

Jloka:krMO Ha Kpajy OBOT [Oesia U MO3HATH Aj3€HIITAjHOB KPUTEPU]YyM
38 HepacCTaBLUBOCT mojuHOMa un3 Z[X| y npcreny Q.

CraB 86 (AjzenmrajuoB kpurepujyM) Heka je A npcreH ca jejHO3HAaUHOM (ak-
Topuzaunjom, K weroso nosse pasnomaka u f =ag+ a1 X + -+ a, X" € A[X]
TakaB Aia MocToju NpocT enemeHT p € A 3a Koju Baxu:

L. plao,plai,...,p|an—1,p1 an;
2. p2)[a0,
oHpa je f HepacTasmue y K[X].

Hoxa3s. IIpernocrasumo na je f=g-h y K[X], nupu uemy je degg,degh <
deg f. Tama je c(f) = c(g9)c(h)u, 3a mexn u € U(A). Kako je f € A[X], o
je c(g)e(h) € A u mobujamo na je f = c(g)goc(h)ho = g1ho, npu uemy je
g1 = c(g)c(h)go € A[X]. Harne, umamo ¢axropuszamujy f = gihy uy A[X].

Uckopuctumo cana xomMoMopdu3aM ¢ U3 IOKa3a JeMme Axo ca @
O3HAUMMO CJIUKY €JEMEHTA 4 Y A/pA[X]7 oHma mMaMo ma je f = a,X", a
Kako je f = gihi, oHIA je G, X" = Gih1, U3 Yera caeau a3 je g1 = ¢X*, a
hi = dX" . Ho, To 3maun na je cBaku KOe(UIUjEHT MOIMHOMA §1 U fi, CEM
HajcTapujer, nesuB ca p. llocebHO cy m ci060qHN YTAaHOBU AEJPUBU Ca P,
ma je ag mesbuB ca p? mTO mpoTuBpeun npernoctasm. CTora 3aKbydyjeMo
na je f mepacrasmus y K[X]. O

IIpumep 87 Heka je p mpoct 6poj. Ilokasatu ma je mommuoM a(X) =
XP=l 4 XP=2 4 ... X 4+ 1 € Z|X] mepacrasmus y Q[X].

Jacuo je ma je monuuoM a(X) HepacTaB/LUB AKKO je HEPACTABILUB MOJIMHOM
a(X +1). Hanwme, aro 6u nonunom a(X +1) 6uo pacrasibus, oHAa 61 61I0
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a(X +1) = b(X)e(X), 3a nerke monuuome a(X) u b(X), HO U3 oBOra ciemn
ma je a(X) =b(X — 1De(X — 1) = a1(X)b1(X). Kako je

(X — Da(X) = XP 1,

TO je
p p—1
Xa(X +1)=(X+1P-1=) <pfk)ka 1= <pfk>xpk.
k=0 k=0
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pxXP~2 4 @)XP?’ -+ p.

Kako 3a cee 1 < k < p—1 Baxu na p | (’,;), ap’f{puptl, T0 je mommHOM
a(X + 1) mepacTtaBmpus 1o Aj3eHIITAJHOBOM KPUTEPUjyMYy. &

3a ucumuTUBame HEPACTABBUBOCTY j€ KOPHCHA U IPOBEPA Ia JIU IOJU-
HoM u3 A[X]| uma myny y K. EBo cTasa koju HAM y TOMe HOMAaKe.

CraB 88 Heka je f(X) = ap, X" + -+ a1 X + a9 € A[X], roe je A npcTen
ca jegHosHauHoM dakTopumsaumjoM. Ykonuko cy b,c € A Takeu fa je ¢ # 0,
NZD(b,c) =1 wn f(b/c) =0, onpa b | ag n ¢ | ay,,. MNocebHo, ako je f(X) moHnuaH
MONMHOM, OHAA je CBaka Hyna TOr MofnHOMa Koja ce Hanasm y K sanpaso y A.

Hoxas. Axo je f(b/c) =0, onna umamo

b\" "t b
an | =) +an |- ~otar (=) +a=0.
C C C

Muo:kemeM ca ¢ mobujamo
anb™ + an_ 10" te4 -+ arbe™ !+ agc® = 0.

Onasne nobujamo na b | agc”, a ¢ | a,b™. 3 yumenune na je NZD(b,c) =1
caemu na je u NZD(b,¢™) = 1, Te, kKao u panuje, 3axmydyjemo na b | ag. Ha
AHAJIOTAH HAUWH nobujamo ma ¢ | a,. Axo je f(X) MoHMuYan moamHOM, Tj.
ako je a, = 1, ouna u3 ¢ | a,, caenu na je ¢ € U(A), Te je b/c € A. O

Pamupema mosma

Yronuko je mome I campskano y momy F, oHma kKakeMo Oa je moJjne
E PAIMPEWRE nosma F. Cneneha Baskna teopema omucyje KporekepoBy
KOHCTPYKIM]Y KOjUM Ce MaTO MOJhe MPOIUpYyje MO HOBOTI IMOJba A0JaBAH-
jeM Hyza HepacTaBpUBOT mojuHOMAa. IIpe masmser ynrama, OIpemopyka je
[a YUTAOIM NMOHOBe rpaauBo u3 JlumeapHe anredbpe — mojaM BEKTOPCKOT
NIPOCTOPA, JIMHeapHEe HE3aBUCHOCTU BEKTOPA, 0a3e U AUMEH3Uje BEKTOPCKOT
IPOCTOpA.
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Teopema 89 Heka je F' nome n a(X) € F[X]\ {0} HepacTaemus nonvHom.
a) E= F[X]/<a(X)> je nosve.

6) lMNosme E caapxu notnosbe nsomopdHo nosmwy F.

)
8) MonuHom a(X) nma Bap jeaHy Hyny y nomy E.
r)

Ha ocHosy a) moxemo cmatpatu fa je F' C E. Taga ce E moxe Bugetu u
Kao BEKTOPCKWM NPOCTOp Haj nosbeM [’ 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jeAHaKka je
creneny nonnHoma a(X).

Hoxa3. a) Kako je a(X) mepacrasmus, 1o je nmean I = (a(X)) marcu-
MaJIaH y CKYIy CBUX riaBHux uzeana. Ho, y upcreny F[X] je cBaku mnean
rnaBuau, Te je I makcumasan uneaa. Crora je E mosse.

6) Hepurnmumo xomomoppusam f: F' — E ca f(a) =a+1 3a a € F.
Jlako je mpoBepuTH na OBO jecTe jemaH xoMmMoMop¢usam. Kaxo cy je-
IuHA npeasan y Ma koM moiby {0} m meno mosme, TO 3akmbydyjeMo ma je
Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, aau He MOKe OUTH jeIHAKO LEIIOM
MOJbY MOIITO CE MPU XOMOMOPQU3MY jeIUHUIA CIWKA Yy JeAUHUIY, a He Yy
wyny). Hakae, xomomop¢usam f ycmocrasia uzomopduszam usmebhy F u
cnuke on f, koja je mormosse on E. Y mamem mpentuduryjemo I u caury
f[F], pamau jemHocTaBHMjer mucama, Tako aa lemo, uaMehy ocTaior, yMecTo
a—+ 1, 3a a € F ntucatu camo a.

B) Youumo enxemenr X + I y E. O3smauumo ra ca X. Yronuko je
a(X)=ap+ a1 X +--- 4+ a, X", nobujamo na je
a(X) = ap+a1 X+aa X4+ - +an, X" = ag+ay (X+1)+ao(X+1)2+ - +an(X+1)",
=(ap+a X +aX?+ -+ a, X" )+ T =a(X)+1=1,
Te mobujamo ma X saucra amynupa monuHoM a(X).

r) Kako F canpsu nornome F' uzomopduo ca F, 3aucra ca anrebapcke
TayKe MOXEMO cMaTrpatu na je F' C E. Y oBoM ciIydajy KakeMO M Ia
je mome E jemno PAIIUPEWE mosa F. Hapasmo ma esnemente moma F
MOKeMO cabuparu, anu, ¢ ob3upoMm na je F' C E, MOKeMO UX U MHOXKUTU
enementuMa u3 F. Ha ocHoBYy cBojcTaBa omeparnuja y momy F mobujamo ma
je E 3amcTta BeKTOpCKU mpocTop Han F'. JluMeH3Mjy TOTr mpoCTOpa 30BEMO U
CTEIIEH PAIIMPEWKA nosba E wan F' u o3nauasamo ca [F : F|. Ham 3anatak
je ma moraskemo ma je [E: F] = dega(X). Hokazahemo 3anpaso na je

M+1L,X+1,.... X" 41
jemna 6a3a mpocropa E yronurko je momuuom a(X) crenena n.

{1+I1,X +1,...,X" ! + I} je remeparpuca. YOumMO Ma KOJjU €JEMEHT
p(X)+ 1€ E. Tana je

p(X) = q¢(X)a(X) +r(X),
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rae je r(X) =0, unu je degr(X) < dega(X) =n. Haxrme,
T‘(X) =70 —+ 7’1X + -+ Tn_anil,

e HapaBHO HEKW, Ia M CBU, Koedurmjentu 7; € F' mory outu jemuaru 0.
Ho, Tana je

p(X) + 1 = (¢(X) + D(a(X) + 1) + (r(X) + 1),
Te je
pX)+T=ro(l+ D)+ (X +I)+ - +rp (X" +1).

Bakmyuyjemo na 1+ 1,..., X" ! + I 3ancra remepumy E.

Jluneapua meszasucuocT. Heka je
co(l+D+a(X+D+ -+ (X +1)=0+1,
3a Heke ¢; € F'. Tana je
(co+er X+ e XY +T=1,

Te
co+e X+ Fep 1 XV el = (a(X)).

Ho, nonunom a(X) je cremena n 1 oH Moke na mesaut noauHoM co+c1 X +-- -+
cn—1 X" jenuno axo je co+c1 X+ -4cn_1 X" ! =0. Ho, To yupaso 3uaun
maje cg=c =--=c,_1 =0, Te 3akmyayjemo na cy 1+ 1,..., X" L4+ T
3aUCTa JIMHEAPHO HE3aBUCHU. O

Hamomena 90 [lNpumerumo fa je, ka0 BEKTOPCKM MpOCTOp Haf nomem F', noswe
E 13 npetxoaHe Teopeme usomopdHo ca F": E = F". Ho, anpekTaH npoussoA
no/ba HWKaja Huje nosbe, jep Ty yBek umamo Jenuterse Hvyne: (1,0) - (0,1) =
(0,0). Papm ce o Tome wTo oBfe Ha F™ onepauujy cabupara 3ancta epuH-
MLLIEMO MO KoopAMHaTama, anu je onepaumja MHOXeHa 3ajaTa Ha Apyraunjn HauuH
- Ty kopuctumo nonvHom a(X). Haume, ga BucMmo Hawnu NpovssoA N-TOPKU
(g, 1, -« -yan—1) - (Bo, B1,---,Bn—1) 13 F™, M1 HanasnMo ocTaTak npu Jesberby
nonunoma (ag+a1 X +---+a, 1 X" 1) (Bo+/ X+ Br1 X" 1) nonuHoHom
a(X) v ako je Taj ocTaTak nonanHoM Yo + 1 X + -+ -y, 1 XL, Taga je

(g, a1, ...y 0m—1) - (Bo, Biy -y Bn=1) = (Y0, V13- -+ Yn—1)- &

VckopucTumo ynpaBo DOKa3aHy TEOPEMY Oa KOHCTPYHUIIEMO IoJsbe on 4
enemenTa. [Ipumerumo na Z, jecre KOMyTaTWBaH IPCTEH, AKX HAPABHO Ia
na Huje moJbe momTo y Zg Baxku: 2-2 =0, a 2 #0.

ITpumep 91 KoHcTpymncaTu nosbe, Koje uma TauHo 4 enemeHTa.
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Kako oso ussectu? Ilpe cera, mu 3HaMo na je Zg moJbe U Oa UMa 2 ejie-
MeHTa. [IperxonHa TeopeMa HaM Kaske na ako HaheMO HepaCTaBILUB IOJU-
HoM a(X) € Z3[X], roju je crenena n ouma he Zo[X]/(a(X)) Gutn mosmse,
KOje je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU HPOCTOP Hanm Zy mumen3uje n. Ilakiae, To
[IOJbe je KAaO BEKTOPCKU IIPOCTOD Han Zs m3oMOpdHO Z5, Te uMma 2" eje-
menaTta. Hama je morpebHO mosbe ca 4 ememenrta, Tj. morpebanH HAM je
HEPACTaBJ/LUB MONUHOM 13 Zo[X| cremena 2. TakaB MOIMHOM HAPABHO HUje
temko wahu. To je momuuom a(X) = 1+ X + X2, Kaxko je To momunOM
APYTOT CTENeHa, OH je HePaCTAB/LUB aKO M CAMO aKO HeMa HUjenHy HYIy Y
Zs, a raro je a(0) =1 u a(l) = 1, To je 3aucra ucnymeno. lakie, name
nome [y je maro ca

Fa=Zo[X]/(x2 4+ X +1)-
Osmaunmo ca 7 erement X + (X2 + X + 1) y osom nomy. Jlobujamo na je

F4:{O71a7771+77}

Kako y momy Fy Basm: n? = 1417 (3amTo?), MOKEMO HAMCATH U TabJIHAIe
cabupama U MHOKEHA y TOM IIOJbY.

+| 0 1 n 147 o 1 n 147
0 0 1 i 1+7n 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 1+mn
n n 1+mn 0 1 n|0 n 147 1
14+n|1+7n n 1 0 1+7|(0 1+n 1 n

YKoIMKO, mak, »KeJIuMO na IpUKakeMOo nosse [y Kao CTPYKTypy KOjy YuHe
ypebenn nmaposu u3 Zg, OHZa MMaMO, Ha OCHOBY IIDETXOJAHE HAIOMEHE, I3
cy omeparnuje 3anare Ha cienehu HaduH:

(@0, 1)+ (Bo, B1) = (a0 + Bo, 1 + Br)
(oo, 1) - (Bo, 1) = (ofo + @161, aofi + a1 By + a1 f1),

jep je ocrarax memema mommHOMa (g + X ) - (B + 31X ) mommrOMOM X2 +
X + 1 jemmar apfo + @181 + (apf1 + @180 + a151)X. Osme cmo HApaABHO
ropuctuim na je 1 = -1y Zs. &

Bparumo ce monoBo ma Tteopemy. IIpermocraBumMo na HaM je maT HEKU
noauaoM a(X) € F[X] rze je F mero nome. Taj moamHOM HAPABHO HE MOPA
UMaTH JuHeapHy (¢axkropmsanujy zHan moseMm F. IlocraBma ce murame: na
au mocroju Heko nosme E xoje canpswu nome F u y kome ce nonunom a(X)
¢darropunie Ha auneapue dakrope? To 3amcra jecTe TAUHO U TPETXOTHA
TeopeMa HaM MOKa3yje U MyT JOKa3a.

ITocanemuuma 92 Heka je F nome n a(X) € F[X]. Tapa noctoju pawupere E
noma F'y kome ce nonuHom a(X) dbakTopuie Ha nuHeapHe pakTope.

Joxa3. JacHo je ma MOkeMO Ia MPEeTIoCTaBuMO 1a je moaunaoM a(X ) Hepac-
TaBJbUB, MOMITO OMCMO y CYIPOTHOM HErOBY (aKTOpPU3ANUjy HOOUIN TAKO
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mTO OMCMO HAIIJIN palIpene ¥ KOMe CBU K,eI'OBU (PaKTOPU MMA]y JIMHEADHY
(axTopuzanujy.

Ha ocmoBy moraszame Teopeme, moctoju mosse E’, Koje je pammupeme
noma F, a 'y kome nomuuaom a(X) uma 6ap jenmy Hydy, Ha30BUMO je . To
sHaun na y F'[X| Basku darropusamuja

a(X) = (X — a)b(X),

rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n — 1. Yrouuro cana b(X) pacrasumo Ha
HepacTaBmbuse Qakrope y E'[X], HA BUX MOKEMO IPUMEHWTH IPETXOIHO
3aKpydMBame. Tako Iponec HACTABILAMO CBE JOK HEe NODeMO IO JMHeapHEe
¢parxropusanuje. JacHO je ma ce mPOmEC MOPA 3aBPIIMTHU IOWITO y CBAKOM
Kopaky mobujamo 6ap jeQHy HOBY HyJy HOYETHOI HOJIMHOMA, a OH HU y
JEIIHOM TIOJLY He MOKE€ MMATH BUIIE O 7 HYJIA. O

Heka je B KOMyTaTUBHU NPCTEH ca jemuaunoM, A meros mornpcred (ca
jemnuuunom mapasuo) u b € B\ A. Kako onpenuTtu HajMamu MOTIPCTEH O
B xoju canpxu u A (kao moxckyn) u b kao esement? OuwurienHo je na
TaKaB IPCTEH MOPa Oa CAIDPKU U CBE CTEleHe o1 b, Kao U CBe eJeMeHTe
obnuka ag+a1b+asbh?+- - +a,b™ voe a; € A. Ilakie, MOpa 18 CALDIKU CBE
enemente obnuka p(b), roe p(X) € A[X]. Ho, To je 3ampaBo u JOBOJBHO,
Tj. TPAKEHU HajMakbU TOTIPCTEH je

Afp] := {p(b) : p(X) € A[X]}.

Hawuwme, A[b], oBako medurucan, je 3amcrta nornpcrer on B (ounrienHo je
na je AC A[bl u b e Ab)):

p(b),q(b) € Ap] = p(b) — q(b) = (p — q)(b) € A[b];

p(b),q(b) € Ap] = p(b)q(b) = (pq)(b) € Alb].
Yromuro je F mormome on E u a € E\ F, ouna ca Fla] o3rauaBamo
HajMamU TOTOPCTEH Koju canpsxiu F um a, a ca F(a) mHajMame moTmnomme
Koje canpsxu (kao csoje mornome) F u a (kao ¢Boj enement). Ilocrasma
ce mpupoaHO murame: kKana je Fla] = F(a)? Ipyrum peduma, UHTEpPECY]je

HAC y KoM je cayuajy npcren Fla] nome. Huje Temko mahu jenan morpeGan
ycnoB 3a to. Hawmme, rako je

Flo] = {p(a) : p(X) € FIX]},
& CBAKU eJIeMEHT [10Jba, KOJU je PA3INYUT OX HyJle MMa WHBED3, TO U eje-
MeHT « € Fla] uma unBep3 y Fla], 1j. mocroju a(a) € F[X]| TakaB na je
a-ala) =1. Axo je a(X) =ap+ a1 X + -+ + a, X", T0 nobujamo na je

ana™ ™t 4+t a0 +aga—1 =0,

Tj. mocroju monuuoMm p(X) € F[X]| Ttakas na je p(a) = 0.
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Iedwmuumnuja 93 Heka je F' notnome o F ua € E. Tapa je a anrebapcku Hafj
F ykonwko noctoju nonudom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Iaxkne, Bumenu cMo na je morpeban ycioB ma npcred Fla] 6yme mome ma

je a anrebapcku van F. Ho, To je u moBossaH ycios.

CraB 94 Heka je F notnome o F v o € E. Tapa je F[a] nome ako 1 camo ako
je o anrebapckn Hag F.

IToka3. Jemam cmep cmo Beh mokazasmu. Ocraiio je ma ce mokake na u3
unmeHnne na je « anarebapcku Han F ciemm na je Fla] mome. Kako je o
asnrebapckn Han F', nocmarpajmo unean I < F[X] nedpurucan ca:

I={a(X) € F[X]:a(a) =0}.
Huje Temko nposepuru na je I 3aucra unean. Kako je ceaku nnean y F[X]
[JIABHM, TO [OCTOJU MOHUYAH IIOJIUHOM i (X) 32 koju je I = (lq).

ITpumeTnMo na je mMOMMHOM [i,(X) HepacTaBmuB. Y CYOPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a nere mHeroncrantHe noausome a(X),b(X) uz F[X].
Ho, rama je a(a)b(a) = po(a) =0, na cremu na je a(a) = 0 umm b(a) = 0.
Ykouuko je mup. a(a) = 0, mobunu 6ucmo ga a(X) € I, re ce nobuja na
ta(X) | a(X), mro muje moryhe jep je a(X) monuHOM cremeHa Mamer o1
crenena nosuHOMa i, (X). Coumuno ce mobuja m y cayuajy ma je b(a) = 0.

Cana mocMaTpaMo XOMOMOD(pU3aM
f: FIX] — Fla]

nepunucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopduzam f je ouuraemuo ,Ha”, a
Ker(f) = 1. Crora nobujamo na je

F[X]/, = Fla].

Ho, kako je uo(X) mepacrasmus nonusom, F[X]/f je nome, na je u Fla]
Takohe moJne. O

IIpumerumo ma cMO y OKBUpPY AOKa3a OBOT CTaBa MOOWIM U 1Oa je
[F(a) : F] = deg ia(X).

IMosmuroM i (X) M3 OBOT cTaBa 30BE CE€ M MUHUMAHU MONUHOM €JIEMEHTa
a. Baszy 3a F(a) man F uume enxementn 1,q,...,a" !

deg fia (X).

ITpumep 95 Heka je a = V2 + /3.

VKOJIMKO je N =

a) Mokasatu pa je a anreBapckun Hag Q.

6) Hahin munnmantu nonuHom 3a o Hag Q.
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8) Oppeantn —i= y oBnuky p(c) 3a Hekn nonmrom p(X) € Q[X].

a) Habumo mosumoM Koju esement o amymupa. Kaxo je a—+/2 = /3, To je

(@=v2? = 3

a?—20V2+2 = 3
a?—-1 = 204\/5
(@®—12 = (2av2)?

at—2a%4+41 = 82

a'—10a?4+1 = o.

6) TokamuMo ma je MUHUMAJHE IIOJIWHOM €JIEMEHTAa (@ 3anCTa MOJUHOM
X% —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemmno Tpeba mokazaTu je oBaj
noauHOM HepacTassbus Han Q. Kako ce pamu o moaMHOMY 4YeTBPTOr CTe-
MeHa, YKOJWKO je OH paCcTaBJ/bUB, OH C€ pacTaB/ba WM HA MPOM3BOI IOJU-
HOMAa TPBOT CTENEHa M NoJuHOMa Tpehier cremema, mam Ha TpPOU3BOMI IBA
MOJIMHOMA, IPYTOT CTEHeHaA.

(X)) je mpousBoJ mOJIMHOMA IPBOT CTemeHa W moiaumHoMa Tpeher cremena
man nosmeM Q. To smauu ma pu(X) uma myny y Q. Ho, ako monunrom

an X"+ -+ a1 X +ag

“Ma pauoHAJHY Hyxay r/s (rae je r/s HeCKpaTuB Pa3ioMak) OHZLA T | ag U
s | a,. Kako je y mamewm cayuajy a, = ag = 1, 0 je s =1, a karo je ag = 1,
TO 7 MO:ke Outm camo 1 mim —1. Ho, vu 1 am —1 HEUCY HYyJe TOJMHOMA

1(X).

1(X) je mpomsBox mBa MOJMHOMA APYror cremeHa. lakie,
w(X) = (X?+aX +b)(X? + cX +d)

(rako je wu(X) MOHMYAH, MOYKEMO HPETIOCTABUTU Aa Cy U TU IIOJIUHOMU
mouuunn). lobujamo (u3jennavasamem omropapajyhnx koepunujenara)

a+c = 0 (4)

bt+ac+d = -10 (5)

ad+bc = 0 (6)

bd = 1 (7)

Uz ([4) nobujamo na je ¢ = —a. Tama us (6]) cremu ma je a(d —b) = 0.

Pasmorpumo nBa ciryuaja.

a=0. Taga je u ¢ = 0 u mobujamo ma ce cucTeM CBOIU HA IBE jeTHAUNHE

b+d = —10 (8)
bd = 1 (9)
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U3 (9) cnemn na je d = 1/b (curypro Hu b Hu d HUCY jemHAKM Hyin).
3aMeHOM y u cpebuBameM 100MjaMoO KBaIPATHY jeTHAUMHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemnaumnue cy nmata ca:

10+ /96

b2 5

ITo npernocrasmu b € Q. Kako je v/96 = 41/6, no6unu 6ucmo na je v/6 € Q.
OcraBimaMo ynTaonuMa ma MOKaKy Aa OBO HUje Moryhe.

a # 0. Y oBom cayuajy je b = d. U3 jenmauune nobujamo na je
be {1,—1}. 3amenom y (ysumajyhu y o63up ma je ¢ = —a) mobujamo
nma je a®> = 12 unu o? = 8. Ilo mpernoctasmu je a € Q ma 6u u3 a? = 12
caemuio na /3 € Q, a u3 a® =8 na je V2 e Q. Kako HEM jemHo HU OpPYyro
HUje TauyHO 3akbyuyjemo na je u(X) mepacraBsus.

B) 3a Halaxkeme %ﬁ MOKEMO KOPUCTUTU METOX HeonpeheHux Koedumuje-

wara. Haume, 3samo ma mocrtoje a,b,c,d TakBu na je

1
a+3

=a+ba + ca® + do’. (10)

ITorpe6ro je ompemutu roeduuujente a,b,c,d. M3 (10]), muO%emEM 066
cTtpane ca « + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ ca’ + da?). (11)

Yaumajyhu y o63up ma je a* = 10a? — 1 u ma cy 1,a,0?,a3

mesasucHu "Han Q, mobujamo

JINHEAPHO

3a —-d =1
a +3b = 0
b +3c +10d = 0

c +3d = 0

Kao pememe ce mobuja: (a,b,c,d) = (%7—%, —%, %)

Mu cmo sanpaso nobumm na je Q(a) = Q[X]/(X* —10X?%+1). Crora je
nome Q(a) xKao BekTopcku mpoctop Hax Q mzomopono ca Q*, a omepamnuja
MHOKEHha IaTa je ca:

(a0, a1, a2,a3) - (Bo, B, B2, B3) = (B0 — a1f3 — B — azB1 — 10a3 33,
apB1 + a1y — aefls — azfa, apfe + @11 + azfo + 10y B3 + 100252 + 10361,
apf2 + 11 + azflz + 1001 83 + 10282 + 10a3 81 + 99a3 53,

o3 + a1 B2 + azf + azfo + 10 B3 + 10a332).
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Jacuo je ma je m3 oBe (hopMyJie BeoMa TEIIKO IPOBEPUTU A& CMO 3aUCTA
nobusu noswe! O Hajakemy MHBEP3a U Ja HE TOBOPUMO. &

Ilakie, Bumeam cMO na Cy O IMOCeOHOr 3Hadaja 3a TEOPHUjy PaIllupema
0Jba OHUM €JIEMEHTU KOjUu Cy ajredbapcku HAL HaTUM IOJHEM.

IMepuuumuja 96 3a pawupewe I nomwa F' kaxemo Aa je anrebapcko paluviperse
ako je ceaku enemeHT u3 E anrebapckn Hag F.

3a pamupeme F mosma F KakeMoO [a je KOHAUHO PAIIUPEHhe YKOJIUKO je
FE BexTopcku npoctop Han F', Koju je KOHAUHE OUMEH3UjE.

CraB 97 Csako KOHauHO pawimpere je anrebapcko.

Hoxa3. Hera je [E: F] =n. To 3naun na je E n-muMeH3MOHAIHU IPOCTOD
HA mobeM F'. Y3MuMo mpou3BOLHU eleMeHT o € F u moKaykuMo na je OH
anrebapcku Han F. Kako je mumMmeH3uja mpocTopa jeIHAKa M, TO jeé CKYII
Bekropa {1,a,...,a"} CUrypHO JUHEADHO 3aBUCAaH CKyI BekTopa. Haume,
axo Mehy muma mva jemmakux, Tj. axo je of = ol 3a mexe 1 < k <1 < n,
orma je af —al =0, Te je ¢(a) = 0 3a mommmowm ¢(X) = XF— X! € F[X]. Axo
Cy OHU CBU Pa3JIUYUTHU, IOUITO UX MMa Bumie on n = dimp E, oHu Mopajy
OuTw; JuHEaApHO 3aBUCHU HaL F', ma mocrtooju ag,...,a, € F' TakBu na je

apl + a1+ -+ aa™ =0,

HO, TO yupaso 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Harne, enement « je anrebapckn Han F. O

Cuenehu craB je kopucras.

CraB 98 Heka je E koHauHO pawupere nomba F', a nome F KOHauHO palumperbe
nomma GG. Taga je nosbe E KoHauHO pawmperse noba G 1 BaXu:

[E:G]|=[E:F]|-[F:G]

Hoxas. Heka je [f1,..., fn] 06a3a 3a Bekropcku mpoctop F' Hanx mome G,
a le1,...,en] 6a3a 3a Bekropcku npocrop E man momem F. Iloramumo na
je lerfi,-- - emfi,e1fa, ..., emfn] 6a3a 3a BekTopcku npocrop F Hazx mojbeMm

G. To he maMm mokazaTu TPasKeEHO.
Horasknmo na je cryn G = {eifj 1< <m,1 <5< n} TeHepaTpuca ca

BekTOpCcKU npoctop F man momem G. Heka je e € E. Kako je [e1,...,en]
Gasa 3a F man F, To je e = Y ", ae;, 3a Heke oy € F. Kaxko je [f1,..., fn]
6a3a 3a F manm G, To 3a cBako ¢ € {1,...,m} mocroje f;; € G 3a koje je

a; =3 ;1 Bijfj. Tana nmamo na je

e= ZZﬂijfjei = Z Bijeifs,
=1 j=1

1<is<m,1<j<n
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ma uMaMo 1a je ckyn G jenna reneparpuca 3a F wan G. Ila 6Gucmo moka3zayu
[a je TO JMHeapHO He3aBWCAH CKYI BEKTOpa, mobumo onx pemanuje

Z Bijeif; = O0p.

1<i<m,1<5<n

Axo je a; = ijl Bijf; € F, nobujamo na je

m
E o;€; — OE.
i=1

Kako je [e1, ..., en] 6a3a 3a F van F, onga uMaMo 1a je a3 = -+ = @y, = Op.
N3 penamuje «; = 0p umao na je ijl Bijfi = 0p. Ho, [fi,...fn] je Baza
3a F man G, ma mobujamo ma je B;; = Og 3a cBe 4,j Te 3amMcTa €JIEMEHTHU
ejf; uune 6a3y 3a F man G. (]

TeopeMa 0 IPUMUTUBHOM €JIEMEHTY

HMepuuumuja 99 Heka je A komyTaTueHM npcteH ca jegunuuom. pcten A nma
KapakTepucTuky n > 0 YKONMKO je n HajMaku Mo3uTMBaH Bpoj 3a Koju je

nlg=1a+--+14 =04.
—_——

n

Ykonuko je k14 # 04, 3a cee k > 0 kaxemo fa je A kapaktepucTuke 0.

3a moJka uMja je KAPAKTePUCTUKA HEKU MO3UTUBAH 11e0 OPOj KaKeMOo aa Cy
0Jba KOHAUHE KaPAKTEPUCTUKE.

CraB 100 KapakTepucTuka csakor nosea je unu 0 unu npoct 6poj.

IToka3. Heka je K moJsbe KOHauHe KapaKTEpUCTUKE n. AKO n He Ou O6uo
npoct 6poj, 6busno 6m n = a- b, 3a Heke a,b > 1. Ho, Tana je

OA = nlA = (ab)lA = (alA)(blA).

Ho, kako y momy HEMa IpaBuXx JeauTesba HyJe (IOHOBUTE OCHOBHE CTBAPU
o mosmuma u3 Asrebpe 1), cnenu na je aly = 04 unu bly = 04. Ho, rako
cy " a 1 b mO3UTUBHU OPOjEeBU MAWHU O 7N, TO TPOTUBPEUU UMEHEHUIN A
je K rapakrepuctuke n. 3arbydyjeMo ma n Mopa OUTH IpocT 6pOj. (]

IIpumerumo ma y momy kapakrepucture 0 3a mese 6pojeBe r, s BAXKU 1a
je 7lg = sl arko u camo ako je r = s (pasMucauTe 3aITO je OBO TAUO).
Tunuuas mpumep mosma kaparrepucture 0 je mosse Q, a mosma kKapakTe-
puctuke p je nomwe Z,. Ho, Hucy oBa mosba caMO TUNMYHN IPUMEDPH.
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CraB 101 [lome je kapakTepucTunke 0 ako 1 camo ako CafpXU1 Kao CBOje NOTMObE
nosse nsomopgHo ca Q, Aok je nosbe KapakTEPUCTUKE P aKO W CaMO aKo CaApXu
Kao CBOje MoTrnosbe Nosbe N3OMOPGHO ca Zy,.

Ioka3. Heka je K mome kapakrepuctuke 0. To 3maum na je nlx # 0k 3a
cBe mo3uTuBHE 1ese 6pojese n. OcuMm Tora, 3a my, mg € Z uny,ne € N\ {0}
BaYKU:

my mao . _ _
— = —= ako u camo ako je (milg)(nilg) ™t = (malg)(nelg) ™t
ni n2
Hawnme, 7;‘—11 = %2 aKO M CaMO aKoO je ming = meoni. Ho, ¢ ob3upom na

je K moje KapaKTepUCTUKe HyJa OBO je eKBUBAJEHTHO ca (ming)lx =
(mony)lg, Te u ca (Mmilg)(nolg) = (molg)(ni1lk), WTO je KOHAYHO €KBU-
BasenTHo ca (mili)(nili) ™' = (molk)(n2lk)™t. To smaun ma je f(2):=
(mlg)(nlg)~! nobpo zamara dpynrmmja f: Q — K 3a Kojy ce mako mposepu
na je jeman xomomop¢duzam. Ho, ¢ 063upom na je Q mome, jearpo oBor xo-
momoppusma je {0} (jesrpo je yBek mmeas, a MOWTO Cy jeNUHU WIEAIU
y TOJY TPUBUjaJHU, OBAj WUACAJ je Hysa uaean), Te je [ mzoMmopduszam
u3smehy Q u cBoje cimke Koja je TpaskeHO moTmnosme on K.

Cuyuaj KOHAUHE KAPAKTEPUCTUKE Ce Ha CIANYAH HAUMH MOKE OOPAIUTH.
Hera je K mome rapakrepucTtuke p. MokeMo 3amaTyé XOMOMOpPGQU3aMm
npcrena g: Z — K ca g(m) = mlg (yBepure ce ma je 0BO 3amcra XOMO-
mopduzam). C o63upom na je kapakrepucTuka noma K jeanaka p, nobuja
ce Ia je je3rpo OBOT XOMOMOp(U3Ma KOeas I'eHEePHCAH IMPOCTUM OpojeM
p. Crora je Z/pZ “30MOP(HO CIMIM XOMOMODP()U3Ma ¢ MTO je U TPaKEHO
noTnosse on K mM30MOP(HO HOBY Zp. O

Beh cmo ce ynosmaau ca pamupemuma obnuka F(a). Ho, ako 8 & F(«),
Moske ce (popmuparu u pamwmpeme F(«a)(8), roje ce rpalie ozmauasa ca
F(a, ). Onmruje, mmamo u pamupema F(ai, ..., ay).

CraB 102 Heka E pawwupere noma F. OsHaummo ca F cee enemenTe us E koju
cy anrebapcku Hag nomem F. Tapa je F' noTtnosse noma F.

Iokas. Jacuo je ma je 1p = 1p € F. Tpeba mokasaTu na U3 YUH-CHUIE
ma o, € F cnequ na u a = B,a- B, - 71 € F, npu uemy, HApaBHO, 34
nocaenmy pesnanujy Tpakumo na je 0 # 0.

Kako cBu oBu enementu npunanajy mosny F(a, ), To je, Ha OCHOBY
cTaBa noBosbHO mokazatu na je F(a, () komauno pamupeme noma F.
Ho,

[F(e, ) : F] = [F(a, B) : F(a)] - [F(a) : F],

a [F(«a) : F] je xonauno, jep je « aarebapcku van F, a F(a, ) : F(a)] je
KOHAUHO, jep je § amrebapcku Han F', na tume u san F(«). OBo 3aBpmasa
JIOKAa3. (]

Beowma je zanumibue ciaenehu pesyarar.
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Teopema 103 (Teopema o npumuTUBHOM enemeHTy) CBAKO KOHAUHO palumperbe
E noma F, rge je F = Q wnu je F koHauHo nose, je obnuka F(«), 3a Heko
aclb.

Enement o je Taj npuMUTUBHU eJeMEHT pamupemna F.

Iloka3 3a komauma moJba. llomTo je mome F' kKoHauHO, a F KOHAYHO
pamupeme on F', To je, Kao BeKTOPCKM npocTop Han F', momwe E m3omoppHO
ca F™, roe je n cremeH pamupema, Ia je W caMo KoHauvyHo. Ho, mpema
Teopemu u3 Anrebpe 1, Koja Kaske Ia je CBaka KOHAUHA MOATrPYIIa MYJITUII-
JMKATUBHE TPyTe Noba IMKandHa, 1o je u (F\ {0}, ) muknuuna, ma moctoju
a € E rakas na je E\ {0} = {0,a,0?,...,097}, rne je |E| = q. Crora je
E =F(a). O

[IpuveTnMoO na pamupene Ho/ba UMa UCTY KAPAKTEPUCTHUKY KaO U CAMO
mosbe (3amTo je TO Tako?).

BumecTpyke HyJie moJmHOMA

Kao mro cmo Buznenu, 3a caku nonuuoM f(X) € F[X] nocToju pamupeme
FE noma F' y xome ce on Moke (pakTopucaru y nuHeapHe dparxrope. Ho, na
mu cy T4 paxropu paziauuntu?! IIpyrum peumma, ma au moausHoM f(X) y
HEKOM pammupemny uMma BumecTtpyke Hyise? Cana hiemo ce mozabasutu Tum
MUTAHEM.

Hedpuaunuja 104 Monvuom f € F[X] uma AgeocTpyky Hyny o € F ykonuko
(X —a)?| f(X). Ha aHanorHu HauuH ce fiepuHuLIE U NOjaM N-TOCTPyKe Hyne 3a
Ma Koje n > 2.

IIpe cBera, n3Bo g MOMUMHOMA CE€ MOYKE (POPMATHO Ae(PUHUCATH, O€3 NKAKBOT
CPAHUYHOT HPOLECa U 3a MOJMHOME HaJ| IPOU3BOJLHUM MOJbUMa (I U KO-
MyTATUBHUM NPCTEHUMA Ca jeArHUNOM) Ha ciaenehu mauwus.

Hedpuaunuja 105 Heka je f(X) = ag + a1 X + - + ap, X" € F[X]. Tapa ce
13804 NoAnHOMa AeduHuLe ca:

fI(X): =ay+2a9X + -+ +na, X" L

Mo:ke ce mposepuTn ma cy yobudajeHa TpaBUIa 34 W3BOAE U OBIE WC-
nymena. Ha npumep, Jlajorunoso npasuno: (fg) = f'g+ f¢', a Basku u
crenehie: (X —a)®) =n(X —a)**. Hobpo 6u 6uo ma ce y TO Yurasai
caM yBepu.

JlokaskMMO HaAjpe OCHOBHU CTAaB.

Cras 106 [Monunom f € F[X] uma AocTpyky Hyny o € F akko f(a) = f'(a) =
0.
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IToka3. =—: [IpermocraBumMo na je a OBOCTPYyKa HyJa mojuHoMma f. Tana
je f(X) = (X —a)?g(X) 3a mexu nonuuom g(X) € F[X]. Hobujamo na je

F1(X) = 2(X — a)g(X) + (X — a)?¢(X),

n3 vera caequ na je u f'(a) = 0.

<=: IIpernocrasumo gna je f(a) = f'(a) = 0. Tomenumo eyKIUACKU
f(X) momauomom (X — «)?. IHobujamo

F(X) = (X —a)*q(X) +a +bX,
3a Heke a,b € F. Tana je
F(X) = 2(X = a)*q(X) + (X — )¢ (X) + b,
Te je
f@)=atba,  fla)=bh

Crora je 0 = a+ba u 0 = b, nma nobujamo na jea=>b=0Te (X —a)? | f(X)
IITO CE U TPaKUIO. O

Huje Temko moka3aTu HU TeHEPAJU3AINHU]y OBOT CTaBa: IOJUHOM HUMA
n-TOCTPYKY HYJTy « ako u camo ako je f(a) = f'(a) =--- = f*~D(a) =0.

CraB 107 Heka je f(X) € F[X]. Tala f uMa BUIECTPYKY HYNY Y HEKOM
pawwupersy E noma F ako u camo ako je NZD(f(X), f'(X)) # 1.

Iloxa3. —: [IpeTrnocraBuMoO na mocToju pamupeme F moma F' u exeMeHT
a € F takas na je f(a) = f'(a) =0 (Buneru nperxonsu cras). Y KOIUKO OU
Baskmiio ma je NZD(f(X), f/(X)) = 1, omma 6u moctojanu mommaomu p(X)
u q(X) rakBu na je

FX)p(X) + f(X)g(X) =1.
Ho, Tama 6ucmo nobuian

f@)p(a) + f(a)g(a) =1,
1j. 0 =1. Hakxe, NZD(f(X), f'(X)) # 1.
<: Hexra je d(X) = NZD(f(X), f(X)) # 1. Kako je degd(X) > 0,

Ha OCHOBY PaHUjUX pe3ysTaTa MOCTOju pamupeme F moma F u enseMeHT
a € E rakas nma je d(a) = 0. C o63upom ma d(X) | f(X) n d(X) | f(X)
nobujamo na je u f(a) =0 u f'(a) =0, mro mokasyje ma momauuom f(X) y
TOM pammpeny IoJba F uMa BHIMECTPYKy HyIY. O

[Masxkmus yuranan je Moxkaa Beh 3akmbydno na y OIpOU3BOJLHOM MOJLY HE
Mopa BaxkuTy cuaeneha jemHakoct (kKoja HaM je MO3HATA U3 CPENEE MIKOJE
3a peanne nomuHoMCKe (yurimmje): deg f/(X) = deg f(X) — 1. Ha npumep,
3a mommaoM f(X) = X +3X5+2 € Zs[X] nobujamo na je f'(X) =0. Cana
Ou cienehn pesynrar Tpebaso na Oyme MaJio Mamke HEOUEKUBAH.
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Cras 108 Heka je f(X) € F[X] HepacTaBmbug nonvHoMm. Taja OH MMa BULLECTPYKY
HyNy y HekoM pawwupewy E noma F ako n camo ako je f/(X) = 0.

Joxka3. Ha ocroBy nperxonsor crasa f(X) numa BUIIECTPYKY HyJLy y HEKOM
pamwmpeny ako u camo ako je NZD(f(X), f/(X)) # 1. Ho, ¢ o63upom ma
NZD(f(X), f/(X)) | f(X) n na je f(X) mepacTaBmbus 1 MOHUYAH, NOOUjaMO
na je f(X) =NZID(f(X), f'(X)). Harue, f(X) | f/(X). C ob63upom Ha TO
na je deg f/(X) < deg f(X), oso je moryhe camo ako je f/(X)=0. O

IIpumep 109 Hexka je F = Z3(t) u a(X) = X3 —t € F[X]. Ilokazatu
na je a(X) HEpACTABBUB HOIMHOM M A& OH MMa TPOCTPYKY HyJy y HEKOM
pamupewny E moma F.

ITowro je a(X) mosmHOM CTemeHa 3, OH je PACTABJLUB AKO U CAMO AKO MMa
KOopeH y 1oy Zs(t). Kako je a(X) monmuan u3 Zs[t][X], Ha ocHOBY cTasa
nobujamo na oH uma KopeH y Zs[t], Tj. ma mocroju monusoM p(t) € Zs[t]
takas na je p(t)3 —t = 0. Cpararo p(t) HEje KOHCTAHTAH MOJUHOM, Te je
deg(p(t)®) = 3degp(t) # 1 = degt, ma je p(t)> —t # 0. Iaxme, a(X) je
HepacTaBmuB moamHoM. Ho, mpumeTrmmo ma je a’(X) = 3X?2 = 0, na uma
BUMECTPYKY HyJIy Yy HEKOM pamupemny nomba F. OH cBaKaKO MMa pamUpene
y KOMe MMa Heky Hyay « (To pamwupeme MoskeMo nobutu kao F[X]/{a(X))).
To smaunm ma je a® —t =0y E[X]. Ho, Tama je 3ampaso

aX)=X?-t=X’-0a®= (X -a)?

y E[X] nomro je char E = char Z3(t) = char Z3 = 0, Te je & TpocTpyKa Hysa
nonuroma a(X) y pamupeny E. &

Konauna moJspa

Hoxraskmmo Hajupe cienehy jeTHOCTABHY YUHEHUILY.

CraB 110 Ceako koHauHO nosbe MMa p" efneMeHaTa, 3a HekW MpocT 6poj p u
npupofaH 6poj n > 1.

IToka3. Heka je F' HEeKO KOHAUHO IOJbe. SHAMO [a OHO MOpa Oa UMa
KOHAUHY KapaKTEePUCTUKY P 3a HEKW MPOCT OPOj p T€ CTOra Caap:ku, Kao
CBOje MOTHOJbE, IOJbe M30MOP(YHO noiy Z,. Iakxne, F' je jemHo pammpeme
nosba Zp. Kako je F' KOHAYHO, OHO je M KOHAYHO PaIllMpee Hoba Z;,. AKo
je [F : Zy] = n, onna je, Ka0 BEKTOPCKU IPOCTOP HAX HOJBEM Z;, T30MOP(PHO
ca (Zp)", Te nma p" eneMeHaTA. .

Ham 3amarak he 6butu ma moka:kemMo ma 3a CBAKM OPOCT OPOj p U CBAKO
n > 1 mocroju, o Ha m3oMop(duU3aM, TAYHO jeTHO IIOJbe KOje mMa p" ejle-
MeHaTa. Y mameM hemo mosme Z, o3HadaBaTu ca [F,.

AnanusupajMo MaJio moJne ca p” ejemMeHaTa. 3HAMO CBAKAKO & HEKA
TaKBa IOCTOj€.
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CraB 111 Heka je F' nome ca ¢ = p™ enemeHaTa, rge je p npoct 6poj nu n > 1.
Tapa ce y nomy F nonvnom a(X) = X2 — X dakTopuLue Ha pasnnuunTe nuHeapHe
dakTope.

JHoxa3. ITocmarpajmo rpymy (F\{0},-). IHoacerumo ce caenelie yumenuie
u3 Anre6pe 1: ako je x € G, rme je G xomauma rpyma, ouza je z/¢l = e
(monoBure oBaj meo m3 Anrebpe 1). Iaxxue, ako je o € F \ {0}, onzna je
a?l' =1, te je u a9 = a. C 003uUpOM Ia OBa jeIHAKOCT Ba:KU U KALA je
a = 0, nobujamo ma je a(a) = 0 3a ce a € F. Kako je oBaj moauaom
CTelleHa ¢, OH HE MOYKE€ MMATH BUIIE OJ ¢ HyJa, a Beh cy cBu enementn u3
F', kxojux uma ¢, HyJ€e OBOT moJuHOMa. 10 3HaUM na Cy TO U CBE HYJIE OBOT
nomueoma, Tj. X9 — X = [[,cp(X — @), unve je mokas 3aBpmes. O

[Iperxomau cTaB HaM MOMaske Oa MOKAKEMO Ja IOoJba ca p" eJeMeHaTa
mocroje.

Teopema 112 3a csaku npoct 6poj p 1 npupogaH 6poj n > 1 noctoju nome ca
p™ enemeHaTa.

Hoxras. Hera je ¢ =p" u a(X) =X?—-X € F,[X]. 3uamo ma mocroju mose
F roje je pammupeme nomsa [, (moncernmo ce na je F), 3anpaso Z,) y xojem
nosuaoM a(X) mMa pakropusanmjy Ha JuHEeapHE arkrope (TO je TauHO 3a
CBaKMU MOJNMHOM, Ta ctora u 3a oBaj). C ob63upom ma je o (X) = —1, noan-
moM a(X) HeMa BUIIECTPYKUX HyJa HUTAE, Te OH y F uma (parropusanujy
y IPOU3BOJ PA3IUUUTUX JUHEAPHUX (PAKTOPA.

Herka je L = {a € F : a? = a} (apyrum peumMa, L uume CBe HyIe
nosnuaoMa a(X ), a oHe ce Hanase y nomwy F'). Ilokazahemo na je L Tpaskeno
nome ca ¢ = p" ememenHara. KRako ce X? — X ¢akropume Ha TpOU3BOI
pasnuuuTux JuHeapHux ¢axropa y F, om y F uma ¢ myana, te je |L| = q.
HokasxkuMo na je L mormose om F.

e Hera o, € L. Tana je (a-f3)? =a?- 5% =« [, na 3arpbydyjeMo na
a-peL.

e Heka je o € L\ {0}. Tama, mememeM jemmaxoctu of = a ca aft!
nobujamo ma je a ! =a 9= (a 1), e a7t € L.

e Hera o,8 € L. Kaxo F' canp#wn kao cBoje mormnosse noswe Fy,, TO
je xapakrepuctuka nosbsa F' jenmaka p, Te je py = 0 3a cBe 7 € F.
Hoxcetnmo ce jom n uumenune na je p | (§) 3a cee 1 <k <p—1 Te
je (Z) = qip 3a Heko q; € N. Crora, y momy F Baku ma je

p—1
(a—ﬁvzap+g;@DvﬁﬁwFW%+ﬁP=aﬂ—m,

jep je, 3a cee 1 <k <p—1: (D)arFp* = gu(pa?~*4%) = 0, xao mro
je mpumeheno rope. Cana HEje TEIKO MOKA3aTU WHIYKIUjOM 4 je

(a—BY =ar —p,
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3aceer =1, rejeu (a—pF)?=a?—p9=a-/[F. 3akmyuyjeMo Ia u
a — (€ L, mTo u 3aBplIaBa IOKa3 unmeHuile na je L mormosse on F,
Te je L TpasKeHO MOJbe ca ¢ eJIeMeHaTa. U

ITokaxxumo canoa je,HI/IHCTBeHOCT.

Teopema 113 Heka cy K n K’ noma ca p™* enemenaTa rge je p npoct 6poj u
n>1. Tagaje K 2 K.

Hoxkas. ITome K je komauno pamupeme nomka F,. Hera je o mpuvmuTuBHEN
€JIEMEHT TOr pamupemna, 1j. Hera je K = F,(a).

Hexa je o (X) MusnMansn nonuaoM 3a o Han Fy,. Tana je Fy,[X]/ (1o (X))
Fy(a)(= K). Hakue, po(a) = 0, a Tarobe je u a(a) = 0, roe je a(X) =
X7 — X. Kako je po(X) MUHUMATHA DOJIUMHOM, MOMKEMO Aa 3aKJLYYUMO A

pra(X) [ a(X).

LHIpebumo” cama y mome K'. Y memy cy Takobhe cBe Hyle moJmHOMA
a(X), Te n3 unmenune ga pq(X) | a(X) caemn ma po(X) mma mHymy y
K'. Hera je o jemma myna nomuuoma (io(X) y K'. Tana je Fp(a’) =
F,[X]/(f(X)) = K, re je K usomop¢puo nornoswy F,(a’) moma K’. Ho, kako
cy nosma K u K’ konauna mosba ca MCTUM OpojeM ejleMeHaTa 3aKJbydyjeMo
na je sampaso Fp(a') =K' n K 2 K'. O

[Tokazanu cMmo ma 3a cBaku mpocT OpOj p u mpupomad n > 1 mocroju
nosse ca p" egeMeHaTa M Ja Cy CBaka JBa TakBa IoJva m3omop¢ua. Crora
je onpasmano yBectu o3Haky Iy 3a mose ca ¢ ejgemeHara. 3a Kpaj OBOT
[eja UCIUTAjMO Kala je HEKO KOHAYHO IOJhe MOTIOJE APYTOr KOHAYHOT
MOJbA.

CraB 114 [lome ca p™ enemeHaTa je NOTMNOJLE Nofba ca p” eNemMeHaTa ako U CaMo
ako m | n.

JHoxka3. < . Heka je ¢ = p™ u r = p™, rae m | n. To koHauHo mosme ca
q enemenara ozsaummo ca Fy. ITocmarpajmo, kao y mokasy teopeme [112]
nomackyn L:

L={a€eF,:a" =a}.

W oBne ce naxo nposepu na je L mornosme mosma F,. IlocTasma ce nmurame
KOJIMKO nMa eseMmenara y L. Pekio 6u ce, ako ce He MpOMUCIA, 1a je jaCHO
na mMa r = p™ enemeHara. Asu, MM HUTAE HACMO KODUCTUIM A& M | n. Y
IOKa3y TeopeMe 6uio HaM je BaxkHO na y noiy F (oBme je To mome Fy)
nonuaoM X7 — X mma ¢axkTopm3anujy y NPOMU3BOL PA3IUUUTUX JIUHEAPHUX
¢dakropa, OBme HaMm, nakie, rpeba ma moaumaoM X — X mMa UCTO CBOjCTBO.
Hamme, My He 3HaMO na cy cBe HyJe nomumHOMa X' — X canpxane y Fy. Y
Ty CBpXy Iie HAM KOpUCTUTHU mpeTmocTaBka xa m | n. Hawmme, mokasxumo
na

7 n

(X7 = X) | (XP" —X),
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ako m | n. Jlako ce BuOu Ja je OBO €KBUBAJIEHTHO CA:
(X" (X ).

Caenehu pesyarar je jak 3a NOKa3uMBam-e, & BEOMa KOPUCTaH: ako k | [
ouma (X*—1)| (X' —1) y npcreny Z[X]. OBo ciemu u3 jomr jemnocrasuje
unmenune: 3a caku s > 1: (Y —1) | (Y*—-1)y Z[Y]:

Yo—1=Y -1y 14+ +Y+1).
Cana, xaxo je [ = ks 3a meko s, nocrasmajyhu Y = X* uvamo:

X o1=Xk 1 =X 1=y 1= -+ +Y +1)
= (XF =) T (X)X,

N3 osor pesynrara, pauynajyhu y Tauku p € Z, ako m |n nobujamo na
(p™—=1) | (p® —1). A morom, jom jeZHOM IPUMEHOM OBOT DPE3YJTATA,
nobujamo ma (XP" 1 —1)[(XP"" —1).

Cana u3 uumennne na nomuaom XP — X genmu XP" — X u na nosuEOM
XP" — X yma numeapHy (AKTOPU3ALN]Y V IPOM3BOL PA3IMUATHX (GAKTODPA
y F,[X], nobujamo ma u X?" — X uma rtaxsy ¢axropusamujy y F,[X]. To
HAM je MOBOJLHO Ma 3aKBYydnMoO na je L mosme ca p”' exemeHaTa.

—> . [akune, Hera je I mome ca p™ enemenara, E mome ca p" enemeHaTa,
F nornome ox E. Ho, rana je u rpyna U(F)(= F \ {0}) noarpyna rpyme
U(E), na |U(F)| memm |U(FE)|. Haxne, (p™ —1) | (p" —1). Canma hemo
UIIAK MOPATHU Ja MOKA:KEMO jaduud pesyiTar o mperxomHor. Hawmme, Basku
cnenehe: ako je octarak Ipu Iembewmy 1N ca M jedHAK T, OHOA je OCTAaTaK
npu gewery X —1 ca X™ — 1 jemmak X" — 1. Ilakue, Hera je n = mq+r,
roe je 0 <r <m. Tana je

X'—1=Xmatr_] = XMX" 1 = (X™—14+1)X" -1 = (X™-1)X"+X"—1,

a kako 3HaMo ma (X™ —1) | (X™?—1) mobujamo Tpaskeno. Ao oBo cpauy-
HAMO y P, DOOUjaMo:

pt—1=(p™ -1)p"+p" -1,

reu3z (p"—1) | (p"—1), ysaumajyhu y 063up ma (p™—1) | (p™?—1), mobujamo
ma (p™—1)| (p" —1). Karo je 0 <r < m, oBo je moryhe camo ako je r =0,
Tj. AKO M | N IWTO Ceé M TPAKUIIO. O

Ha npumep, nome Fy auje nornome oxn Fg, jep 213, anu jecre moTnosbe
on Fig, jep 2 | 4. 3ampaso ce mome ysetn ma je Fy = {a € Fi5: a* = a}.

OBne ce 3aBpIaBa MaTepujaj 3a APYTU KOJIOKBUjYM.
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Pakxropusanuja Ha HepacraBsuse y F [X];
BepJaexkammnioB asaropuram

Y oBoM omenKy OaBuMo ce ¢arTopmsanujoM mouamHoMa u3 F,[X]| Ha
HepacraBpuBe paxrope. IIpurazahemo Bepaexkammos amropuram, kKoju ce
npuMemnyje y OBy CBPXY U TO Ha OeCKBaApaTHE MOJUHOME, Tj. OHE KOju He-
Majy IIOHOBJbEHE HepacTaB/buBe ¢axTope. Kox darxropusanuje moamHOMAa
f majmpe mposepasamo ma su je f' = 0. YKOIMKO je TO Tako, OHHIA je
MONMMHOM [ pP-TH CTEmeH HEKOI MOJWHOMA ¢ U MPEeJAa3uMO Ha WCIUTUBAE
paxropusammje g. Yrommko je f' # 0, mocmarpamo d = NZD(f, f). Yko-
auko je d = 1, oHga 3HAMO [a TOJWHOM f HEMa BUIIECTPYKUX HYJA Y Ma KOM
pamupeny, a TUMe 3HaMO U Jla HeMa IIOHOBJ/bEHE HEPACTABJLUBE (AKTOPE U
MOKEMO Ma HACTABMMO II0 AJCOPUTMY, KOju heMo mpuraszaTu. Y KOJIUKO je
d # 1, onma ce mpobaeM ¢arropusanuje geau Ha NpobiieM (parToOpr3anuje
noauHOMa d, 32 KOjU Ce€ MOHABJLA MPETXOJHU IOCTyNak, U u noauHoMa f/d
KOjU HeMa IOHOBJbeHe (akrope. JloKaKMMO 1a je TO 3amCTa TAKO.

CraB 115 Heka je ¢ = p™, 3a Hekun npoct 6poj p un > 1, f € Fy[X]. Ako je
d =NZD(f, f'), oHpa je nonuHom f/d GecksafpaTHu.

Ioka3. IlpermocraBuMO 1a MOCTOjU HEKOHCTAHTAH TOJUHOM b, Takas ma
b? memu f/d. Tama je f = db*c 3a mexu mosmuom c. Tana je f' = d'b*c +
2dbt'c + db*c’. Bumamo ma b | f'. Kako b | f, To b | d Te je d = bd; 3a
meku mosnuaoM di. Hakme, f = dib3c. U3z f' = d}b3c + 3d1b?*b'c + dib3c n
crema ma b2 | f'. Kako b? | f, mobujamo ma b? | d m mocTymak ce moHaBbA
neorparnmyeno. OBa KOHTPaIUKIMja 3aBpIOIaBa JOKA3. O.

Jloka:kUMO jenaH jeHOCTaBAH CTaB, KOju he HaM OUTU O IEHTPAJIHOT

3HaYaja 3a KacHUje.

CraB 116 Heka f | g1g92---gs, npuuemycy f,g1,...,9s € Fq[X] Z NZD(ingj) =
13ai#£j. Tagaje

Hoxas. Ilakme, npermoctaBuMmo 1a f | gigs---gs. Heka je f = pi*---p*
¢darropmzanuja f Ha HepacTaB/bUBE MOJUHOME. Kako cy ¢; map-mo-map
y3ajaMHO MPOCTHU, OHU HeMajy 3ajemHudrux meiwmaana. 3a 1 < i < s, HEKRa
je:

L={je{l. ..k} ip; | gi}

Hapasno, u3 p; € I;, ciemu na p;j | g;- Crora je

NZD(f,9:) = [] »}-

JEIL;
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Karo je {1,...,k} =L UL U...UI,, nobujamo na je
f=NZD(f,91)NZD(f, g2) - - - NZD(f, gs). 0

Haxne, nuneja je ma mahemo moromue g;, KOju he HaM TE€HEPUCATHU TPaKe-
Hy ¢akropm3anujy f Ha HepacTaBbuBe GarTope. Y HAIIEM CIydYajy HeMa
NOHOBJbEeHUX (arTopa y f, anu ropme TBpheme Baku 1 3a OMIITU]Y CUTY-
anujy, ma CMO r'a 3aTO 33 OUMITU CIydYaj U GOPMYJIMCAIIU.

IMocmarpajmo momuuoMm h € Fy[X] taras na f | (h?—h). Bunefiemo raxo
hemo malin TakaB HOIMHOM, 3a cajga CaMO IPETIOCTABAMO A& I'a HMAaMO.
3uamo na y F,[X] umamo ¢arxropusanyjy:

X9-X = H(X—c),
celF,

W3 me mobujamo daxTopmsanujy

W' —h=[](h-o.

cel,

IMpumerumo nma cy mommaOoMu h —c u h — ¢ 3a ¢ # ¢ ysajammo mpoctu.
Hanme, axo je d = NZD(h —¢,h — ') ouma u d | (h =) — (h —¢)) Te
d| (¢c—{), re cnemn na je d = 1. Hakae, u3 uumenune na f | (h? — h)
nobujamMo ma je
f =[] NzD(f,h - c).
celFy

Tpeba npumeruTn Ja OBO jecTe ¢parropmizanuja [ Ha y3ajaMHO IpocTe (hak-
TOpEe, HO TO HE MODajy HYKHO OUTU HEPACTABJLUBU (PAKTOPU, & CBAKAKO CY
MHOTY WIAHOBU y OBOM mpousBony jemHaku 1. Crora HaM HUje JOBOJLHO
mahu camo jeman takaB mosauuHOM h. Tpeba HaM BUIIE TAKBUX, TE€ CE KOM-
OuHanujoM BUIle (pakTOpum3alrja nodbuja TpakeHo.

Kako f | (h? — h), TO je HPUPOTHO MOCMATPATH KOIWYHUYKA IPCTEH
F,[X]/{f). Aro ca h o3maummo Kiacy monuHOMa h y OBOM IPCTEHY, UMAMO
Ia je y meMmy 1! =h. Hexka je f=fife- - fr bakTOpPM3anUja f Ha mpousBOI
HEPACTABJPUBUX. 3HAMO & CY OHU CBU DA3JIUYUTHU, HE 3HAMO KOjU Cy TO
moauHOMM. A He 3HAMO HU KOJMKO X mMa. Ho, mocMarpajMo mumeaste
P, = (f;). Kako cy nonunomu f; HepacraBmuBy, ugeanu P; ¢y MAKCUMAJIHU
n F,[X]/P; cy xomauna moJba Koja Cy pammpema moipa F,. 13 makcmmai-
HocTu uneana P; cunenu na je P+ P; = Fy[X] 3a i # j (3amTo je 10 Tako?).
Kunecka teopema o ocranmma, Tj. Teopema [48] mam maje:

FolXl/p apyn...np, = FalXl/ p X FglX]/p < x FolX]/ -
Ho, smamo ma je 3a xompocte uneane P;, Pj, Ha OCHOBY CTaBa @: PNP; =
P;-P;. ¥3 taj craB u neMmy (BUmeTn u KOMEHTAp TOCTe OKa3a TeopeMe
48) mmamo ma je PPN PyN---NP, =P - Py P,. Kako je

Py Py P =(f1) - (fa) - (fx) = (frfa - fi) = ()
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mobujamMo ma je

FylX)/ gy % FalX)/ p, X FolX]/ p, X -+ x Fy[X]

Axo je h € F, [X]/<f> TAKAB €JNEMEHT na je h' = h, OHAa OH IIPU OBOM

/p,

n30MOpuU3My oarosapa k-Topuny ereMeHaTa

(hi,hay ... hy) € ]Fq[X]/P1 x Fol X/ p x - x Fg[X]

P, / Py

TaKBO] Ha je o B o B
(hlah27---ahk?)q = (hlah27"'ahk))a

Te je Ef = h; 3a cee i = 1,k. C o63upom ma cy, a OpPUOPU, HOIUHOMI
fi pasnuumror cremena u mosa F; = FQ[XVP, MOry OWUTH Hem3oMOpQHA
3a pas3yInunTe UHIEKCE %, ajId 3HaMO na clIeMEHTH T y TUM IIOJbHIMa, 3a
koje Baxku x? = x Hy:KHO mpunanajy nornomsy F,. IpyruMm pedmma, CBU
eJIeMeHTH h; cy enemerntu u3 F,. Iakie, (El,ﬁg, ... ,Ek) € IF’;. Crora je u

W= {he]P‘q[X]/<f> :hq:h}

jeman Bexropckm mpocrop Han F, mumensuje k. Ilpcren V = IFq[X]/<f>

Huje mosbe (ceM ako je caM f HepacTaB/bUB), AJU je CBAKAKO BEKTODPCKU
npocrop Hanx F,. Axo je degf = n, moromma 6a3a 3a oBaj mpocTop je
e=[1,X,...,X" . OBo ce MOXe BUZETH Kao ¥ y CIydajy Kaza je f
HEpacTaB/bUB. A, KAKO je KapaKTepUCTHKa OBOT NPCTeHa jemHaka p (¢ =
p"), To 3a cBe u,v € V Bakm: (u+ v)? = u? + v?. Ham 3amartak je na
wabhemo noropocrop W <V koju uune exementu u € V taksu na je u? = u.
Kako cmo Bumenu na je npecaukasame [: V — V nedunucano ca B(u) =
u? jemuo nmHeapuu omeparop upocropa V, to je W = Ker(f — Iy), rue
cMo ca [y O3HAUMIM MAGHTWUYHU OmepaTop Ha mpoctopy V. Ilakie, ako
onpemumo Ker( — Iy) 3nalieMo Konmko nMa pakropa y (GarTopuU3aimju 3a
f. A szarum hemo, kopucrehn cras HOKYMIATHA A4 OAPEAUMO U CaMy
dharTopuzanujy.

3a nanaxkeme Ker(f — Iy) je, kao mro mo6po 3HAMO U3 JIMHEAPHE AJ-
rebpe, HajropucHuje Hahwu marpuiy tor omeparopa. Ozmauymmo ca B ma-
Tpuily auHeapHor omepatopa (3, Tj. Heka je B = [f].. Tana je [8 — Iv]. =
B — I, rme cmo ca I, o3HaYWIN jeIMHUYHY MaTpully pena n. Martpuny 3a
[ Haja3uMo Tako mTo HaheMo cauke Oa3HUX ejJeMeHaTa: ﬁ(yz), n3pa3uMo
ux y 6a3m e u ox TX KoopamHATA (popMupamo koigoHe marpune B. Ilo-
TOM Ce TPaKEHO je3rpo mobuja pemaBameM XOMOTEHOT CUCTEMa jeTHAYUMHA

(B-1,)X =0.
OsBuMm je Teopujcku meo 3appuieH. Bpewme je 3a npumep!
IIpumep 117 Hexa je f = X7 +2X% 4+ X5 4+ 2X* +2X? 4 2 € F3[X]. Hahu

¢paxropusanujy f Ha HepacrtaBmuse nonuHoMme y Fs[X].
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Hajope Mmopamo mpoBeputy na jiu je moawHoM OeckBaapaTHu. mamo ma
je f/=X5+2X*+2X3+ X. Jlob6uja ce ma je d = NZD(f, f') = X +1. Kao
IITO CMO peKJH, pakropusanuja ce csoau Ha (paxropusamujy f/d u d. Ho,
3a d je To Beh ypabeno. Ilpebumo na f/d. O3mauumo ra ca g. mamo na
jeg=f/d=X®+X°+2X3 + X2+ X +2.

. - — 2 =3 4 =5 .
Basa mpocropa V jee=[1,X,X ,X ,X ,X | u TO je mpocTOp AVMEH-
3uje 6, MOMWITO je CTENEeH MOJMHOMA ¢ jemHak 6. Y HameMm caydvajy je ¢ =3

3
. ) ;
u IOoTpebHO je eeMeHTe (X ) 3a ¢ = 0,5 n3pasuru y 6a3u e.

T =1,

X=X
—o\3 — — — — | — . —
(Xz) X' XX X X -2=2X 4+ X 42X 42X +1.

3acranumo osme. 3ampaBo, ako keaumo na exemednt a(X), rae je a(X)
Ma koju moauHoM n3 Fs[X] uspasumo y mamoj 6a3u, Mu 3anpaso Tpeba ma
mabemo ocrarak npu gemeny noauaoma a(X) momunomom ¢(X), omHOCHO
na nabemo yemy je on Kourpyenran mo Mmonyay g(X) (kako je KoMe OrogHO
Ia OBO mOCMaTpa). 3a mpBa ABa CIydaja HUCMO HUIITA MMAJIU Ja PAIUMO,
jep ¢y TO Ouau TOJWHOMU CTeleHa Mamer om 6. Y mociemmeM je O6mio
JaKo. Y HapenHUM ClydYajeBUMa je IOr0NHO KOpUCTUTH Beh nodbujeHo,
caMO MHOMKUTH mpeTxonuu ca X u cpebusatu. Heliemo mmucaTu cas paduyn
nomTo 6u OMI0 MAJIO HEMPEerjeaHo, Hero caMo MOYeTaK U Kpaj.

a9\ 3 . L _ _ _ L . - . _
(XS) X X 4 4 X+ X X+ X+ X+ X+ X,
— 4\ 3 _ . . _ . _ . _
(X4) XX X+ X4 X =X 12X 41,
=\ 3 _ . . . . . _
(X5) X X X =X+ X+ X+ 1.

Cana mosxkemo ucnucaru marpuie B u B — Ig. OGparture naxkmy Ha pe-
Jociien eleMeHaTa y 0a3u, CTENEHU PaCTy.

10101 1 001011
00 21 2 1 0221 2 1
00 210 1 001 10 1

B_011102’B_Iﬁ_011002
000100 000120
002110 00 211 2
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Pemunmo cucrem jemmaunua (B — Ig)X = O.

T2 + x4 4+ x5 = 0

201 + 229 4+ 3 + 224 + x5 = 0
T2 + X3 + x5 = 0

X —+ T2 —+ 21‘5 = O
T3 + 2x4 = 0

200 + 3 + x4 + 225 = 0

Ommre pememe je
($07x1a$23x37x47$5) = (’Yva + Qﬁa 200+ 2/6,04,04,[3), avﬂv’}/ € FB"

Hpyrum peuynma:
_ — —2 =3 4 5
W= {7~1+(a+2ﬂ)X+(2a+2ﬁ)X +aX +aX +pX :aﬁ,yeﬂ?g}.

ITakne, dim W = 3, Te mosuHOM ¢ MMa TpU HEPACTABLUBA (pakTopa. AKO
je h(X) upousBosnu enement W, umamo na

9(X) | (M(X)? = h(X)) (= h(X)(h(X) — 1)(h(X) — 2)),
Te je
9(X) = NZD(g(X), h(X))NZD(g(X), h(X) — 1)NZD(g(X), h(X) — 2).

Ho, npeBume 6u 6mio ma mpoBepaBaMoO CBe IMOJUHOME KOjU OArOBAPAjY
enementuma W. Poxycupahemo ce Ha jenay 0a3y TOTI IPOCTOpA KOjy UUHE
nomuroM7 ho(X) =1, h1(X) = X4+ X342X2+ X u hp(X) = X° +2X2 42X
(roje cMoO moGwmiaM HapaBHO y3uMmajyliu penoMm na je jeman ol mapamerapa
jemuak jemmHuIim, a ma cy ocramu Hysue). Ilommmom ho(X) = 1 muje ox
KODUCTU jep jeé KOHCTAHTAH MOJMHOM (OH Ceé HAPABHO IOjaBLYje€ YBEK y

oBOM mocTynky momto je 19 =1). Iakae, octana cy HaM IBa MOJUHOMA U
nokymahemo na Habemo ¢arropusanujy kopucrehu mux.

NZD(g(X), hi (X)) =
NZD(g(X),h1(X) — 1) = X4+X3+2X2+X—|—2
NZD(g(X), hi(X) — 2) = X + 1.

Iakme, ,kpenymno je”’, mobuau cMo na je
g(X) = (X*+ X3 +2X? + X +2)(X? +1). (12)

Kako ¢(X) uma Tpu HepacrapmuBa ¢GakTopa, OBO CUIYPHO HUje (HAKTO-
b
pusamnuja Ha HepacTaBpue. Ho, memmro cmo mobumu. Ilpebumo ma hs.
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NZD(g(X), ha(X)) = 1,

2
NZD(g(X),h1(X) — 1) = X° +2X* 4+ 2X + 2,
NZD(g(X),h1(X) —2) = X + 1.
Ilobujamo HOBY (hakTOpH3ALU]jy:
g(X) = (X° +2X? +2X +2)(X +1). (13)

Omner cmo mobmnu nBa ¢akropa, anu HOBa gBa ¢arkropa. Cana Huje
Temko 3appmmtu 0Bo. Hawmme, X + 1 je ounmrsenno mepacrasibuB. 1peda
NpOBEPUTHU HAa I OH NEJU HEKU on (arropa y . Ho, to ce cBoau
Ha mpoBepy nma am je —1(= 2) Kopem Hekor oxm Tux ¢(arkropa. Kako je
(—D)*+ (=13 +2(-1)2+(-1)+2=1-1+2-1+2=0y F3, nobujamo ma
(X +1) | (X*+ X3 +2X%+ X +2). Bampaso je

X' X3 42X2 X 2= (X +1)(X?+2X +2)
n nobunu cMo dpakropmsanujy g(X) Ha HepacTaBbUBE:
g(X) = (X +D)(X*+1)(X?+2X +2).

He cmemo 3abopaBuTu KOju HaM je OO OCHOBHU 3a0aTakK, a TO je ma Hahemo
dpakropusamujy momuroMa f(X) = X7 +2X6 + X° +2X* + 2X2 + 2. Yau-
majyhm y 063up ma je d = NZD(f, f') = X + 1 u na umamo darTopmsamujy
g = f/d, xornauno nobujaMo TpaskeHy (AKTOPU3ALU]Y:

X)) = (X +1D2(X2+1) (X3 +2X +2). 'Y

IIpcTen mosmuOMa ca Bumie Heonpebhenux

Cana moummeMO 3aBPUIHKM €0 Kypca y KoMe hemo ce Bume mo3zaba-
BUTH IOJIUHOMIKMa ca Bume Heonpebennx. Hemro on Tora cmo Beh mmadnn,
ajay oBme HaM je riaBHU (OKyC Ha yBoheme mojma I'PEBHEPOBUX BA3A
KOj€e MMajy BEJIMKUN TEOPUjCKU, aJIM jOII BUIIE IPAKTUYAH 3HAUA] IPU DALY
ca uIeajgrMa y IPCTEHY ca BuUllle HeoApeDeHnX Hax IPOU3BOJLHUM IIOJLEM.
Hajnope mopamo Joka3aTu HEKE OCHOBHE CTBapU.

Herepunu npcrenn

Kao mro cmo Beh Bmmesnu, npcren mosuHOMa ca 1 HeonpeheHux Mozke
Cce PEeKyp3UBHO 3amaTu Ha cienelu HadwmH:

K[Xl,...,Xn]l = K[Xl,,Xn—l][Xn]
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IIpcren monmuoma ca Buine HeompeheHUX, YaK WM aKO je Hald MOJHEM, HEMA
BUIIIE OHOJIMKO MPABUJIHOCTU KOJUKO UMa IIPCTEH MOJUHOMA Ca jeqHOM HEO-
npebenom. Ho, kao mro cmo Behi HaBenu, mManga y OPCTEHY MTOJIUMHOMA
ca Bume HeoapeDheHUX HUje CBAKM KOEAJ TJIABHU, WUIAK j€ CBAKU WIEAJ
KOHAYHO reHepucad. Jla OGmucMmo TO moraszanu, KOPUCTAH HaM je ciaemehu
cTas.

CraB 118 Heka je A komyTaTuBaH nmpcTeH ca jeavHuuom. Tagja cy cnepefin
YCNOBU €KBUBANIEHTHU:

(1) Ceakut npean y A je KOHaUHO reHepUCaH.
(2) Ceaku pactyfiv Hu3 ngeana y A:
IZhCLCLC---
je cTauyunoHapaH, Tj. noctoju m > 0 Tako ga je I,, = I,,, 3a cee n. > m.
Hoxka3. (1) = (2): IHocmarpajMo yHU]y OBUX umeasa:
=1
j=0

Hoxaxumo na je I nmean y A. Hajupe, axko je x € I ma € A, ouna z € I;
3a Hexo j > 0. Kaxo je I umean y A, 3axmydyjemo na a-x € I; C 1.

Yromuko x,y € I, onma x € I;, uy € Ij,, 3a meKe j1,j2 = 0. YKomuko
je j =max{j1,j2}, ouna x,y € I;, na, nomro je I; unean, cienu na x +y €
I; C I

Kako je I umean y A, oH je 0 IpeTIOCTAaBIM KOHAYHO TE€HEPUCAH, TE je
I=(x1,...,2p).

Kaxo je I ymmja pacryher mHusa mpneasa, 3aripydyjeMo Ha je zs € I;, 3a
Heke js 2 0. Aro je m = max{j1,...,jx} oHma x5 € I, 3a cee s € {1,...,k}.
Ho, To ynpaso 3maun na je I = I,,. Kako je, 3a n > m:

I’m C In C 1= Ima
nobujamo ma je I, = I, 3a cBe m > m, Kao MITO CE€ U TPAKUAJIO.

(2) = (1): IIpernocraBumo na unean I Huje KOHAUHO reHepucaH. To
3HAUM [a, KO y3MeMO Ouio Koju eaeMent xg € I tama I # (xg) = Iy. Cana,
arKo y3MmeMo Ouno koju enement x1 € I\ Iy, I # (xg,x1) = I1, jep I uuje
KOHAUHO reHepucas. Tana je Ip C [;. Ha amasorsm Hauywme HaJIa3MMO HU3
exemenara x; € I Tako ma je

I, = {(xo....,Tpn) C Int1 = (T, Tnt1),
Tj. mobujamMo OecKOHAYHU CTPOTO pacTyhwm HU3 umeasa
IhchclycC---

MTO TPOTUBpEUn npernocTasuu (2). O
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Hepuaumuja 119 3a komytatmean npcteH A kaxemo Aa je Hetepun ako mcny-
taBa b61no koju of oBa ABa EKBUBAJIEHTHA YCJIOBA.

ITpumep 120 Heka je A npcren cBux Henpekunaux ¢pysrmmja f: [0,1] — R,
npu yeMmy cy omepamnuje mehy ¢yHrImjama nepmHICaHe TAYKa IO TadKa:

(f+9)@): = flz) +g(x), (f-9)(=): = f(z)-g(z).

Iocmarpajmo mu3 mueana I, = {f € A: (Vo < 2)f(z) = 0} (yBepure ce

na je I, unean y A). Jacuo je ma je I, C I,4+1. Hanme, kako je %_H < %,
1

jacmo je ma m3 f(x) = 0 3a v < -~ cremm ma je f(zr) =0 3a 2z <

¢yurnmja g : [0,1] - R nedpunrncana ca

1
) HO

0, x < =L

— n+1

g(x) N Xr — 1 Ha4Je
n+1 ’

npunazna [,41, anu He npunana [,,, Te uMaMo OeckoHaUyaH CTpPOro pacryhu
vu3 uneana. lakmae, npcren A nuje Herepun. &

OsBaj npumep HehiemMo masbe KOPUCTUTHU, HABEEH je CAMO 3aTO [a Ce TMOKaKe
na mocroje mpcreHu koju Hucy Herepumuu. 3anmarar ciaemeher omemka he
ce cacTtojaTu y TOME na MOKAKEMO Ha IPCTEHW MOJWHOMA Ca BUIIE HEO-
apebenux JECY Herepumm.

XwmibepToBa TeopeMa o 0a3mu

Caneneha Teopema je om menrpansor 3madaja. V3 me ce mako m3Bonu
YUHEHUIIA a je CBAKU MOeaJ y IPCTEHY MOJWHOMA Ca BUIIe HeonapeDhenmx
HaJ NOJbeM KOHAUHO TeHEPHUCAH, IITO je NPEenyCclIOB 3a IOCTOjale Pa3Ho-
BPCHUX aJIroOpuTraMa y TOM OpcTeHy. lupekTan moka3 OBe UMH€HUIE HE OuU
Oro JakmmM o NOoKa3a OBe TeopeMe, 3amrc O6u OMO M KOMIIJIMKOBAHU)U.

Teopema 121 (Xun6epTosa Teopema o 6asn) Ako je npcteH A HetepuH, oHga je
n npcted A[X| Hetepun.

Hoxa3z. Heka je I umean y npcreny A[X]. Hedumrnmmmo mmean I, y
npcreny A ca:

I,: ={a, € A: (Fa(X) € A[X])(dega(X) =n n LC(a(X)) = a,)} U{0}.

Kpatko: y I, ce nama3e Bomehu koepunujeHT CBUX IOJIMHOMA CTEIEHA 1
KOju ce Hajaze y uneaay I, a ocum wux je Ty u 0 (Hysna HaM je HEONXOIHA
na OMCMO MMAJIM UAEAJ, & MOPaMO je OBaKO HOIaTU, jep OHAa He MOyke Ouru
Bonehu KoepUIMjeHT HUjeIHOr HEHYyJIAa MOJIUHOMA).

Horaskmmo majupe na je I, unean y A. Heka je a, € I, u b€ A. Axo
je ba, = 0, ouma csakako ba, € I,. Axo je ba, # 0 u axo je a(X) € I
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nonuHOM creneHa n y I uwmju je Bomehu koedunujesr a,, ouza je ba(X)
nosiHOM creneHa n y I unju je Bonehwu koedurnujert ba,,, na 3axkmbydyjeMo
na ba, € I,.

YKOIUKO ayp,b, € I,, merka cy a(X), b(X) nonmunomu cremena n us I,
raksu ga je LC(a(X)) = an, a LC(b(X)) = b,. Axo je a, + b, = 0, oxna
je jacmo ma a, + b, npumana I,. Y cynporrom, nomuaoM a(X) + b(X) je
nosuaoM cremena n u3 I (jep je I mmean) uuju je Bomehim koedummjent
an + by, T€ Ay + b, € I,,.

Huje temro mokazaru ma je I, C I,,;. Hamwme, ako je a, € I,, onma
nocroju noausoM a(X) u3 I crenerna n rakas na je LC(a(X)) = a,. Tana
je Xa(X) monuuowm crenena n+ 1y I unju je Bonehu roedpunujent tarobe
Gn, T€ Qp € Inyq.

Tako cMo mobunu pactyhu HU3 umeana y A:
LhCchcCchC:--

je mpcTeH TEPUH, TO je 0Baj HU3 UACAJIa CTAINOH H, Tj. IIOCTO-
Kako je npcren A Hete , TO je OBa, 3 uaeasia CTAIMOHAPAH, 0CTO
ju m > 0 rako na je I, = I, 3a cBe n > m. Ocum Tora, cBu uneanau I cy
KOHAYHO IeHepucaHu u Heka je, 3a 0 < k < m:

Ik = <ak17 .. '7aksk>

u Heka cy fgj, € [ mommuomu cremena k takBu ma je LC(fr;.) = ajp,-
Hokaxumo na noausoMu [, 38 0 <k < m, 1 < ji < s, remepuiny maean
I. Osmaunmo ca I uneany A[X] renepucan oBuM nonuaomuMa. Ouurienso
je I C I. Ilokamxmmo APYTY WHKIY3U]Y.

Heka je f € I\ {0}. loka3 u3BOAMMO MHIYKIUjOM IIO CTENEHY HMOJUHOMA f.

[MpernocraBumo na je deg f = 0. To 3Hauwm na je 3anpaBo f KOHCTAHTAH
monmHOM 1 na ce Hanasu y Iy. Kaxo cy u monuroMu fo1, . . ., fos, KOHCTAHTHU
MOJIMHOMU KOjU T€HEPUIy OBaj mueat, suaumo na f € I.

[IpernocraBumo ga je momuuoM f cremeHa t u na je TBpheme moka3aHo
3a CBe IOJMHOME cTelleHa Mamer on t, mamo nBe moryhuocTm.

t <m. [Hakue, f je momunom crenena t, te LC(f) € I;. Kako as1,..., a4,
remepunry uneaa I, To mocroje by,..., b, € A TakBu ma je

LC(f) - btlatl + -+ btstatst.
IMoxcerumo ce nma je ay;, = LC(fij,) n na je deg fi;, =t. To 3naunm na je

deg(f —buifer — - — bes, frs,) <2,

a OBaj MOJUHOM CBakako npunana upeaiy [. Ilo mHIyKTWBHO] Xumoresu
3akrbydyjemMo na o npunana I, ma jeu f € I.
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t >m. Iakne, f je monmmmom cremena t, re LC(f) € Iy = I,,. Karo
Gmis---,Qms,, DeHepumry mpeaid I, To moctoje bmi,...,bms, € A Taxsm
na je
LC(f) = bmlaml +- bmsmanzsm-

Ioncerumo ce na je am;,, = LC(fmj,,) 1 #a je deg fn;, = m. To 3naun na
je

t— t—

deg(f — X" "bmifm1 — - — X' "bms,, fims,) <t

a OBaj MOJMHOM CBaKako TMpunana uneary [. Ilo mEAyKTUBHO] XMHOTE3U
3aKbyUyjeMo ma oH mpumana I, ma jeu f € 1.

OBo u 3aBpmaBa I0Ka3, jep CMO IMOKa3aJU Aa KOHAYHO MHOTO IOJIUHOMA
remepurry umeas I. O

Hamomena 122 Y masuBy oBe TeopeMme crnoMume ce Heka Oaza. Osue
HAIIOMUE-EMO na Ce He paau o0 6a3m y CMHUCIY BEKTOPCKHUX IPOCTOPA, HETO
0 TOME Ia Ce TeHEPATOPHU CKYIl HEKOT Maealia Y IMOINHOMI)jaJTHOM IIPCTEHY
Ha3UBa U HErOBOM BA30OM. &

ITocmemuuma 123 Csaku ugean y npcredy K[X, ..., X,;] je KoHauHo reHepucaH.

IToka3. 3ampaso je cse Beh ypabeno. Uuaykuujom mo n ce mokasyje na
je K[Xy,...,X,] Herepun npcren, a TO ynpaBo 3HAYM A je CBAKU UAEAJ
y BeMy KOHAQUYHO I'€eHEePUCAaH. ]
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