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Ferma
Pjer (de) Ferma (1601–1665) bio je pravnik po obrazovaǌu i imao

Slika 1: Pjer (de) Ferma

je poziciju savetnika u Tuluzu. Po dobijaǌu pozicije savetnika,
stekao je pravo da svom prezimenu doda ,,de”. Matematikom se bavio uz
svoju profesiju. Za Dekarta je bio ,,hvalisavac”, za Paskala ,,najve�i
matematiqar u celoj Evropi”, za Mersena ,,uqeni savetnik iz Tu-
luza”, a za Valisa ,,taj prokleti Francuz”. Praktiqno nixta nije
objavǉivao, no vodio je intenzivnu korespondenciju sa mnogim mate-
matiqarima, a i bele�io svoje ideje. Korespondencija i ti ǌegovi
zapisi su objavǉeni kasnije.

Prirodno je da posle Dekarta govorimo o Fermau. Naime, i Ferma
je razvio verziju analitiqke geometrije, qak i pre Dekarta, no kako
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znamo da nije objavǉivao, to je imalo maǌeg uticaja. ǋegove ambicije
su bile maǌe, ali je zato to uradio temeǉnije. Posebno je, za razliku
od Dekarta, isticao da jednaqine odre�uju geometrijsko mesto taqaka:

Svaki put kada se u zavrxnoj jednaqini na�u dve nepoznate veliqine, imamo
locus, qiji krajevi opisuju liniju, pravu ili krivu.

Ferma je ovo razmatrao sa idejom da rekonstruixe xta je to Apolo-
nije mogao uraditi u svom delu ,,Ravanska geometrijska mesta taqaka”
na osnovu komentara Papusa (ovo Apolonijevo delo nije saquvano).
Ferma je to prezentovao u kratkoj raspravi ,,Uvod u ravanske i pros-
torne locuse (geometrijska mesta taqaka)”. Bio je pod uticajem Vijeta
i koristio je ǌegovu notaciju.

Slika 2: Kriva zadata jednaqinom

Na ovoj slici je malo modernizovana verzija toga xto je radio. Na
ǌoj imamo predstavǉeno geometrijsko mesto taqaka zadato jednaqinom
f (A,E) =C , gde je C Vijetova homogena koordinata. Dakle, ovde mo�emo
N smatrati za koordinatni poqetak, dok bi du�ina du�i N Z (A) odgo-
varala x koordinati. Odmah napomenimo da je Ferma razmatrao samo
pozitivne koordinate. Od Z se povlaqi du� do pozicije I i du�ina
du�i Z I (E) bi odgovaralo y koordinati. Ferma ka�e da E merimo od
te prve fiksirane prave (zapravo poluprave) pod odre�enim uglom,
za koji �emo najqex�e uzimati da je prav. Ovde taj ugao α nije prav.
Paralelnim pomeraǌem du�i Z I i produ�eǌem (kao xto ovde imamo
Z 1I 1) krajevi du�i I opisuju tu krivu.

2



Slede�a slika predstavǉa pravu zadatu jednaqinom, koju Ferma u
Vijetovom stilu opisuje sa D in A ae B in E (za nas Dx = B y, prisetimo
se da in oznaqava mno�eǌe, a ae jednakost): On pokazuje da krajevi

Slika 3: Prava zadata jednaqinom

du�i Z I zaista opisuju pravu, naravno na osnovu sliqnosti trou-
glova, jer je D : B = E : A. Locus za opxtiju linearnu jednaqinu (sada
�emo ipak pre�i na moderne oznake) ax+by = c2 skicira u ’prvom kvad-
rantu’ kao du�. On istiqe da je ovako rexio slede�i problem.

Ako je dat ma koji broj fiksiranih pravih u ravni, locus taqaka takvih da
je suma du�ina odseqaka nacrtanih pod datim uglovima do taqaka na tim
pravama konstantna, jeste prava linija.

Naravno, to nam je jednostavno, dobija se linearna jednaqina i ona
predstavǉa pravu liniju.

U ovoj raspravi je pokazao da jednaqina x y = k2 daje hiperbolu,
da se jednaqina oblika x y +a2 = bx + c y mo�e svesti na prethodnu. Za
ǌega jednaqina x2 = y2 predstavǉa jednu pravu (ne uzima negativne ko-
ordinate), zapravo polupravu (opet — nema negativnih koordinata).
Pokazuje da je a2� x2 = by parabola, da je x2 + y2 +2ax +2by = c2 krug,
a2�x2 = k y2 elipsa i da je a2+x2 = k y2 hiperbola za koju daje obe grane.
Posle svega, istiqe slede�i stav.

Ako je dat ma koji broj fiksiranih pravih u ravni, locus taqaka takvih da
je suma kvadrata odseqaka nacrtanih pod datim uglovima do taqaka na tim
pravama konstantna jeste prostorni locus.

Prostorni locus je, naravno, konusni presek. I ovo naravno di-
rektno sledi iz ǌegovih analiza kvadratnih jednaqina. Kao xto
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smo i rekli, Ferma se bavi jednostavnim problemima, u odnosu na
Dekarta, koji je bio motivisan te�im Apolonijevim problemom, ali
vixe istiqe to da jednaqina sa dve nepoznate odre�uje geometrijsko
mesto taqaka. U dodatku svog ,,Uvoda” pokazuje da se kubne i jedna-
qine qetvrtog stepena (sa jednom nepoznatom naravno) mogu rexavati
pomo�u konusnih preseka, xto je dobro nam poznata tema.

Ovo ǌegovo delo nije objavǉeno za ǌegovog �ivota i stoga je Dekar-
tova ,,Geometrija” bila ono delo za koje se smatra da je uvelo analiti-
qku geometriju. Fermaovo delo, mada je objavǉeno tek 1679. u ,,Varia
opera mathematica”, a napisano pre Dekartovog, ipak je kru�ilo kao
rukopis. Ferma je bio svestan mogu�nosti analitiqke geometrije i
za vixe od dve dimenzije. Evo ǌegovih misli o tome.

Postoje izvesni problemi koji ukǉuquju samo jednu nepoznatu i koji se mogu
zvati odre�eni, da bi se razlikovali od problema locusa. Postoje drugi
koji ukǉuquju dve nepoznate i koji se nikada ne mogu redukovati na jednu
nepoznatu; to su problemi locusa. U prvim problemima tra�imo taqku, u
drugim krivu. Ali, ako predlo�eni problem ukǉuquje tri nepoznate, onda
treba na�i ne taqku ili krivu, no celu povrx. Na taj naqin se pojavǉuju
povrxinski locusi, itd.

U ovom ,,itd.” postoji nagovextaj vixedimenzionalne geometrije,
ali ako je Ferma zaista na to mislio, nije se time nigde bavio. Za-
pravo i trodimenziona geometrija je bila prerana za to vreme, tek je
ozbiǉno razvijena u XVIII veku.

Nekoliko godina kasnije, tridesetih godina XVII veka, Ferma se
pozabavio problemom nala�eǌa (lokalnog) maksimuma, odnosno mini-
muma. U delu ,,Metoda nala�eǌa maksimuma i minimuma”, koje je
objavǉeno posle ǌegove smrti, on obrazla�e svoj metod.

Ukoliko je x taqka lokalnog maksimuma ili minimuma, onda se
vrednosti f (x) i f (x+E) za E malo, veoma malo, razlikuju, dakle imamo
da je f (x +E)� f (x). Kada skratimo iste qlanove sa obe strane, pode-
limo sa E, potom postavimo da je E = 0 i izjednaqimo levu stranu sa
nulom, dobijamo jednaqinu koja nam odre�uje tu taqku x. Ovde prak-
tiqno imamo situaciju da se u

f (x +E)� f (x)

E
,

postavǉa da je E = 0, tj. da se tra�i

lim
EÑ0

f (x +E)� f (x)

E
,

i potom to izjednaqava sa nulom. Dakle, tra�i se nula prvog izvoda
(podsetite se kako glasi Fermaova teorema iz Analize 1). No, tu ipak
treba re�i dve stvari. Najpre, naravno da pojam limesa nije postojao,
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a osim toga, Ferma je govorio da treba onoliko puta deliti sa E dok
E ne nestane bar iz jednog qlana. Dakle, nije on bax bio siguran da
je deǉeǌe samo sa E dovoǉno. Za primer je uzeo jednostavan problem:
na�i taqku na du�i tako da pravougaonik formiran od du�i na koje ta
taqka deli datu du� ima maksimalnu povrxinu. Zapravo je posmatrao
maksimum funkcije f (x) = x(a�x). Dakle,

f (x +E) � f (x)

(x +E)(a�x�E) � x(a�x)

x(a�x)+E(a�x)�xE �E 2 � x(a�x)

E(a�x)�xE �E 2 � 0

a�x�x�E � 0

a�2x = 0,

te naravno dobijamo da je x = a/2 i rexeǌe je kvadrat. Razmatrao je i
druge primere.

Tesno povezan sa ovim je i problem nala�eǌa tangente.

Slika 4: Nala�eǌe tangente na krivu

Ako je P taqka na krivoj y = f (x) (naravno koristimo moderne oz-
nake) u kojoj se tra�i tangenta i ako su ǌene koordinate (a, f (a)), onda
su koordinate taqke P 1 na krivoj blizu ovoj (a +E , f (a +E)) i ta taqka
je tako blizu tangenti da se mo�e smatrati da le�i na ǌoj. Stoga se
mo�e smatrati da su trouglovi 4TQP i 4TQ 1P 1 sliqni te je (ovde je
c = TQ):

f (a)

c
� f (a +E)

c +E
.
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Posle unakrsnog mno�eǌa, skra�ivaǌa istih qlanova, deǉeǌa sa E i
izjednaqavaǌa E sa nulom, nalazimo c, a time i tangentu. Na primer,
ako imamo funkciju f (x) =�x2 +4x +7 i tra�imo tangentu u taqki sa
koordinatama (1,10), dobijamo

10

c
� �(1+E)2 +4(1+E)+7

c +E
.

Posle daǉeg sre�ivaǌa dobijamo

10c +10E � c(�1�2E �E 2 +4+4E +7),

10E � 2cE � cE 2

10 � 2c� cE

10 = 2c,

te je c = 5.

Dekart je za metod quo od Mersena 1638. godine

Slika 5: Marin Mersen

i smatrao je da ne funkcionixe za slo�enije krive, na primer za
krivu koja sada nosi ime po ǌemu, a qija je jednaqina x3 + y3 = 3ax y
(,,Dekartov list”).
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Slika 6: Dekartov list

No, Ferma je uspeo da i za taj sluqaj poka�e kako se ǌegovim
metodom mo�e na�i tangenta.

On se interesovao i za problem kvadrature, odnosno za nala�e-
ǌe povrxine odre�ene nekom krivom. Na osnovu posrednih dokaza,
mo�e se zakǉuqiti da je te rezultate imao pre 1650. ali ih nije ob-
javio. Bio je motivisan da krajem pedesetih godina XVII veka napixe
raspravu o tome poxto se 1658. godine pojavila ,,Arithmetica infinitorum”
�ona Valisa. U ǌoj se mo�e na�i i formula za nala�eǌe povrxine

ispod krive y = x
p
q , gde je p/q racionalan broj razliqit od �1. Ferma

je u svojoj raspravi objasnio kako je on doxao do tog rezultata i izneo
neke kritike Valisovih rezultata.

Ferma na poqetku govori o metodu koji koristi.

Arhimed je koristio geometrijski niz samo za kvadraturu parabole. . . Ja sam
prepoznao i pokazao da je ovakva vrsta niza veoma korisna za kvadrature i
drage voǉe saopxtavam modernim geometrima svoj izum, koji izvodi kvadra-
ture parabola i hiperbola na sasvim sliqan naqin.

On najpre pokazuje kako se mo�e izvesti kvadratura hiperbole
x2 y = 1 (zapravo on radi za bilo koju konstantu, mi �emo, jednos-
tavnosti radi staviti da je to 1), potom parabole x = y2 i konaqno
objaxǌava kako se to mo�e generalisati za bilo koju krivu odre�enu
jednaqinom xm yn = 1, gde su m,n celi brojevi, razliqiti od 0 i nisu
oba jednaki 1. Mi �emo detaǉno pokazati kako je on to izveo za taj
prvi sluqaj.
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Slika 7: Fermaova kvadratura hiperbole

Ferma:

Razmotrimo hiperbolu zadatu svojstvom

AH 2

AG2 = EG

H I
i

AO2

AH 2 = H I

NO
, itd. (1)

Tvrdim da je beskonaqan prostor qija je baza EG i jedna od strana kriva ES,
a druga je beskonaqna asimptota GOR jednak datoj pravougaonoj povrxini.

Ta data ,,pravougaona povrxina” je povrxina pravougaonika AGEB.
Najpre �emo ovo pokazati savremenom notacijom i oznakama, a onda
Fermaovu realizaciju.

Neka je a = AG. Uzmimo neki broj r > 1 i taqke G , H ,O, M , . . . qije
su apscise, redom, a, ar, ar 2, ar 3, . . .. Tada je G H = ar � a, HO = ar 2� ar ,
OM = ar 3�ar 2, . . . , dok je

EG = 1

a2 , H I = 1

a2r 2 , ON = 1

a2r 4 , MP = 1

a2r 6 , . . .

Zbir povrxina oznaqenih pravougaonika je tada

EG �G H + I H �HO +NO �OM + � � � ,
tj.

1

a2 �a(r �1)+ 1

a2r 2 �ar (r �1)+ 1

a2r 4 �ar 2(r �1)+ � � � = r �1

a

(
1+ 1

r
+ 1

r 2 + � � �
)

= r �1

a
� 1

1� 1
r

= r

a
.
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No, kada se r sve vixe smaǌuje ka 1, zbir tih povrxina se svi vixe
pribli�ava povrxini ispod krive. Ukoliko postavimo da je r = 1,
dobijamo da je povrxina ispod krive jednaka 1/a, dok je povrxina
pravougaonika AGEB jednaka

AG �EG = a � 1

a2 = 1

a
,

tj. ono xto je i tvr�eno.

Evo kako je Ferma to zaista uradio. On bira taqke G , H ,O, M . . .
tako da AG , AH , AO, AM , . . . qine geometrijski niz xto navodi ovako:

AG

AH
= AH

AO
= AO

AM
= � � � (2)

i ka�e da je to ekvivalentno sa

AG

AH
= G H

HO
= HO

OM
= � � �

(naravno, znamo da je a
b = c

d ako i samo ako je a
b = c�a

d�b ). Ferma zatim
poredi odnose povrxina pravougaonika:

EG �G H

H I �HO
= EG

H I
� G H

GO
= EG

H I
� AG

AH
.

No, s obzirom na svojstva hiperbole (1) i qiǌenicu da je AH 2 = AG �AO
(vidi (2))

EG

H I
= AH 2

AG2 = AO

AG
.

Stoga je
EG �G H

H I �HO
= AO

AG
� AG

AH
= AO

AH
= AH

AG
.

Zato zakǉuquje da povrxine pravougaonika oznaqenih na slici
tako�e predstavǉaju geometrijski niz sa koliqnikom AH

AG . Umesto da
sumira geometrijski niz po poznatoj mu formuli (poznatoj i Vijetu,
qija je dela pa�ǉivo qitao), on navodi slede�e pravilo.

Ukoliko je dat geometrijski niz qiji qlanovi beskonaqno opadaju, razlika
dva uzastopna qlana ovog niza se odnosni prema maǌem od ǌih isto kao xto
se najve�i qlan niza odnosi prema sumi svih ostalih.

Dakle, on ka�e da, ako je a1, a2, a3, . . . opadaju�i geometrijski niz,
onda je (a1� a2) : a2 = a1 : (a2 + a3 + � � �). Proverite ovo. Ako sumu celog
niza povrxina oznaqimo sa S, onda po ovom pravilu imamo da je

EG �G H �H I �HO

H I �HO
= EG �G H

S�EG �G H
.

No,
EG �G H �H I �HO

H I �HO
= EG �G H

H I �HO
�1 = AH

AG
�1 = G H

AG
= EG �G H

EG � AG
.
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Dakle, dobijamo da je

S�EG �G H = EG � AG .

No, kada se odnos AH : AG qini sve vixe blizu 1, dakle kada pravo-
ugaonici postaju sve u�i, tada se S pribli�ava povrxini ispod krive
poqev od taqke G, a povrxina EG �G H postaje sve bli�a nuli (jer je
G H sve bli�e nuli). Stoga je povrxina ispod krive jednaka povrxini
pravougaonika AGEB.

Zanimǉivo je da, uprkos qiǌenici da se bavio i pitaǌem tangente
i pitaǌem kvadrature, Ferma nije eksplicitno povezao te probleme,
tj. nikada nije ukazao na rezultat poput ǋutn-Lajbnicove formule.

Ono po qemu je on sigurno danas poznatiji je po svojim rezulta-
tima i hipotezama iz teorije brojeva. Svi ǌegovi rezultati iz ove
oblasti su navedeni ili na marginama ǌegovog primerka Diofantove
,,Aritmetike” ili u prepisci sa drugim matematiqarima. No, kako
ǌegov primerak navedene kǌige nije saquvan (najverovatnije ga je uni-
xtio ǌegov sin pripremaju�i Fermaovo delo za objavǉivaǌe), ostaje
nam ǌegova prepiska po kojoj mo�emo proceniti razvoj ǌegovih rezul-
tata iz teorije brojeva. Prirodno je tu prepisku podeliti u qetiri
perioda.

Prvi period se sastoji iskǉuqivo od pisama u godini 1636. i sas-
toji se od 10 pisama. No, razmatra se tu samo jedan rezultat koji za-
ista pripada teoriji brojeva i naveden je u pismu Robervalu. Sastoji
se u tome da se poka�e da ako je x koren jednaqine x2+2(a+b)x = a2+b2,
onda je x apotoma(termin iz Euklidovih ,,Elemenata”), tj. razlika
dva broja koji su nesamerǉivi. Vidimo da se problem lako svodi
(razmotrite rexeǌe ove kvadratne jednaqine) na pitaǌe da li je neki
racionalan broj kvadrat racionalnog broja. Naravno, toga su bili
svesni i Ferma i Roberval. Dakle, mo�emo da zakǉuqimo da se oko
godine 1636. Ferma interesovao za vrlo elementarne probleme u vezi
teorije brojeva.

Drugi period odnosi se na godine 1638–1644. Ovo je, bez sumǌe,
bio najplodonosniji period. Sastoji se od 28 pisama. Poqiǌe pismom
upu�enom Mersenu, a nameǌenom zapravo Sen-Kroau. U ovom pismu su
navedeni slede�i stavovi

1. Povrxina pravouglog trougla ne mo�e biti kvadrat.

2. Jednaqine x4+y4 = z4 i x3+y3 = z3 su nemogu�e za racionalne bro-
jeve, kao ni sistem x2 + y2 = z2, z2 + y2 = l 2.

3. Svaki broj je suma tri trougaona broja, qetiri kvadrata, pet
petougaonih brojeva, itd.

4. Nijedan broj oblika 8k�1 nije kvadrat, niti je suma dva kvadrata
ili tri kvadrata.
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Kratak komentar je na mestu. Naravno, u sluqaju prvog problema
misli se na pravougli trougao qije su stranice racionalni (zapravo
mo�emo smatrati da su i celi) brojevi. Za drugi problem zapravo
Ferma ne tvrdi eksplicitno da su to nerexive jednaqine, nego ih vixe
postavǉa kao izazov Sen-Kroau.

Vidimo ogromnu razliku u nivou problema u razmaku od samo 18
meseci (od kraja 1636. godine). Po svemu sude�i je Ferma do 1638.
godine otkrio metod beskonaqnog spuxtaǌa. Ta ideja je postojala
i ranije, ali ju je on doveo da ozbiǉnog metoda. Ukratko, ona se
sastoji u tome da se poka�e da ne postoji prirodan broj sa nekim
svojstvom tako xto se iz pretpostavke da on postoji, zakǉuquje da
onda mora postojati i maǌi od ǌega sa tim istim svojstvom. Kako ne
mo�emo imati beskonaqan opadaju�i niz prirodnih brojeva, dobijamo
kontradikciju.

Ilustrujmo to na jednom jednostavnom primeru — poka�imo da
?

3
nije racionalan broj (naravno da nam taj metod za ovo svakako nije
potreban). Pretpostavimo da je

?
3 = a1

b1
,

gde su a1 i b1 pozitivni i uzajamno prosti prirodni brojevi. Prime-
timo da va�i jednakost

1?
3�1

=
?

3+1

2
.

Dobijamo
1

a1
b1
�1

=
?

3+1

2
,

te je ?
3 = 2

a1
b1
�1

�1 = 2b1

a1�b1
�1 = 3b1�a1

a1�b1
.

Neka je a2 = 3b1�a1, a b2 = a1�b1. Kako je svakako a1 > b1 i a1 < 2b1, to
su i a2 i b2 prirodni brojevi. Primetimo da je

a2 < a1 akko 3b1�a1 < a1 akko 3b1 < 2a1 akko
a1

b1
> 3

2
akko 3 > 9

4
akko 12 > 9,

a
b2 < b1 akko a1�b1 < b1 akko a1 < 2b1,

te je a2 < a1 i b2 < b1. Tako dobijamo opadaju�e nizove prirodnih
brojeva i zakǉuqujemo da

?
3 nije racionalan broj.

U pismu numerisanom pod brojem XL, upu�enom Mersenu najverovat-
nije u junu 1640. godine nalazimo formulaciju (u specijalnom obliku)

11



stava, koji danas znamo kao Mala Fermaova teorema. Naime, Ferma
navodi da je otkrio tri lepa rezultat (ne bez truda). Najpre da je
2n�1 slo�en broj ukoliko je n slo�en, da je 2n�1 kongxruentan sa 1 po
modulu 2n ukoliko je n prost i da su u tom sluqaju prosti deliteǉi
broja 2n�1 oblika 2nk+1. Na primer, 211�1 = 2047 i 89 | 2047, pri qemu
je 89 prost broj oblika 2 �11 �4+1. Tako�e je naveo da je otkrio da je
broj 237�1 = 137 438 953 471 deǉiv prostim brojem 223 = 2 �37 �3+1.

ǋegov poqetak bavǉeǌa kvadratnim formama mo�e se primetiti
tako�e u pismima Robervalu i Mersenu iste godine. On tu navodi da
je pokazao da ako je n = p2 +q2, gde su p i q prirodni brojevi, onda n
nema prosti delilac oblika 4k�1.

U pismu XLIII nameǌenom Freniklu, najverovatnije iz avgusta 1640.
pixe:

Gotovo sam uveren da je 22n +1 prost broj za svaki broj n. Jox nemam dokaz
za to, ali sam iskǉuqio veliki broj delilaca . . .

Ojler je kasnije pokazao da 641 | 225 +1, tako da ova Fermaova slut-
ǌa nije bila dobra. Prosti brojevi ovog oblika se nazivaju Fer-
maovi prosti brojevi, no sem onih koji se dobijaju za n = 0,1,2,3,4, drugi
nisu poznati. Oni se pojavǉuju u razmatraǌu problema konstrukcije
pravilnih n-touglova pomo�u leǌira i xestara.

Usledio je period od 10 godina bez razmene rezultata iz teorije
brojeva. Tre�i period se odnosi samo na avgust i septembar 1654.
godine (nije loxe spomenuti da je 1653. godine Ferma pre�iveo kugu,
da je qak pogrexno javǉano i o ǌegovoj smrti) i dva pisma Paskalu.
Ponovo istiqe da je uveren da su brojevi oblika 22n +1 prosti, no u
drugom pismu najavǉuje i slede�e rezultate/probleme.

1. Svaki broj je sastavǉen od tri trougaona, qetiri kvadratna,
pet petougaonih i xest xestougaonih brojeva (ovo je teorema iz
1638. godine).

2. Da bi se dobila prethodna teorema, treba pokazati da je svaki
prost broj oblika 4k +1 zbir dva kvadrata.

3. Za dati broj navedenog oblika, na�i kvadrate na koje se ras-
tavǉa.

4. Svaki prost broj oblika 3k +1 je oblika x2 +3y2.

5. Svaki prost broj oblika 8k�1 ili 8k +3 je oblika x2 +2y2.

6. Ne postoji trougao qije su stranice celi brojevi, a qija je povr-
xina potpun kvadrat.
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Qetvrti period poqiǌe pismom od 3. januara 1657. godine. Ono je
upu�eno jednom pariskom matematiqaru, ali je nameǌeno da se uputi
drugim matematiqarima i u drugim zemǉama. Sastoji se od dva prob-
lema.

1. Na�i takav kub koji dodat zbiru svih svojih pravih delilaca
daje potpun kvadrat. Na primer, 343 = 73, svi pravi delioci od
343 su 1, 7 i 49, a 343+1+7+49 = 400 = 202. Na�i ostale kubove
koji ovo zadovoǉavaju.

2. Na�i sve kvadrate koji dodati svim svojim pravim deliocima
qine kub.

Posebno je izazov upu�en �onu Valisu u Englesku, ali on nije
pokazao interes za to. Smatrao je da se radi o pojedinaqnom problemu
iza koga ne stoji neka ozbiǉna teorija.

Najznaqajnije pismo iz ovog perioda je upu�eno Karaviju u avgustu
1659, a zapravo je nameǌeno Hajgensu. U ǌemu se navode neki problemi
od ranije, ali i nova dva.

1. Pokazati da jednaqina y2+2 = x3 nema drugih rexeǌa do x = 3, y = 5.

2. Pokazati da jednaqina y2+4 = x3 nema drugih rexeǌa do x = 2, y = 3
i x = 5, y = 11.

U ovom pismu Ferma ponovo govori o problemu da se poka�e da se
svaki prost broj oblika 4k +1 mo�e prikazati kao zbir dva kvadrata.
Govori da je to pokazao metodom beskonaqnog spuxtaǌa — da je iz
pretpostavke da postoji neki prost broj koji je tog oblika, a nije suma
dva kvadrata, on uspeo da na�e maǌi takav, te se na kraju to svodi da
najmaǌi takav broj, tj. 5 nije suma dva kvadrata, xto on oqigledno
jeste. No, nije dao nikakvu naznaku o tome kako se konstruixe takav
maǌi prost broj.

Pregledom Fermaove korespondencije mo�e se konstatovati da ni
u jednom pismu on nije spomenuo da ima rexeǌe problema, koji je
postao poznat kao Fermaov posledǌi problem, ili Velika Fermaova
teorema: ne postoje pozitivni celi brojevi x, y, z takvi da je xn+yn = zn

ni za jedno n ¥ 5. Naveo je na vixe mesta da ti brojevi ne postoje za
n = 3 i n = 4, ali nikada, sem na marginama svog primerka Diofantove
,,Aritmetike” nije pisao o tom opxtem problemu. Na marginama je
napisao da ima izvanredno rexeǌe, ali da su margine male da ga
ispixe. Tako da se mo�e sa velikom sigurnox�u konstatovati da
nije imao rexeǌe ovog problema ni za jedno n > 4.

Glavni metod koji je Ferma koristio u svom radu na problemima iz
teorije brojeva je bio metod beskonaqnog spuxtaǌa. Poka�imo kako
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je on taj metod primenio da poka�e da jednaqina

x4 + y4 = z2

nema rexeǌe u prirodnim brojevima (iz qega sledi i Velika Fermaova
teorema za n = 4).

Pretpostavimo da rexeǌe postoji i da je z najmaǌi broj qiji se
kvadrat razla�e na sumu dva qetvrta stepena. Jasno je da su tada
x, y, z par po par uzajamno prosti brojevi. Od starih vremena je poz-
nato pravilo za Pitagorine trojke. Sigurno je jedan od brojeva x, y
paran. Naime, ako bi oba bili neparni, onda bi broj x4+y4 bio paran
broj koji nije deǉiv sa 4, a takav broj ne mo�e biti potpun kvadrat.
Ukoliko pretpostavimo da je y paran, dobijamo da je, za neke brojeve
A,B:

x2 = A2�B 2, y2 = 2AB , z = A2 +B 2.

Kako su x i y uzajamno prosti, to su i A i B uzajamno prosti. Pret-
postavimo da je B paran. Tada mora biti A = a2,B = 2b2 za neke a,b.
Dobijamo

x2 + (2b2)2 = A2�B 2 +B 2 = A2 = a4.

Ako sada na Pitagorinu trojku (x,2b2, a2) primenimo gorenavedeni rezul-
tat, dobijamo da postoje uzajamno prosti C i D takvi da je

2b2 = 2C D, a2 =C 2 +D2.

Iz qiǌenice da je C D potpun kvadrat i da su C i D uzajamno prosti,
sledi da je C = c2 i D = d 2 za neke c,d. Tada je

c4 +d 4 = a2.

No, jasno je da je a < z:

z = a4 + (2b2)2 > a4 ¥ a.

Na osnovu principa beskonaqnog spuxtaǌa rezultat sledi.

Ferma svakako nije bio profesionalni matematiqar, a ni ǌegovi
maniri nisu bili takvi. Jeste �eleo priznaǌe, ali nije �eleo da ob-
javǉuje radove, nije �eleo da ih sre�uje da budu do kraja precizni i
da se mogu objaviti i izdr�ati kritiku. No, i pored toga, za ǌegove
rezultate se ne mo�e re�i da su amaterski ako pod tim podrazumevamo
da su proizvoǉni, slabi i nejasni. Imao je i grexaka, ali to je nor-
malno. Svakako je uticao u znaqajnoj meri na razvoj matematike. Sam
Fermaov posledǌi problem je bio veliki motiv za razvoj teorije bro-
jeva. Endrju Vajls ga je rexio 1994. godine i dokazao da je Fermaova
pretpostavka bila taqna.
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Infinitezimalni metodi do ǋutna i
Lajbnica

Mertonovsko pravilo, xirina forme

U sredǌem veku mo�emo da istaknemo ideje ,,xirine forme” kao
pretequ i koordinatnog sistema i Calculusa. Sholastiqki filozofi
su diskutovali mogu�nost kvantifikacije formi, xto je Aristotelov
koncept, koji praktiqno odgovara pojmu funkcije. Naime, to je kvalitet
(neqega) koji je promenǉiv, kao xto su to brzina, temperatura, gustina.
Razmatrano je pitaǌe pove�avaǌa i smaǌivaǌa (intensio i remissio)
intenziteta formi. Intenzitet forme se razlikuje od ǌene eksten-
zije: brzina, temperatura, gustina su intenziteti, dok su pre�eni
put, toplota, masa — ekstenzije.

Grupa filozofa sholastiqara u XIV veku na Merton Kole
u u Oks-
fordu

Slika 8: Merton Kole


razmatrala je stepen promene, kao i stepen promene stepena promene
formi, naravno bez formula, verbalno, uz dozu ne samo filozofije,
nego i misticizma. Sva kretaǌa se dele na (ravnomerna) uniformna

u kojima se u svakom delu vremena isto rastojaǌe pre�e

i neravnomerna (,,diformna”)

Neravnomerno kretaǌe je ono u kome se vixe rastojaǌa pre�e u nekom delu
vremena, a maǌe u nekom drugom.

Osim toga, neravnomerna kretaǌa su klasifikovana u ravnomerno
neravnomerna i neravnomerno neravnomerna, a naravno tako se mo�e
i daǉe i�i.
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Neko kretaǌe je ravnomerno ubrzano ukoliko u istim delovima vremena pos-
ti�e isto pove�aǌe brzine.

Ustanovǉeno je ,,mertonovsko pravilo”:

Kad god postoji ravnomeran rast lokalnog kretaǌa, lokalno kretaǌe je ravno-
merno neravnomerno kretaǌe. Kako ono po svom rezultatu odgovara sredǌoj
vrednosti, oqigledno je da se isti put mo�e pre�i ravnomernim kretaǌem u
sredǌoj vrednosti kao i ravnomerno neravnomernim kretaǌem.

Naravno, ovo nam ka�e da, ako je vp poqetna, a vz zavrxna brzina,
onda se isti put prelazi ukoliko se sve vreme ide sredǌom brzinom
vs = vp+vz

2 . Navo�eno je vixe dokaza, neki su ukǉuqivali i rad sa
beskonaqnim redovima!

U Parizu se ovim pitaǌima bavio Nikola Orezm (oko 1323–1382).

Slika 9: Nikola Orezm

Grafiqki prikaz funkcije se prvi put pojavǉuje u delu �ovanija
di Kasala 1346, ali Orezm je to znaqajno ozbiǉnije uradio. Evo xta
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on govori.

(a) U vezi kvaliteta se dve stvari mogu predstaviti, naime intensio per
gradum i extensio per subjectum i stoga se kvalitet mo�e videti u dve dimen-
zije.

Iz ovih razloga se ponekad ka�e da kvalitet ima du�inu i xirinu umesto
intenzitet i ekstenziju.

(b) Kvalitet se mo�e zamisliti da pripada taqki ili nedeǉivom sub-
jektu, kao xto je duxa, ali tako�e i liniji i qak i povrxi i telu.

Zakǉuqak 1: Kvalitet taqke ili nedeǉivog objekta mo�e se predstaviti
linijom, poxto ima samo jednu dimenziju, naime intenzitet. Odavde sledi
da takav kvalitet kao xto je znaǌe ili vrlina, ne mo�e biti uniformno ili
diformno, kao xto se i za liniju ne ka�e da je uniformna ili diformna.
Tako�e sledi da se ne mo�e pozivati na xirinu znaǌa ili vrline, poxto joj
se ne mo�e pridru�iti du�ina, jer svaka xirina pretpostavǉa i du�inu.

Zakǉuqak 2: Kvalitet linije se mo�e predstaviti pomo�u povrxi, qija
je du�ina pravolinijska ekstenzija subjekta, a xirina je intenzitet, koji je
predstavǉen normalama podignutim na liniju subjekta.

Zakǉuqak 3: Sliqno se kvalitet povrxi mo�e predstaviti telom . . .

No, nekome mo�e biti sumǌivo: ako se kvalitet linije ovde predstavǉa
pomo�u povrxi, a kvalitet povrxi pomo�u tela koje ima tri dimenzije,
kvalitet tela �e, bez sumǌe, biti predstavǉen neqim xto ima qetiri di-
menzije...

On zatim tvrdi kako nije potrebno uvoditi qetiri dimenzije, pozi-
vaju�i se na neke Aristotelove rasprave. U svakom sluqaju, vidimo
ideju grafika funkcije jedne i dve promenǉive, i naznaku grafika
funkcije i tri promenǉive. Vidimo da je postojao veliki otpor raz-
matraǌu vixe od tri dimenzije i to je potrajalo jox vekovima.

Orezm grafiqki pokazuje razliku izme�u uniformnih formi, koje
su predstavǉene pravougaonicima i uniformno diformnih formi koje
su predstavǉene pravouglim trouglovima (ako se, na primer, pred-
stavǉa ravnomerno ubrzano kretaǌe poqev od mirovaǌa ili koje pred-
stavǉa ravnomerno usporeno kretaǌe do zaustavǉaǌa) ili trapezima.
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Slika 10: Uniformne i uniformno diformne forme

ǋegov Zakǉuqak 5 je zapravo mertonovsko pravilo.

Zakǉuqak 5: Na osnovu prethodnog se mo�e dokazati da je uniformno
diforman kvalitet jednak sredǌem stepenu, tj. podjednako je veliki kao xto
bi uniforman kvalitet bio u sredǌoj taqki i ovo se mo�e ovako pokazati.

Slika 11: Mertonovsko pravilo kod Orezma

Ilustruje i diformno diformne kvalitete:
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U delu ,,Pitaǌa o Euklidovoj geometrije”, u kojima se mogu na�i
i prethodna razmatraǌa, u okviru 14. pitaǌa, on zapravo pokazuje
da je pre�eni put pri ravnomerno ubrzanom kretaǌu proporcionalan
kvadratu vremena (dakle, pre Galileja). On tu govori o ’kvalite-
tima’, ali se to naravno mo�e preneti na zakǉuqak koji smo naveli.

. . . svaki uniformno diformni kvalitet . . . za qiji subjekt zamislimo da je
podeǉen na neki broj delova treba oznaqiti kvadratom broja koji predstavǉa
broj delova na koji je subjekt podeǉen.

I ilustruje to ovako (prime�uje da je zbir 1+3+5+7+9 = 52, a lako
se mo�emo uveriti, recimo deǉeǌem na trouglove podudarne najmaǌem
trouglu, da je odnos ovih povrxina zaista kao na slici):

Slika 12: Pre�eni put po ravnomerno ubrzanom kretaǌu je propor-
cionalan kvadratu proteklog vremena

Orezm se bavio i sumiraǌem redova. Na primer, u delu ,,Tractatus
de configurationibus qualitatum et motuum” geometrijski je pokazao da je

1+ 1

2
�2+ 1

4
�3+ � � �+ 1

2n�1
�n + � � �= 4.

Na drugom mestu je pokazao da harmonijski red

1+ 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ � � �

nema konaqnu sumu. Naime, grupisao je qlanove na pogodan naqin:
tre�i i qetvrti su u zbiru 1

3 + 1
4 , a to je ve�e od 1

4 + 1
4 = 1

2 . Zbir
slede�a qetiri je tako�e ve�i od 1

2 :
1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8 > 1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8 = 1
2 . Tim

grupisaǌem se pokazuje neograniqenost sume. Zapravo takav dokaz i
danas koristimo.
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Stevin

Slika 13: Statua Simona Stevina u Bri�u

Sa Simonom Stevinom (1548–1620) zaista poqiǌu primene metoda
koje su vodile ka Calculusu i koje su predstavǉale napredak od Arhime-
dovih rezultata. To se postiglo i tako xto se maǌe insistiralo na
strogosti. Po svemu sude�i, to je bio jedini naqin da se nekako krene
daǉe i to je na kraju i dovelo do znaqajnih rezultata koji su najzad
dobro zasnovani tek krajem XIX veka.

Stevin je bio flamanski in�eǌer i matematiqar iz Bri�a. Puto-
vao je po Evropi, a radio je i u drugim gradovima sadaxǌe Belgije
i Holandije. Ovde �emo prikazati kako je pokazao da se te�ixte
parabole nalazi na dijametru parabole (koji sadr�i taqku u kojoj je
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tangenta paralelna tetivi – podsetite se kvadrature parabole kod
Arhimeda).

Slika 14: Stevinovo odre�ivaǌe te�ixta parabole

Najpre da navedemo da je ranije konstatovao da je, ako figura
ima centar simetrije, to ujedno i ǌeno te�ixte. Stoga zna gde se
nalazi te�ixte jednakostraniqnog trougla, paralelograma. Kasnije
je pokazao za bilo koji trougao, a dokaz je vrlo sliqan ovome koji
sledi.

Dakle, on najpre podeli AD na qetiri jednaka dela AN , N M , ML,LD.
Postavi paralele tetivi BC kroz taqke N , M ,L i onda kroz dobijene
preseke sa parabolom postavi paralele dijametru AD. Tako dobije
figuru koju qine tri paralelograma sa slike: EF T O, G HSP i I K RQ.
Kako zna da te�ixte paralelograma EF T O le�i na LD, te�ixte G HSP
na ML i te�ixte I K RQ na N M, konstatuje da te�ixte te figure le�i
na AD. Potom prime�uje da mo�e daǉe da deli AD, tako da svaki od
ve� postoje�ih du�i deli na pola i formira novu figuru od novih
paralelograma. No, vidi se da se ta figura sve vixe i vixe poklapa
sa odseqkom parabole, odnosno da se ostatak mo�e uqiniti proizvoǉno
malim ako se proces nastavi. Rezonuje na slede�i naqin.

A. Pored ma kojih razliqitih te�ina mo�e se staviti te�ina maǌa od
ǌihove razlike.

O. Pored navedenih te�ina ADC i ADB ne mo�e se staviti te�ina maǌa
od ǌihove razlike.

O. Stoga se ove te�ine ADC i ADB ne razlikuju.

Vidimo da je zakǉuqivaǌe formirao u obliku silogizma. Dakle,
umesto da ide na dokaz svo�eǌem na apsurd kao kod Arhimeda, on ovako
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zakǉuquje. Dakle, poxto delovi ADC i ADB imaju istu te�inu, za-
kǉuquje da je AD vertikalna du� ako se figura ,,okaqi” o A, te je
te�ixte negde na AD. Daǉe on ustanovǉava i gde se nalazi te�ixte
(ono deli AD u odnosu 3 : 2). Ovde se nismo bavili nekim dodatnim raz-
matraǌima u ǌegovom dokazivaǌu, samo smo se fokusirali na glavnu
ideju. Ovaj metod on primeǌuje u nizu izvo�eǌa. Svakako je �eleo
da istakne da je ono xto radi vaǉano sa logiqke taqke gledixta,
mada nije kao kod Arhimeda. Prisetimo se da Arhimedov ,,Metod” u
kome je on pokazivao kako je koristio mehaniqke argumente za dokaz
geometrijskih qiǌenica, u to vreme nije bio dostupan.

Kepler

Johan Kepler (1571–1630)

Slika 15: Johan Kepler

nam je, naravno, najvixe poznat kao astronom. No, pitaǌa kojima se
bavio u astronomiji zahtevala su i matematiku. Imao je zanimǉivu
ideju u vezi konusnih preseka. On je smatrao da ima pet vrsta konika,
koje su sve pripadale istom rodu. U svom radu iz optike iz 1604. is-
takao je princip neprekidnosti. Naime, od konusnog preseka koji se sas-
toji od dve prave koje se seku i u kojoj se �i�e poklapaju u taqki pre-
seka, postepeno, preko beskonaqno mnogo hiperbola u kojima se �i�e
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sve vixe i vixe razdvajaju, dolazimo do parabole za koju je tako�e
smatrao da ima dve �i�e, ali jednu od ǌih u beskonaqnosti. Potom se
�i�e preko familije elipsi ponovo pribli�avaju jedna drugoj dok se
na kraju ne identifikuju kada se dobije krug. Ta ǌegova ideja o taqki
u beskonaqnosti kasnije je boǉe realizovana u Dezargovoj geometriji.

Kepler je naxao i primene za beskonaqno male u svojoj astronomiji.
U delu ,,Nova astronomija” naveo je svoja prva dva zakona.

1. Planete se kre�u oko Sunca po orbiti koja je elipsa i u kojoj se
Sunce nalazi u jednoj od �i�a.

2. Radijus vektor koji spaja Sunce i planetu prebrixe jednake povr-
xine za jednako vreme.

Dakle, ovde mu je bilo potrebno razmatraǌe povrxina i o ǌima je
mislio kao o beskonaqnom broju trouglova qije je jedno teme u �i�i, a
druga dva su beskonaqno bliska na elipsi. Tako on izvodi i povrxinu
kruga.

Slika 16: Povrxina kruga po Kepleru

Ako raqunamo povrxinu malih krivolinijskih trouglova kao 1
2 r �li ,

gde je li du�ina tih malih lukova, onda kada saberemo sve povrxine,
uz konstataciju da je zbir tih lukova jednak obimu kruga, dobijamo
da je povrxina 1

2 r O, gde je O obim kruga.

Da bi pokazao da je povrxina elipse jednaka πab, gde su a i b
poluose, on, u duhu Orezma, posmatra krug kao uniju vertikalnih
du�i, sabiraǌem qijih se du�ina dobija povrxina. No, elipsa se
dobija ’sabijaǌem’ kruga du� ordinate u odnosu b : a
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Slika 17: Povrxina elipse po Kepleru

te se tako dobija da je povrxina elipse qije su poluose a i b jednaka
πab (povrxina kruga je πaa, a onda imamo promenu jedne ose). Jasno
da su ova razmixǉaǌa daleko od korektnih, ali ve� smo rekli da je
to bilo neophodno da bi razvoj matematike poxao daǉe.

Kepler se, osim posla dvorskog astronoma, bavio i drugim poslovi-
ma. Naravno da je sastavǉao i horoskop, a godine 1615. je izdao
delo u kome se bavio zapreminama raznih tela (motivisan pitaǌima
zapremine vinskih baqvi). To su bila tela koja su nastajala raznim
rotacijama oko raznih osa konusnih preseka, qak 92 tela su tu razma-
trana. Naziv dela je bio ,,Nova stereometrija vinskih baqvi”. Razma-
traǌa su bila poput prethodnih i te ideje su sistematski unapre�ene
1635. u znaqajnoj kǌizi ,,Geometrija nedeǉivih” Galilejevog uqenika
Bonaventure Kavalijerija.

Galilej

Galileo Galilej (1564–1642) nije bio matematiqar per se, ali je
u svojim delima koristio matematiku, pa i ideje beskonaqno malog
i beskonaqno velikog. Prvo ǌegovo znaqajno delo ,,Dva glavna sis-
tema” objavǉeno je 1632. na italijanskom i posve�eno je astronomiji.
Napisano je u formi razgovora tri qoveka – Salvijatija (nauqnik,
praktiqno predstavǉa Galileja), Sagreda (obrazovani amater) i Sim-
plicija (ili Simplikija, xto je pravilniji izgovor) (filozof koji
je qvrsto branio Aristotelov pogled na svet), a bavilo se Ptolema-
jevim i Kopernikovim pogledom na Sunqev sistem. Drugo delo, ,,Dve
nove nauke” objavǉeno je 1638. tako�e na italijanskom i ono je bilo
posve�eno fizici, konkretno dinamici i jaqini materijala. Isti
likovi su se i ovde pojavili i razgovarali o tim temama.

Galilej je pokazao da je putaǌa projektila parabola, rastavǉaju�i
ǌegovo kretaǌe na dve komponente – horizontalnu i vertikalnu, uzroko-
vanu gravitacijom. No, Galilej je mislio da je i lanqanica (kriva koju
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oblikuje lanac ili kanap kada se okaqi o dve taqke) tako�e parabola
(kasnije je utvr�eno da se radi o funkciji kosinus hiperboliqki).
Bavio se i problemom odre�ivaǌa povrxine ispod jednog luka cik-
loide, ali nije uspeo da do�e do rezultata.

U delu ,,Dva glavna sistema” pojavǉuje se diskusija o beskonaqno
malim veliqinama razliqitih redova. Naime, Simplikije je kao ar-
gument koji se protivi Zemǉinoj rotaciji tvrdio da �e tela u tom
sluqaju biti izbaqena sa Zemǉe u pravcu tangente na rotacionu putaǌu,
a Salvijati je objaxǌavao da se tu radi o beskonaqno malim veliqi-
nama razliqitog reda.

Slika 18: Beskonaqno male veliqine kod rotacije Zemǉe

Naime, kada se izvrxi rotacija za (beskonaqno) mali ugao θ, onda
je potrebno da telo ,,padne” za QR da bi ostalo na Zemǉi, a to je
beskonaqno mala veliqina vixeg reda u odnosu na luk ØPR (ili na
PQ).

U delu ,,Dve nove nauke” pojavǉuje se i rezultat koji govori da
postoji bijekcija izme�u svih prirodnih brojeva i svih brojeva koji
su potpuni kvadrati. Na�alost, Salvijati (xto znaqi Galilej) nije
u staǌu da savlada problem u kome se qini da je deo jednak celini, no
razrexava problem tako xto ka�e da pojmovi ’ve�e’, ’maǌe’, ’jednako’
nemaju smisla za beskonaqne skupove. Qak ne dozvoǉava da se oni
upore�uju sa konaqnim skupovima. Trebalo je vixe vekova da se ovo
vaǉano razrexi u okviru teorije skupova.
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