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Pojava islama u tre�oj deceniji VII veka dovela je do velikih arap-
skih osvajaǌa. Damask je osvojen 635. godine, Jerusalim 637. dok je
osvajaǌe Egipta zavrxeno 642. godine. Revolucijom me�u islamskim
vo�ama na vlast 660. godine dolazi dinastija Umajada. Osvojena je
cela Severna Afrika i Arapi su prexli na tle danaxǌe Xpanije 711.
godine. ǋihova osvajaǌa na zapadu Evrope zaustavǉena su u bici
kod Puatjea 732. godine. Pokuxaj osvajaǌa Vizantije slomǉen je u
bici kod Konstantinopoǉa 717. Na istoku je arapska vojska osvojila
Siriju, Persiju i stigla i do Indije. Godine 750. dolazi do nove
revolucije i na vlast dolazi dinastija Abasida na istoku arapske
dr�ave. Umajade su ostale na vlasti u danaxǌoj Xpaniji u formi
Kordopskog kalifata.

Slika 1: Xireǌe islama

Godine 762. prestonica se iz Damaska seli u novoizgra�eni grad
na reci Tigar – Bagdad. Bagdad postaje veliki trgovaqki i kulturni
centar i ǌegova populacija u IX veku dosti�e 800,000 xto ga qini u
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to vreme ve�im i od Konstantinopoǉa. Osvojene teritorije su bile
sigurne narednih 300 godina na istoku i 600 godina u Xpaniji. Nas-
tupio je period mira i kulturnog razvoja. Vladari Abasida Harun
el Raxid (vladao u periodu 786–809) i ǌegov sin Abu �afar el Ma-
mun (813–833) bili su veliki pokroviteǉi kulture i nauke. Osnovana
je Ku�a mudrosti, koja je bila pandan Biblioteci u Aleksandriji.

Taj nauqni procvat u Bagdadu, posebno u matematici, svakako se
mo�e povezati i sa qiǌenicom da je u to vreme i u Vizantiji doxlo
do sliqnog razvoja. Znaqajna liqnost u Vizantiji u tom smislu bio
je Lav Matematiqar (ili Lav Filozof) (oko 790–869).

Ro�en je u Tesaliji i smatra se da je, bar delimiqno, bio jermen-
skog porekla. Obrazovao se u Konstantinopoǉu, ali je potom otixao
na ostrvo Andros gde je matematiku uqio od jednog starog monaha. Po
povratku u Konstantinopoǉ izdr�avao se dr�e�i privatne qasove.
Postoji legenda o tome da je jedan od ǌegovih uqenika bio zarobǉen u
borbi protiv Arapa i da je el Mamun bio toliko impresioniran zna-
ǌem tog studenta da je izrazio �eǉu da Lava dovede u Bagdad i da mu
je ponudio veliku platu. Lav to nije prihvatio, ali je tu situaciju
iskoristio da popravi svoj polo�aj i od vizantijskog cara Teofila
dobio odobreǌe da osnuje svoju xkolu. Lav je zaslu�an za prepise
mnogih znaqajnih dela grqke matematike. Dela Euklida, Arhimeda,
Prokla, Apolonija i drugih matematiqara i filozofa bila su u ǌe-
govoj biblioteci i arapski nauqnici su imali priliku da ta dela
prevedu na arapski jezik. Postoje indicije da je Lav popravio Dio-
fantovu skra�eniqku algebru uvo�eǌem boǉe simbolike, ali to nije
imalo daǉeg uticaja.

El Horezmi

Muhamed ben Musa el Horezmi (oko 780–850), poreklom je, kako mu
samo ime ka�e, iz Horezma (danaxǌa Hiva) u oblasti koja se nalazi
na teritoriji danaxǌeg Uzbekistana, pa se mo�e na�i da se on vodi
i kao uzbeqki matematiqar.

No, negde se navodi da je on zapravo ro�en u okolini Bagdada, a
da su mu preci iz Horezma. U svakom sluqaju, za vreme vladavine el
Mamuna, on je bio qlan Ku�e mudrosti. Znaqajna su dva ǌegova dela.
Prvo delo je saquvano samo u prevodu na latinski jezik: Algoritmi de
numerum indorum (,,El Horezmi o indijskim brojevima”) u kome opisuje
dekadni sistem koji je razvijen u Indiji. Kao xto smo napomenuli,
postojalo je 9 cifara, ali u ovom radu el Horezmi sugerixe da se
za nedostaju�e mesto stavi mali kru�i� — preteqa nule. Sanskrit-
ska req sunja (prazno) je na arapski prevedeno kao sifr. Potom na
latinski kao zephyrum i odatle imamo i zero i cifru. U ovom delu je
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on opisao raqunaǌe u dekadnom sistemu, te je latinizovana verzija
ǌegovog imena poqela da oznaqava najpre taj postupak, a potom i bilo
koju proceduru u konaqno mnogo koraka za rexavaǌe nekog problema.

Drugim delom �emo se vixe pozabaviti. Kratko se navodi kao
Hisab al-
abr v’al mukabala, a prevod celog naslova bi mogao da bude
Sa�eta kǌiga o raqunaǌu po pravilima kompletiraǌa i redukovaǌa.
Radi se o rexavaǌu algebarskih (zapravo samo kvadratnih) jednaqina
i pravila se odnose na transformaciju izraza – al-
abr se odnosi na
dodavaǌe pozitivnih izraza na obe strane jednaqine da bi se eli-
minisali negativni izrazi, a al-mukabala na redukciju qlanova is-
tog tipa. O tome smo ve� ranije pisali. Malom promenom od al-

abr dolazi se do termina algebra. Ovde je mo�da zabavno re�i da
se u vreme Don Kihota (ili, ako se tako nekome vixe dopada, u vreme
Miguela Servantesa) u Xpaniji na vratima mnogih berbernica mogao
na�i natpis Algebrista y Sangradoe (Namextaǌe kostiju i puxtaǌe krvi),
tako bi algebrista moglo da se prevede i kao kostolomac.

Algebra el Horezmija je retoriqkog tipa, tu nema simbolike, sve
se opisuje reqima. On u svom uvodu jasno navodi da je imao nameru
da napixe kratak priruqnik za rexavaǌe konkretnih problema koji
se tiqu nasle�ivaǌa, podela, trgovine, premeravaǌa i sliqnim pi-
taǌima. Dakle, ǌegovo delo nije teorijskog tipa, no je motivisano
praksom. Kod ǌega je prisutna doza otklona od grqke geometrije. Na
primer, jednog znaqajnog arapskog autora koji je bio nexto stariji od
ǌega (da ne navodimo sada ǌegovo ime, nije nam od znaqaja za kasnije),
a koji je bio veliki zagovornik usvajaǌa grqke matematike u Bagdadu,
on uopxte ne navodi. On izbegava spomiǌaǌe Euklida, mada, kao
xto �emo videti, on koristi geometriju da opravda svoje algebarske
transformacije. Kasnije je, kao neku vrstu odgovora na to, znaqajni
geometar Tabit ben Kura, pokazivao da je to xto su radili ’alge-
bristi’ zapravo ve� sadr�ano kod Euklida.

Kod el Horezmija nema negativnih brojeva, qak ni kao koeficije-
nata, te je on sve linearne i kvadratne jednaqine sveo na xest sluqa-
jeva.

1. ax2 = bx

2. ax2 = b

3. ax = b

4. ax2 +bx = c

5. ax2 + c = bx

6. ax2 = bx + c
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gde su a,b,c dati pozitivni racionalni brojevi. Reqima bi, recimo,
sluqaj 4. opisao kao koreni i kvadrati jednaki brojevima. Dakle, za ǌega
je x bio koren, a ne linija, du� kao kod Grka. Na prva tri sluqaja
se vrlo kratko zadr�ava, pri qemu uvek najpre svodi zadati problem
na problem u kome je koeficijent uz x2 jedinica, bilo deǉeǌem bilo
mno�eǌem odgovaraju�im brojem. To radi i za ostale sluqajeve, koje
naziva slo�enim, te zapravo imamo slede�e ’slo�ene’ sluqajeve.

1. x2 +px = q

2. x2 +q = px

3. x2 = px +q

On najpre daje opis postupaka za rexavaǌe svih ovih sluqajeva, uz
konkretan primer, a zatim geometrijski obrazla�e zaxto je postupak
dobar. Podsetimo se, on pixe priruqnik, ne nauqno delo.

Evo kako obrazla�e prvi sluqaj (primer koji koristi je x2+10x = 39):

Rexeǌe je ovo: prepolovite broj korena, xto u ovom sluqaju daje pet. To
pomno�ite sa samim sobom; proizvod je dvadeset pet. Dodajte to na trideset
devet; suma je xezdeset qetiri. Sada na�ite koren iz ovoga, xto je osam i
oduzmite od ǌega polovinu broja korena, xto je pet; ostatak je tri. Ovo je
koren kvadrata koji ste tra�ili, sam kvadrat je devet.

Zanimǉivo je da je ǌemu nepoznata kvadrat. On zapravo opisuje
slede�u formulu:

x =
c( p

2

)2
+q� p

2
.

Ovo opravdava kompletiraǌem kvadrata i to na dva naqina.

x2

5
2

5
2

5
2

5
2

Naravno, kod ǌega nema svih ovih oznaka, oznaqena su pojedina temena
i obrazlo�eno je xta se radi. Formira se nepoznati kvadrat (x2) i na
ǌega sa strane ’nakaqe’ qetiri pravougaonika qija je druga stranica
5
2 . Tako dobijamo qetiri pravougaonika ukupne povrxine 4 � 5

2 x = 10x.
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Ta centralna figura se onda dopuni malim kvadratima ukupne povr-
xine 4�( 5

2

)2 = 25 do punog kvadrata koji je stranice 8. Stoga je stranica
nepoznatog kvadrata x = 3. Dakle, ovde imamo klasiqno (i bukvalno)
kompletiraǌe kvadrata. Formulama bi to opravdali ovako:

x2 +10x = 39

x2 +10x +25 = 39+25

(x +5)2 = 82

x +5 = 8

x = 3.

Drugi crte� je ubedǉiviji, svakako je jednostavniji.

x2

5

5

Dakle na nepoznati kvadrat smo ‘nakaqili’ dva pravougaonika qije
su druge stranice 5. Ukupna povrxina tog objekta je x2 + 10x. On
se kompletira do kvadrata dodaju�i kvadrat stranice 5. Tako se
dobija veliki kvadrat povrxine 39+ 25 = 64 i to je to. Zapravo je
onaj prvi crte� nepotreban, ovo drugo je jasnije i direktnije obra-
zlo�eǌe. Zanimǉivo je da se ovaj konkretan primer posle vekovima
provlaqio kroz razne kasnije u
benike algebre.

Drugi sluqaj odgovara formuli

x = p

2
�
c( p

2

)2
�q .

Dakle, ovde imamo dva sluqaja i el Horezmi ukazuje na to. Posebno
istiqe da rexeǌe postoji samo ako

( p
2

)2 nije maǌe od q i da je rexeǌe
bax p

2 ukoliko je q = ( p
2

)2. Primer x2 +21 = 10x ilustruje na slede�i
naqin. Mi �emo dodati crte� koji oznaqava postavku problema.
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x2 21

Dakle, na nepoznati kvadrat dodajemo pravougaonik povrxine 21, qija
je jedna stranica nepoznati koren. Zajedno dobijamo pravougaonik
qija je jedna stranica nepoznati koren, a druga je jednaka 10. Evo i
kompletnog crte�a.

A B C D E

F G H I J

K L M

r r r r r
r r r r r

r r r
x2

U sredixtu C du�i AE povlaqimo normalu C K i formiramo kvadrat
C E MK . Taqka H je preseqna taqka te normale i F J . Formiramo novi
kvadrat H I LK . El Horezmi objaxǌava zaxto su pravogaonici BC HG
i I JLM jednaki (podudarni) i onda se mo�e zakǉuqiti da je ’gnomon’
C H I LME iste povrxine kao i pravougaonik BE JG za koji znamo da je
povrxine 21. Kvadrat C E MK je povrxine 25, a kvadrat H I LK komple-
tira gnomon C H I LME do tog kvadrata. Stoga je H I = 2. No, i DE J I
je kvadrat, a ǌegova stranica je x. Kako je H J = 5, dobija se da je
x = 5�2 = 3. El Horezmi objaxǌava da je drugo rexeǌe x = 5+2 = 7.

Za posledǌi sluqaj ,,koreni i brojevi jednaki kvadratu”, tj. za
jednaqinu oblika x2 = px +q, el Horezmi daje rexeǌe:

x =
c

q +
( p

2

)2
+ p

2
.

Geometrijski to pojaxǌava na primeru x2 = 3x + 4. Najpre postavka
problema.
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x

3

4

B A

HR

DC s s

s s
s s

Dakle, imamo nepoznati kvadrat stranice x i ǌega podelimo na dva
pravougaonika – jedan je povrxine 4, sa jednom od stranica x, dok
jedna stranica drugog 3, a druga x. Evo rexeǌa.

x

3

B A

HR

DC

G

K

TL

N

M

s s

s s
s s

s s s
s s
s

Taqka G je sredixte du�i D H. Formira se kvadrat HGT K . Formira
se i kvadrat AGLM. S obzirom na izbor ovih taqaka, imamo da je M N =
ML�LN = N H�HK = N K . Tako�e je RN = RH�N H = AD�AG =GD = HG =
N L. Stoga su pravougaonici B M N R i N K T L podudarni. Prema tome,
povrxina gnomona AHK T LM jednaka je povrxini pravougaonika B AHR,
tj. jednaka je 4. Taj gnomon se kvadratom HK TG, qija je stranica 3

2
dopuǌava do kvadrata stranice AG. Dakle,

AG =
d

4+
(

3

2

)2

= 5

2
.

Tada je x = AD = AG +GD = 5
2 + 3

2 = 4 (G je sredixte du�i D H).

U daǉem tekstu, el Horezmi objaxǌava kako se mno�e binomi, tj.
pravila za raqunaǌe proizvoda oblika (ax�b)(d � cx) i potom radi
razne primere jednaqina koje nastaju iz nekih problema. U delu
Mereǌe nalazimo razne formule za raqunaǌe povrxina i zapremina.
Nema tu nixta novo, za π predla�e tri, dobro nam poznate, aproksi-
macije: 22

7 ,
?

10, 62832
20000 .
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Znaqajan deo rada posve�en je praktiqnim pitaǌima nasledstva,
podele imovine i sliqnim problemima. Naravno, taj nam deo nije
zanimǉiv.

Abu Kamil

Abu Kamil (oko 850–930), poznat i kao ,,raqun
ija iz Egipta”
napisao je svoju Algebru, koja je zapravo proxireǌe el Horezmijeve
kǌige. U ǌoj ima 69 problema (kod el Horezmija ima 40). Mnogi su
preuzeti, ali ima i novih, kao i drugih metoda za rexavaǌe. Evo
jednog primera.

Problem broj 8, reqima izra�ava zahtev da se 10 podeli na dva
dela, tako da zbir koliqnika tih delova daje 4 1

4 . Dakle, radi se o
sistemu jednaqina:

x + y = 10
x

y
+ y

x
= 4 1

4 ,

gde je x maǌi deo. Druga jednaqina se svodi na

x2 + y2 = 4 1
4 x y. (1)

Abu Kamil rexava ovaj problem na dva naqina. Najpre koristi metod
el Horezmija. Iz prve jednaqine izra�ava y = 10� x i ubacuje u (1).
Dobija jednaqinu

6 1
4 x2 +100 = 62 1

2 x,

odnosno
x2 +16 = 10x,

koja ima rexeǌe x = 2, te je y = 8. Drugo rexeǌe koristi ideju stare
mesopotamske matematike — uvodi se nova nepoznata z sa:

x = 5� z, y = 5+ z.

Kada se to zameni u (1), dobija se

50+2z2 = 4 1
4 (25� z2),

odakle se lako dobija z2 = 9, te je z = 3 i potom se dobijaju i x i y.

Abu Kamil je razvio i raqun sa korenima, pa je koristio i formulu

?
a�

?
b =
b

a +b�2
?

ab.
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Posebno je zanimǉivo da se kod ǌega, po prvi put, pojavǉuje rexa-
vaǌe problema u kojima odgovaraju�e jednaqine imaju i iracionalne
koeficijente. Na primer, u problemu 53, dobija se jednaqina

(x +
?

3)(x +
?

2) = 20.

Abu Kamil rexeǌe daje u obliku

x =
b

21 1
4 �

?
6+
a

1 1
2 �
a

3
4 �
a

1
2 .

Uverite se da je rexeǌe zaista dobro, mada je mo�da, za nas, neobiqno
zapisano.

Abu Kamilova Algebra ima poseban znaqaj, jer je izvrxila veliki
uticaj na Leonarda iz Pize (Fibonaqija) koji je u svojoj Kǌizi o
abakusu iz 1202. preneo 29 problema od Abu Kamila (uz neke male
izmene).

Tabit ben Kura
Tabit ben Kura el Harani (836–901) bio je sabejac iz Harana.

Zapravo, kako istoriqari navode, sabejci iz Harana su bili ‘la�ni
sabejci’. Pravi sabejci su bili religiozna grupa koju je, uz hrix�ane
i jevreje, Kuran priznavao kao ,,ǉude od Kǌige” i oni su u�ivali svu
versku toleranciju u okviru muslimanske dr�ave. No, ǉudi iz Ha-
rana su bili helenizovani Sirijci, koji su sledili neopitagorejsku
filozofiju i naqin �ivota. Legenda ka�e da je Kalif el Mamun
predvode�i jednom prilikom vojsku ka Vizantiji svratio u Haran i
pitao tamoxǌe stanovnixtvo da li su oni hrix�ani na xta su mu
oni odgovorili da nisu. Pitao ih je da li su jevreji. Rekli su da
nisu ni jevreji. Na pitaǌe da li imaju svetu kǌigu ili proroka,
nisu jasno odgovorili. Kada je to sve quo, el Mamun im je rekao da
�e morati ili da pre�u u islam ili u hrix�anstvo ili u judaizam
ili �e ih sve pobiti kada se bude vra�ao. Oni su potra�ili savet
od jednog iskusnog xeika (i dobro mu platili za to) i on im je rekao
da ka�u da su oni sabejci. I tako se oni spasoxe. U svakom sluqaju,
qiǌenica da su sledili neopitagorejsku filozofiju je dovela do toga
da je me�u ǌima bilo znaqajnih matematiqara i astronoma. Recimo
i el Batani, o kome ne�emo daǉe pisati, je bio sabejac.

Tabit ben Kura je pisao na svom jeziku, sirijskom (to je jezik
koji danas vixe ne postoji, a u istoj je grupi kao i aramejski kojim je
govorio Isus Hrist), prevodio sa tog i drugih jezika na arapski. Bio
je geometar po uvereǌu, promovisao je grqku geometriju, pa je napisao
i kratku raspravu O verifikaciji algebarskih problema geometrijskim
dokazima u kojoj je pokazivao da se sve xto su radili algebristi pri
rexavaǌu kvadratnih jednaqina mo�e ve� na�i kod Euklida, zajedno
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sa korektnim dokazima. Oqigledno da to nije bilo jasno svima, qim
je on osetio potrebu da napixe to delo. Tabit je, dakle, predstavǉao
tu drugu struju u islamskoj matematici, koja se naslaǌala najpre
na grqku matematiku sa jakom teorijskom podlogom, a ne na raqunsku
tradiciju Mesopotamije i Indije.

Tabit je imao i znaqajnih rezultata. Navedimo ǌegovu genera-
lizaciju Pitagorine teoreme za bilo koji trougao.

Slika 2: Uopxteǌe Pitagorine teoreme

Dakle, dat je proizvoǉni trougao 4ABC i na stranici BC izabrane
su taqke B 1 i C 1 takve da je >AB 1B �>B AC �>AC 1C . Tada je

AB 2 + AC 2 = BC � (BB 1+CC 1).

Na slici je nacrtan kvadrat BCC "B" i uoqavamo i dva pravougaonika
BB 1B3B2, CC2C3C . Tvr�eǌe zapravo ka�e da je zbir (povrxina) kva-
drata nad stranicama AB i AC jednak zbiru (povrxina) ta dva pravo-
ugaonika. Tabit ne daje dokaz, samo navodi da se lako mo�e izvesti
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pomo�u Euklidovih rezultata (i to onih koji zapravo predstavǉaju
formulacije kosinusne teoreme, a o kojima smo ranije pisali). No,
mo�e se to dobiti na razne naqine. Ako se prisetimo Euklidovog
dokaza Pitagorine teoreme, u ǌemu se pokazuje jednakost povrxina
tih kvadrata i povrxina odgovaraju�ih pravougaonika. To imamo
i ovde, samo ta dva pravougaonika u ovom sluqaju (kada je ugao kod
temena A tup) ne pokrivaju ceo kvadrat nad BC . U sluqaju kada je ugao
kod temena A oxtar, zbir ǌihovih povrxina je ve�i od tog kvadrata

Docrtajte odgovaraju�e kvadrate i pravougaonike – primetimo da je
raspored taqaka B 1 i C 1 sada drugaqiji tako da se ti pravougaonici
sada preklapaju.

ǋegova Kǌiga o odre�ivaǌu prijateǉskih brojeva sadr�i vrlo lep
rezultat iz teorije brojeva. Brojevi a i b su prijateǉski ukoliko je
svaki od ǌih jednak zbiru pravih delilaca onog drugog. Na primer,
prijateǉski su brojevi 220 = 22 �5 �11 i 284 = 22 �71:

1+2+5+11+22 +2 �5+2 �11+5 �11+2 �5 �11+22 �5+22 �11 = 284,

1+2+71+22 +2 �71 = 220.

Evo Tabitovog pravila: ako su p = 3 �2n�1, q = 3 �2n�1�1 i r = 9 �22n�1�
1 prosti brojevi, onda su brojevi M = 2n pq i N = 2nr prijateǉski
brojevi. Upravo gorenavedeni par prijateǉskih brojeva dobijamo za
sluqaj n = 2: p = 11(= 3 �22�1), q = 5(= 3 �22�1�1) i r = 71(= 9 �23�1).

I drugi se parovi prijateǉskih brojeva mogu dobiti pomo�u Tabi-
tovog pravila. Na primer, par brojeva 17296 i 18416 dobio je Ferma iz
Tabitovog pravila za n = 4, dok je Dekart dobio par brojeva 9363584 i
9437056 za n = 7. Ojler je napisao tri rada o prijateǉskim brojevima.
Dokazao je ispravnost Tabitovog pravila i naveo listu od qak 62
para prijateǉskih brojeva (oni nisu svi dobijeni ovim pravilom).
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Omer Hajam

Samo jedan hlebac od qiste pxenice,
jedan krqag vina, komad peqenice,
i ja pokraj tebe puste sred ravnice, —
xta su spram te slasti sultanske granice?!

Omer Hajam (1050–1123) znaqajni persijski matematiqar, astronom,
filozof i pesnik, poznat po svojim hedonistiqkim stihovima, pisao
je svoja matematiqka dela na arapskom, a pesme na persijskom jeziku.

ǋegovo najznaqajnije matematiqko delo je, kratko, Algebra i u
ǌemu se bavio geometrijskim rexavaǌem kubnih jednaqina. On je
istakao da se kubna jednaqina ne mo�e rexavati leǌirom i xes-
tarom, nego su za to potrebni konusni preseci. S obzirom da je i on
iskǉuqivao negativne koeficijente (a i korene), morao je da razmatra
14 tipova kubnih jednaqina. Metod rexavaǌa je bio da se jednaqina
geometrijski rexi pomo�u preseka dve krive drugog reda, na primer
hiperbole i kru�nice, ili parabole i hiperbole. Treba imati u vidu
da je on na raspolagaǌu imao retoriqku algebru i da je sve to bilo
znatno slo�enije nego nama danas. Evo jednog ǌegovog rexeǌa.

Slika 3: Geometrijsko rexavaǌe kubnih jednaqina

Ovde je prikazano ǌegovo geometrijsko rexeǌe jednaqine x3+b2x =
b2c, gde se rexeǌe dobija u preseku parabole x2 = by i polukruga sa
centrom u (c/2,0) polupreqnika c/2. Razlog zaxto su koeficijenti
ovako odabrani je u ǌegovoj �eǉi da svi koeficijenti budu ’pros-
torni’. U svojim razmatraǌima ignorisao je sluqaj kada postoji
dvostruki koren, a nije otkrio ni sluqaj u kome postoje tri razli-
qita rexeǌa. Tako�e je smatrao da kubne jednaqine nemaju algebarsko
rexeǌe. No, bez obzira na to, ǌegovo delo bilo je veoma znaqajan
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napredak, jer mada on razmatra pitaǌe geometrijski, on zapravo re-
xava jednaqine. Mali korak ka algebarskoj geometriji.

Drugi ǌegov znaqajan rad tiqe se pokuxaja dokazivaǌa Euklidovog
petog postulata. Ve� ranije se time bavio ben el Hajtam koji je
razmatrao qetvorougao, koji ima tri prava ugla (on je danas poznat
kao Lambertov qetvorougao) i pokuxao je da doka�e da i qetvrti ugao
mora biti prav. Hajam kritikuje ǌegov dokaz, koji jeste bio pogrexan
i sam razmatra qetvorougao koji je jednakokraki trapez sa dva prava
ugla na osnovici (danas poznat kao Sakerijev qetvorougao). I on je
pogrexno dokazao da je to obavezno pravougaonik. U svakom sluqaju,
Sakeri je bio upoznat sa prevodom Hajamovog dela i mogao je da gradi
daǉu teoriju uz korix�eǌe Hajamovih ideja.

El Kaxi

�amxid el Kaxi (oko 1380–1429) pripada ve� periodu zalaska is-
lamske matematike. On je tako�e bio persijski matematiqar koji je
radio u Samarkandu (sada grad u Uzbekistanu), koji je tada bio pre-
stonica Ulug Bega, unuka quvenog Tamerlana (pobednika nad sultanom
Bajazitom u bici 1402. godine kod Angore, tj. danaxǌe Ankare). Ulug
Beg je i sam bio odliqan astronom i matematiqar, no stoga ne bax i
uspexan vladar, te ga je sin sruxio sa prestola i naruqio potom i
ǌegovo ubistvo dok je ovaj odlazio u Meku posle poraza.

El Kaxi je bio bez premca u vextini raqunaǌa. Raqunao je ko-
riste�i i seksagezimalne i decimalne zapise. Znao je da odre�uje
numeriqka rexeǌa algebarskih jednaqina metodom koji se sada naziva
Hornerov metod i koji je baziran na postepenom formiraǌu odgo-
varaju�eg zapisa tra�enog broja. Na primer, izraqunao je xesti ko-
ren broja koji je u osnovi 60 zapisan kao 34,59,1,7,14,54,23,3,47,37;40
xto zaista deluje skoro nestvarno. Izrazio je i 2π u decimalnom
zapisu: 6,2831853071795865, xto je aproksimacija koja je ostala nenad-
maxena sve do kraja xesnaestog veka (mo�da je ovo pravi trenutak
da navedemo zanimǉiv metod za pam�eǌe decimalnog zapisa broja π

— ako zapixete broj slova u slede�em iskazu, dobi�ete π na 16 dec-
imala: jox i Grci i stari Vavilonci su kazali — obime kad
delix krugovim preqnikom dobijax neophodni nam pi). El Kaxi
je napravio i odliqne trigonometrijske tablice za opservatoriju u
Samarkandu, a kod ǌega se pojavǉuje i Paskalov trougao (koji se u
Kini razmatrao jox ranije, a u Evropi tek jedan vek posle ǌega).

Mo�da je najboǉe ovaj deo predavaǌa o istoriji matematike za-
vrxiti prevodom uvoda u u
benik algebarske geometrije Algebarski
varijeteti znaqajnog ameriqkog matematiqara �or
a Kempfa.

Algebarska geometrija je mexavina ideja dve mediteranske kulture. Ona
je nadgradǌa arapske nauke brzog raqunaǌa rexeǌa jednaqina nad grqkom
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vextinom o polo�aju i obliku. Ovaj goblen je originalno izvezen na evrop-
skom tlu i jox uvek se profiǌuje pod uticajem me�unarodne mode. Algebarska
geometrija prouqava delikatan balans izme�u geometrijski uverǉivog i al-
gebarski mogu�eg. Kad god jedna strana ove matematiqke klackalice prevagne
nad drugom, qovek odmah gubi interes i be�i u potragu za uzbudǉivijom ra-
zonodom.

Leonardo iz Pize

Leonardo iz Pize (oko 1170–1240) ro�en je u gradu-dr�avi Piza.

ǋegov otac se zvao Giǉermo, a Leonardo je navodio da je potomak
Bonaqija, koji je najverovatnije bio neki davni predak. U to vreme
je pozivaǌe na poznate pretke bilo pravilo u Italiji. On je sam
sebe nazivao Leonardo Pizanski Bigoǉo i kada je 1240. godine dobio
zvaniqne poqasti od grada Pize za slu�bu kao finansijski savetnik,
u tom dokumentu je bax to stajalo. Bilo je mnogo pokuxaja da se
objasni to ime Bigoǉo, ali nije nam to mnogo va�no. No, nadimak
Fibonaqi (xto dolazi od ’sin Bonaqija’) po svemu sude�i potiqe od
jednog istoriqara matematike iz 1838. godine. Nema nikakvih dokaza
da je sam Leonardo ikada koristio to ime, ali eto to je ostalo i pod
tim nadimkom je i najpoznatiji.

Vixe italijanskih gradova-dr�ava u to vreme je imalo veoma razvi-
jenu trgovinu sa islamskim svetom i Piza je bila jedan od ǌih. Leo-
nardov otac je dobio va�nu poziciju u jednom gradu u sadaxǌem Al�i-
ru 1192. godine i poveo je svog sina sa sobom da izuqi trgovaqke vex-
tine. Dobio je odliqnu poduku iz matematike i tamo je nauqio raqun
pomo�u indo-arapskih cifara. Pisao je da mu se to veoma dopalo i
da je nastavio sa izuqavaǌem matematike i u daǉim putovaǌima po
Egiptu, Siriji, Vizantiji, Siciliji i Provansi.

Leonardo se u Pizu vratio 1200. godine i u narednih 25 godina
napisao nekoliko dela. Ona koja su ostala saquvana su

1. Liber abbaci (1202, redigovano 1228),

2. Practica geometriae (1220),

3. Flos (1225).

4. Pismo filozofu Teodorusu, koji je �iveo na Siciliji na dvoru
Fridriha II, cara Svetog rimskog carstva,

5. Liber quadratorum (1225).
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Da�emo kratak pregled nekih od ovih dela. Poqnimo od najquveni-
jeg i najobimnijeg Liber abbaci, tj. Kǌige o raqunaǌu. Ova kǌiga ima 15
glava.

Prvih 7 glava kǌige posve�eno je raqunaǌu u dekadnom sistemu
baziranom na indo-arapskim ciframa uz dodati znak 0 za nulu. Veliki
broj primera, detaǉno opisanih reqima mo�e se tu na�i. Evo, na
primer, kako Leonardo opisuje deǉeǌe broja 9000 brojem 7. On sve
opisuje reqima, a mi �emo prikazati postupak simbolima. Najpre
ka�e da se 7 ispixe ispod prve nule:

9000
7

Zatim ka�e da se 9 deli sa 7; koliqnik je 1, a ostatak 2 i stoga 1
treba pisati ispod 9, a 2 iznad 9:

2
9000

7
1

Sada se ta dvojka spoji sa nulom koja je iza 9, te se tako dobijen broj
20 deli sa 7. Koliqnik je 2, a ostatak 6. Znamo ve� gde ih pixemo.

26
9000

7
12

Nastavǉamo postupak.
264
9000

7
128

Najzad, 40 pri deǉeǌu sa 5 daǉe koliqnik 5, koji se pixe ispod odgo-
varaju�e nule

264
9000

7
1285

dok se ostatak 5 pixe iznad razlomaqke crte nad 7. I tako se dobija
rezultat: 5

7 1285. Da? Nije grexka, Leonardo ovako pixe mexoviti
broj, najpre razlomǉeni deo, a posle ceo deo. To je sigurno pod uti-
cajem arapskog pisma koje se pixe zdesna ulevo.

Dakle, imamo zaista razlomaqku crtu, razlomke, no Leonardo ima
i ovakve zapise:
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2 4 4

3 5 5
9.

Xta je sada ovo? Mo�da �e jasnije biti kada na ovakav naqin napixemo,
na primer, broj 2,3478:

8 7 4 3

10 10 10 10
2.

Dakle:
2,3478 = 2+ 3

10
+ 4

10 �10
+ 7

10 �10 �10
+ 8

10 �10 �10 �10
,

a
2 4 4

3 5 5
9 = 9+ 4

5
+ 4

5 �5 + 2

5 �5 �3 .

Qemu slu�e ovi slo�eni razlomci, kakva je to ‘egzotika’? No, glave
8–11 sadr�e probleme koji se tiqu trgovine, a razne merne jedinice,
ukǉuquju�i novqane, nisu bile tako pravilne kao danas. Uostalom, i
sada imamo taj anglosaksonski sistem:

1 liga = 3 miǉe; 1 miǉa = 8 furlonga; 1 furlong = 10 lanaca; 1 lanac
= 22 jarde; 1 jard = 3 stope; 1 stopa = 12 inqa. 1

Dobro, liga se vixe ne koristi (mada se spomiǌe u dobro poznatoj
kǌizi ,,Gospodar prstenova”, na primer), a i postoji sada 1000ti deo
inqa, no. . .

Dakle, 3 lige, 2 miǉe, 4 furlonga, 6 lanaca, 11 jardi, 2 stope i 5
inqa je, po Leonardovom zapisu:

5 2 11 6 4 2

12 3 22 10 8 3
3 lige ,.

Ako qitate starije kǌige, onda mo�ete da pogledate i kako je bilo sa
novqanim jedinicama. Kod Leonarda ima veliki broj zadataka koji
se tiqu trampe, konverzije valuta i sliqno. Uz korix�eǌe ovakvih
zapisa.

U glavama 12 i 13 ima vixe zabavnih problema, ali je naslov glave
13 posebno zanimǉiv:

Ovde poqiǌe glava trinaest o metodu elxatajm i kako se ǌim skoro svi
problemi u matematici rexavaju.

Dobro, xta je taj metod? Naziv potiqe iz arapskog i znaqi dve
grexke. Ideja je da se pri rexavaǌu jednaqine f (x) = c izraqunaju

1Za ǉubiteǉe fudbala (i geometrije) navedimo da je xirina gola 8 jardi,
visina 8 stopa, da je ,,peterac” pravougaonik stranica 20 i 6 jardi, da je
,,xesnaesterac” pravougaonik stranica 44 i 18 jardi, da je ,,jedanaesterac” na
12 jardi, dok je rastojaǌe pri izvo�eǌu slobodnog udarca 10 jardi — luk koji se
nalazi na vrhu kaznenog prostora je onaj deo luka kruga polupreqnika 10 jardi
sa centrom u taqki za izvo�eǌe ,,penala”, koji se ne nalazi u kaznenom prostoru.
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vrednosti funkcije f u neke dve taqke a i b (to su te dve ’grexke’),
da se postavi prava kroz te dve taqke i tako se odredi pribli�no
rexeǌe. Preciznije, ako �elimo da reximo jednaqinu

f (x) = c,

onda je ǌeno pribli�no rexeǌe x1 dato sa:

x1�a

b�a
= c� f (a)

f (b)� f (a)
.

Dakle, radi se o linearnoj interpolaciji. Jox u egipatskoj mate-
matici je, za rexavaǌe linearnih jednaqina ax = b korix�ena metoda
(jedne) pogrexne pretpostavke, gde se za x uzima neka pogodna vred-
nost, pa se onda ona popravǉa. Metoda dve pogrexne pretpostavke
je dugo vremena korix�ena za rexavaǌe jednaqina oblika ax +b = c.
Nama to sada izgleda krajǌe neobiqno, ali tako je bilo. Naravno
u ovom sluqaju se dobija taqno rexeǌe poxto se radi o pravoj. U
sluqaju polinoma dobija se pribli�no rexeǌe.

U glavi 14, Leonardo se bavi raqunaǌem kvadratnih i kubnih ko-
rena. Za kvadratne korene koristi dobro poznatu aproksimaciju:

?
a2 + r � a + r

2a
,

dok za kubne korene koristi dve aproksimacije. Najpre

3
?

a3 + r � a + r

(a +1)3�a3 = a1,

dok je druga aproksimacija:

a2 = a1 +
a�a3

1

3a1(a +1)
.

Zapravo, kao xto se mo�ete lako uveriti, prva aproksimacija je do-
bijena metodom dve grexke (rexava se jednaqina x3 = a3 + r i raqunaju
vrednosti x3 za x = a i x = a +1) i ovo je bilo navo�eno u delima is-
lamskih matematiqara, dok za drugu aproksimaciju Leonardo ka�e:
,,Ja sam izumeo ovaj naqin za nala�eǌe korena.”

Glava 15 je posve�ena problemima u kojima se pojavǉuju linearne
i kvadratne jednaqine, kao i one koje se svode na takve. Navedimo
samo jedan primer sistema jednaqina koji se razmatra:

y = 10

x

z = y2

x
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z2 = x2 + y2.

Ovaj sistem se svodi na kvadratnu jednaqinu po x4:

x8 +100x4 = 10000.

Kratko delo Flos (Cvet) Leonardo je sastavio i poslao Fridrihu
II, koji je bio veliki pokroviteǉ nauke i umetnosti. U ǌemu su
izme�u ostalog, odgovori na neka pitaǌa koja je, kao izazov, Leonardu
postavio �ovani iz Palerma, koji je bio matematiqar na dvoru cara
Fridriha II, koji je tada stolovao na Siciliji. Dva su pitaǌa posebno
zanimǉiva.

Prvi problem je bio da se na�e (racionalan i pozitivan) broj
x takav da su i x2 + 5 i x2� 5 potpuni kvadrati. Leonardo je, bez
obrazlo�eǌa postupka dao primer: x = 5

12 3:(
5

12
3

)2

+5 =
(

1

12
4

)2

,

(
5

12
3

)2

�5 =
(

7

12
2

)2

.

Metod je obrazlo�en u kǌizi Liber quadratorum.

Drugi problem se sastojao u rexavaǌu kubne jednaqine:

x3 +2x2 +10x = 20.

Leonardo je pokazao da nijedan racionalan broj nije rexeǌe ove jed-
naqine, a nisu to ni kvadratne iracionalnosti koje je razmatrao Eu-
klid u svojim Elementima. Dakle, ni brojevi oblika

?
a,
a

a�
?

b,b?
a�

?
b, gde su a i b pozitivni racionalni brojevi, nisu rexeǌa

ove jednaqine. I onda je napisao, otprilike, da poxto rexeǌa nisu
brojevi ovog tipa, on daje pribli�no rexeǌe. Izra�eno u seksagezi-
malnom sistemu rexeǌe koje je dao je:

1;22,7,42,33,4,40.

On nije dao nikakvo objaxǌeǌe kako je doxao do ovog rexeǌa. A
pribli�no rexeǌe koje je dao je izvanredno dobro. Zapravo je razvoj
u seksagezimalnom sistemu:

1;22,7,42,33,4,38,30,50. . .

Postavǉaju se dva pitaǌa ovde. Kako je doxao do ovog pribli�nog
rexeǌa? Zaxto je posledǌi qlan u razvoju 40? Zaxto nije 38 ili 39,
ako je ve� rexio da zaokru�i rezultat.

Postoje dva naqina na koji je Leonardo mogao da do�e do ovog
rezultata. Jedan je metod, koji je bio poznat jox odavno u Kini, a koji

18



je danas poznat kao Hornerov metod za nala�eǌe korena ovakvih jed-
naqina (opet nam se ovaj metod pojavǉuje u priqi), a drugi je ,,metod
dvostruke grexke”, za koji smo videli da ga je detaǉno razmatrao u
svom delu Liber abbaci.

Prika�imo sada xta je to Hornerov metod za rexavaǌe jednaqina.
Prikaza�emo ga na navedenom primeru, ali �emo ipak raqunati u de-
cimalnom sistemu, jer nam je tako lakxe. Metod se sastoji u tome da se
postepeno formira decimalni razvoj za tra�eno rexeǌe. Primetimo
najpre da jednaqina

x3 +2x2 +10x = 20

ima samo jedno pozitivno realno rexeǌe. Mi to sada znamo lako
da poka�emo: funkcija f zadata sa f (x) = x3 +2x2 +10x�20 ima izvod
f 1(x) = 3x2 + 4x + 10 i on je pozitivan za sve vrednosti x > 0. Dakle,
funkcija raste. Kako je f (0) = �20 < 0 i kako f neograniqeno raste,
to �e jednaqina f (x) = 0 imati taqno jedno pozitivno rexeǌe. No,
Leonardo je i razmatrao samo pozitivna rexeǌa.

Kako je f (1) =�7 < 0, a f (2) = 16 > 0, rexeǌe se nalazi izme�u 1 i 2.
Dakle, rexeǌe je 1, . . .. Napravimo smenu: x = y+1. Dobijamo jednaqinu
po y:

y3 +5y2 +17y = 7

i znamo da je rexeǌe izme�u 0 i 1, tj. da je oblika 0, y1 y2 . . .. Da bismo
naxli y1 pomno�imo jednaqinu sa 103:

(10y)3 +50(10y)2 +1700 � (10y) = 7000.

Smena z = 10y daje novu jednaqinu:

z3 +50z2 +1700z = 7000

i znamo da je rexeǌe izme�u 0 i 10. Proverom ustanovǉavamo da je
rexeǌe izme�u 3 i 4 (bilo bi pogodno primeniti Hornerovu shemu za
raqunaǌe ovih vrednosti, no nije nam to sada mnogo va�no, jer nisu
komplikovani polinomi kojima baratamo). Dakle, rexeǌe je z = 3, . . .,
te je rexeǌe poqetne jednaqine: x = 1,3. . .. Da bismo dobili slede�u
cifru, radimo smenu z = u +3 i skaliramo:

u3 +59u2 +2027u = 1423,

(10u)3 +590(10u)2 +202700 � (10u) = 1423000.

Smena v = 10u daje novu jednaqinu

v3 +590v2 +202700v = 1423000.

Nije texko videti da je rexeǌe izme�u 6 i 7, te je poqetno rexeǌe
x = 1,36. . ..
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Mada se brojevi pove�avaju, jasno je da mo�emo ovako da nastavimo
dok imamo strpǉeǌa, olovke i papira.

Koji je metod koristio Leonardo? Naravno, nemogu�e je sa sigur-
nox�u odgovoriti na ovo pitaǌe, no drugih metoda nije bilo, a on
nigde u svojim drugim delima nije koristio ovaj metod, te su is-
tra�ivaqi u oblasti istorije matematike skloni tome da zakǉuqe da
je koristio taj metod ,,dvostruke grexke” kome je posvetio znaqajan
deo Liber abbaci. S obzirom da je funkcija f (x) = x3+2x2+10x�20 konvek-
sna, seqica je iznad krive i stoga razumne procene pozicije korena i
iterirane aproksimacije uvek ‘podbacuju’, a Leonardovo rexeǌe ‘pre-
bacuje’.

Stoga je jedna od sugestija istra�ivaqa da je on namerno naveo tako
tu pogrexnu posledǌu cifru da ne oda metod. Recimo, bax spomenu-
tom �ovaniju iz Palerma. U to vreme je bilo va�no neke metode
quvati za sebe i obezbediti podrxku vladara ili bogatih mecena.

Kǌiga Liber quadratorum (Kǌiga o kvadratima) posve�ena je problema
predstavǉaǌa brojeva u obliku suma kvadrata, ispitivaǌu kada su
brojevi nekog oblika kvadrati i sliqno.

Uradimo za poqetak jedan jednostavan primer da vidimo kako je on
to radio i koje je oznake koristio. Radi se o petom problemu.

Na�i dva broja tako da suma ǌihovih kvadrata qini kvadrat formiran od
sume kvadrata druga dva data broja.

Neka su dva broja .a. i .b. data tako da suma ǌihovih kvadrata qini
kvadratni broj .g .. Uzmimo neka druga dva broja qija suma kvadrata jeste
kvadrat. Ta dva broja su predstavǉena du�ima .de. i .ez. i postavǉeni su pod
pravim uglom, uglom .dez..
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Kvadrat nad du�i .d z. je jednak broju .g . ili nije. Najpre, ako jeste, onda smo
dobili rexeǌe. Ako nije, onda je ili maǌi ili ve�i od .g .. Najpre, ako je
ve�i, onda �e broj .d z. biti ve�i od kvadratnog korena iz .g .; stoga neka je
kvadratni koren iz .g . jednak broju .i . i postavǉen du� .d z. i oznaqen sa .t z..
Iz taqke .t . nacrtajmo .tk. koja je normalna na .ez.; .tk. je stoga paralelna .de..
Poxto je trougao .tkz. sliqan trouglu .dez., .zd . je prema .zt . kao xto je .de.
prema .tk.. Ali, odnos .zd . prema .zt . je poznat; obe du�ine su zaista poznate.
Zbog toga je i odnos .de. pre .tk. poznat. Tako�e je i .de. poznato. Stoga je
du� .tk. poznata. Sliqno se pokazuje da je i du� .zk. poznata. Dakle, poznati
su .tk. i .kz. qija je suma kvadrata jednaka kvadratu koga qini du� .t z.. Ali,
kvadrat broja .t z. jednak je kvadratu broja .i . a .i . je kvadratni koren iz .g ..
Stoga je kvadrat nad .t z. jednak broju .g . i dva broja .tk. i .kz. su zaista na�ena
qija suma kvadrata je jednaka kvadratnom broju .g .. Alternativno, neka je .d z.
maǌe od .i ..

Produ�imo du� .zd . do .l . i neka je .zl . jednako broju .i .. Sliqno se .ze.
produ�ava i .lm. se pove�e tako da je .lm. paralelno sa .de..

Dovrxava dokaz isto koriste�i sliqnost trouglova i nastavǉa
konkretnim primerom u kome uzima da je .a. = 5, .b. = 12. Stoga je .i . = 13
i dobija posle obrazlo�eǌa da je .tk. = 11 8

17 (sada pixemo na standar-
dan naqin) i .kz. = 6 2

17 . Ima i primer za drugi sluqaj.

Kao xto smo naveli, u ovoj kǌizi je prikazan i metod kojim je rexen
jedan od problema koji je postavio �ovani iz Palerma. Problem
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se sastoji u rexavaǌu sistema jednaqina (u pozitivnim racionalnim
brojevima):

x2 +5 = y2

x2�5 = z2.

Leonardo razmatra opxtiji problem:

x2 +C = y2

x2�C = z2.

Ako postoji rexeǌe ovog problema, onda broj C naziva congruum, a
broj x2 quadratus congruentus. Evo kako on rexava ovaj problem. Sabi-
raǌem se dobija

2x2 = y2 + z2.

Smenom y = u + v, z = u� v gorǌa jednaqina se svodi na

x2 = u2 + v2.

Dakle, imamo Pitagorine trojke (gledamo samo prirodne brojeve sada),
te je

x = a2 +b2, u = 2ab, v = b2�a2.

Leonardo dobija slede�u teoremu.

Ako su a i b uzajamno prosti i b > a, imamo dva sluqaja.

1. Ako su a i b neparni, onda je C = ab(b�a)(b+a) congruum, a kongru-

entni kvadrat je x2 =
(

a2+b2

2

)2
.

2. Ako su a i b razliqite parnosti, onda je C = 4ab(b� a)(b + a) kon-
gruum, a kongruentni kvadrat je x2 = (a2 +b2)2.

Za a = 1, b = 9, dobija: C = 1 � 9 � (9� 1) � (9 + 1) = 720 = 5 � 122, x = 41,
y = 49, z = 31. Deǉeǌem sa 12, dobija navedeno rexeǌe za C = 5. Istim
metodom dobija rexeǌa i za druge vrednosti C .
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