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Arhimed

Arhimed je svakako bio najznaqajniji matematiqar antike i jedan
od najznaqajnih matematiqara ikada. �iveo u je gradu Sirakuzi na
Siciliji, a xkolovao se, skoro izvesno, u Aleksandriji. Znamo da
je poginuo pri osvajaǌu Sirakuze od strane Rimǉana 212. g. p. n.
e. tokom Drugog punskog rata. Kako je, po nekim istoriqarima, u
trenutku smrti imao 75 godina, procena je da je bio ro�en 287. godine
p. n. e.

Plutarh, u svojoj biografiji rimskog generala Marcela, koji je
osvojio Sirakuzu, pixe da je Arhimed bio centralna liqnost u odbra-
ni Sirakuze zbog mnogih svojih mehaniqkih naprava koje su zadale
velike nevoǉe rimskim osvajaqima. Ipak, Plutarh ka�e, Arhimedu
su bili dra�i ǌegovi qisto matematiqki rezultati od tih maxina.

Arhimedovi radovi dugo vremena nisu bili toliko poznati kao Eu-
klidovi Elementi dobrim delom i zato xto su Elementi, kao xto je
ve� reqeno, zapravo u
benik elementarne matematike, dok Arhimedovi
radovi to svakako nisu. Ima me�u ǌima i jednostavnijih spisa, no
mnogi su veoma napredni i drugaqiji.

On je imao znaqajnu prepisku sa aleksandrijskim matematiqarima
— Dositejem, koji je bio student Arhimedovog bliskog prijateǉa
Konona, i Eratostenom koji je dugi niz godina bio upravnik aleksan-
drijske Biblioteke. U tim prepiskama nalazimo mnoge Arhimedove
radove. Evo spiska Arhimedovih radova koji su saquvani.

1. O ravnote�i ravni, Prvi i Drugi deo

2. Kvadratura parabole

3. O sferi i cilindru, Prvi i Drugi deo

4. O spiralama

5. O konoidima i sferoidima
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6. O plutaju�im telima

7. Mereǌe kruga

8. Prebrojavaǌe peska

9. Metod

10. Kǌiga lema

11. Problem o stoci

Prepisi ovih dela potiqu iz X veka i kasnije, qak i znaqajno kasnije.

Naravno da nema govora o tome da se mo�emo pozabaviti svim ovim
radovima, posebno ne detaǉno, no napravi�emo neki izbor.

Mereǌe kruga

To je veoma kratak rad i sastoji se samo od tri stava. U prvom
stavu se tvrdi da je povrxina kruga jednaka povrxini pravouglog
trougla qija je jedna kateta polupreqnik kruga, a druga je jednaka
obimu kruga. Naravno da je to sada nama jasno, no, prisetimo se
da je pitaǌe kvadrature kruga bilo i daǉe otvoreno. Prisetimo se
i Dinostratove kvadrature kruga pomo�u trisektrise, u kojoj se za-
pravo nalazi du� jednaka qetvrtini obima kruga. Te nam trisektrisa
omogu�ava da na�emo i ovakav trougao, a lako je na�i kvadrat iste
povrxine kao i dati trougao. No, Arhimedov rezultat nije u vezi sa
priqom o trisektrisi.

Slika 1: Mereǌe kruga

Arhimed koristi isti metod koji smo ve� prikazali pri dokazu da
se povrxine krugova odnose kao kvadrati (polu)preqnika. No, ipak
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ga navodimo. Dakle, povrxina kruga mo�e biti jednaka, mo�e biti
ve�a, a mo�e biti i maǌa od povrxine trougla K. Oznaqimo sa P (k)
povrxinu kruga, a sa P (K) povrxinu trougla.

Pretpostavimo, najpre da je P (k) > P (K). U krug najpre upixemo
kvadrat ABC D, a potom delimo lukove ÙAB ,ÙBC , ÙC D , ÙD A na pola, te tako
dobijemo pravilni osmougao. Analogno nastavǉamo postupak sve dok
ne dobijemo pravilni mnogougao qije su stranice takve da zbir povr-
xina odgovaraju�ih odseqaka kruga ne postane maǌi od razlike povr-
xina kruga i trougla, tj. maǌi od P (k)�P (K). Stoga je povrxina tog
mnogougla ve�a od povrxine trougla K. No, ako je ON normala koja
polazi iz O do jedne od stranica tog mnogougla (dakle, to je visina
trougla 4AEO, onda je jasno da je ON < r , gde je r polupreqnik kruga,
a i obim tog mnogougla je maǌi od obima kruga k. Prema tome, povr-
xina tog mnogougla, koji je rastavǉen na jednakokrake trouglove, i
koja je zapravo jednaka povrxini pravouglog trougla koji za katete
ima ON i du� jednake du�ine kao i obim tog mnogougla (prosto se
saberu povrxine ovih trouglova i to bude jasno), mora biti maǌa od
povrxine trougla K, xto je kontradikcija.

Na analogni naqin se, posmatraǌem ovaj put opisanih pravilnih
mnogouglova dolazi do kontradikcije i uz pretpostavku da je P (k) <
P (K). Zakǉuquje se da mora biti P (k) = P (K).

U stavu 3 se, de facto, dokazuje procena za π:

3
10

71
<π< 3

1

7
.

Naravno, ovo je formulisano u terminima procene razmere obima
kruga i ǌegovog preqnika. Taj koliqnik, koji mi danas oznaqavamo
sa π, Arhimed nikako nije oznaqavao.

Postupak koji je Arhimed koristio je jednostavan.
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On polazi od ugla koji je jednak tre�ini pravog ugla, to je na
slici ugao >AOC . Zaxto od bax tog ugla? Razlog je jednostavan,
kada se pogleda slika, du� AC je zapravo polovina stranice pravilnog
xestougla opisanog oko datog kruga. Arhimed potom deli ovaj ugao
na pola, (taqka D), ponovo na pola (taqka E), ponovo na pola (taqka
F) i jox jednom na pola kada dobija taqku G. Tada je du� G H za-
pravo jednaka stranici pravilnog 96ougla i Arhimed koristi obim
tog 96ougla da aproksimira obim kruga odozgo. Pri raqunaǌu ko-
risti procene kvadratnih korena koji se pojavǉuju u raqunici. Prva
procena koju koristi je

?
3 > 265

153 (kasnije koristi procenu 1351
780 >?3).

On ne daje nikakvo objaxǌeǌe kako je doxao do te, a i drugih, dosta
slo�enijih aproksimacija. Zapravo, mnogo toga on ovde ne objaxǌava,
no Eutokije (oko 480 – oko 540. godine), matematiqar iz Palestine,
dopuǌavao je ǌegove raqunice da bi mogle lakxe da se prate (komen-
tarisao je i druga ǌegova dela). Postoje razne hipoteze kako je doxao
do tih aproksimacija, jedna od ǌih sugerixe da mu je bilo poznato
slede�e:

a� b

2a
>
a

a2�b > a� b

2a�1
, ako je 2a�1 > b.

Zanimǉivosti radi, navedimo jox neke procene koje je Arhimed ko-
ristio u ovom delu:

3013
3

4
>

?
9082321

591
1

8
<

?
349450

2339
1

4
<
c

5472132
1

16

Naravno da ne treba pamtiti ove rezultate, ali da se tu raqunalo,
raqunalo se. Konaqno dobija procenu za π:

π< 3+ 667 1
2

4673 1
2

.

Mali trik daje konaqnu procenu:

π< 3+ 667 1
2

4673 1
2

< 3+ 667 1
2

4672 1
2

= 3
1

7
.

Za doǌu procenu koristi naravno upisane pravilne mnogouglove:
i dobija:

π> 6336

2017 1
4

> 3
10

71
.
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Kvadratura parabole

Problem je jednostavan: za dati odseqak parabole (oblast u ravni
ograniqena parabolom i jednom pravom koja je seqe) na�i kvadrat jed-
nake povrxine.

Arhimed svoj rezultat objavǉuje u pismu Dositeju i izra�ava �a-
ǉeǌe zbog smrti Konona, koga je veoma poxtovao kao geometra i koji
bi sigurno mogao lepo da proceni Arhimedov rezultat. Zanimǉivo
je ovde navesti da je Dositej skoro sigurno bio jevrejin. Naime,
ime Dositej je grqka verzija imena Matej, a ne zna se da je iko u
Aleksandriji imao to ime a da nije bio jevrejin. Ovo je zanimǉivo
zato xto je to jedina saquvana prepiska izme�u Grka i jevreja iz
tog doba. Arhimed navodi da je do rezultata prvo doxao pomo�u
mehanike, a zatim ga je dokazao pomo�u geometrije. On tu prezentuje
oba pristupa. Mi �emo kratko govoriti o geometrijskom pristupu.
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Osnovna ideja sastoji se u slede�em. U dati odseqak parabole
upisati trougao maksimalne povrxine kome je osnovica data tetiva.
Jasno je da se radi o trouglu qije je teme na paraboli, a najvixe je
udaǉeno od te tetive. Mi znamo (bar bi trebalo da znamo na osnovu
razmatraǌa iz Analize 1) da je to teme u kome je tangenta na parabolu
paralelna toj tetivi. Naravno, i Arhimed je to znao.

Slede�a slika je va�na.

Ovde je QV = qV , povrxine trouglova 4PQV i 4qPV su jednake i
iz paralelograma koji se pojavǉuju na slici vidimo da je povrxina
trougla ve�a od polovine povrxine tog odseqka (povrxina nacrtanog
paralelograma je jasno ve�a od povrxine odseqka, a povrxina trougla
je polovina povrxine tog paralelograma). To nam je va�no za metod
iscrpǉivaǌa. U slede�em koraku postupak se ponavǉa za dva maǌa
odseqka nad tetivama P q i PQ.
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Arhimed je, pozivaju�i se na Euklidovo delo o konusnim prese-
cima (koje nemamo saquvano, ali, kao xto smo ve� spomiǌali, znamo
za ǌegovo postojaǌe), koriste�i svojstva parabole na, relativno jed-
nostavan naqin pokazao da su povrxine trouglova 4PRQ i 4Pr q jed-
nake i da iznose jednu osminu povrxine trougla 4QP q. Dakle, ako
sa T oznaqimo povrxinu trougla 4QP q, onda je povrxina mnogougla
QRPr q jednaka T + 1

4 T . A, kao i na poqetku, povrxina dodatih trou-
glova premaxuje polovinu povrxine ostatka. Tako da znamo da �e
posle konaqno mnogo koraka preostati povrxina koja je mala koliko
god �elimo. Mi bismo danas prosto konstatovali da sve to znaqi da
je povrxina odseqka jednaka sumi reda

T + 1

4
T + 1

16
T + � � �= 1

1� 1
4

T = 4

3
T,

no Arhimed nije sabirao beskonaqne redove. Umesto toga, on je dokazao
slede�i stav.

Stav 23. Ako je dat niz povrxina A,B ,C ,D, . . . , Z , od kojih je A najve�a i svaka
je jednaka qetvorostrukoj slede�oj, onda je

A+B +C +D + � � �+Z + 1

3
Z = 4

3
A.

Ovo mu je bilo dovoǉno da poka�e da je povrxina odseqka jednaka 4
3 T .

Oznaqimo povrxinu odseqka sa Par. Ukoliko je Par > 4
3 T , onda bi

posle konaqno mnogo koraka navedenog postupka dobili da nam je os-
tatak povrxine maǌi od Par� 4

3 T . Kako je zbir povrxine dobijenog
mnogougla i tog ostatka jednak Par, dobili bismo da je povrxina tog
mnogougla ve�a od 4

3 T . No, to nije mogu�e jer je povrxina mnogougla
jednaka A+B +C +D + � � �+Z (ovde naravno uzimamo A = T ), a na osnovu
stava 23, A+B +C +D + � � �+Z < 4

3 A.

Pretpostavimo da je Par < 4
3 T . Polaze�i od povrxine A = T i ponav-

ǉaju�i postupak dolazimo da povrxine X koja je maǌa od 4
3 T �Par, a

A +B +C + � � �+ X + 1
3 X = 4

3 T . Dakle, 4
3 T je ve�e od A +B +C + � � �+ X za

povrxinu koja je maǌa od X , a od Par za povrxinu koja je ve�a od X .
To bi znaqilo da je Par < A+B +C + � � �+X , a to naravno nije mogu�e.

Dakle, na ovaj naqin Arhimed iskǉuquje dve mogu�nosti i za-
kǉuquje da mora da va�i tre�a, tj. Par = 4

3 T . Vidimo da su se ovakvi
rezultati dokazivali u antici bez korix�eǌa graniqnih procesa.
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O spiralama

U radu O spiralama, Arhimed se bavi krivom koju je uveo preko
kretaǌa – polazi se od poluprave i ǌenog temena. Taqka poqiǌe
ravnomerno da se kre�e po polupravoj, od ǌenog temena, dok se sama
poluprava ravnomerno rotira oko svog temena. Kriva koju opisuje ova
taqka je spirala, koju danas znamo pod imenom Arhimedova spirala i
qija je polarna jednaqina r = aθ. Bavǉeǌem ovom krivom, Arhimed
odstupa od glavnog toka grqke geometrije. Mo�da je jedan od motiva
bio i razmatraǌe trisekcije ugla, kao i kvadrature kruga koje se
mogu ostvariti pomo�u ove krive.

Da bismo podelili dati ugao na tri jednaka dela, dovoǉno je
postaviti ugao tako da se jedan krak poklapa sa poqetnom pozici-
jom poluprave, a potom na�i presek ugla i spirale. To je taqka P
na slici. Za podelu ugla >AOP na tri jednaka dela, dovoǉno je
podeliti du� OP na tri jednaka dela i potom samo nacrtati odgo-
varaju�e lukove kruga koji u preseku sa spiralom daju taqke V i U
i tako i trisekciju ugla (uverite se da je ovo tako). Nije zapravo
iznena�uju�e da se pomo�u ove spirale dobija trisekcija ugla – i
ona je kriva nastala kombinacijom kretaǌa po pravoj i rotacije, kao
i Hipijina trisektrisa. I, kao i u tom sluqaju, ova kriva omogu�ava
i kvadraturu kruga. Arhimed je pokazao da, ako je AB tangenta na
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spiralu u taqki A, koja se dobija na kraju prve pune rotacije i ako je
4AOB pravougli sa pravim uglom u taqki O, onda je kateta OB zapravo
jednaka kru�nici (jednake je du�ine) sa centrom u O, polupreqnika
O A. Dakle, kao xto znamo iz ǌegovog rada o mereǌu kruga, povrxina
4AOB jednaka povrxini kruga polupreqnika O A. Naravno, tada lako
nalazimo i kvadrat iste povrxine kao i taj krug.

Ovde se prvi put pojavǉuje pitaǌe nala�eǌa tangente na krivu
koja nije konusni presek. Arhimedu je bilo jasno da je takav problem,
kao xto uostalom i vidimo, ekvivalentan kvadraturi kruga.

Metod

Od posebnog je znaqaja kratko Arhimedovo delo Metod. To delo
je bilo izgubǉeno dugo vremena, mada se znalo da je postojalo na os-
novu napomena u drugim izvorima. Na�eno je tek 1906. godine. Naime,
danski nauqnik Hajberg je saznao da se u Konstantinopoǉu (zvaniqan
naziv Istanbula je bio Konstantinopoǉ sve do 1923. godine, kada je
formirana Republika Turska, a glavni grad postala Ankara) nalazi
jedan palimpsest sa matematiqkim sadr�ajem. Radilo se o pergamentu
na kome je izbrisan, ali ne u potpunosti, prvobitan tekst, da bi se
zapisao molitvenik koji je korix�en u Pravoslavnoj crkvi. Hajberg
je uspeo da fotografixe listove i otkrio je da su tu dela Arhimeda:
O sferi i cilindru, ve�i deo rada O spiralama, deo rada Mereǌe kruga
i O ravnote�i ravni, zatim O plutaju�im telima i, najva�nije od
svega, tu je bio jedini primerak Metoda. Ovaj palimpsest je ponovo
izgubǉen posle Prvog svetskog rata i ponovo se pojavio kada je pre-
dat na aukciju devedesetih godina. Kupǉen je od strane anonimnog
darodavca za dva miliona dolara i kasnije je moderna tehnologija
iskorix�ena da se otkrije originalni tekst u ǌemu.

Xta je zapravo Metod? Req je o matematiqkom tekstu koji je
Arhimed poslao kao pismo Eratostenu, koji je tada bio upravnik alek-
sandrijske biblioteke. Arhimed tu objaxǌava kako je on dolazio do
svojih rezultata koriste�i ne sasvim matematiqki korektno, ‘mehani-
qko’ rasu�ivaǌe. Kako on tu pixe, lakxe je na�i dokaz teoreme kada
se zna o qemu se tu zapravo radi. Naveo je kao motivaciju kako je
Eudoks doxao do svojih rezultata o kupi i piramidi koriste�i neka
prethodna razmixǉaǌa Demokrita u kojima nije bilo dokaza. Prvi
rezultat do koga je Arhimed doxao na ovaj naqin je rezultat o kvadra-
turi parabole. No, Arhimedov omiǉeni rezultat koji povezuje za-
preminu i povrxinu sfere (pa�ǉiv qitalac je mo�da nezadovoǉan
razmatraǌem zapremine sfere, sfera je povrx, gleda se ǌena povr-
xina, dok kugla ima zapreminu, ali to je detaǉ koji nam ovde nije
bitan, priqamo i o obimu kruga, a ne kru�nice. . . ) i cilindra qija
je visina jednaka preqniku sfere, a osnova velikom krugu te sfere.
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Rotiraǌem oko ose HC dobijamo cilindar, sferu i kupu, dakle ova
slika nam daje popreqni presek ovih tela. Obratite pa�ǌu na qi-
ǌenicu da je AGFC kvadrat, te da je 4AC F (a tako�e i 4ASR) jed-
nakokraki pravougli trougao.

Arhimed �eli da na�e vezu izme�u zapremina ovih tela koriste�i
zakon poluge.

Arhimed je izveo ovaj zakon pa�ǉivim razmatraǌem, polaze�i naj-
pre od sluqaja da je M1 = M2 i da je tada oqigledno da se ravnote�a
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posti�e kada je oslonac na sredini, tj. kada je a = b. Zatim je razma-
trao xta se dexava kada su M1 i M2 razliqiti, ali ipak samerǉivi.
Na primer, ako je M1 = 2r m, a M2 = 2sm. Tada se rasporedi ukupno
optere�eǌe du� cele daske podeǉene na 2r + 2s jednakih delova i u
svakom od tih delova postavi se optere�eǌe m. Prvih 2r tegova pred-
stavǉa M1 i ako posmatramo samo taj deo, jasno je da je centar mase
u sredini. Sliqno i za preostalih 2s tegova. A centar mase sistema
je naravno na sredini. Doǌa slika predstavǉa sluqaj kada je r = 3 i
s = 1.

Rasporedili smo 8 malih tegova na podjednakom rastojaǌu i onda pos-
matrali centar mase prvih 6 i posledǌa 2. Vidi se da je odnos ras-
tojaǌa do oslonca 1 : 3, te je a = 1 i b = 3 ovde. Arhimed je potom
razmatrao sluqaj da su M1 i M2 nesamerǉivi i pretpostavio da ne
va�i navedeni odnos. U tom sluqaju, ako bi se tela postavila tako
da rastojaǌa budu odgovaraju�a, jedno bi preteglo i on bi ga zamenio
lakxim. Recimo da je zamenio M1 sa M 1

1. Tada bi potra�io novo telo
M2

1 tako da je M 1

1 < M2

1 < M1, a koje je samerǉivo sa M2! Sada je sluqaj
sveo na samerǉive i daǉom analizom dobija kontradikciju. U moder-
noj terminologiji, ovde je Arhimed koristio qiǌenicu da se izme�u
svaka dva realna broja nalazi racionalan broj i pomo�u racional-
nih aproksimacija dobio rezultat. No, ovo je on uradio u drugim
radovima, da se mi posvetimo sferi, cilindru i kupi.
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Postavimo proizvoǉnu ravan koja je normalna na osu HC i neka je
ona seqe u taqki S. Ona seqe kupu, sferu i cilindar po krugovima
polupreqnika SR, SP i SN redom. Oznaqimo ih sa k1, k2 i k3. Arhimed
je primetio da ako krugove k1 i k2 postavimo u taqku H, oni �e biti
u ravnote�i sa krugom k3 koji ostavǉamo na svojoj poziciji, a taqka
oslonca je A. To znaqi da treba proveriti da je

(P (k1)+P (k2)) � AH = P (k3) � AS.

Ako je x = AS, a AK = r , onda je SR = AS = x,

SP 2 = K P 2�SK 2 = r 2� (r �x)2 = 2r x�x2,

a SN = 2r , dok je AH = AC = 2r . Tada je

(P (k1)+P (k2))�AH =π(x2+2r x�x2)�2r = 4r 2πx, a P (k3)�AS =π(2r )2 �x = 4r 2πx.

Arhimed onda zakǉuquje da ako kupu i sferu postavimo u taqku H, tj.
ako je u toj taqki koncentrisana sva ǌihova zapremina, to �e taqno
biti u ravnote�i ako ceo cilindar koncentrixemo u ǌegovo te�ixte,
koje je u taqki K . Ako sa V1 oznaqimo zapreminu kupe, sa V2 sfere, a sa
V3 cilindra, dobija se (V1+V2) �AH =V3 �AK . S obzirom da je AH = 2AK ,
dobijamo

V1 +V2 = 1

2
V3.

No, poznato je da je V1 = 1
3 V3, te mora biti V2 = 1

6 V3. Zapremina cilin-
dra je od ranije poznata: V3 = (2r )2π � 2r = 8r 3π, te se tako dobija za-
premina sfere V2 = 1

6 8r 3π= 4
3 r 3π.
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Na analogni naqin, razmatraju�i druga tela, Arhimed je dobio
zapremine odseqaka elipsoida, hiperboloida, paraboloida, a i druge
sliqne rezultate.

Arhimed je u delu O sferi i cilindru strogo izveo dokaz formule
za zapreminu sfere (kugle), ali vidimo da je prvi put do ǌe doxao
ovakvim razmatraǌima. U istom delu je izveo i formulu za povrxinu
sfere: povrxina sfere je qetvorostruka povrxina velikog kruga te
sfere (4r 2π). Zbog nemogu�nosti kvadrature kruga, Grci su imali, da
tako ka�emo, dve osnovne povrxine – kvadrata i kruga, pomo�u kojih
su izra�avali ostale. Tako je i Arhimed povrxinu sfere izrazio
pomo�u povrxine kruga.

Kako je imao formule za zapreminu i povrxinu sfere, a tako�e
te formule za cilindar, mogao je da do�e do rezultata koji mu je
bio posebno drag. Naime, ako posmatramo cilindar opisan oko sfere,
ǌegova visina jednaka je preqniku sfere, a baza velikom krugu sfere.
Ako sa r oznaqimo polupreqnik sfere, tada je ǌena povrxina 4r 2π, a
zapremina 4

3 r 3π. No, povrxina cilindra opisanog oko sfere je 2r 2π+
2rπ �2r = 6r 2π. Zapremina cilindra je r 2π �2r = 2r 3π. Imamo da je

V (S) : V (C ) = 4

3
r 3π : 2r 3π= 2 : 3, P (S) : P (C ) = 4r 2π : 6r 2π= 2 : 3.

Prema legendi, Arhimed je izrazio �eǉu da mu ovi odnosi stoje na
nadgrobnoj ploqi.

Zavrxavamo pregled grqke matematike kratkom diskusijom o Dio-
fantu i ǌegovom delu.

Diofant

O Diofantovom �ivotu praktiqno nixta nije poznato. Pretpos-
tavǉa se da je �iveo i radio u Aleksandriji oko 250. godine n. e.
Saquvan je zadatak, koji nam otkriva koliko dugo je �iveo:

Detiǌstvo Diofanta je potrajalo xestinu ǌegovog �ivota, posle jox dvanaes-
tine mu je porasla brada, o�enio se posle jox jedne sedmine. Pet godina
posle toga mu se rodio sin, koji je pro�iveo polovinu �ivotnog veka oca, a
otac je, skrhan, umro posle qetiri godine.

Dakle, jednaqina koja se tu pojavǉuje je:

1

6
x + 1

12
x + 1

7
x +5+ 1

2
x +4 = x.

Lako nalazimo da je x = 84, tj. Diofant je pro�iveo 84 godine.

Od ǌegovih dela ostao je deo ǌegove Aritmetike i fragment dela
O mnogougaonim brojevima. Mi �emo se ovde pozabaviti Aritmetikom.
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Od trinaest kǌiga smatralo se da je saquvano samo prvih xest, no
sedamdesetih godina XX veka otkriveno je da su saquvane jox qetiri
kǌige u arapskom prevodu i analizom je ustanovǉeno da su to kǌige
od qetvrte do sedme.

Aritmetika se bavi rexavaǌem odre�enih i neodre�enih jednaqi-
na sa celobrojnim koeficijentima u kojima se tra�e pozitivna ra-
cionalna rexeǌa. Ono xto je va�no da odmah napomenemo je da
jednaqine nisu ni formulisane ni rexavane u geometrijskom ruhu, kao
xto je bila duga tradicija kod Grka posle otkri�a nesamerǉivosti,
no se ǌima baratalo algebarski. Mada �emo videti da se tu mogu
otkriti neka duboka geometrijska znaqeǌa (o kojima Diofant ekspli-
citno nixta nije pisao).

Razvoj algebre se, u vrlo grubim crtama, deli na tri perioda.
Najpre imamo period retoriqke algebre. Tu se i problemi i rexeǌa
formulixu reqima, bez ikakve simbolike. Drugi period je period
sinkopatske (ili skra�eniqke, ako nam se dopusti takav termin) alge-
bre u kojoj se koriste odre�ene skra�enice. Diofantovo delo pripada
tom periodu. Tu jox nije prava simboliqka algebra koja predstavǉa
tre�i period, koji nastaje znatno kasnije sa Vijetom.

Diofant, pre svega, ima oznaku za nepoznatu (ali samo za jednu!)
i za ǌene stepene do xestog, a koristi i negativne stepene isto do
xestog. Postoji i oznaka za jedinice, za oduzimaǌe i za jednakost.
Nepoznatu �emo oznaqavati sa s, poxto je i Diofant koristio istu
oznaku. Evo liste glavnih oznaka.

1 M̊ Móνας jedinica

s ς ‘Aριθµóς broj

s2 ∆Y ∆ύναµις kvadrat (stepen)

s3 K Y K ύβoς kub

s4 ∆Y ∆ ∆ύναµoδύναµις kvadrat � kvadrat

s5 ∆K Y δυναµóÅυβoς kvadrat � kub

s6 K Y K K ύβóÅυβoς kub � kub

Kao xto vidimo, za oznaku nepoznate, Diofant je koristio posledǌe
slovo reqi ’aritmos’, xto znaqi broj (inaqe ς je sigma, ali se ovako
pixe na kraju reqi, tzv. ’zavrxna sigma’). Kao xto smo ranije naveli,
razlomak 1

n bi se pisao kao n1, pa je i Diofant koristio tu oznaku: 1
s =

ς1, ali se mo�e na�i i oznaka ςχ, u zavisnosti od izdaǌa Aritmetike.
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Oznaka za jednakost je bila ι (xto je poqetak reqi ’ισóτητα’ koja znaqi
’jednako’), dok je za oduzimaǌe korix�en simbol |̂. Za sabiraǌe nije
postojao poseban simbol, prosto su se nizali simboli. Deo toga je
bio da je na svakoj strani jednakosti bio izraz oblika A�B, gde su
u A i B bili nanizani simboli, dakle to su bile sume pozitivnih
izraza. Na primer, jednakost

3s2 +12 = 4s,

bi bila zapisana ovako:
∆Y γM̊ ιβιςδ.

Podsetite se kako su pisani brojevi (slovima, kao xto je navedeno
ranije). Da li je Diofant ’priznavao’ negativne brojeve? Ve�i deo
autora smatra da nije. Naime, on jeste opisivao kako se vrxe ope-
racije, ali to je vixe bio opis kako baratati izrazima oblika A�B,
kako ih sabirati, koja su pravila za mno�eǌe. Dakle, znao je da
je (A�B)(C �F ) = (AC +BF )� (AF +BC ), ali nije eksplicitno radio sa
negativnim brojevima. Qini se da je to neobiqno, ali matematika se
ne razvija onako kako je predstavǉena u u
benicima.

Diofant je objaxǌavao i sre�ivaǌe izraza na suprotnim stranama
jednakosti, kako su se na obe strane dodavali jednaki izrazi da bi
nestali negativni delovi i kako su se posle skra�ivali ’vixkovi’.
To taqno odgovara pravilima al-
abr i al-mukabala koje je kasnije
koristio el Horezmi. Na primer, ako imamo jednaqinu

3s3 +4s�15 = 15s +3�5s2,

onda najpre dodajemo 5s2 +15 na obe strane i dobijamo

3s3 +5s2 +4s = 15s +18,

(al-
abr), a potom skra�ujemo (al-mukabala):

3s3 +5s2 = 11s +18.

Zanimǉivo je re�i da se simbol za nepoznatu koji je Diofant koris-
tio, mo�e na�i i u grqkom papirusu, koji je poznat kao Miqigen 620,
a koji najverovatnije potiqe iz II veka n. e. Zapravo, metode koje Dio-
fant primeǌuje za rexavaǌe odre�enih jednaqina (koje imaju jedin-
stveno pozitivno racionalno rexeǌe) nisu suxtinski nove, poznate
su iz mesopotamske matematike. No, Diofant daje obrazlo�eǌa onoga
xto radi.

Formulacija problema i postupak rexavaǌa kod Diofanta tipiqno
izgledaju ovako. On formulixe problem, koji ukǉuquje vixe brojeva
koji se tra�e (dakle, problem u startu ima vixe nepoznatih). Potom,
ukoliko je neophodno, navodi potrebne uslove koji moraju da va�e
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da bi postojala pozitivna racionalna rexeǌa. Za samo rexavaǌe
problema, Diofant bira konkretne brojeve, a potom tra�i rexeǌa
u obliku u kome se sva mogu izraziti preko jedne nepoznate i to u
obliku da su neki uslovi obavezno zadovoǉeni, dok se drugi koriste
da se na�e rexeǌe.

Poqnimo od jednostavnijih (iz prve kǌige).

27. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i ǌihov proizvod zadati brojevi.

Potreban uslov: kvadrat polovine sume mora biti ve�i od proizvoda za broj
koji je kvadrat.

Dakle, problem je da se rexi sistem jednaqina

x + y = a

x y = b,

gde su a i b zadati brojevi pri qemu se tra�i da je
( a

2

)2�b = c2, gde
je c neki (racionalan) broj.

Vidimo da se problem svodi na rexavaǌe kvadratne jednaqine z2�
az +b = 0. Diskrimanta je a2�4b = 4c2 = (2c)2 i vidimo da se dobijaju
racionalna rexeǌa.

28. Na�i dva broja za koje su ǌihova suma i zbir ǌihovih kvadrata zadati
brojevi.

Potreban uslov: Dvostruka suma ǌihovih kvadrata mora premaxiti kvadrat
ǌihove sume za kvadrat.

Bilo bi dobro da se qitaoci uvere da potreban uslov obezbe�uje
postojaǌe racionalnog rexeǌa.

Qesti su zadaci kod Diofanta gde je data suma ili razlika dva
tra�ena broja. On postupa kao u Mesopotamiji: ako je zadato da je
x+ y = a, on postavǉa x = 1

2 a� s, y = 1
2 a+ s i daǉe to ubacuje u preostali

uslov. U sluqaju da je dato x� y = a, onda je x = s+ 1
2 a, y = s� 1

2 a i to se
postavǉa u preostali uslov.

Na primer, u problemu 28, Diofant konkretno tra�i da se rexi
sistem

x + y = 20

x2 + y2 = 208.

Evo kako on to rexava.

Neka je razlika tih brojeva 2s. Dakle, ve�i broj je 10+ s, a maǌi 10� s.
Ostaje da se uqini suma ǌihovih kvadrata jednakom 208. No, suma ǌihovih
kvadrata je 2s2+200. Kako to mora biti jednako 208, dobijamo da s mora biti
jednako 2. To znaqi da je ve�i broj 12, a maǌih broj 8.
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Pozabavimo se sada slo�enijim tipom problema i metodom ǌegovog
rexavaǌa.

20. (iz druge kǌige) Na�i dva broja tako da kvadrat svakog od ǌih kada se
doda drugom daje kvadrat.

Evo rexeǌa:

Neka je prvi broj s, drugi 2s +1. Tada kvadrat prvog sabran sa drugim daje
kvadrat. Kvadrat drugog sabran sa prvim daje 4s2 + 5s + 1. Ovo mora biti
jednako kvadratu. Formiram kvadrat od 2s�2, koji je 4s2 +4�8s i s je 3/13.
Prvi broj je 3/13, drugi 19/13.

Ovde na delu vidimo ono o qemu smo priqali. Diofant ima dve
nepoznate i obe izra�ava preko jedne tako da je jedan od uslova zado-
voǉen za sve vrednosti nepoznate. Potom zadovoǉava drugi uslov
na odre�eni naqin. Problem koji mu se pojavǉuje je slede�i: na�i
racionalne brojeve s i t tako da je

as2 +bs + c = t 2, (1)

gde su a, b i c zadati, naravno racionalni, brojevi. Jednaqinom (1)
zadata je jedna kriva drugog reda. Problem koji Diofant razmatra
sastoji se zapravo u nala�eǌu racionalnih taqaka na ovoj krivoj.

Navodimo qetiri metoda koje Diofant koristi pri razmatraǌu
jednaqine (1).

Prvi metod. Ako je a kvadrat (racionalnog broja), a = e2, Diofant
postavǉa t = es +m, gde se m bira da daje pozitivno rexeǌe. Vidimo
da se jednaqina (1) svodi na (e2 = a):

��as2 +bs + c =��e2s2 +2esm +m2,

tj. dobija se linearna jednaqina po s. Ovo je sluqaj koji se pojavǉuje
u gorenavedenom problemu.

Drugi metod. Ako je c kvadrat, c = f 2, onda Diofant postavǉa
t = ms + f i dobija jednaqinu

as2 +bs +�c = m2s2 +2ms f +��f
2,

xto posle sre�ivaǌa daje racionalno rexeǌe za s.

Tre�i metod. On se primeǌuje u sluqaju da nemamo linearni qlan
u (1), tj. da je u pitaǌu jednaqina oblika as2+c = t 2 i da je a+c kvadrat.
Diofant ovaj metod objaxǌava u lemi koja prethodi problemu 12 u
desetoj kǌizi.

Za data dva broja qija je suma kvadrat, beskonaqan broj kvadrata se mo�e
na�i tako da kada se kvadrat pomno�i jednim od tih brojeva i proizvod doda
drugom, rezultat je kvadrat.
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Drugim reqima, Diofant tvrdi da ako su a i c takvi da je a + c
kvadrat (racionalnog broja, da se podsetimo), onda postoji beskonaqno
mnogo (racionalnih brojeva) x takvih da je ax2+c kvadrat (racionalnog
broja). Zapravo, on radi slede�e: postavǉa x = s+1 i dobija jednaqinu

as2 +2as + (a + c) = y2,

koja se sada mo�e rexiti drugom metodom, jer je slobodni koeficijent
a+c kvadrat. On ovaj metod opravdava dokazom za konkretan sluqaj a =
3, c = 6, ali nije texko videti da ideja ’prolazi’ i u opxtem sluqaju.

Qetvrti metod. Ovaj metod Diofant objaxǌava u lemi koja je
vezana za problem 15 u desetoj kǌizi. On razmatra jednaqinu

ax2� c = y2 (2)

i tvrdi da, ako imamo jedno rexeǌe ove jednaqine, na primer, x = d,
y = e, onda se uvek mo�e na�i jox neko rexeǌe. On to pokazuje tako
xto postavi

x = d + s, y = e +ms. (3)

Zamenom u (2) dobija se

ad 2 +2ad s +as2� c = e2 +2ems +m2s2,

i kad se iskoristi da je ad 2� c = e2 dobija se

2ad s + s2 = 2ems +m2s2,

xto posle skra�ivaǌa sa s daje

2ad + s = 2em +m2s,

odakle se lako dobija s.

Jednaqina (2) je jednaqina hiperbole. Jednaqine (3) zapravo zadaju
parametarsku jednaqinu prave koja prolazi kroz jednu taqku (d ,e) ove
hiperbole i potom je seqe u jox jednoj taqki.

Pa�ǉiv qitalac, koji je, uz to, bio vrlo vredan kada je spremao
Analizu 1, primetio je vezu prethodno navedenih metoda i Ojlerovih
smena koje se primeǌuju za raqunaǌe integrala oblika

»
R

(
x,
?

ax2 +bx + c
)

d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija (pogledajte neku od zbirki ili u
be-
nika za Analizu 1). Ovo nije neobiqno, zapravo suxtina je u disku-
siji o qetvrtom metodu. Naime, prava i nedegenerisana kriva drugog
reda su biracionalno ekvivalentne – mogu�e je na�i ’skoro’ bijekciju
izme�u ǌih, bijekciju koja se ostvaruje racionalnim funkcijama kada
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se izbaci konaqno mnogo taqaka. Na primer, bax postavǉaǌem prave
kroz zadatu taqku na krivu i nala�eǌem, za razliqite koeficijente
pravca, druge preseqne taqke prave i krive.
Na crte�u mo�emo videti kako projektujemo krivu drugog reda na
pravu (sa krive smo izbacili jednu taqku). Ova ekvivalencija izme�u
prave i krive drugog reda je ’odgovorna’ i za qiǌenicu da je smena
promenǉive tg

( x
2

)= t korisna kod raqunaǌa integrala oblika
»

R(sin x,cos x)d x,

gde je R(x, y) racionalna funkcija, no to je druga priqa.

U petoj kǌizi, Diofant razmatra jednaqine vixeg stepena. I tu se
mogu na�i sliqne i zanimǉive ideje. No, kako za krive tre�eg reda ne
va�i prethodno navedeno svojstvo, zapravo je struktura racionalnih
taqaka samo u nekim situacijama pravilna, ne mogu se rezultati dobi-
jati na isti naqin. Ipak, neki autori u Diofantovim metodama pre-
poznaju implicitno nala�eǌe tangenti na takve krive, a i nala�eǌe
tre�e preseqne taqke kroz dve date. No, mi se ne�emo ovde time dubǉe
baviti.

Deseta kǌiga je u potpunosti posve�ena Pitagorinim trojkama
racionalnih brojeva, tj. racionalnim rexeǌima jednaqine x2 + y2 =
z2. Zapravo se tu govori o pravouglim trouglovima sa racionalnim
stranama, a zadaci ukǉuquju veze izme�u povrxina, du�ina kateta i
sliqno. Ova kǌiga je zanimǉiva, jer je u svojoj kopiji izdaǌa iz 1621.
godine Pjer de Ferma ispisivao komentare o rezultatima Diofanta
i tu nalazimo ǌegovu napomenu (posle zadatka o razlagaǌu na dva
naqina datog kvadrata u obliku sume dva kvadrata):

Naprotiv, nemogu�e je razlo�iti kub na dva kuba, bikvadrat na dva bi-
kvadrata i, uopxte, ma koji stepen ve�i od dva na zbir dva takva stepena.
Naxao sam qudesan dokaz ovoga, ali su margine suvixe uske za ǌega.

Retko ko zapravo veruje da je Ferma uistinu imao ovakav dokaz.
Ovo tvr�eǌe je poznato kao Velika Fermaova teorema (ili Fermaova
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posledǌa teorema) i dokaz je tek devedesetih godina proxlog veka dao
engleski matematiqar Endrju Vajls.

Diofant ima jox neke zanimǉive metode za rexavaǌe jednaqina,
no mi nemamo vremena da se i ǌima bavimo u ovom pregledu. U
sluqaju odre�enih jednaqina (dakle onih koje imaju najvixe konaqno
mnogo racionalnih rexeǌa) Diofant se uglavnom oslaǌa na stariju
tradiciju. No, u sluqaju neodre�enih jednaqina, tj. onih koje imaju
beskonaqno mnogo racionalnih rexeǌa, ǌegov doprinos je izuzetan.
ǋegovo delo je izvrxilo znaqajan uticaj na matematiqare kasni-
jih epoha i dovelo do pojavǉivaǌa izuzetnih problema, kao i novih
matematiqkih oblasti (poput diofantovske analize).

20


