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Nesamerǉivost

Kao xto smo videli, ideja Pitagorejaca je bila da se svakom ob-
jektu pridru�i neki prirodan broj. Dakle, odnos ma koja dva objekta,
ma koje dve veliqine mora biti opisan kao odnos dva prirodna broja.
Problem je u tome xto to ipak nije tako i do tog otkri�a je doxlo
polovinom V veka p. n. e. Tradicija ovo otkri�e pripisuje ve� ranije
spomenutom Hipasu iz Metaponta.

Prvo spomiǌaǌe problema nesamerǉivosti pojavǉuje se u Plato-
novom dijalogu Teetet, koji je Platon napisao 368. ili 367. godine p.
n. e, a doga�aji opisani u tom dijalogu se fiktivno pripisuju godini
399. U tom dijalogu navodi se da je stari matematiqar Teodor iz
Kirene (grqka kolonija u danaxǌoj Libiji) dokazivao grupi mladi�a,
me�u kojima je i Teetet, koji je opisan kao sedamnaestogodixǌak, da
su kvadratni koreni brojeva 3,5, . . . ,17 (sem naravno 9) iracionalni
brojevi. Zanimǉivo je da se ovde ne navodi dokaz da je

?
2 iracionalan

broj. Oqigledno je da se smatralo da je u to vreme ovo bila dobro
poznata qiǌenica, koju nije trebalo obrazlagati.

Dokaz iracionalnosti broja
?

2 koji smo uqili u sredǌoj xkoli je
malo pojednostavǉen dokaz koji navodi jox Aristotel. On se vezuje
za qiǌenicu da su dijagonala i stranica kvadrata nesamerǉivi. Xta
to znaqi? Ako sa d obele�imo dijagonalu kvadrata, a sa a stranicu
kvadrata, to znaqi da ne postoji du� l takva da je d = ml , a a = nl za
neke prirodne brojeve m i n.

Kako se uopxte ispituje da li takva du� postoji? Drugim reqima,
poxto su Pitagorejci svakako verovali da su ma koje dve veliqine,
pa eto i du�i, samerǉive, kako se nalazi ta du� kojom se obe mogu
premeriti — ǌihova zajedniqka mera. Koristi se prastari zanat-
ski trik. Zamislimo da imamo dve trake i �elimo da na�emo ǌihovu
zajedniqku meru. ǋih �emo naravno prikazati pomo�u du�i. Dakle,
imamo du�i AB i BC :

A B C
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Sada kra�u traku preklopimo preko du�e (maǌom pokuxavamo da pre-
merimo du�u)

A C 1 B

Postupak ponovimo:

A B 1 C 1

Nismo uspeli, no sada onim xto je ostalo pokuxavamo da premerimo
maǌu (B 1C 1 = BC):

B 1 A1 C 1

Ponavǉamo:

A1 B2 C 1

I jox jednom:

B 1 A2 =C 1

Uspeli smo da dobijemo zajedniqku meru — to je du� B 1A1 = AB 1. Ako
se ovaj postupak nikada ne bi zavrxio poqetne du�i (trake) bi bile
nesamerǉive.

Pogledajmo kako ‘ide’ taj stari dokaz nesamerǉivosti dijagonale
i stranice kvadrata (ovaj dokaz se mo�e na�i u nekim izdaǌima Eu-
klidovih Elemenata pri kraju X kǌige, no opxte je mixǉeǌe da on
nije tu bio u originalu i da je to kasnije dodato).

Neka je ABC D kvadrat i AC ǌegova dijagonala. Pokazujemo da su
dijagonala AC i stranica AB nesamerǉive po du�ini. Pretpostavimo
da one jesu samerǉive. Pokaza�emo da je tada jedan broj istovremeno
i paran i neparan. Jasno je da je kvadrat nad AC jednak dvostrukom
kvadratu nad AB. Kako su po pretpostavci dijagonala i stranica
samerǉive, one su u proporciji kao dva cela broja. Neka je to pro-
porcija DE : F , gde su DE i F najmaǌi brojevi koji ostvaruju tu pro-
porciju. DE ne mo�e biti jedinica poxto bi u tom sluqaju, kako je
AC > AB dobili da je F ceo broj koji je maǌi od 1, xto nije mogu�e.
Dakle, DE nije jedinica, nego neki ceo broj (ve�i od 1). Kako je
AC : AB = DE : F , sledi da je tako�e AC 2 : AB 2 = DE 2 : F 2. No, AC 2 = 2AB 2

i stoga je DE 2 = 2F 2. Dakle, DE 2 je paran broj, pa stoga i DE mora
biti paran broj. Jer, ako bi bio neparan broj, ǌegov kvadrat bi
tako�e bio neparan broj. Naime, ako se neki broj neparnih brojeva
sabere i ako u tom zbiru ima neparno mnogo brojeva, onda je i taj
zbir neparan. Stoga je DE tako�e paran broj. Neka je onda DE pode-
ǉeno na dva jednaka broja u taqki G. Kako su DE i F najmaǌi brojevi
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koji su u navedenoj proporciji, oni su uzajamno prosti. Stoga, kako
je DE paran broj, F mora biti neparan. Jer, ako bi on bio paran broj,
onda bi broj 2 merio i DE i F , a to je nemogu�e jer su oni uzajamno
prosti. Stoga F nije paran nego je neparan. Kako je ED = 2EG sledi
da je ED2 = 4EG2. No, ED2 = 2F 2 i stoga je F 2 = 2EG2. Stoga F 2 mora
biti paran broj te je F tako�e paran broj. No, tako�e je pokazano da F
mora biti neparan broj, xto je nemogu�e. Stoga sledi da AC ne mo�e
biti samerǉivo sa AB xto je i trebalo pokazati.

Dobro, ako se zanemare neke specifiqnosti, koje produ�avaju dokaz,
poput toga da se insistira da se posebno doka�e da DE ne mo�e biti 1,
kao i malo razvuqenog dokaza qiǌenice da je kvadrat neparnog broja
neparan broj, a i asimetrije u oznakama, gde se koristi, s jedne strane
DE, a s druge samo F (a vidi se i zaxto je to tako — DE se deli na dva
polovine, a F ne), to je dokaz koji smo imali u sredǌoj xkoli. Jasno
je da je ovaj dokaz priliqno sofisticiran, koristi se tu svo�eǌe na
apsurd u vixe koraka i, kao xto se ka�e, radi se o ‘slegnutom’ dokazu,
koji sigurno kao takav nije mogao da se pojavi u petom veku pre nove
ere. Dakle, nije to dokaz u kome se prvi put pokazala nesamerǉivost
du�i.

Prvi dokaz nesamerǉivosti se vezuje, kao xto smo ve� naveli, za
Hipasa iz Metaponta i smatra se da je on prona�en sredinom V veka
p. n. e. Prisetimo se pentagrama.

Ve� smo rekli da je to bio va�an simbol za Pitagorejce. ǋega
formiraju dijagonale pravilnog petougla, no jasno je da se u centru
ove zvezde nalazi jox jedan pravilni petougao (i ne samo jedan. . . ):
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Vidimo opadaju�i niz pravilnih petouglova. Docrtajmo poqetni
pravilni petougao i oznaqimo temena ovih petouglova.
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Ve� smo naveli da je Talesu bila poznata qiǌenica o jednakosti
uglova na osnovici jednakokrakog trougla, naravno da je i Pitagorej-
cima to bilo poznato. Kao i obratno tvr�eǌe — da iz jednakih uglova
dobijamo i jednake stranice. Verovatno im nije bio poznat dokaz koji
bi ‘proxao’ sadaxǌu logiqku proveru, no bilo im je jasno da to va�i.
Eudem u svojoj istoriji navodi da su znali da je zbir uglova u trouglu
bio jednak dvostrukom pravom uglu. Odavde, podelom petougla na
trouglove, a znamo da su ih takve podele zanimale, lako se dobija ko-
liki je zbir unutraxǌih uglova u petouglu, pa i qiǌenica da je zbir
spoǉaxǌih uglova jednak qetvorostrukom pravom uglu. Naravno, kao
xto je ve� navedeno ranije, bila je poznata i jednakost unakrsnih
uglova.

Sve ovo je bilo dovoǉno da Hipas mo�e da zakǉuqi da je AE = AB 1
i B 1D = B 1E 1 te je AD� AE = B 1E 1. Dakle, razlika du�ina dijagonale i
stranice velikog petougla jednaka je du�ini dijagonale maǌeg. Dok
je sliqno AE = ED 1 = E A1 i B 1E 1 = B 1D = B 1E te stoga i AE�B 1E 1 = B 1A1, te
je razlika du�ine stranice ve�eg i dijagonale maǌeg jednaka du�ini
stranice maǌeg petougla. Naravno da se ovaj postupak nastavǉa. Ako
sa dn oznaqimo du�inu dijagonale n-tog pravilnog petougla, a sa an

du�inu ǌegove stranice, onda imamo da je

dn+1 = dn�an , an+1 = an�dn+1, za sve n.

No, postupak nala�eǌa zajedniqke mere d1 i a1, koji smo ranije opisali
se upravo u tome i sastoji: nalazimo d1�a1 i poxto je to maǌe od a1,
onda od a1 oduzimamo taj rezultat i tako nastavǉamo. Dakle, dobi-
jamo niz d1, a1,d2, a2, . . .. Prema tome, ovaj proces se nikada ne zavrxava
te dijagonala i stranica pravilnog petougla nisu samerǉive. Uosta-
lom, ako bi l bila zajedniqka mera za d1 i a1, onda bi ona merila sve
ove stranice i dijagonale, a to nije mogu�e jer je jasno da se one sve
vixe i vixe smaǌuju i za dovoǉno mali petougao svi ovi elementi �e
biti kra�i od l .

Dakle, vidimo da je priliqno oqigledno da dijagonala i stranica
pravilnog petougla nisu samerǉive i da se, xto bi se reklo, ,,sve
vidi sa slike”. Slike koja je bila izuzetno znaqajna Pitagorejcima.
Naravno da se nexto sliqno mo�e izvesti i za dijagonalu i strani-
cu kvadrata, ali tu nemamo tako prirodno formiranu sliku, niti je
dokaz koji smo naveli za iracionalnost

?
2 takvog karaktera. Stoga

se sa velikom sigurnox�u mo�e zakǉuqiti da se nesamerǉivost, koja
je bila veliki xok za Pitagorejce, a imala i vrlo ozbiǉne posledice
po kasniji razvoj grqke matematike, prvi put ustanovila u sluqaju
dijagonale i stranice pravilnog petougla.
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Zenonovi paradoksi

Za osnivaqa Elejske xkole smatra se Parmenid. Osnovna ideja ǌe-
govog uqeǌa bila je: jedinstvenost i nepromenǉivost. Svako kretaǌe
je iluzija – razlikujemo ono xto je suxtinsko, stvarno, od onoga xto
je qulno. Ovo gledixte su kritikovali, pa i ismevali Pitagorejci.
Stoga je Zenon (oko 450. g. p. n. e.), Parmenidov uqenik, smislio vixe
logiqkih paradoksa koji su imali za ciǉ da poka�u da je i pitagorej-
sko uqeǌe o promenama i vixestrukostima tako�e problematiqno.

Prva dva paradoksa tiqu se diskretnosti/kontinuiranosti pros-
tora.

1. Dihotomija Da bi bilo ko prexao neko rastojaǌe, on najpre mora
da pre�e polovinu tog rastojaǌa, a da bi prexao tu polovinu, mora
najpre qetvrtinu itd. Stoga bi on morao da pre�e beskonaqno mnogo
delova u konaqno vreme.

2. Ahil i korǌaqa Ahil je naravno br�i od korǌaqe. Stoga joj
on u trci da neku prednost. No, dok Ahil stigne do mesta gde je
bila korǌaqa, ona je otixla malo daǉe. Dok stigne do tog slede�eg
mesta, ona je opet malo odmakla. Stoga Ahil nikada ne mo�e da stigne
korǌaqu.

Druga dva govore isto o vremenu.

3. Strela Strela koja putuje u svakom trenutku zauzima odre�enu
poziciju u prostoru. To znaqi da se u bilo kom trenutku ona ne kre�e.
Ako se ne kre�e u bilo kom trenutku, ona se uopxte i ne kre�e.

4. Stadion Neka postoji najkra�i vremenski interval. I neka je to
interval u kome odre�eni objekat koji se kre�e pro�e jedno mesto
(videti sliku):

Posmatramo tri objekta – jedan je nepokretan (A – tribine na sta-
dionu), a drugi se kre�u, ali u suprotnim smerovima – B sleva udesno,
a C zdesna ulevo. Problem je u tome xto kada B pro�e nepokretni A
za jedno mesto, a C isto A za jedno mesto, dobijamo:
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Vidimo da je B u odnosu na C proxlo za dva mesta. Tako da taj
trenutak ne mo�e biti najkra�i.

Po svemu sude�i, Zenonovi argumenti, kao i otkri�e nesamerǉivih
veliqina su imali veoma dubok uticaj na razvoj grqke matematike.
U ranije vreme su se veliqine kod Pitagorejaca predstavǉale ka-
menqi�ima, no kod Euklida �emo ve� videti da se sve veliqine, pa
qak i prirodni brojevi predstavǉaju du�ima. Geometrija je preuzela
primat u odnosu na brojeve.

Uticaj je bio toliko veliki da se kod jednaqina poqela zahtevati
homogenost – kod sistema jednaqina koje su u Mesopotamiji bez prob-
lema, a i bez briga, rexavali:

x y = A, x + y = b,

kod Grka se zahtevalo da A bude povrxina, a b du�. Ovo je ostalo,
pod uticajem Grka, veoma dugo u matematici. Qak se proporcija izbe-
gavala i kod rexavaǌa linearnih jednaqina: ax = bc se posmatralo
kao jednakost povrxina, a ne kao jednakost a : b = c : x. Za rexavaǌe se,
dakle, nije koristila sliqnost, ve� jednakost povrxina.

Konstruisao bi se pravougaonik OC DB qije su stranice b = OB i
c =OC i onda bi se du� OC postavila du� O A = a. Zatim bi se komple-
tirao pravougaonik O AEB u kome dijagonala OE seqe C D u taqki P .

7



Kako je P (4AOE) = P (4BOE), P (4RPE) = P (4DPE) i P (4OSP ) = P (4COP )
(odgovaraju�i trouglovi su naravno podudarni, stoga i imaju iste
povrxine), to je P (SBDP ) = P (AC PR) i, konaqno, P (COBD) = P (OSR A), tj.
bc = aC P , te tako dobijamo da je x =C P .

Pitagorejci su imali jox uticaja. Arhita iz Tarenta (jug danax-
ǌe Italije) je uveo kvadrivijum: aritmetika, geometrija, muzika,
astronomija (znamo da je muzika bila znaqajna Pitagorejcima). Uz
kasnije dodavaǌe trivijuma: gramatika, retorika i logika, imamo
osnovu za obrazovaǌe na Zapadu u toku narednih skoro 2000 godina.

Osim ovoga, Platon je uqio iz kǌige Pitagorejca Filolaja i ta
kǌiga je na ǌega izvrxila veliki uticaj. Bez obzira na to xto se
za Pitagorejce ne bi moglo re�i da su bili idealisti u filozofiji,
ispostavilo se da su oni imali veliki uticaj na idealistu Platona.
Ne bi se moglo re�i da je sam Platon imao nekih matematiqkih rezul-
tata, ali je matematika imala vrlo va�no mesto u ǌegovoj Akademiji.
Xto je sigurno pod uticajem Filolaja, jer ono malo xto se o mate-
matici mo�e na�i u izrekama Sokrata je vixe negativno nego pozi-
tivno. U svakom sluqaju, na vratima Platonove Akademije u Atini
stajale su reqi: ,,Neka ovde ne ulazi niko ko ne zna geometriju.”
Znaqajni matematiqari su poha�ali Platonovu Akademiju.

Eudoks i metod iscrpǉivaǌa

Kako upore�ivati nesamerǉive veliqine? Rano rexeǌe ovog prob-
lema je izuzetno zanimǉivo. Naime smatralo se da su veliqine a,b,c,d
u proporciji

a : b = c : d ,

ako se u postupku u kome se za a i b tra�i zajedniqka mera dobijaju
isti brojevi kao u postupku za c i d. Ovo ‘radi’ i u sluqaju kada su
a i b (odnosno c i d) samerǉivi, a i kada nisu. Samo se mora desiti
da algoritam daje iste brojeve.

Dobra je ilustracija to da su pravougaonici istih visina u istoj
proporciji kao i ǌihove osnove. Naime,
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A

a

B

b

jasno je da se u pokuxaju nala�eǌa zajedniqke mere za a i b isti broj
puta vrxi oduzimaǌe u svakom koraku, kao i u nala�eǌu zejedniqke
mere za A i B, bez obzira na to da li �e se postupak zavrxiti posle
konaqno mnogo koraka ili ne. Na ovaj naqin se, dakle, mogu porediti
i odnosi nesamerǉivih veliqina.

No, bila je potrebna boǉa formulacija. Ona potiqe od Eudoksa,
koji je bio student u Platonovoj Akademiji. Nalazimo je u V kǌizi
Euklidovih Elemenata (definicija 5). Naravno, tamo je navedena
reqima, mi je mo�emo kra�e i jasnije ovako iskazati.

Veliqine a,b,c,d su u proporciji a : b = c : d ako i samo ako je za
sve pozitivne cele brojeve m i n taqno: ukoliko je ma < nb, onda je i
mc < nd, a ako je ma = nb, onda je i mc = nd, a ako je ma > nb, onda je
mc > nd.

Kako nalaziti povrxinu krivolinijskih figura? Qini se da je i
ranije postojala ideja da se u i oko neke krivolinijske figure upi-
suju, odnosno opisuju pravolinijske figure i da se tako pove�avaǌem
broja stranica pribli�imo povrxini krivolinijske figure. No, na-
ravno da je pojam limesa bio nepoznat, a time i rexeǌe problema nije
bilo lako dostupno. Na osnovu onoga xto je pisao Arhimed, Eudoks je
bio taj koji je dao aksiomu, koju danas znamo pod imenom Arhimeda, ak-
siomu neprekidnosti. Ona ka�e da ako neke dve veliqine imaju odnos
(xto znaqi da nijedna nije jednaka nuli i da su one uporedive), onda
se uvek mo�e na�i umno�ak jedne koji je ve�i od one druge. To rexava
i problem koji je zanimao matematiqare – koji je to ugao koji tangenta
na krivu zaklapa sa samom krivom. Qini se da to nije nula, a opet
. . . Taj krivolinijski ugao prosto ne zadovoǉava Eudoksovu aksiomu u
odnosu na pravolinijske uglove.

Izvedena iz ovog metoda je i grqka metoda iscrpǉivaǌa (izraz
koji Grci uopxte nisu koristili, ali se odoma�io u savremenoj mate-
matici):
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Ako se od neke veliqine oduzme bar ǌena polovina, pa se od ostatka
oduzme bar ǌegova polovina i ako se taj postupak nastavi, onda se
mo�e do�i do veliqine koja je maǌa od ma koje unapred zadate veli-
qine.

Sada �emo pokazati kako je, smatra se, bax Eudoks, dokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika.

Neka su to krugovi k i K , ǌihove povrxine p i P , ǌihovi polupreq-
nici r i R.

k K

�elimo da doka�emo da je

p/P = r 2/R2.

Pretpostavimo da je p/P > r 2/R2. Tada postoji veliqina p 1 maǌa od p
takva da je p 1/P = r 2/R2. Neka je ε= p�p 1. Unutar krugova k i K mo�emo
upisivati pravilne mnogouglove koji imaju isti broj stranica n i
povrxine pn i Pn.

Nije texko uveriti se da se razlika izme�u povrxina kruga i
povrxine upisanog mnogougla smaǌuje bar za pola ǌene vrednosti
ako udvostruqavamo broj stranica. To znaqi da �emo posle izvesnog
vremena dobiti mnogougao sa m stranica za koji je p�pm maǌe od ε.
Tako dobijamo da je pm > p 1. Poznato je da je pm/Pm = r 2/R2. Stoga je
pm/Pm = p 1/P . Kako je pm > p 1 dobija se da je i Pm > P , xto je besmis-
leno jer je Pm povrxina mnogougla koji je upisan u krug K . Na isti
naqin se dolazi do kontradikcije ako se pretpostavi da je p/P < r 2/R2.
Zakǉuqujemo da mora biti p/P = r 2/R2.

Dinostrat i kvadratura kruga

Uqenik Eudoksa Menem i ǌegov brat Dinostrat tako�e su imali
znaqajne rezultate. Menem se bavio konusnim presecima, dok je Dinos-
trat iskoristio Hipijinu trisektrisu da izvrxi kvadraturu kruga
(te se, stoga, ta kriva naziva i kvadratrisom). Pogledajmo kako je to
uradio.
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Dinostratov rezultat je da va�i slede�e:

ÙAC : AB = AB : DQ. (1)

Pretpostavimo da ovo nije taqno i neka je ÙAC : AB < AB : DQ. Tada
je ÙAC : AB = AB : DR, gde je DR > DQ. Neka krug sa centrom u D i
polupreqnikom DR seqe trisektrisu u taqki S i stranicu AD u taqki
T . Neka je podno�je normale iz S na DC oznaqeno sa U . Poznato
je bilo da se lukovi koji odgovaraju istim uglovima odnose kao xto
se odnose polupreqnici tih krugova, te je ÙAC : ÙT R = AB : DR i slediÙAC : AB = ÙT R : DR. Kako je, po hipotezi, ÙAC : AB = AB : DR, dobijamo da
je ÙT R = AB. Na osnovu osobina trisektrise ÙT R : ØSR = BC : SU = AB : SU i
stoga sledi da je ØSR = SU , xto nije mogu�e jer je du�ina normale iz
S na DC maǌa od du�ine ma koje druge krive od S do taqke na DC .

Na sliqan naqin se razrexava i sluqaj ÙAC : AB > AB : DQ, te za-
kǉuqujemo da mora biti ÙAC : AB = AB : DQ. Na osnovu ovoga, mo�emo
da konstruixemo du� qija je du�ina jednaka ÙAC . No, to je qetvrtina
kru�nice i onda nije texko konstruisati i kvadrat qija je povrxina
jednaka povrxini kruga sa centrom u D i polupreqnikom DC .

Nama danas nije texko da odredimo jednaqinu trisektrise u po-
larnim koordinatama. Dobijamo

πr sinθ = 2aθ,

ako je a = AB = DC . Naime, u polarnim koordinatama je x = r cosθ i
y = r sinθ. No, iz svojstava trisektrise, koja smo ve� koristili gore,
imamo da je

θ

π/2
= y

a
.

Dakle, πy = 2aθ i, kako je y = r sinθ, dobijamo gorenavedenu jednaqinu.
Odavde lako dobijamo koordinate taqke Q (imamo tu, doduxe limes,
ali ve� smo rekli da se ta taqka i ne pojavǉuje na krivoj kao presek
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te dve du�i): πr /2a = θ/sinθÑ 1, kad θÑ 0, te je x = r cosθÑ r = 2a
π ,

kad θÑ 0. Dakle, Q ima koordinate (2a/π,0). Nije texko videti da se
dobija isto xto i u jednaqini (1).

Euklid

Posle smrti Aleksandra Velikog, doxlo je do borbe za vlast me�u
ǌegovim generalima, teritorija je podeǉena na tri dela, a vlast u
Egiptu je bila u rukama dinastije Ptolemeja. U Aleksandriji su
osnovane dve znaqajne institucije – Muzej (koji je zapravo bio insti-
tut u savremenom smislu) i Biblioteka. Mnogi znaqajni mislioci su
doxli u Aleksandriju i tu je sada bio centar nauke.

Jedan od tih uqenih ǉudi bio je i Euklid (oko 300 g. p. n. e).
Zanimǉivo je da se o ǌemu zna vrlo malo, qak se ne zna ni mesto
u kome je ro�en, ni gde se xkolovao, ali se smatra da je uqio sa
Platonovim studentima, ako i nije bio u samoj Akademiji.

Nisu sva Euklidova dela saquvana. Izme�u ostalih, izgubǉene
su i ǌegove kǌige o konusnim presecima, koje Arhimed navodi i koje
koristi. No to delo, kao i jedno ranije o konusnim presecima, kasnije
je bilo prevazi�eno zahvaǉuju�i Apolonijevim radovima o konusnim
presecima. Apolonijevim radovima se ne�emo baviti zbog nedostatka
vremena.

Pet Euklidovih dela je saquvano: Elementi, Podaci, Deǉeǌe figu-
ra, Fenomeni i Optika. Pre ozbiǉnije diskusije o Elementima kratko
�emo se pozabaviti ovim ostalim delima.

Optika je zapravo posve�ena ranoj matematiqkoj teoriji perspek-
tive. U ǌoj Euklid izla�e svoju teoriju direktnog vi�eǌa (dakle
bez prelamaǌa i refleksije zraka svetlosti) po kojoj oko xaǉe zrake
koji putuju do objekta. U delu koristi rezultat, koji se na vixe mesta
pojavǉuje u starim delima, da je tgα< tgβ ako je 0 <α<β.

Delo Deǉeǌe figura je saquvano samo u arapskim prevodima u ko-
jima su izostavǉeni neki dokazi kao laki. Naravno, ono je kasnije
prevedeno na latinski, a potom i na druge evropske jezike. Sastoji
se od 36 stavova u kojima se razmatraju razne podele ravnih figura.
Na primer, u stavu 1 se tra�i da se na�e prava paralelna jednoj
stranici trougla koja taj trougao deli na dva dela iste povrxine,
dok se u stavu 4 tra�i prava koja je paralelna osnovicama trapeza, a
polovi ga. Posledǌi stav tra�i podelu qetvorougla u datom odnosu
pravom koja prolazi kroz datu taqku na jednoj od stranica tog qetvo-
rougla.

Euklidovo delo Podaci po svemu sude�i je nastalo kao dodatak Ele-
mentima. Sadr�i 95 tvr�eǌa koja se tiqu nala�eǌa raznih veliqina,
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geometrijskih pravila o paralelnim pravim i proporcionalnim veli-
qinama. Neka od tvr�eǌa su ekvivalentna rexavaǌu kvadratnih jed-
naqina. Na primer, tvr�eǌa 84 i 85 su geometrijska verzija meso-
potamskih metoda za rexavaǌe sistema jednaqina x y = a2, x� y = b.

Pozabavimo se sada glavnim Euklidovim delom, ǌegovim Elemen-
tima.

Euklidovi Elementi nisu prvo delo sa tim naslovom. Zna se za
jox tri ranija takva dela, jedno od ǌih i od Hipokrata sa Hiosa.
No, ona nisu saquvana. Elementi su u
benik elementarne matematike.
Sastoji se od trinaest kǌiga (danas bi se to prigodnije moglo nazvati
glavama, ali koristimo tradicionalnu terminologiju). Prvih xest
kǌiga posve�eno je geometriji u ravni, slede�e tri teoriji brojeva,
deseta nesamerǉivim veliqinama i posledǌe tri skoro u celosti geo-
metriji prostora.

Na poqetku kǌige date su 23 definicije. Problem sa ovim defini-
cijama je u tome xto one ne definixu pojmove na osnovu ve� poznatih,
jednostavnijih pojmova. Recimo, definicija taqke je ‘ono xto nema
delova’, definicija prave: ‘du�ina bez xirine’. To svakako nisu
definicije u pravom smislu te reqi, moglo bi se re�i da je to pokuxaj
nekog pojaxǌeǌa, mo�da pod uticajem Platona.

Posle ovih definicija sledi pet postulata i pet aksioma (ili
opxtih istina). Razlika bi trebalo da bude u tome xto su aksiome
opxte, odnose se na sve oblasti, dok su postulati specifiqno geo-
metrijski.

Postulati

1. Mogu�e je nacrtati pravu liniju od bilo koje taqke do bilo koje
taqke.

2. Konaqna prava linija mo�e se produ�iti u pravu liniju.

3. Mo�e se opisati krug sa bilo kojim centrom i bilo kojim polupreq-
nikom.

4. Svi pravi uglovi su me�usobno jednaki.

5. Ukoliko prava linija seqe druge dve prave linije i ako je zbir
unutraxǌih uglova sa jedne strane maǌe od zbira dva prava
ugla, onda se, ako se te prave linije produ�e neograniqeno, one
seku sa te strane sa koje je zbir tih uglova maǌi od dva prava
ugla.
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Aksiome

1. Stvari koje su jednake istoj stvari jednake su i me�u sobom.

2. Ako jednakim dodate jednake, celine su jednake.

3. Ako se jednake oduzmu od jednakih, ostaci su jednaki.

4. Stvari koje se poklapaju jedna sa drugom, jednake su me�u sobom.

5. Celina je ve�a od dela.

Kao xto se mo�e videti, Euklid se trudio da da minimalan broj
postulata. Na primer, postulat 3 govori samo da se mo�e konstru-
isati krug sa datim centrom i datim otvorom xestara. Nema reqi o
tome da se neka du�ina mo�e ‘preneti’ pomo�u xestara sa jedne du�i
na drugu. Dakle, ovde imamo kolapsibilan xestar – kada se podigne
sa papira, on se zatvara. Na samom poqetku, Euklid se potrudio da
poka�e kako se ova restrikcija mo�e prevazi�i. To je ura�eno u prva
tri stava prve kǌige u kojoj ima ukupno 48 stavova.

Prvi stav govori o konstrukciji jednakostraniqnog trougla sa
zadatom stranicom.

Dakle, zadata je du� AB. Nacrtaju se dve kru�nice – jedna sa
centrom u A i polupreqnikom AB i druga sa centrom u B i istim
polupreqnikom. U preseku ove dve kru�ice dobija se teme C tra�enog
jednakostraniqnog trougla. Nema nikakvih komentara koji objax-
ǌavaju zaxto se ove dve kru�nice uopxte seku. Evidentno je da bi
nam trebao neki postulat o neprekidnosti da bismo to obezbedili.
No, toga nema.

U slede�em stavu se govori o tome kako se od date taqke A mo�e
naneti du� jednake du�ine kao i zadata du� BC , zapravo kako se mo�e
na�i du� qija je du�ina jednaka zbiru du�ina dve zadate du�i.
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Najpre se konstruixe jednakostraniqni trougao 4ABD, potom se
nalazi presek kruga sa centrom u B i polupreqnikom BC i produ�eǌem
du�i DB. Konaqno se nalazi presek kruga sa centrom u D polupreq-
nika DG i produ�etka du�i D A. Jasno je da je AH du� iste du�ine kao
i BC . Tako smo dobili da je du�ina du�i D H zapravo zbir du�ina
du�i AB i BC .

Potom se pokazuje i kako se od zadate du�i ve�e du�ine mo�e
oduzeti zadata du� maǌe du�ine.

U prvoj kǌizi se nalaze teoreme o podudarnosti trouglova, o svoj-
stvima paralelnih pravih, a i konstrukcije paralelograma. Posled-
ǌa dva stava – 47 i 48 posve�ena su dokazu Pitagorine teoreme i
ǌenog obrata. Veruje se da dokaz Pitagorine teoreme koji je ovde
prikazan potiqe od samog Euklida.
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Dokaz je neosporno elegantan. Naime, prime�uje se da je kvadrat
nad AC jednak dvostrukom trouglu 4AF B (kada se ovako ka�e misli
se da su odgovaraju�e povrxine jednake), jer je osnovica tog trougla
F A = AC , a visina je AC . Ovaj trougao je pak jednak trouglu 4AC D
(podudarni su), a taj dvostruki trougao je jednak pravougaoniku AL
(da, ponekad se kod Euklida pravougaonik tako oznaqava, a i zaxto da
ne, jasno je o kom se objektu radi, zaxto uvoditi dodatne taqke?) –
osnovica trougla je AD, a visina je druga stranica pravougaonika DL
(naravno, nije to bukvalno visina, DL je jednako visini). Zakǉuquje
se da je kvadrat nad AC jednak pravougaoniku AL. Na sliqan naqin
se dobija da je kvadrat nad BD jednak pravougaoniku BL, te se tako i
dobija da je zbir kvadrata nad AC i BC jednak kvadratu nad AB.

Vredna je spomena qiǌenica da Euklid odmah posle dokaza Pitago-
rine teoreme daje i dokaz obratnog tvr�eǌa – ukoliko zbir kvadrata
nad dve stranice u trouglu jeste jednak kvadratu nad tre�om te dve
prve stranice obrazuju prav ugao.

Druga kǌiga Elemenata je kra�a (sadr�i samo 14 stavova) i ve�i
deo ǌe je pomalo neobiqan za naxe poimaǌe nastave geometrije. Tu
se najvixe radi o grqkoj geometrijskoj algebri. Naime, kriza u grqkoj
matematici nastala zbog problema nesamerǉivosti je, kao xto smo
ve� rekli, uticala na to Grci poqiǌu da sve brojeve i veze me�u
ǌima izra�avaju pomo�u du�i, povrxina i sliqno. Na primer, prvi
stav glasi:

Ako su date dve prave linije i jedna od ǌih se podeli na bilo koji broj
odseqaka, onda je pravougaonik odre�en sa te dve prave linije jednak pravo-
ugaonicima koji su odre�eni tom neiseqenom pravom linijom i svakim od
odseqaka.

Naravno, ovde su te prave linije zapravo du�i i ovo nije nixta
drugo do zakon distributivnosti za mno�eǌe:

AD �AB = AD �AP+AD �PR+AD �RB (naravno, mo�e i bilo koji broj delova,
slika se odnosi na podelu na tri dela). U kasnijim kǌigama se nalaze
i dokazi zakona asocijativnosti i komutativnosti za mno�eǌe.

Stav 5, na komplikovan naqin formulixe formulu za razliku kva-
drata, preciznije tu je pokazano da je (a +b)(a�b)+b2 = a2. Sve je ovo
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vezano i za rexavaǌe kvadratne jednaqine, sliqan dijagram, koji se
koristi za dokaz ove qiǌenice, koristi se i za rexavaǌe jednaqine
ax�x2 = b2. Ne�emo se detaǉnije time baviti.

Posledǌa tri stava su zanimǉiva. Stav 12 daje formulaciju ko-
sinusne teoreme za tupougli trougao (naravno formulacija ukǉuquje
taj tupi ugao), dok stav 13 daje formulaciju te teoreme za oxtrougli
trougao. Ilustracija za stav 12:

C

D B A

Reqima se opisuje formula: AC 2 = AB 2+BC 2+2AB �BD. Naravno, ovo se
lako pokazuje dvostrukim korix�eǌem Pitagorine teoreme.

Stav 14 glasi: Konstruisati kvadrat jednak pravougaonoj slici.

Dakle, ovde eksplicitna formulacija nije da se doka�e nexto, nego
da se poka�e kako se mo�e izvesti kvadratura proizvoǉnog mnogougla.
U odgovaraju�oj slici koja ilustruje stav nalazi se opis kvadrature
nekog trapezoida, ali je jasno da se to mo�e uraditi za bilo koji
mnogougao. Najpre se zapravo, na osnovu vixe stavova iz prve kǌige
konstatuje da postoji pravougaonik qija je povrxina jednaka povr-
xini datog mnogougla, a suxtina stava je da pravougaonik svede na
kvadrat. Interesantan je taj niz stavova u kojima se postepeno nalazi
taj tra�eni pravougaonik, qitaocima prepuxtamo da ih potra�e ako
im je to zanimǉivo, no mi to ne�emo ovde daǉe pokazivati.

Generalno se smatra da je materijal koji je predstavǉen u prve
dve kǌige uglavnom rezultat rada Pitagorejaca. Tre�a i qetvrta kn-
jiga bave se geometrijom kruga i smatra se da taj materijal uglavnom
potiqe od Hipokrata sa Hiosa. Prvi stav u tre�oj kǌizi govori
o konstrukciji centra kruga, dok posledǌi, stav 37 sadr�i tvr�eǌe
dobro nam poznato: PA2 = PB �PC , gde je P taqka van kruga, A dodirna
taqka tangente na krug koja prolazi kroz P , dok su B i C preseqne
taqke seqice kruga koja prolazi kroz P . U qetvrtoj kǌizi ima 16
stavova i oni se uglavnom bave pravilnim mnogouglovima upisanim i
opisanim oko kruga.
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Na primer, 16. stav govori opisuje konstrukciju pravilnog pet-
naestougla. Naime, konstruixu se jednakostraniqni trougao i pravil-

ni petougao koji imaju jedno zajedniqko teme. I potom se konstatuje
da je samo potrebno prepoloviti luk ØBΓ. Ta dobijena taqka nam tada
daje i stranicu tra�enog pravilnog petnaestougla BE. Stav 11, pak,
opisuje konstrukciju pravilnog petougla upisanog u krug

i ta je konstrukcija bazirana na konstrukciji jednakokrakog trougla
qiji su uglovi na osnovici jednaki dvostrukom uglu kod vrha. Potom
se luk ØAΓ polovi i tako se na�e stranica pravilnog petougla. A
konstrukcija tra�enog jednakokrakog trougla opisana je u stavu 10.

Peta kǌiga sadr�i dubǉe pojmove. Tu se razmatra teorija propor-
cija. Kǌiga je u velikoj meri bazirana na Eudoksovim rezultatima.
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O definiciji 5, smo ve� pisali ranije, dok je definicija 4 ono xto
nam je sada poznato kao Arhimedova aksioma (a i sam Arhimed to
pripisuje Eudoksu):

Ka�e se da su dve veliqine u odnosu jedna prema drugoj ako neki umno�ak ma
koje od ǌih mo�e biti ve�i od druge.

I ovu definiciju smo spomiǌali kada smo govorili o Eudoksu.
Poenta je da se ovde govori o uporedivosti dve veliqine. Na primer,
du� i kvadrat nisu uporedivi.

Broj stavova u kǌizi je 25 i u ǌoj ima vixe stavova koji govore
o svojstvima proporcija, ali i stavova koji govore o svojstvima bro-
jeva poput asocijativnosti mno�eǌa ili distributivnosti mno�eǌa
prema sabiraǌu.

U xestoj kǌizi, u kojoj ima 33 stava, teorija proporcija se prime-
ǌuje na sliqnosti raznih figura. No, navedimo i jednu va�nu defini-
ciju koja se ovde pojavǉuje.

Definicija 3. Ka�e se da je du� podeǉena u krajǌoj i sredǌoj razmeri
(neprekidno) ako cela du� stoji prema ve�em delu kao ve�i deo prema maǌem.

Ovo je quveni ‘zlatni presek’. Nismo spomenuli ranije, ali ako
se stranica pravilnog petougla postavi du� ǌegove dijagonale, onda
imamo ovu podelu du�i. U stavu 30 pokazuje se kako se du� deli
na ovaj naqin. Termin ,,neprekidno” u naxoj literaturi je vezan za
qiǌenicu da se ovaj proces nikada ne zavrxava (kao xto smo videli
ranije).

Zanimǉiv je stav 31 (generalizacija Pitagorine teoreme, setite
se i kvadrature ‘meseca’):

Kod pravouglih trouglova figura konstruisana na strani naspram pravog ugla
jednaka je zbiru sliqnih i sliqno konstruisanih figura nad stranama koje
obrazuju prav ugao.

Sedma, osma i deveta kǌiga posve�ene su teoriji brojeva, naravno
u geometrijskom ruhu. Poqiǌe se definicijama parnih i neparnih
brojeva, prostih i slo�enih brojeva, parno-neparnih, neparno-nepar-
nih, kvadratnih i kubnih brojeva. Tako�e tu nalazimo i definiciju
savrxenog broja – to je onaj broj koji je jednak zbiru svojih pravih
delilaca. Prva dva stava su posve�ena Euklidovom algoritmu preko
uzastopnih oduzimaǌa kao xto smo ve� pisali. U prvom stavu se
zapravo govori o tome da ako se dobije 1 na kraju tog algoritma, onda
su brojevi uzajamno prosti, a drugi stav tra�i da se opixe nala�eǌe
zajedniqke mere (ne zajedniqkog delioca, terminologija je prilago-
�ena geometriji) za brojeve koji nisu uzajamno prosti. U ovoj kǌizi
ima i drugih poznatih svojstava brojeva. Na primer, stav 24 ka�e da
ako su a i c uzajamno prosti i ako su i b i c uzajamno prosti, onda su
to i ab i c.
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Osma kǌiga nije previxe zanimǉiva za modernog qitaoca, dok de-
veta sadr�i nekoliko zanimǉivih rezultata. Na primer, stav 20:

Prostih brojeva je vixe od svake zadate mno�ine prostih brojeva.

Naravno da Euklid ne ka�e da prostih brojeva ima beskonaqno
mnogo. Pojam beskonaqnosti je jox daleko u budu�nosti. On ka�e
da prostih brojeva ima vixe od ma koje koliqine prostih brojeva.
Dokaz je onaj koji dobro znamo: ako je data neka koliqina prostih
brojeva, sve ih pomno�imo i dodamo jedinicu. Analiziraju�i taj broj
dobija se da mora da postoji jox neki prost broj sem tih zadatih.

Stav 35 reqima na zanimǉiv naqin opisuje metod za nala�eǌe sume
geometrijske progresije. Ispisano formulom to je slede�e:

an+1�a1

a1 + � � �+an
= a2�a1

a1
.

Odavde nije texko izvesti formulu:

a1 + � � �+an = aqn�a

q�1
.

Posledǌi, 36. stav govori o formuli za nala�eǌe savrxenih brojeva.
U modernim terminima to je slede�e: ako je zbir 1+2+ � � �+2n�1 prost
broj, onda je broj (1+ 2+ � � �+ 2n�1)2n�1 savrxen broj. Naravno nije
texko primetiti da, ako je broj 1+2+ � � �+2n�1 = 2n �1 prost, onda i
broj n mora biti prost. Naime, ukoliko je n = ab, gde su a,b > 1, onda
je

2n�1 = 2ab�1 = (
2a)b�1 = (2a�1)

((
2a)b�1 + � � �+2a +1

)
.

Grci su znali prva qetiri savrxena broja: 6, 28, 496 i 8128. Ojler
je pokazao da je svaki paran savrxen broj upravo gorenavedenog ob-
lika. Ono xto se i daǉe ne zna je da li ima beskonaqno mnogo parnih
savrxenih brojeva, kao i da li uopxte postoji neparan savrxeni broj.

Deseta kǌiga je najobimnija i najkomplikovanija. Ona sadr�i qak
115 stavova i posve�ena je problemu (ne)samerǉivosti. Na samom
poqetku nalazimo nekoliko stavova koji govore o algoritmu za ispiti-
vaǌe samerǉivosti veliqina koji smo ranije spomiǌali. Tu se istiqe
da su veliqine nesamerǉive ukoliko se postupak nikada ne zavrxa-
va, a da se tako nalazi zajedniqka mera ukoliko se postupak zavrxa-
va. Potom sledi niz stavova o me�usobnim odnosima samerǉivih i
nesamerǉivih veliqina. Razmatraju se du�i samerǉive u stepenu,
misle�i pritom na drugi stepen, tj. dve veliqine qiji su kvadrati
nesamerǉivi. I slo�enije formirane veliqine. Zapravo tu se raz-
matraju, u savremenim oznakama, veliqine oblika a�

?
b,

?
a�

?
b,a

a�
?

b,
b?

a�
?

b. Tu su i postupci racionalizacije razlomaka ob-
lika a

b�?c
, a?

b�?c
. Jasno je da razmatraǌe ovako formiranih veliqina
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bez moderne notacije nije lako za pra�eǌe i stoga se ova kǌiga Ele-
menata smatrala najnedostupnijom.

Posledǌe tri kǌige su u najve�oj meri posve�ene stereometriji.
Jedanaesta kǌiga poqiǌe nizom definicija, od kojih su neke prob-
lematiqne sa logiqkog aspekta, poput ,,Telo je ono xto ima du�inu,
xirinu i dubinu”, ,,Granica tela je povrxina”. Posledǌe defini-
cije su definicije pravilnih poliedara: kocke, oktaedra, ikosaedra
i dodekaedra (piramida je ranije definisana, pa ovde nema defini-
cije tetraedra). Stavovi koji slede se tiqu odnosa pravih i ravni,
na primer:

Stav 3. Ako dve ravni seku jedna drugu, ǌihov presek je prava.

Stav 14. Ravni upravne na istoj pravoj paralelne su.

Kasniji stavovi se odnose na rogǉeve, zapremine paralelepipeda i
sliqno.

Dvanaesta kǌiga je kratka i poqiǌe nama dobro poznatim stavovima:

Stav 1. Sliqni mnogouglovi, upisani u krugove, odnose se jedan prema drugom
kao kvadrati nad preqnicima.

Stav 2. Krugovi se odnose jedan prema drugom kao kvadrati nad preqnicima.

Potom slede stavovi koji se tiqu zapremina tela. Na primer,

Stav 7. Svaka prizma sa trouglom u osnovi mo�e se podeliti na tri me�u
sobom jednake piramide sa trouglovima u osnovama.

Stav 10. Svaka kupa je tre�ina vaǉka, ako imaju istu osnovu i jednake visine.

Posledǌa, trinaesta kǌiga posve�ena je pravilnim poliedrima.
Ona poqiǌe slede�im stavom.

Stav 1. Ako je du� podeǉena neprekidno, bi�e kvadrat nad zbirom ve�eg dela
i polovine cele du�i jednak petostrukom kvadratu nad tom polovinom.

Nama nije texko da se u to uverimo. Naime, ako je cela du� a, a x
je ve�i deo, onda je a : x = x : (a�x). Dobija se kvadratna jednaqina

x2 +ax�a2 = 0.

Odavde sledi da je(
x + a

2

)2
= x2 +ax +

( a

2

)2
= a2 +

( a

2

)2
= 5

( a

2

)2
.

Naravno, odavde nije texko na�i koliko je x. I slede�ih pet stavova
daje rezultate za zlatni presek, a i stav 9 je u vezi sa ǌim. Stav 10
je zanimǉiv.
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Stav 10. Ako je u krug upisan pravilni petougao, bi�e kvadrat strane tog
petougla jednak zbiru kvadrata strane pravilnog xestougla i strane pravilnog
desetougla upisanih u isti krug.

Pred sam kraj Elemenata, u stavovima 13–17 odre�eni su odnosi
kvadrata ivice i kvadrata preqnika opisane sfere za pravilne poliedre:

telo odnos

tetraedar 2
3

oktaedar 1
2

heksaedar 1
3

ikosaedar 5+
?

5
10

dodekaedar 3�?5
6

U posledǌem stavu Elemenata najpre se porede ivice pravilnih
poliedara, a u drugom delu tog stava se pokazuje da nema drugih
pravilnih poliedara sem ovih pet.

Znaqaj Euklidovih Elemenata je ogroman. Sastavǉeni su oko 300.
godine p. n. e. i kopirani su veliki broj puta. U tim kopiraǌima,
dodavani su komenari, neke dodatne informacije, dodatni stavovi, pa
qak i dodatne dve kǌige za koje se ipak zna da nisu deo originalnih
Elemenata. Smatra se da je bilo oko hiǉadu izdaǌa ovog dela.
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