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Matematika Mesopotamije
Uporedo sa razvojem egipatske civilizacije, izme�u reka Tigra i

Eufrata pa i znatno xire u pojedinim periodima, razvijala se tako�e
jedna velika civilizacija.

Slika 1: Mesopotamija

Ta civilizacija Mesopotamije (Me�ureqja) razvijala se prema naj-
xirim vremenskim okvirima od 2900. g. p. n. e. do Aleksandrovih os-
vajaǌa 330. g. p. n. e. Gospodari su se meǌali, ali su bitne karak-
teristike za naxu priqu ostajale dovoǉno konzistentne da mo�emo
govoriti o matematici Mesopotamije (u anglosaksonskoj literaturi
dominira termin ‘vavilonska matematika’).
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O civilizaciji Mesopotamije imamo znatno vixe izvora, jer, kao
xto znamo, glinene ploqice (tablice) na kojima su pisani razni doku-
menti znatno su trajnije od papirusa, ili pergamenta. Oko 400 hi-
ǉada ploqica, od kojih je nekih 2000 sa matematiqkim sadr�ajem su
omogu�ili mnoga saznaǌa qak i o obiqnom �ivotu ǉudi. Kao xto neki
francuski nauqnici navode, vixe se zna o porodiqnom �ivotu ǉudi
u Mesopotamiji pre vixe od 3000 godina, nego xto se zna o �ivotu
francuskih seǉaka iz XIII veka.

Glinene ploqice jesu trajnije, ali tako nemamo zapise ve�ih doku-
menata, jer su te ploqice qesto veliqine razglednica. No, ima ih
dovoǉno da mo�emo da damo odre�enu sliku.

Kao xto znamo, koristilo se klinasto pismo. Oznaka jedinice je
bio tanak vertikalni znak u obliku klina, koji �emo mi oznaqavati sa
�, dok je za oznaku broja 10 korix�en polo�eni znak u obliku nexto
‘debǉeg’ klina, koji �emo oznaqavati sa    . Na primer, broj 46 se
pixe ovako:

      
���

      
���

Sada dolazimo do va�ne qiǌenice. U matematici Mesopotamije ko-
ristio se pozicioni sistem sa osnovom 60 (seksagezimalni sistem),
ali sa dva nedostatka. Prvi nedostatak je bio u tome xto nije posto-
jao simbol za prazno mesto. U zapisu se ostavǉao malo ve�i razmak,
ali to nije bax bilo uvek jasno. Ovaj nedostatak je pri samom kraju
ove civilizacije ispravǉen — dodata je oznaka za prazno mesto u ob-
liku dva iskoxena klina, ali se ovaj simbol nikada nije koristio
na samom kraju broja i to govori o drugom nedostatku: nema oznake
za decimalni (zapravo seksagezimalni) zarez, mada se vidi da se u
primerima radilo i sa brojevima koji nisu bili celi. Iz konteksta
se videlo o qemu se radi.

Dakle, zapis
   
���

         
� ��

mogao je da oznaqava broj 13 �602+31 �60+2, ali i broj 13 �604+31 �602+2,
kao i broj 13+31 �60�1 +2 �60�2. Zapravo, na beskonaqno mnogo brojeva
se odnosio taj zapis. Iz konteksta se moralo shvatiti o kom se broju
zaista radi.

U daǉem tekstu �emo koristiti skra�eni zapis za seksagezimalne
brojeve. Na primer,

12,6;38,23,14

oznaqava broj

12 �60+6+38 �60�1 +23 �60�2 +14 �60�3.
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Na jednoj od tablica mo�emo na�i aproksimaciju za
?

2: 1;24,51,10.
To je priliqno dobra aproksimacija za

?
2:

1+24/60+51/3600+10/216000� 1,41421296296.

Kako su doxli do ovako dobrog rezultata? Koristili su zapravo sada
nama dobro poznati algoritam za nala�eǌe pribli�ne vrednosti

?
a.

Naime, ako je a1 neka aproksimacija za taj koren i ako je taj broj,
na primer, maǌi od korena, onda je broj a

a1
druga aproksimacija, koja

je ve�a od tog korena. I onda se uzme aritmetiqka sredina ova dva
broja kao nova aproksimacija:

a2 = 1

2

(
a1 + a

a1

)
.

Broj koji se navodi kao aproksimacija za koren iz 2 je zapravo slede�a
aproksimacija, tj. a3, ako je a1 = 1;30 (tj. 1,5 u decimalnom zapisu).

Veliki broj glinenih ploqica sa matematiqkim sadr�ajem sas-
toji se od raznih tablica: reciproqnih vrednosti, kvadrata, kubova,
kvadratnih korenova. Postoje tablice kvadrata brojeva od 1 do 59,
kao i kubova brojeva do 31. Za mno�eǌe su koristili formule

ab = (a +b)2�a2�b2

2
, ab = (a +b)2� (a�b)2

4
.

Deǉeǌe se izvodilo mno�eǌem reciproqnom vrednox�u:

a

b
= a � 1

b
.

Na primer, imamo ovakvu tablicu reciproqnih vrednosti:

2 30
3 20
4 15
5 12
6 10
8 7,30
9 6,40
10 6
12 5
15 4
16 3,45
18 3,20
20 3
24 2,30
25 2,24
27 2,13,20
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Recimo, da bismo naxli 34/5, pomno�imo 34 sa 12 i pomerimo za jedno
seksagezimalno mesto. No, neke vrednosti ovde nedostaju. Navedene
su samo reciproqne vrednosti ‘pravilnih’ brojeva, tj. onih kod kojih
imamo konaqan zapis (oblika su 2m3n5p). Recimo, ovde nemamo 1/7.
No, i 1/7 se mo�e na�i, bar pribli�no, na nekim drugim mestima.
Mo�e se na�i procena:

0;8,34,16,59 < 1

7
< 0;8,34,18.

Imamo i aproksimacije:

1

59
= ;1,1,1

1

61
= ;0,59,0,59.

Naravno da bi ovde trebalo da bude beskonaqni razvoj, no pojavǉuje
se samo konaqna aproksimacija.

Osim ovih, postoje i tablice stepena sa raznim osnovama, a koje
se koriste u nala�eǌu de facto logaritama sa razliqitim osnovama.
No, naravno da nemamo bax pojam logaritma ni pribli�no, radi se o
izvesnom broju tablica, sa ciǉem rexavaǌa nekih konkretnih prob-
lema.

Linearne jednaqine su smatrane za jednostavne i ǌima nije pokla-
ǌana prevelika pa�ǌa. Mnogo su zanimǉivije bile kvadratne, pa qak
i kubne jednaqine. Jednaqine su znali da transformixu dodavaǌem
na obe strane jednaqine jednakih vrednosti i mno�eǌem obe strane
istim brojem

S obzirom da nisu razmatrani negativni brojevi, postojala su de
facto tri tipa kvadratnih jednaqina (a ovako �e biti i vixe od hiǉadu
godina po nestanku ove civilizacije):

1. x2 +px = q,
2. x2 = px +q,
3. x2 +q = px.

Naravno da nije postojao nikakav simboliqki zapis, ovo je samo nax
zapis za razmatrane jednaqine. Za nepoznate su se koristili termini
‘du�ina’, ‘xirina’, ‘povrxina’, ‘zapremina’. No, jasno je da su ti
termini ipak korix�eni u apstraktnom smislu, jer nije predstavǉao
problem da se od povrxine oduzima du�ina.

U jednom od problema se tra�ilo da se odredi du�ina stran-
ice kvadrata ako se dobija 14,30 kada se od povrxine oduzme du�ina
stranice kvadrata. U naxem sadaxǌem i to decimalnom zapisu radi
se o jednaqini

x2�x = 870.
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Opis rexeǌa nije nixta drugo do opis metoda kompletiraǌa kvadrata,
odnosno formule

x =
a

(p/2)2 +q +p/2,

za jednaqinu oblika 2 (zapisanu kao x2� px = q). Mada ovde imamo
oduzimaǌe, nemamo ipak negativna rexeǌa. Sliqno se rexavao i prvi
tip jednaqine. Ali, tu imamo jox jedan zanimǉiv primer/metod.

Jednaqina 11x2+7x = 6;15 transformisana je tako xto su obe strane
pomno�ene sa 11 i onda se tako dobije jednaqina (11x)2+7�(11x) = 1,8;45.
Ova ima normalnu formu po nepoznatoj y = 11x i rexeǌe se nalazilo
kao u prethodnom sluqaju.

No, tre�i tip jednaqine svodio se na rexavaǌe sistema

x + y = p, x y = q.

Ima vixe primera za rexavaǌe sistema jednaqina u kojima jedna jed-
naqina zadaje zbir (ili razliku) dve nepoznate veliqine, a druga
ǌihov proizvod. To je, tada, evidentno bio neki kanonski naqin pred-
stavǉaǌa jednaqina tipa 3.

Na primer, za rexavaǌe sistema jednaqina x+y = 6;30, x y = 7;30 dat
je postupak u kome se najpre izraquna

x + y

2
= 3;15,

zatim se ovo kvadrira: ( x + y

2

)2
= 10;33,45

i izraquna ( x + y

2

)2
�x y = 3;3,45.

Tako se dobija da je (
x� y

2

)2

= 3;3,45

i odatle imamo (
x� y

2

)
= 1;45.

Naravno, posmatra se samo pozitivan koren. Odavde se dobijaju x i
y:

x = x + y

2
+ x� y

2
= 3;15+1;45 = 5,

y = x + y

2
� x� y

2
= 3;15�1;45 = 1;30.

Posebno je zanimǉivo rexavaǌe kubnih jednaqina za xta nema pan-
dana u egipatskoj matematici. S obzirom da je postojala tablica
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kubova onda su se jednostavne jednaqine poput x3 = 0;7,30 rexavale
direktno iz tablice kada je to bilo mogu�e, odnosno koriste�i line-
arnu interpolaciju za dobijaǌe rexeǌa. No, postojale su i tablice
za n3 + n2. Te tablice su korix�ene za rexavaǌe jednaqina poput
jednaqine

144x3 +12x2 = 21.

Naime, mno�eǌem obe strane sa 12, dobija se jednaqina po nepoznatoj
y = 12x:

y3 + y2 = 4,12

i dobija se rexeǌe y = 6, odnosno x = 0;30. Sve kubne jednaqine oblika

ax3 +bx2 = c.

mogu se svesti na jednaqinu

y3 + y2 = d

mno�eǌem sa a2/b3. Nemamo podatke da li su oni uspevali da rexe
i opxtiju jednaqinu oblika ax3 +bx2 + cx = d, mada su, na osnovu pos-
toje�ih primera, mogli da na�u odgovaraju�u smenu. No, nema ni-
jednog takvog primera.

Jedna tablica je posebno zanimǉiva, te se i ovih godina pojavǉuju
nauqni radovi u kojima se razmatra ǌen znaqaj. Ona je poznata kao
tablica Plimpton 322, jer je ona pod tim brojem zavedena u Plimpto-
novoj kolekciji na Univerzitetu Kolumbija.

Slika 2: Plimpton 322
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Tablica je veliqine 9�13 cm, malo oxte�ena i po svemu sude�i je
bila deo ve�e tablice.

No, ono xto imamo su qetiri kolone brojeva od po 15 brojeva.
Navedimo deo te tablice

1,59,0,15 1,59 2,49 1
1,56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,20,25 2
1,55,7,41,15,33,45 1,16,41 1,50,49 3
1,53,10,29,32,52,16 3,31,49 5,9,1 4
1,48,54,1,40 1,5 1,37 5
1,47,6,41,40 5,19 8,1 6

Naravno, ne�emo da pamtimo tu tablicu, ali mo�emo malo da proana-
liziramo xta ovde imamo.

Jasno je da posledǌa kolona numerixe vrste. Ispiximo drugu i
tre�u kolonu u dekadnom sistemu

119 169
3367 4825
4601 6649
12709 18541
65 97
319 481

Tada je:

1692�1192 = 1202

48252�33672 = 34562

66492�46012 = 48002

185412�127092 = 135002

972�652 = 722

4812�3192 = 3602

Dakle, ovde imamo Pitagorine trojke brojeva. Zapravo, ako se pos-
matra pravougli trougao u kome je maǌa kateta a, ve�a kateta b i
hipotenuza c, onda je prva kolona zapravo jednaka (c/b)2 = sec2α. Na-
ravno, nema smisla smatrati na osnovu ovoga da su u staroj Mesopo-
tamiji imali pojam sekansa ugla, ni u Egiptu ni u Mesopotamiji ne-
mamo uvo�eǌe mere ugla, no ovo je ipak zanimǉiv rezultat. Nismo
napisali celu tablicu, ali se pravilnost i daǉe odr�ava — brojevi
u prvoj koloni su opadaju�i. Osim toga, uvek je b ‘pravilan’ broj,
tj. u ǌegovoj faktorizaciji se pojavǉuju samo prosti brojevi 2, 3 i
5, xto omogu�ava konaqan zapis u osnovi 60. Ne�emo se daǉe baviti
time kako je tablica formirana.

Na kraju navedimo i par reqi o geometriji u Mesopotamiji. Pre
svega, jasno je da je Pitagorina teorema bila poznata. Na jednoj
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tablici imamo kvadrat na kome je broj 30 napisan du� stranice, dok
su brojevi 42;25,35 i 1;24,51,10 zapisani du� dijagonale. Primetimo
da je ovde drugi broj aproksimacija za

?
2 i to priliqno taqna i da

se vidi da se znalo da se du�ina dijagonale kvadrata dobija kada se
du�ina stranice pomno�i sa

?
2. Imamo i primer, na jednoj drugoj

tablici, raqunaǌa polupreqnika kruga opisanog oko jednakokrakog
trougla.

Slika 3: Primena Pitagorine teoreme

Druga primena Pitagorine teoreme je u zadatku gde greda du�ine
0;30 stoji uz zid i pitaǌe je koliko �e se doǌi deo pomeriti od zida
ako se gorǌi deo spusti za 0;6.

Zanimǉiva je i tablica u kojoj su pore�ene povrxine i kvadrati
stranica pravilnih mnogouglova sa tri, qetiri, pet, xest i sedam
stranica. Neki su rezultati pribli�ni, ali sa dobrom aproksimaci-
jom. Tu se tako�e nalazi i primer pore�eǌa obima kru�ice opisane
oko pravilnog xestougla i ǌegovog obima. Iz tog rezultata se mo�e
zakǉuqiti da je aproksimacija za π zapravo 3;7,30, odnosno 3 1

8 xto
nije loxa aproksimacija (mada se za raqunaǌe povrxine kruga ipak
najqex�e koristila vrednost 3).

Mane su sliqne kao i u Egiptu. Nije se pravila razlika izme�u
taqnih i pribli�nih vrednosti. Pa se tako povrxina qetvorougla
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nalazila kao proizvod aritmetiqkih sredina parova naspramnih stra-
nica, dok se za zapreminu zarubǉene piramide mogla na�i i taqna
vrednost, ali i slabije aproksimacije.

Za kraj mo�emo re�i da, mada ni u Egiptu ni u Mesopotamiji
nemamo eksplicitnih dokaza, ipak se mo�e naslutiti da su postojali
metodi kojima su se rexavali opxti zadaci i da je bilo i sluqajeva
dokaza pomo�u provere raquna. Pravi matematiqki dokazi dolaze
tek sa Grcima. Mo�emo re�i i da matematika starijih civilizacija
nije bila sasvim utilitarna. Vidi se da je tu bilo i zadataka qisto
zabavnog i nepraktiqnog karaktera.

Poqeci grqke matematike

Prve Olimpijske igre odr�ane su 776. godine p. n. e. i u to vreme
je ve� postojala znaqajna grqka literatura, no o grqkoj matematici
iz tog doba ne znamo nixta. Jasno je da je literatura mogla da se
u velikoj meri prenosi usmenim predaǌem i to je sigurno jedan od
razloga xto je situacija bila takva. Zapravo sve do VI veka p. n. e.
nemamo nikakvih podataka o grqkoj matematici. Tek od tada imamo
neke podatke, ali nema dokumenata sve do IV veka p. n. e. Qak i u tom
veku ima malo preostalih originalnih dokumenata. Informacije koje
imamo o poqecima grqke matematike su bazirane na kasnijim izvorima.

Zna se da je Aristotelov student Eudem, koji je poreklom bio sa
Rodosa, oko 320. godine p. n. e. napisao Istoriju matematike (on je
pisao i druge kǌige na primer Istoriju astronomije), no ona nije
saquvana. Kasnije je neko sastavio skra�eni zapis ove Istorije, no
ni original tog zapisa nije saquvan. Informacija koju imamo o toj
Istoriji sadr�ana je u Proklovim (Proklo je bio znaqajan neoplaton-
istiqki filozof iz V veka n. e.) Komentarima o prvoj kǌizi Euklidovih
Elemenata.

Dakle, informacije koje imamo o poqecima grqke matematike nisu
bazirane na originalnim izvorima, nego na kasnijim dokumentima,
odnosno na istorijskoj tradiciji. Prva dva matematiqara koji se
eksplicitno spomiǌu po imenu bili su Tales iz Mileta (okvirne
godine �ivota: 624–548 p. n. e.) i Pitagora sa Samosa (oko 570–490
p. n. e.).

Tales

Malo se toga sa sigurnox�u zna o Talesu. No, tradicija ga opisuje
kao izuzetno pametnog i snala�ǉivog qoveka i smatran je za prvog
filozofa — on je prvi od Sedam mudraca. Tales je dosta putovao i
po Egiptu i po Mesopotamiji i tamo je imao priliku da se upozna sa

9



matematikom tih civilizacija. Smatra se da je Tales u Mesopotamiji
mogao da vidi tamoxǌe astronomske tablice. Postoji legenda o tome
da je Tales 585. godine p. n. e. predvideo pomraqeǌe Sunca, ali to
zaista nije potvr�ena qiǌenica. Matematiqki rezultati koji se pri-
pisuju Talesu su slede�i:

• Ugao nad preqnikom kruga je prav.

• Preqnik deli krug na dva jednaka dela.

• Uglovi na osnovi jednakokrakog trougla su jednaki.

• Unakrsni uglovi su jednaki.

• Stav USU za podudarnost trouglova.

Sada je univerzalno prihva�ena qiǌenica da su Grci bili ti koji
su dali elemente logiqke strukture geometriji, no ipak se ne zna da
li je Tales bio taj koji je to uradio, ili je do toga doxlo znatno
kasnije, mo�da qak dva veka kasnije.

Pitagora i Pitagorejci

Za ime Pitagore vezuju se razne legende. ǋegovo mesto ro�eǌa
je bilo blizu mesta ro�eǌa Talesa, no �ivotni putevi su im bili
znaqajno razliqiti. Dok je Tales bio poznat po svojim praktiqnim
aktivnostima, Pitagora je bio prorok i mistik. I on je dosta puto-
vao, sigurno i po Egiptu i Mesopotamiji, ali mo�da je ixao qak i do
Indije. Nije nebitno navesti da je on bio savremenik i Bude, Kon-
fuqija, kao i Lao Cea. Po povratku sa tih putovaǌa naselio se u
ju�nom delu Italije u Krotonu, xto se u to vreme smatralo delom
Velike Grqke. Osnovao je tajno druxtvo, koje nazivamo Pitagorejci
ili Pitagorovci. Rezultate koji se pripisuju Pitagori, ispravnije
je pripisati Pitagorejcima. Tako �emo i ovde raditi, sem u sluqaju
kada je poznata osoba kojoj se pripisuje konkretan rezultat.

Pitagorejci su verovali u proqix�eǌe kroz bavǉeǌe filozofi-
jom i matematikom. Smatra se da je sam Pitagora smislio reqi
,,filozofija” (,,ǉubav ka mudrosti”) i ,,matematika” (,,ono xto se
uqi”). Verovali su u seobu duxe posle smrti u drugo telo, ǉud-
sko ili �ivotiǌsko. Bili su vegetarijanci, ali su imali i druge
specifiqne zabrane.
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Osnovni moto Pitagorejaca je, pojednostavǉeno govore�i, bio: ,,Sve
je broj”. Naravno, ovde je broj bio pozitivan ceo broj, ono xto mi
danas zovemo prirodni broj. Ta fasciniranost brojevima nam sada
izgleda naivno, ali ona ipak le�i u osnovi pokuxaja da se svet ob-
jasni pomo�u brojeva, matematiqki. Pojedinim brojevima su prida-
vana posebna svojstva, ne�emo se naravno time baviti, ali navedimo
da je za ǌih bio posebno va�an simbol tetraktis:

Slika 4: Tetraktis

On predstavǉa najsvetiji, za Pitagorejce, broj 10. On je najsvetiji
jer predstavǉa zbir svih dimenzija, pri qemu dimenziju nula pred-
stavǉa jedna taqka, dimenziju jedan predstavǉaju dve taqke itd. Za-
nimǉivo je da broj 10 nije Pitagorejcima bio znaqajan zbog qiǌenice
da imamo deset prstiju na rukama.

Drugi znaqajan simbol bio je pentagram:

Slika 5: Pentagram

ǋega formiraju dijagonale pravilnog petougla i o ǌemu �e biti
reqi kasnije.

Pridru�ivaǌe brojeva objektima, posebno je bilo vidǉivo u tre-
tiraǌu figurnih, preciznije mnogougaonih brojeva. Dakle, pitaǌe je
koji brojevi mogu biti pridru�eni kojim figurama.
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Slika 6: Mnogougaoni brojevi

Prave i du�i koje se pojavǉuju nisu deo prikaza, samo su tu radi
preglednosti, mnogougaoni brojevi su predstavǉani kamenqi�ima. Na
prethodnoj slici vidimo trougaone, kvadratne, petougaone i xesto-
ugaone brojeve.

Pitagorejcima je bila zanimǉiva podela mnogougaonih brojeva na
trougaone, a s tim u vezi, jasno, i podela mnogouglova na trouglove.

Slika 7: Podela kvadratnog broja

Ova slika nam prikazuje podelu kvadratnog broja na dva trougaona
qije se stranice, razlikuju za 1, a slede�a slika nam prikazuje podelu
‘izdu�enog’ broja (zapravo broja oblika n(n + 1), gde je n prirodan
broj) na dva jednaka trougaona:

Slika 8: Podela pravougaonog broja
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Pitagorejci otkrivaju i vezu izme�u odnosa malih prirodnih bro-
jeva i muzike. Najpre su otkrili da ako imamo dve �ice od kojih je
jedna dvostruke du�ine, onda one pri trzaǌu emituju iste note, koje
se razlikuju za oktavu – poxto je talasna du�ina kod du�e �ica ve�a,
frekvencija je ni�a i stoga je ton dubǉi, za jednu oktavu. Do har-
monije u zvuku dolazi kada se odnosi du�ina dve �ice nalaze u jednos-
tavnim razmerama poput 2:3 ili 3:4. Razlika u notama se vidi u jed-
nostavnim odnosima du�ina �ica. Tu imamo prve zakone akustike, a
poznato je da nisu eksperimentisali samo sa �icama, nego i sa drugim
objektima. Na primer, Hipas iz Metaponta je imao qetiri metalna
diska iste osnove, ali razliqitih debǉina – odnosi debǉina su bili
1 : 1 1

3 : 1 1
2 : 2 i pokazao je da oni proizvode istu harmoniju kao i �ice sa

odgovaraju�im odnosima du�ina. Neki mu pripisuju i eksperimente
sa razliqito napuǌenim qaxama sa sliqnim efektom.

Naravno, Pitagorejci su, poslediqno, imali i veoma smele razrade
ove ideje – da se nebeska tela kre�u po sferama sa takvim odnosima da
proizvode harmonijske tonove: ,,harmonija sfera”. Naravno, to nam
sada deluje vrlo naivno, ali ideja da je svemir pravilno ure�en jeste
jedna znaqajna tekovina Pitagorejaca.

Proklo, na osnovu Eudema, govori o razvoju teorije proporcija kod
Pitagorejaca. Svakako se Pitagora u Mesopotamiji upoznao sa arit-
metiqkom, geometrijskom i harmonijskom sredinom i odnosom izme�u
ǌih:

a : A(a,b) = H(a,b) : b.

gde smo sa A(a,b) oznaqili aritmetiqku, a sa H(a,b) harmonijsku sre-
dinu brojeva a i b. No, oni su kasnije dodali jox sedam ‘sredina’ i
time kompletirali do ukupno 10 (znamo da im je taj broj bio posebno
znaqajan). Zanimǉivosti radi, navedimo ih. Ukoliko je b ‘sredina’
a i c, onda va�e slede�i odnosi:

(1)
b�a

c�b
= a

a
(6)

b�a

c�b
= c

b

(2)
b�a

c�b
= a

b
(7)

c�a

b�a
= c

a

(3)
b�a

c�b
= a

c
(8)

c�a

c�b
= c

a

(4)
b�a

c�b
= c

a
(9)

c�a

b�a
= b

a

(5)
b�a

c�b
= b

a
(8)

c�a

c�b
= b

a

Nije texko proveriti da prve tri jednakosti daju za b redom arit-
metiqku, geometrijsku i harmonijsku sredinu. Ostale. . . Zabave radi,
mo�emo da primetimo da, na primer, qetvrta daje b = a2+c2

a+c .
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Zapisivaǌe brojeva

Napravimo sada kratku pauzu u razmatraǌima o teorijskim aspek-
tima grqke matematike i pozabavimo se pitaǌem kako su Grci zapisi-
vali brojeve. Postojala su dva naqina zapisivaǌa brojeva — atiqki
i jonski.

Atiqki sistem brojeva je bio sliqan kasnijem rimskom sistemu,
mada je imao i neke svoje prednosti. Evo kratke tabele:

broj oznaka
1 I
2 II
3 III
4 IIII
5 Π ili Γ
10 ∆

100 H
1000 X
10000 M

Nazivi: penta za 5, deka za 10, hekaton za 100, hilioj za 1000 i
mirioj za 10000. Prednost u odnosu na kasniji rimski sistem zapi-
sivaǌa sastojao se u tome xto se za brojeve 50 i 500 nisu koristili
posebni simboli, nego kombinacije ve� postoje�ih:

50 = Γ∆, 500 = ΓH, 5000 = ΓX, 50000 = ΓM,

Tako bismo, na primer, broj 45628 zapisivali ovako

MMMM ΓX ΓH H ∆ ∆ ΓIII.

Jonski sistem je bio baziran na alfabetu. Grqki alfabet potiqe
od feniqanskog pisma (u kome nije bilo oznaka za samoglasnike, koji
su dodati) i imao je 24 znaka. A Grcima je bilo potrebno 27 znakova.
Naime, sistem jeste bio formiran tako da se broj 10 isticao, ali to
nije bio pozicioni sistem. Za oznaku jedinica koristilo se 9 slova,
za oznaku desetica drugih devet slova i za oznaku stotica drugih 9
slova. Dakle, na grqki alfabet dodata su jox tri stara simbola Ϙ,ϙ
(,,kopa”, koje je i preteqa latiniqnog q), Ϛ,ϛ (,,stigma”, ili ,,digama”)
i Ϡ,ϡ (,,sampi”). Najpre su se koristila velika slova, mala su uve-
dena tek znatno kasnije. Evo tabele:

A
α

1

B
β

2

Γ

γ

3

∆

δ

4

E
ε

5

Ϛ
ϛ
6

Z
ζ

7

H
η

8

Θ

θ

9
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I
ι

10

K
κ

20

Λ

λ

30

M
µ

40

N
ν

50

Ξ

ξ

60

O
o

70

Π

π

80

Ϙ
ϙ
90

P
ρ

100

Σ

σ

200

T
τ

300

Υ

υ

400

Φ

φ

500

X
χ

600

Ψ

ψ

700

Ω

ω

800

Ϡ
ϡ

900

Na primer, broj 967 bi se zapisao ovako: ϡξζ. Za hiǉade su korix�eni
znaci za jedinice ispred kojih bi se pisala doǌa crtica: 1α = 1000.
Na primer 1βκ= 2020. Tako se bez problema mogu zapisivati prirodni
brojevi maǌi od 10000. Za ve�e brojeve koristio se simbol M, koji
je oznaqavao 10000 i onda bi se, na primer, broj 1345879 zapisivao
ovako: Mρλδ � 1εωoθ. Dakle, to bi zapravo bilo 134�10000+5879, a � je
bio simbol za razdvajaǌe.

Kod pisaǌa razlomaka ponovo nailazimo na egipatsku sklonost ka
jediniqnim razlomcima, tj. razlomcima oblika 1

n . Oni bi se pisali
tako xto bi se posle imenioca stavǉao apostrof (,,prim”): razlomak
1

27 bi se zapisivao kao κζ1. Naravno da bi tu moglo do�i do konfuzije:
da nije to mo�da 20 1

7? No, iz konteksta bi se zakǉuqivalo o kom broju
se radi.

Kako se raqunalo sa sigurnox�u ne mo�emo da ka�emo. Jasno je da
su bile korix�ene neke raqunaǉke, neke table za raqunaǌe pomo�u
kamenqi�a, ali nijedan takav predmet nije saquvan. Postoji slika na
jednoj vazi gde se vidi tabla za raqunaǌe, a Herodot je zapisao da je
u raqunaǌu sa kamenqi�ima Grk radio sleva na desno, a Egip�anin
zdesna na levo.

Na kraju ovog dela o zapisivaǌu brojeva navedimo da se i kod nas,
tokom sredǌeg veka koristila ovakva varijanta zapisivaǌa brojeva,
naravno bazirana na �irilici:
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Slika 9: Staro�irilski sistem brojeva

Tri konstruktivna problema antike

V vek p. n. e. bio je period znaqajnog napretka Atine. Zapoqeo
je uspexnom odbranom od Persijanaca, a zavrxen porazom Sparte od
Atine. Veliki napredak Atine u ovo Periklovo doba uticao je na
priliv znaqajnog broja uqenih ǉudi u Atinu. Jedan od ǌih je bio i
Anaksagora, koji je ro�en u Joniji u Maloj Aziji u vreme dok je ona
bila pod vlax�u Persije. Bio je prijateǉ Perikla i qovek slobodnog
mixǉeǌa. Verovatno su oba ova razloga (Perikle je imao i jake
politiqke protivnike u Atini) uticala na to da bude optu�en za
bezbo�nost – tvrdio je da ni Sunce ni Mesec nisu bo�anstva. Sunce je
samo vreo kamen veliqine Peloponeza, dok je Mesec svetlost dobijao
od Sunca i reflektovao ga na Zemǉu. Neko vreme je i proveo u zatvoru
iz koga ga je izbavio Perikle, ali je ipak morao da ode u izgnanstvo u
kome je i umro 428. godine p. n. e. — godinu dana pre ro�eǌa Platona
i godinu dana posle smrti Perikla.

Kako je Plutarh pisao, Anaksagora se u zatvoru u Atini bavio
i problemom kvadrature kruga – kako na�i kvadrat koji ima istu
povrxinu kao i dati krug. Tu prvi put nailazimo na spomiǌaǌe ovog
problema. Nije bilo jasno xta je dozvoǉeno koristiti u tu svrhu, ali
je kasnije (najverovatnije i dosta kasnije, pod uticajem Platona) bilo
iskristalisano da je za tu svrhu dozvoǉeno koristiti samo leǌir i
xestar. To je u vezi sa tim da su savrxene linije prava i krug.

Perikle je umro od kuge koja je harala Atinom. Smatra se da je
tada od kuge umrla skoro qetvrtina stanovnika Atine. Za epidemiju
kuge se vezuje i priqa o drugom konstruktivnom problemu antike.
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Navodno su Atiǌani poslali delegaciju u hram Apolona u Delfima
da pitaju xta bi trebalo da urade da zaustave epidemiju kuge. Do-
bili su odgovor od proroqixta da moraju da udvostruqe oltar u ob-
liku kocke koji je bio posve�en Apolonu. Atiǌani su udvostriqili
du�inu stranice, no kuga nije prestala. Jasno je da time nisu rexili
problem, jer su tako dobili osam puta ve�u zapreminu oltara. Ovo
je prvo spomiǌaǌe problema udvostruqavaǌa kocke.

Tako�e je u ovo vreme u Atini ‘cirkulisao’ problem trisekcije
ugla: kako dati ugao podeliti na tri jednaka dela. Ovi problemi,
posebno kasniji zahtevi za ǌihovo rexavaǌe, gde se konstrukcija mo-
rala izvrxiti iskǉuqivo pomo�u leǌira i xestara, uticali su zna-
qajno na razvoj matematike i dugo vekova nisu bili razrexeni. No,
ve� je u antiqko doba bilo nekih rexeǌa koja, doduxe, nisu bila pri
tim restriktivnim uslovima, ali i pored toga su bila zanimǉiva.
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Hipokratova kvadratura ,,meseca”

Hipokrat sa Hiosa (to nije lekar Hipokrat koji je bio sa Kosa) je
bio nexto mla�i od Anaksagore i u Atinu je doxao oko 430. godine
p. n. e. da se bavi trgovinom. No, svu imovinu je izgubio, da li
zbog neke prevare ili zbog napada gusara, ne znamo, ali znamo da
ga to nije obeshrabrilo. Okrenuo se studijama geometrije. Napisao
je i prve ,,Elemente geometrije”, nekih sto godina pre Euklidovih
Elemenata, ali to delo, na�alost, nije saquvano, ali da je postojalo
znamo preko Aristotela. Podatke o Hipokratovoj matematici imamo
od Simplikija koji je oko 520. godine naxe ere, iskopirao, po svojim
reqima, delove Eudemove ,,Istorije matematike”.

Po tim podacima, Hipokrat je izvrxio kvadraturu ,,meseca”. Pod
,,mesecom” se podrazumevala krivolinijska figura koju ograniqavaju
dva luka krugova razliqitog polupreqnika. Najpre se kod Eudema
navodi da je Hipokrat dokazao slede�u teoremu: Povrxine dva sliqna
odseqka dva kruga se odnose kao kvadrati ǌihovih tetiva (odseqci su
sliqni ako odgovaraju istom centralnom uglu). Zapravo Eudem tvrdi
da je Hipokrat do ovog rezultata doxao tako xto je pokazao da se
povrxine krugova odnose kao kvadrati ǌihovih polupreqnika. Texko
je poverovati da je Hipokrat imao dokaz ovog rezultata. Verovatno
je imao neki argument kojim je opravdavao validnost te teoreme, ali
dokaz skoro sigurno nije imao. Mi �emo kasnije prikazati znaqajno
kasniji dokaz te qiǌenice. Taj dokaz je baziran na znatno suptilnijim
metodama nego onim koje su bile dostupne Hipokratu.

Evo kako je, bazirano na prethodnim rezultatima, Hipokrat izveo
kvadrature nekih ,,meseca”. Kao prvi primer posmatrajmo jednakokraki
pravougli trougao i odgovaraju�i polukrug.

Konstruiximo i luk nad AC tako da je novodobijeni odseqak AEC D
sliqan odseqcima nad tetivama AB i BC . Kako je AB 2+BC 2 = AC 2 (zbog
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jednostavnosti zapisa, nismo pisali |AB | kao du�inu stranice AB,
tako �emo raditi i daǉe), a prema navedenom rezultatu povrxine
sliqnih odseqaka se odnose kao kvadrati odgovaraju�ih tetiva, dobi-
jamo da je povrxina odseqka AEC D jednaka zbiru povrxina odseqaka
nad AB i BC . ,,Mesec” ADC B koji obrazuju polukrug i luk ÙAC sastoji
se od ta dva odseqka i ‘krivolinijskog’ trougla u kome je osnova lukÙAC . No, zbir povrxina ta dva odseqka, jednak je povrxini odseqka
AEC D, koji zajedno sa tim ‘krivolinijskim’ trouglom qini trougao
AC B. Stoga je povrxina tog ,,meseca” jednaka povrxini trougla AC B.
A lako je na�i kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini trougla
AC B: to je kvadrat nad polovinom stranice AC . Tako je izvrxena i
kvadratura ,,meseca” ADC B.

Drugi primer kvadrature ,,meseca” dobija se pomo�u jednakokrakog
trapeza ABC D u kome je AB = BC =C D i AD2 = DC 2 +C B 2 +B A2.

Kao i u prethodnom primeru, na osnovu ove veze me�u kvadratima nad
odgovara�im du�ima i rezultata o povrxini odseqaka, dobijamo da je
povrxina meseca AEDC B jednaka povrxini trapeza ABC D. Naravno da
se bez ve�ih problema mo�e na�i i kvadrat koji ima istu povrxinu
kao i ovaj trapez te je time izvrxena kvadratura jox jednog ,,meseca”.
Jedan od komentatora Aristotela navodi jox neke primere kvadratura
,,meseca”, no ova dva primera su nam dovoǉna.

Vidimo da su matematiqari u Atini krajem V veka p. n. e. sa uspe-
hom baratali transformacijama povrxina raznih figura. Posebno,
oni su znali kako da izvrxe kvadraturu pravougaonika, xto se svodi
na nala�eǌe x iz proporcije a : x = x : b. Stoga je prirodno da su
se oni zanimali i problemom produ�ene proporcije, tj. nala�eǌem
x i y za koje je a : x = x : y = y : b. Zapravo, navodi se da je Hipokrat
prepoznao da se ovaj problem u sluqaju kada je b = 2a svodi na prob-
lem udvostruqavaǌa kocke — iz a : x = x : y = y : 2a, dobija se da je da
x3 = 2a3. Dakle, Hipokrat je razmatrao i problem udvostruqavaǌa
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kocke. Nema nikakvih zapisa o tome da li se on bavio i tre�im ve-
likim problemom — problemom trisekcije ugla. No, poznato je koji
se matematiqar bavio ovim problemom.

Hipijina trisektrisa

U V veku p. n. e. sa razvojem grqkog druxtva, pojavila se i potreba
za drugaqijim i xirim obrazovaǌem slobodnih ǉudi. Tu su sofisti
bili posebno znaqajni. Sofisti su bili svestrano obrazovani ǉudi,
sa velikim i raznovrsnim iskustvom i fokus ǌihovog interesovaǌa
nije bilo utvr�ivaǌe velikih istina o prirodi nego poduqavaǌe vex-
tini �ivǉeǌa i upravǉaǌa �ivotom. Mo�da i glavni fokus ǌihovog
obrazovaǌa je bilo obrazovaǌe u retorici, ali bax tu se i krije
jedan od razloga xto su mnogi sofisti izaxli na lox glas. Jer, da
li je ciǉ govornixtva da nepristrasno iznese stavove, ili da, u ko
zna koje svrhe, ubedi sagovornika u nexto? Mi se naravno ne�emo
detaǉno baviti sofistima, razlog zbog kojih su oni spomenuti ovde
je xto je jedan od istaknutih sofista bio i Hipija iz Elide.

Hipija je bio svestrano obrazovan, ali je va�io i za hvalisavog
qoveka. Pripisuje mu se izjava da je zara�ivao vixe od ma koja druga
dva sofista zajedno. Mnogo toga je pisao, ali nijedno delo nije ostalo
do naxih dana. No, ono xto je nama zanimǉivo je da je on bio prvi
koji je u matematiku uveo krivu koja nije ni prava ni krug. Kriva
koju je on uveo spada u, takozvane, mehaniqke krive: ona je formirana
kao skup taqaka pri nekom kretaǌu. Pogledajmo slede�u sliku.
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Zamislite da istovremeno ravnomerno ‘spuxtate’ ivicu AB kvadra-
ta ABC D paralelno nadole i rotirate ivicu D A oko taqke D ka ivici
DC . Dakle, oba kretaǌa su ravnomerna i vrxe se tako da se u istom
trenutku translirana ivica AB poklopi sa ivicom DC , kada i roti-
rana ivica D A sa istom ivicom. Ako je A1B 1 trenutni polo�aj ivice
AB, a D A" trenutni polo�aj ivice D A, u preseku dobijamo taqku P .
Geometrijsko mesto taqaka koje se tako dobijaju i formira tu krivu.
Obratimo pa�ǌu na qiǌenicu da taqka Q nije dobijena u preseku ovih
ivica jer su se one preklopile u tom trenutku. Ona je tu dodata kao
graniqna taqka.

Ova kriva je poznata i pod imenom Hipijina trisektrisa. Zaxto
trisektrisa? Jednostavan je razlog — ako imamo ovu krivu, onda
mo�emo da izvrximo trisekciju (podelu na tri jednaka dela) svakog
oxtrog ugla (a to je i dovoǉno, jer se onda sigurno mo�e izvesti
trisekcija i ma kog ugla). Recimo da je ugao koji �elimo da podelimo
>C D A". Taqka P je presek du�i D A" i trisektrise. Pozicija du�i AB
koju spuxtamo nadole, a koja odgovara taqki P je A1B 1. S obzirom da
isto vremena treba du�i A1B 1 da se spusti do du�i DC , koliko i du�i
D A" da se spusti do iste du�i, onda se za tre�inu tog vremena du� D A"
rotirala za tre�inu ugla >C D A". Dakle, samo je potrebno podeliti
du� D A1 na tri jednaka dela taqkama T i U i iscrtati dve paralelne
du�i T R i U S. U preseku se dobijaju taqke V i W i poxto je A1T = TU =
U D, onda je i >PDV =>V DW =>W DQ. Tako smo dakle poqetni ugao
podelili na tri jednaka dela. Trisektrisa nam je problem trisekcije
ugla svela na problem trisekcije du�i, a to je lak problem. Naravno,
ova kriva se ne mo�e konstruisati pomo�u leǌira i xestara, te nije
rexeǌe problema u kasnijoj, restriktivnoj, ǌegovoj varijanti.
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