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Znaqajan pomak u razumevaǌu pojma integrala i u pitaǌima kon-
vergencije Furijeovih redova dao je Riman. On je imao priliku da u
Berlinu prati Dirihleova predavaǌa iz teorije brojeva, integrala,
kao i parcijalnih diferencijalnih jednaqina. Veoma je cenio Dirih-
lea i smatrao ga je, uz Gausa, za najve�eg �ivog matematiqara.

Interesantno je da je Riman imao razliqit pristup kompleksnim
i realnim funkcijama. Naime, u sluqaju funkcija f (z) kompleksne
promenǉive, on je zahtevao obavezno postojaǌe izvoda f 1(z) dok je u
sluqaju funkcija realne promenǉive dopuxtao, po ugledu na Dirih-
lea, proizvoǉno pridru�ivaǌe. No, treba imati u vidu da je Ri-
man kao i Dirihle i Gaus smatrao da se svaka realna funkcija na
odseqku [�π,π] mo�e predstaviti Furijeovim redom. Zapravo je Di
Bua-Rejmon (Paul David Gustav di Bua-Rejmon, 1831–1889, nemaqki
matematiqar) bio prvi matematiqar koji je dao primer da to u opxtem
sluqaju nije taqno.

U problemu predstavǉaǌa funkcija trigonometrijskim redovima,
Riman je najpre istakao da je znaqajno ustanoviti pod kojim uslovima
integral postoji. Kao i Koxi, on je razmatrao integralne sume i
postavio je pitaǌe pod kojim uslovima te sume imaju graniqnu vred-
nost. Koxi jeste pokazao da je to taqno za (ravnomerno) neprekidne
funkcije, no Rimana su zanimali opxti uslovi. On je istakao da je to
taqno ako i samo ako suma

°n
i=1 Di (xi �xi�1) te�i nuli kada parametar

podele (maksimalna du�ina intervala u podeli) te�i nuli, gde je sa
Di oznaqena oscilacija funkcije f na odseqku [xi�1, xi ]. Osim ovog
uslova razmatrao je i slede�e. Ukoliko je σ neki pozitivan broj, sa
s(P,σ) oznaqimo zbir du�ina intervala na kojima je oscilacija ve�a
od σ. Prirodno se postavǉa pitaǌe da li mo�da s(P,σ) te�i nuli kada
parametar podele i σ te�e nuli. Riman je pokazao da je taj uslov ek-
vivalentan prethodno navedenom. To su dakle bili uslovi koje je on
dobio kao potrebne i dovoǉne uslove za postojaǌe graniqne vrednosti
integralnih suma, tj. za postojaǌe integrala.

Riman je naravno istakao da takve uslove ispuǌavaju i pojedine
funkcije koje imaju beskonaqno mnogo taqaka prekida na konaqnom
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odseqku i dao je slede�i primer. Sa (x) oznaqimo funkciju koja real-
nom broju x pridru�uje rastojaǌe do najbli�eg celog broja, ako takav
postoji i pridru�uje 0 ukoliko je x poluceo broj (tj. broj oblika n/2,
gde je n neparan broj), poxto u tom sluqaju ne postoji jedinstveni ceo
broj koji je najbli�i broju x. Jasno je da je funkcija (x) prekidna u
svim polucelim taqkama i neprekidna u ostalim taqkama. Riman za-
tim razmatra red

°
8

n=1
(nx)
n2 . Taj red zadaje funkciju koja je prekidna

u svim taqkama oblika m
2n , gde su m i 2n uzajamno prosti. Dakle,

funkcija je prekidna u svuda gustom skupu taqaka. I pored toga,
kako je u taqkama x = m

2n , f (x +0) = f (x)+ π2

16n2 i f (x�0) = f (x)� π2

16n2 to je
funkcija f integrabilna poxto je ,,skok“ u svakoj takvoj taqki jednak
π2

8n2 , a oqigledno da za svako σ> 0 i svaki ograniqeni interval realne
prave, postoji samo konaqno mnogo taqaka u kojima je taj skok ve�i od
σ. Stoga je drugi navedeni uslov ispuǌen i funkcija je integrabilna.

Da bi ustanovio potrebne i dovoǉne uslove da bi neka funkcija
bila predstavǉena trigonometrijskim redom

Ω(x) = a0

2
+
8̧

n=1

(an cosnx +bn sinnx),

on je uradio slede�e. Pretpostavio je da niz funkcija An(x) zadat sa:
A0(x) = 1

2 a0, An(x) = an cos(nx)+bn sin(nx), ravnomerno konvergira ka nuli
kada n Ñ8 i formalno je integrirao taj red qlan po qlan te dobio
funkciju F :

F (x) =C +C 1x + A0
x2

2
�

8̧

n=1

An(x)

n2 .

Ovaj red konvergira za sve vrednosti x i predstavǉa neprekidnu
funkciju. Riman je pokazao da ta funkcija zadovoǉava dva va�na
uslova:

D2F (x) = lim
a,bÑ0

F (x +a +b)�F (x�a +b)�F (x +a�b)+F (x�a�b)

4ab
= 0,

lim
aÑ0

F (x +a)�2F (x)+F (x�a)

a
= 0.

Korix�eǌem ovih rezultata, Riman je dobio potrebne i dovoǉne uslo-
ve za predstavǉaǌe date funkcije trigonometrijskim redom u datoj
taqki. Va�no je ista�i da koeficijenti an i bn nisu dobijeni inte-
gracijom, no su to proizvoǉni nizovi brojeva, koji moraju da zado-
voǉavaju gorenavedeni uslov, koji se tiqe ravnomerne konvergencije
niza funkcija An(x).

Dakle, Riman je proxirio pojam integrala na xiru klasu funkcija,
a dao je i metod za ispitivaǌe mogu�nosti predstavǉaǌa funkcija
trigonometrijskim redom. Kao xto smo ve� rekli, ovi Rimanovi
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rezultati su objavǉeni tek 1867. godine i tek tada je xiri krug mate-
matiqara imao priliku da nastavi ta istra�ivaǌa.

Georg Kantor je 14. decembra 1866. godine zvaniqno zavrxio svoje
studije u Berlinu.

Slika 1: Georg Kantor

On je najve�i deo svojih studija proveo upravo u Berlinu uqe�i od
vode�ih matematiqara tog vremena koji su se tamo nalazili – Kumera
(Ernst Eduard Kumer, 1810–1893, nemaqki matematiqar), Kronekera
(Leopold Kroneker, 1823–1891, nemaqki matematiqar) i Vajerxtrasa
(Karl Teodor Viǉem Vajerxtras,1815–1897, nemaqki matematiqar).
ǋegov primarni interes je u poqetku bio vezan za teoriju brojeva,
iz te oblasti je i ǌegova disertacija, kao i kasnija habilitacija.
Poxto je neko vreme predavao u lokalnoj xkoli za devojke i polo�io
pruski dr�avni ispit, Kantor je prihvatio poziciju privatdocenta na
univerzitetu u Haleu. Posao privatdocenta je specifiqan za nemaqki
obrazovni sistem i zanimǉivo je napomenuti da privatdocent nema
platu od univerziteta, no ǌegov prihod zavisi od toga koliko se stu-
denata prijavi na ǌegov kurs. Zvaǌe mu samo omogu�ava da predaje
na univerzitetu, no ne garantuje prihod. No, Kantor nije imao fi-
nansijskih problema i ta qiǌenica nije uticala na ǌega.
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Slika 2: Kumer, Kroneker i Vajerxtras

Kako je u ranije navedenim radovima drugih matematiqara bilo
dosta reqi o mogu�nosti predstavǉaǌa funkcije Furijeovim redom,
to se prirodno postavilo pitaǌe o jedinstvenosti tog prikaza. Dakle,
ako funkciju f prika�emo pomo�u dva trigonometrijska reda, da li
oni moraju biti jednaki, tj. da li su svi odgovaraju�i koeficijenti
jednaki. Jasno je da se to svodi na slede�e pitaǌe. Ako je a0

2 +°
8

n=1(an cosnx + bn sinnx) = 0, za sve x P [�π,π], da li nu�no sledi da
je a0 = an = bn = 0 za sve n¥ 1?

Kao xto smo ve� ranije navodili, ako bi bilo dopuxtena inte-
gracija reda qlan po qlan, onda bi dokaz bio jednostavan. Pomno�ili
bismo datu jednakost sa cos(mx), izvrxili integraciju qlan po qlan
na odseqku [�π,π] i dobili da je am = 0. Na sliqan naqin bi se moglo
pokazati da su i ostali koeficijenti jednaki nuli. No, integracija
na ovaj naqin nije uvek mogu�a. Studenti koji su uqili o pojmu uni-
formne konvergencije redova znaju da ona omogu�ava postupak inte-
gracije qlan po qlan. U to vreme je na znaqaj uniformne konvergencije
stalno ukazivao Vajerxtras.

Inspirisan takvim idejama, Hajne (Hajnrih
Eduard Hajne, 1821–1881, nemaqki matematiqar),
za koga su naxi studenti najpre quli zbog
definicije graniqne vrednosti funkcije preko
nizova, a koji je u ovo vreme ve� bio pro-
fesor u Haleu, dokazao je jedinstvenost Fu-
rijeovog razvoja funkcije pod slabijom pret-
postavkom od uniformne konvergencije. Naime, on
je dokazao jedinstvenost pod pretpostavkom da pos-
toji konaqno mnogo taqaka u odseqku [�π,π] tako da
je konvergencija uniformna na svakom intervalu
koji ne sadr�i ove taqke.

Jasno je da ovakav rezultat podstiqe na generalizaciju i to u dva
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smera. Najpre se postavǉa pitaǌe da li se mo�e oslabiti uslov za
uniformnu konvergenciju, a potom i da li se mo�e iskǉuqiti i vixe
taqaka od ǌih konaqno mnogo. Na taj naqin je razmixǉao i Kantor.

Kantor je 1870. dokazao slede�i rezultat: ako an cos(nx)+bn sin(nx)
te�i nuli kada n te�i beskonaqnosti za sve vrednosti x iz nekog
otvorenog intervala, onda i nizovi (an), (bn) konvergiraju ka 0. Da
bi dokazao jedinstvenost prikaza nula funkcije trigonometrijskim
redom, Kantor je iskoristio Rimanov metod. Naime, on je posmatrao
ranije navedeni red (funkciju) F koja se dobija dvostrukom formal-
nom integracijom datog trigonometrijskog reda qlan po qlan. Da bi
pokazao ono xto je �eleo, bilo mu je bitno da dobije da je ta funkcija
zapravo linearna.

Zapravo je bax to u pismu od 17. febru-
ara pitao svog kolegu Xvarca (Herman Amandus
Xvarc, 1843–1921, nemaqki matematiqar). Xvarc
mu je napisao da je to zaista tako i poslao mu
je dokaz tog tvr�eǌa. Odavde je sledilo da va�i
slede�a jednakost:

a0
x2

2
�C x�C 1 =

8̧

n=1

an cosnx +bn sinnx

n2 ,

gde je naravno pretpostavǉeno da je 0 = a0
2 +°

8

n=1(an cosnx +bn sinnx). Kako je funkcija sa desne
strane dobijene jednakosti periodiqna sa peri-
odom 2π, to mora biti i polinom sa leve strane periodiqan, a to
je mogu�e jedino u sluqaju da je taj polinom konstantan, tj. a0 =C = 0.
Ovo je omogu�ilo Kantoru da poka�e da ostatak goredobijenog reda
ravnomerno te�i nuli, te je mogao daǉe da primeni ideju o inte-
graciji reda qlan po qlan (ne mo�emo navoditi sve detaǉe u dokazu)
i napokon je dobio da su svi koeficijenti jednaki 0. Dakle, na taj
naqin je dokazao jedinstvenost prikaza u obliku Furijeovog reda pod
pretpostavkom da Furijeov red konvergira u svakoj taqki i da se u
svakoj taqki poklapa sa vrednox�u funkcije, ali bez pretpostavke o
uniformnoj konvergenciji Furijeovog reda.

Slede�i korak koji je Kantor preduzeo je da, poxto se ve� ,,oslobo-
dio” pretpostavke o uniformnoj konvergenciji Furijeovog reda, poku-
xa da oslabi i pretpostavku o konvergenciji Furijeovog reda u svakoj
taqki. To je i uspeo slede�e godine. U ,,noti” (tako matematiqari
qesto nazivaju kratke radove) objavǉenoj 1871. godine, on navodi po-
jednostavǉeǌe prethodnog dokaza koji mu je poslao Xvarc, ali i
pokazuje da tvr�eǌe va�i pod slabijom pretpostavkom da red ne kon-
vergira ka vrednosti funkcije u svim taqkama iz [�π,π], no da pos-
toji konaqno mnogo taqaka x0 < x1 < � � � < xn, u kojima se to ne dexava.
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Ideja dokaza sastoji se u tome da se najpre primeti da, prema ranijem,
funkcija F je linearna na svakom intervalu (xi , xi+1), tj. da je linearna
funkcija oblika ki x + li na tom intervalu, a potom da se poka�e da se
zapravo radi o istoj linearnoj funkciji na svim intervalima i tako
se sve svede na prethodno dokazano. Slede�i korak je naravno da se
pokuxa sa daǉim slabǉeǌem pretpostavki, tj. da postoji beskonaqno
mnogo taqaka u kojima red ne konvergira poqetnoj funkciji. Ovaj ko-
rak zapravo predstavǉa prvi korak u izgradǌi teorije beskonaq-
nih skupova.

Dakle, pretpostavimo da je skup izuzetih taqaka, tj. onih taqaka
u kojima ne red ne konvergira ka 0, beskonaqan. Prema Bolcano-
Vajerxtrasovom stavu taj skup ima taqku nagomilavaǌa. Razmotrimo
najpre sluqaj da ima samo jednu taqku nagomilavaǌa x1 i koncen-
triximo se na konvergenciju trigonometrijskog reda na ograniqenom
intervalu (a,b) (svejedno je naravno na kom). Posmatrajmo intervale
(a, x1) i (x1,b). Ako je (s, t ) bilo koji pravi podinterval od (a, x1), onda
u ǌemu ima samo konaqno mnogo izuzetih taqaka (inaqe bi u ǌemu
postojala taqka nagomilavaǌa skupa svih izuzetih taqaka, a po pret-
postavci je to samo taqka x1). No, sluqaj konaqno mnogo izuzetih
taqaka je ve� obra�en i onda znamo da je Rimanova funkcija F lin-
earna na (s, t ). No, to je neprekidna funkcija koja je linearna na svakom
pravom podintervalu od (a, x1), pa proxirivaǌem tog proizvoǉnog pod-
intervala do celog (a, x1) dobijamo da je F zapravo linearna na (a, x1).
Sliqno se dobija da je F linearna i na (x1,b), a potom, kao i ranije,
da je to zapravo linearna funkcija na (a,b).

Analogni dokaz prolazi i u sluqaju da imamo konaqno mnogo taqaka
nagomilavaǌa skupa izuzetih taqaka (na konaqno mnogo podintervala
je F svuda linearna, a onda se kao i ranije poka�e da je to jedna te ista
linearna funkcija). Xta se dexava u sluqaju u kome skup izuzetih
taqaka ima beskonaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa? Postupa se kao u
prethodnom. Pretpostavi se najpre da taj skup taqaka nagomilavaǌa
ima samo taqno jednu taqku nagomilavaǌa x2. Razmatraǌem intervala
(a, x2) i (x2,b), odnosno ǌihovih pravih podintervala (s, t ) dobija se
da u ǌima ima samo konaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa skupa svih
izuzetih taqaka. No, to je ve� ura�eno i na takvim podintervalima
je F linearna. Daǉe se postupa kao i u prethodnom.

Mo�emo da zakǉuqimo da postoji jasna ideja kako se rezultat gene-
ralixe i to je bilo jasno i Kantoru. No, jedno je ideja, a drugo je
realizacija. Da bi uspexno dokazao to xto se naslu�uje kao rezul-
tat, on je morao da se pre svega malo pozabavi preciziraǌem osnovnih
rezultata koji se tiqu teorije realnih brojeva. Ma koliko to bilo
iznena�uju�e qitaocu, u to vreme ta teorija nije bila jox dobro za-
snovana.

Stoga Kantor u svom radu iz 1872. godine poqiǌe bax sa tim. On
polazi od skupa A, svih racionalnih brojeva, kao datih i ciǉ mu je
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da zasnuje teoriju iracionalnih brojeva. U tu svrhu posmatra fun-
damentalne nizove racionalnih brojeva (studentima je sigurno poz-
natiji termin Koxijevi nizovi, pri qemu treba imati na umu da se
pretpostavǉa da je ε, koje se pojavǉuje u definiciji Koxijevog niza
obavezno racionalan broj) i ka�e da je svakom takvom nizu pridru�en
jedan simbol. Potom definixe ure�eǌe na tim simbolima, kao i
aritmetiqke operacije (racionalne brojeve vidi kao konstantne ni-
zove) i poxto sve to uvede u daǉem te novodobijene objekte naziva
brojevima. Tako je dobio skup brojeva B. Slede�i korak savremenom
qitaocu deluje zbuǌuju�e. Naime, Kantor sada posmatra fundamen-
talne nizove brojeva iz B i formira novi domen C (sic!). On je potpuno
svestan da time ne dobija nixta novo, kao xto i naxi qitaoci znaju,
ali istiqe konceptualnu razliku B i C (podsetimo se da je ovo ipak
rad o jedinstvenosti trigonometrijskog reda i da Kantor ima na umu
prethodno navedene ideje). Posle λ takvih konstrukcija dolazi do
domena L. Dakle, u L su fundamentalni nizovi fundamentalnih ni-
zova . . . Naravno da svakom elementu iz L odgovara broj iz B, ali kao
xto je ve� navedeno, Kantoru je ta distinkcija va�na.

Slede�i korak je uspostavǉaǌe bijekcije izme�u tako dobijenih
realnih brojeva i geometrijskog (jednodimenzionog) kontinuuma, tj.
prave. Jasno je da izborom koordinatnog poqetka i osnovne jedinice
mereǌa na datoj pravoj imamo u potpunosti odre�ene racionalne taqke,
tj. taqke sa racionalnim koordinatama. Ako se uzme neka druga taqka
na pravoj, onda se ǌoj mo�e ,,pri�i” fundamentalnim nizom racional-
nih taqaka a1, a2, . . . , an , . . . Kantor ka�e da je rastojaǌe b te taqke od
koordinatnog poqetka onaj broj u B koji odgovara tom fundamental-
nom nizu. Jasno je da Kantor ne mo�e da doka�e da obratno, svakom
iracionalnom broju odgovara jedinstvena taqka na pravoj i stoga on
to postavǉa kao aksiomu, tj. svakom broju iz B jedinstveno odgovara
taqka na pravoj qija je koordinata upravo taj broj. Korix�eǌem
ove aksiome, Kantor uspostavǉa obostrano jednoznaqnu koresponden-
ciju izme�u (aritmetiqki) dobijenih skupova brojeva i geometrijskih
taqaka na pravoj.

Dolazimo do fundamentalnog pojma skupa taqaka prve vrste (Kan-
tor istiqe da kad god koristi termin ,,taqka”, on zapravo ima u vidu
broj koji odgovara taqki na pravoj). Najpre Kantor definixe pojam
izvodnog skupa: ako je dat neki skup taqaka P , onda je neka taqka
taqka nagomilavaǌa tog skupa ukoliko se u svakom intervalu oko ǌe
nalazi beskonaqno mnogo taqaka tog skupa. Naravno, taqka nagomila-
vaǌa mo�e, a ne mora pripadati poqetnom skupu P . Skup svih taqka
nagomilavaǌa Kantor je nazvao ,,prvi izvodni skup skupa taqaka P”
i oznaqio sa P 1. Ovde je va�no ista�i da je skup P 1 na taqno odre-
�en naqin pridru�en skupu P . Naime, za svaku taqku je jasno da ona
ili jeste taqka nagomilavaǌa skupa P , ili to nije. Dakle, skupu P
pridru�ujemo skup P 1. Takvo ’barataǌe’ sa skupovima nije bilo uo-
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biqajeno u to vreme i predstavǉalo je novost i omogu�avalo dubǉi
prodor u problematiku, koja se istra�ivala.

Ako je skup P beskonaqan skup u nekom ograniqenom intervalu, onda
on ima taqke nagomilavaǌa, tj. skup P 1 nije prazan (zapravo se u to
vreme prazan skup pomalo izbegavao, pa se govorilo da P ima izvodni
skup). Ukoliko je skup P skup svih racionalnih taqaka, onda se narav-
no dobija skup svih taqaka prave. No, kao xto se iz B konstruixe
C , . . . ,L, tako se formiraju i vixi izvedeni skupovi P2, . . . ,Pλ. Naravno
P2 formiramo u sluqaju beskonaqnosti skupa P 1 na konaqnom inter-
valu itd. Skup P je skup taqaka prve vrste ukoliko je P (ν) konaqan
skup za neki prirodan broj ν.

Kada je ove pojmove jasno definisao i precizirao, Kantoru nije
bilo texko da doka�e generalizaciju teoreme o jedinstvenosti trigo-
nometrijskog reda. Naime, dokazao je da je trigonometrijski red
jedinstveno odre�en pod uslovom da je skup izuzetih taqaka skup taqa-
ka prve vrste. Dokaz se zasniva na ranije navedenim svojstvima Ri-
manove funkcije F . Evo kako se on izvodi. Kako je poqetni skup
P takav da je za neki prirodan broj ν odgovaraju�i izvodni skup
konaqan, to u naxem intervalu (a,b) ima samo konaqno mnogo taqaka
iz P (ν). Te taqke dele interval na konaqno mnogo podintervala. Ako
posmatramo bilo koji interval (a1,b1), koji je pravi podinterval od
nekog od ǌih, onda u ǌemu ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1).
U suprotnom, u tom podintervalu se nalazi taqka iz P (ν), a to nije
mogu�e, jer su te taqke van tog skupa kao deone taqke poqetnog in-
tervala (a,b). Postupak ponavǉamo sa svim takvim podintervalima u
kojima ima samo konaqno mnogo taqaka iz P (ν�1). Posle konaqno mnogo
koraka dobi�emo konaqan broj podpod...intervala u kojima je samo
konaqno mnogo taqaka iz P . Na ǌima je Rimanova funkcija linearna
i onda postepenim pove�avaǌem tih intervala i ǌihovim ,,lepǉeǌem”,
kao xto je ve� navedeno, dobijamo da je ta funkcija linearna na celom
poqetnom intervalu. Time je dokaz sveden na osnovni sluqaj.

U dokazu teoreme o jedinstvenosti trigonometrijskog reda, Kan-
tor se koncentrisao na skupove taqaka prve vrste, dakle na skupove
kod kojih je P (n) prazan skup za neki prirodan broj n. No, ve� je
u tom radu implicitno spomenuto da se postupak nala�eǌa izvod-
nih skupova mo�e produ�iti i iza konaqnog podruqja. Kantor pixe:
,,koncept broja, u smislu u kome je uveden ovde, nosi u sebi klicu
neophodne i apsolutno beskonaqne ekstenzije”. Skupovi taqaka druge
vrste, tj. oni kod kojih P (n) nije prazan skup ni za jedan prirodan broj
n ekspilicitno se pomiǌu tek u Kantorovim kasnijim radovima. No,
on u napomeni uz svoj rad iz 1880. navodi da je on niz skupova

P (8),P (n88),P (88+1),P (88+n ),P (8)n8 ,P (88
n

),P (88
8

),

gde je sa 8 oznaqen najmaǌi beskonaqni broj ve�i od svih prirodnih
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brojeva, otkrio jox pre deset godina. Skup P (8) se prirodno defin-
ixe kao presek svih P (n) za konaqne n, a onda se postavǉa pitaǌe
postojaǌa ǌegovog izvodnog skupa (ukoliko on ima beskonaqno mnogo
taqaka) (P (8))1 koji Kantor oznaqava sa P (8+1). Sigurno da pa�ǉiv qi-
talac, upoznat sa pojmom ordinala, ne mo�e propustiti da uoqi sliq-
nost sa ranije vi�enim (ω1 =ω+1), no koncept transfinitnih brojeva
(onih koje dolaze ,,iza konaqnih”) nije odmah formulisan i bilo je
potrebno vreme da ti pojmovi budu usvojeni. No, jasno je da je klica
sadr�ana u ovim poqetnim radovima.

Vidǉivo je da kod generalizacije teoreme o jedinstvenosti trigono-
metrijskog reda, sam trigonometrijski red ima sekundarnu ulogu.
Glavna je bila manipulacija realnim brojevima i potpuno je prirodno
da se Kantor u svom daǉem istra�ivaǌu koncentrixe upravo na svoj-
stva skupa realnih brojeva, tj. na realnu pravu. No, pre nego xto
izlo�imo Kantorove poqetne rezultate, a s ǌima u vezi i ulogu,
koju je Dedekind imao u tim prvim ispitivaǌima, kao i o uticaju
Dedekinda na uvo�eǌe skupa kao centralnog pojma u matematici, odgo-
vori�emo na nepostavǉeno pitaǌe pa�ǉivog qitaoca.

Naime, mi priqamo o izvedenim skupovima prve i druge vrste, ali
da li postoje takvi primeri? Ne samo to, nego da li su takvi primeri
bili poznati u vreme o kojem govorimo. Odgovor je potvrdan.

Pozabavimo se najpre pitaǌem skupova prve vrste.

Slika 3: Hankel

Hankel (Herman Hankel, 1839–1873, nemaqki
matematiqar) je naveo jedan takav primer. To je
skup svih brojeva oblika 1

2n . Jasno je da taj skup
ima jednu jedinu taqku nagomilavaǌa 0, te on jeste
skup prve vrste. Naravno, ovo je veoma jednostavan
primer, ali to je uz primer skupa svih racional-
nih brojeva (koji je naravno skup druge vrste) bio
u poqetku jedini poznat primer.

Znatno boǉe primere dao je Henri Smit (Henri
�on Stiven Smit, 1826–1883, britanski mate-
matiqar) iz Velike Britanije. On se prvenstveno
bavio teorijom brojeva, ali je boravio i u Fran-
cuskoj te je bio upoznat sa problemima kojima se
bave matematiqari na kontinentu (kao xto bi rekli pravi Britanci).

Na�alost ǌegovi rezultati nisu bili poznati (na kontinentu), a
da jesu sigurno bi to ubrzalo razrexavaǌe nekih problematiqnih
pitaǌa, koja se tiqu svojstava skupova realnih brojeva. Smit je pos-
matrao generalizaciju Henkelovog primera. Naime, uoqimo skup

P2 =
{

1

n1
+ 1

n2
: n1,n2 ¥ 1

}
.
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Jasno je da je P
1

2 = {0}Y {1/n1 : n1 ¥ 1} i P
2

2 = {0}. Sada se vidi xta treba
raditi.

Slika 4: Smit

Skup

Pk =
{

1

n1
+ � � �+ 1

nk
: n1, . . . ,nk ¥ 1

}
zadovoǉava uslov P (k)

k = {0}. Dakle, tako dobijamo
skupove prve vrste (tipa n, tj. takve da je n-ti
izvodni skup konaqan). Kako dobiti primer skupa
druge vrste?

Prvi takav primer dao je Di Boa Rejmon.
Neka je p bilo koji realan broj. Posmatramo dva
niza taqaka (an) i (bn), za koje je an < bn, a osim
toga oba niza konvergiraju ka p. Na svakom inter-
valu (an ,bn) izaberimo skup Pn tipa n (mo�emo da

uzmemo translaciju gore navedenog skupa). Neka je P =Yn¥1Pn. Nije
texko uveriti se da je P (8) =Xn¥1P (n) = {p}.

Slika 5: Di Boa
Rejmon

Vratimo se sada glavnom toku naxeg izlagaǌa.
Ono xto sledi je mo�da i najinteresantniji deo
ove priqe. Naime, pojasni�emo kako je Kantor
doxao do dokaza neprebrojivosti realnih brojeva.
Ovaj dokaz nam sada ne predstavǉa problem, ali ne
smemo zaboraviti kakvo je staǌe sa osnovama ana-
lize tada bilo (qitalac se u to, nadamo se, mogao
do sada uveriti). I ne, prvi dokaz nije bio bazi-
ran na dijagonalnom postupku (dijagonalni postu-
pak je tek dosta kasnije otkriven). Evo kako se
to sve desilo (sled doga�aja su istoriqari rekon-
struisali na osnovu pisama i skica pisama, koje
su razmeǌivali Kantor i Dedekind).

Godine 1873, preciznije, 29. novembra te go-
dine, Kantor je uputio slede�e pitaǌe Dedekindu. Da li postoji uza-
jamno jednoznaqna korespondencija (ili, kako bi mi to kra�e danas rekli,
bijekcija) izme�u skupa svih pozitivnih celih brojeva i svih pozitivnih
numeriqkih veliqina (to jest pozitivnih realnih brojeva)? Kantor navodi
da bi neko mogao da uka�e da je to nemogu�e poxto su celi brojevi
diskretni, a realni nisu, ali on istiqe da se tom napomenom nixta ne
dobija i mada on misli da takva korespondencija ne mo�e postojati,
on ipak nema dokaz te qiǌenice.

Dedekind je odmah odgovorio na to pismo i naveo da ni on ne mo�e
da doka�e da takva korespondencija ne postoji, ali da smatra da taj
problem nije od posebnog interesa. No, on je uspeo da doka�e da pos-
toji bijekcija izme�u skupa svih algebarskih brojeva i skupa pozi-
tivnih celih brojeva i taj dokaz je prilo�io. Ovde treba napomenuti
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da su Dedekindova pisma izgubǉena, ali da su skice tih pisama saqu-
vane, kao i to da je Dedekind bio izuzetno metodiqan i organizovan
nauqnik, koji je vodio veoma uredne zapise (qak je zapisivao i dnevne
temperature!).

Slika 6: Dedekind

Kantor je u pismu od 2. decembra potvrdio da je Dedekind za-
ista poslao dokaz tog rezultata. Evo kako je Dedekind dokazao tu
qiǌenicu. Svaki algebarski broj je nula nekog nerastavǉivog poli-
noma sa racionalnim koeficijentima. No, uz pomo� mno�eǌa odgo-
varaju�om konstantom, mo�emo pretpostaviti da se radi o polinomu
sa celobrojnim koeficijentima kod koga je najstariji koeficijent
pozitivan. Dakle, ako je ω neki algebarski broj, onda postoji poli-
nom p(x) (koristimo oznake koje su ovi matematiqari koristili) takav
da je

p(ω) = a0ω
n +a1ω

n�1 + � � �+an = 0.

Broj N = n�1+|a0|+ |a1|+ � � �+|an | nazivamo visinom polinoma p(x) (da,
mogli smo da ne pixemo apsolutnu vrednost uz a0, poxto smo pret-
postavili da je to pozitivan broj). Mo�emo da primetimo da za
svaki pozitivan broj N postoji najvixe konaqno mnogo polinoma sa
celobrojnim koeficijentima, koji imaju visinu bax N (obratite pa�-
ǌu na znaqaj qiǌenice da se stepen polinoma n pojavǉuje u definiciji
visine polinoma). No, svaki od tih polinoma ima najvixe konaqno
mnogo nula. Dakle, za fiksirano N , postoji konaqno mnogo nula poli-
noma sa celobrojnim koeficijentima koji imaju visinu n. Te nule
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mo�emo da uredimo na proizvoǉan naqin i tako dobijamo da ima pre-
brojivo mnogo algebarskih brojeva (najpre uzimamo brojeve visine 1,
pa visine 2, itd.).

Kantor je prethodno razmatrao postojaǌe bijekcije izme�u skupa
pozitivnih celih brojeva i skupa ν-torki takvih brojeva. Ideja mu je
bila da svakoj ν-torci (n1, . . . ,nν) pridru�i broj n2

1 + � � �+n2
ν = R. Ideja

je onda sliqna Dedekindovoj—za svaki R, urediti sve n-torke qiji je
zbir kvadrata R na proizvoǉan naqin i tako pokazati da n-torki ima
koliko i pozitivnih celih brojeva. Kantoru se qinilo da je to prak-
tiqno isti dokaz kao i Dedekidnov, no to nije bax tako. Naime, ako
bi se u sluqaju polinoma postupilo po ovoj ideji, onda bismo imali
problema sa qiǌenicom da se nigde ne pojavǉuje stepen polinoma i
da, naravno, neki od koeficijenata polinoma budu jednaki nuli, te
bismo dobili beskonaqno mnogo polinoma za koje je zbir kvadrata ko-
eficijenata jednak fiksiranom broju. Dakle, bez dodatka stepena,
ovakav dokaz ne bi mogao da ,,pro�e”. No, kada je video Dedekindov
dokaz, Kantor je smatrao da on u suxtini ima sliqan dokaz i nije
imao problema da Dedekindov dokaz u potpunosti kasnije navede u
radu bez spomiǌaǌa da je dokaz zapravo Dedekindov (inaqe Kantor do
tada nigde nije pisao o tome da ima dokaz prebrojivosti algebarskih
brojeva, niti da je taj problem uopxte razmatrao). No, vixe o tome
kasnije.

Kantor se u pismu od 7. decembra ponovo vra�a pitaǌu prebro-
jivosti realnih brojeva i navodi da je uspeo da doka�e neprebro-
jivost. Evo kako je izgledao taj prvi dokaz.

Pretpostavimo da se svi realni brojevi mogu pore�ati u niz

ω1,ω2, . . . ,ωn . . . .

Po�imo od ω1 i potra�imo prvi slede�i qlan niza ωα, koji je ve�i
od ω1. Neka je zatim ωβ prvi slede�i qlan koji je ve�i od ωα (β >
α) itd. Na taj naqin dobijamo rastu�i podniz ω1

1,ω2
1, . . . ,ωn

1 . . . (posle
preoznaqavaǌa) poqetnog niza. Ponavǉaǌem postupka dobijamo novi
podniz itd. Dakle, na ovaj naqin Kantor dobija beskonaqnu matricu

(1) ω1
1,ω2

1, . . . ,ωn
1 . . .

(2) ω1
2,ω2

2, . . . ,ωn
2 . . .

...
...

...
...

...
...

...
(k) ω1

k ,ω2
k , . . . ,ωn

k . . .
...

...
...

...
...

...
...

Svaka vrsta ove beskonaqne matrice je rastu�i niz. Sada posmatramo
odseqak [p, q] u kome nema elemenata iz prve vrste (npr. bilo koji
odseqak sadr�an u intervalu (ω1

1,ω2
1)). Ukoliko u ovom odseqku nema
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elemenata iz preostalih vrsta, dokaz je gotov (bilo koji element iz
tog odseqka je tra�eni realni broj koji nije nabrojen u poqetnom
nizu). U suprotnom, neka je k najmaǌi broj takav da u tom odseqku
ima qlanova niza iz k-te vrste. Tada taj odseqak sigurno sadr�i
pododseqak [p(1), q (1)] u kome nema elemenata k-te vrste (k-ta vrsta pred-
stavǉa rastu�i niz i dovoǉno je uzeti pododseqak sadr�an u inter-
valu koji definixu uzastopni qlanovi niza koji su u [p, q], a ako je
samo jedan qlan k-te vrste u [p, q] to je jox lakxe). Postupak nastav-
ǉamo i dobijamo opadaju�i niz odseqaka [p(ν), q (ν)], koji, kao xto dobro
znamo, mora da ima neprazan presek. Ma koji element tog preseka je
tra�eni realan broj poxto se on ne mo�e nalaziti u poqetnom nabra-
jaǌu – tada bi onda bio u nekoj vrsti l , a pododseqak [p(ν), q (ν)] za
dovoǉno veliko ν ne sadr�i elemente vrste l .

Kao xto vidimo, dokaz nije bax jednostavan i Dedekind je u pismu
od 8. decembra naveo pojednostavǉeǌe ovog dokaza, a tako�e je to
odmah uradio i Kantor. Dokaz koji je objavǉen dokazuje da se za
svaki niz realnih brojeva i svaki interval (α,β) mo�e na�i element
η iz tog intervala, koji nije u tom nizu.

Neka je dat niz x1, x2, x3, . . .. Oznaqimo sa α1,β1 prva dva qlana tog
niza koji se nalaze u intervalu (α,β) i za koje je α1 <β1. Sa α2,β2 oz-
naqavamo prva dva qlana navedenog niza u intervalu (α1,β1) za koje je
α2 < β2. Nastavǉamo ovaj proces i dobijamo niz umetnutih odseqaka
[αn ,βn]. Sada se razlikuju dva sluqaja. Mo�e se desiti da je ovaj niz
konaqan i ukoliko je [αn ,βn] posledǌi odseqak u tom nizu onda bilo
koji element u (αn ,βn) nije u datom nizu (sem mo�da jednog—mo�e se
desiti da je u tom intervalu jedan qlan niza, ali ne i dva, pa zato
ne mo�emo nastaviti proces). Ukoliko smo dobili beskonaqan niz
umetnutih odseqaka, onda zapravo imamo dva niza brojeva — rastu�i
i odozgo ograniqeni niz (αn) i opadaju�i odozdo ograniqeni niz (βn).
Dedekind je u svojoj verziji dokaza naveo da sada na osnovu principa
neprekidnosti (Dedekind je smatrao da qiǌenica da svaki rastu�i
odozgo ograniqeni niz ima graniqnu vrednost, predstavǉa suxtinu
pojma neprekidnosti za realne brojeve) dobijamo da prvi niz ima
graniqnu vrednost α8, a drugi β8. Kantor u publikovanoj verziji
izbacuje spomiǌaǌe principa neprekidnosti i samo navodi da ove
graniqne vrednosti postoje (kasnije �emo prodiskutovati zaxto je to
uradio). Sada postoje dva sluqaja: u prvom je α8 = β8 i tada za η

uzimamo tu graniqnu vrednost, a u drugom je α8 < β8 i za η mo�emo
uzeti ma koju vrednost iz intervala (α8,β8). Ovim je dokaz zavrxen.

Dakle, videli smo kako je Kantor doxao do va�nog rezultata (i
kakvu je ulogu tu imao Dedekind) u kome se pokazuje da ne postoji bi-
jekcija izme�u skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva, tj.
da postoje dva beskonaqna skupa izme�u kojih se ne mo�e uspostaviti
bijekcija. Taj rezultat zapravo predstavǉa poqetak razvoja teorije
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beskonaqnih skupova. No, pogledajmo kako je taj rezultat Kantor
predstavio. Vide�emo da je on to uradio na pomalo neobiqan naqin.

Kantor je 25. decembra 1873. godine pisao Dedekindu da je napisao
i poslao u Journal für die Reine und Angewandte Mathematik rad pod naslovom
O jednom svojstvu kolekcije svih realnih algebarskih brojeva. Napisao
je da u poqetku nije imao nameru da objavǉuje ove rezultate, ali je u
Berlinu razgovarao sa Vajerxtrasom i on mu je rekao da treba da ob-
javi rezultate dok god su u vezi sa algebarskim brojevima. Kantor je
Dedekindu napisao da je iskoristio ǌegove komentare i naqin izra�a-
vaǌa. Dedekind mu je sugerisao da izbaci req ,,realnih” iz naslova,
poxto rezultat o prebrojivosti va�i za sve algebarske brojeve, no
Kantor je ipak zadr�ao prvobitni naslov. Interesantno je da je Va-
jerxtras smatrao da je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
posebno zanimǉiv i da je to zapravo glavni rezultat tog rada (te je
stoga Kantor rad tako i nazvao), a ne qiǌenica da ne postoji bijek-
cija izme�u realnih i prirodnih (samim tim i algebarskih brojeva).
Naime, Vajerxtras je rezultat o prebrojivosti algebarskih brojeva
kasnije iskoristio da da primer neprekidne funkcije koja ima izvod
u svakoj transcendentnoj taqki, a ni u jednoj algebarskoj. Osim toga,
u to vreme, Vajerxtras je imao izuzetno negativan stav po pitaǌu
pore�eǌa beskonaqnih skupova. On je u leto 1874. dr�ao kurs u kome
je naveo da dve beskonaqno velike veliqine nisu uporedive i da pri-
mena pojma jednakosti na beskonaqne veliqine ne daje nove rezultate
(sic!). Kasnije se ǌegov stav promenio, ali je u to vreme bio upravo
takav.

Kantor je rad organizovao na slede�i naqin. U prvom delu rada
naveden je dokaz (kako ga je dao Dedekind) prebrojivosti skupa alge-
barskih brojeva, a u drugom je pokazano da ne postoji bijekcija izme�u
skupa realnih i prirodnih brojeva i zatim su ovi rezultati prime-
ǌeni na novi dokaz Liuvilovog rezultata o postojaǌu transcendent-
nih brojeva. Dedekindov doprinos nigde nije naveden.

Videli smo da je pod uticajem Vajerxtrasa istaknuta prebrojivost
algebarskih brojeva, dok je napomena o nepostojaǌu bijekcije izme�u
skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva samo ukratko nave-
dena i to pri ispravǉaǌu rada u pripremi za xtampu (naveli smo ne-
gativan Vajerxtrasov stav po pitaǌu pore�eǌa beskonaqnih skupova).
Razlog za iskǉuqivaǌe spomiǌaǌa Dedekinda, pa i neisticaǌe prin-
cipa neprekidnosti u dokazu, sastoji se u slede�em. Kantor je bio
uqenik veoma uticajne berlinske xkole i znao je da vode�i profe-
sori u Berlinu Kumer i Kroneker imaju pomalo negativan stav prema
Dedekindu zbog ǌegove algebarske teorije brojeva. Naime, Kroneker
je tvrdio da je istu tu teoriju on imao jox 1858. godine, ali da je
nije objavio i oni nikada nisu priznali Dedekindov prioritet u toj
oblasti. Kantor je kasnije, razvijaju�i daǉe svoju teoriju beskonaq-
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nih skupova doxao u sukob sa Kronekerom, no u vremenu o kome govo-
rimo, on je bio u dobrim odnosima sa berlinskom xkolom i raqunao
je da su mu oni potrebni za daǉu karijeru (no, ispostavilo se da
on nikada prexao iz Halea na neko presti�nije mesto). Dedekind je
izrazio svoje qu�eǌe xto je Kantor naveo ǌegove dokaze bez spomi-
ǌaǌa izvora i od tada su ǌihovi odnosi pomalo zahladneli i na
pisma koja mu je Kantor upu�ivao qesto nije odgovarao.

Zbog ograniqenosti (po obimu) ovog pregleda, ne�emo se baviti
Kantorovim daǉim radom. Taj rad je izuzetno znaqajan i bilo bi
potrebno dosta prostora da bi se opisao.

Radi kompletnije slike poqetaka teorije skupova i to posebno uvo-
�eǌa terminologije skupova i funkcija u sve matematiqke oblasti
posveti�emo se malo Dedekindovom doprinosu.

Dedekind je svoju habilitaciju odbranio 1854, samo nekoliko dana
posle Rimana, tako�e u Getingenu. Naslov teme bio je: ,,O uvo-
�eǌu novih funkcija u matematiku“. U okviru te teme on je go-
vorio o trigonometrijskim funkcijama, integraciji i elementarnoj
aritmetici. Dedekind je time zapoqeo jedan program, koji je za-
pravo sledio tokom cele svoje karijere. Naime, ideja gra�eǌa bro-
jeva poqev od prirodnih brojeva je nexto o qemu je on pisao u vixe
objavǉenih i neobjavǉenih radova. Na samom poqetku je centralnu
ulogu dao operacijama (dakle funkcijama), tj. ideja konstrukcije sve
xire klase brojeva bila je uslovǉena operacijama koje vrximo u
postoje�oj klasi, preciznije mogu�nosti, odnosno nemogu�nosti izvo-
�eǌa inverznih operacija. U svojim kasnijim radovima, same skupove
je postavio u centar interesovaǌa.

Godine 1857, Dedekind je proqitao Hamiltonovo

Slika 7: Hamilton

(Ser Vilijam Rouen Hamilton, 1805–1865, bri-
tanski matematiqar) delo Lekcije o kvaternio-
nima. Kao xto se kompleksni brojevi dobijaju
kao ure�eni parovi realnih brojeva sa odgo-
varaju�e definisanim operacijama, na sliqan
naqin se kvaternioni dobijaju iz kompleksnih.
Mno�eǌe kvaterniona nije komutativno, ali sva
ostala svojstva su zadr�ana. Dedekind je oqi-
gledno zakǉuqio da su te konstrukcije (kom-
pleksnih brojeva i kvaterniona) dobro izvedene
i nikada se u svojim radovima nije bavio pi-
taǌem konstrukcije npr. kompleksnih brojeva.
No, bavio se konstrukcijom celih i racional-
nih brojeva, kao i realnih brojeva. Cele i
racionalne brojeve je konstruisao poput konstrukcije koju mi danas
koristimo – pomo�u ure�enih parova sa odgovaraju�im identi-
fikacijama, a xto se tiqe konstrukcije realnih brojeva, prisetimo
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se Dedekidnovog reza iz Analize 1. Nas �e ovde najvixe zanimati
Dedekindov pogled na prirodne brojeve.

Glavno Dedekindovo delo, koje se bavi zasnivaǌem matematike je
Was sind und was sollen die Zahlen, objavǉeno 1888. Najqex�i prevod ovog
naslova je Xta su i qemu slu�e brojevi, ali, imaju�i u vidu sadr�aj
dela, prevod mogao da bude i Xta su i qemu bi trebalo da slu�e bro-
jevi. Mi �emo se pozabaviti ovim delom, kao i rukopisima, koji su
mu prethodili.

Kao xto smo ve� naveli, Dedekind je bio temeǉan matematiqar,
koji nije �urio sa objavǉivaǌem radova pre nego xto bi oni dostigli
onaj nivo sveobuhvatnosti i celovitosti koji je on �eleo. Dakle, on
je sledio Gausovu maksimu: malo, ali zrelo. Bilo je sluqajeva kada
se to loxe odrazilo na ǌegovu karijeru (nedovoǉan broj objavǉenih
radova), ali on se tog principa dr�ao celog �ivota.

U rukopisima nastalim izme�u 1854. i 1872. godine mo�emo na�i
da je Dedekind prirodne brojeve gradio poqevxi od broja 1 i formi-
raju�i sledbenike brojeva dodavaǌem jedinice. Sabiraǌe je defi-
nisao formulom a+(b+1) = (a+b)+1. Zanimǉivo je da je Dedekind mnoge
ideje na osnovu kojih su bazirani rezultati iz tog glavnog ǌegovog
rada o zasnivaǌu brojeva, navodio u pismu izvesnom gimnazijskom
profesoru Keferxtajnu, a propustio da ih navede u samom radu i time
taj rad uqinio nerazumǉivijim i maǌe shva�enim od strane profe-
sionalnih matematiqara. Kasnije je operaciju sabiraǌa definisao
apstraktnije, kao funkciju ϕ, koja ima svojstva ϕ(a,d(b)) = dϕ(a,b) i
ϕ(a,1) = d(a), gde je d : NÑ N funkcija koja predstavǉa ,,dodavaǌe je-
dinice”.

Pre�imo sada na samo delo. Na samom poqetku, Dedekind uvodi os-
novnu skupovnu terminologiju: sistem (skup), stvar (element skupa),
deo (podskup), pravi deo (pravi podskup), kombinovan sistem (unija
skupova), zajednica sistema (presek skupova).

Slika 8: Hilbert

Qitaoci koji su upoznati sa Hilbertovim
(David Hilbert 1862–1943, nemaqki mate-
matiqar) delom Osnovi geometrije, sigurno su
ovu terminologiju prepoznali poxto na poqetku
ovog dela Hilbert navodi: ,,Razmatra�emo tri
sistema stvari. Stvari prvog sistema zva�emo
taqke.” Hilbert je tada koristio Dedekindovu
terminologiju.

Pored pojma skupa naveo je i pojam preslika-
vaǌa i to praktiqno u smislu u kome se u mod-
ernoj matematici ono i uvodi – preslikavaǌe
sistema S je zakon po kome stvari s iz S odgovara
stvar ϕ(s), koja se zove slika od s. Definisao je
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i kompoziciju preslikavaǌa. Dedekind je naveo
da je ovim dao definiciju pojma preslikavaǌa, mada sa logiqke taqke
gledixta to se ne mo�e nazvati definicijom (jer, xta je to zakon?),
no samo pojaxǌeǌem.

Slika 9: Frege

Kao glavne nedostatke Dedekindove prezentacije
skupova, istaknuti logiqar Frege (Fridrih Lud-
vig Gotlib Frege, 1848–1925, nemaqki matem-
atiqar) je naveo:

1) Nejasno razlikovaǌe relacije pripadnosti
i podskupa.

2) Qesto nerazlikovaǌe jednoqlanog skupa i
ǌegovog elementa.

3) Izbacivaǌe praznog skupa.

Naravno, qiǌenica da postoje ovakvi problemi
kod Dedekinda, ne opravdava sadaxǌe studente
matematike da prave takve grexke! Podsetimo se
da je Peano (�uzepe Peano, 1858–1932, italijan-
ski matematiqar) bax u vezi sa ovakvim primed-
bama uveo posebnu oznaku, koju i danas koristimo, za pripadnost ele-
menta skupu, dok je Dedekind ranije imao pojam praznog skupa, ali ga
je ipak iz publikovanog rada izbacio.

Slika 10: Peano

Veliki nedostatak Dedekindovog pogleda na
skupove je i u prihvataǌu postojaǌa univerzalnog
skupa, tj. skupa svih skupova, a znamo da se na taj
naqin paradoksi pojavǉuju u teoriji skupova, no u
trenutku objavǉivaǌa, to jox nije bilo vidǉivo.

Posvetimo se za kraj najzanimǉivijem pojmu, sa
aspekta teorije skupova, koji je Dedekind uveo u
ovom radu, a to je pojam lanca. Upozorimo odmah
da se ne radi o pojmu lanca u vezi parcijalnog
ure�eǌa.

Ideja lanca je dobijena iz ideje matematiqke
indukcije, tj. razmatraǌem dokaza pomo�u induk-
cije. Ako je dato preslikavaǌe ϕ : S Ñ S, onda pod-

skup K od S zovemo lanac ukoliko je ϕ[K ]� K (koristimo oznake koje
smo koristili u ovoj kǌizi). Dedekind uvodi pojam lanca sistema
(setimo se da je tako Dedekind nazivao skup). Naime, ako je A � S i
ϕ : S Ñ S, onda je lanac sistema A po definiciji presek svih lanaca
(dakle svih podskupova K skupa S za koje je ϕ[K ]�K ), qiji je A podskup.
Oznaka koju Dedekind koristi da oznaqi lanac skupa A je A0 (a ponekad
koristi i oznaku ϕ0(A)). Vide�emo uskoro kako je ova ideja povezana
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sa aksiomatikom prirodnih brojeva, kao i sa Kantor-Bernxtajnovom
teoremom.

Dedekind je imao originalnu ideju – da zasnuje konaqno (prirodne
brojeve) na beskonaqnom. Stoga mu je bio potreban pojam beskonaqnog
skupa. Tu definiciju je on formulisao jox 1872. godine. Naime,
skup S je beskonaqan ako postoji bijekcija (koristimo savremenu ter-
minologiju) izme�u S i nekog ǌegovog pravog podskupa. U suprotnom
je konaqan. Originalnost ove ideje je naravno u qiǌenici da se ovde
nexto xto uopxte nije sporno, poput prirodnih brojeva zasniva na
neqem xto su mnogi matematiqari kao xto smo videli, izbegavali da
koriste, tj. na pojmu stvarne beskonaqnosti.

Evo kako je Dedekind uveo prirodne brojeve. Osnovni pojam je po-
jam prosto beskonaqnog skupa. Skup N je prosto beskonaqan ukoliko
postoji ,,1–1” preslikavaǌe ϕ : N Ñ N (Dedekind je ,,1–1” preslika-
vaǌa nazivao sliqna ili istaknuta), tako da je N lanac jednog ele-
menta koji ne pripada ϕ[N ]. Ovaj istaknuti element zove se bazni
element i oznaqava sa 1. Ovde ponovo imamo problem sa Dedekid-
novom terminologijom, poxto zapravo N ne mo�e biti lanac nekog
elementa, no lanac jednoqlanog skupa sa tim elementom kao jedinim
svojim qlanom, ali vidimo da se to lako ispravǉa. Dakle imamo qe-
tiri va�na uslova:

(α) ϕ[N ]�N ;
(β) N = {1}0;
(γ) 1 ∉ϕ[N ];
(δ) ϕ je ,,1–1“.

Da li je neko spomenuo Peanove aksiome? Peano je svoje aksiome ob-
javio 1899. godine i naveo je da jeste konsultovao ovaj Dedekidnov rad,
no sam je pre toga doxao do ǌih. No, evo ih i ovde kod Dedekinda.

Za kraj izlagaǌa o Dedekindovom doprinosu teoriji skupova, nave-
dimo i gore spomenutu vezu lanaca i Kantor-Bernxtajnove teoreme.

Kantor i Dedekind su se u septembru 1882. godine sreli u Har-
cburgu i naravno razgovarali o matematici. Kantor je tada in-
formisao Dedekinda (a to se vidi i iz pisma iz novembra te godine)
da ima problema sa dokazom slede�eg tvr�eǌa:

Ako je M2�M 1�M i ako postoji bijekcija izme�u M i M2 onda postoji
bijekcija izme�u M i M 1.

Jasno je da je ovo tvr�eǌe ekvivalentno Kantor-Bernxtajnovoj teo-
remi.
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Evo koje se tvr�eǌe mo�e na�i u navedenom Dedekindovom radu o
brojevima.

Neka je ϕ dato preslikavaǌe i uvedimo oznaku K 1 = ϕ[K ]. Pret-
postavimo da je K 1� L�K . Dakle i K i L su lanci. Dedekind pixe da
se pri ovim uslovima uvek mo�e izvrxiti slede�a dekompozicija L i
K . Neka je U = K zL i V = K zU0. Tada je

K =U0YV i L =U 1
0YV.

Ovaj dokaz Dedekind ostavǉa qitaocima (a to �emo i mi uraditi!) i
daǉe ga uopxte ne komentarixe. No, nije texko videti da se u sluqaju
da je ϕ ,,1–1” dobija tra�eno Kantorovo tvr�eǌe (sugerixemo qitaocu
da to sam uradi). Podsetimo se da je Dedekind bio vrlo sistematiqna
osoba, tako da nije mogu�e da se on nije prisetio pitaǌa koje mu je
postavio Kantor. Pre �e biti da je Dedekind rexio da se malo, da se
tako izrazimo, naxali sa Kantorom (a treba imati u vidu i ranija
iskustva koja je imao u prepisci sa ǌim) i da proveri da li �e on
uspeti da prepozna tra�eno tvr�eǌe. Texko je poverovati, ali Kan-
tor ne samo da je qak i 1895. godine smatrao da teorema jox nije
dokazana, nego se i negativno izrazio o ovom Dedekindovom radu, koji
je opisao kao vextaqki sistem od 172 tvr�eǌa, koji se bave najelemen-
tarnijim i ponekad najtrivijalnijim svojstvima brojeva i koji umesto
da pojasne, samo jox vixe zamagǉuju prirodu brojeva! Kao pouka ove
priqe mo�e se zakǉuqiti da treba pa�ǉivo qitati dela istaknutih
autora—mo�da su oni dokazali bax ono xto nam treba, a nisu to
�eleli da istaknu!
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