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I'ayc

Cauka 1: Kapa ®punpux [ayc

Kapn ®punpux Tayc (1777-1855) cBakako je 6uo jenad oxn Haj3HaUaA-
JHUJUX MaTeMaTuvyapa y UCTOPHUjU, a UMAO je HeEMAaJie HJOIPUHOCE U Y aCTPO-
vomuju u ¢pu3unu. OBae heMo ce TOCBETUTH HEMOBUM HAjBAKHUjUM JOIPU-
HOCVMa HAIIO] TEMU, & TO j€, Hajupe, KOMIJIETHO PelleHe ITUKIOTOMUYHE
jemaauune x"—1=0, a 3aTUM U PE3yJTATOM O3 CBAKA PEAJIAH MOJUHOM
MOke Oa ce (akTOpuUlle Ha JMHEApHEe W KBaJgpaTHe (akTope, IITO IIaK
MOBJIAYM ,,OCHOBHY Teopemy aJjrebdbpe”’: CBAKU MOJUHOM Ca KOMILJIIEKCHUM
KOe(pUIUjeHTIMAa MOXe na ce (aKTOpUIle Ha JuHeapHE (haKTope.

[Mounumo on ,jemuaumse neobe kpyra” x"—1=0. Jom kKao cTymeHT
MaTeMaTuke, l'ayc je momao mO WU3BAHPETHOr OTKpuNa, Koje je HajaBuo,
IIOMAaJIO HEOUYEKUBAHO, Yy JUTEPAPHOM YaCONUCY KOJjU je M3Ja3uo y JeHu.
EBo merose HajaBe (kKala Kaske Oa Ce MOI'Y M€OMETPHUjCKU KOHCTPYUCATU



MUCJIM Ha TO Ja Ce MOTY KOHCTPYMCATHU UCKJLYUMBO KopucTelu Jemup u
mecrap) ox ampuna 1796. romune.

Mo3HaTo je cBaKOM MOUETHUKY Yy reOMETPUjU Aa Cy PasHW NPaBUIIHU MHOMOY-
rfI0BM NOMYT TPOYrfia, YeTBOPOYrna, NeToyrna, NeTHaecToyrna, Kao 1 OHWU Koju ce
nobujajy HeNpekNAHUM YABOCTPYYaBakEeM CTPaHa NPETXOAHUX, MOTY r€OMETPUjCKU
KOHCTpymMcaTu.

To je Beh ypabheHo y Bpeme Eyknupa un, umHu ce, reHepanHo ce kaxe fa ce
noJjbe eNleMeHTapHe reoMeTpuje He Npodyasa fafbe: Bap ja He 3HaM HW 3a jedaH
yCreLwaH nokyLaj a ce HeHe rpaHuLe MpoLyxe y TOM Mpasuy.

Crora Mu ce unHm ga otkpuhe fa, cem HaBeAeHWX MPaBUIHUX MHOMOYrfioBa
BMLUE WX, Ha Mpumep 17-oyrao JonywTajy reoMeTpujcky KoHcTpykumjy. OBso
oTkpuhie je camo cneyunjanaH AojaTak LWMPOj TEOPUjU, KOja jOLI HMje KOMMETMpPaHa
n koja hie BUTK npefcTaB/beHa jJaBHOCTU UMM Bylle 3a0KpyXeHa.

K. . lNayc us BpayHuwsajra,
CryneHT maTemaTuke y [eTuHreny

OBaj pe3yarar je mpeacTaBuO y CBOM OOUMHOM neiy ., Apurmeruyka
ucrpaskuBama’ objaBmernoMm y sero 1801. romuue. 3ampaBo je Tome Guia
nocsehena mocienma, ceaMma riaaBa oBor mena. [Iperxomme riase cy buise
nocsehene Teopuju 6pojesa.

On Ty mokasyje ma, ako je OpOj cTpaHa NPABUIHOT MHOrOyria o0-
JINKa plpg---pl-Zk7 e Cy p; Pa3iuduTU IPOCTU OpojeBu OOImKa 22" 41
(PepmaoBu mpocTu GPOjEBM), OHIA CE Taj MHOTOYTa0 MOKE KOHCTDYUCATH
nomofly nemupa u mecrapa (mpuda ce Ja je OH TOJIUKO OMO MOHOCAH THUM
CBOJUM Pe3yJITaTOM [a je TPasKMUO ma My TO Oyme YKJIeCaHO Ha HAIrPOOHY
oYy, aju na je kaMeHope3ar To ondouo TtBpaehin na ce takBa ¢urypa He
Ou pasamKoBaJa O Kpyra...). ¥ jeIHOM OesbKy OBOT mesa ['ayc HABOIM
a OH MMa MCIIPaBaH METOX Aa NOKaKe Ha CY TO jeIVHU IPABUJIHUI MHOTOY-
IJIOBU 3a KOje je Moryhe M3BpIIUTU KOHCTPYKIU]y moMony jemupa u mec-
Tapa u Oa, Maga TO IPEBA3WIa3u IPAHUIE OBOI neja, OH TO HAaBOOW 300T
ocehaja oaroBopHOCTH 3a TO Oa APYru He Ou rybumiau Bpeme MOKyImaBajy hu
Ia OBaj pe3yJiTaT HMpPOIIUpe.

layc majupe cBoau npobieM Ha ciaydaj Kamaa je i IpocT 6poj, Uy JajbeM
CTaJIHO MPETIOCTaBJha na je TO Tako. Hajmpe, Ha mocTa KOMIIMKOBAH
HauuWH, ToKasyje ma je mommaoMm X" 1+ x"72+...+x+1 (koju OH 03HauUaBa ca
X) mepacTaBbuB HaJ panuoHagHuM OpojeBuMa. CKyIl CBUX KOpEHa OBOT
nosuHOMa l'ayc o3mauaBa ca Q. OH HaBOAM MOTOM [Oa Ce MAeja HOKa3a
cacToju y ToMe Aa ako je n—1 npousBon paxropa afy---), KOju ce CBU MOLY
cMaTpaTu OpOCTUM OpojeBuMa, oHaa ce jemHaumHa X = (0 MOke pemmuTu
CYKLIECUBHUM peNIaBameM jeqHAaurHa creneHa a,f,y,.... Ha mpumep, 3a
n=17, n—1=2-2-2-2, Te 3a oBaj ciay4aj Tpeda pemuTy YeTUPU KBaIpaTHE
jemHavMHe.



3a moka3uBame OBOT pe3yiraTa, ['ayc KOPUCTU TAaKO3BaHE ,mepuomue’”.
Taura 347 raacu: Ceu kopeHn n3 Q pasbujajy ce Ha Heke knace (nepuoge).
Hauwme, meka je r meku on ropena m3 Q. Cmarpamo na je n mpoct. Tana
cy cBu kopenu sampaso 1,72,r3,...,r"" 1. Tayc je y Tpehoj riaBu cBojux
,VcrpaskusBama” MOKa3a0 ma ako je n uIpocT 6poj, ouaa je rpyna (Z,\{0},-)
OUKJINYHA, T€ OOCTOjU ,,IPDUMUTUBHU €JIEMEeHT g KOjU je IeHepaTop Te
rpyme. Tana cy l,g,gz,...,g”_2 o MOAYJy K 3ampaBo Opojesu 1,2,...,n—1,

2 n—2

aju He HysKHO y uctoM nopetky. Crora cy r,r8,r8,...,r8§ =~ taxkobe cBu Ko-
penu u3 Q IpuU YeMy je CBaKU O] KbUX g-TU CTENEH IMPETXOMHOr (IPUMETUMO

. n—2\8 n—1 ’
na je u |ré =r8& =7 rmakobe cremen ,mperxomHOr’ aKo MX TJIeIAMO

nopebane ua kpyry. [locraBumo te rKopene u3z Q TakKo na meie Kpyr Ha N
jemHaKuX IeoBa.
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Cnuka 2: Ilepunonou

Onu he ymHUTH TeMmeHa mpaBuiIHOr n-Toyria. Heka je n—1=ef. Pas-
MOTPHMO KaKBa CBOjCTBa MMajy cyMe on mo f THUX KOpeHa Tako na f Tux
TeMeHa KOja UM OAr0Bapajy YMHE TeMeHa IpaBUIHOT f-Ttoyriaa. Takse cyme
layc ma3uBa NEPUOJUMA nmy:xuHe f. Ako ce y Toj cymm mobe om Kopena
r} ona je jenmaka

2 f—1
A M AR AT

rae je h=g°% a oBme je cBaku 4iaH cyMe A-TU CTENEH IPETXOAHOr (rJienaHo
IUKJIUYKA, Tj. U OPBU 4iaH je h-tu creneH nocienmer). OBy cymy [ayc
oznauasa ca (f,A). Hapasro, moxke ce mohu ox Omuiao Kor temeHa, Te je
(f,M) = (f,Ah%). Ako ce craBu A =0, no6uja ce ma je (f,0)=f. W ty cymy
layc maszwBa mepmonoMm, Mana OHA HEMa UCTU CTATYC KAO IPETXOIHE.

layc moTom mokasyje HU3 JieMa 3a OBe IMepUuoe, MoceOHO KAaKO ce HAJIA3U
¢opmyna 3a npomssone (f,A)-(f,u). Ha mpumep, 3a n=19, tj. n—1=18
HaJIA3M:

6,1)2 = (6,2)+(6,8) +(6,9) +(6,12) + (6,13) + (6,19)



= (6,2)+2(6,8) +2(6,9) +6.

Bes3 namer pasmarpama, HaBEIUMO KaKO Ce TU MEPUOIU TI0jaBJbYjy IpU
¢bopMupamy HaBeneHUX MOMONHUX jenHAUYMHA.

Axo je n=19, ouna je n—1=18=3-3-2. Tana cy nepuoau (6,1),(6,2),(6,4)
KOPEHU jeTHAYNHE B +x®2—6x—7=0. I[lepuonu (2,1),(2,8),(2,7) cy KOpeHU
jemmaumne x°—(6,1)x%+((6,1)+(6,4)x—2—(6,2) =0, a r,r'® cy xopenn jemna-
umre x2 — (2,1)x+1. Kag mmaMo r mMaMo u CBe OCTaJe.

3a cayuaj n=17, umamo n—1=2-2-2-2. Ilepuomu (8,1),(8,3) cy Kopenu
jemHaunHe +x—4=0; 41,49 Cy KODEHM jeqHauUHe x> —(8,1)x—1=0;
(2,1),(2,13) cy KOpeHU jeqHAUMHE xX2—4,1)x+4,3)=0ur,r® CY KOPEHU je-
HauuHe X2 — (2,1)x+1. Tako cMO HOOGMIM TE YETUPU KBAAPATHE jeIHAUUHE.
Kako ce pemema kBanpaTHux jeqHauvnHa U3paskaBajy MIOMONy KBaApaTHUX
KOpEeHa, a BUX je Morylie KoHCTpyucaTy noMohy semupa u mecrapa (Iox
YCJIOBOM 11a je HOTKOPEeHa BeauunHa Bell KoHCTpyucaHa), To Ce U NpaBUJIHU
17-yrao mMoske KOHCTpyucaTtu noMoly memupa u mecrapa.

I[Mpebumo cama wa pasmarpame ocHOBHe TeopeMme anrebpe. [ayc ce
Bumre myTta Bpahao Ha oBy Teopemy. lIpBu mokas je objasmo 1799, npyru
u tpehu 1816, a yerBpTtm 1849. UYerBpTm moka3 je Oa3upanH HA UCTUM
uaejamMa Kao W OPBU, T€ je OH 3aIPaBO Oa0 TPU Pa3IUUUTa JO0Ka3a OBOT
BAyKHOT pe3yJITaTa.

Sampaso je 'aycosa rTesa, kojy je onbpanuo konx Pada (Pfaff) 1799. y
XenMmmreTy, caap:raJia aHAJIU3Y OBE TEOPEMe UM IPBU O0Ka3. 1e3a Huje
nyra, uMa Hekux 26 crpamuna. Hajupe T'ayc amamusupa, y3 KpPUTHUKY,
paHuje moKymaje Joka3a oBOr pesyiarara. Hajupe ce To omrocu Ha Jlazam-
GepoB mokas m3 1746. romuue, a moroMm m Ha OjrepoBy mamy paspamy.
Nmajyhu v Bumy KpuUTHKY KOjy je mao, l'ayc y apyrom mesy mpeacTaBiba
CBOj IOKAa3.

layc pazMaTrpa HOJIWHOM ca peayHUM KOe(UIUjeHTuMa
X=x"+Ax" '+ Bx" %+ +Lx+ M,

rae je x seonpebena. OH skenu na MOKaKe Ia WU JUHEAPAH WU KBAIPATHU
¢arrop ox X mocroju. Tpeba npumerurny na ako oarosapajyha jemHadumaa
UMa JBOCTPYKMA KOPEH, OHIA je OH, Kao IITO 3HAMO, HyJia U U3BOAA TOT
MOJIMHOMA, T1a Ce MPODBJIeM MOKe CBECTU Ha MOJUHOM Mamer crenena. Crora
ce MOKe IPEeTHOCTAaBUTH Ja X HeMa BUIIECTPYKUX KopeHa. [ayc uzbe-
raBa eKCIUIMIIUTHO KOpUINNeme KOMIUIEKCHUX OpojeBa, mTo je pabeno y
IPETXOIHUM NOKaszuma u popmyinume ciaenehy memy.

Ako cy BenuuuHa r 1 yrao @ oppebeHn Ha TakaB HauvH Ja Baxe cnepehe
jeBHaunHe

r"™cosme + Ar™ ! cos(m — 1)@+ Br™ 2 cos(m —2)@ +...+ Krrcos2p+ Lrcosgp+M =0, (1)



rMsinme + Ar™Lsin(m — 1) + Br™2sin(m —2)¢ +...+ Krrsin2¢ + Lrsing =0, 2)

oHAa je ¢yHkumnja x + Ax"™ 1+ Bxm=24 4+ KxxLx+ M =X pemvea fakTOpoM
Lpyror cTeneHa Xxx—2cos@-rx+rr, ako r-sing Huje = 0. Anu, ako jecte r-sing =0,
oHAa je Ta pyHKUMja ferbMBa NPOCTUM (aKTOPOM X — I' COS (.

l'ayc morom obpasiaske na ce OBaKO HEWITO HOKa3yje YIrJIaBHOM KOPWII-
hemwewm , umarunapuux 6pojesa” u vaBomau Ojnepa, aju Oa OH, €TO, CMaTpa
na je modbpo BUIETU KAKO Ce TO MOKe U NUPEKTHO nokasaTtu. lIpumermmo
Ia, HapaBHO, y CIy4Yajy Kana je rsing =0, momTo cBaKako HUje OO MHTepeca
caydaj Kazma je x =0 pememe jeqHauunHe, mobujamMo na je cos@ ==+1, e je
3alIpaBO HABEAEHU IIOJUHOM NEJbUB CA X — T WX X+ 7.

3a jemuaunne (1) n (2) or rosopu ma cy jemHavyune aarebapCKuX KPUBUX
CTEIeHa M, caMo IPeACTaB/beHe Y MOJaPHUM KOOD IUHATAMA U JIEBY CTPaHy
y jemnaumuu (1) o3mauasa ca U, a y jennaunnu (2) ca T.

layc cama :kenu ma moraske ma cucreMm jemuaumua U =0, T =0 uma
pememe, Tj. ma ce oBe kpuBe cexy. OH TBpAM na 3a TOBOJLHO BEJUKO R
IIOCTOjU TA4YHO 2m Tadvaka Ipeceka kpuBe U =0 u Kpyra noiaynpedysuxa R,
Kao0 U Ta4YHO 2m Tadaka Ipeceka kpuBe =0 m TOr Kpyra, u To TaKO Ja ce
Tayke IPECeKa jelqHe M Apyre KpuBe mojaBipy]jy jenHa m3meDy mnpyre. Ose
asrebapcke KpUBE MMajy IO M T'paHa U OH TO WIYCTPYj€ IMPTERKOM:

Cauka 3: I'aycos npBu mokas

[Tapuu GpojeBu o3HAUaBajy Ipeceke Kpyra u rpana kpuse T =0 (oGparure
DaKBY Ia je X-0Ca jelHa OJ] IPaHA Te KPUBE), a HemapHU Ce OJHOCE Ha
kpuBy U =0. 3amto ce cBe memasa bam Ttako? [ayc raske ga ako rpaxa
Heke anrebapcke KpUBe yiIa3U y HEKU NOMEH, OHa oxatie u usna3u. OH 0BO
cMaTpa 3a jacHO U He IOKa3yje, Jaje camo cienelim xoMeHTap y OOIHKY
¢ycHOTE.



YunHu ce da je AokazaHo ca foBo/LHOM curypHolwhy ga anrebapcka KprBa HUTU
MOXe Aa ce npekuHe 6uno rie (kao WTo ce felwasa, Ha MpUMEpP, Ca KPUBOM uuja
je jeAHaumHa y = 1/Inx) HUTK Ce MOXe M3ryBUTH, Aa TaKO KaXKEMO, Y HEKO] TauKm
nocne GeckoHauHO MHOro HamoTaja (Kao kof noraputamcke cnupane). Konuko ja
3HaM, HUKO HMje UCTakao BUNo KakBy CyMiby y Be3n osora. Vinak, ako 6u Heko To
Tpaxuo, oHAa Bux ce noAyxBaTWO 3adaTka Aa AaM [0OKa3s, KOjU He nojnexe 6uno
KaKBOj CyMHM, HEKOM [PYrOM MPUVKOM. . .

Ho, oo tBpheme o peasnum anrebapCkuM KpuBaMa HUj€ HAMAJIO TPUB-
MjaJHO U HaHAC MHOTM cMarpajy aa je IlamambGepoB nokas, KOju MMa MaHA,
sakme monpasuTu HO ['aycos. 3ampaso je Tek 1920. roaune Asexcammap
OcTpoBCcKu nao HemoOuUTaH nHOKa3 cBUX ['aycoBUX TBPIHU Y OBOj TE3U U TO
je objaBmeny y mayuHoMm uacomnucy y 'ermureny. Ho, Taj moras Humaso
HUje JaK. 3aHUMJLUBO je HABECTU Ia je jeTHOCTABHUjU OKA3 TOra IITO
layc tBpamu, mat y uacomucy American Mathematical Monthly 2017. ronuse.

HacraBak moka3a ma mocToju mpecek oBe aBe Kpube ['ayc m3BoAM OBAKO.
[IpermocraBumo ma mpecek He mocToju. Tauka 0 je moBe3aHa ca TAUKOM 21
x-ocoMm (Bumeru uptesxk, Ty je m=4). Tauka 1 ce oHga He MOKe IIOBE3ATU
ca HEKOM TA4KOM ca Apyre cTpaHe X-oce a na je me mpeceve. Crora, ako
je Tauka 1 moBesaHa ca HEKOM HEIapHOM TadyKOM N, OHIa je n<2m. Ha
MCTU HAUWH, aKO je 2 IOBE3aHO ca IAapHOM TadkoM n’' Mopa 6uru n' < n.
IIpuMeTuMO Ha je pasauka 1’ —2 mapHa U 12 je Mama OX pasiuke 2im — 0.
HacraBmamem mocTymka O0a3uMO OO CATYalMje a je Tadyka h moBe3aHa
ca taukoM h+2. Ho, cana rpana anrebapcke KpuBe Koja 'yiaas3m’ y KpPyT
y tauku h+1 mopa obasesno cehwu rpany koja mose3syje h u h+2 mro
MPOTUBPEYN MPETIOCTABIIN.

Tl'aycoB mpyru moka3s je anredbapcku, He YKBYy4Uyje TeOMETPUjCKa pa3-
Marpama. OH je 6azupan Ha IBa pe3yiTara.
1. CBaku peaJiHU MOJMHOM HEMAPHOT CTENeHa MMa 0ap jeaHy HYyILy.

2. Cpaka KBaIpaTHA jeIHAYNHA CA KOMIIEKCHUM KOe(UIMjeHTUMa NMa B
KOMILJIICKCHA KODEHa.

layc paszmarpa peasHu HOJIUHOM CTeIeHa M
Y=x"—Lxm e xm2 g 3)
OH 0Baj MOJMHOM MeHa IOJUHOMOM )y uuje cy HyJie Heonpebere a,b,c,...:
y=@x—ax—-bx—o)--- 4

[Tocmarpa morom moMONHM MOJMHOM @ y HOBOj IPOMEJBUBO] U MeQUHUCAH
Ka0 IPOU3BOL

(=(u—(a+bt+ab)(u—(a+c)t+ac)---. (5)

BuouMo na je oBo mpou3BoA MMHEAPHUX (PaKTOpa KOjU Cy J00ujeHu n300poM

napa meoapebernux. Crora je deg{ =m' = () =1m(m—1). Iaxne, osaj



TMOJIMHOM j€ u3paskeH moMONy U, t u cuMeTpuyaH je y ueoapebenum a, b, c,....
Ho, enemenrapre cuMmerpuyHe GpyHKIUje 01 OBUX Heonpebhernux najy xoegu-
majente L', L",... nomuroma Y (mpucetumo ce BujeToBux opmysna; sHamm
KoepuIMjeHaTa Cy Tako OMpaHM Oa Cy KOepUIMjeHTH Oaml CUMeTPUYHe
¢ysrnuje). 3amenom mobujamo momohmm mosmmmom Z cremema m’. Tayc
caza OOKasyje ma ako OUCKPUMUHAHTA MOJMHOMAa Y HUje Hyja, OHAA HU
MUCKpUMUHAHTA of Z Huje 0 (IUMCKPUMMHAHTA HEKOT MOJWHOMA je jeIHAKa
HyJU aKKO OH MMa BUIIECTPYKe KopeHe). IloTom Gupa 3a t peayHy Bpem-
HOCT TAKO [a MUCKPUMWHAHTA OCTaje Pa3jInduTa Ol HyJe U MOKa3yje na,
aKO je KOpDeH o4 Z MO3HAT, map KOPEHa OPUTHMHAJHOT IOJWHOMA CE MOXKE
nobuty (3HAMO KOJIUKO Cy a+b u ab, Te oHIA pellaBameM KBAAPATHE jel-
HaumHe nobujamo a m b). I'maBHa cTBap y OBOM IOKa3y je na Ce UTepu-
pameM OBOT MOCTYIKa AO0OMjajy MOJUHOMU YUjU je CTEIEH CBE MAame IeJHbUB
ca 2. Hauwme, axo je m=2H2k+1), ouna je m' =2F"12k+1)(2*2k+1) —1) =
2k=12k" +1). Tako Haj3amI noOMjaMo MOJMHOM HEHAPHOT CTEMeHa KOju MMa
peanny myay. U onma mmeMo yHasanm Te OOOHjaMO U HyJ€ MOYETHOT IOJIU-
HOMA.

Tpehu IN'aycoB moka3 kKopucTu MaTeMaTUYKy aHaan3y. MoxkeMo ma ra
riaefaMo U Kao NOKa3, KOjU Yy CBOjOj OCHOBUM KopucTu I'pmHOBY (hopmyry
u3 Amanusze 2, unu pesyarare n3 Koummiekcue amanuze. Cpakako je TO
muperran moka3. O memy hemo 3amcrta kparko. IlomoBo ce mosasm on
NOJIWHOMA Ca PEAJHUM KOe(PUINjeHTIMAa

X=x"+Ax" '+ Bx" %2+ -+ Lx+M
u paszmarpajy moMohue (QyHKIUje
t=r"cosmp+ Ar"™ Lcos(m—1)¢p+Br"™ ?cos(m—2)p+---+Lrcosp+ M;

u=r"sinme+ Ar"™ lsin(m — 1)@+ Br"™ ?sin(m —2)¢ +--- + Lrsine.

layc mapaBuO skeau ma mokaske ma cucteM jemnauwmua t=0,u =0 uma pe-
meme. IIpeTmocTaBuMo ma TO peleme He HOCTOju, Tj. Aa je t2+u’ #0 3a
CBe BpeIOHOCTH I' U . ['ayc mocMaTpa (yHKIU]Y

_ 8
y r(t2+s2)’
npu 4emy je g MOJUHOM IO f, U, KAO0 U HUXOBUM NPBUM U APYTUM IIap-
UjaJHUM u3BOomMMa 1O ¢ (¢ 003UpOM Ha TPUPOLY OBUX (YHKIMja, TU

NAPIUjAJIHN U3BOAU Cy (YHKIUje UCTOT OOIMKA). 3ATUM TPasKU MHTEr DA
OoBe (yHKNOMje IO TOBOJHO BEJIUKOM IUCKY Ca IEHTPOM y KOODIMHATHOM

MMOYETKY.
Q= Jf ydrde.
0<p<2m,0<r<R

Sampaso kon ['ayca ¢ ysuma Bpemsoctu onx 0° mo 360°. Mwu cMo TO mmak
Majso MomepHuszoBaau @. Ho, mcmocraBma ce ma akO ce MHTErPAaJUd MPBO



no ¢ mobuja ce na je Q=0, a akO ce MHTErpaJn IPBO IO I', Ta OHAA IO ¢,
nobuja ce ma je Q>0. OBa KOHTpAIUKIM]a HOKa3yje ma je t*+ s> =0 merme,
a TO je M TPasKeHO.

T'asoa

Cauxra 4: Esapuct INamnoa

Esapucr Iamoa (1811-1832) Guo je cuH rpaJoHAYENHUKA jeIHOT Ma-
sor rpana y okosuan Ilapmsa. IBa myra (1828. m 1829) je mokymao xa
ce ymume y Ecole Polytechnique u mociie oBUX Heycleamx TOKyTIaja yIIcao
je Ecole Normale. Tpe6a pehu na je IlonurexHudka MmKoIa GUIa HA 3HATHO
BumeM HuUBOY on Hopwmamane, amu je muanor ['amoa mpuBiaumia u 360T
jaKOT CTYIEHIIKOT MOJUTUYKOT MOKpeTa y TOj mkroau, a lasoa je pemyO-
JUKAHCKE uIeje Hacjemmo of cBojux poautema. Ocum Tora, ['amoa je
IOXKUBEO MOPOIAUYHY Tparequjy HEMOCPEAHO Ipe CBOT APYrOr HOKyIaja na
yrnume [lonurexHuky — oTal My je M3BPIIKO caMOyOMCTBO 300T CKaHIaJIa
M3a3BAHOT HEroBUM (aJCH(GUKOBAHMM IOTIUCOM HA HEKUM IOMKUCHMA.

Hoeros nmpBu ob6jaBmenu pan je UjlaHak o4 8 CTpaHa O BEPWKHUM pa3-
soMmruMa objaBimen y Mamemamuukum anasuma sReproma 1828. romuue
("Koszedp Keprom (1771-1859) Guo je ppanHmycku mareMaTddap KOju je
“30aBa0 OBaj yruiajau dacomuc). Ty je OH IOKa3a0 Kako ce, aKo Ce jeqaH
KOpeH ajrebapcke jeqHAUYrWHE Ma KOI CTEeHA M3PayKaBa HEINOCPEIHO IIe-
PHOAUYHNM BEPWHKHUM DPAa3JIOMKOM, OHIA Ce€ HEKM IPYIU KOPEH M3parkaBa
Takohe MepuoaUUHUM BEPU/KHUM Pa3JIOMKOM KOju ce mobuja mesmemeMm -1
UCTUM BEPWKHUM PAa3JIOMKOM, aJUd HATUCAHUM Y OOPATHOM MOPETKY.



Y majy 1829, IN'amoa je mpuiokmo CBOj MPBU PAL O CBOjUM UCTPAKUBA-
BUMa O pelaBamy aarebapckux jemHaumua, Aranemuju Hayka [lapusa, a
OpyTu, O jeqHAUYMHAMA IIPOCTOr CTEleHa ocaM maHa kKacHuje, 1. jyra. O6a
pana cy nociaara Komwujy kKoju ux je m3rydbmo u oHu HuUKana HUCY HabheHu.

Y ¢ebpyapy 1830. N'anoa je ArkameMuju IpUIIOKMO jOII jemaH paj Ha
UCTy TeMaTuKy na Ou Ouo pasmMarpan 3a Besnuky marpazny Akranemuje.
OsBaj myT je pam mobmo cramau cexkperap Axanemuje Pypuje, anu je oH
YyMPO Ipe Hero MTO je CTUrao na mperiaena pan. Hu oBaj pykomuc Hukanga
muje maben. Harpanmy cy momenuau Jaxobu um Aben (moCTXyMmHO), HOK
lasmoaos pan Huje HU pasMaTpaH.

Co¢u HKepwmen (1776-1831, ¢ppanmycka MaTemMaTuyapka Koja je umaJa
3HayYajHE pe3yiTare HOCeOHO y Teopuju GpojeBa) je mucasia 0 OBOME:

...cMpT rocnofunHa Pypujea je Guna npesuie 3a osor cTyfAeHTa lanoy koju,
YNPKOC CBOjOj APCKOCTU, Mokasyje 3Hake nameTHe npupode. Cee 0BO je [OBENO A0
Tora Aa je oH usbauen ca Hopmanue wkone. Capa je 6e3 Hosua. .. Kaxy ga e
notnyHo nonygetun. [Nnawunm ce ga je To TauHo.

Y ampuay 1830. Taxya je oGjaBuo ,moTy” (KpaTak pamn) On ABE CTpa-
aune y Buameny (Gapona) Pepycaka y KOjoj Cy TVIABHU DE3yJTaTH Pana
KOju je mpuiaoskuo AkameMuju Ouim HaBemeHu Oe3 mokasa. lIpBa u Haj-
3HAUYAajHUja TEOPEMA KOja je HaBeleHa y OBOj HOTU TJIACU:

[a 6u jeaHaunHa npocTor cteneHa Buna pewwsa y pagukanuma notpebHo je
1 OOBOJLHO Aa Ce CBM OCTasiM KOPEHU MOTY PaLMOHAIHO M3Pa3nTU NPEKO HeKa [Ba
ol HUX.

JacHo je ma oBO moka3yje ma ONINTAa jeAHAYMHA pena b, KOja mMa 5 KO-
peHa KOju Cy HE3aBUCHU jeaH O APYIOr, HE MOKE PEUINTU y PaAUKaJIIMAa.

Wzyserno 3mauajaH je pan Kpajibe jeAHOCTaBHOT HaciyioBa ,,O Teopuju
OpojeBa” objaBmen y Dbuameny Pepycara y jymy 1830. romuue, a y rome
je Tanoa oapenuo CTpyKTypy KOHAUHUX HOMa (KOja ce maHAC HA3UBA]Yy U
lanoaosum mommma). [IpuEaKUMO O KOJUX je pe3yiaTraTa MOmao.

U A6en u lNasoa cy nmamnu jacan mojam ,,mosba’” . Iloma xKoja cy u Aben
u ['anmoa pasmarpanu y npobieMy pemmMBOCTH ajaredbapcke jeIHAYUHE CYy
VBEK MOJba KOja camp:ke y cebu mosse panmoHaaHux OpojeBa. Canmammsum
jesurom rosopehu, panu ce o nmossuma kapaxrepuctuke 0. Ho, y oBom pany
OH ce OaBu mOBMMa KapaKTePUCTUKE p 3a mpocTt 0poj p. Ibera szampaso
3aHNMMAajy BeauduHe Koje moctajy 0 mocie MHOkema ca p. EBo mra oH
TuIIe.

AKo ce JOroBOpyMO a CMaTpaMo 3a HyNly CBe BeJIMUMHE Koje Npu anrebapckom
pauyHary jecy YMHOLWLM Of P W ako Ce MOoKyla Aa Ce, Mpu OBOj KOHBEHLM|U,
Habe pelere jegHaunHe Fx =0, koje rocnoamH [ayc osHauaea HoTaumjom Fx =0,
obuuaj je Aa ce pasmaTpajy camo uenobpojHa pewera. Kako cam ja, BobheH ceojum



NCTPaXK1BakbNUMa, pPasmMaTpao 1 HecamMepsbMBa peluerba, Ao6MO caM Heke pesynTaTte
3a Koje CMaTpaM jAa Cy HOBMU.

Ilakne, Namya jecre MOTHUBHMCAH pa3MaTpameM pellaBama KOHTPYEH-
nja, aau 3a pas3auky onx l'ayca Koju u 3a HelmHeapHe KOHIDYICHIUjE,
nomyT x*> = a (mod p), momymra camo 1neao6pojHa pemema, [anrya 6u xemeo
Ia pasMOTPU U 'WpalMOHAJHA pelema’, Tj. skejeo Ou ma mocMaTpa parin-
pewma on Z, nobujeHa momaBameM HOBUX eileMmeHara. OH ImpeTmocTaBiba
na je monmHOoM Fx HepacraBimuB o Monyny p. Ilura ce ma nu moske mahu
HOBa pemena yBohemeMm HOBuX 'cuMb0OIa’ KOjU Ce MOIY IMOKAa3aTU KCTO

TAKO KOPUCHUM Kao 1 yBOoDeme mMaruHapHe jeAuHUIE | y aHAIN3Y.

lNanya o3nmauaBa ca i jemaH onm KOpeHa KOHrpyeHnuje Fx =0 cremeHa v
(To i mapasuo Huje u3 Z) u popmupa p¥ m3pasa

at+aji+azi®+--+ay_1i"" N (6)

rue cy a,ai,...,ay—) ueau 6pojesu no moxnyiny p. OBu enementu he popmu-
paTu moJsbe, Koje maHac Ha3uBaMo l'ajlyaoBO moJsbe M jenHa Ol O3HAKA je U
GF(p").

OH name oka3yje na, ako ce HOCMaTpajy CBU HEHyJa eJeMeHTU (U TAKO
nmobuje jemHa rpymna y OmHOCY HA MHOMKEH€) U OBIE, Kao y CIydajy pasma-
Tpama IO MOLYJIY p IOCTOje NMPUMUTWBHU KOPEHM, Tj. OBa IDyNa je IWK-
auuna (y maHammo] TepMunosoruju). Ilawxie, cBaku enement ['amoaosBor
I0Jba je KOpeH moauHoMa xP — x.

Ha xpajy cBor paga, ['amya monaszu om ma kor pamwupema on GF(p)
y KOMe Ce rOpmU NOJUHOM (akrropuire Ha juHeapHe (axrope. Ilocma-
Tpajyhu caMo MOTIIOJbe T€HEPUCAHO KOPEHUMA IOPHHer IMOJWHOMA, OH KOH-
cTaTyje ma mOCTOju ,,IPUMUTUBHU eJIeMeHT UM y TOM MOTHoSy. Raske ma je
TO jacHO Ha OCHOBY jemHe AOGenoBe Teopeme. Taj eseMeHT je HyJia HEKOT
HEepaCcTaBJLBOT MOJMHOMA CcTeneHa V. be3 063upa Koju mOJIMHOM 1a ce y3Me,
yBeK ce monasu a0 uctor noma GF(pY). Ha npumep, y cayuajy p=1uv=3
KOHCTATyje [a Cce 3a Taj HOIMHOM MOXe y3eTH X —2 KOju je HepacTaB/LUB
o MOIyJy 7.

Y jamyapy 1831. Aranmemuja je mpumuisa tpehy, pemurosamy Bep3ujy,
HEeroBOr IEHTPAJIHOT pala MO HACIOBOM ,MemMoap O yClIOBMMa 3a pemu-
BOCT jemHaunHa paaukaauma’. Aramemuja je samoiauna [loacona u Jlakpoa
Ia HAWILY PENeH3ujy 3a oBaj pykonuc. [loacon ra je makJ/puBO Hmperienao
U 3aK/bYYMO & HE MOMKE na ra pasyme. EBO u 3aBpIIeTKa T€ pElEH3Uje.

Ypagunm cMo CBe HajBuMLUE LITO CMO MoOrnuv Aa pasymemo [anoaoee pokase.
HberoBo pe3oHoBake HuMje OOBOJSLHO jaCHO, HUTWU je OOBOJLHO pa3BujeHo da 6ucmo
MO fa [AaMO OLEHY HEeroBe TauHOCTM U Yak Hucmo y moryfiHocTu Aa gamo
MIejy HeroBor pe3oHoBaka Yy OBOj peueHsuju. AyTop TBpAu Ha je TBpbetbe Koje
je nocebaH UMb OBOr MeMoapa Aeo OnwTe Teopuje, Koja NOTEHUMjaJIHO MMa MHOre
npumeHe. Yecto ce fewaBa fJa pasHW enoBu Teopuje, KOjU MojalluHaBajy jefaH

10



Apyrn, ByAy nakiwe CXBaT/bMBM Kao UenvHa, Hero nzonosaHu. Crora, ga 6u ce
popmMupana curypHa oueHa Tpeba npuuekaTu oK ayTop He objaBu CBOje Aeno Kao
uenuHy. Ho, y capawem o6nuky, 3a Aeo Koju je nofHeceH AKaileMnju He MOXEMO
AaTN MO3UTUBHO MULLITbEHSE.

lamoa muje cTurao ma mpeacTaBu CBOjy KOMIIETHY TEOPUjy y OOJIUKY
mayunor pana. On je morumyo y aBoGojy 30. maja 1832. Kako je mo
aBoboja MOIIIO, jecTe jeAHa O MUCTEPHUja KOje OKPYKYjy OBOT MIamoT
yoBeka. Ha OCHOBY HajHOBUjUX HMCTPaKMBaMHa, a KOja CBAKAKO HUCY PEKJIA
mocJaenkhy Ped O OBOM HUTAKY, YKPATKO TO MOYKEMO OBAKO IOjACHUTH.

Beh je peueno ma je IN'amya OMO MCTAKHYT y CBOjUM PEBOJYIUOHAPHUM
AKTUBHOCTUMA YCMEPEHUM IPOTUB yCTaBHE MOHapXxuje ycraHoBseHe 1830.
roque y Ppanmyckoj. lama 9. maja 1831. romune 200 penybiaukaHamna
ce ckymwio na mnpociaaBu ociaobabame 19 aprumepujckux opunupa Ha-
OMOHAJIHE rapie koju cy kpajeM 1830. romuue yXanmeHU M ONTY:KEHU 34
uznajy. Torkom oBe Beuepe je 'amoa, HABOOHO, ca OOmEKOM y PYyIH, HIpe-
TUO KpaJby. Y XallllleH je ucTe Beuepu, aau je, mdneHabhyjyhe, ma cybemy
15. jyna ocmoboben onry:x0e. Ha Ilan Bactume 14. jyna 1831. je moHOBO
yXaIIlIeH jep je Hocuo 3abpameny yHIPOPMY apTuibepujckor odumupa Ha-
OUOHAJHE raple, & HOCUO je W HAIYHEHYy IYyIIKYy, BUIIE IUIITOHA U HOXK.
Yxanmen je u Bpahen y 3arBop y Kome je nperxonao 6mo. Torkom GopaBKa
y 3aTBOpY, mobuo je obasemreme ma My je ,,Memoap” ombujen. Ilokymao
je camMoybuCcTBO, ajm Cy ra OCTajdyd 3aTBOPEHUNM y TOME CIpednau. Y
CTamy NUjaHCTBA CE yKAJIUO APYTUMa KOJUKO My HENOCTaje oTal. Y MapTy
1832. momwto je mo emmpeMuje KoJiepe y OBOM 3aTBOPY U 3aTBOPEHUIU CY
npebauenu Ha apyro mecry. Ty ce, mo cBemy cymehwu, 3amybuo y hepky
jJerapa m3 Tor kpaja. llomTo je Owo ormymreH m3 3arBopa 28. ampuia,
pa3MeHuo je HeKa mUCMa ca HmOM, Al je jacHO ma merosa ocehama HUCY
Ouna ysspahena.

CBe Te HeBObE KOje Cy ra cHamle, ykbydyjyhu u Ty Hey3spaheny
JbpyDaB, moBeje Cy OO0 TOra Ia je PeImno aa Ce JKPTBY]je 3a PEBOJIYUUOHADHY
cTBap. 3a MOKpeTame OPY:KAHOr yCTaHKa, Ouiia je noTpebHa 1 HeKa KPTBa
u 'anmoa je pemwuo na ou Oyme Ta XKpTBa. Y HapENHUM JAHVMAa je HAIKUCAO
HEKOJIMKO MHUCaMa y KOjUMa je HaBeO na je M3a3BaH Ha MBODOOj OO cTpaHe
MOHApXuCTa (a HUje IPOMYCTUO Aa CIOMEHe na Nie moruHyTu u 360r ,,030-
riamene Kokere”). 3ampaBo ce NOrOBOPUO Ca CBOJUM IIPUjaTebeM Ia
oarayme nBob6oj y rome he lamya crpamaru. Cropo je curyprHo ma je
UOEHTUTET HEeroBor mnpujarema llepue lepGensun (a To mMe je m Amek-
canmap Jluma HaBeo y cBojuM MeMmoapuma). ['amoa je HaBeo ma He 3aMepe
oHmMa koju he ra yburu, jep nmajy no6py mamepy. Ha merosoj caxpanu ce
ckynuiao 3000 mynu koju cy OMIU COPEMHUM Oa HAMATHY HOJNUIU]Y U TUME
3amovHy HOOYHY, HO TOKOM CcaxpaHe Ce Ca3HaJo na je reHepas Jlamapk,
Koju je TakoDhe GuO BesUKM KpUTHYApD TPEHYTHOI peskuMa (reHepad je 6uo
IIO3HAT [0 3HAYAjHUM BOjHUM ycmecuMa non Hamoseonowm, xacuuje je 6uo
KpuTnuap u pecraypanuje BypOoHa u KacHUje ycTaBHe MOHAPXUje) U OHIA
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je 3akmydeHo ma O6u meroBa caxpana Ouiaa OoJsba mpuamka 3a mobyny. Ilo
Te mOOyHe je u momio y jyHy 1832. romune, ajnu TO Huje TeMma 3a HAC.

Y cBakoM ciy4ajy, 3a HAIly IpuU4y je 3HavajHo ma je ['ajoa mocnenmy
voh mpen nBo6oj, nakiae uoh usmebhy 29. u 30. maja, npoBeo cacraBspajyhnu
nony:ke mucmo cBom npujareny Orucrty llleBanujey y rome je oGjacHuO
OCHOBHe uzeje csoje teopuje. OBo mucmo je objaBmeno y Ennuknomnemuj-
ckoj peBuju y centeMOpy 1832. romgume. ['amya ra 3aBpmaBa MOJIOOM mpU-
jaremy ma jaBHO 3aTpasku MUmbeme on Jakodbuja u ['ayca, He 0 TayHOCTH,
HEro O 3HaUajy TeopeMa A0 KOjUX je IOIIao.

[Mocne Tora, Hahu he ce, Hagam ce, mwyAn Kojuma he BUTU y uHTepecy Aa
pacneT/bajy caB OBaj ranumaTmjac.

Hasxamoct, Hu JakoOu Hu ['ayc ce HUKana HUCY M3jaCHUIIN OBUM IIOBOIOM
U mupu KPyr MaremMarmdapa je Tek 1846. romumue kana je JlmysBua y cBom
yaconucy objaBmo ['amoaoBe mMaTemMaTuvke pamgoBe, Ca3HAO 3a OBE HErOBe
umneje.

IIpurasxkumo cama, ykpaTko, canpsxkuny [amoaosor ,,Memoapa”. "amoa
nounme on jemHaunue f(x)=0. Koepunujentu oBor monmHoOMa Cy HO3HATE
BEJIMYMHE, HA NMPUMED PAIMOHAJIHU OPOjeBU, miau vak u camo cioBa. Cse
pammoHasiHe (YHKIUje OBUX KOE(PUHUIM]EHATA OH HA3UBA DAIMOHAJIHIIM.
Mory ce momaBaTm U HOBE BEJWYUHE, HA IPUMED M-TU KOPEHU U3 IIOC-
Tojehux. Y caBpeMenoj repmuHOIoruju, I'asoa nounme 01 HEKOI OCHOBHOT
oJba U OHOA NOOaje HOBE eJIEMEHTe, T€ TAKO (OpMUPa pPalIMpEHa I0Jba.
On oBxe KOpHUCTHU, aju HE CACBUM KOH3UCTEHTHO, TEPMUHE MNepMyTaumnja u
cynctutyumja. ITocmarpa rpyne cymcturyiuja Koje uMmajy ciaemehe cBojcTBO:
ako S u T mpunazajy HEKOj TAKBOj rpynu, oHma je y ®oj u ST. Obparure
Na:KBy A OH 3aXTeBa CaMO Oa je KOMIIO3WIUja JBE CYNCTUTYIMjE y UC-
Toj rpynu. Ho, cyncturynuje cy Oujernuje, a Tpyle Koje pasmarpa cy
KOHAYHE M OBO MYy j€ MOBOJLHO Na MOME Oa 3aKBbydd na je U MACHTUYIHA
CYHNCTUTyLIMja Ty, KAO0 U OA& je WHBEP3 CBaKe CYNCTUTYLUje y TOj IPyIHU
(pasMucanTe 3a1TO).

lamoaoBa mpBa snema Kamke na ako HEKU HOJUHOM [ uMa 3ajeqHUYKU
KOPEH Ca HEKUM HEPACTABJLUBUM IIOJMHOMOM g, OHIA je f mesmuBO ca g.
Osaj ce pesyarar takobe manasu y AbGemoBom pamy u3 1829. Osa mema
HaM roBopu na je mosse K(V) koje ce mobuja momaBameM HEKOT KOpPEHa
HEPAaCTaBJ/PUBOL IOJNHOMA NOJBY Koedunujerara K nornyHo onpebheno umm
ce 3Ha 0a3HO mosse K M HEPACTAB/HUB IIOJMHOM g — MU Cala 3HAMO 14 je
TO IOJbe U3OMOP(YHO KOJUMUYHUYKOM IpcTery K[X]/(g).

O= 3aTuM nokasyje na ako jeqHauymHa g(x) =0 HeMa BUIIECTPYKE KOPEHE
U aKo Cy KOpeHu a,b,c,... yBek ce Moxke Hahwm (yHEIUja OBUX KOopeHa V
TaKO Ma Cy CBE BPEAHOCTHU KOje ce mobujajy CBUM mepMmyTarujama a,b,c,...
pasnuunTe. 3ampaBo ['amya kKake ma ce 3a TO MOXKe y3eTu

V=Aa+Bb+Cc+:--
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3a Here 1esie 6pojese A,B,C,.... Omnmasme om mobuja ma ce Tama CBU KO-
peuu a,b,c,... nobujajy xao pammonasae ¢yuruuje on V. Ipyrum peummMma,
K(a,b,c,...)=K(V). ¥ oBoM moka3y OH Heke Me[ykopake u He HOKa3yje, Te
je Iloacon ucnpaBHO Hammcao Oa je HOKa3 OBOTa HEKOMIJIETAH, &l Ia je
pe3yaTar TavaH Ha OCHOBY jemuor JlarpamkoBor pesyiarara. 1aj egeMeHT
V je KOpeH HEKOT HePACTABJLUBOL MOJUHOMA. AKO Cy CBU KODEHU TOT TOJIM-
soma V,V/, V" ... V"=V omna cneneha mema romcraryje ma axo je a=@(V)
KOpEH IoueTHe jenHaunse, ogna je @(V') takobe xopen Te jemmaumme.

IloToM mokasyje riaBHU pe3yiaTaT.
Cmas 1. TlocToju rpyna nepmyTaumja cnoea a, b, c,... Tako fa

1° Ceaka QyHKLUMja KOpEHa Koja je MHBapWMjaHTHA Ha CyncTuUTyumje y rpynu jecTe
paLMoHaNHoO ojpeAnBa.

2° O6paTtHo, cBaka ¢yHKUMja KOpPEHa KOja je pauMoHafiiHO OApefvBa je MHBapu-
jaHTHa y oAHocy Ha rpyny.

Bunumo oBae HEKOH3MCTEHTHOCT TEPMUHOJOTH]E Y BE3U NEPMYTalja U
CymcTuTynuja, HO jacHo je o yeMy ce paau. OH HOTOM HCTPaKyje KaAKO
ce Mema Ipyla jeqHadynHEe aKO Ce€ OCHOBHO IOJbE NPOIIUPYje I0NaBAH-EM
jemHOr, MM YaK CBUX KOpeHa Heke noMmoline jemmauuue (3amaTe Hepac-
TABJLUBUM IOJKMHOMOM). JacHo je ma hie HOBa rpyma OGUTH HEKa MOATDYIA
H nouetne rpyne G. Ou nakimuBuje roBopu 0 oBoMe y nucwmy lllesanujey.

Muwe pa ce, ykonuko je H npasa nogrpyna of G rpyna G Moxe pacTaBuTtu y
06Ky
G=H+HS+HS +--- @

nUnn y obnmky
G=H+TH+T' H+:-- 8

OB1e ce HApABHO pau, Y CABPEMEHOj TEPMUHOJIOTUjU, O pa3bujarme rpyie
Ha JieBe, OMHOCHO JEeCHE KOCeTe IO HeKOj moarpymnu. l'amoa kasxke ma ce oBe
IBE NEKOMIIO3UIje HE MOPAajy MOKJAIaTh, a aKO Ce MHOKJAIajy, OH Kake
na ce paaum O ,,IpaBoOj’ MEKOMIO3UNUjU. Y CaABPEMEHO] TEPMUHOJJIOTUjU
HapPaBHO MMAMO TaJa y MUTalkhy HOpMaJHy nmoarpyiry. OH moceGHO HABOIU
Ia je To caydaj Kala ce momaajy cBu kopenu nmomohue jennaumue. OH moka3s
HEe HABOIM, CAMO KayKe na ce Moxke Hahw.

Cama oH moJsia3u 10 OCHOBHOT NUTAKA: KAJA CE jeTHAUNHA MOMKE PEIIUTU
nomohy pamukasa. HapasHo, TOBOBHO je mocmarparu pamukae (KOpeHe)
NIPOCTOT CcTeleHa. ['ajoa OBIe MpeTHoCTaBsba na Cce nonajy oarosapajyhu
KOPEHU W3 jenUHUIle Ha CaMOM IIOYETKYy, aju Ha OCHOBY panoBa l'ayca,
TO HUj€ HEONXOITHO MPETIOCTABUTU — pP-TU KOPEHU U3 jeQUHUIE MOTY ce
M3Pa3UTHA IPEKO paAuKaja CTelleHa Mamer O p.

IIpermocTaBuMoO ma momaBame paauKaja ', KOjU je KOPEH jeaHaunHe

xP—s=0 9)
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noBonu no penykinuje ['amoaose rpyme. Kako cy cBu p-Tu KOpeHU u3 je-
muanne mo [asou Beh y OCHOBHOM MmOy, TO CMO 3ampaBo JONAIA CBE
kopene jemnauune (9) (ocramu cy obauka ar, rme je & p-Ty KopeH u3 1).
Ilakne, pamu ce 0 ,npasoj”’ mekomuno3unuju (Hoarpyna je HopMmamnua). La-
J0a TBpPAM, ajid He IOKasyje, ma je 6poj unanoBa y mexommnosunuju (7)
(nakne, nanekc noarpyne H y rpynu G) jemnak p. Baku n oGparHo — ako
je H momrpymna muIekca p oHma ce LamoaoBa rpyna G MOMke PEeLyKOBATH
Ha H nomasameM pauKaja CTENeHa p.

Hakine, jemmaunHa f(x) =0 je pemmBa y paguKamMa aKO M CaMO aKO
TMOCTOjU HU3 MOATPYyIa

GoOH DHyD:---DHy={e}

Tako je ma Hjp HOpMaJjaHa moarpymna on Hi_, uuju je mHmexkc mpocTt 6poj.
Hapasno, Te rpyne manac Ha3mBaMO PEIIMBUM CpyIaMa.

l'amoa morom mpermocraBma na je jemHaumHa f(x) = 0 3amaTa Hepac-
TABJPUBUM IIOJIMHOM UYMju je creneH npoct 6poj p. Ilokasyje ma ce oBa jen-
HAYMHA MOKE PEIMUTUA y PaAUKAIUMa aKO U CAMO aKO CBaKa CYNCTUTYIMja
u3 G TpaHCchOpMUIIEe KOPEH X; Y KOPEH Xy JUHEaAPHOM TPaHCHOPMAaIUjoM
k mo monyny p:
K'=ak+b (mod p).

lNasmoaoBa rpymna ommre jemHadmHe IETOr CTENEHA HEMa OBaj ODOJIWK, Te
CTOTa OBa jelIHAUMHA HUjE PEMIUBA Y PaAUKAIAMA.
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Ilouenmu Teopuje ckymoBa

Cana hemo mokymaTy ga IpUKaKEeMO KaKO Ce Pa3BUO CABPEMEHU IOTJIE
Ha OeCKOHAUHE CKYIIOBE M KaKO CY CKYIIOBHU IIOCTAJM OCHOBa Ha KOjOj I'pa-
oUMO caBpeMeHy MmareMmaTukry. Ho, y Tom mpuka3y BumelieMo um Kako ce
pa3Bujao mojaM (QyHKIHjeE.

Hame n3narame 3anounsmeMo KPDATKUM OCBPpTOM Ha pan Leprapna Loa-
nana (1781-1848, yemku Gpuir030¢h 1 MaTeMaTUIAD UTAIU]AHCKOT IOPEKJIA) .

Cuauka 5: Bepuapn Boanano

CurypHo HajIO3HATHjE NeJI0 OBOI MaTeMaTudapa je meros panus 1817.
FOAMHE y KOjeM je MOKa3a0 TEOPEMY J[a CBaKa HENpPEKUIHA (YHKIHU]a y3U-
Ma cBe MeDyBpemHOCTV M KOja je CUIYyPHO CBUM CTYIEHTUMA [TO3HATA U3
Kypca MaTeMaTudke aHaau3e (Caudad IoKa3 je kacHuje nao u Komu y cBom
EKypcy ananuze, Te je 3aT0 Ta TeopeMa M MO3HATA Kao bosmano-Komujesa
TeopeMa).

Ho, mu ce mehiemo 3aap:xaBaTyt Ha OBOM Pary, HO Ha HECOBOj HOCTXYMHO
o6jaBmeno]j pacupasu [lapadoxcu beckonawnoe (1851). Ilo oBor panma, 4ak
u Benukn Mmaremarudapu momyT Hamambepa m I'ayca, cy m3berasanu na
NpUXBaTe CTBAPHO IOCTOjame OECKOHAYHOT, HO Cy O MOjMy DECKOHAUYHOCTU
MUCATN KA0 O HAYUHY U3PAHCABGHG, ¥ KOHTEKCTY MPOMEHJ/bUBUX BEIUYNHA
KOje MOry y3uUMaTH IPOM3BOJHAHO BEJIMKE BPEIHOCTU U CIUYHO. Bosmaxno
y OBOj CBOjOj pacmpaBu UCTUYE na OECKOHAYHU OODjEeKTH 3aucTa MOCTOje.
Ha mpumep, o oBme maBomau ma je peajiHa IpaBa OECKOHAUHA, a HUje
npomensmuBa. Takobhe HaBomu v cienehiv npumep (CKOPO MIEHTUYAH NPU-
Mmep je racuHuje Haeo u enekunn (Jymujyc Bumem Puxapn Ilenexumnn,
1831-1916, memauku mMaremMarudap) y CBOjOj AUCKYCHUjA O GECKOHAYUHIM
CKyIOBUMA, & O KOjoj Ne KacHuje OUTU BUIIE DPEUYM): CKYN CBUX UCTUHA
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je Geckomauan. Hawmme, y3mumo Owmio koje mcturuto TBpheme A. Omnma
MOKEMO (GopMupaT HOBO TBpheme B, koje HUJE NACHTAYHO CTaApOM: , A je
uctuauTo” . Ilakmie, Ha Taj HAUMH KOOUjaMO HOBO MCTUHUTO TBpDhHewme B u
noroM C ura. OH yrasyje ma Tako mobujamo OeCKOHAYHO MHOIO TBphema,
a U UCTUYE CIUYHOCT GopMUparma OBUX TBphema GopMupamy CKyna CBUX
(npuponaux) 6pojesa.

HajzanummuBuju meo 3a OBy HAIIY IPUYY je BEpOBATHO cienehu mpumep,
koju Bounano masomu. Ou pasmaTpa IBa CKyma: cBe peayHe Opojese (3a
mwera, cse geauyune) uamehy 0 u 5 u cse peasnne 6pojese usmeby 0 u 12 u
ucTUYe Oa nocToju bujerurja (OBAe KOPUCTUMO CABPEMEHY T€PMUHOJIOIU]Y,
Bonnano Huje To Tako mcka3ao) maMeby oBa nBa CKyma 3azaTa jeqHAaUM-
HOM 5y =12x. Ho, oH HaskasocT mpomymra MOIyhHOCT na Ipeno3Ha IojaM
KapIUHAJHOCTU OECKOHAYHUX CKYIIOBa, HETO HUCTUYE [a WUIAaK HE MOXKEMO
T€ CKyIOBE CMATPATU jeTHAKUM Yy OMHOCY HA OPOJHOCT CBOjUX UJIAHOBA,
momTo, Tako Kaxke Dommawno, emeMentuMa 3 u 4 oaroBapajy e€leMeHTU 7%
u 9% U IOK Cy ejJeMeHTH 3 u 4 Ha pacrojamy 1, DoTie Cy eJIeMeHTU KOju
BYMa OIr0Bapajy Ha PacTojamy 2%. W crora Te ckymoBe OH HE CMaTpPa UC-
To6pojunM. QuuriaemnHo je ma KOI H-era joll yBEK IMPEBEJUKA 3HAUa] UMAjy
MeTpUYKa cBOjcTBa. V3 npyrux mpumepa Koje HaBoAu BUIU ce na u Eyk-
IUIOBO ,,1edo je Behe om cBor mena”’ uMa BEJIWKM yTHUIA] HA BEra, Yak U y
pa3sMaTrpamuMa Koja ce TUYy O0eCKOHAUHUX CKynoBa (K cyMa). 3aHUMILUBO
je ma OH Yak MOHer[e UCTUYE A CKYIOBU MOI'Y MMATH KCTE €JIEMEHTE, a
na cy wunak pazuuuntu! HaBomu kao mpumep kpuar u pasbujeHy Kpuar.
OuurienHo je ma ancTpakTaH [OjaM CKYyIla HUje jOII MPUCYTaH KOX H.era.

Ha kpajy Tpeba jom ucrahwu na BoananoBu panosu HUCY OUIN TOBOJLHO
[IO3HATU Yy CBOje BpeMe, IIa Yak HU JOCTa KaCHUje Te a CTOra HUCY MMAaJIu
3HAvYajaH yTUIA] HA Pa3BOj MATEMATUKE TOT'a BpeMeHA.

ITpBu Besuku maremaTudap (Boamnano je Kao MaTeMaTHUIAD UMAO OAPe-
benu 3mauaj, amu curypuo ce He 6m morisio pehu na je 6uo Besuku Mare-
MaTUJap), KOju je uMao 3HadajaH yTUIA] Ha Pa3BOj TeOpuje CKymoBa Ouo je
cBakako Puman (I'eopr ®punpux Gepuxapn Puman (1826—1866), nemauku
MaTeMaTudap).

16



Cuauxra 6: I'eopr Puman

PumanoB xuBOT je O6MO HAKAJIOCT KpaTak, aJ MU3y3E€THO IIJIOJOTBO-
paH ca mMareMaTwukre Tauke riemumra. OH je 3amovyeo cTyauje HA YHU-
Bep3urery y l'ermnreny 1846. romumue na 6um romumue on 1847. mo 1849.
nposeo y Bepanny rae je nmao npunuky na yum on Jakobuja n dupuxiea.
ITo moBparky y ['ermnren 3amodesa je jemHa O CUI'yPHO HAjyCIIEUIHUjUX
IeneHuja y uUcTopuju maremMarmke. Puman je ombpanuo moxropar 1851.
roauHe M3 06JIACTU KOMIIJIEKCHE aHAJIN3€ U Y TOM JOKTOPATY je YBeO IojaM
Pumanose moBpmu. ['ogmue 1853, mpenao je cBojy Te3y 3a XxabuamTaiujy
na temy Pypujeosux (fKam Banruct HKozed Pypuje (1768-1830), dpan-
IyCKUA MaTEeMaTU4ap) PenoBa, y OKBUPY KOje je IPEenu3upao II0jaM UHTEe-
rpasa. Hapemne romumue je omp:kao CBOjy JEKIUjy 3a Xabuauranujy O
HEEYRJIUICKO] TeOMETPUjU y KOjOj je yBeo IMojaM MHOTOCTPYKOCTU U Ca
KOjOM ce MOyke pehu na 3amoynme MOIEPHM Pa3BOoj Au(epeHNnujaTHe T'eo-
Merpuje. 3HauajaH pan o AGemoBum (yHKujama oGjaBuo je 1857. ro-
omHe, a pan o 3erta QyHrnuju 1859. rommre. Ywuraomy je cBaxako jacHO
na Ou 3a mpWKA3 CBUX OBUX DPANOBA W HBUXOBOI 3Hadaja, OMIa CUrypPHO
norpebHa He jedHa, HO BUINE KHUTA, ald MU NeMO ce y HAIleM WCTOPUj-
CKOM OCBPTY 33Ip:KaTU CaMO HA HAajBAKHUJUM €JIEMEHTUMA KOJU CE TUYY
Teopuje CKymoBa.

IIpsr PumanoB yTumaj Ha pa3BOj Teopuje CKyIOBa je CAmp:KaH Yy He-
roBOj JEKIUjU 3a Xabuiauramujy, KOjy je mmMao obaBe3y ma OIp:Ku mna Ou
nobuo omobpeme ma npenaje y I'etunreny. Y Ty CBpPXY OH je HOHYIUO TPU
Teme u ["ayc je, mTo je buso Heyobuuajeno, omabpao na Puman oapsu gex-
mjy Ha tpehy temy. VI Pumana je Tto m3nenamuno (y mmceMy cBOM GpaTy
je mmcao fa je mpuIpeMmo IpBe gBe TeMe no6po u na ce Hanao na he Iayc
n3abpaTu HEKy OI BUX, ajd Oa Cana MOpa [a NPUIPEMU U NPEIABAMbE
3a Tty tpehy temy). OBo mpenasame je oxpskano 10. jyma 1854. romuue
u HAcJIoB je Oumo: O zunomesama xkoje aexce y ocnosu zeomempuje. Cam

17



layc, roju je mpemnosxmno Temy, 6uo je BeoMma mMIpecuonupan PumanoBum
U3JIarameM.

Kako je mpenaBame OuI0 3aMUIIJLEHO 3a MUPY MyONUKY, Y HeMy HUje
OMJIO TEXHUYKUX pe3yJiTaTa, Kao IITO OM ce MOMyJapHO PEKJIO ,Huje OUIo
MHOTrO ¢popmyina”’, HO 6mio je Goraro gyOOKMM M HOBUM maejama. Y HeMY
je Puman yBeo mojam MHorocTpykocTw, Ha HemauxkoMm Mannigfaltigskeit, xao
N-TOCTPYKO NpoLunpeHe BennumHe. Ty je mpakTUUHO naTa caBpeMeHa meuHu-
[1ja MHOTOCTPYKOCTU — (TOIOJIOMKM) HPOCTOP, KOJU j€ JIOKAIHO €YKJIUI-
CKM IPOCTOP OX N auMeH3uja. IMCKyTOBaHO je 0 mojMy pacTojama, AY:KUHE
KPUBUX UM YONIITE O PadyyHy y TakBuM mpocropmma. Tpeba mcrahm na
je Puman Ty ycmyTHO HABEO W MOTYNHOCT pa3Marpama, Tj. HOCTOjama
1 GEeCKOHAYHO AMMEH3MOHAJIHUX MHOTOCTPYKOCTH (MHOTOCTPYKOCTH 4Mje
cy Tauke (YHKIUje, 3a KOje je IOTpeOHO 3amaBame OECKOHAYHO MHOTO
BeIMUMHA, APYTUM peuyuMma BpenHoctu ¢pyuruuja). Ho, 3a mHamy npuay je
3HAYAjHO TO mITO PrMan pasinkyje HenpekuHe MHOTOCTPYKOCTH U AUCKPET-
He MHOrocrpyroctu. OH Kajke Ja Cy WHANBUAyanHe creuujanvsauuvje Hempe-
KUIHUX MHOTOCTPYKOCTHU Ta4dKe, & IUCKPETHUX, €JIEMEHTU MHOTOCTPYKOCTH.
3ampaBo, Moxke ce pehu ga je OH OBMM CBOJjUM DPAIOM KEJIEO [a yUNHU
¥ BUIIE OJ[ OHOTA INTO je Ccamap:KaHo y camoM HacaoBy. Jlok 6u ce 3a
HEIPEKUIHE MHOTOCTPYKOCTH MOrJyo pehu na npeacraBibajy UCTUHCKY PAC-
npaBy O €OMETPUjCKOM IPOCTOPY, MOTJIE OUCKPETHE MHOTOCTPYKOCTU 3a-
paBoO NPEACTABbAjy IPBU IIOUETAK 3ACHUBAKHA CBUX II0]JMOBA MATEMATHUKE
Ha mojMy ckyma. Hawmme, muCKpeTHa MHOTOCTPYKOCT HHUj€ HUIITA IPYTO
mero ckyn. 3anpaso Kamrop (Teopr ®epmunann Jlymnsur Puavn Kan-
Top, 1845-1918, memauku mMareMaTHyap), MO OUYUIJIEAHUM yTUnajeM Pu-
MaHOBUX K€ja, y CBOjUM IPBUAM pamoBuMa HOCBell€eHMM CKymOBUMAa Huje
KOPUCTHNO 3a CKynoBe TepMuH Menge, so PumanoB repmun Mannigfaltigskeit.
OBo PumanoBo mpemaBame HUje OUIO OnMax MOCTYIHO IIUPOj IIyOIWIN.
3anpaBo, oHO je obOjaBmeHo Tek 1868. romume, nBe romuHe mocie Pu-
MaHOBE CMPTU U MMAJIO je M3BAHPENaH YTUIAj HA pa3BOj MaTeMaTudapa
Te u Oynyhux remepamnuja.

ok ce y oBom PumanoBOM IIpenaBamy O T€OMETPUjU HAJIA3U KIUIA KAC-
HUjer 3aCHUBaHka MaTeMaTHKe Ha IIOjMY CKYIIa M OHO KaO TaKBO IPENCTaBJbA
METOHOJIOMKO-(PUIO30(CKYy OCHOBY 3a IOUYETaK pa3Boja TeOpHje CKyIOoBa,
IOTJIe BEeroBa xabuimranuoHa Te3a, Koja je mocsehiena pasmarpamy Py-
pUjeoBUX penoBa, MPeNCTaB/ba KOHKPETHY OCHOBY Ha KOjOj Cy 3amouvesia
UCTpasKMBakha KOja Cy JOBeJIa 10 pa3BOja alCTpPaKTHE TEOPUje CKyIIOBa, OC-
HOBHUX TOIOJIOIIKAX ITOjMOBa, Kao 1 Teopuje mepe. Crora hemo mocBeruTu
NaKBY U TOj TE3U.

Ila 6ucmo Gosbe cxBaTuiIu TPOOIEME KOJjU Cy CE UCTPaKUBAJIN, MOPAMO
Ia ce BpATUMO MaJio yHa3an y Bpemeny, mo Ojmuepa.

Y cBoM Y800y y anasuszy beckonawnocmu n3 1748. ronune, oH je medu-
HCAO (YHKIM]Y IPOMEHJ/LUBE BEJIUUUHE KAO ,,aHAJIUTUYKA U3Pa3”, KOju je
Ha IIPOU3BOJbAH HAYWH HAIIPABJBEH OJ] T€ IPOMEHJHUBE U PA3HUX KOHCTAHTU.
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Iakse, 3a QyHKIU]Y je HEONXOMHO Ia mMa 3amnuc y obauky ¢opmyie. Ho,
OH je y cBOM paHUjeM pany m3 1734. y oGsacTtu napuujaiaHnx aupepeHnu-
jAHUX jemHAUYMHA DOMYMITAO U MOTYyNHOCT Aa (yHKuuja Oyme ,npexnmHa’,
Tj. a HEMA jeOVHCTBEH aHAJUTUYKU 3aINC Y IeJ0] 00JIacTu, HEero na kpuase
KOje mpencraB/bajy rpadukr GpyHKuUje Oymay cacraB/beHE O BUIIE IEJIOBA
ca MOTEHIU]AJHO PAa3JIUYUTUM AHAJUTUYKAM 3aIMCOM. 10 je mcrakao m y
pacupasu ca HanamGepom (HKaum e Pon IlamamGep (1717-1783), ¢ppan-
IyCKU MaTeMaTudap) Koju je 1747. moka3ao ma jemHadumHa CTPYHE KOja OC-
nuiryje mMa pememe F(x, 1) = %(f(x+ N+ f(x—1). Hanambep je uctunao na f
MOpa OUTHU ,HempeKumTHA “, Tj. Ha WMa jeTUHCTBEH AHAJUTUYKUA 3AIUC, IOK
je Ojnep cmaTpao ma Moske na Oye v IPEKUIHA y TOpe HABEICHOM CMUCITY
Te peun. Y Ty muckycujy ce yrpyumo u Hanujes Bepuyuu (1700-1782,
IIBAjIAPCKM MATeMaTudap), KOjU je Ha OCHOBY (DM3MUKOT pa3MaTpama O
CTPYHU KOja OCIUMIYje, HaBeo na (PyHKIUja f MOopa OUTH NpenCcTaBLUBA Y
obJIMKY pena
f(x)=a;sin(mx/L) + apsin@rx/L)+---,

roe je L myskuna crpyHe. Ca MaTeMaTUyke Tauyke IJIEAUINTA, DepHYyJIu-
jeBo TBpheme ce cBoam Ha TO nma ce CcBaka (yHKIMUja MOKE IPEACTABUTU
TpuronomerpujckuMm penom. To TtBpheme je Behuua Bomehux maremarn-
yapa ombanuia.

Ho, ®ypuje, rajupe y cBoM pany o npoBobemy tommore u3 1807, roju
HUje 00jaB/LeH, a IMOTOM y CBOM 3HAYajHOM meny Anasumuuxa meopuja
monaome u3 1822, spaha ce Ha Ty umejy. 3ampaBo, OH TBPAX 14 Ce CBaKa
orpannudeHa (yHruja f Ha (—7,7T) MOMKE OPEICTABUTU Yy ODJIUKY

0

1
fx) = an+nz::l(an cos(nx) + by, sin(nx)), (%)

rie cy KOe(pUIUjeHTH 3a0aTU Ca
1 (" 1 ("
an = —J fx)cos(nx)dx, b= —J fx)sin(nx)dx.
T) g )

Hapasuo, oBo cy canma cBuma nobpo mosuare popmyie us teopuje Pypu-
jeoBux pemosa.

dypuje roBopu 0 IPOU3BOJLHO] PYHKUUjU, AU CE U3 IHETOBOT M3JIAramha
BUOM [a WIAK Pa3MUILba HA HAYMH CBOjUX Iperxonumka. Ha npumep,
meMy je QyHKuuja 3amaTa ca e ¥ 3a HEHEraTWBHE X, a Ca e 3a HeraTUBHE
x (mpyrum peumma, dymrnuja e”™)  nmpermmma“ momto je 3amara momohy
IOBa aHAJIUTUYKA U3Pa3a.

On je 3ampaBo Jao ABa HOKa3a CBOT TBpbhema O pa3BOjy MPOU3BOJLHE
¢YHEIMje ¥y TPUTOHOMETPU]CKU pen. Y HIPBOM IOKa3y je IPETIOCTABHO Ia
ce PYHKIMja MOKEe PA3BUTHU Y CTENEHN Pel U 3aTUM pelaBajyhn cucreM on
OeCKOHAYHO MHOIO jenHauynHa ca OEeCKOHAYHO MHOI'O HEIO3HATHUX, JOIIA0
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[0 TpaskeHOr pasBoja. ¥ AOPYroM MOKa3y OH pa3MaTrpa ,IPOU3BOJLHY
¢yurumjy (mpermocraBiba ce Ia je OrpaHWYeHA) W MMOJA3W Of jeIHAUNHE
(¥). MuokemeM Te jenHaumbe ca cos(nx) m sin(nx) u waTerpanujom (mpwu
UeMy MHTErpaJl IpoJia3u KpPo3 CyMy) OH no0uja kKoepuunujenre y HaBeme-
HOM OOJIMKY W TuUMe TBPAW na je ¢pyHKuwja f 3amcra OIpencTaB/bEHA TUM
TPUTOHOMETPHUjCKUM penoM. MHOTo ce mpmMendu MOKe HABECTU y Be3U
TakBoOr ,,qoka3a’” . Ilpe cBera, HUje jaCHO 3aIITO Ce PEea MOKE MHTETDATIUTHU
YJIaH [0 YIAaH, 3aIllTO YaK U KaJa Ce MHTEerpPAJIM WIaH IO UJIaH, HABEIEHU
MHTErpajy MOCTOje M HAIOKOH, 3amTo Tako oapeheHn roedunujeHTn 3a-
UCTa Najy TPUTOHOMETPUJCKU Del UMja je cyMa jeqHaka HaToj (pyHKIWjU.
Iakme, mHOTO je mpumenodu, a Pypuje je moxymao ma ompaBga IOCTO-
jame mHTErpasga o kojuMa je peu. Haumme, oH je objacHuno na je GpyHKuMja
f(x)sinx xoja ce mobuja MHOKEHeM IPOU3BOJLHE (QYHKNUje (QYHKIjOM CU-
HyC CJIMYHOT NOHAIIAKka KA0 U CUHYCHA (YHKIMja, OHA CAMO IPEICTaBIba
cunyc koju je ,ysehau“ 3a omrosapajyhu ¢arkrop (kao ma umamo oc-
IUIALX]Y TAKO N& BEJUUYMHA AMIUIATYAE BAPUPa y CBAKO] TAUKMA) U Ia
OHIA MHTErpaJ jecte 3amar moBpmwuuaoM. Ho, Huje mao objammeme 3amTo
Ta MOBPIIUHA IIOCTOjU.

Ilakige, MOIEPHU KOHIENT HENPEKUIHE (YHKIUje Ce CUIYPHO HE MOKE
nahu xkonm Pypujea m 3ampaBo ce mpBU TyT mojaBimyje kom Komumja. Y
cBoM Rypcy amaausze, OH YBOOUW IIOjaM HENPEKUITHOCTH Ha cielehu HauwH.
¢yurnuja f, Koja je mepUMHUCAHA U OTPAHUYEHA HA OJNCEUKY [a,b] je Hempe-
KMOHA YHyTap TUX TPAHUNA YKOJUKO 38 X M3 TOr OJACEYKA , HYMEPUUKA
BpenuocT paznuke f(x+ a)— f(x) OecrkoHAUYHO omanga KAKO TO UMHU & .
akie, Komm nepurHume He mojaM HEIPEKUTHOCTH ¥ TAUKN, HETO HEIPEKUI-
HOCTH Ha OJCEUYKY. 3alpaBo Cce [MojaM HEIPEKUAHOCTH U IOjaM PABHOMEDHE
HENPEKUIHOCTU KOJ Wera He pasiukyjy. lommue 1823, Komwu nepuraume
onpebenu naTEerpas HenpekuHe pyHKnUje noMohy mHTerpasanx cyma. OH
HauMe pa3MaTpa MOAeIy OACEYKA ad =Xy < X] < Xp < - < X1 <X, =b u
cyMmy S=210, (xi —xi—1) f(x;). Y3 kopumlhieme paBHOMEPHE HEIPEKNIHOCTH
¢yurnmje f (Kao WTO je TOpe HATIOMEHYTO), OH MOKAa3yje ma Cy 3a MOomese
yyja je HOpMa NOBOJBHO Maja (HOpMa IOJese je HAPABHO MaKCUMAJHA
LysKUHA WHTEPBAJa MOAeNe) U OaroBapajyhe cyme IpOU3BOBHO Gau3y u
3aKJbyUyje Ma IOCTOjU jeIMHCTBEHM JIMMEC U Taj JUMEC je 3aIpaBO OIpe-
benu muTerpasn. OH y mamem, 3a HenpekunHy ¢yHruujy f, pasmarpa u
¢yurnujy F(x) = ng U KOJIMYHUK w u noxa3yje na je F jenHa mpu-
vMuTHBHA GyHEMMja 3a f, Tj. F' = f, Kao n ma ce cBaka Apyra TPUMHUTHUBHA
¢yurouja 3a f on F pasiukyje 3a KOHCTAHTY.

Kao mro Bummmo, pesynaratu koje je Komm mobuo cy cacBuM caBpe-
MeHU U y MomepHoMm nyxy. Ho, m mopen tora, Komwu unak Huje pazmarpao
onmre (yHKnUje, Tj. 3a Komwuja ¢yHKIMja nnaxk Huje Ouia IPOU3BOJLHO
npUApYKUBame, HO Ce ¥ KO K-era y OCHOBY KPUMJIa KOHIENIja fa GyHKIVja
MOpa OWUTH 3amaTa aHAJUTUYKAM M3pa3oMm. 1o ce Hajbo/me MOKe BUAETHU
y ummeHuIM na je Komu y mokasmma Koju ce T4y KoHBepreumuje Pypu-
jeoBUX penoBa, y ¢yHKNUju f(x) peasHy IPOMEHJLUBY X 3aMEHUBAO KOM-
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IJIEKCHOM IIDOMEHJBMBOM Z = X + ly7 oIToO 3aMCTa HEeMa MHOI'O CMHMCJIa, CEM
YKOJIMKO Ce€ IIoApa3yMeBa Oa je f UIlaK 3aJaTa HEKMM aHAJIUTUYRUM 3alll-
COM.

U nmopen medunmimje mojMa HEIPEKMOHOCTH, Romm HUje y IyHOj Mepu
pa3Marpao MOTIyNHOCTM NOCTOjalma NMPOU3BOJLHUX IPEKUAHUX (YHKIUjA.
,HajaenpaBunuuje” ¢yHKUMje y TOM CMUCIY KOje je OH pa3MaTrpao Cy 3a-
npaBo 6une ¢pyHruuje obsnrka (HapaBHO y MOJEPHO] HOTAL]Y)

Xngit+--+X1,8n

rae cy ca Xj; O3Ha4YeHE KaPAaKTEPUCTUYIHE QyHKIMje oncedara [j, a gj cy
HeIpeKuaHe (YHKIUje y HeroBoM cmuciay. Jlakme, mpexkunse ¢yHKHuje
koje je Komwm pasmarpao cy Owmie HCKBYUMBO OHE KOje Cy HMaJie Haj-
BUIIE KOHAYHO MHOTO Taudaka nperuna. lIpBu mMaremarwyap kKoju je 03-
OuspHO pasmarpao ¢GyHKHuje ca DEeCKOHAYHO MHOIO TadaKa IPEKuIa Ouo
je Hupuxne (Joxau Ilerep I'ycras Jlesken dupuxae, 1805-1859, nemauxu
MaTeMaTudap).

S

f

Cauka 7: Jlexen IHupuxie

Hupuxae je muuno noszmaBao Pypujea, momro je om 1822. mo 1825.
romune Gopasuo y Ilapusy. Ou je 1829. romuee mao mpBu CTPOr O0Ka3 O
rouBepreuuuju Pypujesor pena narte pyurmuje f (HapasHO oA oapehernm
ycaosuma). Haume, ou je paszmarpao nmapuujanany cymy Pypujeosor pena
Sn(x) = %ao +Zzzl(akcos(kx) + by sin(kx)) n mpukasao je Ty cyMy y OOJUKY

1 T sin (2n+1;(t—x)
Su == |  fiy——2—adt,
T —7 Sin >

KOjy Cy CHUI'ypPHO BHIENIN CBU CTYINEHTH Ha KypCy aHaju3e y KOJeM ce
usy4yasajy PypujeoBu penou. Camy GopMysy HapaBHO HUje TEIIKO U3Be-
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ctr (mpucernmo ce mepununmje Koepurmmjenara Pypujesor pena — omarie
ce nmobuja maTerpasn). uprxie je OPETHOCTABUO Oa (YHKIUja MMa WU
HajBehy wiay HajMamy BpEIHOCT U Ia HUje HEIPEKUIHA Y HAjBUIIE KOHAYHO
MHOI'O Ta4aka. 3alpaBo Taj yCJIOB My je Tpebao na Ou ce JOKa3asa er3uc-
TeHIja wHTEerpasia nomohy kojux ce ompebyjy ®PypujeoBu koedunujeHTH.
Ilokazao je ma mapimjajHa cyMa KOHBEPIUpa Ka %(f(x—0)+f(x+0)) 3a
X € (—mm), a Ka %(f(—n+0)+f(7r—0)) 3a X =*1m. Y mokasy je umak KO-
PHCTHO ¥ IPETHOCTABKY Aa je QyHKIMja f MOHOTOHA y OOBOJHHO MAaJIOM
VHTEePBAJIy CBaKe Tadke X € [—1,7].

Cmarpao je ma ce caydvaj pyHKOUja Koje mMajy O0ECKOHAYHO MHOTO €K-
CTPEMHUX BPEIHOCTU, MU OECKOHAYHO MHOI'O Ta4aKa IIPEKUIA, MOTY CBEC-
TU Ha CJydYa]j KOjU je pa3MaTpao. 3ampaBo je CMaTpao Oa je jeInHU yCIIOB
na GyHKIUja UMa MHTerpaj. Kao M0BOJsaH yCIOB 33 IOCTOjalhe NHTErpaJa,
OH je HaBeO (KOPUCTUMO MOJEPHY TEPMUHOJIOTH]Y) A& QYHKIUja MOpa GUuTu
TakBa Ia je CKyn D, Tauaka Ipekuma Te QyHKIuje, Hurae ryct (moaceTuMo
YyruTaoua na je HUTAE TYCT CKYI OHAj CKYI 4Yuje 3aTBOPEH:E HE CAIPKU
Hujenan uHTepBads). Hupuxise to TBpheme Huje mOKa3ao U HABEO je na
he moka3 OuTwm mpe3eHTUpPAH y HEKOM HAPEIHOM pany, aju...laj mokas
HUKa1a HUje 00jaBuro.

Tomuue 1864, y cBOjoj moxTropckoj mucepramuju, Jlummun (Pynoad Oro
Curucmynn Jlunmui,1832-1903, mHemaukn MaTemMarudap) je HOKYyIIAo A

Cunura 8: Pynond Jlunmun

npomupu upuxiaeoBe pesyiTaTe O KOHBepreHnuju PypujeoBux penona.
WuTepecanTHo je ma je yIpKOC YMIEHUIM A8 jeé Hmerosa Te3a pabema vak
10 romuua nmocie PumaHOBUX OCHOBHEX pe3yirTaTra O Kojuma hemo ycKOpo
TOBOPUTHU, TU PE3YIATATU HUCY yTuUNaJu Ha JlUnmmumioB pam u mo cBemy
cynehu, on ux u Huje 6mo cBecran. Kao mro cmo Beh mamucamu, MEHOrU
PumaHOBU rimaBHU pe3yaTaTyé Cy MOCTAJU OIIITE TO3HATU TEK IIOCJIE HeTOBe
cupru. Jlunmun je naskpuBo aHaau3upao lupuxiieoB HOKa3 U pa3MaTpao
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je moryhuaoctu mon xojuma JlupuxiaeoB nokas ,He Ou mpomao” 3a maTy
¢yHEIUjy. Y cTaHOBUO je na mpobJjeM HacTaje y Claydajy OrpaHUYeHEe U e0-
mo-meo0 MOHOTOHE ¢yHEKIUje (kao mTo cMo Beh Hasenu, Te mpermocTaBke
jecy crajasne y ocuoBu JlupuxiieoBor mokasa), Koja uMa GECKOHAYHO MHOTO
Tadyaka npekuna uameby —m u . 3amnpaBo, 3akmbyuno je na 6u Hdupux-
JIEOB IOKA3 U IPOIIA0 MO YyCJIOBOM Ia Ta (PyHKIMja MMa nHTerpas (nakie
YKOJIMKO C€ MOjaM MHTErpaJsia MOKe IMPOIIMPUTH U Ha Ty KJIACY QYHKIMja).
3akbydno je ma yKOJIMKO (yHKIMja 3aT0BOJbaBa yCJOB Koju je lupumxie
HaBeo (Ia je CKyn Tadaka npekuna D HUTAE TYCT), TO MOKe OUTU U3BEICHO.
I'pemka kojy je HampaBuo OMIa je y TOME IMTO je CMATPao ma Ce Taaa MOXKE
nobutu na je ckyn D', Tauaka HaromMmiaaBama cKyna D, xoHadaH. IIpo6-
JIeM je 3ampaBo OMO M y TOME IITO Y TO BpeMe Huje OMIIO 3aHUMJIbUBUX,
APYTUM peurMa HETPUBUJAJTHUX, TPUMEPA CKYMOBA KOjU CY HUTIE TYCTU U
OHJa HUje OMI0 HEOUEKUBAHO Ha ce MoDhe TO TaKBOI 3aKJbYUKA.

Ho, Jlunmun je nnak y cBOjOj Te3u mOIMao M OO0 3HAYAJHUX PE3YyJITATA.
Haume, on ce morpymuo na 3amenu JlMpuxjiaeoB yCJIOB O MOHOTOHOCTHU
HEKUM IPYTUM yCJIOBOM U YCIIE€O je Ma ra 3aMeHU APYTOM IIPETIOCTABKOM
u3 Koje je ycueo na nokaxke JlupuxieoB pesyiarar. Y CIOB KOjU je Iao
naHac je MOOpO MO3HAT CBUM MaTeMaTuyapuma Kao JIMImuWioB ycCioB:
|f(x+h)— f(x)| < Clh|* 3a no3utusHe Gpojese C u a.

IIpe mero mro #Haj3an npebhemo Ha PumanoB mompumoc y oBoj obmactu, a
KOju je ODMO 1 OCHOBa 3a modyeTaxk KaHTOpOBOT MCTpakmBama, a Kako hemo
BUIETU U IIOYETAK O30MJBPHOT pa3MaTpama OECKOHAUYHUX CKYyIOBa, HaBe-
IUMO WIakK OBe 3HauajHe mociaemune JlupuxieoBor pama y oBoj obiacTu.
Ca meroBuM pajaoM je IPBU IyT OdYesa Ja Ce pa3Marpa pa3nuka usmebhy
nojMa HENPEKUAHUX U IojMa uHTerpabunaux ¢yurruja. Taxkobe je Hupuxie
Ouo TpBU 3HAYAJHN MATEMATUYAP KOjU je 3anMCTa PasMaTpao OMIITHU MOjaM
(yHKIMje peaJiHe IPOMEHJbUBE, KaO NPUAPYKUBaMme X +— f(X) HE3aBUCHO
on mprexa u popmyisa. YocramoMm mobpo Ham je mosHara JlupuxiieoBa
¢dyHKOMja KOja je Ha jemaH HAYMWH 3a0aTa Ha DANWOHAJIHUM, a Ha OPYTU
HAUMH Ha WPANUOHAJHUM OpojeBMMAa M KOjy je CBAKaKO HeMoryhe Halp-
TaTy, a U 3axaTé GOPMYJIOM Ha HAUMH Kako je To pabeno no rana (mone-
JIOM JaTor ONCEUYKA Ha Mame OJCEeYKe U 3aJaBameM (opMyJiaMa Ha TUM
nenosuMa). lupuxie je yBeo Ty (GyHKIMjy Kao mpumep (yHKIUjE 3a KOjy
mojaMm MHTErpasa Hema cMuciaa. Tek je ca mojasom JleGerosor (Aupu Jleon
JleGer, 1875-1941, ¢ppaHnyCKu MaTeMaTUyap) HOjMa MHTErPAJIA HOKA3AHO
Ia TO HUje TaKOo, aju TO HUje Beh Huje meo Halme mpude.
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