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24. april 2023. godine

Lajbnic

Gotfrid Vilhelm Lajbnic (1646–1716) ro�en je u Lajpcigu u pro-
testantskoj porodici me�u qijim je daǉim precima sigurno bilo i
Slovena. Da li je bax bio lu�iqki Srbin ili ne, ne�emo ovde
raspravǉati. ,

Slika 1: Lajbnic

ǋegov otac, Fridrih Lajbnic (1597–1652), bio je profesor filo-
zofije morala na univerzitetu u Lajpcigu i imao je bogatu biblio-
teku gde je mladi Lajbnic rano mogao da poqne sa svojim obrazova-
ǌem. Studirao je filozofiju i pravo na univerzitetima u Lajpcigu,
Jeni i Altdorfu. Xto se matematiqkih znaǌa tiqe, tu je imao samo
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elementarno obrazovaǌe. No, rano je zamislio projekat konstruk-
cije matematiqkog jezika pomo�u koga bi se deduktivno zakǉuqivaǌe
moglo izvoditi. Te ǌegove ideje su anticipirale kasniji razvoj al-
gebre logike u XIX veku. Taj program on nikada nije ni napustio,
te i na ǌegova kasnija matematiqka istra�ivaǌa treba gledati u tom
svetlu. Poxto je 1666. doktorirao na univerzitetu u Altdorfu, uxao
je u slu�bu nadbiskupa u Majncu. Polo�aj nadbiskupa u Majncu je
bio izuzetno va�an u Svetom rimskom carstvu. Naime, nadbiskup u
Majncu je bio jedan od sedam ǉudi koji su birali cara.

Lajbnic je godine 1672–1676. proveo u diplomatskoj misiji u Fran-
cuskoj. Naime, nemaqke dr�ave su bile priliqno oslabǉene posle
tridesetogodixǌeg rata (1618–1648) i zapravo je Carstvo postojalo
samo na papiru. Bilo je mnogo dr�ava i teritorija koje su mogle
da odr�avaju svoju vojsku. Stoga je postojala opasnost od ujediǌene
Francuske i agresivne politika kraǉa Luja XIV (,,Kraǉ Sunce”). Laj-
bnicova ideja, koju je izlo�io u Consilium Aegyptiacum, je bila da se
pa�ǌa Francuske sa Nemaqke i Holandije skrene na turski Egipat,
da je to ono xto bi trebalo da interesuje jednog hrix�anskog kraǉa.
No, kada je stigao u Pariz, nije mu bio dozvoǉen prijem kod kraǉa,
a jedan od kraǉevih ministara mu je rekao da krstaxki ratovi nisu
vixe interesantni. Zapravo je ve� tada Luj XIV rexio da izvrxi
invaziju na Holandiju, na naciju ,,prodavaqica riba i trgovaca” po
ǌegovim reqima.

No, Lajbnicov dolazak u Pariz mu je omogu�io da upozna mnoge
znaqajne nauqnike, a posebno holandskog nauqnika Hajgensa, koji je
�iveo u Parizu od 1666. do 1681.

Slika 2: Kristijan Hajgens (1629–1695)
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Hajgens je bax u to vreme pripremao svoje znaqajno delo Holorogium
Oscillatorium, koje je bilo posve�eno raznim fiziqkim i matematiqkim
aspektima kretaǌa klatna. On je video da Lajbnic ima talenta, ali
da je slabo matematiqki obrazovan, te ga je uputio u to xta da uqi.
Godine 1673. nova diplomatska misija odvela je Lajbnica u Englesku.
Radilo se o sugestiji nadbiskupa Majnca da engleski kraǉ posre-
duje u sukobu Francuske i Holandije. U svakom sluqaju, Lajbnic
je upoznao Nemca Oldenburga (koga smo ve� spomenuli) i uz ǌegovu
pomo� mnoge znaqajne nauqnike Engleske. Zapravo, on je u Kraǉevskom
druxtvu dobio priliku da prika�e rad svoje maxine za raqunaǌe,
koja je bila unapre�eǌe u odnosu na Paskalovu po tome xto je mogla
da vrxi i mno�eǌe i deǉeǌe. Malo zbog te maxine, a vixe zbog veza
koje je Oldenburg imao, Lajbnic je uspeo da postane qlan Kraǉevskog
druxtva. Od 1676. godine Lajbnic je u slu�bi Ku�e Hanover, samim
tim, na samom kraju, i u slu�bi engleskog kraǉa �or
a I.

U periodu 1672–1673. Lajbnic se bavio redovima. Posebno mu je
bilo zanimǉivo da razmatra numeriqke nizove razlika, tj. nizove (bn)
za koje je

b1 = a1�a2, b2 = a2�a3, b3 = a3�a4, . . .

za neki niz (an). Naravno, tada je lako mogao da na�e sumu b1+b2+� � �+
bn = a1�an+1. Ova jednostavna ideja mu je kasnije pomogla i u razvoju
diferencijalnog raquna, po ǌegovim sopstvenim reqima. Prvi primer
na kome je primenio ovaj postupak je, dobro nam poznati red

8̧

n=1

2

n(n +1)
.

Naime, 2
n(n+1) = 2

n � 2
n+1 , te se lako dobija da je suma reda jednaka 2.

Dakle ove, kako ih sada zovemo ,,teleskopske sume” su mu bile posebno
znaqajne. S tim u vezi, formirao je ’harmonijski trougao’ (Paskalov
trougao se zove i aritmetiqki trougao):
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Ovaj se trougao formira pomo�u razlika. Naime n+1-va ’dijagonala’
ima qlanove koji su razlike odgovaraju�ih qlanova n-te ’dijagonale’.
Na primer: 1

20 = 1
4 � 1

5 i 1
42 = 1

30 � 1
105 . Stoga je suma brojeva u n-toj

dijagonali zapravo teleskopska suma pomo�u dobijena od brojeva u
prethodnoj, te je ta suma jednaka broju na poqetku prethodne dijago-
nale. Na primer,

1

4
+ 1

20
+ 1

60
+ 1

140
+ � � �= 1

3
,

1

5
+ 1

30
+ 1

105
+ � � �= 1

4
, itd.

Godine 1673. Lajbnic se sreo sa idejom takozvanog karakteristiqnog
trougla qitaju�i Paskalova Lettres de ‘A. Detonville iz 1659. godine. U
ovim pismima je Paskal

Slika 3: Blez Paskal (1623–1662)

prikazao razne rezultate o kvadraturama. Amos Detonville je zapravo
anagram od Louis de Montalte (uz izjednaqavaǌe v i u), pseudonim koji je
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Paskal koristio u svojim ,,Pismima iz provincije”. Paskal je u tom
konkretnom problemu razmatrao infinitezimalni trougao pridru�en
taqki na krugu, ali je Lajbnic tu ideju generalizovao.

U proizvoǉnoj taqki P na krivoj y = f (x) postavǉena je tangenta i
formiran je taj ’karakteristiqni (krivolinijski) trougao’ koji qine
beskonaqno mali pomeraj du� x-ose, tj. d x, beskonaqno mali pomeraj
du� y-ose, tj. d y i beskonaqno mali pomeraj du� same krive d s. Sa
t je oznaqen deo tangente od te taqke do preseka sa x-osom, a sa n
deo normale od te taqke tako�e do preseka sa x-osom. Sa s, odnosno
σ je oznaqena projekcija tangente t na x-osu (podtangenta), odnosno
normale n na x-osu (podnormala).

Poxto se radi o infinitezimalnom trouglu, mo�e se smatrati da
se kriva u tom beskonaqno malom delu poklapa sa tangentom te mo�emo
smatrati da se trougao sa stranicama d x,d y,d s poklapa sa trouglom
PQR, koji je sliqan i trouglu UV P i trouglu PV W . Stoga je

d y

d x
= σ

y
i

d s

d x
= n

y
.

Lajbnic je, da bi imao konkretan problem, pretpostavio da je pod-
normala (σ) obrnuto proporcionalna ordinati, tj. pretpostavio je da
je σ= a2/y. Tada iz prve relacije dobija

»
y2d y =

»
a2d x,

qime dobija da kriva ima jednaqinu y3/3 = a2x te konstatuje da je kriva
sa navedenom osobinom kubna parabola.

Iz druge relacije dobija
»

yd s =
»

n d x,

xto daje formulu za povrxinu tela koje se dobija obrtaǌem krive oko
x-ose.
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Tokom 1675. Lajbnic je napravio suxtinske korake koji su ga doveli
do formulacije metoda koji se, u nexto promeǌenoj formi i sada
koristi. U tu svrhu su mu posebno bili znaqajni karakteristiqni
trougao i posmatraǌe povrxine ispod krive kao sume beskonaqnih
traka.

Lajbnic je zamislio deǉeǌe x-ose ispod zadate krive na beskonaqno
mnogo beskonaqno malih intervala qiji su krajevi x1, x2, x3, . . .. Dife-
rencijal je definisao kao d x = xn+1� xn. Na samoj krivoj imamo odgo-
varaju�e taqke s1, s2, s3, . . ., kao i ordinate y1, y2, y3, . . . na y-osi, kao i
diferencijale d s = sn+1� sn, d y = yn+1� yn. Karakteristiqni trougao
je izdvojen na slici i ima strane d x,d y,d s, a videli smo ve� da
mo�emo smatrati da je sliqan trouglu koji formiraju s, y, t (oznake
sa prethodne slike). Stoga je t g γ = d y

d x , gde je sa γ oznaqen ugao koji
tangenta u datoj taqki zaklapa sa x-osom. Povrxina ispod krive je
unija traka yd x. Lajbnic je u poqetku koristio Kavalijerijev sim-
bol omn. ali je kasnije, verovatno na sugestiju Johana Bernulija (od
koga potiqe i naziv integralni raqun), prexao na oznaku

³
kao iz-

du�enu varijantu slova s, a naravno od reqi suma. Prvo Lajbnicovo
publikovano pojavǉivaǌe oznake diferencijala je bilo 1684, a inte-
grala 1686. godine.

Simboli d i
³
mogu se primeǌivati vixe puta te se tako mo�e pos-

matrati i, na primer, dd x, koje je beskonaqno malo u odnosu na d x. Za
d ponovǉeno n puta koristio se simbol d n, pa je n-ti diferencijal
od x bio d n x. Izraz d y

d x kod Lajbnica ne treba smatrati izvodom
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funkcije, nego prosto odnosom diferencijalnih veliqina d y i d x.
To olakxava algebarske manipulacije diferencijalima. Na primer
,,lanqasto pravilo”, tj. izvod slo�ene funkcije se mo�e videti kao
prosta manipulacija razlomcima:

d y

d x
= d y

du

du

d x
.

Ako se y posmatra kao zavisna promenǉiva od x u kojoj se uzima da
su xn ekvidistantne, tada je d x konstantno, pa je d 2x = dd x = 0 i svi
ostali diferencijali od x vixeg reda nestaju. Za raqunaǌe d(x y)
koristio je formulu

d(x y) = (x +d x)(y +d y)�x y = xd y + yd x +d xd y,

a potom je, bez daǉeg obrazlo�eǌa, izostavio d xd y kao beskonaqno
malu vixeg reda. Naravno, iteracijom ovog postupka, ako je y = x
mo�e se dobiti i d(xn) = nxn�1d x. Za racionalne izlo�ioce, tj. za
sluqaj y = xa/b, posmatrao je izvedenu jednakost yb = xa, primenio
prethodno pravilo, te dobio byb�1d y = axa�1d x, te je odatle izveo
da je d(xa/b) = a

b x
a�b

b d x. Lajbnic je svoja pravila za diferencijalni
raqun objavio u radu u qasopisu Acta Eroditorum, qiji je on bio i jedan
od urednika, 1684. godine, sa dugaqkim naslovom u kome se de facto
opisuje xta se sve mo�e uraditi ǌegovim korix�eǌem: Nova methodus
pro maximis i minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quan-
titates moratur et singulare pro illis calculi genus. Lajbnic se veoma trudio
da reklamira svoje ideje, komunicirao je sa mnogim matematiqarima
van Britanije i to je, uz jednostavniji i boǉi zapis od ǋutnovog,
svakako doprinelo velikom xireǌu ǌegovog pristupa van Britanije.

Devedesetih godina XVII veka, kao i u prvim dekadama XVIII jedna od
glavnih oblasti istra�ivaǌa u Lajbnicovom kalkulusu sastojala se
u razvoju pravila za diferenciraǌe i integraciju transcendentnih
funkcija – trigonometrijskih, logaritma i eksponencijalne funkcije.
Johan Bernuli je tu bio posebno aktivan. Doxao je do pravila za,
kako ga je nazivao, ’eksponencijalni kalkulus’:

d(lnu) = du

u
, d(uv ) = vuv�1du +uv lnud v.

Lajbnic je
³

yd x video kao ’sumu’ beskonaqnog niza traka (pravo-
ugaonika) yd x. Iz rada sa redovima znao je da se suma reda mo�e
dobiti pomo�u nizova razlika. Da bi redukovao

³
yd x na sumu raz-

lika, treba da na�e z tako da je d z = yd x (setite se nizova (bn) i (an):
treba sumirati bn a zna se da je bn = an �an+1). Tako da zakǉuquje da
je »

yd x =
»

d z = z.
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Kada je otkrio tako inverznu prirodu diferenciraǌa i integracije,
odmah je mogao da na�e i pravilo za parcijalnu integraciju. Naime,
iz d(x y) = xd y + yd x sledi

x y =
»

d(x y) =
»

xd y +
»

yd x.

Ojler

Slika 4: Leonard Ojler

Leonard Ojler (1707–1783) je bio uqenik Johana Bernulija i si-
gurno je najpoznatiji xvajcarski matematiqar, a mo�da i najplod-
niji matematiqar u istoriji matematike. Kako je on najve�i deo
svog radnog veka proveo u Rusiji, mo�emo ga smatrati i ruskim mate-
matiqarom. Matematiku je uqio od Johana Bernulija i dru�io se sa
ǌegovim sinovima Nikolom i Danijelom. Uz podrxku Bernulijevih,
dobio je poziciju u Petrogradu 1727. godine. Ojler je bio svestrano
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obrazovan i zapravo je dobio mesto na medicini i fiziologiji, kas-
nije na prirodnoj filozofiji. No, Nikola Bernuli je umro 1726, a
Danijel se 1733. iz Petrograda preselio u Bazel i Ojler tako ostaje,
u svojoj 26-oj godini najznaqajniji matematiqar u Petrogradu.

Zapoqnimo najpre Ojlerovim doprinosom matematiqkoj notaciji.
On je uveo i promovisao korix�eǌe slova e za bazu prirodnog loga-
ritma. Simbol π jeste korix�en i ranije, ali ga je Ojler znaqajno
promovisao. Pred kraj �ivota je uveo i simbol i za koren iz �1.
Zanimǉivo je da ga je ranije koristio za oznaku beskonaqnosti, pa
je tako pisao i ex = (

1+ x
i

)i , gde je i beskonaqni broj. U elementarnoj
geometriji je tako�e imao znaqajan doprinos u notaciji. Stranice
trougla je oznaqavao sa a,b,c, a odgovaraju�e uglove sa A,B ,C , dok je
sa R,r, s oznaqavao polupreqnike opisanog i upisanog kruga i poluobim
trougla. Od drugih oznaka treba navesti da je Σ koristio za sumu, a
da je sa f (x) je oznaqavao funkciju.

U svom delu ,,Introductio in Analysin Infinitorum” iz 1748, koje daje os-
nove matematiqke analize, uveo je funkciju od promenǉive veliqine
kao ‘bilo koji analitiqki izraz saqiǌen od te promenǉive veliqine i
brojeva ili konstantnih veliqina’. Jasno je da takva definicija nije
precizna, no poslu�ila je Ojlerovoj svrsi – forsirao je analitiqki
pristup, pa i u radu sa trigonometrijskim funkcijama; sinus je zadat
preko reda sin z = z� z3

6 + z5

120 �+ � � �. Na primer, jox je u pismu Johanu

Bernuliju iz 1740. naveo formulu ex
?
�1 +e�x

?
�1 = 2cos x.

Poka�imo sada kako je Ojler naxao sumu reda
8̧

k=1

1

k2 .

Po�imo od slede�e qiǌenice: ako su x1, x2, . . . , xn nule polinoma
p(x) = 1+a1x +a2x2 + � � �+an xn, onda je

1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Nije se texko uveriti da je ovo taqno. Naime, ako je

1+a1x +a2x2 + � � �+an xn = 0,

deǉeǌem sa xn dobijamo

1

xn +a1
1

xn�1
+a2

1

xn�2
+ � � �+an = 0.

Ako je y = 1
x , onda iz

yn +a1 yn�1 +a2 yn�2 + � � �+an = 0

i Vijetovih formula dobijamo

y1 + y2 + � � �+ yn =�a1,
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tj.
1

x1
+ 1

x2
+ � � �+ 1

xn
=�a1.

Ojler sada ovo ekstrapolira na funkciju sinus. Naime, na osnovu
razvoja u red:

sin z = 0 i z > 0 akko 0 = 1� z2

3!
+ z4

5!
���� .

Smenom w = z2 dobija se

0 = 1� w

3!
+ w2

5!
� w3

7!
+ � � �

Po analogiji sa konaqnim sluqajem, ako su nule ovog reda w1, w2, . . .
(xto su zapravo kvadrati nula sinusa), onda je

1

w1
+ 1

w2
+ 1

w3
+ � � �=�(� 1

3!
) = 1

6
.

No, znamo da su pozitivne nule sinusa π,2π,3π, . . ., pa su ove nule za-
pravo π2, (2π)2, (3π)2, . . .. Stoga dobijamo

1

π2 + 1

22π2 + 1

32π2 + � � �= 1

6
,

odnosno
1

12 + 1

22 + 1

32 + � � �= π2

6
.

Ojler je naxao sume
8̧

k=1

1

k2l
za sve l P {1,2, . . . ,13}. Na primer, dobio je

8̧

k=1

1

k26 = 224 �76977927 �π26

27!
.

Navedimo i Ojlerov dokaz beskonaqnosti skupa prostih brojeva
korix�eǌem divergencije harmonijskog reda.

Pretpostavimo da postoji samo konaqno mnogo prostih brojeva i
neka su to p1, p2, . . . , pk . Neka je n neki prirodan broj. Tada je

n = pα1
1 pα2

2 � � �pαk
k ,

za neke αi ¥ 0. Uzmimo α= max{α1, . . . ,αk }. Posmatramo proizvod

P =
(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
1

)(
1+ 1

p2
+ � � �+ 1

pα
2

)
� � �

(
1+ 1

p1
+ � � �+ 1

pα
k

)
.
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Jasno je da se u razvoju ovog proizvoda u zbir pojavǉuju svi brojevi
od 1 do 1

n , te je P > 1+ 1
2 + � � �+ 1

n . No,

P <
(

1+ 1

p1
+ 1

p2
1

+ � � �
)(

1+ 1

p2
+ 1

p2
2

+ � � �
)
� � �

(
1+ 1

pk
+ 1

p2
k

+ � � �
)

= 1

1� 1
p1

� 1

1� 1
p2

� � � 1

1� 1
pk

= p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
.

Dakle, dobili smo da je

1+ 1

2
+ � � �+ 1

n
< p1

p1�1
� p2

p2�1
� � � pk

pk �1
,

no, kako izraz na desnoj strani ne zavisi od n dobijamo da je suma
1+ 1

2 + � � �+ 1
n ograniqena, a znamo da to nije taqno. Stoga mora postojati

beskonaqno mnogo prostih brojeva. Ojler je mnogo eksperimentisao
sa beskonaqnim redovima, ali o tome ne�emo sada pisati.

U pismu Goldbahu iz 1746. Ojler je naveo slede�i zanimǉiv rezul-
tat: i i = e�π/2. Naime, iz Ojlerove formule e iθ = cosθ+ i sinθ za θ =π/2
dobija se da je e iπ/2 = i . Stoga je

i i = (e iπ/2)i = e i 2π/2 = e�π/2.

Zapravo, Ojler je 1749. pokazao da se svaki kompleksan stepen kom-
pleksnog broja, tj. (a + bi )c+di mo�e izraziti u obliku p + qi . Ovaj
aspekt Ojlerovog rada je zanemaren i priqa o realnim vrednostima i i

se ozbiǉnije razmatrala tek u XIX veku.

Nemogu�e je i pribli�no navesti sve Ojlerove ideje i rezultate
iz teorije obiqnih i parcijalnih diferencijalnih jednaqina, raquna
konaqnih razlika, eliptiqkih integrala, specijalnih funkcija i dru-
gih oblasti. U vezi notacije navedimo jox ǌegovu oznaku[

p

q

]
= p(p�1) � � � (p�q +1)

1 �2 � � �q ,

koja je, evidentno preteqa moderne oznake
(p

q

)
.

Za kraj navedimo i Ojlerov dokaz male Fermaove teoreme, koja ka�e
da je, ako je p prost broj, koji ne deli ceo broj a, onda p deli ap�1�1.

On je zapravo dokazao da p | (ap �a) za sve a , indukcijom po a. Na-
ravno da je tvr�eǌe taqno za a = 1. I, ako pretpostavimo da je taqno
za a, lako se poka�e za (a + 1)p � (a + 1) (naravno koristimo moderne
oznake u dokazu radi kra�eg zapisa):

(a +1)p � (a +1) = ap +
p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak +1�a�1 = ap �a +

p�1̧

k=1

(
p

k

)
ak .
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Kako p | (p
k

)
za sve 1¤ k ¤ p�1, rezultat sledi iz induktivne hipoteze.

Godine 1736. Ojler je objavio rad za koji se smatra da je prvi rad
iz oblasti teorije grafova. U tom radu je on dao rexeǌe Problema
o kenigzberxkim mostovima. Naime, u gradu Kenigzbergu koji je bio
znaqajan univerzitetski grad u Istoqnoj Pruskoj, a u kome je dugi niz
godina �iveo i Imanuel Kant, na reci Pregal bilo je sedam mostova
koji su spajali dva ostrva sa kopnom, a i izme�u sebe.

Slika 5: Kenigzberxki mostovi i pridru�en graf

Problem se sastojao u tome da se ustanovi da li se mo�e pre�i
preko svakog mosta ali taqno jednom. Ojler je problem pojednos-
tavio tako xto je i ostrva i obe obale zamenio taqkicama, a mostove
lukovima koji ih povezuju. Tako je dobio graf sa slike. Ako �elite da
pro�ete ivicom svakog grafa taqno jednom. onda u svako teme ulazite
i izlazite paran broj puta sem u sluqaju poqetnog i zavrxnog temena.
No, vidimo da u svakom temenu ima po tri luka (stepen svakog temena
je 3). Stoga je nemogu�e pro�i svim mostovima taqno jednom, bilo
da je zahtev da se vratite u poqetnu taqku ili ne. Put u grafu koji
prolazi svakom ivicom taqno jednom, danas se naziva Ojlerov put. A
Kenigsberg se danas zove Kaliǌingrad i nalazi se u Rusiji.
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Ka modernoj algebri

Kao xto smo videli, problem nala�eǌa rexeǌa algebarskih jed-
naqina tre�eg i qetvrtog stepena, koja se izra�avaju kao racionalne
funkcije korena izraza dobijenih od koeficijenata jednaqine, rexen
je u renesansnoj Italiji. No, pitaǌe za jednaqine vixeg stepena os-
talo je nerazrexeno. U ovom delu �emo se pozabaviti tim pitaǌem,
tj. kako je razmatraǌe ovog problema dovelo do rezultata Evariste
Galoa sa kojim se mo�e re�i da poqiǌe razvoj moderne algebre, dakle
oblasti koja prouqava algebarske strukture poput grupa, prstena,
poǉa.

Varing

Slika 6: Edvard Varing

Edvard Varing (1736–1798) bio je engleski matematiqar koji je
u dva svoja znaqajna dela Miscellanea analytica (Kembri
 1762) i Medita-
tiones algebricae (Oksford 1770) (pri qemu je zapravo drugo delo, uprkos
novom nazivu, bilo drugo, proxireno izdaǌe prvog) dao prve rezul-
tate na tom putu. Naime, ako se posmatra opxta jednaqina stepena
n:

xn �a1xn�1 +a2xn�2����+ � � �= 0,

i ǌeni koreni x1, . . . , xn, onda nam je poznato da su koeficijenti ai

zapravo elementarne simetriqne funkcije ovih korena:

a1 = x1 + � � �+xn ,

a2 = x1x2 +x1x3 + � � �+xn�1xn , itd.

13



Varing je u svom prvom delu pokazao da se svaka racionalna simet-
riqna funkcija korena ove jednaqine mo�e izraziti kao racionalna
funkcija koeficijenata tako xto je to najpre pokazao za sumu stepena

sm = xm
1 + � � �+xm

n ,

a potom za sve ostale simetriqne funkcije. U drugom delu je razma-
trao rexeǌa ciklotomiqne jednaqine (jednaqine ,,deobe kruga” poxto
se nala�eǌe pravilnog n-tougla upisanog u dati krug svodi na rexa-
vaǌe ove jednaqine):

xn �1 = 0.

Razmatrao je i problem da se na�u jednaqine koje se mogu rexiti
sumama oblika

x = m
?
α1 + m

?
α2 + � � �+ m

?
αn .

Vandermond

Slika 7: Vandermond

Aleksandar-Teofil Vandermond (1735–1796) bio je francuski mate-
matiqar, koji je 1770. godine predstavio pariskoj Akademiji nauka
rad pod naslovom ,,O rexavaǌu jednaqina”. On poqiǌe od dobro
poznatih rexeǌa kvadratne i kubne jednaqine sa �eǉom da na�e op-
xti princip za rexavaǌe algebarskih jednaqina. Najpre rexeǌa
kvadratne jednaqine x1, x2 napixe u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1�x2)2

]
.

Ovaj se izraz mo�e napisati i u obliku

1

2

[
x1 +x2 +

a
(x1 +x2)2�4x1x2

]
14



i vidimo da se ovde pojavǉuju simetriqne funkcije korena.

Vandermond se potom pita da li se opxta jednaqina stepena n mo�e
rexiti pomo�u analognog izraza

1
n

[
(x1 + � � �+xn)+ n

?
(ρ1x1 + � � �ρn xn)n + n

b
(ρ2

1x1 + � � �ρ2
n xn)n + � � �+ n

b
(ρn�1

1 x1 + � � �ρn�1
n xn)n

]
,

gde su ρ1, . . . ,ρn n-ti koreni iz jedinice. Danas izraze oblika

ρ1x1 + � � �+ρn xn

nazivamo Lagran�ovim rexavaqima, poxto ih je Lagran� uveo u radu
prilo�enom berlinskoj Akademiji 1771. Naime, Vandermondov rad
jeste predat ranije, ali je objavǉen tek 1774.

Vandermondov metod u sluqaju kubne jednaqine fino ’radi’. Naime,
ako je ζ3 = 1, a ζ� 1, te su i ζ i ζ2 primitivni koreni iz jedinice, a
x1, x2, x3 rexeǌa kubne jednaqine, onda imamo jednakost(

x1 +ζx2 +ζ2x3
)3 = S +3ζX +3ζ2Y , (1)

gde je

S = x3
1 +x3

2 +x3
3 +6x1x2x3

X = x2
1 x2 +x2

2 x3 +x2
3 x1

Y = x1x2
2 +x2x2

3 +x3x2
1 .

Vidimo da S jeste simetriqna funkcija korena, dok X i Y nisu, no
X +Y i X Y jesu simetriqne funkcije, pa time izrazive preko koefi-
cijenata, a i koreni su kvadratne jednaqine. Stoga se mo�e dobiti
koliki je izraz na desnoj strani jednaqine (1) te se mogu dobiti i
koreni jednaqine. Za jednaqinu stepena 4, Vandermond je nexto mo-
difikovao svoj metod, dok za jednaqine vixeg stepena taj metod jeste
uspexan samo u specijalnim sluqajevima. Na primer, on je rexio
jednaqinu

x11�1 = 0.

Najpre ju je redukovao na jednaqinu stepena 5 qiji su koreni

ρ+ρ�1, ρ2 +ρ�2, ρ3 +ρ�3, ρ4 +ρ�4,

gde je ρ primitivni jedanaesti koren iz jedinice. Zatim je, za rexa-
vaǌe te jednaqine petog stepena koristio ranije navedene rexavaqe u
obliku

x1 +αx2 +α2x3 +α3x4 +α4x5,

gde je α primitivni peti koren iz jedinice. No, ovde se mora pa�ǉivo
izabrati redosled korena xi da bi se L5 mogao fino odrediti i za
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ovaj sluqaj se to mo�e razrexiti probaǌem, ali za opxti sluqaj je
potreban dokaz da se to mo�e uvek uraditi. To je izveo tek Gaus.
Vandermond je tvrdio da se rexeǌa opxte jednaqine xn�1 = 0, ǌegovim
metodom uvek mogu lako na�i, te se qini da nije bio svestan problema
izbora redosleda korena.

Lagran�

Slika 8: �ozef Luj Lagran�

�ozef Luj Lagran� (1736-1813) ro�en je u Torinu i krxten je
kao �uzepe Lodoviko Lagran�a. Danas je poznat kao francuski mate-
matiqar, mada ga Italijali ’vode’ kao italijanskog matematiqara. U
svakom sluqaju, ǌegova porodica je imala veza sa Francuskom. On sam
je dugo vremena radio u Berlinu i u Parizu, mada je zapoqeo karijeru
u Italiji. Bio je svestran matematiqar, ovde navodimo samo ǌegove
rezultate o rexavaǌu algebarskih jednaqina.

Veoma zanimǉiv (i obiman) rad od preko 200 stranica, Lagran� je
prilo�io berlinskoj Akademiji. Naslov tog rada je bio ,,Razmixǉaǌe
o algebarskom rexavaǌu jednaqina”.

Tu najpre razmatra kubnu jednaqinu u obliku

x3 +nx +p = 0.
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Naravno, rexeǌe nam je poznato iz Kardanove kǌige gde se ono tra�i
u obliku x = u+v, gde su u3 i v3 koreni kvadratne jednaqine. Lagran�
pokazuje da se u i v mogu izraziti kao funkcije korena a,b,c poqetne
kubne jednaqine:

u = 1

3
(a +αb +α2c), v = 1

3
(a +α2b +αc),

gde je naravno α primitivni tre�i koren iz jedinice.

Lagran� ka�e da se ovakav rezultat mo�e dobiti i direktnim
metodom. Naime, on polazi od proizvoǉne linearne funkcije po a,b,c:

y = Aa +Bb +C c.

Permutovaǌem korena a,b,c dobija se 6 izraza koji su stoga koreni
jednaqine xestog stepena. Ako �elimo da to bude jednaqina u kojoj �e
se pojavǉivati samo stepeni od y3 (mo�da mo�emo da je zovemo bikubna
jednaqina), onda se mo�e pokazati da su A,B ,C proporcionalni sa
1,α,α2, ili sa 1,α2,α. Tako da se dobijaju ipak ranije navedeni izrazi.
Dakle, zanimǉivo je da on razmatra ponaxaǌe izraza pri permutaciji
korena.

Potom razmatra jednaqinu qetvrtog stepena u obliku

x4 +nx2 +px +q = 0.

Ferari je pokazao da se rexeǌa dobijaju pomo�u rexeǌa kubne jedna-
qine (,,razrexavaju�a kubika”):

y3� 1

2
ny2�q y + 1

8
(4nq�p2) = 0.

Lagran� pokazuje da se koreni u, v, w ove jednaqine dobijaju kao si-
metriqne funkcije korena a,b,c,d poqetne jednaqine qetvrtog stepena:

u = 1

2
(ab + cd), v = 1

2
(ac +bd), w = 1

2
(ad +bc).

U odeǉku pod brojem 100, Lagran� razmatra racionalne funkcije
f (x1, x2, . . . , x(n)) korena opxte jednaqine stepena n. Ti koreni se razma-
traju kao neodre�ene. Za dve funkcije t i y ovih korena ka�e da su
sliqne ako svaka permutacija ovih korena koja ostavǉa t invarijant-
nim, ostavǉa i y invarijantnim i obratno. Lagran� dokazuje slede�u
teoremu.

Ako sve permutacije koje ostavǉaju t invarijantnim ostavǉaju i y in-
varijantnim, onda se y mo�e izraziti kao racionalna funkcija od t i koefi-
cijenata date jednaqine.

On ovu teoremu primeǌuje na jednaqine stepena 2, 3 i 4, a ka�e
da je primena na jednaqine vixeg stepena jox uvek previxe kompliko-
vana. Tako�e je razmatrao i neke specijalne sluqajeve ve� navo�ene
ciklotomiqne jednaqine xn �1 = 0.
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Malfati

Slika 9: Malfati

�anfraqesko Malfati (1731–1807) bio je italijanski matematiqar
koji se bavio geometrijom, mehanikom i verovatno�om, ali nas zanima
ǌegov doprinos u rexavaǌu algebarskih jednaqina. On je 1770. pod-
neo Akademiji nauka u Sijeni interesantnu raspravu o jednaqinama
petog stepena i ona je objavǉena od strane te Akademije 1771.

On najpre razmatra kubnu jednaqinu

x3 +ax +b = 0 (2)

Slede�i Ojlerov metod za rexavaǌe ove jednaqine (o kome istina
nismo priqali, ali evo sada je prilika da se spomene), on posmatra
koren x koji zadovoǉava linearnu jednaqinu

x +m 3
a

f 2 +n 3
a

f = 0. (3)

Da bi eliminisao tre�e korene, koristi metod Gabrijela Man-
fredija (Manfredi, 1681–1761, bio je italijanski matematiqar koji
se najvixe bavio diferencijalnim jednaqinama). Naime, umesto 3

a
f

posmatra α 3
a

f i α2 3
a

f , gde je α primitivni tre�i koren iz jedinice,
zameni to u (3) i pomno�i ta tri izraza te dobije jednaqinu tre�eg
stepena

x3�3mn f x +m3 f 2 +n3 f = 0. (4)
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Potom postavi f = 1 i dobije

x3�3mnx +m3 +n3 = 0. (5)

Ova je jednaqina ekvivalentna jednaqini (2) akko je

mn =�a, m3 +n3 = b. (6)

Odavde se naravno mogu na�i m3 i n3, a onda naravno i m i n (videli
smo ve� ovako nexto kod rexavaǌa jednaqina tre�eg stepena).

No, Malfati sada ovo �eli da primeni na jednaqinu petog stepena

x5 +5ax3 +5bx2 +5cx +d = 0. (7)

�eli naravno da dobije koren x iz

x +m 5
a

f 4 +p 5
a

f 3 +q 5
a

f 2 +n 5
a

f = 0. (8)

Naravno, sada umesto 5
a

f posmatra αk 5
a

f za k = 1,4, gde je α peti
primitivni koren iz jedinice, formira odgovaraju�e izraze, mno�i
ih i tako dobija ’kanonsku’ jednaqinu petog stepena. Postavǉa f = 1
i izjednaqava koeficijente te kanonske jednaqine s poqetnom jednaqi-
nom (7) te dobija uslove za m, p, q,n. Postavǉa zatim mn = y, pq = u,
25uy �5a2 +5c/3 = z i posle dosta raqunaǌa dobija jednaqinu xestog
stepena po z. U opxtem sluqaju, ova jednaqina nema racionalan fak-
tor stepena 1, 2, ili 3, a ako bi imala onda bi jednaqina (7) bila
rexiva preko radikala.

Nezavisno od Malfatija i Lagran� je konstruisao ’rexavaq’ z koji
je funkcija korena i koji ima xest vrednosti pri permutaciji korena.
I jedan i drugi rexavaq su invarijantni u odnosu na podgrupu grupe
permutacija od pet korena x1, . . . , x5, koja je reda 20 za koju se k P {1, . . . ,5}
slika u k1 = ak +b (mod 5) (pri qemu umesto 0 uzimamo 5), gde je a P
{1,2,3,4}, a b P {0,1,2,3,4}. Zanimǉivo je, ali ne i neoqekivano da ova
podgrupa ima znaqajnu ulogu i u Galoaovoj teoriji (naravno, ona je
rexiva).
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Rufini

Slika 10: Rufini

Paolo Rufini (1765–1822) objavio je nekoliko radova u razdobǉu
od 1798. do 1813. (odgovaraju�i na kritike i popravǉaju�i dokaze) u
kojima je tvrdio da je pokazao da jednaqine stepena ve�eg od qetiri
ne mogu biti rexene u radikalima.

On radi sliqno Lagran�u. Posmatra racionalne funkcije korena
opxte jednaqine stepena n. Ako je p broj permutacija koje fiksiraju
takvu funkciju, onda je p deliteǉ od n! i broj razliqitih vrednosti
koje funkcija mo�e uzeti pri permutovaǌu korena je n!/p (ako se se-
timo dejstva grupe, orbita i stabilizatora, bi�e nam jasnije zaxto je
ovo taqno). Rufini je ovo detaǉno izuqavao i pokazao je da u sluqaju
da je n = 5 taj broj 5!/p mo�e biti 2, 5 ili 6, ali ne mo�e biti ni
3 ni 4. To znaqi da Lagran�ov rexavaq ne mo�e zadovoǉavati jed-
naqinu stepena 3 ili 4. Ako 5!/p nije 2, on mora biti deǉiv sa 5, a
ako je 5!/p = 5, onda zaista postoji rexavaq koji zadovoǉava jednaqinu
stepena 5, ali se ne mo�e svesti na binomnu jednaqinu z5�m = 0.

Rufinijev dokaz generalno nije bio dobro prihva�en, ǌemu je ne-
dostajalo korix�eǌe i korena iz jedinice u rexavaǌu i to je kom-
pletirao Abel.
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Koxi

Slika 11: Koxi

Ogisten Luj Koxi (1789–1857) je naravno bio svestrani francuski
matematiqar koji je dao veliki doprinos u vixe oblasti matematike,
posebno u matematiqkoj analizi, ali ovde �e nas zanimati da ukratko
navedemo ǌegove rezultate za temu koju obra�ujemo.

Koxi je proxirio rezultate Rufinija na funkcije od n promen-
ǉivih. Naime, dokazao je da ako je p najve�i prost broj koji deli n,
onda broj razliqitih vrednosti koju nesimetriqna racionalna funkci-
ja od n promenǉivih mo�e imati ne mo�e biti maǌi od p sem ako je
jednak 2. On je uveo i razliku izme�u permutacija i supstitucija.
Naime, on je pod permutacijom podrazumevao re�aǌe n promenǉivih
(ili slova) u nekom poretku (dakle otprilike onako kako se o per-
mutacijama priqa u sredǌoj xkoli), dok su supstitucije funkcije
kojima se od jedne permutacije prelazi do druge. Galoa je tako�e
koristio tu terminologiju, a i trebalo je izvesno vreme da se pre�e
na naziv ,,permutacije” za Koxijeve ,,supstitucije”. Koxi je razma-
trao proizvode supstitucija. Ako su S i T supstitucije on je ǌihov
proizvod oznaqaao sa ST i ovde se prvo primeǌivalo S, a potom T
(dakle, ovde supstitucije ,,vuku” promenǉive, ne ,,guraju” ih kako se
popularno ka�e).

U periodu od 1844. do 1846. godine, Koxi je napisao niz radova
o supstitucijama. Za dve supstitucije ka�e da su ,,sliqne” ukoliko
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imaju istu podelu na cikluse. Pokazuje da su P i Q sliqne ako pos-
toji R tako da je Q = R�1PR (vidimo da je koristio pojam sliqnosti,
na koji smo navikli izuqavaju�i matrice; pojam konjugacije je kas-
nije uveden). Tako�e je dokazao da je red grupe supstitucija deǉiv
redom svake supstitucije iz te grupe, kao i da je red ma koje grupe
supstitucija n promenǉivih delilac broja n!. Ovaj rezultat je ve�
dokazao Lagran�. I kod Koxija se u dokazu pojavǉuje particija
grupe na kosete podgrupe. Opxti rezultat, koji danas znamo kao La-
gran�ova teorema dao je kasnije �ordan, ali je pripisao taj rezultat
Lagran�u. Ista priqa va�i i za Koxijevu teoremu.

Abel

Slika 12: Abel

Nils Henrik Abel (1802–1829) bio je norvexki matematiqar koji
je osim rezultata vezanih za rexavaǌe algebarskih jednaqina imao
znaqajne rezultate u oblasti teorije eliptiqkih integrala i danas
mnogi matematiqki objekti nose ime po ǌemu.

On je 1824. o liqnom troxku objavio na francuskom delo o rexa-
vaǌu algebarskih jednaqina, a 1826. je u Krelovom �urnalu objavio
nexto proxirenu verziju. U tim radovima je dat jasan dokaz da se
jednaqine stepena ve�eg od 4 ne mogu rexiti u radikalima.

On koristi rezultate ostalih matematiqara koji su se bavili ovim
problemom, ali radi i nexto esencijalno novo xto kompletira ovaj
dokaz. Polazi od jednaqine

y5�ay4 +by3� c y2 +d y�e = 0, (9)
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sa ,,opxtim” koeficijentima – koeficijenti su nezavisne promenǉive.
Pretpostavǉaju�i da se y mo�e izraziti kao funkcija koeficijenata
preko radikala, Abel ka�e da se y mo�e napisati u obliku

y = p +p1R1/m +p2R2/m + � � �+pm�1R(m�1)/m (10)

gde je m prost broj. Veliqine R, p, p1, . . . , pm�1 su sve istog oblika kao i
y, tj. ukǉuquju nove radikale, itd. sve dok se ne do�e do racionalnih
funkcija koeficijenata poqetne jednaqine. On uvek me�u koeficijente
ukǉuquje i sve m-te korene iz jedinice, za sve proste m koji se po-
javǉuju kao eksponenti. R1/m je, da tako ka�emo, posledǌi radikal
koji smo uveli.

Naravno, on ka�e da se mo�e pretpostaviti da se R1/m ne mo�e
izraziti kao racionalna funkcija od a,b, . . . , p, p1, . . . poxto bi inaqe
dodavaǌe te veliqine bilo nepotrebno. Sliqno iskǉuquje mogu�nost
da p1, p2, . . . svi budu jednaki 0.

U prvom radu pretpostavǉa da p1 � 0 (u drugom pokazuje da to
ograniqeǌe nije suxtinsko). Zamenom R sa R/pm

1 mo�e da pretpostavi
da je p1 = 1. Oznaqimo R1/m sa z. Tada je

y = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1. (11)

Zamenom u (9) dobija se da je

q +q1z +q2z2 + � � �+qm�1zm�1 = 0, (12)

gde su q, q1, . . . , qm�1 polinomi po a,b, . . . , p, p2, . . . i R (setimo se da je
zm = R, te se tako uklaǌaju vixi stepeni od z). Abel sada tvrdi da je
neophodno da svi ovi qi budu jednaki 0. Naime, ako se pretpostavi da
to nije tako i posmatra (12) i

zm �R = 0, (13)

vidimo da je z zajedniqki koren dve algebarske jednaqine. Tada �e z
biti koren i najve�eg zajedniqkog delioca odgovaraju�ih polinoma.
Ako taj delilac nije nerastavǉiv, onda je z koren i nekog ǌegovog
nerastavǉivog faktora za koji mo�emo da pretpostavimo da je stepena
bar 2 (jer bi z inaqe bio ve� racionalna funkcija od postoje�ih
veliqina). Dakle,

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0, (14)

pri qemu je odgovaraju�i polinom nerastavǉiv. To je jednaqina naj-
ni�eg stepena koju z zadovoǉava. No, ona ima k korena zajedniqkih
sa (13), a ova jednaqina ima korene oblika αz gde je α netrivijalan
m-ti koren iz jedinice. Dakle, imali bismo

t0 + t1z + � � �+ tk�1zk�1 + zk = 0 i t0 + t1αz + � � �+ tk�1α
k�1zk�1 +αk zk = 0.

(15)
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Mno�eǌem prve od ovih sa αk i oduzimaǌem od druge, dobili bismo
jednaqinu ni�eg stepena koji z zadovoǉava, te to vodi do kontradik-
cije. Stoga svi koeficijenti q, q1, . . . , qm�1 moraju biti jednaki 0.

Koriste�i sada qiǌenicu da su rexeǌa jednaqine (13), sem z i αz,
α2z, . . .αm�1z, zamenom R1/m u (10) sa αi R1/m tako�e se dobijaju koreni
poqetne jednaqine (9). Ovi koreni su svi razliqiti, m ne mo�e biti
ve�e od 5. Ako su y1, . . . , ym tako dobijeni koreni, onda imamo

y1 = p + z +p2z2 + � � �+pm�1zm�1

y2 = p +αz +α2p2z2 + � � �+αm�1pm�1zm�1

...
...

...
. . .

...

ym = p +αm�1z +αm�2p2z2 + � � �+αpm�1zm�1.

Ako se ovo posmatra kao sistem linearnih jednaqina po nepoznatim
p, z, p2z2, . . . , pm�1zm�1, vidimo da imamo sistem od m jednaqina sa m
nepoznatih i to takav da ima jednoznaqno rexeǌe (uoqite koja je
matrica sistema). Stoga se ove ,,nepoznate” sve mogu izraziti kao
racionalne funkcije po y1, . . . , ym a time su i p, p2, . . . , pm�1, z = R1/m (pa
onda naravno i R = zm) racionalne funkcije korena.

Sama veliqina R je mo�da racionalna funkcija nekog ranije uve-
denog radikala v1/n. Ponavǉaǌem prethodnog postupka dobijamo da
su sve iracionalne veliqine koje se pojavǉuju u izrazu za korene
yi zapravo neki radikali racionalnih funkcija korena, ukǉuquju�i
svakako i odgovaraju�e korene iz jedinice. Rufini je poxao od te
pretpostavke, ispuxtaju�i korene iz jedinice i Abel je to oprav-
dao. Posle ovoga on nastavǉa koriste�i prethodne rezultate drugih
matematiqara koje smo naveli i zakǉuquje da se opxta jednaqina ste-
pena 5 ne mo�e rexiti preko radikala.

Dva meseca pre smrti je objavio rad o jednoj klasi rexivih alge-
barskih jednaqina. U klasu koju je razmatrao spada i ciklotomiqna
jednaqina. On tu dokazuje slede�u opxtu teoremu.

Ako su koreni jednaqine takvi da se svi koreni mogu izraziti kao racio-
nalne funkcije jednog od ǌih, na primer x, i ako su ma koja dva korena θ(x) i
θ1(x) (gde su θ i θ1 racionalne funkcije), tako povezana da je θ(θ1(x)) = θ1(θ(x))
onda se jednaqina mo�e rexiti u radikalima.

Danas naravno grupe u kojima je mno�eǌe komutativno nazivamo
Abelove grupe. Ovde je dokazan specijalni sluqaj opxteg rezultata
koji je dao Galua. Naime, znamo da je svaka Abelova grupa rexiva i
stoga se odgovaraju�a jednaqina mo�e rexiti preko radikala.
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