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Sopan ITerposuh

KomyTaTuBHM IPCTEHU ca je MHUIIOM

Y 0BOj JNEKNMju NOUYUHEMO Ca M3ydaBameM aJredapCcKUX CTPYKTYpa ca
nBe OuHApHE omepanuje, Koje OOUYHO 30BeMO cabupame 1 MHOKeme. [Ipe-
bumo Ha medwmHUIU]y OCHOBHOr O0jekTa, KOju [leMO OBIE IPOYyYaBATH.

Jepunaumuja 1 KomyTtaTvsan npcTed ca jeuHuuom je ctpyktypa (4, +,:) 3a
KOjy Baxu

e (A, +) je ABenosa rpyna;
e (A, ) je KomMyTaT1BaH MOHOUS;
e 3aceex,y,z€ ABaxn: z-(y+2)=x-y+x-z

Heyrpau 3a cabupame (onepamujy + y OpCTeHy) y KOMYTATUBHOM IPCTEHY
A osmauaBamo ca 0 (unm momekan, 30or mpenwmsaoctu, ca 04) M 30BEMO
HYJIOM mpcreHa A, mHOK HeyTpas 3a MHOKeme (Omepanujy - y IPCTEHY)
osHauaamo ca 1 (mam momeran, 360r mpemusHOCTH, ca 14) U 30BEMO JE-
IVHULOM npcrena A.

CBu npcreHn, ca KojuMa y mgajseM OymeMo panuiau, Ouhe KOMyTaTUBHU
NPCTEHN Ca jeOWHUIIOM U KPaTKO NheMO WX 3BATW OPCTEHU. Y CBAKOM
npcreny A, 3a cBaku esnement a € A, Baxku: a-04 = 04. EBo Karko To
MOKEMO HMOKA3ATH:

a-OA:a-(0A+0A):a-OA+a~OA.
Kopumhiemem unmenune na je (A4,4) AGenosa rpyna, mobujamo na je
OA =a- OA.

Yronuko 6u y npcreny A Baxkumio: 04 = 14 (IpuMeTmuMo na HUTIE HUCMO
3aXTEeBaJI [ je HyJa IPCTeHA PAa3IUdnuTa Ol H-eroBe jeIuHUuIE), HoOuin
GuCcMO na 3a CBAKO a € A BaKu:

a:a-lA:a~OA:OA,



na 6u 6uno A = {04}. TakaB mpcTeH HA3UBAMO HYyJa IPCTEH. Y HabeM
hemo yBer mpernocrasutu 1a je 04 # 14.

IMpumeTuMo jom ma je y CBAKOM IPCTEHY UCOyHmeHO: —a = (—14) - a.
Hawnwme,

aJr(flA)'a = 1A~a+(71A)~a = a~1A+a~(—1A) = a~(1A+(—1A)) =a-04 =04,

Te caemu na je 3aucrta (—1lu)-a = —a. Ha cauuan mauun ce mokasyjy u
APYTY WOEHTUTETU HOImyT, Ha upumep, (—a) b= —(a-b), (—a)-(=b)=a-b
UTH.

Crpyrrypa (A,-) je MOHOUZ, A y H0j HEKM €JIEMEHTH MOTY MMATY WH-
Bep3. JacHo je ma To He Moxke Outum 0, momro je 0-a = 0 # 1 3a cBaku
enement a € A. Crora je IpUPONHO MOCMATDATH CBE OHE EJIEMEHTE W3
A\ {0} xoju mmajy mmEBep3 y ommocy Ha MHOMeme. CKyI CBUX TAKBUX
eseMenara oznavaBahiemo ca U(A). Jacuo je ma je (U(A),-) jemna xomy-
TaTUBHA rpyna u 38ahieMo je TpymoM MHBEPTUOUIHUX eJeMeHaTa TPCTEeHA.
Iakie, kana Ka:KeMO I je HEKU eJIeMEHT IPCTeHa MHBEPTUOUIIAH, MUACINMO
HA WHBEPTUOMIHOCT y OAHOCY HA ONEPAaNn]y MHOMKEHA, MOMTO y OJHOCY Ha
cabupame CBAKM €JIEMEHT CUTYyPHO MMa CBOj CYIPOTHU €JIEMEHT. Y KOJIHMKO
je U(A) = A\ {0}, upcTern A je NOJBLE.

Ha.Be,III/IMO HEKe IIpuMepe KOMYTAaTUBHUX IIPCTEHaA Ca je,Z[I/IHI/ILIOMI

o 7:

;
© Ly = (Zn,+nsn);
e R;
e
o C.
Hapasuo nma +, u -, o3HauvaBajy omepauje cabupama U MHOMXKEHha [0 MO-
nyay n. IlpumernMo ma cy mociensma TPpU NPCTEHA 3alpPaBO MOJbA, HOK

NpBU TO CUT'yPHO HUje, a APYTU 38 HEKE N jecTe, a 3a HEKe N Huje. 3arnpaBo
Basku ciaenehe.

U(Z,) = ®(n) .

IMoxcermmo ce ma je ®(n) 3ampaBo CKyI CBUX HPUPOMHUX OpojeBa maMehy
1 u H KOju cy y3ajamuo mpoctu ca n. A u3 Jluckperaux cTrpykrypa 1 6m
Tpebaso na HaM je MO3HATO ma 3a cBaku x € ®(n) mocroju y € ®(n) rakas
na je x -y = l(mod n), omrocuo na je -,y = 1. Haxrue,

Z.,, je moJjbe aKo M caMO aKO je n mMpocCT Opoj.

[Ipumerumo ma cy omeparuje y IpcTeHy Zg cabupame U MHOKEHE IO MO-
ayay 6, Te kako je 2-¢3 = 0 u ca. nobujamo HaBenenu pesyarar. Penomew,
KOjU Ce OBIEe MOjaBUO CACTOJU CE€ y TOME [a MPOU3BOX ABA HEHYJITA €Je-
MeHTa UIakK Moxke Outu jemuak 0.



Hepunuruja 2 3a enemeHt a # 0, KOMyTaTUBHOr MPCTEHa ca jeAnHULOM A,
KaxeMmo Aa je TIPABU fenutess Hyne y A ykonumko noctoju b € A\ {0} Takas pa je
a-b=0.

CraB 3 Y nosby Hema npaBux OenuTerba Hyne.

Iokas. [IpernocraBumo na y mosmy F' IOCTOje IpaBy OeIWTEU HYyJIE, Tj.
na mocrtoje a u b takBu na je a 0 u b # 0, a na je a-b=0. Kako je a # 0,
a y IOJbYy CBAKU €JIEMEHT PA3JIMYUT O HyJle Ma MHBEP3, IOCTOjU €JIEMEHT

a! 3a xoju Bawu a~!-a =1. Tako mobujamo ma je

0=a'-0=a'(a-b)=(a'-a) - b=1-b=0b,
IITO MPOTUBpeYn mpernocrasiu b # 0. O

Iedmaumnuja 4 KomyTaTnBaH NPCTEH Ca jeAVHNLOM Y KOME HEMa NPaBuX AenuTe-
Jba Hyne 30BeMO 06nacT Lennx nnun [OMeH.

Jlakie, Ha OCHOBY IPETXOIHOT CTaBa, CBAKO IIOJhE j€ NOMEH, HO UMa U TOMe-
Ha KOju HUCY moJsba. Ha mpumep, Z je DOMEH KOjU HUjE MOJbe. 3aHUMJIBUB
je caemehu pesysrar.

Cras 5 Cgaku KOHauaH AOMEH je MoJsbe.

JHoxka3z. IlpermocraBumo na je A konmauan moMmed u ma je a € A\ {0}.
Tpeba morazatu na ¢ uma mHBEP3. Y Ty CBPXY, mHOCMATPajMoO (QYyHKIU)Y
L,: A — A nepunucany ca L,(z) =a-x, 3a © € A. Oa ¢pynruumja je ,1-1".
Hawuwme, axo je Ly(z) = Ly(y), ovpma je a-x = a-y, na je a-(x —y) = 0. Kaxro
je A nomen, a a € A\ {0}, mopa 6utu x—y =0, tj. x = y. Ho, cBara ,1-1”
GyHEIMja KOja CIMKA KOHAYAH CKYI y Iera caMor Mopa Outu Oujerimja.
Sakmyuyjemo ma je L, bujernmja, ma moctoju @’ takro ma je Ly(a’) =1, Tj.
nocroju a’ € A 3a xoju je a-a’ =1, Te a uMa UHBEpP3. O

IMedpuuuruja 6 EnemeHTt a € A je perynapaH yKoNvKo U3 a - & = a -y Cnejuv ja
jex =uy.

Iakne, peryjiapHu ejeMeHTU Cy OHU €JEeMEHTHU ,,Ca KOjuMa MOKEMO CKpa-
Ty’ HEKe jemHakocTu. IIpuMermMo na cy MHBEPTUOWIHU eJIeMEeHTU 00a-
BE3HO U PEryJjapHU, ajlyd Oa PeryjapHu eJIeMeHTH He MOpajy OuTu uH-
Beptubuanu. Hawmme, jacHo je ma y Z CcBaku €JEMEHT PA3IUYUT O HYyJe
perynapan, a ga camo 1 m —1 umajy muBep3 y Z. Ho, crtas [5| Huje Temrko
VOIIITUTH.

CraB 7 Y cBakOM KOHauUHOM MPCTEHY CBakKW peryfiapaH enemMeHT je UHBEPTUOU-
naH.

YuyrcrBo: [lornenajre moka3 crasa . O

Ilakne, cBaKM €JI€eMEHT YV KOHAYHOM TPCTEHY je UIU AeTUTEJ> HYyJe UIu
UHBEPTUOMIIAH. Y KOJIUKO CKYII CBUX NEJIUTEHa HyJEe Y IPCTeHy A 03HAUUMO



ca Z(A), oBaj pe3yaraT MO:KEMO KPaTKO 3amucaru U Ha cuaexehn mauwms.
Axo je A KOHAUAH KOMyTATWBAH MPCTEH Ca jeIUHUIIOM OHIA je

A= Z(A)UU(A).

Kao mro y Teopunju rpyna mmamo mojaM MOArpyle HEKe I'PYIe, TAKO U
Y TEOPUjU KOMYTATUBHUX MPCTEHA Ca JeIUHUIIOM MMAaMO I0jaM TOTIPCTEHA
ca jeImHUIIOM.

JHepunumnuja 8 Heka cy (A, +,-) u (B,+,") KomyTaTuBHM NpcTeHn ca jeAnHu-
uom npu vemy je B C A. Ykonuko je 3a cee x,y € B ncnyteHo:

cty=x+'y, xy=z'y
nly=1p, onfa je B jefaH noTnpcTeH ca jeANHULOM npcTeHa A.

I[Tpumernmo na taxobe Baxku u 04 = Op, HO Ta Ce YNIHEHUIA MOYKE U3BECTU
U3 IPEeoCTaNnX, IITO HUje TA4YHO 3a jemHaxocT 14 = lp. Ha npumep, Hera
je A = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} m B = {(0,0),(1,0)}, rme cy omepaunuje
nepuHMCAHE O KOOpAMHATAMa, a Ha CBaKOj KOODAMHATU Cy cabupame,
OOHOCHO MHOKeme mo momyisy 2. Tama B jecte KOMyTaTWBaH IPCTEH Ca
jemnuHunoMm, Ho jemuuuna y B je emement (1,0), a jemununa y A je (1,1).
Crora B Huje moTnpcred ca jeauHuiioMm npcrera A.
Basknuju ox mojma moTmpcTeHa je mojaM WAEAJIA.

Hepuuuruja 9 Heka je A komyTaTvBaH npcTeH ca jeAvHuuoM u [ HempasaH
noackyn og A. Tapa je I UIEAJ y A yKONuko

1. 3acBez,yel: x+yel,
2.3aceeac Anzel. a-zel.

IIpumerumo na 0 € I 3a cBaku unpean I. Haume, xkaxko je I Hempasamn,
to moctoju x € I. Ho, tana je u 0 =0-x € I. O3nara I 4 A o3mauasa na
je I unean y A.

Ca umeannMa ce MOTY BPIUIUTU Olepalyje cabupama U MHOKEHA KAO U
ca eJeMEHTUMA.

Hepunumuja 10 Heka cy I n J ngeann npcreHa A.
1L I+J:={z+y:zel,yeJ}

2.1-J={zxwy1 +- -+ pyn : ¥ € I3acBei = 1,n,y; € J3acsej =
1,n, nceen > 1},

ITupexTHa mpoBepa mokasyje na cy I+J u I-J 3aucrta uneanu y npcreny A.
[Ipumernmo na je I-J 3anpaBo HajMamu MAEAT KOjU CAOPKU CBe MOryhe
npou3Bose ejgemenara u3 I ca exemenTuma u3 J.

Kao u y cayuajy noarpymna, npecek nsa uneaia IN.J jecre uaeas, ook je
BuxoBa yHuja IUJ noeas ako u caMo ako je jenaH ol TUX UAeaia Caap:KaH



y APpYroM. 3ampaBo, aKO HOCMaTpaMO CaMoO olepanujy cabupama, IpuMe-
TEMO ma Cy umeaau noarpyme rpyme (A, +), a 3HaAMO Oa U3 YMHEHULE Aa
je yHuja mBe moAarpyne HOArpyma, CJIEOU na je jeoHa OX HUX Caap:KaHa Y
apyroj. pyru cmep ce jgako mpoBepasa.

Hasenmmo mere mpumepe.

IIpumep 11 Ako je A KoMyTaTMBaH NPCTEH Ca jeAMHULOM U1 a € A Npon3BOJsbaH
efleMeHT, OHAa je
(a)y :={r-a:re A},

naean. Oeaj ngean Hasmea ce TJIaBHU UIeaJl T€HEPUCAH €JIEMEHTOM «.

Kako jer-a+s-a=(r+s)-a,kaou s-(r-a) = (sr)-a, Bugumo na je (a)
3amcTa uaeas y npcereny A. &

IIpumep 12 Csaku npean y Z je obnvika (m) 3a Heku npupofaH 6poj m.

Heka je I < Z. FKaro je (I,+) momrpyma rpyume (Z,+), TO Ha OCHOBY
IPETXOMHOT 3HAKa O moArpymaMa rpyne Z, nobujamo ma je I = (m). &

Hanowmena: Mnean (m) o3nauaBa ce u ca mZ (CKym CBUX LeJI0ODPOJHUX
yMHO:KaKa Gpoja m).

ITpumep 13 Heka cy m v n noautusHu uenun 6pojesn. OapeauTu:

IIpe csera, (a) - (b) = (ab) Bakm y CBAKOM HPCTEHY W 3a CBE €JEMEHTe a U
b (uposepure!). Crora je (m)-(n) = (mn). Ha ocuoBy medunuimje:

(m) + (n) ={mz+ny:x,y € Z}.

Kako mu 3mamo ga je (m) + (n) curypHO rIaBHU MAeas, TOTPEGHO je caMo
OJIpeIUTU KOjU je Heros reieparop. Ho, HUje mOTpeObHO MHOTO pa3MUIILIba-
T 0 ToMe. U3 ropme jemaakocTtu ce npocto Hamehe ma je

rae je d = NZD(m,n). Ilpe cera, noGpo HaM je TO3HATO Ia yBEK MOCTOje
p,q € Z 3a xoje je mp +ng = d. Crora, d € (m) + (n), ma Mmopa 6utu u
(d) € (m) + (n). Ho, rako d | m u d | n, To mocroje m; u ny Taksu 1a je
m =dm; un =dn;. YKOIUKO je mx+ny IPOU3BOLAH eIeMeHT u3 (m)+ (n)
no0ujamMo:

mx + ny = dmiz + dnyy = d(mix + nyy),

Te 3akmpydyjeMo na mzx + ny € (d), re je zaucta (m) + (n) = (d).
Onpenumo jomr u (m) N (n). Ipumernmo mna x € (m) N (n) ako m camo
ako m |z un | x. Ho, To ynpaso 3naun na je (m)N(n) = (NZS(m,n)). &

ITpumep 14 Heka je K nome n I < K. Tapaje I = {0}, unnje I = K.



IIpernocrasumo na je I nmean y K u na je I # {0}. To 3naum na umean
I canpsxu merku enemeHTt x # 0. YERKOIWKO je a Ma Koju enemeHT u3 K,
nobujamo ma u a npunanga uneaiy I. Hauwme, rako je I umean, a x # 0, To
nocroju x~! u enement (ax~!)-x Mopa mpunazatu uneasy I, a jacuo je ma
je Taj eleMeHT jeqHAK eJIEMEHTY a. &

IIpumep 15 Heka je A ma Koju KOMyTaTMBaH NpCTeH ca jeAnHuuom n u € U(A).
Taga je (u) = A.

Iloka3 ce m3BOAW HA UCTU HAUMH KAO Y IPETXOTHOM IPUMEDY. &
[Ipebumo cana Ha mojamM XOMOMOp(U3Ma IPCTEHA.

Hedpurunuja 16 Heka cy (A,+,-) n (B,+’,-') OBa komyTaTuBHa npcTeHa ca
jeannnuom. ®ynkumja f: A — B je xomomopdumsam npcreHa ykonmko je f(la) =
1p n ykonuko 3a cee z,y € A Baxu:

fla+y)=f@)+ fly) wn fle-y)=flx) fy).

IIpumep 17 dynkumja p,: Z — Z,, 3afaTa ca p,(x) := p(z,n), roe je ca p(z,n)
OBHaUEH OCTAaTaK MpuW Aefbery T €a 7, je jelaH XOMOMopdu3am npcreHa.

OsBaj xomoMopdu3am heMo UCKOPUCTUTHU A OMUIIEMO UAEAe y IPCTEHUMA
Zy,, HO TIp€e TOra NieMO HABECTU HEKE OIIITE PEe3yJITaTe O XOMOMOD(PU3MUMA.

Heduaumuja 18 Heka je f: A — B xomomopdur3am KOMyTaTUBHUX NPCTEHA Ca
jeAvHnuom. JE3TPO xomomopdusma f, y ozHaum Ker(f) peduHuwe ce ca:

Ker(f) :={z € A: f(z) =0g}.

CraB 19 Heka je f: A — B xomomopdnsam KOMyTaTMBHWUX NPCTEHA Ca jeAVHU-
yoMm. Taja Baxku:

a) Ker(f) < A;
6) ako je J < B onpa je f1[J] < A;
B) ako je <A wn f ,Ha", onpa je f[I] < B.
Jlokas.
a) Heka z,y € Ker(f). Tana je
fl@+y) = fl@)+ fly) =08 +'0p = Op,

na x +y € Ker(f).
Yronuro je x € Ker(f) n a € A:

fla-z) = fla)" f(z) = f(a) " Op = O,

Te a - x € Ker(f).



6) Hera je J umean y B u x,y € f~![J]. To smaum ma je f(z) € J u
f(y) € J. Kako je J uneaun, zarmyuyjemo na u f(z+y) = f(z)+ f(y) € J.
Iakne, z +y € f~J].

Takobe, yromuko je x € f~[J] u a € A, nobujamo na je f(a-x) = f(a)-’
f(x) € J, momro f(x) € J, a J je mmean. 3armydyjemo na a-x € f1[J].

B) Hera cy u,v € f[I]. To 3naun na je u = f(z) m v = f(y) 3a Here z,y € I.
Kaxo je I unean, o je z+y € I, a xaro je u+' v = f(z)+ f(y) = f(z +v),
3armyuayjemo ma je u+' v € f[I].

Yromuko je u € f[I], ab € B, ¢ 063upom na je mo npernoctasmu f ,Ha”,
mobujamo ma nmocroju a € A tako na je b= f(a). Ocum Tora je u = f(z) 3a
uero x € I. Kaxo je I uneas, a-x npunana I, na je b'u = f(a) f(z) = f(a-x)
n3 f[I]. O

IIpumernmo ma je, kKao m y ciaydajy xomomopdusma rpyma, Ker(f) =
{04} ako u camo ako je xoMOMOpQU3aM f MHjEeKTUBAH.

Y onmrem ciaydajy MUPEKTHA CIUKA uicada He Mopa Outu mmeasn. Ha
npuMmep, jacHo je ma ¢pysruuja i: Z — Q medumucama ca i(x) = x 3a cBe
x € Z, jecte xoMoMopduzaMm (TO je MHKIY3Uja MPCTEHA UeJux OpojeBa y
nosbe panuoHasHux 6pojesa). Ho,

i[(2)] = {2m : m € Z},

a TO ouurienHo Huje nmeas y QQ, momro cy, Ha OCHOBY paHUje MOKA3aHOT,
jemuan nneamu y Q: {0} u Q.

IIpumep 20 Heka je n > 2 ueo 6poj. Tapa je ceakm npgean y Z,, rnaBHu.

Uckopuctuhemo xomomopduzam p,: Z — Z,, xoju je u ,Ha”. Hera je
J <Zy,. Tanma je p;'[J] 9Z. Ha ocHOBY CTpyKType umeasa mpcTeHa Z,
3gaMo ma moctoju m > 0 Takas ma je p, [J] = (m). Ho, Tazna je

J = pn[p;zl[J]] = pa[(m)] = (prn(m)).

[pumeTtumo na jemaaxoct J = py,[p;, t[J]] cniemn uz uumenune na je p,, ,Ha”,
ok je jacuo ma je f[(a)] = (f(a)) 3a cBaku emumop¢uzam (xoMoMOpPu3am
Koju je ,HA”) f u cBaku eseMeHT a (IOKAKUTE Ha je 0BO TauHo!). &

Hanomena. Mok na je uurasiam IpuMeTHO 3 CMO OBaj PE3yJiTaT MOTJIU Oa
IOKa;KeMO Kao Uy CJIydajy npcreHa neiaux OpojeBa. Haume, cBaku nneas y
Zy, je m moArpyna MQUKJINYHE TPYIe, 1Ia je TUME U CaMa IMUKINYHA. A 3HaMO
KaKO M3TJIeNajy NUKJINYHE TOATrpyIe rpyne Z,. Y OBOM AOKa3y camo Tpebda
00paTUTH MaKKLY HA UMILEHUITY M4 jé CBaKa MOATrPYIa On Z, 3auCTa WA
(y cayuajy mpcrena Z, TO je TPUBUjAJIHO UCIYHEHO, MOIITO CE€ MHOMKEHE
€JIEMEHTUMA U3 7 3ampaBo CBOAU Ha cabupame (y3 €BEeHTYaJHO MHOMKEHE
ca —1 koje oarosapa Tpaskemy CYNDPOTHOD €JeMeHTa)). YUumeHuna aa je
TO UCIYHEHO U 3a Z, 3aXTeBa MaJu AOKa3. Pa3Muciamre MajIo O TOME.

ITpumep 21 Hagectu nprvimep KOMyTaTMBHOI MPCTEHA Ca JEAUHULOM W MOArpyne
aANTUBHE rpyne TOr NpPCTeHa, Koja Huje naean.



[Mocmarpamo npcrer A = Zo XZso. OBae cy oneparuje qeprHICAHE IO KOOD-
IUHATAMA W 3aIPaBo je A mupexran npousBoz NpcTeHa Zo u Zo (IOHOBUTE
nojaM ampekTHOr npowmssozxa aurebpu). Cryn {(0,0),(1,1)} je momrpyma
aIUTUBHE IPyIe TOT IPCTeHa, ajau Huje uaead nomro exement (1,0)-(1,1) =
(1,0) me mpunazna Tom ckymy, a (1,1) my npunana. '

ITpumep 22 Hahu cee npgeane y npcreny Zis.

3HaMO Oa Cy CBU KUIeaJu y OBOM MPCTEHY riaaBHU. Takohe 3HaMO na je
CBAaKU eJIeMEeHT y Zio WU JNeJUTels HyJe Wiu maBepTubunan. Kako cBaku
WHBEPTUOWIIAH E€JIEMEHT TEeHEPUIIe, NMpeMa jeJHOM OJ PAHUje HABEICHUX
npuMepa, 1eo IPCTEH, OCTaje Ia Ce BUAU KOje Maealie PeHEPUILY NeJIUTEIHU
umysne. I[Ipumerumo na je m € Z1o meauress HyJle aKO U CAMO akKo 2 | m wiau
3| m (3amro?). Crora je

Z(Z12) =10,2,3,4,6,8,9,10}.

IIpumernmo ma, nomto je 5 € U(Z12) m 10 =515 2 nmamo ga je (10) = (2)
(pasMucauTe Kako ce 0BO Moske remepaiucatu). Takxobe je 9 = —3 =
(=1)-3, na je u (9) = (3). Hobujamo nma je n (8) = (4).

C apyre crpare, (2) # (4). Hawmme, npermocrasumo na 2 € (4). Tana
Ou mocrojao m € Zyo TakaB ma je 2 =4 -1om. To 6u 3HAUMIO ma TMOCTOjU
neo 6poj q TakaB ma je 2 = 4m + 12q. lememeMm ca 2 gobunu Oucmo ma je
1 = 2m + 6g 3a Heke mesie OpojeBe M u ¢ WTO cBakako Huje moryhe. Kako
je ounraenmo 4 € (2), To nobujamo ma je (4) C (2) (umean remepucan ca 4
je mpaBu mOACKYN maeasa redepucasor ca 2). Ha cianuan mauun ce mobuja
na je (6) C (3). YnraommMa ocTaBmaMo na ce yBepe ma Cy CBU Da3INYUTU
uneaau npcrena Zio ciaenehu:

<O>7 <2>7 <3>7 <4>’ <6>7 Z12

Y nmamem hemo mpermocTaBUTH Oa Cy CBU UIEAJU CA KOjUMa PAIAMO
npaBH, Tj. Ja HUACY jeNHAKU II€JIOM IIPCTEHY.

Heduanmnuja 23 Heka je I < A. Ha A pepuHuuemo penaumjy KoHrpyeHumje no
moayny I ca:
a=b (modI) arkko a—bel.

I[IpoBepumMo ma je oBa penanuja 3aucTa KOHTPYEHIH]jA.

Pednekcmeroct. Kako je a —a =0 € I, To je 3aucra a = a (mod I) 3a cBe
a€ A

Cumetpuunoct. Heka je a = b(mod I). To 3uauu na a—b € I, HO, MHOKEHEM
ca (—1) mobujamo ma b —a = (—1)(a — b) npunana I, na je b = a(mod I).

Tpanzutusroct. Heka je a = b(mod I) u b = ¢(mod I). akne, a—b € I u
b—cel. Ho, tana je n

a—c=(a—-b)+(b—c)el,



Te je a = ¢(mod I).

Cnarawe ca +. Hera je a = d/(mod I) u b = b'(mod I). Hakne, a —a' € [ u
b—b €. Hobujamo ma je

(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-0) el

Cnarawe ca -. Hera je a = d'(mod I) u b = b'(mod I). Harne, a —a’ € I u
b—1b € I. Ilobujamo na je

a-b—ad - V=(@b-—ad -b)+(@ -b—ad -b)=(a—d) b+d b-V)el.
[IpumeTuMO na je Kjiaca eKBUBAJIEHIUje eJeMeHTa a 3aIpaBo CKYyTI
a+I={a+z:xel}.

Ckyn kmaca ckBuBajcHuuje osnauasamo ca A/;. Ha ocmoBy mperxomzor
mobujamo ma je crpykrypa (A/f,+,-) jelaH KOMyTaTHBAaH OIPCTEH Ca je-
OVHUAIOM T'Zle Cy omepanuje + u - neuHUCAHE ca:

(a+ D)+ b+1):=(a+b)+1I, (a+I)-(b+1I):=(a-b)+1.

Hapasro na Heke o oBux 3arpaga Hehiemo yBek samucusatu. Ilpcren A/f
Has3uBa ce KOJUMYHUYKU NPCTEH ITPCTEHA A O UAEAJY I.

Kao u y cayuajy rpyna, Baske u TeopeMe 0 M30MOP(PU3MUMa 3a IPCTEHE.
HaBomumo camo jenmy.

Teopema 24 (Teopema o nsomopdursmrima 3a npcteHe) Heka je f: A — B xomo-
Mop¢r3aM KOMYTaTMBHUX NPCTeHa ca jeAuvHuuoM. Tafa je f: A/Ker(f) — Im(f)
3ajaTo ca:

fla+Ker(f)) := f(a)

n3omMop¢r3aM KOMYTaTUBHUX NPCTEHA Ca jeANHULIOM.

Ioxa3s. IIposepumo Hajupe ma je f nobpo meprHUCAHO. Y Ty CBPXY, HEKA
je a+Ker(f) = b+Ker(f). To smaun na a—b € Ker(f), 1j. ma je f(a) = f(b).
Barmyuyjemo na je f zamcra mo6po mehUHUCAHO.

IIposepumo ma je f xomomMoOpduzam.

f((a+Ker(f)) + (b + Ker(f))) = f((a +b) + Ker(f)) = f(a+b) =
= f(a) + f(b) = f(a + Ker(f)) + f (b + Ker(f)).

f((a+Ker(f)) - (b+Ker(f)) = f((a-b) +Ker(f)) = fa-b) =

= f(a) - f(b) = f(a+Ker(f)) - f(b+Ker(f)).



Jacuo je ma je f »Ha”. Ocraje ma ce mpoBepu na je f w117

flatKer(f)) = fb+Ker(f) = f(a) = f(b)
= f(a—b)=0
= a—beKer(f)
= a+ Ker(f) = b+ Ker(f).

IIpoBepumo jom u ma f CIUKA je IMHUNY NPCTEHA y jeIMHUIY IPCTEHA:

f(lA + Ker(f) = f(lA) =1g.

Sakmyuyjemo na je f 3amcra jemaH mzomMopduzaM KOMYTATUBHUX IIPCTEHA
ca jeImHUIIOM. O

IIpumep 25 Heka je I <A. Tapa je p: A — A/f jeRaH enumopduzam. &
IIpumep 26 3a cee n > 1 Baxu: Z/y7 = Zy,.

Xomomopdusam py,: Z — Z,, nar panuje, je ,uHa”, a ocum Tora Ker(p,) =
nZ, Te pe3yaTaT CIenu. &

Baskua roHCTpYyKUMja je m JUPEKTAH TPOM3BOJ TPCTEHA. Oma je HaBe-
nena y caenehoj nepumumnmjn.

Iedununuja 27 Heka cy (Ay,+1,-1), ... (A,,+", ") KOMyTaTUBHM NpCTeHN ca
jeavHuuyom. Ha [ekapTosom npoussogy

A=A x--- X Ay,
33/1ajeMO CTPYKTYpY KOMYTaTUBHOI MPCTEHA Ca jeAVHULOM ca:
(a1, yan) + (bry. .. bp) i= (ay +1 by, ..o an +"by)
(a1y...,an) - (b1,...,by) == (@1 by, an by)
Ipumernmo na je 04 = (04,,...,04, ) mw1a=(1a,,...,14,).

CraB 28 Hekacymy,...,m, nosutnsHu uenn 6pojesu 3a koje je: NZD(m;, m;) =
13aceei+#j. Tagaje

Z/(m1 <oy Z = Z/mlz Ko Z/ng'

Hoxka3s. JepuHummunmo xoMoMOpQu3am

f:ZHZ/mIZXu'xZ/ng

ca:
flx)=(x+mZ,...,x+m,Z).
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OcraBibamMo ynTaoumma na nposepe 1a je f 3amcra xomomopdusam. Omgpe-
Mo jesrpo osor xomomop¢usma. Hera je x € Ker(f). To 3maunm ma je

f(x) = (miZ,...,myZ), Tj. TO 3H8uM na © € M7, ..., x € m,Z. Ilarue,
y je3rpy ce Haja3e OHU Ieau OpPOjeBU, KOjU Cy AEeJLUBU CBUM OpOjeBHMA
mi,...,My. Karko cy m; y3ajaMHO HPOCTU TO je3rpO YMWHE YMHOIIIU O

My -+ My, TJ.

Ker(f) = (my---my,)Z.

Ilobujamo ma je

Ho, xako je Z/p,7 = Ly, TO je

|Z/(m1 : ~-mn)Z| = = |Z/m1Z XX Z/ng"

Sakmyuyjemo na f mopa Outu ,uHa”. Tume cMO mOOUIM TPpAKEHU U30MOP-

duszaM. U
IMocnemuua 29 (Kunecka Tteopema o ocrarmuma) Heka cy my, ..., m, nosu-
TUBHU Uenin BpojeBn KOoju Cy nap no nap y3ajamHo NPOCTU U X1, . . . , Ty, MPOU3BOJbHU

uenu 6pojesn. Tapa noctoju ueo 6poj = Takas Aa je
x =z (mod my)

x =129 (mod ms)
=z, (modm,)

Axko je z’ Hekmn Apyru ueo B6poj KOju 3a[0BO/LABA HABEAEHN CUCTEM KOHIpyeHuuja,
oHfAa je
x=a" (modmy---my).

Iokas. Ilocmarpajmo esnemeHT
(xl +miZ,...,x, + ng) S Z/mlz X oo X Z/ng

Kako je xomomopduszam f, u3 nokasa mpeTxoHe TeopeMe, ,,Ha | TO TOCTOju
T € Z KOju ce CIUKa y HABEIEHU E€JIEMEHT, Tj. HOCTOjU X € 7Z 3a KOju je

r+miZ =x1+mi%, ... ,x+m,Z=1x,+m,Z,
HO, TO YOPAaBO 3HAUU Oa je
r=x1 (modmy), ... ,x=x, (modm,).

Yromuko je ' mpyru meo 6poj KOju 3aI0BOJLABA HABENEHE KOHTDYCHIM)E,
To 3Haum xa je f(x) = f(a'), Tj.

x — 1’ € Ker(f) = (my--my,)Z,

Ka0 IITO je U TBPHEHO. O
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Cras 30 Ako cy npcrenn A n B nsomopduu, onga je (U(A), ) = (U(B),-)

IToka3. JacHo je ma ce MHBEPTUOWJIHU €JIEMEHTU IPU CBAKOM XOMOMOD-
¢usmy cnurajy y unBeprubunne eisemente. Haumme, ako je a € U(A), To
3Haum na mocroju o takas ma je a-a’ = 14. Ho, tana je f(a)- f(d') =
fla-ad')=f(la) =1p, na n f(a) uma uEBEP3.

IlIpema Tome, f[U(A)] C U(B) 3a cBaku xomomop¢umsam f: A — B.
Ykouuko je f umsomopduszam u b € U(B), to mocroju a € A Takas na
je f(a) = b. Ho, emement b mma mmBep3, ma je b-b = lp 3a Hekn
b € B. Enement V' je caura meror ememenrta a’: f(a’) = . Ho, rana je
fla-a') = f(a) - f(a') =b-b =1p, Te raro je f ,,1-17, Mmopa burn a-a’ =14
Te ¢ UMa MHBEP3. 3akrpydyjeMo ma [ ycmocTtasiba Oujerunujy uszmehy U(A)
n U(B). Kako je f xomomop¢usam, nobujamo tpazkeHu uzoMmopduzam. [J

Cras 31 Baxu jegHakoct: U(A; X -+ x A,) =U(Ay) x - x U(A,).

JHoxka3. Heka je a = (a1,...,a,) € Ay x--- x A,,. Tana
acU(A; x---xA,) <= mnocrojubceAd:a-b=1
<= mocroje b; € A; T. n. a;-b; =1 3a cBe i
— a1 €U(4),...,a, €eU(Ap)
<~ acU(A) x- - xU(A,).
O
Teopema 32 Ako cy my,...,m, Nap No nap y3ajamHO MPOCTU MO3UTUBHU Lienn

6pojesu, oHAa je
Zm1-~~mn = Zml X X Zmn

p(ma---mn) = @(my) - p(mn),
rae je ¢ Ojneposa ¢yHkUMja.
Hoxa3z. Kako je Zy, = Z/p,7, T0 0pBu pesynrar ciemu n3 crasa 6. Ocum

rora, p(m) = |U(Z,)|, Te pesyarar 3a OjnepoBy GpyHKIUjy ciaemu u3 craBa
8 u craBa 9. O

Y mpou3sBospHOM IpCTeHy Moryhe je dpopmynucatu Kunecky Tteopemy o
ocranmuma. llorpebua HaMm je Hajupe jemHa mepuHUDMA]A.

Hedmuaumuja 33 Vpgeanu I n J komyTaTUBHOr npcTeHa ca jeAuHuyoMm A cy KO-
[IPOCTU (MAn y3ajamHo npocTtu) ykonuko je I + J = A.

IIpumernmo na cy y Z uneamu (m) u (n) KOOPOCTH aKKO Cy M U N
y3ajamuao nmpoctu. OTymn u TEpPMUHOJJIOTH)A.

Cras 34 3a konpocte ngeane I n J saxu cnegeha jegnakoct: I-J=1NJ.
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Ioka3. Yeex je [-J CINJ. Haume, ako jeac I ube J,ounaa-bel
momto a € I, aa-b € J, jep b € J. Opnmarne cienu na U cymMa TAKBUX
npousBona Jexu y umeaay | N J. Jlakie, mOTPeGHO je HOKA3aTU CAMO
obparny mukIy3ujy. Karo cy I m J rompoctu, To mocroje z € I my € J
Tako na Baxku  +y = 1. Hera je z € I N J npousBosmsan enement. Tana je

z=z-l=z-(x4+y)=z-z+z2-y.

Kakox € Tuz € J, 1o je z-x € I-J (pamgumMo ca KOMyTATUBHUM [IPCTEHUMA,
na jez-x=x-z). Takobe u z-y € I - J, na 3axpydyjeMo na u z nNpumnaia
npecekry I NJ. O

Y Z saxu: (m)-(n) = (m-n), a (m)N{n) = (NZS(m,n)). Jemnaxkoct Basku
YKOJIMKO CY M U N y3ajaMHO IPOCTHU, CACBUM y CKIALY Ca OBUM CTABOM.

Jlema 35 Heka cy npgeann I v J konpoctu, kao n ngeann I n K. Tapa cy n
ngeann I v J - K konpocTtn.

ITokas. Kaxo cy I u J roupoctu, tj. [ +J = A, To moctoj x1 € I my € J
takBu ga je ¢ +y = 1. Cumuno, kako cy I u K rompocrtu, mocroje xo € I
u z € K taxkBu na je o+ 2z = 1. MHoKemeM 0OBe aBe jeIHAKOCTH NOOMjamMo
(@1 +y) - (22 +2) =1, Tj.

122 + 212 +yre +yz = 1.

Ho, rako x; € I, 10 122, T12, Y22 € I, Te 1 122 + x12 + yxro € I, mOK U3
yeJ, z€ K, cnenu na yz € J - K. Ilakae,

l=x1xo+x12+yra+ yz €I +J-K.
—~~

el eK
Kako le I+ J-K,0je I+J -K =A. O
Teopema 36 (Kunecka teopema o ocramuma) Heka cy ngeanu Iy, ..., I, ko-

MYTaTMBHOI NpcTeHa ca jeAuHuuoMm A nap no nap ysajamHo npoctu. Tada Baxu
n3omoppusam:

A/ -><A/I.

(hn---nn) =A%

Iloka3. Jloka3 je HEmTO TEXM HErO y CIydYajy NpCTeMa Iejaux Opojesa.
[Tocmarpamo xomomop¢msam f: A — A/ x - x A/ nedurncan ca:

fl@)=(+1,...,2+ I,).

Huje remxo npoBeputu na je oBa (yHKIUja 3aMCTa jeTaH XOMOMOD(U3aM.
Hanwme:
(z+y)+1,...,(x+y) +1p)
= (e+I)+@wW+nL),....,(a+ L)+ (y+1,))
(e+IL,...;2+ L)+ W+, .., y+1,)
= fl@)+ f()

flz+y)
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Ha conuan mauuwn ce mposepasa ma je f(z-y) = f(z)- f(y). Taxobe je
fAa)=Qa+ T, la+ D) = (Lay, - lay, ) =Layp xoxay; -

JacHo je ma je je3arpo oBor xoMOMOD(U3Ma IPECEK CBUX Uaeasa. JeauHo
Tpeba nposeputu na je f ,Ha”.

N3 neme cienu na je 3a CBakKO i = 1,n UCHymHmeHOo:
I; n HIj CY KOIPOCTU.
J#i
Hapasuo ca H#i I; cMO o3HAaUMIM MPOM3BOJ CBUX mueana I; 3a j # 1.

Ilarxne, 3a i = 1,n, nocroje a; € I; n b; € [, I; rakeu na je a; +b; = 1.
To nocebuo 3naun na je b; = (mod I;) u b; = (mod I;), 3a cBe j # i.

Hokaskumo cana na je f ,ua”. Heka je (v1+11,...,2,+1,) npousBomuu
eJIeMeHT U3 A/[1 X oo X A/]n. Youumo enemenT x = byxy + -+ + bpxy, TOE
cy b; mperxonmo uzabpanu enxementu. Tana je, 3a cBe ¢:

r=bx1+--+baxi+- - +bpr,=0-7+---+1-2;,+--+0-2, (modI;).

Iakne, 3a cee i = 1,n: & = x{mod I;), a To ynpaso 3Hauu na je
fl@)=(x1+nI,...,2n+ Ip).

Sarmyuyjemo na je f zaucra ,Ha. O

C o6G3upom na je I-J =1NJ 3a xkoupocre I, J, MHIYKIM]OM C€ MOKe
MOKAa3aTU Ma je 3a map mo map kounpoctux Ii,.... L, [1N---NI,=1---I,.
Ilakse, y TOM caydajy uMamo ma je A/I1 I, = A/I1 X oo I,

HpOCTI/I 1 MaKCHUMaJIH M OeaJIn

3amouanuMo OBy TEMY CJ'Ie,IIehI/IM CTaBOM.

CraB 37 Heka je A komyTaTuBaH npcTeH ca jeaunuuom n P < A (P # A).
Cnepefin ycnosu cy eKBMBaNEHTHU.

1. 3al,J<ABaxu: akoje I - J C P,onpaje I CPummje J CP.
2. 3aa,be Agaxu: ako ab € P, ovgaa € P unn b € P.
3. Mpcren A/p je obnact uenux (AomeH).

Iokas. Iloacermmo ce majupe na ce obiacT meaux AeGUHUIIE KAO KOMY-
TaTUBAH IMPCTEH Ca JeIUHUIIOM Y KOMEe HeMa NpaBuX AeJUTeJba HyJe, Tj. Y
roMe Baxku: ako je ab =0, onna je a =0 nan b = 0.
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1 = 2. Younmo ugeane I = (a), J = (b). Karo je I-J = (ab) u ab € P, 1o
I-JCP. Ha ocuoBy 1. cnemu na I C P, woiiu J C P, 1j. a € P, unu b € P.

2 = 3. IlpermocraBumo na 3a eleMeHTe &,y € A/p Bawm: zy = OA/P'
Hapas=o, OA/P = P. Kako cy = u y ejseMeHTU 13 KOJIWYHUUYKOI IPCTEHA,
1O mocroje a,b € A takBu ma je x = a+ P uy = b+ P u ma Baxku:
(a+ P)(b+ P) = P. OsBa jemnakoct ce ceoqu Ha ab+ P = P, 1j. Ha ab € P.
Ha ocuoBy 2. mobujamo ma a € P, miu b € P, oguocuo a + P = P wunn
b+P=P,1j. 2 =0, mimmu y = 0.

3= 1. Heka cy uneasu I,J npcrena A takBu na je [ -J C P,ana [ L P
nJ g P. To saaun na nocroju a € IN\Pube J\P. Ho,abeI-JC P, na
je (a+ P)(b+ P) =ab+ P = P. Kako je A/P oGuacr nenux, cieau na je
a+ P =P, unmu b+ P =P, ogaocuo a € P nnu b € P. OBa KOHTpAIUKIM]a
3aBpIIaBa TOKA3. O

Hepuuumuja 38 Vpean P < A je npoCcT YKONNKO UCNyHaBa HEKO O MPeTXOAHA
TPW eKBMBANIEHTHA CBOjCTBA.

I[Mpumernmo na, yrosuro je P mpocT umean, a ai,...,a, € A, onga u3s
ay--ay, € P cunemn na a; € P 3a wero i € {1,...,n} ( mwro ce 1ako mokasyje
MHIYKIXjOM IO 7).

Y OCHOBHOj IMIKOJW CMO HAYUYMJIMW O3 je IPUPOIAaH OPOj IPOCT YKOIUKO
HEMa APYTUX Jgenuiana ceM 1 u mera camor (0Bo Takobe Basku u 3a 6poj 1,
ayu ce OH He cMarpa npoctuM 6pojem). Ho, y mpousBosmuoj o6nacTu neaunx
pa3iuKyje ce mojaM IPOCTOr M HEPACTaBJBUBOL esneMeHTa. llomcermmo ce
na ca U(A) o3HauaBaMO CKYIl CBUX MHBEPTUOUIIHUX €JIEMEHATA Yy HIPCTEHY

A.

Hedpuaunuja 39 Heka je A o6nact yenux. Enement p € A\ (U(A) U{0}) je
e IIPOCT, YKONUKO 3a a,b € A Baxu: ako p | ab, onpa p | a, unu p | b;

e HEPACTABJbUB (ATOM) yKonuko 3a a,b € A Baxu: ako je p = ab, oHja je
acU(A), nin b e U(A).

Besa u3smeby mpocTtux m HepacTaBBUBUX €JIEMEHATa y MPOU3BOJFHOM
npcreHy mgarta je ciemehimM craBoM.

Cras 40 Heka je A pomeH. Taga je ceaku npocT enemeHT y A HepacTae/bue.

Ioxka3s. Ilpernocrasumo na je p mpoct u ga je p = ab. [Tocebuo TO 3HAUM
na p nenu npoussox ab. Kako je p mpoct, 10 p | a, niuu p | b. Hexa, na
npumep, p | a. To 3maum ma mocroju ¢ € A 3a xoju je a = pc. Kako je
p = ab, To je p=pcdb, tj. p(1 —¢b) =0, ma mopa Gutu 1 — cb = 0, momro je
A obGuact nenux. Ilakne, cb = 1, Te je emement b naBepTUOUIAH. O

Y OpOU3BOJLHOM OOMEHY, IIPOCTU U HEPACTABJLUBU E€IEMEHTU Ce pas-
aukyjy. Pazmorpumo caemehu mpumep.

15



IIpumep 41 Y npcreHy Z [\/—5] eNleMeHT 3 je HepacTaBJ/bMB, anu HWUje NpocCT.

IIpe cBera,
Z[V-5] = {p(vV=5) : p € Z[X]}.

Ho, Huje Temko yBeputu ce na u3 nepuHMNUje CIenn O je
Z[V-5]={a+bV/=5:a,be L}

YBepumo ce Hajupe na je 3 HepacrtaBsuB. lIpermocraBumo ma je 3 = uv.
YBemmmo osnaky N(z) := 2%, 3a z € Z [y/—5 | (mapasno na je N(z) kBagpat
MOIyJia KOMIUIEKCHOT ©poja z). JacHo je ma je N(z1z2) = N(z1)N(z2) 3a
cBe z1,%z2. Jobujamo ma je N(3) = N(u)N(v), omsocro 9 = N(u)N(v).
OBo je ¢arxropusanuja npupoiHor 6poja 9 y ckymy npuponHux Opojesa,
TO UMaMO ABe MoryhHOCTH:

1) jeman ox N(u), N(v) jemnak je 1, a apyrm 9;

2) N(u) = N(v) = 3.

1) IIpernocraBumo, ma upumep, na je N(u) = 1. Ykomuko je u =
a+by/=5, nodujamo na je 1 = N(u) = ut = (a+byv/=5)(a—by/—5) = a®+5b%.
C o63upom na a,b € Z, oo je moryhe jennuo axo jeb=0wu a € {—1,1}, Tj.
u € {—1,1}, Te cmemqu ma je u mEBepTUOUIaH (6ui0 6u MOGPO ma YMTAOLU
camm nOKaKy, 3a BexOy, ma je U (Z [v/—5]) = {—1,1} ropucrehn dpysxmujy
N).

2) MocTynamo Ha CIUYaH HAYUH. Y KOJIWKO je u = a + by/—5, mobujamo
na je 3 = N(u) = a® + 5b%. C obsupom na a,b € Z, mopa 6utu b = 0 u
nobujamo ma je 3 = a2, 3a mewo a € Z. OBo mapasuo Huje moryhe, Te
3aKbYUyjeMO 1a ce ciynaj 2) u He IOojaBibyje.

Iakae, u3 yumenule na je 3 = uv, nobujamMo ma je jemadH on Garropa
WHBEPTUOMIIAH, & TO 3aIPABO 3HAYM M j€ 3 HEPACTABJHUB.

Ocraje ma moraskeMO Oa 3 HHUje MPOCT. MMOCMATPAMO (AKTOPU3AIN]Y

opoja 9y Z [\/—5]:
9=(2+vV-5)(2—-Vv-5).
Kako je 9=3-3, o
3] (24+vV=5)(2—v-5).
[Torkaskumo na 3 He menn HUjeqaH o1 oBUX (axkTopa. V3 Te ummenune he
cIeUuTU Oa 3 HUje TPOCT.
Hera 3| (24 +/—5) (amamormo ce pasmarpa m apyru ciayuaj). lakme,
3a HEKU eJeMeHT u € Z [\/—5]:

3-u=2++v-b5.
I[Ipumenom ¢pynrnuje N nobujamo
9-N(u)=09.

Iobujamo ma je N(u) = 1, e je u € {-1,1}, 7j. 3 = 2+ /=5, uin
3 =—(24++/-5). OBa KoHTpaAUKIMja HAM TIOKa3yje na 3 He meau 2+ +/—5,
Tj. 3 3amMcTa HUje TPOCT. &

16



Hamomena 42 Ilpumernvo ma jemrakoct 3 -3 = (2 +1/=5)(2 — v/—5) maje
nBe pasauunTe paxropusanuje 0poja 9 y IpousBOI HEPACTABLUBUX. 10
je HemTo ca YumMe Cce HICMO CPesu y ciydajy nenux 6pojeBa. Bume hewmo
0 oBoMe pelm y HapegHuM IpenaBamuMa. &

Cunenehu craB je moMaao U OYEKUBAH.

Cras 43 EnemeHT je MpoCT ako 1 CaMoO ako je ufeas reHeprcaH TUM €/1IEMEHTOM
npocT mnpean.

Iloka3. Heka je p mpoct enemenT y npcreny A u (p) umean reHepucan TUM
esleMeHTOM. YKOJIUKO ab € (p), ouma je ab = pc 3a uerku ¢ € A, 1j. p | ab.
Kako je emement p npoct, 10 p | a, uiu p | b, ogaocHo, a € (p), nau b € (p),
Te 3aKbyUyjeMo ma je (p) mpocT muead.

O6patHO, mpernoctaBuMo ga je (p) mpoct uaean u Heka p | ab. To
3Haum ma ab € (p), Te caemu na a € (p), mau b € (p), OMHOCHO P | a, nau
p|o. O

IIpebumo cama Ha mojaM MaKCUMAJHOT UIEAJA.

Hepuuaumnuja 44 Vpgean M npcreHa A je makcumanaH, YKONMKO He MOCTOju
npean I npcreHa A 3a koju Baxu: M C I C A.

Ilakge, MAaKCUMaJIaH UOEaJl je IPABU MAEAJ 33 KOjU HE IIOCTOjU IPaBU
nuaea, pa3jadyumnT Ol Kera, KOjU r'a CaIp:KU Kao CBOj MOICKYII.

CraB 45 Heka je M npasu unpean npcreda A. Tapa je M makcvmanaH upean
ako u camo ako je A/M nosme.

ITokas. Ilpernocrasumo na je M marcumanan unean u a+ M # M. TpebGa
nokazatu na a + M wma waBep3 y upcreny A/M. Ilocmarpamo mumean
(a)+ M. Kako a ¢ M, To je M npasu nonckyn ox (a) + M. Ho, ¢ o63upom
na je M makcumanan uneas, mopa outu (a)+M = A. To 3maum ma mocroje
be Aum € M 3a xoje je ab+m = 1. Ilakne, ab—1 =m € M, na je
ab+ M =1+ M, te je b+ M Tpaskenu muBep3s esementa a + M € M.
O6parnao, npernocrasumo na je A/M nome. Heka je M npasu monckyn
uneana I. Iakne, nocroju a € I\ M. Crora je a+ M # M y KOTUIHIUKOM
npcreny A/M. Kako je 0Baj mIpCTEH MO NPETHOCTABIN NMOJLE, TO MOCTOJU
b€ M Tako nma je (a+M)(b+ M) =14+ M, omsocuo, ab—1 € M. Iakiue, 3a
Heko m € M Baxku: ab—1=m, 1j. 1 € ab— m. Kako u a u m npunanajy
uneany I, tou 1 € I, na mopa 6uru I = A. 3akmyuyjemo na je M 3awucra
MaKCcUMaJiaH ugeaa y A. O

Hanmomena 46 Buouvo ma m3 oBOr cTaBa ciaenud Oa jé CBAKM MaKCUMAJAH
uaeaJ yjeqHo U IPOCT UAEAJ, MOMTO Y MOJLY HeEMa IPaBUX Ae/IUTEeha HyJIe.

&

Besa m3mehy mepacTaBmuBUX eeMeHATA M MAKCUMAJHAX Uaeasia IaTa
je caemehum craBoM.
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CraB 47 EnemenT a € A je HepacTaB/bMB ako U CaMo ako je ufean {(a) Makcu-
ManaH y CKyny CBUX FfaBHUX ufaeana npcreHa A.

Hoxa3. Ilpermocrasumo na je a € A Hepacrasmbus u Heka je (a) C (b).
Tpeba ma moraskemo na je (a) = (b) umu (b) = A. Kako je {(a) C (b), To
a € (b), na mocroju ¢ € A tako ma je a = bc. Kako je a mepacraBmus,
To b € U(A), mnu ¢ € U(A). Yromuro b € U(A), onna je (b) = A, a aro
c € U(A), ouna je (a) = (b).

O6GpaTHO, IPETHOCTABUMO 12 je {a) MaKCUMaJaH y CKYIy CBUX [JIABHUAX
nneasa npcresa A. Heka je a = be m npernocrasumo ga ¢ € U(A). To
3Haun ga je a € (b), anu na b ¢ (a) (3amro?), tj. ma je (a) npaBy HOICKYI
uneana (b). Kako je (a) MakcuMajaH y CKymy CBUX [VIABHUX HIeaJia, TO
mopa 6utu (b) = A, Tj. moctoju ¢ € A Tako ma je bc = 1, Te 3armydyjemMo
na je b maBepTUOUIAH. O

Markcumasas ugeas y CBAKOM KOMYTATUBHOM IIPCTEHY Ca j€AUMHUIOM
nocroju. 3ampaBo, Basxku cieneha Tteopema, kojy mHehiemMo mokasmBaTu.

Teopema 48 Heka je I npasu nfean y KOMyTaTMBHOM NpCTeHy ca jeAnHuyom A.
Tapa nocToju makcumanaH ngean M 3a koju je I C M.

ITocebuO je 3aHMMIBUB CIydYaj IPCTEHA Yy KOjUMAa IMIOCTOJU TAYHO jeTaH MaK-
CUMAJIHU KIeal.

CraB 49 Y KOMyTaTMBHOM MPCTEHY Ca jeAVHMNLOM A NOCTOjM TauHO jefaH Makcu-
ManaH ufean ako 1 camo ako je A\ U(A) npean.

Ilokas. I[IpernocraBuMo na je IPCTEHY MOCTOjU TAYHO jefaH MaKCUMAaJaH
nneasn M. ITokazahemo ma je sanpaso M = A\ U(A). Ilpe cBera, Hujenan
exemeHT y M me mo:ke OuTm mHBepTHMOMIaH momTo je M mpaBu mmead
(maeas reHepucaH MHBEPTUOUIHUM €JIEMEHTOM jeNHAK je LeJIOM IIPCTEHY ).
Haxae, M C A\ U(A). Obparro, sexka je a € A\ U(A). Karxo a zuje us-
BepTUOMIAH, TO je uaeasn (a) IpaBU UAEAN, 1A je IO MPEeTXOIHO] TEOPEMU
cagpkKaH y HEKOM MakcuMasaHoM mpaeainy. Ho, kako je M jenuHm Makcu-
Mastad upead, o a € M. Hobumu cmo na je A\U(A) = M, na je A\U(A)
3aKCTa UIeadl.

O6parHo, HEKa y TpcTeHy A CBU HEMHBEPTUOMIIHYA €JIEMEHTY YMHE U IEAT
M. Jacuo je ma Taj mmeas mopa Outwm mMakcumaJsan. Hawmme, ako je M
npaBu nonackyn upeasa I y I mocroju Heru ememeHnT koju Huje y M. Taj
€JIEMEHT je HyKHO MHBepTuOmiaan (momro cy y M CBU HeMHBEPTUOWUIHN),
Te TeHepuIe eo npcren u caenu na je u I = A. Harae, M je makcumaaan
unean. IlpermoctaBumo ma je M’ Heku Ipyru MakcUMAaJaH UIEas U HEKA
je M # M’'. Kako je M' makcumanan to M’ ¢ M, ma mocToju eJeMeHT
x € M'\ M. Ho, To 3naum na je x maBepTubunan, na je M = A u M’
HUje IpaBU UIeaJI, a TO IPOTUBPEYM IPETIOCTABIY A2 jé OH MAaKCUMAaJIaH.
Sakrmyuyjemo na je M jemunu makcuMasian uneaa y A. O

Hepurumuja 50 KomyTtaTmeaH npcTeH ca jeiUHMLOM Y KOME NMOCTOjN TauHO jeAaH
MaKCMMasiHW naean Hasumea ce JIOKAJIHU TIPCTEH.

18



IIpmmep 51 Hera je p € N mpoct 6poj. Tagna je mpcren Z,) nepuumucan

ca: a
Lpy = {g :p{b}

JIOKAJIHN.

Tpeba camo noxka3aTy & HEMHBEPTUONIHY eJIEMEeHTH! unHe uneai. [Ipume-
a a

TUMO Ja § € U(.Z(p)) axko p{a. Hakne, § ¢ U(Zq,) axko p | a. Ho, To yn-

pPaBO 3HAYM Oa je CKYI CBUX HEMHBEPTUOUIHUX €JIEMEHATa Y OBOM IPCTEHY

CKyI CBUX YMHOKaKa Opoja p, Tj. mmeas T€HEePUCAH ca p. &

ITpumep 52 Heka je A 3amar ca:

a={s easeal

ITokazartu na je A KOMyTATUBHU OIPCTEH Ca jeJUHUIOM Y OITHOCY Ha MHOKEHE
u cabupame MATPUA U 1a je A mpuMep JIOKAJHOT IPCTEHA.

Huje temko nposeputy na je A KoMyTaTUBaH IPCTEH CA jeIUHUIIOM, KaO U
na je marpuna u3 [& ] € A uaseprubunna akko je a # 0. Iaxkie,

A\U(A):{[g 8] :be@}.

Ho,

(o oD =118 oo o :avee}={[0 o] avea}-ava

ﬂaK.He, HEEI/IHBepTI/I6I/I.HHI/I €JIEMCHTM YVHE I'VIaBHU M OcaJl T€HEpUCaH MaTpPU-

o [§ §]- &

dakTOopu3anuja; JIOKaJIM3anuja

IMoncerumo ce ma je obaact neaux (IOMEH) KOMyTATHUBAH IPCTEH Ca
jemmHUIOM y KOMe HeMa IPAaBUX NeJIWTesha HyJe, Tj. y KOjuMa BaKWU: 3a
ce a,b € Awuz ab=0 cnenu a =0, wiu b = 0. CBu npcrenu kojuma hemo
ce 6aBUTU y OBOj Jekuju bmhe momeHu.

Hepuuaunuja 53 [sa enementa a,b € A cy IPUIAPYKEHA YKONMKO MOCTOjU
enemeHt u € U(A) Takas Aa je a = ub.

JacHO je ma je mIpUAPYKEHOCT eJieMeHaTa jeqHa pesaluja €KBUBAJICH-

nuje. IlpumermMo ma ako je p HEpacTaB/HUB OHIA je TO U CBAKUA HHEMY
npuapyskeH enxeMenT. VlcTo TO BaxKu M 3a IPOCTE €JIEMEHTE y NOMEHY.
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Jepununrmuja 54 [omen A je fomeH 3a jeAHO3HAUHOM HAKTOPM3ALMjOM YKOJIMKO
3a ceaku enemeHt ns a € A\ (U(A) U {0}) nocToje HepacTaB/mbuBU €NEMEHTM
P1,-..,Dr TaKBM Ba je a = P1p2 - - Pr. OCKM TOra ako je 3a HepacTaBfbuBe efe-
MEHTa P;, q;:

Pip2 - Pr = 4192 (gs;

OHJa je T = S W MOCTOjM MepMyTaumja o € S, Tako Aa je 3a cBe i = 1,7 enemeHT
Di NTPUAPYXKEH ENEMEHTY ¢y (;)-

Hpyrum peuyrMa y OOMEHY Ca jeIHO3HAYHOM (AKTOPU3AIXjOM, CBAKU
eJIeMeHT MOKe Ce Ha jeAMHCTBEH HAYWH, N0 Ha IPUAPYKEHOCT M PENOCien
(axTOpa, IPUKA3aTU y OOJMKY IPOU3BOJA HEPACTABJLUBUX €JIEMEHATA.

CraB 55 [omen A je JoMeH ca jeAHO3HAUHOM (aKTOPM3aLMJOM aKKO Ce CBaku
enement a € A\ (U(A) U {0}) moxe nprkasatu y obnuky npoussofa npocTux
enemeHata. [locebHO, TO 3Haun Aa je CBaKW HEPACTAB/LUB €/IEMEHT MPOCT.

Iloka3. IlpernmocraBuMO na ce CBAaKM HEMHBEDPTUOWIAH, HEHYyJA €JIEMEHT
MOjKe NPUKA3aTH y OOJUKY IIPOM3BOJA MPOCTUX. Kako Cy IpocTU Hepac-
TaBJLUBU, IOTPEOHO je caMO NOKa3aTU Na je IPUKa3 y OOJIMKY IPOU3BOIA
jemuucTBeH (y ropeHaBeneHoM cMmuciay). JlokaxuMo Hajupe na je, y OBOM
CIy4ajy, CBAKA HEPACTABJLUB €JIEMEHT IPOCT.

Hexa je ¢ mepacrasmus enement. Ilo npermocraBnu, OH ce MOske HAIU-
caTtu y OONMKY NpOM3BONa NPOCTUX eJeMeHaTa: ¢ = pi---Dp, TOE Cy D;
npoctu. Ho, kako je ¢ mepacrtaBmuB, Mopa Outu r = 1, Tj. 1 cam ¢ je
IPOCT.

Iloka:xkmMO caja je IMHCTBEHOCT pa3Jjiarama y ODJIUKY MPOM3BOaa HePaC-
TaB/HUBUX eleMeHara. Heka je

pbip2 - -Pr = (1492 - - (gs,

Iloka3 uszBoanmo muayknujom no r. Ciayuaj r = 1 je tpuBujanan. IIper-
IOCTaBUMO Ja je y FOpH:0j jemHakocTu 7 > 1 um ma cy cy p;,q; Hepac-
raBmpuBU. IIpema mokazaHoMm, pj je mpoct, na mocrtoju j; € {1,...,s} Tako
na pi1 | gj,- Kako je ¢;, HepacTaBmus, nobujamMo na cy p1 ¥ ¢;, IPUIAPYKEHM,
Tj. ma mocroju u; € U(A) 3a xoju je ¢;, = u1p1. ['opmy jenmaxocT MoxeMO
MOMEJIUTHA Ca P U HOOUjaMO

p2...p7‘:ql2q3...qs’

rae je ¢h = @ou; U OH je Takohe HepacTaBbuB. VIHAYKTUBHA XUIOTE3a
3aBpIIaBa IOKAa3.

O6parno, mpernoctaBuMo na je A moMeH 3a jeqHO3HAUYHOM (aKTOpU-
sanujoMm. JLoBOJBHO je MOKA3aTw Ia je CBAKUA HEPACTABJLUB €JIeMEHT HPOCT.
Heka je p mepacrasmus u mexa p | ab. Tpeba nokazaru na p | a, uinm
p | b. Ilpernocrasumo ma p me meau wu a Hu b. Heka je a = p1---p,
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¢axTopm3anrja a Ha HepaCTaBJpUBE ejleMeHTe U b = ¢ - - - ¢; paxropusanmja
b ma mepacrasmuse. Tana je

ab=p1- - prq1---qs

¢darkropuzanuja ab Ha HepacraBpue. Kako p mesu ab, 1o je ab = pc 3a HEKO
c. I ¢ uma darropusanujy Ha HepACTABJ/PUBE €JIEMEHTE, Ma je ¢ = 2] - 2]
3a HEKe HepacTaB/bUBe Z21,..., 2. JlobujamMo ma je

PrecPrquccqs =Pz 2

rle Cy CBU P;,qj, 2k ¥ p HepacTaBbuBU. Kako je, mo npernocrasiu, A noMen
ca je IHO3HAYHOM (PAKTOPU3ALMjOM, TO je p IPUAPYKEH HEKOM OJ €JIeMeHaTa
u3 CcKyna {pi,...,Pr,q1,---,qs}. YKOIUKO je p IPUIAPYKEH eJeMeHTy p; (3a
HeKo i), mobujamMo ma p | a, a ako je p IPUAPY>KEH HEKOM ¢; OHma p | b.
Hawume, nako ce mokasyje ma Baxu cienehie: ako je p IPUAPY/KEH CJIEMEHTY
g u aro ¢ | ¢, ouma u p | ¢. OBuM je mOKa3 3aBpIIEH. O

3HaMO 1a je Z moMeH 3a jeqHo3HadvHoM (axTopu3sarmjoMm. Iloxazahemo
cana 1a je CBAKWU TJIABHOUIEAJCKU AOMEH yjeIHO U JOMEH Ca jeTHO3HAUYHOM
(haKTOPM3aALjOM.

CraB 56 [okasaTu fa y CBakOM rnaBHOMAEaNiCKOM [OMeHY 3a CBaka [Ba efe-
MeHTa MOCTOjW HUXOB HajBehn 3ajefHNYKN Aenunnay.

ITokas. Heka A jeman riaBHOMIEAJICKU OOMEH U a,b € A. Yoummo mueas
(a,b) renepucan exementuma a u b. Kako je y A cBaku mmeas riasHu, TO je
u (a,b) = (d), 3a wexu d € A. Iorasxkumo na je d jenan HajBehwu 3ajennuyru
nmenuian eireMeHnara a u b (Hajsehu 3ajenHuyku mesvian HYje jeJHO3HAYHO
onpebeH, aiam cy cBaka JnBa HajBella 3ajemHudkra meauona TPUADPYKEHU
jemam mpyrom).

Hajupe, a,b € (d). To 3maum ma mocroje ai,b; 3a roje je a = da; u
b=dby, 1j. d|aud|b, te d jecre 3ajenauuru menusan ox a u b.

Ipernocrasumo na dy | a u dy | b, Tj. na je di HEKM 3aje IHMYKM TEIUIIAL
on a u b. Tpeba norazatu na di | d. Kako dy | a u dy | b, To mocroje ay
u b Tako ma je a = dja; u b= dyby. C ob3upom zma d € {a,b), mocroje p,q
rakBu na je d = ap + bq. IHobujamo na je d = dya1p + di1biq = dy(a1p + b1q),
Te caenu na dp | d. O

3ampaBo je y OBOM CTaBy IOKa3aHO HE CAMO Ja CBaKa ABA €JIEMEHTA
a n b umajy vajBehwm 3ajemnunuru nemunan d, HO U Ja IOCTOje P U ¢ 3a
koje je d = ap + bq (BesyoBa pemanuja). V3 oBe pesmanuje ce, Ha CTaH-
mapaaH HauuH, usBoau cienehie csojcrBo: aro a | be m ako je NZD(a,b)
OpUAPY:KEH jeIUHUIM, OHAa a | ¢ (HapaBHO, yMeCTO & IUIIEMO Oa je
NZD(a,b) npunpysxen jemmuunuy, mucahemo na je NZD(a,b) = 1, nmajyhu
HA yMy IITa TO 3Hauu). Heka umTaorm OBO CaMu HOKAKY.
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Teopema 57 Csaku rnaBHOMAEaNCKMN AOMEH je U JOMEH Ca je[JHO3HaYHOM paKTopu-
3aLujoMm.

IToka3. Heka je A ranaBHommeaJsicku noMeH. JlOKaKUMO HAjupe Oa je CBaKu
HepacraBiue eneMmeHT y A mpoct. Heka je ¢ mepacrasmus u mHeka q | ab.
Ykonuko ¢ mHe memu a, mopa outu NZD(g,a) = 1. Hawmme, axo je d =
NZD(q,a), To 3Haum na je ¢ = dz 3a HEKO z. Kako je ¢ HepacTaB/bUB, MOPa
outu d € U(A), nim z € U(A). Ho, ako je z € U(A), onma u3 unmeHnne
na d|a cirenqu ga u ¢ | @, MTO NPOTUBPEYM HPETIOCTABLUUA. 3AKILYUYjEMO
na d € U(A), tj. NZD(g,a) = 1 (mornemajre panujy HAIOMEHY y 3arpaim).
Ho, Tazma m3 ropeHaBeneHOr CBOjCTBa cuaemu na ¢ | b, Te 3akmydyjemo ma
je q mpocrT.

Ila bucmo mokazanu ma je A moMeH ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3AIMjOM,
ocTaje caMo Ia moxaskeMo na ce caku eneMenT u3 A\ (U(A) U {0}) momxe
IprKaszaTy y OOJIMKY IIPOM3BOAA HEPACTABJPMBUX ejleMeHATa (BUIETU CTaB

55).

JTloka:kuMO Hajupe Ia CBAKU HENpasaH CKyN uueaja y A uma Makrcu-
MaJiaH eiqemeHT. [IpermocraBuMo ma TO Huje TAaKO M HEKA je 7 HEKW Hempa3aH
CKyIl MOeajia KOjU HE CAnp:Ku MakcuMasan eixemeHt. Hexka je Iy € T
npousBoban uxeas u3d Z. Kako ou Huje makcumasian y Z, To mocroju Iy € 7
3a koju je Iy C I. Ciumuno, mocroju u I3 € T takas na je Is C I3. 3ampaso
nobujaMo CTPUKTHO pacTyhu jgaHal uieaa

LclLhcl3C---

u3 Z. Yumja J = Ufil I; je mmeas KAO WmITO Ce JIAKO MOMKE IPOBEPUTHU
(mposepure!). Ho, ¢ o63upom na je A raasrommeasncku, to je J = (x) 3a
uexku ¢ € A. Kako je x € Uf; I;, To x € I;, 3a Hexu 9. Ho, onaBne ciemu na
je J=1;,, najeu l; =1I; 3acBet> i, Te OeCKOHAYAH CTPUKTHO pacTyhu
JaHAIl UAeaja M He IOCTOju. 3aKbydyjeMo Aa Y Z MOCTOju MAaKCUMAJIAH
€JIEMEHT.

IIpernocrasumo na y A\ (U(A)U{0}) nma enemenara koju Hemajy dax-
TOpUM3AIM]y HA HEPACTABJ/LMBE €JieMeHTe. YOUMMO CKyI muaeasa J 3amatT
ca:

J ={(a) : a € A\(U(A)U{0}) n a Hema ¢Parropusannjy Ha HEePACTABILUBE }.

IIpema ympaBo NOKa3aHOM pe3ynTary, y J MOCTOjU MAKCUMAJAH €JIEMEHT
(z). Kako x Hema ¢akTopusanujy Ha HepacTaBJ/bUBE, TO OH CaM HUje Hepac-
TaBJLUB, IIa IIOCTOje a, b TakBu na je © = ab, npu yemy a,b € A\ (U(A)U{0}).
Crora je (z) C (a) u (x) C (b) (3amT0?), ma a u b umajy paxropusauujy Ha
HepacraBmuse ((z) je MmakcuMmasan exement y J). Ho, ako cy Tto darrop-
usanuje a =py---pr U b=¢q1---qs, OHDA je T =ab =p1---prq1---qs jeaHa
paxTopusanmja T HA HEPACTABJLUBE, IMTO MPOTUBPEYN U300PY €JIEMEHTA T.
OBa KOHTpaIVKIUja 3aBPIIABa TOKA3. O
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Iarme, moMeH ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3ANNjOM Ce KaPaKTEePUIIe TIMe
[a ce y !heMy MPOCTU U HePACTABJHUBU €JIEMEHTU TOAYAAPa]y U Aa Ce CBAKU
HEHYyJIa, HEMHBEPTUOMIAH €JIEMEHT a4 MOKE MPEICTABUTU y OOJIUKY

a=upit---pp*, (1)

rae je u MHBepTUOUIAH €JIEMEHT W p; HEPACTABJLUBU, NPU YEMY 3a i # j

€JIEMEHTH p; ¥ pj HUCY LIPUAPYkeHHU, NOoK je a; € N. Ocum Tora, ako je
a=uvq" g,

rae je v WHBEPTUOWIAH, ¢; HEPACTABJLUBU U ¢;,(; HUCY IPUIPYHECHU 3a

i # j, onna je k = | u 3a Heky mepMmyTamujy o € Sp o; = [, 4 p; je

OPUAPY’KEH CIEMEHTY (g (j)-

Hanomena 58 Ywurasar ce MO Ia TUTa 3aIMTO CE MOjaB/byje MHBEPTUOU-
JIaH €JIEMEHT U Y IPEICTAB/LAY €JIEMEHTA ¢ Y ODJIMKY HPOU3BOJA, KAJA CE
TAKO HENTO HE IO0jaBJbyje y CcaMoj Ae(UHUIUU NOMEHA Ca jeTHO3HAYHOM
¢dakTopmzanujoM. Pa3zmor jexku y TOME IITO HEPACTaBJ/BUBU E€JIEMEHTU P;
HUCY MehyCOOHO TPUAPY/KEHN 1 OHIA je HEeONXOIHO M3ABOjUTU WHBEPTUOU-
smaH eseMeHT u. Ha npumep, esement —36 € Z ce MOKe 3aIUCATA Yy OOJIUKY
—36 = (—1)2232, unu y obnuky —36 = (—1)2%(—3)?, amu ce (—1) mMopa To-
jaBuTu y oBum samucuma. Ilpesentamuja —36 = 2(—2)3? me 3am0oBOMmaBA
YCIIOB Ma 328 PA3JINUNTEe UHIEKCE MPOCTU €JEeMEHTU HUCY NpUApPY:KeHu. <

[Ipebumo cana Ha BaskaH METOI JOKaNM3auuje KOjUM Ce O HATOT IOM-
€Ha Tpesa3W Ha HOBU JOMEH, a y KOMe Cy HEeKu n3abpaHu eJIeMeHTU U3
MOYETHOT MOOMEHa WHBEPpTUOMIHM y HOBOM moMmeny. llounmmo ciemehom
AeQUHATI]OM.

JHepunuunuja 59 Heka je A fomen n S C A\ {0}. 3a S kaxemo Aa je myaru-
JIMKATUBAH ako 1 € S n ako u3 s,t € S cnegn fa st € S.

IIpumep 60 Cnegehin noackynosu og A\ {0} cy myntunnvkatneHu:
1A\ {0}
2. {f™:n € N}, 3a ma koju enement f € A\ {0};

3. A\ P 3a ma koju npoct ugean P < A.

1. OBo je jacHuo.

2. Hoacerumo ce na 0 € N, ma 1 € S. Ocum Tora, Kako je f™f" = fmtn g
OPYTHU yCJOB j€ UCIYHEH.

3. Jacuo je na 1 € A\ P. Ocum Tora, ako a € P u b ¢ P, ouna u ab & P,
momto je P npocr upean (nojacuure cebu oBo!). &
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Heka je A momen m S Ma kKoju MyarumiukaTuBad moxackym on A. Ha
ckyny A x S medpuHMIEMO pesanujy ~ ca:

(a,s) ~ (b,t) L% 40 = sb.

oraxmrMo na je ~ jemHa pesanuja €KBUBAJICHIU]E.
Pednekcmeroct. OBO je jacHOo momrto je sa = sa, na je (a,s) ~ (a,s).

Cumetpuunoct. U oo je jacuo, jep u3 (a,s) ~ (b,t), cienu ma je ta = sb,
1j, sb =ta, a To yupaso 3uauu na je (b,t) ~ (a,s).

Tpansutusroct. Heka je (a,s) ~ (b,t) u (b,t) ~ (¢,r). To 3maun na je ta = sb
u rb = tc. Hobujamo na je

rta = rsb = stc.

Kako je A momen, To je ra = sc, na je (a,s) ~ (c,r).

Ca S7'A o3mauaBaMO CKyII CBUX KJIACa €KBUBAJEHIM]e, & Ca ¢ wmacy
exBuBaseHnuje exementa (a,s). Ilepunumemo omepamuje + u - Ha S~LA
ca:

a b ta+sb
sTET T
a b ab
ST

Kako je ckyn S myaruniaumkaTtuBas, TO 3a S,t € S u st € S, ma oBu 3anucu
uMajy cmumciaa. Tpeba jom ma mpoBepuMO Aa Cy OBe oOlepaluje mo0po
nedurHUCAHE.

Hexra je ¢ = ‘;—: u % = % To zampaso 3maum na je (a,s) ~ (a/,s)
(b,t) ~ (V/,t'). Tpeba mposeputu na je (ta + sb,st) ~ (t'a’ + s'V,s't’)
(ab, st) ~ (a'V’, s't"). Pauynamo:

n
n

s't' (ta + sb) = s't'ta + s't'sb = t'tsa’ + s'stb’ = st(t'a’ + s'b'),

na je 3aucra (ta+sb, st) ~ (t'a’ + 'V, s't"). Ha canuan sayus ce npoBepasa
u nobpa medUHUCAHOCT OIepaluje MHOKEHA.

Huje Temko mposeputu ma je cTpykrypa (S™!'A,+,:) jemam komyraru-
BaH OPCTEH ca jequuaunoM (ypamare TO 3a BexkOy: Og-14 = %, lg-14 = %)
OBaj npcTeH Ha3MBa ce nokanusauuvja gomeHa Ay ogHocy Ha MynTURNANKATUBAH
ckyn S. OCHOBHO CBOjCTBO JOKaJu3anuje naro je ciaenehum craBom.

CraB 61 Heka je A gomeH n S Hekn MynTUNNMKaTMBaH nofckyn of A.

a) Cai(a) = § 3apar je jenax moHomopdusam i: A — S—14,

6) Ako je B Mma Kkoju komyTaTueaH npcteH un f: A — B xomomop¢urzam Takas
ha 3a cee s € S Baxu: f(s) € U(B), oHAa NocToju TayHo jefiaH XOMOMOpPU3am

f:S'A— Bsakojuje foi=f.
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Jloxa3s.

a) Kako je i(a+b) = 4 =24+ b = j(a) +i(b) m i(ab) = L zi%, TO je
i 3ancra xomomop¢usam. Ho, a € Ker(i) ako u camo ako je § = 7, mTo je
€KBUBAJEHTHO ca a = 0, ma je ¢ MOHOMOp(U3aM.

6) Tpasenn xomoppusam f nepunmmenmo ca: f(%) = f(a)f(s)”'. Karo

je, 3a cBe s € S, f(s) unBepTubuian, oBa mepunuimja uMa cMmucaa. Oc-
TaBJ/bAMO YMTAOLMMA Jla IPOBEpPE Ia je 0BO 3aMCTa jenaH nobpo meduHUCaAH

xomoMop¢du3aMm u ma Baku: foi= f. O

Yronuko je S = A\ P 3a nexu npoct unean P, onna ce ymecto (A\P)~tA
gpahe mume: Ap. Baxu caemeha teopema.

Teopema 62 3a ceaku npocT ngean P < A, npcten Ap je noKanHW NpCTeH.

Iloka3. Ilokazahemo na je CKyn CBUX HEMHBEDPTUOUIIHUX €JIeMEHATa UIAEaJl.
Onpemumvo majupe U(Ap):

a a b 1

— € U(Ap) akro nmocroje be Aute A\ P tako na je — - T

S S
Hpyrum peunma, ¢ je umBepTuOunan axko nocroju b€ A u t ¢ P 3a koje
je ab=st. Yroauko a € P, ouna u st = ab € P, na kako je P npoct unea,
cinemu na s € P, wnu t € P, mto uHuje moryhe Ha ocHOBY mu3bopa s u t. A

3 S a
ykomuko a ¢ P, onna je 2 (€ Ap) unBeps enementa . [lakie,

Ap\U(Ap)z{%eAp:aep}.

YBepuMO ce na je OBO 3amucTa uneany Ap.

Heka cy z,y memuBeptubumanu enementu u3 Ap. To 3maum ma mocroje
eremenTu a,b € p u s,t ¢ P 3a xoje je x = T my = % Tana je x +y =
%—l—% = m:ts”, HO, Kako je P upmeau, ta + sb € P, na je 3aucra u eJIeMeHT
x + y HemuBepTuOunan. Ha camvan HaumH ce moka3yje ma ako x € Ap
HEMa WHBEP3 U aKO je z € Ap MpOM3BOJBAH, HU €JEMEHT ZX HeMa WHBEpP3.
Sakmyuyjemo na je Ap\U(Ap) 3aucra uneay, na je u upcrer Ap JOKaIHUA

MIPCTEH. O

3a kpaj mamomenumo ma, yromauko je S = A\ {0}, y npcreny S~!A je
CBAKM €JIEMEHT pAa3iMyuT O] HyJle MHBEPTUOMIAH, T€ je, Y OBOM CJIy4Yajy,
S~'A jemso mosme. OBO IOJE ce HA3MBA MOJbE PasfoMaka mOMeHa A u 03-
nauaBa ca (Q(A). Ha oBaj Hauun cMO HOKa3auu Oa Ce CBAKU JOMEH MOKE
YTOOUTH y HEKO HoJjbe. Kao mMTO BUIMMO, OBa je KOHCTPYKIHUja y MOT-
IyHOCTM AaHAJIOTHA KOHCTPYKIMjU PAlMOHAJHUX OpojeBa Kao pas3ioMaka
HAI 1eauM OpojeBUMA.
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IIpcren mosmHOMA

KoHcTpyKknmuja mpcTeHa moJimHOMA

Y kypcy Aunrebpe 1 6aBuiu CMO Ce U NPCTEHOM HOJUHOMA Ca j€IHOM
HeoapeheHOM HAaJ KOMYTATUBHUM MPCTEHOM Ca jJeAUHUIOM A, Tj. IPCTEHOM
A[X]. Tama je 6mio HaBENEHO Ha je TO CKyNI CBUX (DOPMAJHUX M3pasa
obmuka ag + a1 X +---+a, X", raoe je n > 0 npuponau 6poj, a a; eIeMeHTH
npcreHa A, a ma cy omepaluje OHaKBe KaKBe 3HAMO W3 CPeme IKoJe. Y3
nomarak na je ag+ a1 X + -+ a, X" =by + 01 X + -+ + b, X™ ako u camo
akKo je n =m u a; = b; 3a cBe 1.

Ho, cana sxenmMo ma TO mcnpaBuMO, Tj. [a HaMO CTBAPHY HePUHUIIM]Y
NpCTEeHA TOJIMHOMA, & Y3 TO U HEroBy KOHCTPYKIUjy. Y deMmy je mpobGiem?
[Iperxoana Hepopmanna medpununmja gocrta noaceha va nepuHUU]y CKyIa
KOMIUIEKCHIX OpoOjeBa M3 MIKOJIE KaO CKylla CBUX m3pa3a obsuka a+ bi, rme
cy a m b peamnu 6pojeBu, a i je ‘MMarmHapHa jeIMHUIA’, Tj. HOBU OpPOj 3a
KOjU BawkM i° = —1, a OHZa je peUeHo ma ce Omepanuje BpIIe Ha ‘yobudajen
nauue' y3uMajyhu y ob63up Ty ummenuny 3a 6poj ¢. Ho, Tama je umax
pedeHo ma ce TO MOoxke u mperu3uo ypamutu. [locmarpa ce ckyn R X R u
Ha HEMYy Ce Omepaluje 3a1ajy ca:

(a,b) + (¢,d) := (a4 ¢,b+d) (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).

ITorom ce mpumeru ma ce mapoBu obuuka (a,0) ‘moHamajy’ Kao peayHU
6pojesu, 1j. (a,0)+(b,0) = (a+b,0) u (a,0)-(b,0) = (ab,0), a na 3a enement
(0,1) Bazkm: (0,1)-(0,1) = (—1,0). ¥Y3 yumenuny na BaKU U je THAKOCT

(a,b) = (a,0) + (b,0)(0, 1),

KOHCTaTyje ce na ce maposu obunuka (a,0) MOry cMarparu 3a peayHe 6po-
jese, mok je map (0,1) Ta umaruuapHa jemuHuna u mobuja ce oHaj medop-
Maustam onrc. Mwu hemo Ha OBakaB HAYMH U MOKA3aTHU A3 HIPCTEH IOJIUHOMA
3a1cTa MOCTOjU.
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HaBenumo majnpe neduHUINMjy IPCTEHA MOJIUHOMA.

Hepuuumuja 63 Heka je A komyTaTuBHM npcTeH ca jeavHuuyom. lNop npcreHom
nonnHoMa Haf npcreHom A n HeofpeheHom X nofpasymMeBamMo CBakKy KOMYTaTUBHU
NpCTeH ca jeAuHUUOM B koju cafpXu Kao CBOj MOTMNPCTEH Ca jeAUMHULOM MPCTEH
A’ nzomopgan npcreHy A n enemeHt X TakaB Aa Ce CBaku enemeHT uz B Moxe
Ha jeJVHCTBEeH HaunH nNpeAcTaBuTU y obnuky ag + a1 X +---+a,X"3an>0wn
a; € A

OnO mTO Ce OomMax MOMKEMO 3alUTATH IIOCJe OBe neduHUIrje je na
X MOKE MOCTOjaTH BUIIE MPCTEHA MOJMHOMA HAJ MPCTEHOM A m Heompe-
bewmom X. Hapasmuo, oaroBop je moTBpAaH, aju CBU OHU Cy MeDhycoOHO
nzomopduu. Haume, Hexa cy B; n By TakBU IPCTEHU KOjU, PEIOM, CAIPKE
nornpcrene A} u A, msomopdue npcreny A u enemenre X; € B; Koju ce
masoze y nepununuju. [lomro cy A} u A}, uzomopduu nupcreny A, onu cy
n MehycobHO n3oMopdhHM, Kakae moctoju mzomopdusam f: A} — A,. Crora
MoxkeMo 3amatu F': By — Bs ca

F(ao + a1X1 + e+ anXin)Z = f(ao) —+ f(al)Xg + -+ f(an)Xg

C oBG3upom gna je f m3omopdusam, HUje TEMKO yBepuTu ce na je u F
unzomopousam (nposepure tol).

Jlakne, cBaka ABa IPCTEHA MOJMHOMAa HaX npcTeHoM A u Heoxpebhenom
X wmebycoGuo cy msomopdHa m MoxkeMO KopucTuTu o3Hary A[X] ma o3-
HAYUMO Owmyo Koju on mux. Ho, rope cMo moka3aiu nga Ccy CBaka [ABa
n3oMopHa axo nocmoje. A ma snm yommre mocrtoju Takas oGjerar? Cana
hemo ce y To yBepurm.

I[Ipumernmo na ce y cBakoM He(hOPMAJHO 33JaTOM HOJUHOMY ap+ a1 X +
-4+ a, X™ mojaBmyje KonauaH HU3 (ag,a1,...,d,) TIPU YEMY MOKEMO CMa-
Tpatu ma cy cse 1o enementu uz A. Ho, pasauuurumM mosuHOMUMA OArO-
Bapajy Hum30Bu pazmmunte ayxumae. Ca AN je mpupomso o3mAUUTH CKym
cBux HU30Ba (ap,ai,...) exemenara u3 A. Ho, Hac He 3aHMMA]Y CBU TAKBU
HU30BU, HO CaMO HU30BU Koju cy jemuaku 0 moueB ox Heror umana. Crora
IOCMaTPaMO CKYII

A¥: ={(ag,a1,az,...) € AN : (3n € N)(Vi > n)a; = 0}.

[MorpebHo je 3amatu u onepanuje Ha crkyny A“¥. Cabupame ce mako 3anaje:

(GOaalaQQa"')+(b05blab2a"'): :(a0+b0;a1+blya2+b27"')7
JIOK je MHOMKEH-€ HEIITO CIOXKECHU]e:
(ao,al,ag,...) . (bo,bl,bg,...): = (Co,cl,CQ,...),

Ccp: = Z aib;.

i+i=k

rae je 3a cBe k > 0:
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IMoraskumo na je (A“,+,-) jemaH OpPCTEH Ca jeIUHUIOM.
ITposepa acomujaTuBHOCTU cabupama je JaKa:

((p+Q) +T)n = (p+Q)n +rn = ((pn +Qn)) + 7
=@n+(@n+7m)=pn+(@+7)n =@+ (@+7))n-

Hemro je cnoskenuja mposepa AUCTPUOYTUBHOCTUA MHOKEHA Y OITHOCY
Ha cabupame:

(P-(@+m)a= > pila+r)i= > pilg;+7;)

i+j=n i+j=n
=Y pigit+ Y pir; =@ Dn+ @ .
i+j=n i+j=n

Hajcnoskenuja je mpoBepa aconujaTUBHOCTU MHOKEHA:

((p-q)-7)n = Z (p-q)sri = Z Z (pigj)rk

s+k=n st+k=nitj=s
= > pilgm)= >, i >, are= Y pilg-1)i= (0 (q:7)n
i+j+k=n i+t=n  jtk=t i+t=n

Bpmo nako ce mposepaBa ma cy m cabupame U MHOKEHE KOMYTATUBHE
onepanuje. Ca @ 3a a € A, o3HAYABAMO HU3 KOME je HYJITHU YaH jeJHakK a,
a cBu octayu jemuaru 0(= 04):

a:=(a,0,0,...).

Y3 unmenuny ga je 14 -p = p-1, 3a cBako p € A“, rme cMo ca 1y o3-
HAUWIM jenuHULy y npcreny A, mobujamo ma je 3amcra (AY,+,-) jemam
KOMYTATUBAH IPCTEH Ca jeIUHUIOM, Tae je 14w = 14.

Osnmaunmo ca X exement (0,1,0,...). Iakme, X je HuU3 enemeHara u3
A% TakaB ma je

Lk=1
X, — { ,
0, uaave.

Tana je

X = 3 Xin_{l,kzz

=k 0, urauve.

WNunyrnujom ce moske moburu ma je 3a n > 1

(X)) = {1,k=n

0, uaaue.
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IMoxcermmo ce ma cmo 3a a € A o3naunam ca @ #u3 (a,0,0,...). Tana je

a,k=n
@ X"p= > a(X"); =a(X") = 0
it , MHAYE.
Hakne, a- X" =(0,...,0,a,0,...), nae ce eJeMEHT a HAJIA3U HA MO3ULUJU N

(makae Ha n + loM MecTy, HOIITO MHIEKCH HOUunsby ca 0).

Caza MO¥KEMO BUIETU KaKO Ce MOYKEe M3PA3UTU MPOU3BOJLHU €JIEMEHT U3
A¥. Hawmwme, cBarku enement p € A¥ je obmura p = (ag,...,a,,0,...) 3a
vegu n > 0 u a; € A. Tana nobujamo

p:(a07"'7a‘n707"')
= (ao,0,...)+(0,a1,0,...) +---+(0,...,0,a,,0,...)
o+ o X+ +a, X"

Hapasmro, ymecto @; - X! mucamu cmo kpahe @;X°. Yroauko je
o+ @ X 4+ @ X" =bo + b X 4+ b X
OHJZIa je 3ampaBo
(ag,a1,--,an,0,...) = (bo,b1,--,bm,0,...),

Te cienu ma je n=m u a; = b; 3a cBe 1.
I[Tpumerumo na Baske caenehe jemmakocTu:

a+b=a+b a-b=a-b.

W3 oBux jeqHaxoCTy MOMKEMO 3akmyduTy na je ca f(a): = @ 3amar jenan
xomomop¢puzam npcrera f: A — AY, xkoju je ‘1-1’ m crora ycmocraBiba
n3omoppuszam mamehy A m merose ciauxe A’ = {@ : a € AY}. Ha ocuosy

cBera N00OKjeHOT MOKEMO 3aKIbyduTr qa A“ 3aucTa 3a10BObABA CBE YCIOBE
KOJU Ce 3aXTeBajy OJ IPCTEHA IOJMHOMa Hal IPCTeHOM A ca mHeompeheroMm
X. Twume cmMo mORa3aJu ma 3a CBAKM KOMYTATWBHU HPCTEH Ca j€IUHU-
nmom A samcra mocroju npcrer mosamHoMma A[X] Ham TuM mpcTeHOM M ca
neonpebenom X .

Mu hemo ce y mabeM yriIaBHOM OABUTH IPCTEHOM IIOJMHOMA HA,J HEKMM
nomweM. Ho, mehemo ce porycuparu camo Ha jenuy meonpebeny. Heka je
K sero nmome. Yronuko 3a A yamemo npcren K[X], onna umaMo u npcrex
A[Y], rme je Y moa meonpebhena. Taro ce m mobuja OPCTEH MOJMHOMA Ca
mee meonpeberne: K[X,Y]: = K[X][Y]. JacHo je ma pexyp3mjoM MOMKEMO
samaru npcrer K[Xq,...,X,] 3a ma roje n > 1.
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Eykmuncko nedpeme

Yromuko je 0 # a(X) =ap+ a1 X +--+a, X" € K[X]| n a, # 0, Tana
kazkeMo na je mommuoM a(X) cremena n u To numemo osako deg(a(X)) = n.
Kaxko je npousBoxn HeHysa eeMeHATA y N0y Takohe HEHyJIa €IEMEHT, aKO
cy mommeoMu a(X) m b(X) pasmmuuru ox 0, ouma je deg(a(X) - b(X)) =
deg(a(X)) + deg(b(X)). Ho, morommo je mmatu OBy jeIHAKOCT YaK U QKO je
jeman ox mommuoMma jemsak 0. Crora ysomumo na je deg(0): = —oo, npu
ueMy cMaTpamo ga je n+ (—o0o) = (—o0) +n = —o0 = (—00) + (—00). Osa
KOHBEHIIMja HaM MaJio ckpahyje 3ammc HEKUX pe3yJirara.

POpMyIUIIIMO OIMAX TEOPEMY O LEJLEeHY Ca OCTATKOM, Tj. 0 Eykiama-
CKOM HeJbembYy.

Teopema 64 Heka je K nome, a(X) € K[X], b(X) € K[X]\{0}. Tapa nocroje
1 jeanHcTBeHO cy ofpeheHn nonuuomu ¢(X),r(X) € K[X] 3a koje Baxu

a(X) = q(X)b(X) +r(X), deg(r(X)) < deg(b(X)).

JHoxa3. orkasxkumo Hajupe eraucrenujy monnsoma ¢(X) u r(X). IHokas
un3BoquMO uHAykimjoM o deg(a(X)).

Axo je deg(a(X)) < deg(b(X)), omma moxkemo yszerm ma je ¢(X) = 0 u
r(X)=a(X): a(X)=0-b(X)+ a(X) n deg(a(X)) < deg(b(X)).

IIpernocrasumo na n = deg(a(X)) > deg(b(X)) u ma je rBpheme Tauno
3a CBe MOJIMHOMeE CcTeneHa Mamer oqn. Tana je a(X) = a, X"+ - -+a1 X +ao,
abX)=0b,X"~+ -4+ 0 X + by, upu uemy je n > m. 3HAMO KAKO Cce
nememe m3Bomu: moperne ce ap X" u by, X" U OpBU YJIAH Y KOJIUYHUKY
je 3ampasBo %X"‘m. Xajme ma yBemeMo O3HaKe Koje he HaM KOPUCTUTU U
kacuuje. Bonehiu monom y monuuomy a(X) je a, X™ u TO 3anucyjeMo OBaKo:
LM(a(X)) = apX™, niu jow kpahe: LM(a) = a, X"™. Bonehu koepuuujent
je ap m 1o 3anucyjemo oBako: LC(a) = ay,. Cmuuno je LM(b) = b,, X™ u
LC(b) = b,,. Cana popmupamo uoBu monmuoM a1(X ), kpahe a;, ca:

LM (a)
ay: =a— .
LM ()
OBO ce MOKe 3aluCaTé U OBaKoO:
b
a — arg,

U TO HAM je TIpPBU OpuMep pedykyuje moaumHoMa. llogmHOM a pemykyjeMo
(cBOmMMO) Ha mOJIMHOM a1 moMONy moamHOMA b.

Y cBakoM ciay4dajy, KakKO CMO Ha OBaj HAUMWH eJUMUHUCAJIU Bomehu
MOHOM W13 TOJMHOMA a, mobujamo xa je deg(ai) < deg(a) m mpema MHIYK-
TUBHOj XUIIOTE3U, IOCTOje MOJMHOMU ¢ U 71 3a Koje je

a; =q1-b+ry, deg(ry) < deg(b).
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Tana je n
a=gq-b+r,

aKo je q = 2%((2; +q1, ar = r;. OBuUM CMO JOKA3ajJW €r3UCTEHIN]Y

TPpaXKEeHUX IIOJMHOMA.

,HOK&}KI/IMO caga jeﬂHHCTBeHOCT OBUX IIOJIMHOMA. HpeTHOCTaBHMO Ja
MOCTOj€ W TOJUHOMU G1,T1 3a KOj€ Basku
a=qb+ry, deg(ri) <deg(b).

Haxie
gb+7=qb+r,

na je
(@—q)b=r—r1.
Y®OMUKO je q # q1, Tj. ¢ — q1 # 0, mobujamo na je

deg(r —r1) = deg((q — q1)b) = deg(q — q1) + deg(b) = deg(b),
mTo je Hemoryhe jep je
deg(r — r1) < max{deg(r),deg(r1)} < deg(b).
3akmydyjeMo ma Mopa OUTH ¢ = ¢1, HO Tana CIenu Ia je W 1 = ri, YnuMe
CMO TOKA3aJU A2 CYy MOJUHOMU ¢ U T je IMHCTBEHO OIpAIDEHMU. U

Cueneha nocienuna je nobpo mo3Hara.

ITocnemuna 65 Heka je K nome n a(X) € K[X]\ {0}. Tapa y K nonuHom
a(X) vma Hajeuwe deg(a(X)) Hyna.

Iloka3. HajjemmocraBHuje je OBO MOKa3aTU WHIYKIVjOM IO CTEIEHY IOJI-
HOMa. 3a 0a3y MHAyKIUje je MOBOJLHO KOHCTATOBATHU I HEHYJA MOJIUHOM
crenena 0, makjie KOHCTAHTa PAa3JUYUTA O HyJe, HEMa HAPABHO HUjeIHY
HY Y.

[IpernocraBumo cTora ga je TBpheme TadyHO 3a CBE MOJIMHOME CTEIeHA
Mamer on n > 0 u Heka je a(X) monmHOM cremeHa n. YKOJIMKO OH HeMa
HyJa, HEMAMO LITa Oa OOKa3yjeMo. Y KOIuWKO je o € K jemma Hyna monm-
moma a(X), omma nomemumo mommaOoM a(X ) mommaoMom X — «. JloGujamo
na je

a(X)=q¢(X)(X —a)+r(X), deg(r(X))<deg(X —a)=1.
Hakne, r(X) =ry € K. Iobujamo:
= a(a) = q(a)(a — a) + g = ro.

IIpema Tome a(X) = ¢(X)(X — a). obuau cMO Pe3ynTaT KOjU 3aIpaBo
3HAMO jOII U3 Cpelme IIKOJe Kao 5e3yoB cTaB: HEKU eJIeMEeHT « je HyJsa
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nosnuaoMa a(X) akko u camo ako (X —a) | a(X) (masmusu unranan curypHoO
npumehyje ma cMO OBIe HOKa3aJM CaMoO jenaH CMep, ajld Ce NPYIU CMep
HAPABHO BPJIO JIAKO NOKasyje). Ykouuko je S € K myna noaumnoma a(X)
nodbujaMo ma je

q(a)(B —a) = 0.

C o63upom na je K mome, ciemn na je q(a) = 0 umm je § = a. Ilakue,
cBaka Hysa monuHoMa a(X) uiu je jemHaka o niau je Hyaa moanHoMa ¢(X).
Kako je deg(a(X)) = deg(q(X)) + 1, 1o MBAYKTUBHO] XUIOTE3M UMAMO A
nonuaoMm ¢(X) mMma HajBume n — 1 Hymy, ma crora u noaunoMm a(X) uma
HAjBUIIE N HYJIA. O

I[IpumernMo na je oBIe BeoMa BaKHO Oa y NPCTEHY KOe(pUIUjeHATa
[IOJIMHOMAa HeMa AeJUTesha HyJle, IITO je HAPDaBHO UCIYEEHO Y CIyYajy na
CY KOE(UIUjEHTHN Y TOJbY.

IIpumep 66 Heka je a(X) = X2+ 5X +6 € Z1o[X]. Osaj nonuHom, koju je
cteneHa 2 uma Gap Tpu Hyne: a(2) =4+ 10+6=10,a(3) =9+ 15+6 =0,
a(7) =49 + 35 + 6 = 0.

Hanomena 67 Hapasmo na oBze mmamMo cabupame y IpcTeny Zig U 1a je,
Ha mpumep 35 =1+ ---+ 1. &
—_——
35

Eykmmunos amropuram y npcrerny K[X|

Jedpuaunuja 68 Heka je K nome n a(X) n b(X) nonunomun nz K[X]\ {0}.
Hajsefin 3ajegHunukun fenunay osux nonuHoma je 6uno koju nonvHom d(X) €
K[X]\ {0} koju 3aposomasa cnegeha gsa ycnosa.

1) d(X) | a(X) v d(X) | b(X).

2) Axo je ¢(X) € K[X] Takae Aa ¢(X) | a(X) v ¢(X) | b(X), onpa ¢(X) | d(X).
Iakne, najpehu 3ajemHUukM menusal TOJIUHOMA HUje jeTUHCTBEHO OIpe-
Den, axo je d(X) majsehu 3ajemauuru nemunan u o € K\ {0}, onma je
u ad(X) majsehiu 3ajemuuuru memumaan. [la 6ucMo wmak uMaau jequH-
cTBeHOCT, Obupahemo 3a majBehu 3ajemHUYKN meaUIal MOHUYAH MOJUHOM.

Kopucrunhemo osnaky NZD(a(X),b(X)) 3a MOHMYAH MONMMHOM KOjU je HAj-
Behu 3ajemunurn nennnan nonmaoMa a(X) u b(X).

Cneneha snema je jemHocTaBHa U KOPUCHA.

JIema 69 Axko je a1(X) = ¢(X)az(X) + a3(X), onpa je NZD(a1(X),a2(X)) =
NZD(az2(X),a3(X)).

32



Jloka3. [JoBOJbHO je IOKa3aTu na je CKyI CBUX Aesniiana noiauHoma aq(X)
n az(X) jenHak ckymy cBux menuiana noaumaoMma as(X) u az(X) (3amro je
To nososHO?). Ho, To je jacuo: ako b(X) | a1(X) n b(X) | az(X), onma
b(X) | (a1(X) — ¢(X)az(X)), 1j. b(X) | ag(X). Cauuno, axo b(X) | az(X) u
b(X) | az(X), omna b(X) | (¢(X)az(X) + a3(X)), 7j. b(X) | a1 (X). O

HaBemmmo cama mobpo mosmatu EyrammoB agropuram 3a HATAKEHE

NZD(a(X),b(X)). O=n yjemno m mokasyje na 3a CBaka OBa HEHyJa MOJU-
HOMa HOCTOju HajBeNu 3ajeqHUYKN Oeaniiall.

(0) a(X) = q(X)b(X) + r(X), —o0 < deg(r(X)) < deg(b(X))
(1) b(X) = (X)r(X) +71(X), —oo < deg(ri(X)) < deg(r(X))
(2) r(X) = @(X)ri(X) +72(X),  —oo < deg(ry(X)) < deg(r(X))

(n—1) rn-3(X) = gn-1(X)rn—2(X)+rp-1(X), —o0 <deg(rn-1(X)) < deg(rn—2(X))
(n) rn—2(X) = gu(X)rn1(X)+r(X), —o0 <deg(rn(X)) < deg(rn-1(X))
(n+1) rn1(X) = gn1 (X)rn(X).
Haxkune, r,(X) je nocienmn HeHyIA OCTATAK. BUIIECTPYKOM MPUMEHOM
npeTxoaHe jJeme nobdbujamo

NZD(a(X), b(X)) = NZD(b(X), r(X)) = - -- = NZD(r, 1 (X), 74 (X)).

Ho, xako r,(X) | rpn—1(X), 3armyuyjemo ma je r,(X) majsehn 3ajemauuru
nemuiarn noaunsoma a(X) u b(X), Te je

1
LC(rn(X))
Perkocmo nma hemo Guparm MOHMYAH MIOJMHOM, T€ CE€ CTOra IMOjaBJbyje Ie-
meme Bonehum roedumujerrom nomuaoma 1, (X).

NZD(a(X),b(X)) = rn(X).

W3 maBenenux jeaHaKOCTU TOOMjaMO:
n(X) = rp—2(X) = gn(X)rn_1(X)
=1p—2(X) = u(X)(rn—3(X) = ¢n—1(X)rn—2(X))
= (=gn(X))rn—3(X) + (1 + ¢n(X)gn-1(X))rn—2(X).

sllemamemM” y3 Taj CUCTEM jeIHAKOCTU AOOMjaMO Ma MOCTOje TMOTUHOMU
u(X) m v1(X) raxsu ma je r,(X) = u1(X)a(X) + v1(X)b(X). Hememem
Bomehum koedunmjenrom nonuuroma 7, (X) nobujamo na mocroje u(X),v(X) €
K[X] rakBu ma je

NZD(a(X), b(X)) = u(X)a(X) + v(X)b(X). 2)

Nneanu ce y npcreny K[X], rne je K mosbe, Jako omucyjy.
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Teopema 70 Heka je K nome. Tafa je ceakn ugean y npcrery K[X| rnashu,
Tj. TEHEPUCaH je jeAHUM eJIEMEHTOM.

JHoxa3s. Hera je I<K[X]. Yroauxro je I = {0}, ou je renepucan eseMeHTOM
0 u Hemamo mTa ma mokasyjemo. Ilpermocrasumo na je I # {0}.

Ioxraxumo ga je I = (u(X)), raoe je u(X) MOHMYAH HONIMHOM HAjMAET
cremneHa Koju ce Hanasu y I. Y Ty cBpxy, Heka je a(X) € I\{0}. Eyrauncko
IesbeHmhe HAM Oaje

a(X) = q(X)u(X) +7r(X), deg(r(X)) < deg(u(X)).

Ho, Tanma je r(X) = a(X) — ¢(X)u(X) € I n ako r(X) ue 6u Ouio Hyna
TIOJIMHOM, IIOJIMHOM WT(X) 6y 610 MOHMYAH MTOJUHOM Mammer CTEleHa
oxn u(X), koju npunana nneany I, mro nporuspeunu uzbopy u(X). Crora
jer(X)=0mu u(X) | a(X). Ipema Tome, I C (u(X)), a kKako je TpuBujaIno
(u(X)) C 1, nobujamo na je zamcra I = (u(X)). O

IIpumep 71 Y npcreny Z[X] nocToju nAean Koju HWje rnasHu.

IMocmarpajmo muean I remepucan ca nmsa emementa 2 u X, I = (2,X)
(o3maka (S) osmauasa HajMamy uzneasa (KOjU yBEK IOCTOJU jep je mpecek
Ma KOje KOJIeKIHUje MIeasia Uaeas) KOjUu caup:ku CKyn S; y ciydajy na je
S ={z1,...,2,} mumemo (z1,...,x,), ymecro {({x1,...,2,})). Opaj unean
CUT'ypHO Huje raaBuu. Hawmme, mpermocTaBuMO Oa je

(2, X) = (a(X)),

3a mern noauaoM a(X). Kako je 2 € (a(X)), To mopa 6uru 2 = a(X) - b(X)
3a meku nomuaoM b(X). To 3maun na je a(X) komcranran nomuaom. Ho, u3
yumenune na X € (a(X)), cremu na a(X) | X, na mopa 6urn a(X) = 1, niun
a(X) = —1. To 6u 3naumio na je 1 = 2p(X) + X¢(X) 3a Heke monmHOME
p(X),q(X) € Z[X]. Ho, 3amenom 0 ymecro X mobujamo ma je tama 1 =
2p(0), Te 6u ciremmmo ma i € Z. 3akbydyjemMo 1a HABEICHU MICAT HUje

2
TJIaBHU. &

Y mpcreny ca Buine HeoqpeheHux, Yak 1 Kaaa Cy KOeQUIUjeHT! y MOJLY,
HUje cBakW uaeaJt raaBau. Hexa

fl(Xla'"1Xn)7"°7fk(X17"'7Xn)GK[XL"WX?J'
Tana je unean (f1,..., fr), renepucas noauHOMUMA f;:
(fi,o o fe)={arfi+- - +apfeai € K[Xy,..., Xp]}.

Npnean (X,Y)< K[X,Y] auje rnasan. Y CyIPOTHOM, IPETIOCTABAMO Na je
(X,)Y) = ( (X, )> 3a mexu nonuuoM a(X,Y). Kako je rama X € o(X,Y),
To je X = a(X,Y)b(X,Y) 3a merku nmonuuom b(X,Y) € K[X,Y]. Ho, o 6u

3HAYUJIO 14 je a(X, Y) IIOJIMHOM Pa3JIMYUT O HyJa IIOJUHOMA y KOME Ce He
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nojaBmyje Y. Ha canuam mauus ce nobuja ma ce He mojaBipyje uu X, Te je
a(X,Y) roucranran monuuoMm koju Huje 0. Ho, tana je To maBeprubuaan
eanement y npcrery K[X,Y], Te je (a(X,Y)) = K[X,Y].

Ono wro jecte TauHo je ma je cBaku mmeana y upcreny K[Xi,...,X,],
rae je K mome, KOHAUHO TeHEpUCAH, Tj. 3a cBaku uxean [ < K[Xq,..., X,],
nocroje fi,...,fr € I tako ma je I = (f1,...,fx). OBo hemo norasatu
HEIITO KacHUje, cana NemMo ce mo3abaBUTU MUTAmEM Kako ce oapehyje TeH-
epatop 3a (f1(X),..., k(X)) # {0} momro 3HAMO na oBaj mmean jecre
TeHEPUCAH jeTHUM eJIEMEHTOM. Y KOJIMKO je Mmehy mommuomMuma f; HEKM HyJIa
MOJIMHOM, Hera MOKeMO m3banmuTu 6e3 MmocJeanna u3 CKyla TeHePaTopa Te
hemo y mamem mpermocTaBUTH ma Cy CBU PA3IUYUTU O HYJIE.

ITojam majBeher 3ajeMHUUYKOr meaMOIa BUIIE O ABA IOJUHOMA Ie(IHM-
e ce Ha AHAJIOTHU HAYWH: TO je MOJIMHOM KOjU NeJV CBE BUX, a U NeJbUB
je CBakuMM IOJMHOMOM KOju ux menu. Hammmwure nedpununujy y ‘ayxy’
nebuHUNUje 3a OBA HOJIMHOMA. PasMmwmcianTe m 3amTO 3a KOHAYAH CKYI
nosnuaoma u3 K[X] mocroju muxos Hajsehn 3ajenanurn nenmiai.

CraB 72 Heka je K nome u f1(X),..., fr(X) € K[X]\ {0}. Taga je

(f(X), s fe(X)) = (NZD(f2(X), ..., fir(X)).

Joka3. Huje Temko nokazaty (mokaskure TO 3a BexkOy) na je

NZD(f1(X), ..+, fr—1(X), fr(X)) = NZD(NZD(f1(X), ..., fe—1(X)), fr(X)),

3a k > 2 u mpoussosHe nosnHome f;(X) € K[X]\ {0}. WM3 jemmaxkoctu
3akpyuyje ce na HajBehu 3ajeHUUKM Meaumiiall CBaKa ABA MOJIMHOMA
npuIaga uaeay Koju Tv mojauromu regepumnry. CTora ce MHAYKIjOM MOKE
OOKa3aTU Oa

NZD(f1(X), ..., fe-1(X), fe(X)) € {(f1(X),..., fe(X)).

Ho, raro NZD(f1(X),..., fi—1(X), fe(X)) | fi(X), 3a cse i, nobujamo na,
fi(X) € (NZD(f1(X), ..., fe(X))), 3a cBe i, mTO U 3aBpuIaBa TOKA3. O

Jenmo3nauHa ¢axkTopmu3anuja y IpcTeny
MOJIMHOMA

Y oBoM ozeby, IPCTEH A je IPCTEH Ca jeqHO3HAYHOM (PAKTOPU3AIN]OM.
I'naBum pesynrar y oBoMm meny Ouhe ciaenehia Teopema.

Teopema 73 Axo je A fomeH ca jeAHO3HaUHOM dakTopr3aumnjom, oHga je n A[X]
[IOMeH ca je[JHO3HaYHOM haKTOPU3aLMjOM.
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Ho, oBo nuje tako nako morazatu, bmhe HAM TOTPEOHN HEKM TPUIPEMHUA
pesyaratu. Y mamem hemo mome pasmomaka momena A, 1j. mpceren Q(A)
osnauasatu ca K. To je sampaso S7'A, 3a S = A\ {0}.

Hoxrasxkumo Hajupe caenehy memy.
JIema 74 Ako je p npocT enemeHT y A, onpa je (p) < A[X] npoct ngean.

IHoka3. Heomxommo je ma pasmukyjemo mmean pA nmpcrena A remepucan
ca p u unean pA[X] koju je mmean y npcreny A[X]. Osaj motomu maean
je ropenasenenu uzneain (p). Ilomro je p mpoct emement y A, onzma je,
0 paHujuM pesyiararuma, pA mpoct ummean y A u A/pA je momen. Mu
Tpeba ma nokaxemo aa je A[X]/p A x) aomen. Ileduammmmio npeciukraBame

p: A[X] — (A/p4)[X] ca:
olag+ar X+ +a,X") =g +u X+ +a, X",

rae ca @ O3HAYEH eJEeMEHT a + pA mpcreHa A/pA~ C ob3upom nma je mpec-
AUKABaWmE a — @ enuMopdusam (xomoMopduszam kKoju je ,Ha” mpcreHa A
Ha upcred A/pA), nako ce npoBepaBa zHa je ¢ Takobhe jenan enuMop@usam.
Ho, ap + a1 X + -+ + a, X" € Ker(p) axko je a; = 04,4 32 cBe i, Tj.
aKko p | a; 3a cse i. Ho, y ToMm cayuajy je a; = pb;, 3a Heke b;, ma je
agtar X+ 4+a, X" =plbp+b X +---+b,X"). Ho, oBo HAM TIOKa3yje na
je Ker(y) = pA[X], Te umamo uzomopduzam A[X]/pA[X] = (A/pa)[X]. Ho,
Kako je A/y A nometu, to je u (A/,A)[X] Tarobe momen, Te sarmydyjemo na
je pA[X] zamcra mpoct mgead. O

Hepuuunuja 75 3a nonnHom a(X) = ag + a1 X + -+ + ap X" € A[X] kaxemo
Aa je IPUMUTUBAH ykonuvko je NZD(ag,aq,...,a,) = 1.

Jlema 76 (Taycosa sema) Ako cy f,g € A[X]| npuMuTuBHK, oHfa je n f - g
NPUMUTUBAH.

Iloxa3. IloBOJLHO je HOKa3aTW Oa HE MOCTOjU IPOCT €JIEMEHT KOju e
CBaKU KOePUIMjeHT moamHoMa f-g. Y CYIPOTHOM, HEKA j€ p MPOCT €JIEMEHT
KOju menu cBaku koedunujent moaunaoMma f - g. To 3maum ma je omma

p(f-9)=0¢€ (Apa)X], (3)

rme je ¢ ropenaBenenu emumop¢msam. Ho, xaxo je f mpumwurwBan, oxza
p He MOKe Ia Ieau cBe merose koepunujente, Tj. p(f) # 0. W3 uctux
pasiora je ¢(g) # 0. Ho, xako je (A/,4)[X] momen, To je ¢(f)-¢(g) # 0, a

o(f-g9) =o(f) v(g). Jemnauuna naje KOHTPAIUKIM]y KOja 3aBpIIaBa
IIOKA3. O

JIema 77 Heka je f € K[X]\ {0}. Tapa:
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a) f=c(f)- fo, roe je fo € A[X] npumunTuean nonuHom, a ¢(f) € K je oape-
HeH go Ha nHeepTMBUNAH enemeHT 3 A.

6) c(f-9) =u-c(f)-clg), rhe je u € U(A).

Joka3. a) Heka je

rae a;,b; € A. Axro je d = boby - - by, ouma je jacuo ma df € A[X]. Kako
dgt € A, moxe ce nepunncaTy

¢ = NZD <d“°,d‘“,...,da”>.

bo" b by,
Tana je moaunoMm fo = %f € A[X]| upuMuUTHBAaH MOJIMHOM U MMAMO 14 je
[ = 5fo. IlokasxmMO jeIMHCTBEHOCT OBAKBOT TpeJICTaBbama. Heka je
f =cafi = cafs, vme cy c1,c0 € K, a fi, fo npuMuTUBHA. Y KOJIUKO je
— Pl . D2

a=o,c 2 onna u3

pPr, P2

—Jf1=—J2

q1 q2

MHOYKEIEM Ca 12 A00mjaMo

G201 f1 = qip2 f2.

Kako cy fi1 u fo nmpumuTuBHU mOIMHOMU, TO je ¢op; HajBehm 3ajenHUYKU
menuial KoepunurjeHaTa moganHoMa gap1 f1, a qipe Hajsehu 3aje narurm mesnunar
roedunujenara noanaoMa qips fo. C 063upoM ma cy 0BO je fHAKU TOIUHOMU,
3aKJLYUyjeMO ma Cy ¢op1 U G2 IPUIAPYKEHU eJleMeHTH npcrena A, Tj. moc-
roju u € U(A) Ttako ma je gap1 = uqipz, Te je % = u’q’—;, Tj. €1 = uco, 3a
uexn u € U(A).

6) Heka je f = c(f)fo u g = c(9)go, h = f-g = c(f-9)ho, fo,90,ho €
A[X] npumurusau noauunomu. Tana je f-g = c(f)e(g)fogo, e je fogo
npuMuTHBaH 1o [aycosoj nemu. Ilakie,

c(f)e(g) fogo = c(h)hq.
Ha ocrosy a) mo6ujamo aa je c(f - g) =u-c(f) - c(g), 3a mexu u € U(A). O

JIema 78 [poctu enementn y A[X] cy unm npoctu enementn y A unu npumu-
TneHM nonuHomu s A[X] koju cy Hepactaemuen y K[X].

Hoxa3. Hera je f € A[X] mpoct emement. Awo je degf = 0, omma je
f mpoct enement yv A. Axo je degf > 0, ouma f mopa Ouru mpumMuTH-
BaH moauHOM. Hamme, ako moctoju p koju je mpoct y A m kKoju nenu
cBe koedummjeHte moamHoMa f, omma je f = ag + a1 X + -+ + a, X" =
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plbo+ 01X +---4+0,X") u f He Ou GuO HEPACTABLUB, A TUME HU IPOCT.
ITocrasma ce nurame: Moxke au f Guru pacrasmus y K[X]|. Ykonuko 6u
TO OMIIO TAKO, Tj. YKOJMKO OU MOCTOjaJ HEKOHCTAHTHU IOJUHOMU § U I
Tako na je f = g-h, omma Ou, HA OCHOBY HPETXOIHE JEMe, BAKUIO na je
c(f) =u-c(g) - c(h), 3a mekn u € U(A). Kako je f npuMuTuBaH HOJIUHOM,
10 je ¢(f) =1 (mam je camo mHBepTubuian y A, mTo He Mema HUIITA) U
nmasu 6ucmo ma je ¢(g) - e(h) € U(A). Tana je

J=c(9)g0 - c(h)ho = c(g) - c(h) goho
—_——
cU(A)

u nobunu 6ucmo na je f pacrasius y A[X]| mro nporuspeun npeTnocraBuu
na je f upocr exement y A[X]|. Tume cmo nokasanu ma ako je f mpoct ese-
menT y A[X] Koju HUje KOHCTAHTA, OHIA jeé OH IPUMUTUBAH U HEPACTABJLUB
y K[X].

Ioraskumo cama u gpyru cMmep. Aro je f mpoct enement y A, oHma
u3 JeMme caemu na je on mpoct u y A[X]. IIpermocraBumo cana na
je f npummurusan momuuoMm y A[X]| roju je mepacrasmus y K[X]. TpebGa
nmokasatu na je on mpoct y A[X]. Ilpermocrasumo na f | g-h, 3a mexe g, h €
A[X]. Kaxo je f nepacrasmus y K[X], a 0BO jecTe IpCTeH ca je THO3HAUHOM
GaKTOPU3ANMJOM U Ty C€ MPOCTUA U HEPACTABILUBU €JIEMEHTU MOLYAapajy,
ouma f |gy K[X]|umu f | hy K[X]. Hera f | gy K[X]. Tana jeg=Fk-f 3a
nekn k € K[X]. Ha ocnosy neme [T7 umanmo na je c(g) = c(k)-c(f) - u, rae je
u € U(A). Kaxko je f npumurusan, To je ¢(f) = 1, na je c(k) = c(g)-u™t € A,
na je 3ampaso k € A[X| u f | gy A[X], Te je f npoct enement y A[X]. O

Cana Haj3al MOMKEMO NOKa3aTH TeopeMmy [73)

Ilora3 Teopeme 3HaMO nma je MOBOJLHO MOKA3ATH A Ce CBAKA €JIEMEHT
y AX]\ (U(A[X]) U {0}) moxe mpurasaru y o0IMKy HPOU3BOAA IPOCTHUX
enemenara. Hapasno, U(A[X])) = U(A). Moxemo mahu pacras ox f na
HepacraBspuse y K[X] 3a koju 3mamo ma mocroju: f = fi--- fr. Ho, fi =
c(fi)g; vme je ¢(f;) € K, a g; npuMuTtusHu (2 HAPABHO 14 Cy HEPACTABILUBU
y K[X] jep cy Taksu f;). Ilakue,

f=clfr) -c(fe)gr g

Kako cy ¢; npuvmurtusan y A[X| u mepacrasmusn y K[X], omma cy oHu
npoctu enementu y A[X]. Ho, u3z ropme jemnaxoctu caemu na c(f1) - - c(fx) €
A, a kako je A mpcren ca jemHo3HAYHOM (akTopumsanujom, moryhe je nahu
dy,...,d, xoju cy npoctu y A (a tume u npoctu y A[X]) Takse ma je
c(fr)-c(fr) = dy---d, e cmo Hajzan nobunu na je f = dy---drg1- gk
1 TO je TpaskeHa ¢arropusanuja ox f y OpOU3BOMA MIPOCTUX eJIeMEeHATA U3

A[X]. O

Kao mocnemuny oBe TeopeMe MMAMO UME-EHUIY Aa cy npcreHu Z[X],
Z[X,Y], Z|X,Y, Z] upcrenu ca jeqno3nayunoMm (paxropusanujoM. VlcTaxHumo
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jom ma cMO mOKasasu U Aa je NIPUMUTHUBAH HONMHOM y Z[X| HepacraBibus
y Z[X] akko je mepacrasius y Q[X]

IMpumerumo na axo je f € A[X], onma c(f) € A.

CraB 79 Heka je A npcreH ca jeaHosHauHoM ¢akTopusaumjom, K Heroso nosme
paznomaka u f,g € A[X]. Tapa je NZD(f,g9) = NZD(c(f),c(g)) - d, rhe je
d € A[X] npumuTtuehn nonuHom y A[X] koju je Hajsefin 3ajefiHnukM Jenvnay
nonuroma f n gy K[X].

Hoxka3s. IIpe csera, 3mamo ma je A[X] mpcren ca jeqHO3HAYHOM (AKTO-
pusammjoM, Te y mEMY CBaka OBa eJieMeHTa mMajy HajBehw 3ajemuuuku
nenunarn. Jloka:kuMO HAjIpe Ia je HaBeIeHU MOJJUHOM 3ajeTHUYKN TeIUIAIl
nosmmuOMa, f U g.

Karo d|f y K[X], a rana u NZD(c(f),c(g9)) - d|f v K[X] 1o je f =
NZD(c(f),c(g)) - d - q 3a mekn monuuoMm ¢ € K[X]. Hobujamo na je c(f) =
NZD(c(f), c(g))c(q)u, 3a veru u € U(A), momto je ¢(d) = 1, jep je d npu-
mutuaun mosuaoM. Ho, NZD(c(f),c(g)) | ¢(f), Te mosxkemo ma ckparumo
TM eseMeHTOM u3 A m nobujamo ma je c¢(q) € A, re ¢ € A[X] n naBenenu

nosnuaoMm nenu fy A[X]. Ha uctu HaumH ce mMOKa3yje ma OH HEIU U g y
AlX].

Heka je cana D € A[X] nonunom roju menu u f u g y A[X]. Tana je
f=Dq y AlX], re je ¢(f) = ¢(D)e(qr)v 3a mexn v € U(A). To s3maum na
e(D) | e(f) vy A, jep je c(g1)v € A. Tarobe, ¢(D) | ¢(g) vy A u nobujamo na
¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A. Aro ucrkopuctumo npukas D = ¢(D)Dy, rae je
dp npumuTuBan nonuHoM u uumenuny na D | d y K[X], jep je d mnajsehn
3ajenHuurn peiuiar osux mosnuHoMa y K[X], omma D | NZD(c(f),c(g))d
v K[X] n NZD(c(f),c(g))d = DQ y K[X]. Taza je NZD(c(f),c(g))c(d) =
¢(D)e(Q) - w, 3a mern w € U(A). Karo ¢(D) | NZD(c(f),c(g)) v A, To je
NZD(c(f),c(g9)) = e¢(D)a, 3a meru 1A u nobujamo ma je c¢(Q) = aw™ ! €
A. Crora je Q € K[X] nu D nenn naseneru nonuaoMm y A[X]. Crora on
ncnymaBa 00a yclIoBa 3a HajBehn 3ajeHMYKM IEIUIAL W TO 3aBPIIABA
IIOKa3 OBOT' CTaBA. O.

Yrosuro je A mpcTeH ca jeqHo3HavHOM (akTopusanujoMm, a K meroso
[OJhe PA3JoMakKa, OHZAA je MoJbe pasiaoMaka 3a npcteH A[X]|, 3anpaso IMOJLE
PALIMOHAJIHUX ®YHKIUJIA y o3mamu K (X), mato ca:

K(X) = {ZE‘Q La(X),b(X) € A[X],b(X) £ o} .

. X .
HapaBHo, oBIe je % KJIaCa €KBUBaJICHIU]EC U1

= akko je a(X)b(X) = a1 (X)b(X).
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Ipumernmo na je K(X) mcroBpemeno u mosse pasmoMara 3a npcerer K[X].
Hauwve, nasepTyjyhn cBe He-Hyna nosurome u3 A[X] Mu cMO MHBEpTOBAIU
U cBe He-HyJse eaeMeHTe u3 A u Tume nobumu u K.

IlokaskmMO Ha Kpajy OBOT Jejia U MO3HATU Aj3eHIITAjHOB KPUTEPUjyM
3a HepacTaBLUBOCT mosmEOMa n3 Z[X| y npcreny Q.

Cras 80 (Ajzenmrajuos kpurepujym) Ako je f = ag+a1 X+ +a, X" € [X]
TakaB Aa MnocTojun NpocT 6poj p 3a Koju BaXu:

Loplag,pla,....,p|an—1,p| an;
2. p*tao,
oHfa je f HepacTaBmue y Q[X]

Hoxa3s. Ilpermocrasumo na je f =g -h y Q[X], npu uemy je degg,degh <
deg f. Tama je c(f) = c(g)c(h)u, 3a wexn u € U(Z) = {£1}. Kaxko je
f € Z[X], To je c(g)c(h) € Z n nobujamo na je f = c(g)goc(h)ho = g1ho, upu
uemy je g1 = c¢(g)e(h)go € Z[X]. Harne, umanmo darropusamujy f = grhy u
y Z[X].

Uckopuctumo cama xomMoMoppur3aM U3 IOKa3a JeMe Axo ca @
03HAUMMO CJIUKy ejeMmenta a y Z/pZ[X], omna umamo na je f = @, X", a
Kako je f = gihi, oHzA je G, X" = Gih1, U3 Yera caeau na je g1 = ¢X*, a
hi = dX" . Ho, To 3Haun na je cBaku KOe(UIUjEHT MOIMHOMA §1 U fi, CEM
HajcTapujer, nesuB ca p. llocebHO cy m ci06OqHN YTaHOBU AEJPUBU Ca P,
ma je ag mesbuB ca p? mTO mpoTuBpeun npernoctasm. CTora 3aKbydyjeMo

na je f mepacrasmus y Q[X]. O

IIpumep 81 Heka je p mpoct 6poj. Ilokasatu ma je mommuoM a(X) =
XP=l 4 XP=2 4 ... X +1 € Z[X] wepactasmus y Q[X].

Jacuo je na je nomuroM (X ) HEPACTABILUB AKKO j& HEPACTABILUB MOJIUHOM
a(X +1). Hanme, aro 6u monunom a(X + 1) 6uo pacrasibus, oHxa 6u 6110
a(X +1) = b(X)ce(X), 3a nerke monuuome a(X) u b(X), HO U3 oBOra cienu
na je a(X) =b(X —1)e(X — 1) = a1 (X)b1(X). Kaxo je

(X —1)a(X) = X -1,

TO je
p—1
Xa(X+1)=(X+1)P 1= (pfk)xpk 1= <pfk)xpk
k=0 k=0
Crora je

a(X +1) = XP~1 4 pXP~2 4 @)XP—?’ - +p.
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Kako 3a cee 1 <k <p—1saxu nap| (}), ap’tpuptl, 1o je nomuuom
a(X + 1) HepacTaBmbuB N0 Aj3€HIITAJHOBOM KPUTEPUjYMY. &

3a MCIUTUBAmE HEPACTABBUBOCTY j& KOPMCHA M MPOBEPa N4 JIU IOJIH-
mom u3 A[X]| uma myny y K. EBo craBa Koju HaM y TOME IOMaKe.

CraB 82 Heka je f(X) = ap, X" + - + a1 X + a9 € A[X], roe je A npcreH
ca jegHosHauHoM dakTopmsaumjoM. Ykonuko cy b,c € A Takeu Aa je ¢ # 0,
NZD(b,c) =1w f(b/c) =0, onpa b | agp n ¢ | a,,. MNocebHo, ako je f(X) moHnuaH

MONMHOM, OHAA je CBaka Hyna Tor MofnHOMa Koja ce Hanasum y K sanpaso y A.

Hoxa3. Axo je f(b/c) =0, onna mmamo

b\" AN b
an | =] +an—1|- oo+ ar |- ) +ap=0.
c c c

MuoskemeM ca ¢ mobujamo

anb™ + ap_1b" e+ 4 a1+ apc” = 0.
Opnasne nobujamo xa b | agc”, a ¢ | a,b™. 3 yumenune na je NZD(b,c) =1
caemu na je u NZD(b,¢™) = 1, re, kKao u panuje, 3axmyuyjemo na b | ag. Ha

AHAJIOraH HAuuH nobujamo na ¢ | a,. Axo je f(X) MoHMuYan moauHOM, Tj.
aKo je a, = 1, ouna u3 c| a, caenn ga je ¢ € U(A), e je b/c € A. O

Komnuanuku IIPpCTEHM IIPCTEHA IIOJIMHOMA

3anoYyHUMO OBY JIEKIU]y jE€IHUM MPUMEDPOM.

ITpumep 83 [Mposeputu pa je ca:

rAe je i MaruHapHa jeguHuua, gebmuucad jefan xomomopduzam f: R[X] — Cu
NMPUMEHNTU Ha Taj Xomomopdmsam TeopeMy O M30MOPHU3MUMA NPCTeHa.

Huje Temro nposepuru na je f 3amcra xomomopdusam npcreHa. Heka cy

a(X),b(X) € RIX] u nera je ¢(X) = a(X)-b(X). Tazna je

a(i) = ap + a7 + asi® + -+ ami™,

=
2
>
=
I

F(B(X)) = b(i) = by + byi + boi® + - -+ + bpi"
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IpU YeMy CMO MPETHOCTABUIMA A je cremeH moimHoMa a(X) jenHak m, a
crenen nonuraoMa b(X) jennak n. Ho, 3HAMO KAKO Ce MHOMKE MOJMHOMU, T1a
jeza k=0,m+n:

¢k = agby + arbp—1 + - + apbo,

opu deMy je HapaBHO a; = 0 3a 4 > m, omsocHO b; =0, 3a j > n. Ho, Tana
je jacHO ma je 3aumcTa

Te je
fla(X)-b(X)) = f(a(X)) - f(b(X)).
Jom nakme ce mposepasa na je f(a(X)+b(X)) = f(a(X))+f(b(X)), a jacuo

jen ma je f(1) =1 (koHCTAHTAH MOJMMHOM MMa KOHCTAHTHY BPETHOCT).

Teopema o nzoMmopduamMrMa 3a OpcTeHe paje ciaemehu m3omopduzam:
R[X]/Ker(f) = Im(f).

N nertuduryjmo cianky m jearpo xomomopdusma f.

Ykouuko je a+ bi npoussosmau eaement u3 C, jacHo je xa je f(a+bX) =
a+ bi, na je f ,ma”. Ipernocrasumo na a(X) € Ker(f). To smaum ma je
a(i) = 0. Iarme, a(X) je monmmHOM ca peasHAM KOeQUIUMjeHTUMA Uuja je
jenHa HyJsia KOMIUIEKcan Opoj i. W3 cpenme mKOJIe HAM je MO3HATO Ia
je Tama m —i obaBe3HO HyJa Tor moamHoMa. Ho, a je Hyna mommHOMA
a(X) ako u camo ako X — a meau a(X) (oBo cmo Beh mmanu mpuauke na
ropuctumo). lobujamo ma n X —i nean a(X), ama na u X +¢ =X — (—1))
rakobe memm a(X). Tomummomm X — i m X 4+ ¢ cy ysajamMHO mpocTu, ma
3armyayjemo ma moauHoM X2 +1 = (X —i)(X +i) memu a(X). Ipema Tome,
axo a(X) € Ker(f), omna (X2 +1) | a(X). To ce Moxe 3amucaTét ¥ OBAKO:

a(X) € Ker(f) = a(X) € (X +1),

rze sapasro (X 2+1) o3HAYABA TJIABHM MIeAT TeHEPUCAH TTOTUHOMOM X 2+41.
Jacro je ma Basmu m obpatno. Hamme, axo a(X) € (X2 + 1), To 3naun na
je a(X) = ¢(X)(X? + 1) 3a mexn nonunom ¢(X), HO Tama je

fa(X)) = fe(X)(X? + 1)) = f(g(X)) f(X* +1) = q(i)(i* + 1) =0,

na a(X) € Ker(f). Bakmyuyjemo na je Ker(f) = (X?+1), Te Basku usomop-
duzam ]R[X]/<X2 +1y=C. &

Y pamuMo joir jenaH mpUMeD.

ITpumep 84 [okasatn fa je Q(v2) := {a + b2 : a,b € Q} jeaHo notnome
noma C. [NpumeHnTn Teopemy o nM3oMopdraMrMa 3a NpPCTEHE HAa XOMOMOPPU3aMm

f: Q[X] — Q(v2) pedunucan ca f(a(X)) = a(v/2).
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Jacwo je ma je pasiuka msa emementa u3 Q(v/2) taxobe y Q(v/2). IIpose-
PUMO TO 338 TPOU3BOLI.

(a+ bV2)(c+ dV2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2,

a kako cy ac + 2bd u ad + bc panuonasHu GpojeBU aKo Cy TO a,b,c,d, 3a-
kpyayjemo aa (a+bv2)(c+dv?2) € Q(v/2). Ila 6ucmo mokazasu xa je Q(v/2)
MOTIOJLE TOJha KOMIIJIEKCHUX OpojeBa, Tpeba jomr camo ma MpPOBEPUMO 1a
je mmBep3 cBakor me-myma exementa m3 Q(v/2) rakohe y Q(v/2). Ipmme-
MO ga je a + byv/2 = 0 ako u camo ako je a = b = 0. Hawmme, ykomamko
npermocTaBuMo a2 je b # 0, a a + bv/2 = 0, nobujamo ma je V2 = -7, ma
6u /2 6uo parmoHagaH GPOj, 4 3HAMO jOII U3 CPEIHE MKOJIE A TO HIje
cayuaj. Ilakte, ykomuko je a+by/2 # 0, To je (mapasno ma je u a—by/2 # 0
3a a,b € Q):

1 1 a—bv2 a—byv2 a —b
- ' \[: 2 \/;: 2 z T3 2\/56(@(\/5)'

a+bv/2 a+b/2 a—by2 a?—2b a? —2b a? —2b
Ha uctr Hauun Kao U y OPETXOAHOM NpUMEDPY, IpPOBepaBa ce na je f xo-
momop¢uzam. Ocum Tora, xaxo je f(a + bX) = a + by/2, Bumamo ma je f
sHa” . Horaxmvo ma je Ker(f) = (X2 —2).

Yromro a(X) € (X2 —2), 1o je a(X) = ¢(X)(X? — 2) 3a He&ku nosMHOM
q(X) € Q[X], na je

fla(X)) = f(a(X)(X? = 2)) = f(a(X))f(X? = 2) = a(V2)((V2)? —2) = 0.

Haxme, (X2 —2) C Ker(f). Ilorkamumo ma Bawu o6paTHa UMILITUKAIA]A.
Heka a(X) € Ker(f). To smaum na je a(v/2) =0, ma (X —v/2) | a(X). Ia
6ucmo norazamu ga (X2 — 2) | a(X), norpe6HO HaM je, a U JTOBOJBHO, A
nokasemo ga u (X ++v/2) | a(X), 1j. ma je a(—v2) = 0. Hexra je

a(X)=ao+a1X+a2X2+...+aan.
Kako je a(\/§) =0, To je
a0+al\/§+a2~2+a3.2\/§+.._+an(\/§)n:0.

IIpuponmno je makme pas3aBojuTu mapHe cTeneHe on X U HeNApHE CTEIeHe
on X. IlpermocraBumo, 360r je IHOCTABHOCTU O3HAKA, na je n = 2k (ako je
n Hemapas OpOj, TO momajeMo jour jenaH KOe(DUOUjEeHT KOjU je jeoHAK HyJiu
— TO He Mema HUIITa y MOJIMHOMY, caMo y 3amucy). lakime,

k k—1
Q(X) = Z agini + Z a2i+1X2i+1.
=0 i=0

IloBujamo na je
k ‘ k—1 ‘
0= a(\/i) = Zagﬂl + (Z a2i+121> \/5
i=0 1=0
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Kako cy as € Q, To mopa Gutu

k k—1
Z a2i2’ =0 n Z 0127;+121 =0.
=0 =0

Ho, omasne mobujamo ma je u

k k-1
Z ;2" — (Z a2i+12i> V2 =0,
i=0 i=0

a To ympaso 3maun na je a(—v2) =0 ((—v/2)% = 2%, a (—v/2)%*! = —27/2).
OsuM je 3appmen noka3s na je Ker(f) = (X?—2), Te nobujamo uzomoppuszam

QX]/(x2 — 2) = Q(V2). &

Hamomena 85 Morau cmo n kpahe mokasatu ma je Ker(f) C (X2 — 2).
Hawmme, ako je a(X) € Ker(f), nomemmvo a(X) ca X? — 2. Iobujamo na je
a(X) = q(X)(X?—-2)+r+sX, 3a wexu nonmuaom ¢(X) € Q[X] u parmmonanne
opojese r,s. Kako je a(\@) = 0, nobujamo ma je 7+ sv/2 = 0, a xaxo cy
r,s €Q, o jer=s5=0, 1j. a(X) € (X?—2). Ho, Huje n0me BUACTA U OHA]
LysKU NOKa3, Ia je 3aTO U IPE3eHTUPAH. o

Pamupema modspa

WM3zananu3upajmMo Majo mrTa CMO AOOWMIM y HPETXOTHMM IPUMEPUMA.
ITocmaTpajmo, ma ce Tako M3pa3uMo, ,,JJeBYy’ CTPaHy y JOOUjeHUM M30MOP-
¢usmuma. Bumumo ma ce y oba ciyuaja pamd O KOJIUYHUYKUM MIPCTEHY
NPCTEHa TOJMHOMA IO UIEAJy KOJjU je TeHEePUCAH jeTHUM HEePACTABJLUBUM
(max nomwem Q) mommuOMOM Apyror crenena. OCTaBUMO 3a caga IO CTPAHU
YUBEHUIY [a je HOJWHOM APYrOr CTENeHA M KOHIEHTPUIIMMO Ce Ha TO 1a
je oH HepacTaB/HUB. KOMIUUYHUYKYA TIPCTEH je ¥ 00a ciaydaja 3ampaBo MOJbe.
To, mapaBHO He MOxke Outm cayuajHo. Jlokazahemo cnemehy BaskHy Teo-
pemy. Ilpe masser umrama, IpPEnoOpyKa je Ja YMTAONU MOHOBE I'DAAUBO U3
Jluneapue anrebpe — mojaM BEKTOPCKOT IIPOCTOPA, JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTHU
BEKTOpAa, 0a3e M OUMEH3Mje BEKTOPCKOT IPOCTODA.

Teopema 86 Heka je F' nome n a(X) € F[X]\ {0} HepacTasmsus nonvHom.
a) E= F[X]/<a(X)> je nome.
6) Mome E cagpxun notnosse nsomoppHo nomy F.

)
B) Monunom a(X) nma Bap jeany Hyny y nomy E.
)

r) Ha ocHosy a) Moxemo cmatpaTtu ga je F' C E. Tapa ce E moxe Buietn u
Kao BEKTOPCKWM NMPOCTOp Haj nosbeMm F' 1 AnMeH3Mja Tor NpocTopa jefHaka je
cTeneHy nonuHoma a(X).
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Hoxa3. a) Kako je a(X) mepacrasmus, To je mmean I = (a(X)) marcu-
MaJIaH y CKyIy CBUX raasHux uzeasna. Ho, y npcreny F[X] je cBaku mnean
rnaBuu, Te je I makcumasian uneas. Crora je F moisse.

6) IHepunumunmo xomomopusam f: F — FE ca f(a) =a+1 3a a € F.
Jlako je mpoBepuT; na oOBO jecte jeman xomoMmopo¢wmsam. Karo cy je-
IIHU maeaau y ma KoM mosy {0} m meno mosme, TO 3akmbydyjeMo ma je
Ker(f) = {0} (jesrpo je yBek mmeas, aau HE MOKe OUTH jeTHAKO LEIOM
OJbY HOIITO CE€ NMPU XOMOMODPQU3MY jeIUHUIA CIWKA Y jeAUHULY, a He Yy
myiay). Hakae, xomoMmopuszam [ ycmocrasia uzomopduszam usmehy F u
ciuke on f, Koja je mormosse on E. Y namem mpentuduryjemo I u caury
f[F], pamu jemHOCTaBHMjer mMCama, Tako 1a heMo, u3aMehy 0CTaIor, yMecTo
a—+ 1, 3a a € F nucatu caMo a.

B) Younmo enemernr X + [ y E. Ossaunmo ra ca X. Yxrommko je
a(X)=ap+ a1 X+ 4+ a, X", nobujamo na je
a(X) = ag+ar X +as X+ - +a, X" = ag+ay (X +1)+ag(X+1)2 4+ —+a, (X +1)",
=(ao+a X +aX*+ - Fa, X" )+ =a(X)+1=1,
Te mobujamMo ma X samcra anysupa noiuaoM a(X).

r) Kako F canpsu notnome F’ mzomopduo ca F, 3ancra ca anrebapcke
Tauke MOXKeMO cMaTtpaTtu na je F C E. Y oBoM ciayydajy KakeMO W Oa
je mome E jemno PAUIUPEIE mossa F. HapaBuHo ma emnemente mosma E
MOKeMO cabuparu, aau, ¢ ob63upom na je F' C E, MOXeMO UX U MHOXKUTU
exemenTuMma u3 F'. Ha ocHOBY cBojcTaBa onepamnuja y mosy F mobujamo ma
je F 3aucra BekTOopcku npoctop Ham F. JluMeH3ujy TOr IpoCcTOpa 30BEMO U
CTEIEH PAUIMPEWA noma F Han F u o3navasamo ca [E : F|. Ham 3anarak
je ma moraskemo ga je [E: F] = dega(X). Horazahemo 3ampaso na je

M+0L,X+1,..., X" 41

jemna 6a3a npocropa E yronuko je nmomuuom a(X) crenena n.

{1+ I1,X +1,...,X"! + I} je remeparpuca. YoumMo Ma KOjU €JIEMEHT
p(X)+I€E. Tana je

p(X) = ¢(X)a(X) + r(X),
rge je r(X) =0, niun je degr(X) < dega(X) = n. Ilaxne,
r(X)=ro+mX+---+ Fpo1 X",

rae HapaBHO HEKW, Ma U CBU, KoedurnujeHtu r; € F mory Outu jemuaru 0.
Ho, Tana je

p(X) + 1= (q(X) + D(a(X) + 1) + (r(X) + 1),
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Te je
p(X)+T=ro(l+D)+r(X+1)+ - +r, (X" +1).
Saxmyayjemo ma 1+ 1,..., X" ! + I 3aucta remepumy E.
Jluneapua meszasucuocT. Heka je
col+D+a(X+D++eu (X" +1)=0+1,
3a Heke ¢; € F'. Tana je
(co+er X+ e X H)+T=1,

Te
cotaX -+ e X" el = (a(X)).

Ho, nonunom a(X) je crenena n 1 on Moske na mesaut noausHoMm co+cy X +-- -+
cn—1 X" ! jenuno ako je co+c1 X+ -4cn_1 X" ! =0. Ho, To yapaso 3uaun
maje cg=c =--=c,_1 =0, Te 3axmyayjemo na cy 1+ 1,..., X" 1+ 7T
3auCTa JUHEAPHO HE3aBUCHU. O

WckropucTumo ynpasBo IOKa3aHy TeOpeMy Ja KOHCTPYHUIIEMO IIOJbe on 4
eneMmenTa. [Ipumernmo na Z,4 jecte KOMyTaTVWBAaH IPCTEH, ajld HAPABHO Ia
Ia HUje moJbe MomTo v Zy Bazkm: 2-2 =0, a 2 # 0.

IIpumep 87 KoHcTpyucaTu nosbe, Koje MMa TauHo 4 enemMeHTa.

Kako oBo ussectu? Ilpe cera, mu 3umaMo ga je Zo moJbe U Oa UMa 2 ejie-
MeHTa. [IperxomHa TeopeMa HaM Kaske na ako HaheMo HepacTaBJLUB IOJU-
HoM a(X) € Zo[X], roju je cremerna n orga he Zy[X]/{(a(X)) Gurn nosme,
KOj€ je MCTOBPEMEHO BEKTOPCKU IMPOCTOD Hand Zo mumensuje n. llakme, To
IIOJbE je KAO0 BEKTOPCKM IPOCTOD Han Zp m3oMOopdHO ZI, Te mMma 2" ene-
MmenaTta. Hama je morpebHO mosbe ca 4 emeMmenrta, Tj. moTpebaH HaM je
HEPACTABJLUB TOJNMHOM 13 Zo[X| cremena 2. Takap MOIMHOM HADABHO HUjE
tremko mahu. To je momuuom a(X) = 1+ X + X2. Kako je To momunOM
IPYTOT CTENEHa, OH je HEPACTaBJLUB aKO M CAMO aKO HeMa HUjeIHy HYIY Yy
Zs, a xaro je a(0) =1 u a(l) = 1, To je 3aucra ucnymeno. Ilakiue, Hame
nosme Fy je mato ca

Fy =Ll XII X2+ X + 1)
Osmaunmo ca 7 erement X + (X2 + X + 1) y osom nomy. Jlobujamo na je

F4:{O71a7771+77}

Kako y momy Fy Bamm: n? = 1+1n (3amTo?), MOKEeMO HAMCATH U TabJIAIe
cabupama 1 MHOKEHA y TOM IIOJbY.

+| 0 1 n 147 o 1 n 147
0 0 1 i 1+n 0]0 0 0 0
1 1 0 1+7 Ui 110 1 n 1+mn
n n 1+mn 0 1 n|0 n 147 1
14+n|1+7n n 1 0 1+7(0 1+n 1 n
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Bpartumo ce monoBo Ha Teopemy. IIpermocraBuMoO na HaM je naT HEKU
nosnuaoM a(X) € F[X] rue je F rHero mospe. Taj monamHOM HapaBHO HE MOpa
uMaTu JuHeapHy ¢axropumsanujy Hazn nosmeMm F. IlocraBipa ce nurame: na
JIM TOCTOjU HEKO mosbe F Koje canpsxu nome F u y kome ce monuaoM a(X)
¢arropumie Ha aunHeapHe dakrope? To 3amcra jecTe TAYHO W HPETXOTHA
TeopeMa HaM IOKa3yje W OyT NOKa3a.

IMocnemuma 88 Heka je F nome u a(X) € F[X]. Tapa noctoju pawupewse E
noma Fy kome ce nonuHom a(X) dakTopuiue Ha nuHeapHe pakTope.

Joka3. JacHo je ma MOKeMO Ha IpeTnocTaBuMo aa je moaunoM a(X) mepac-
TABJBUB, MOMTO OKMCMO y CYIPOTHOM HEroBy (PAKTOPU3ANUUjY HOOUIN TAKO
mTo GMCMO HANLIU PaMpene Y KOMe CBU BeroBU (aKTOPU NUMA]jy JIMHEADHY
(dharTopuzanujy.

Ha ocmoBy moraszame Teopeme, moctoju mosbe E’, Koje je pammupeme
noma F, a 'y kome nomuuaom a(X) uma 6ap jenny Hyidy, Ha3oBUMO je . To
sHaun na y F'[X| Baku darropusamuja

a(X) = (X — a)b(X),

rae je b(X) € E'[X] u degb(X) =n—1. Yromuro cana b(X) pacraBumo Ha
HepacraBiuse ¢pakrope y F'[X], HA BUX MO¥KEMO NPUMEHUTHU MPETXOTHO
3aKmbyunBame. Tako Ipolec HACTaBHAMO CBe JOK He A0heMo 10 JuHeapHe
dbarTopuzanuje. JacHo je ma ce mpolec MOpa 3aBPUIUTU HOIMITO Y CBAKOM
Kopaky mobujaMo 6ap jemHy HOBY HyJy MOYETHOT TOJUHOMA, & OH HU Y
jEIHOM TIOJBY HE MOK€ UMATH BUIIE O 7 HYJA. O

Y mamem hemo pasmarparw Tako3BaHa OpOjeBHA MMOJbA, Tj. HEKA MOT-
noma ox C. IIprMernmo na cBaKO TaKBO IMOJbe ODABE3HO CAIPIKU KAO CBOjE
nornosse mosbe Q. Hajmame pamwmpeme mossa F y KOMe ce HAaTU MOJIUMHOM
n3 F[X] ¢arropume Ha nuHeapHe (PAKTOPE HA3UBA CE KOPEHCKO MOJSbE TOT
MIOJIMHOMA.

Y mperxomsowm je kopumhena ozraka Q[v/2]. Osme je Q HapaBHO moBE,
IOK je /2 elleMeHT Koju Huje y TOM moJpy. HberosmM , momaBamem” H0GH-
jaMo CTPYKTYypy, Koja je mospe. llozabaBumo ce MaJyio OMIITHUjUM pa3Ma-
TPAmEM.

Heka je B KOMyTATUBHU IPCTEH ca jemuHunoM, A meros morupcred (ca
jemmrunom Hapasuo) u b € B\ A. Kako onpeantn HajMamy NOTIPCTEH 01
B xoju canpsxu n A (kao monckym) u b kao exement? Ouursmenmuo je ma
TakaB IPCTEH MOPa Ja CAIDPKU U CBe CTEImeHe O b, Ka0 U CBe eJeMeHTe
obnuka ag+a1b+asb? + - +a,b™ roe a; € A. Ilakie, MoOpa I8 CAIPKUA CBE
exemente obauka p(b), rme p(X) € A[X]. Ho, To je 3anmpaBo u moBOJbHO,
Tj. TPaKEHU HAJMAWmU MOTIPCTEH je

Afb] = {p(b) : p(X) € A[X]}.
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Hawuwme, A[b], oBako medurucan, je 3amcrta nornpcrer on B (ounrienso je
na je A C Al u b € Afb]):

p(b),q(d) € Alp] = p(b) — q(b) = (p — q)(b) € AJb];
p(b),q(b) € Alb] = p(b)q(b) = (pq)(b) € A[b].

Yrouauro je F nornome on Cu o € C\F, onna ca Fa] o3HauaBaMo HajMamu
moTHpCTEH Koju canp:xu F u «, a ca F(a) HajMame mOTHOME KOje CaupKu
(ka0 cBoje mornose) F' u « (kao cBoj eaement). IlocTaBia ce npupomHO
mutame: kKana je Fla] = F(a)? IlpyruM peummMa, MHTEpECyje HAC y KOM je
cayuajy npcred Fla] mome. Huje temro mahiu jeman morpeban ycios 3a
To. Hawmme, kako je

Fla] = {p(a) : p(X) € F[X]},

& CBAaKU €JIEMEHT [I0Jba, KOJU je PA3INYUT OX HyJe MMa WHBED3, TO U eJie-
MeHT « € Fla] uma naBep3 y Fla], 1j. mocroju a(a) € F[X]| TakaB na je
a-ala) =1. Aro je a(X)=ap+ a1 X + -+ + a, X", To nobujamo na je

ana ™t 4+t a0 +apa—1=0,
1j. mocroju monuaoM p(X) € F[X]| Ttakas na je p(a) = 0.

Hepuaumuja 89 Heka je F' notnomne o C n a € C. Tapa je o anrebapcku Hafj
F' ykonuko noctoju nonunom p(X) € F[X] 3a koju je p(a) = 0.

Iakne, Bumenu cMo na je morpeban ycios ma mpcereH Fla] 6yme mome ma
je a amrebapcku nan F. Ho, To je u moBo/man ycioB.

Cras 90 Heka je F notnome of C n o € C. Tapa je Fla] nome ako 1 camo ako
je a anrebapckn Hag F.

Ilokas. Jemau cmep cmo Beh mokaszaau. OcrTajo je ma ce HmOKaske ma u3
uumeHune na je o anrebapcku Han F cnenu na je Fla] mome. Kako je «
asnrebapckn Han F, nocmarpajmo unean [ < F[X]| mepunucan ca:

I={a(X) € F[X]:a(a) =0}.
Huje remko nposeputu na je I saucra npean. Kako je cBaku nnean y F[X]
[JIABHU, TO IMOCTOJU MOHUYAH IOJUHOM (i (X) 3a koju je I = (1q).

IMpumerumo ma je moauHOM fi,(X) HepacTaBmuB. Y CYIPOTHOM, HEKA
je pa(X) = a(X)b(X) 3a nere HerorncrantHe noausome a(X),b(X) nz F[X].
Ho, rana je a(a)b(a) = po(a) =0, na caenu na je a(o) = 0 mam b(a) = 0.
Yromuro je mHup. a(a) = 0, nobuwmm 6ucmo na a(X) € I, te ce nobuja na
ta(X) | a(X), mro muje moryhe jep je a(X) mommnoM cremeHa Mamer of
crenena moauHoMa i (X). Cauuno ce nobuja u y caydajy na je b(a) = 0.

Capma, ka0 1 y paHUjUM IPUMEPUMA, HOCMATPaMO XOMOMOD(pr3am

[+ FIX] — Fla]
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nepuaucan ca f(p(X)) = p(a). Xomomopduszam [ je oumraenmo ,HA”, a
Ker(f) =1I. Crora nobujamo ma je

F[X]/, = Fla].

Ho, rako je po(X) mepacrasmus nmonuuom, F[X]/r je nome, na je u Fla]
Takohe moJne. O

[TpumeTnmo ma cMoO y OKBUPY [IOKa3a OBOT CTaBa mOOWIU U na je
[F(a) : F] = deg pa (X).

IMonuuOoM 1 (X) M3 OBOr cTaBa 30BE CE& M MUHWUMANHWU MONMHOM €JIEMEeHTa
a. Basy 3a F(a) manx F uume enementu 1,q,...,a" ! ykomuko je n =

deg po(X).
IIpumep 91 Heka je v = V2 + /3.
a) lMokasatu Aa je a anreBapcku Hag Q.
6) Hafiv Munumanum nonuHom 3a « Hag Q.

8) OapeanTn O%H)) y 06nuky p(a) 3a Hekn nonunom p(X) € Q[X].

a) Habumo mosumoM Koju enement o amymupa. Kaxo je a—+/2 = /3, To je

(a—v2)? = 3

a?-2a0V2+2 = 3
a?—-1 = 204\/5
(@®—12 = (2av2)?

at—=2a%41 = 8a?

a'—10a?4+1 = o.

6) IMokaskumo na je MUHMMAJIHU HOJUHOM EJIEMEHTa (¢ 3aUCTa MTOJIUHOM
X% —10X2 + 1. Osmaummo ra ca u(X). Jemmno Tpeba mokazaTu je oBaj
monuHOM HepacrtaBspus Han Q. Kako ce pagm o mOIMHOMY YETBPTOr CTe-
IleHa, YKOJIUKO je OH PACTaBJ/bUB, OH Ce PACTaBJ/bd WU Ha IPOU3BOJ IOJU-
HOMa IIPBOT CTeNeHa ¥ moJuHOMa Tpeher cremena, wiay Ha OTPOU3BOJ IBA
IIOJIMHOMA APYTOr CTEIEHA.

(X)) je mpomsBon mOIMHOMa TPBOT CTeneHa W moiaumHOoMa Tpeher crenema
man nomeM Q. To smaum ma pX) mva mynry y Q. Ho, ako mosmzoM

an X"+ +a X +ag

“Ma paloHAJHY Hyuny 7/s (rae je r/s HecKpaTuB pa3ioMak) OHIA T | ag U
s | a,. Kako je y mamem cayuajy a, = ag = 1, 1o je s = 1, a Kako je ap = 1,
TO 7 MOo:ke OmTm camo 1 muu —1. Ho, Hm 1 HM —1 HuCY HyJle TOJIMHOMA

(X).
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,u(X) je mpou3BOI mIBa MOJUHOMA APYTror cremena. Jlakie,
w(X) = (X2 +aX +b)(X?+cX +d)

(rako je u(X) MOHMYAH, MOKEMO NPETIOCTABUATH A& CY U TU IOJUHOMU
Monnunm). obujamo (u3jennavasameM oxrosapajyhnx roepunujeHara)

at+c = 0 (4)
b+ac+d = -10 (5)
ad+bc = 0 (6)
bd = 1 (7

"3 nobujaMo na je ¢ = —a. Tanma u3 @ ciremn na je a(d —b) = 0.
Pasmorpumo nBa ciyuaja.

a=0. Taga je u ¢ = 0 u mobujamo ma ce cucTeM CBOIU HA IBE j€THAYNHE

b+d = —10 (8)
bd = 1 (9)

s @ caemu na je d = 1/b (curypHo Hu b Hu d HUCY jemHAKM HyJHU).
3aMeHOM y u cpebuBameM NOOMjaMO KBaIPATHY jeTHAUNHY

b2 +10b+1=0.

Pemema oBe jemnaunse cy mara ca:

10+ /96

b2 5

ITo mpernocrasmu b € Q. Kako je v/96 = 41/6, nobunu 6ucmo na je v6 € Q.
OcrasmamMo ynTaonuMa Ia MOKaKy Aa OBO HUje Moryhe.

a # 0. Y oBom ciayuajy je b = d. U3 jemnauwnne mobujamMo ma je
be {1,—-1}. 3amenom y (ysumajyhu y o63up ma je ¢ = —a) mobujamo
ma je a®> = 12 unu o = 8. Ilo mpernoctasnu je a € Q ma 6u u3 a? = 12
cremuio ma V3 € Q, a u3 a® = 8 ma je V2 € Q. Kako um jenso Hu apyro
HUje TauyHO 3akbyuyjemo na je u(X) mepacraBsus.

B) 3a Halaxkeme %H MOYKEMO KOPUCTUTU METOX Heoapehenux koedunmje-
warta. Haume, 3samo ma mocroje a,b,c,d TakBu na je

=a+ba + ca’ + dod. (10)

a+3

ITorpebuo je ompemutu roeduuujente a,b,c,d. M3 (10]), muOkemEM 066
cTtpane ca « + 3, mobujamo

1= (a+3)(a+ba+ca’+da?). (11)
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Yaumajyhu y 063up ma je a* = 1002 — 1 u ma cy 1,a,0?,o® mureapo

HesaBucHu Han Q, mobujamo

3a —-d =1
a +3b = 0
b 43¢ +10d = 0
c +3d = 0
[IpenymramMo unTaonmMa ma pelre OBaj CUCTEM jeIHadnHA. &

Haxkmne, Bumenm cMo ma Cy O MOCEOHOT 3Hayaja 3a TEOPU]y PAIIUPEHA
OJba OHU €JIEMEHTU KOjU Cy ajredbapCKu Ha HaTUM IOJHEM.

Hepunumuja 92 3a pawuvperse E noma F' kaxemo Aa je anrebapcko palumperse
ako je ceaku enemeHT 3 E anrebapckm Hag F.

3a pamwupeme F noma I kakeMo na je KOHAUHO PAIIUPEHE YKOJIUKO je
FE Berkropcku mpoctop Han F, Koju je KOHAUHE OUMEH3U]eE.

CraB 93 Csako KOHauHO paliMperse je anrebapcko.

Ioxka3. Hexka je [E: F] =n. To 3nauu na je E n-IUMEH3MOHAIHU IPOCTOP
HaI mosbeM F'. Y3MuMO mpOuM3BOLHU eJIeMeHT « € F U MOoKakuMO 1a je OH
anrebapcku Han F. Kako je muMen3uja mpocTopa jemHaka n, TO jé CKYI O
n+ 1 Bekropa {1,a,...,a"} curypHo JuHEApPHO 3aBUCAH CKYI BEKTODA, Tj.
mnocroje ag,...,a, € F TakBu na je

apl + a1+ - + aa’™ =0,

HO, TO yupaBo 3Hauu 1a je p(a) =0, rae je p(X) =ap+ a1 X +-+-+a, X" €
F[X]. Hagne, enement « je aarebapckm Han F. O

Teopema 0 IPUMUTHUBHOM €JIEMEHTY U INPUMEPU

Hepunumuja 94 Heka je A komyTaTueHM npcTeH ca jeanHuuom. pcten A nma
KapakTepucTuky 1 > 0 YKONIMKO je n HajMatbi No3uTMBaH Gpoj 3a Koju je

nlp=144+---4+14=04.
| —

n

Ykonuko je k14 # 04, 3a cee k > 0 kaxemo fa je A kapaktepucTuke 0.

3a mosma unja je KapaKTepPUCTUKA HEKU MO3UTUBAH €0 OPOj KakeMo Ia Cy
II0Jba KOHAUYHE KapaKTEPUCTUKE.

Cras 95 Kapaktepuctuka ceakor nossa je unu 0 nnmn npoct 6poj.
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IToka3. Heka je K moJsbe KOHauUHEe KapaKTEepUCTUKE n. AKO n He Ou O6uo
npoct 6poj, 6uso 6u n = a- b, 3a Heke a,b > 1. Ho, Tana je

OA = nlA = (ab)lA = (alA)(blA).

Ho, kako y oy HEMa IPABUX JeJIUTeha HyJe (HOHOBUTE OCHOBHE CTBAPU
o mosuma u3 Asrebpe 1), cnenun na je aly = 04 unu bly = 04. Ho, rako
cy u a u b mo3uTuBHU OPOjeBU MaBmBU O N, TO IPOTUBPEYN UNHEHUIU I
je K kapakrepuctuke n. 3akK/LydyjeMo Ia n Mopa OuTy mpocTt 6poj. O

IIpumerumo na y momy xkapakrepucture 0 3a mesne 6pojeBe 7, s BaKU 1a
je 71y = sl ako u caMo ako je r = s (pasMucaUTe 3aIITO je OBO TAUO).
Tunnuan npumep nosmsa kapakrepucture 0 je mome (Q, a mossa KapaxTe-
pucTtuke p je noise Z,. Ho, HECY OBa m0Jpa CaMO THUIWYHU IPHUMEPH.

Cras 96 [losme je kapakTepucTurke 0 aKo 1M CaMO aKo CafpXU Kao CBOje MOTMNOsbE
nosbe nsomopgHo ca Q, Aok je nosbe KapakTepUCTUKe p ako WU CaMO akKo CaApXu
Kao CBOje MoTnosbe nosbe M3oMopdHO ca Zy,.

IToka3. Heka je K mose rapakrepucture 0. To 3maum na je nli # Ox 3a
cBe nosuTusHe nesue 6pojese n. Ocum Tora, 3a my, mg € Z u ny,ny € N\{0}
BAKI:

mi ma 1

= —2 ako u camo axo je (milg)(nilg) ™t = (molg)(nolg) ™ .
ny N9

Haunwme, % = %2 aKO M CaMoO akKo je ming = meoni. Ho, ¢ ob3upom na
je K moie KapaKTepUCTUKe HyJIa OBO je eKBUBAJEHTHO ca (ming)lyx =
(mani)lk, Te m ca (m1lk)(nalg) = (malk)(n1lk), WTO je KOHAUHO €KBU-
BasenTHo ca (mili)(nili) ™' = (molk)(nelk)™t. To smaun ma je f(2):=
(mlk)(nlg)~t mobpo 3amara pyrrmmja f: Q — K 3a Kojy ce Jako mpoBepu
na je jeman xomomopduszam. Ho, ¢ 063upom na je Q mosme, je3arpo oBOr X0-
momoppusma je {0} (jesrpo je yBer mmeas, a mOWTO Cy jeNUHU WIEAIN
y TOJbY TPUBMjAJHU, OBA] UAEAN je Hyja uueain), Te je [ maoMmopduszam
usmehy Q u cBoOje ciaumke Koja je TpakeHo moTmosbe ox K.

Cunyuaj KOHAUHE KapaKTePUCTUKE Ce HA CJINYAH HAYUWH MOKE O0paauTu.
Hexka je K mnose rapaxrepucture p. MorkemMo 3amaté XxoMOMOpP@U3aM
npcrena g: Z — K ca g(m) = mli (yBepure ce ma je 0BO 3amcTa XOMO-
mop¢pusam). C 063upom ma je kapakTepucTura mosba K jemmaka p, nobuja
ce ma je jesrpo OBOT' XOMOMODPG@U3Ma Haea] I'E€HEPUCAH IPOCTUM Opojem
p. Crora je Z/pZ M30MOP(HO CIUIU XOMOMOP(U3Ma ¢ IITO je U TPaKEHO
noTnose of K m30MOp(YHO NOBY Zy. O

Beh cmo ce ymosmanm ca pamwmpemuma obnumka F(a). Ho, axo § ¢
F(«), moske ce popmuparn u pammpere F(«a)(3), koje ce kpahe o3nauasa
ca F(a,B). Onmruje, nmamo u pamupewma F(ag,...,a,). Ho, Beoma je
3aHUMJBUB cieneliy pesyiTaT Koju HaM Kaske Oa y Caydajy ajrebapcrux
pamupema nosba Q cuTyanuja HEje TOIUKO KOMIIMKOBAHA KOJIMKO U3TJICIA.
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Teopema 97 (Teopema o npumMuTHBHOM enemeHTy) CBako KOHauHO pawwvpere F
noma F koje je kapakTepuctuke 0 je o6anka F(a), 3a Heko o € E.

Enement « je Taj nmpuMmuruBHU esiemMeHT pamupema F. OBy Teopemy
Hehemo mokasuBaTm.

[IpuveTnMO fa pamupene Hoba UMa UCTY KAPAKTEPUCTHUKY KaO U CAMO
mosbe (3ammTo je TO Tako?).

Jom nBa mpmmMmepa 3a Kpaj OBOT Iesa.

IIpumep 98 Hahivt npUMUTUBHU eneMeHT KOPEHCKOr Nofba nosiHoma X4 — X2 —

2 € Q[X].

Hpyrum peunma, tTpeba mahm KOpeHCKO mosme K maTor moJwHOMA U ejie-
merT « € K 3a koju je K = Q(a). Parkropummmo Ham moavHoM Hazx Q
METOJOM KOMILJIETUPAkhA KBaIpaTa:

=(X2—;—‘;’) <X2—3+2):(X2—2)(X2+1):

= (X = V2)(X + V2)(X —i)(X +1),

rme je ¢ HApABHO MMAarvHapHa jenwHuna. [lakme, xopeHcko mosme K je
nmome K = Q(v/2,i). Mu tpeba na mabemo o 3a xoje je Q(v/2,i) = Q(a).
[MokymajMo ha DOKAKEMO Oa Ce 3a (v MOMKE Y3eTH eIeMeHT a = /2 + i.
Jacuo je ma je Q(a) C Q(v/2,i). O6parHa wHKIy3Wja je HETPUBUjaATHA.
HapaBszo, m0BOBHO je ma mokasemo ma HHp. v2 € Q(a), momTo u3 Tora
Henocpenno caenu na u i € Q(a), a TuMe U TpaxKeHo. JemTHAKOCT

a=v2+ 7,
,amomuranmo” Ha Tpehwu cremen. lobujamo
o =2V24+6i —3vV2 —i=—V2+5 =52 +1i) - 6V2

Iakae,
a® — ba = 6v/2,
na je

V2= é(oz3 —5a) € Q(a).

ITpumep 99 Heka je K kopeHcko nose nonuHoma X4 — 24X2 + 4 € Q[X].
a) MokasaTu ga je K = Q(v/5, /7).
6) Oapeantn « € C Tako fAa je K = Q(«).
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I[TocTynumo ka0 y IpeTxXomaHOM MPUMEDY.
X*—24X% 44 = (X2 12)% — 144 + 4
12)% — 140
X? - 12)? — (2v/35)?
X2 —12 - 2v/35) (X% — 12 + 2V/35)
X% — (12 +2V/35)(X? — (12 — 2V/35),
Te mobujamo X4 — 24X2 +4 = (X — V12 + 2v/35)(X + V12 + 2v/35)(X —

12 — 2v/35)(X + V12 — 24/35). IIpema Tome, mobujamo na je
K=Q <\/12+ 2v/ 35, \/12 — 2\/35) .
Jeman caBeT: yBek kama nobujere oBaKaB pe3yaTAT, HUjE JOIIE TOMHOKUATYA

OBa IBa KOpEeHa M BuneTu mra ce noduja. Ilpumenumo Taj caBer y oBOM
cIy4ajy.

= (X
(
(
(

\/12+2\/35- \/12—2\/3 = V144 =140 = V4 = 2.
Jlakse, MOKEMO 12 3aK/byUnIMO 13, aKo je a = /12 4+ 2v/35, a f = /12 — 2v/35

oHIA je a- =2, ma je = % € Q(a). Barmyuyjemo ma je K = Q(a). Tano
CMO HAIIM OIPUMUTHUBHU €JIEeMEHT U YPAIUIN OHO MITO je TPaskeHO mof 0)!

Hpyru caBer: Kama mMaTe KOpeH momyT oBora: \/ 12 + 2\/%, IIPOBEPUTE
oa MOskma He MoskeTe ma ra ,upemnosuare”’. Illra To 3mauu? Y oBOM
caydajy, TIOjaBibyje ce KOpeH m3 6poja obauka p + qy/s Tae cy p, q, s meau
6pojesu. Ila snu je Moxkma Taj KOpeH 30up (Wi pasavka) OBa KOPEHA U3
Herux 1esux 6pojesa? Kako je 35 = 5.7, namehie ce na uszpauyHaMo KOJIUKO

je (\/g—i—ﬁ)Q ITo6ujamo
(V5 + VT2 =542V35 +7 =12+ 2V35,

Tj. Gam omo mTo mMamo. Jlakme, a = /5 + /7 (mpumerummo ma je 3
VT - \/5), Te je K = Q(\/5+ \ﬁ) Mu Tpeba ma mokazkemo ga je K =
Q (\/5, \ﬁ) To Huje Temko, mocrynuheMo Kao y IPETXOAHOM IPUMEDPY.

a = VE+VT
o = 554+ 15VT7+21VE+ VT
a® = 2654227

20 = 22v5+22V7
a®—22a = 45
3 _99
VB = L2 e Qua)

4
VT = a-5

3

VT o= 260‘% € Q(a).
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Hapasuo, morau cmo 1o ma ypamumo u apyrauuje. [lomro cmo Beh mpe-
nosuamu na je 3 =7 — /5, onga camo Tpeba morazaTu Ha je

Q(VB+ VT VT - V5) =@ (V5,v7),

a TO je HapaBHO BPJIO j€THOCTABHO. &

BI/IHIeCprRe HYyJI€e IIOJIMHOMAa

Kao mro cMo Buznenn, 3a ceaku nonuuoM f(X) € F[X] mocroju pamupeme
E nmoma I’y xoMme ce oH MoOxke (pakTopucaTtu y aumHeapHe (paxrope. Ho, na
au ¢y T pakropu pazamuuru? pyrum peumMa, na gu noausHoM f(X) y
HEKOM pamupemny uma pumectpyke myie? Cana hemo ce mosabasuty Tum
OUATAHEM.

Hepunaunuja 100 MonuHom f € E[X] uma geocTpyky Hyny a € E ykonvko
(X —a)?| f(X). Ha aHanorHu HauuH ce feduHuLIE U NojaM N-TOCTPyKe Hyne 3a
Ma Koje n > 2.

IIpe cBera, u3Boq moIMHOMA Ce MOKe GOPMAIHO AeUHUCATH, 0€3 MKAKBOT
CPAHUYHOI IpoLeca ¥ 3a HOJMHOME HaJ| IPOU3BOJLHUM MOJbUMa (Ia U KO-
MyTATHUBHUM NPCTEHNMMA Ca jeArHUIOM) Ha ciaenehn mauwns.

Hepunannuja 101 Heka je f(X) =ag+ a1 X + -+ a, X" € F[X]. Taga ce
13BOA NONNHOMA feduHuLLEe ca:

fI(X): =ay+2aX + -+ +na, X" L.

Mo:ke ce mposepuTy na Cy yobudajeHa TpAaBUIa 34 W3BOAE U OBIE WC-
nymena. Ha npumep, Jlajorunoso npasuno: (fg) = f'g+ f¢', a Basku u
cnenehie: (X —a)®) =n(X —a)**. Hobpo 6u Gmo ma ce y TO Yurasar
caM yBepu.

JlokaskMMO HaAjIpe OCHOBHU CTAaB.

Cras 102 [Monunom f € F[X] uma AocTpyky Hyny o € F akko f(a) = f'(a) =
0.

Iloka3. =—: IIpernocraBumo na je « OBOCTPYyKa HyJa mojunoma f. Tana
je f(X) = (X —a)?g(X) 3a mexu nosuuom g(X) € F[X]. Hobujamo na je

F1(X) = 2(X — a)g(X) + (X — a)*¢'(X),
u3 yera caemu na je u f'(a) = 0.

<: IIpernocrasumo na je f(a) = f'(a) = 0. Ilomenumo eyrauacku
f(X) momamomom (X — «)?. IHobujamo

f(X)=(X —a)?¢(X) +a+bX,

99



3a Heke a,b € F. Tana je
F1(X) =2(X —a)*q(X) + (X — a)*¢'(X) + b,

Te je
fla) =a+ ba, f(a) =b.

Crora je 0 = a+ba u 0 = b, ma nobujamo na jea=>b=0Te (X —a)? | f(X)
MTO Ce U TPAKUIO. O

Huje Temko moka3aTu HU TeHEpaJM3alujy OBOT CTABa: IMOJWHOM UMAa
N-TOCTPYKY HYJTy o ako u camo ako je f(a) = f'(a) =---= f*"D(a) = 0.

CraB 103 Heka je f(X) € F[X]. TaBa f uMa BUWECTPYKY HyNy Yy HEKOM
pawwuperby E noma F' ako n camo je NZD(f(X), f(X)) # 1.

JHoxa3z. —: IIpernocraBumo na moctoju pammpeme F noma F u exement
a € F takas ga je f(a) = f'(a) =0 (Bunern nperxonsu cras). Y KOIUKO 01
Baskuio ma je NZD(f(X), f'(X)) = 1, onma 6u nocrojamu nomuaomMu p(X)
u q(X) rakBu ma je

FX)p(X) + f(X)g(X) = 1.
Ho, Tama 6ucMo mobuau

fla)p(a) + f(a)g(a) =1,
1j. 0 =1. Hakwxe, NZD(f(X), f(X)) # 1.
«<=: Hera je d(X) = NZD(f(X), f'(X)) # 1. Karo je degd(X) > 0,

HA OCHOBY paHUjUX pe3yjrara MOCToju pamupeme F moma F u emxemeHT
a € E takas ga je d(a) = 0. C o6supom ma d(X) | f(X) u d(X) | f/(X)
nobujamo na je n f(a) =0 u f'(a) =0, mro nokasyje na noausom f(X) y
TOM pamupeny nokba F' nMa BUMIECTPYKY HYIY. U

[Maskmus ynrasnan je Moxkaa Beh 3akmbydno na y OIpOU3BOJLHOM MOJBY HE
Mopa BaxkuTy cuaeneha jemHakoct (Koja HaM je MO3HATA U3 CPENEE€ MIKOJE
3a peanne nomuHoMCke (yHrimmje): deg f/(X) = deg f(X) — 1. Ha npumep,
3a mosmaoM f(X) = X +3X5+2 € Zs[X] nobujamo na je f'(X) =0. Cana
bu cienehn pesynrar Tpebaso na Oyme Mayio Mame HEOUEKUBAH.

CraB 104 Heka je f(X) € F[X] HepacTaBsbme nonvHoM. Taja OH MMa BULLECTPYKY
HyNy y HekoM pawmpewy E noma F' ako v camo ako je f/(X) = 0.

Joxa3. Ha ocroBy nperxomuaor crasa f(X) nMa BUMECTPYKY HYJy Y HEKOM
pamwmpeny ako u camo ako je NZD(f(X), f/(X)) # 1. Ho, ¢ o63upom na
NZD(f(X), f/(X)) | f(X) n ma je f(X) HepacTaBpuB 1 MOHUYAH, NOOUjaMO
na je f(X) = NZD(f(X), f'(X)). Harne, f(X) | f/(X). C ob63upom Ha TO
na je deg f/(X) < deg f(X), oso je moryhe camo ako je f/(X)=0. O
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Ilpumep 105 Heka je F = Z3(t) u a(X) = X3 —t € F[X]. Ilokazatu
na je a(X) HepacTaBLUB MOJMHOM M A& OH UMa TPOCTPYKY HYJILY Y HEKOM
pamupewny E moma F.

ITomrro je a(X) monuuOM CTemeHa 3, OH je PACTABJ/LUB AKO U CAMO aKO MMa
KopeH y noiny Zs(t). Karo je a(X) monmuan us Zs[t][X], Ha ocHOBy craBa
nobrjaMo Ja OH MMa KopeH y Zs[t], Tj. na moctoju nomuaoM p(t) € Zs|t]
takas ma je p(t)3 —t = 0 Cpararo p(l) HUje KOHCTAHTAH MOJUHOM, Te je
deg(p(t)®) = 3degp(t) # 1 = degt, ma je p(t)®> —t # 0. Iarme, a(X) je
HepacTaBmus monumEOM. Ho, mpumerumo ma je o/ (X) = 3X?% = 0, ma nma
BULIECTPYKY HyJy y HEKOM pamupemny noma F. OH cBakako UMa PAINpene
y KOMe mMa Heky Hydy (To pammpeme moxkeMo nobutu kao F[X]/(a(X)))
a. To 3naun na je a® —t =0y E[X]. Ho, tama je 3ampaso

aX)=X3—t=X>-0o*= (X —a)?,

y E[X] nmomro je char E = char Z3(t) = char Z3 = 0, Te je & TpocTpyKa HyJsa
nosausoma a(X) y panmpewy F. &

Konauna mmoJsa

IlokrasxkmMmo Hajupe cienehy jenHOCTaBHY YMELEHUIY.

CraB 106 Ceako kOHauHO nosbe MMa p™ enemeHaTa, 3a HekW MpocT 6poj p u
npupoAaH 6poj n > 1.

Iloxka3. Heka je F' HEKO KOHAYHO IOJbe. 3HAMO Mda OHO MOpa ma uMa
KOHAUHY KapaKTEePUCTUKY P 3a HEKU MPOCT OPOj p T€ CTOra Caup:Ku, Kao
CBOje IMOTIOJbE, IOJbe M30MOP(YHO 1oy Z,. Ilakne, F' je jemHo pammpeme
moma Zp,. Kako je F' KOHAYHO, OHO je M KOHAYHO PaIlMpe.e Hoba Z;,. AKo
je [F : Zy] = n, onma je, Ka0 BEKTOPCKU IPOCTOP HAX HOBEM Z;, T30MOPPHO
ca (Zp)", Te nma p" eneMeHaTa. .

Ham 3anmarak he 6butu na mokaskeMo na 3a CBaKU MPOCT OPOj p U CBAKO
n > 1 mocroju, no Ha m3omMopdm3aM, TAYHO jeTHO IOJbe KOoje mMma p’ ejre-
MeHaTa. Y mabeM hemo mosme Z, o3HauaBaTu ca ).

AmnanusupajMmo MaJsio mosne ca p” enemMeHara. 3HAMO CBAKAKO Ja HEKA
TaKBa MOCTOjeE.

Crar 107 Heka je F' nome ca ¢ = p™ enemeHaTa, rge je p npoct 6poj un > 1.
Taga ce y nomy F nonvrom a(X) = X7 — X dakTopuiue Ha pasnuuunTe nvHeapHe
dakTope.

Hoxka3s. ITocmarpajmo rpymy (F\{0},-). Hoacermmo ce cnenehe yumenumne
u3 Anrebpe 1: ako je x € GG, rue je G KoOHAUHA T'pyla, OHIA je zlGl = e
(monoBuTe oBaj meo m3 Amnrebpe 1). Ilakne, ako je o € F'\ {0}, onna je
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a? ! =1, te je m o9 = a. C 003UpPOM Ia OBa jeIHAKOCT BAa:KU U KALA je

a = 0, nobujamo ma je a(a) = 0 3a cBe a € F. Kako je osaj monmaHOM
CTeIleHa ¢, OH He MOKE MMAaTH BUIIE OJ ¢ HyJa, a Beh cy cBu enementn u3
F'| kojux uma ¢, HyJe OBOT HOJMHOMA. 10 3HAUM ma Cy TO U CBE HYJIE OBOT
nomuaoMa, Tj. X9 — X =[] cp(X — ), unme je noxas saBpmen. O

IIperxomau craB HaM IOMasKe & MOKAKEMO Ia II0Jba ca P’ eJeMeHaTa
mocToje.

Teopema 108 3a csaku npoct 6poj p 1 npupogaH 6poj n > 1 noctoju nosme ca
p" enemeHaTa.

Hoxras. Hera je ¢ =p" u a(X) =X?—-X € F,[X]. 3uamo ma mocroju mosbe
F xoje je pamupeme nomsa F, (nogcerumo ce na je F), 3anpaso Z,) y Kojem
nosuaoM a(X) nMa pakropmsanmjy Ha JuHeapHe arkrope (TO je TauHO 3a
CBaKM MOJMHOM, Ta ctora u 3a oBaj). C ob3upom zxa je o (X) = —1, noan-
moM a(X) HeMa BHUINECTPYKUX HyJa HUTAE, Te OH y F uma parropusanujy
y IPOU3BOJ PA3NIUUNTUX JUHEAPHUX (AKTOPA.

Herka je L = {a € F : a? = a} (apyrum peumMa, L uume CBe HyIe
nosnuaOoMa a(X ), a oHe ce Hanase y nomwy F'). Ilokazahemo na je L Tpaskeno
nome ca ¢ = p" enemenara. KRako ce X? — X ¢arropume Ha TPOU3BOI
auHeapHUX pasauuntux dpaxropa y F, om y F uma g myna, te je |L| = q.
HokasxkuMo na je L mormose om F.

e Heka o, € L. Tana je (a-3)? =af- (7= «- 3, na 3akmydyjemMo 1a
a-p e L.

e Heka je a € L\ {0}. Tama, mememem jemmarxoctu of = a ca aft!
nobujamo ma je a !l =a" 9= (a" 1), Te a7t € L.

e Hera o, € L. Karxo F canpxy kao cBoje mormoJse nose F,, TO
je rapakrepuctuka nosma F' jemnaka p, te je py = 0 3a cBe v € F.
Hoacernmo ce jom n ummennne aa je p | (1) 3a cee 1 <k <p—1 1e

je (2’) = qip 3a Heko g € N. Crora, y nomy F Baxku na je

p—1
(=P =a+Y (i) (—1)FaP=Fpk 4 g = aP — P,
k=1

jep je,3ace 1 <k<p-—1: (z)oﬂ’*kﬁk = qr(pa?~%3*) = 0, kao mro
je mpumeheno rope. Cana HEje TEIKO MOKA3aTU UHIYKIUjOM 4 je

r

(=) =a —p,
3acer 21, tejen (a—PB)!=a?—p%=a—p[. 3arkmyuyjemo na u

«a — (€ L, mTo u 3aBplIaBa JIOKa3 unmeHure na je L mormosse on F,
Te je L TpasKeHO mOJbe ca ¢ eJIeMeHaTa. O
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[Torasxkumo canma jeqUHCTBEHOCT.

Teopema 109 Heka cy K n K’ noma ca p™ enemeHaTa rge je p npoct 6poj u
n>1. Taga je K 2 K'.

JHoxka3. U3 Aarebpe 1 mam je mosuaro (HOHOBUTH TY UMECHUILY) 1A j€
CBaKa KOHAYHA MOArPYIa MYJITUILIMKATUBHE IPyIe mossa mukangaa. Crora
je rpyma (K \ {0}, ) unknwana. Ilakiae nocroju exement « € K\ {0} raxas
na je K\{0} = {1,q,...,a?"2}. Hapasno, a? ! =1 (oBze je ¢ = p"). Crora
je K =Fy(a). Heka je f(X) Munnmannu nomusoMm 3a « Han F,. Tanma je
F,[X]/{f(X)) = Fy(a)(= K). Harne, f(a) = 0, a takobe je um a(a) = 0,
rae je a(X) = X9 — X. Kako je f(X) MUHMMAJIHM HOJMHOM, MOYKEMO Ia
sakmyunmo na f(X) | a(X).

LIpebumo” cama y mome K'. Y memy cy Takobhe cBe Hyle moJumHOMA
a(X), e n3 yumenune na f(X) | a(X) cuemu na f(X) uva nyny y K'. Heka
je o jenma myna nomuuoma f(X)y K'. Tana je Fp(o/) =2 F,[X]/(f(X)) 2 K,
re je K usomop¢uuo nornomy Fp(a') momwa K'. Ho, kako cy moma K n K’
KOHAYHA T0Jba CA UCTUM OpoOjeM esieMeHaTa 3aKbyuyjeMo na je 3ampaBo

K>K'. (]

Hamomena 110 Ilpumerumo ma cMO y OKBUPY OBOT [IOKAa3a MOKAa3aJd Oa
YBEK MMaMO IPUMUTUBHU eJIeMeHT 3a pamupemne F, C K, axo je K xoHagHO
nosbe. Ha cauuan HauuH ce MOKe MOKa3aTU Ja IPUMUTUBAH €JIEeMEHT IIOC-
Toju U 3a pamupewme F' C F, ruoe cy F u F xonauna moJsma. &

ITokazamu cMO ma 3a cBaku TpOCT Opoj p m mpupoman n > 1 mocroju
nosme ca p" ereMeHarTa M Ja Cy CBaka JIBa TakBa moJra m3omopdua. Crora
je ompaBmaHo yBecT: o3Haky Iy 3a mosme ca g emeMmeHaTa. 3a Kpaj OBOT
nesa MOKaKUMO U Be3y n3MeDy Hem30MOpP(HMNX KOHAUYHMX [I0JbA UCTE KapaK-
TEPUCTUKE.

Cras 111 [losse ca p™ enemeHaTa je NOTMNOJbE NOJbA Ca P eleMeHaTa ako 1 CaMo
ako m | n.

IHoka3. < . Heka je ¢ = p™ u r = p™, rme m | n. Ilocmarpajmo, Kao y
nokasy Teopeme [LO8| monckyn L:

L={a€eF,:a" =a}.

N ospe ce naxo nposepu ma je L mornome mosmpa F,. IlocTasma ce nurame
KOJIMKO uMa esnemenara y L. Pekio 6u ce, ako ce He MIPOMUCIU, 1a je jaCHO
na uma r = p" enemenara. Anu, MM HUTIE HUCMO KOPDUCTUIM A& M | n. Y
JOKa3y TeopeMe 6uio HaM je BaxkHO na y noiy F (oBme je To mome Fy)
nommaoM X7 — X mMma ¢akTOpm3anujy y IpPOMU3BOL PA3TUUNTUX JIUHEAPHUX
¢axropa, OBme HaMm, gakiae, rpeba mga moauaoM X — X mMa MCTO CBOjCTBO.
Hamme, Mmu He 38aMO 12 cy cBe HyJae nomumaOoMa X' — X canpxane y Fg. Y
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Ty CBpXy lie HAM KOpHUCTUTH mpermocTaBka na m | n. Hawmme, mokasxmmo
na
(X7 -X) [ (X" - X),

ako m | n. Jlako ce BUIM na je OBO €KBUBAJIEHTHO Ca:
(XP" 1) | (xP" - 1),

Caenelin pesynrar je nak 3a NOKa3uBame, a BeOMa KOpUCTaH: ako k | [
ouma (X*—1)| (X' —1) y npcreny Z[X]. OBo cieau u3 jomr jemHocrasHUje
unmenune: 3a cgaku s > 1: (Y —1) | (Y*—-1) y Z[Y]:

Yo 1= - 4 Y +1).
Cana, xaxo je | = ks 3a meko s, nocrasmajyhu Y = X* mvamo:

X—1=xkF _1=(X" 1=V 1= -1+ +Y +1)
— (Xk—1)((Xk)s_1—I—(Xk)s_2+~--+Xk+1).

W3 osor pesyarara, pauysajyhu y tauku p € Z, ako m |n nobujamo na
(™ —1) | (p" —1). A nporom, jom jemHOM IPUMEHOM OBOI' PEe3yJTATa,
nobujamo ma (XP" 71— 1)[(XP" 1 —1).

Caga U3 YuBCHUIE 18 IIOJMHOM xXr" - X e X" —Xu I1a, IOJIMHOM
XP" — X uma nuHeapHy ¢daxkTOpmM3anUjy y IPOU3BOL PA3IUYINTUX PAKTOPA
y F,[X], nobujamo ma u X?" — X uma taxsy ¢axropusamujy y F,[X]. To
HAM je MOBOJLHO Ma 3aKBydnMo na je L mosme ca p”* edemenaTta.

— . [lakie, Heka je F mosee ca p"" enemenara, F mome ca p” esemeHarTa,
F mormome ox E. Ho, tana je u rpyna U(F)(= F \ {0}) noarpyna rpyne
U(E), na |U(F)| memm |U(E)|. Harxne, (p™ —1) | (p" —1). Cama hemo
UIIAK MOPATHU Ja MOKA:KEMO jauu pesyiTar onx mperxomHor. Hawmme, Basku
caenehe: ako je ocrarak mpu Aejbelmy N Ca M jeIHAK T, OHOA j€ OCTATaK
npu mememy X" —1 ca X™ —1 jemmak X" — 1. Iakine, Hera je n =mq—+r,
roe je 0 <r <m. Tana je

X1 = Xm0t ] = XX 1 = (X" —1+1) X" —1 = (X"™—1) X"+ X" 1,

a kako 3aMo ma (X™ —1) | (X™?—1) nobujamo TpaskeHo. AKO 0BO cpady-
HAMO y p, OOOUjamo:

pt—1=pm -1)p" +p" -1,

reus (p"—1) | (p"—1), ysumajyhu y 063up ma (p™—1) | (p™?—1), mobujamo
ma (p™—1)| (p" —1). Karo je 0 <r < m, oBo je moryhe camo ako je r =0,
Tj. AKO M | N IWTO Ceé M TPAaKUIIO. O

Ha npumep, nomwe Fy auje mornome ox Fg, jep 24 3, anu jecre mornome
on Fig, jep 2 | 4. 3ampaso ce mose ysetn ma je Fy = {a € Fig: a* = a}.
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Hexun anropurMmu 3a ¢axkTopm3anujy IOJXHOMA
ca jemaOoM Heonpebhenom

[IpakTuyan npobieMm paxTopr3aluje IOJIMHOMA [I0jaBJ/bYje Ce Y MHOTUM
obnacTrMa cUMOOJNMYHOD padyHama. JHaJajaH je Kao nmomoh y pasperma-
Bamy npobieMa MojeIHOCTAaBbUBAKA U3Pa3a, CUMOOIUYKE UHTErPAIUje U
pemaBamy aarebapckux jemmaumHa. Takobe ce xopucTu y anarebapckoj
TEOPUjU KOAUPama M Kpunrorpaduju.

Y oxBupy Kypca heMo KpaTKO Ipuka3aTu ABa aiaropurMma. IIpeum ce
OHOCU Ha HaJla:KeHe€ TaKo3BaHe 6eckBajpaTHe ¢pakTopmsaumje Koja mpobiieM
¢dakTopmzanuje cBOAU HA MPOOJEeM (aKTOpU3AIMje MOIUHOMA KOjU HEMA)Y
MMOHOBJbEHUX (PAKTOPA U KOjU C€ OMHOCKH Ha OWJIO KOjU HOMEH Ca jemHO3-
HAYHOM (paKTOpU3AnUjoM, a Ipyru je bepiaeramMmoB ajaropuram KOju ce
KOPHUCTH 3a (haKTOPM3aNM]y OHUX IIOJMHOMA KOJU HEMAjy IMOHOBJLEHUX (ak-
TOpPa U ONHOCU Ce Ha (aKTOPU3AIUjy HAJ KOHAYHUM IOJLUMA.

BeckBanparna ¢axropusanuja

Y OBOM 10O AEIBKY TOAPA3yMEBAMO Ia CY CBU MPCTEHU Ca KOJUMAa PaIIMO
IOMEHU Ca jeJHO3HAYHOM (aKTOPU3AIMjoM. Y BeIUMO HajIpe nojaM becksag-
paTHOr MONINHOMA.

Hedpuaunuja 112 3a npumutuenn nonvHom a(X) € A[X] kaxemo Aa je Gec-
KBaAPATHU YKOJIMKO HEMA HETPUBUjaSIHUX MOHOBIbEHMX aKTopa, Tj. He MOCTOjU
nonuHom b(X) € A[X] Takas ga je degb(X) > 1 m b(X)? | a(X).

BECKBAJIPATHA ®AKTOPU3AIIMIA npumuTumeHor nonuHoma a(X) je dakto-
puzaumnja y obauky
a(X) = a1(X)az(X)? - ax(X)",

npu yemy cy ceu nonuHomu a; (X ) BecksapaTHu 1 Nap-no-nap cy y3ajaMHo NpocTy,
Tj. NZD(a;(X),a;(X)) =13a i # j.

Hanowmena 113 Camu mosnmuomu a;(X) He Mopajy OuTu HepacTaB/LUBH,
OHU CaMO HeMajy IIOHOBJbEHE (hAKTOPE. &

Hamomena 114 Huje uckibydyena MOryhHOCT ga ce y TOPEHBOj parropusa-
nUju He IOjaBJbyje HEKW O YIaHOBa HaBeneHor obiwmka. Ha mpumep dax-
TOpU3anMja

a(X) = (X* - 1)*(X*+ X +1)° € Q[X],

je beckBamparua ¢arropusamuja. Iloenra je ma ce HamakemeM OBe (ak-
Topu3anuje npobieMm ¢axTopusalyje IOJIUHOMA CBOIM HA IPOdIeM (Gparro-
pusanmje 6ecksafpaTHUX NONMHOMA. Y KOJIMKO je moueTHu moauHoM a(X) cam
OeckBaapaTHU, OHIA UMaMO TPUBUjaTIHYy OECKBAIPATHY PAKTOPU3AIU]Y, Tj.
k=1, aa(X)=aX). &
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Ymnopemutu ciaemehu cras ca crasom [L03|

CraB 115 Heka je a € A[X] npumnTVBHM nonuHoM, rie je A fiomeH ca jefHO3-
HauHoM dakTopusaumjom kapakTepuctuke 0. Tapa je a BeckBagpaTHM aKKO je
NZD(a,a’) = 1.

Hoxkaz. <=: [IpermocTaBuMo na je a = b’c 3a HekM HOJIMHOM b, Takap Ia
je degb > 1. Tanma je o’ = 2bb'c + b*c’, Te b menu u a u a/. Crora je
NZD(a,d’) # 1.

—>: Kako je a GeckBangpaTHu, TO Ce y IHEroBOj (GakTOopU3aLUju HA
HEPACTABJ/LMBE MOJIUHOME: G = P12 - - - Pi HEPACTABHUBU (PAKTOPU HE IO-
HaBsmpajy. Tana je

al:pllpz...pk+p1p/2...pk+...+p1p2...p;€_ (12)

Kakxo cy p; jemunu mepacTaBimuBu (HAKTOPH O 4, YKOIUKO MMAaMO A2 je
NZD(a,a’) # 1, mekn ox Tux ¢arxropa mopa aeautu o' . Heka je To p;,. U3

(12) cnemn ma Tana
DPio | P1-- 'Pi071p;0pi0+1 © Pk

Kaxo je p;, mepacrasmus u p;, { p; 3a i # ip, nmobujamo ma p;, | pj , HO
oso muje mMoryhe, jep je degp; < degpi,, a p;, # 0, jep je kapakrepucTura
npcrena A jemmaka 0. OBa KOHTpaAUWKIMja HAM 3aBPIIABA IOKA3. O

Pasmorpumo cana kako na mobemo no TpaskeHe OeckBanpaTHe (ak-

Topusanuje. AHaJau3MpajMO CUTyalujy, Tj. OPETIOCTABUMO 14 je a =

aja3- ~-a’,§ TpaskeHa (hakTopm3anuja. lana je

a':alla§~~a’,§+a1~2a2a’2~'a],§+a1a§'3a§ag~~~a£+~~'+a1a§~~ka£_1a;€
2 k—1/_1 / / I
=agaz---a; (ajas---ap+2a1a5a3 - - - ag+3aia2as - - - ap+- - -+kajasas - - - ay,).
(13)

Ax0 je p OUIO KOjU HEPACTABJLUB ITOJUHOM, KOjU HEIU a, OHOA OH IeJIU
U a; 3a HEKO i, a He JeJHu OocCTale a;, jep Cy OHU y3ajaMHO IIPOCTHU Ca a;.
Ako Gu Taj p meNMO UM eJeMEeHT Koju ce Haja3u y 3arpamu y (13|), omma
Ou OH MOPAO Ha Leau U @) LNOWTO CBU OCTanu cabupuu caxpxke a;. Ho,
To Oum 3maumio xa je NZD(a;,a}) # 0, na a; e 6u 6uo GecKBaIpATHU LITO
MPOTUBPEYN HAIIO] mpeTnocraBuu. M3 oBora cienu na je

d =NZD(a,d') = aga?---a}~". (14)
Cana mam je jacmo kako na mabemo ay. Hawmme, a/d = ajas - - ag,
NZD(d,a/d) = NZD(asa? - -a} ' araz - ay) = az - - ay, (15)

Te je
a1 = (a/d)/NZD(d, a/d) = m. (16)
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Hapasuo, nama:keme ao ce mobuja Ha mcTu HauwH noiasdehu om d, y3u-
majyhu y oG3wup . Ho, oBne moxemo na mpumerumo na HE mopamo
na pauynamo d', Hama 3anpaso Tpeba d; = NZD(d,d') a To 3mamo na oxpe-
mumo. Hawmme, BummMo ma Mopa OUTH — TOTJIenajTe u :

dy = aza?---al~* = d/NZD(d, a/d). (17)
[Tocrymak ce 3appmaBa kanga gobujeMo je AMHUIYY KOjy Ou Tpebasio na dak-
TOPUIIEMO.
IIpumep 116 Hahu GeckBaaparay haxTopm3anujy TOIUHOMA
a(X) = X% —-2X%+2X* 1€ Z[X].
Unmamo na je @’ = 8X7 —12X° +4X. Ilo6ujamo pemom (uuraonu Tpeba xa
IPOBEpe OBE PAUyHUIE CAMMU):
d =NZD(a,a') = X* —2X? +1,
a/d=X*—1,
NZD(d,a/d) = X? — 1,
ar = (a/d)/NZD(d,a/d) = (X* —1)/(X?* - 1) = X? + 1.
Hacrasmamo ca d.
dy = d/NZD(d,a/d) = X? — 1,
d/dy = X* -1,
NZD(dy,d/d;) = X — 1,
as = (d/dy) /NZD(dy,d/dy) = (X* = 1)/(X2 = 1) = 1.
3a HaJaKeme (3 KOPUCTUMO d1.
dy = dy/NZD(dy,d/dy) = NZD(X? —1,X? —1) = 1.
Iaxkne, oBo je kpaj, az = (d1/da)/NZD(ds,d1/ds) = dy, Te je GeckBampaTna
(axTopu3anuja:
a=ar-aa; = (X24+1)1-(X?-1)% = (X241)(X%-1)3. Py
HapaBHO nma cMO, NIOMITO je IpPHMMep jeAHOCTAaBaH, MOIVIX Oa Ce  IOBU-

jamo’ u ma oBO Op:ke HaDEMO, ajy OBZE MOKAa3yjeMO aJrOPUTAM IIOCTEIEHUM
HaJIQKCHEM CBUX (aKTOpa.

[TozabaBumo ce cama GeCKBaZpPATHOM (AKTOPU3ANNJOM y CIydajy Ida
rapakrepuctura muje jemaara 0. To mehiemo pamuTu y ommreMm ciaydajy
IOOMEeHa Ca jeTHO3HAYHOM (HAKTOPM3ANMjoOM, HErO y CIEINVjaJHOM, ajlll I0-
BOJPHO BAYKHOM CJIyYajy KOHAUYHUX IIOJBA.

Iarme, Hera je cana F' HeKO KOHAYHO MOJbE KApPaKTepUCTHUKE p. [ nenajy-
hu nperxonHy mocrymak, BUAMMO Ia je PA3jrdKa Y TOME IITO Ce MOMKe le-
CUTHV [a je HEeKU IMOJIMHOM pa3JIMYUT OX HyJe, a Ha MYy je M3BOJI jeTHaK
uynu. Ho, caenehu craB Ham y ToMe momaske.
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Cras 117 Ako je 0 # a € F[X], rae je char F = p u ako je a’ = 0, oHga noctoju
nonuHom b € F[X] Takas ga je a = bP.

Hoxkaz. Heka je a = a, X"+ ---a1 X + ap. Tanma je a’ = na, X" 14 --- +
2a2X + a;. Kako je @/ = 0, umamo ga je 3a cse k = 0,n : kap = 0. To
snaun na je 3a cee k= 0,n : klp = Op umm je ar = Op. C o63upom ma je
char F = p, oBo ce cBoam Ha TO nma, ako p { k, ouna je ar = Op (momrro je
klp =0, ako p | k). Hakae, monusoM a je oBauka

a = apm X" + ap(m_l)Xp(mfl) + -+ apXP + ao.

IMonceTumo ce cama pe3yaTaTa KOJU CMO JOKA3aJM 38 KOHAUHA MOJba: aKO
je |F| = ¢ = p™ 3a mero n, ouna je P = z? = x 3a cse x € F. IloceGHo,
. . n—1
mobujamo na je (zP )P = x. Ilakme,
-1
a = Qpm XP™ + ap(mq)Xp(m )4 apXP + ag

= ab X", XPOUD ol XP - af)
n—1 n—1 _ n—1 n—1
= (ab,, P(X™P + (ai(mfl))p(X(m 1))1) 4+t (ab)PXP + (ab )P

= (ag"m_lxm + ai?ﬂ:il)X(mfl) et azn_lX + ag" )P

= bP. O

Ilakne, mocTynak 3a HaJlakeme OeckBaapaTHe (pakTopu3anuje y Ciaydajy
KOHAYHUX I0Jba WMAa jeTHOCTABHO MOJATHO TpaHAamE. Y KOJIWKO CE UC-
IOCTaBU Ja je M3BOJ MOJUHOMA ca KojuM ce panu jemnak 0, oHma je oH
caM p-TU CTElleH HEKOT IOJIUHOMA (aKO je KAapAKTEePUCTUKA [H0Jba P) U, Kaua
OOpenuMO Taj MOJUHOM, JaJbe PAIUMO ca muM. MHadve mOCTymaMo Kao u
y caydajy moJsba Kaparrepucture 0.

WaycTpyjMo O0BO jeAHUM TPUMEPOM.

IIpumep 118 Hera je a = XM +2X942X8+ X604+ X54+223+2X24+1 € F3[X].
Hahwu OeckBagparay (arTOpU3anujy IOJUMHOMA q.

Nmamo ma je
' =11X"0 4+ 18X8 4+ 16X 4+ 6X° +5X1 +6X2+4X =2X0 4 X" +2X1 + X,
Kako je @’ # 0 macraBmamo kKao 1 y ciaydajy kapakrepuctuke 0.
d=NZD(a,a’) = X +2X° + X3 + 2,
a/d=X*+2,
NZD(d,a/d) = X +2,
a1 = (a/d)/NZD(d,a/d) = (X* +2)/(X +2) = X + 1.

Cama pammvo ca d. Ilobujamo ma je d = 0. Cama c¢cMO y HOBOJ
curyanuju. o cama cmo mobunu ai, & 3HAMO U na je

a=ay-NZD(d,a/d)-d= (X +1)(X + 2)d.
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Kako je d’ = 0 mocroju d; Takas na je d = dj. Y oBom caydajy je di Bpio
sako Hahu momro je y nuramy nosbe F3 u y meMy je cCBaku eJeMeHT jenHaK
csom tpehem cremeny, Te mHema HuUKakBe nomaTHe pauyHwuie (y Ciaydajy
oa CMO, Ha mpuMep pamuiu y mnosmsy Fg, 6mno 6u morpebuno mahu tpehe
creneHe koeduuujeHaTa ga O6u ce OAPeAUIN KOeDUIUjeHTU ToJIuHOMA di).
Hakme, mmamo ma je dp = X2 +2X?+ X +2u dj = X +1+#0. Ho,

NZD(dy,d}) = NZD(X? +2X? + X +2, X +1) = 1,
Te je di GeckBamparuu. Ilakne, mo cama cMo qobuiu ma je
a=(X+1)(X+2)(X®+2X%2+ X 4 2)°.

Ho, (X 4 2) | d u 3saMo0 na curypHo He ,yaasu’ y a; Oa CTOra Mopa Ouru
u (X +2) | dy. Banpaso je X3+2X?+ X +2 = (X +2)(X%+1), na nobujamo
na je

a=(X+1)(X+2)(X +2*X?+1)° = (X + 1)(X* + 1)3(X +2)%,

ITO je 3ampaBO TpaskeHa OeckBanpaTHa (akropusanuja. Ilakme, oBrme je
k:4,a1:X+1,a2:1,a3:X2+1,a4:X+2. *

®axropusanuja Ha HepacraBsbuse y F,[X];
BepaekammoB anropuram

Y oBoM momomesbky 6aBUMO ce (pakropusanujoM monauHoma u3 F[X] Ha
HepacrasipuBe (paxrope. [Ipmkazahemo Bepiekammnos anropuram, Koju ce
npuMemnyje y OBy CBPXYy ¥ TO Ha OeCKBaIpaTHE MOJUMHOME, Tj. OHE KOju He-
Majy IOHOBJ/bEHe HepacTaBsmuBe ¢axrope. Kox darxropusanuje moamHOMa
f majope mposepasamo ma au je f' = 0. YKOIMKO je TO Tako, OHHa je
MOJMHOM [ pP-TU CTENeH HEKOr IMOJMHOMA ¢ U MPEeJa3uMO Ha UCIUTUBAE
dakropuzanuje g. Yroauro je f' # 0, nocmarpamo d = NZD(f, f'). Yxro-
JIuKO je d = 1, OHOa 3HAMO [a MOJWHOM f HeMa BUIIECTPYKUX HyJIa ¥ Ma KOM
pamupemny, a TUMe 3HaMO U [a HeMa [IOHOBJ/bEHE HEPACTABJbUBE (AKTOPE U
MOKEMO [a HACTABUMO IO AJCOPUTMY, KOju NeMo mpuras3artu. Y KOJIUKO je
d # 1, onma ce mpobieM ¢paxTopuszanuje meau Ha TpobieM (parTopumsalumje
noauHOMA d, 32 KOjU C€ MOHABJLA MPETXOJHU MOCTYNaK, U u noauHoMa f/d
KOju HeMa NMOHOBJbeHe ¢arrope. J[OKaKMMO [a je TO 3auCTa TaKo.

CraB 119 Heka je ¢ = p™, 3a Heku npocT 6poj p u n > 1, f € F, [X]. Ako je
d =NZD(f, '), onpa je nonurom f/d BecksagpaTHu.

Hoxaz. IlpeTnocTaBuMo na MOCTOjU HEKOHCTAHTAH MOJMHOM b, TakaB ma
b? memu f/d. Tanma je f = db*c 3a meru nonuuom c. Tana je f' = d'b%c +
2dbt'c + db*c’. Bumamo ma b | f'. Kako b | f, To b | d Te je d = bd; 3a
mexn nosmuoMm di. Ilakme, f = dib%c. Uz f' = djb3c + 3d1b%V'c + dib3c u
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cremu ma b2 | f/. Kako b? | f, mobujamo na b? | d u mocTymak ce mOHABIHA
neorpanuyeno. OBa KOHTpPaIUKIMja 3aBpIlaBa JOKa3. 0.

JoraskmMo jenmaH jemHOCTaBaH CTaB, KOja Ne HaM OUTU Ol EHTPAJIHOT
3HavYaja 3a ODOKa3.

CraB 120 Heka f | g1g2---gs, npuuemycy f, g1,...,9s € F [X]uNZD(g;, 9,;) =
13ai#j. Tapa je

f=NZD(f,91)NZD(f, g2) - -- NZD(f, g)-

Hoxas. Ilaxre, npermocrasumo na f | gigs---gs. Hera je f = pi*---p*
¢akTopmzanuja f Ha HepacTaB/hUBE HMOJMHOME. Kako cy g; map-mo-map
y3ajaMHO IPOCTU, OHM HeMajy 3ajemHudkux menamnana. 3a 1 < i < s, HEKa
je:

L={ie{l .k} p; | g}

Hapasso, u3 p; € I;, cnenn na p;.'f | g;- Crora je

NZD(f,g:) = [] p}-

JEL
Karo je {1,...,k} =L UL U...UI,, nobujamo na je

f=NZD(f,91)NZD(f,g2) - - - NZD(f, gs)- O

Haxrne, nugeja je ma mahemo moromue g;, KOju he HaM TE€HEPUCATU TPaKe-
Hy ¢akropmszanujy f Ha HepacTaBbuBe GarTope. Y HAIIEM CIydYajy HeMa
OHOBJbEeHUX (arTopa y f, anu ropme TBpheme Baku 1 3a ONIITU]Y CUATY-
anujy, ma CMO r'a 3aTO 33 OUMITU CIyYaj U GOPMYJINCAIIU.

ITocmarpajmo nomuuoMm h € Fy[X] Takse na f | (h?—h). Buneliemo raro
hemo malin TakaB mOIMHOM, 3a caga CaMO IPETIOCTABAMO A& I'a KMAaMO.
3uamo na y F,[X] umamo ¢arxropusanujy:

X1-X=[[(x-0),
celF,

W3 we mobujamo darropusanujy

hi—h=[[h-o.

cely

IMpumerumo na cy mommaoMu h —c u h — ¢ 3a ¢ # ¢’ ysajammo mpoctu.
Hanwme, axo je d = NZD(h —¢,h — ') ouma u d | (h =) — (h —¢)) Te
d| (c—¢), re cnenn na je d = 1. IHaxriue, u3 yumenune na f | (h? — h)
nodbujaMo ma je

f =[] NZD(f,h - o).

celFy

66



Tpeba npumeruTtn ga 0BO jecte dparropmzanuja f Ha y3ajaMHO OpocTe (hak-
TOpEe, HO TO HE MOPAajy HY/KHO OMTU HepaCTaBJ/bMBU (PAKTOPHU, & CBAKAKO CY
MHOTM WIAHOBM Y OBOM mpou3Bony jemnaku 1. Crora Ham HHUje TOBOJEHO
wmahu camo jeman takaB nmoiauaoMm h. Tpeba Ham BuUIle TAKBUX, T€ CE€ KOM-
OunanujoMm BuIile (axTopm3anuja godmja TPaKEHO.

Kaxo f | (h? — h), TO je HPUPOTHO MOCMATPATH KOJIWYHUYKA TPCTEH
F,[X]/{f). Aro ca h ozmaumMo cIWKy Kaacy moamHOMa h y OBOM TIPCTEHY,
UMaMO 12 je y HmeMy ! = . Hera je f = fife- - fr bakropusanuja f Ha
IPOU3BOM HEPACTABJLUBUX. S3HAMO N& CYy OHM CBU PA3JIMUNATH, HE 3HAMO
KOjU Cy TO MOJMHOMU. A He 3HAMO HM KOJMEKO MX mMa. Ho, mocmaTpajmo
uneane P; = (f;). Kako cy nmonmumomu f; mepacrasmusu, umeanu P; cy
makcuManun u Fy[X]/P; cy koHauna mosba Koja Cy pammpema modba Fg. V3
MaKCUMaJHOCTH uneata P; ciemn na je P+ Pj = Fy[X] 3a ¢ # j (3amTo je
To Tako?). Kumecka Teopema o ocranuMa, Tj. Teopema HAM gaje:

IFq[X] Fq[XVPl X Fq[X]/ - X IFq[X]

/PmPQrwmmPk: P /Pk'

Ho, smamo ma je 3a xompocre uneane P;, Pj, va ocroBy crasa [34 P;iNP; =
P;-P;. ¥3 taj craB u neMmy (BUmeTn u KOMEHTAp TOCTe NOKa3a TeopeMe
36)) mvmamo ma je PPN PoN---NP, =P -Py---P,. Kako je

Py Py Po=(f1) - (f2) - (fx) = (fufo- - fu) = (f),
nobujamMo ma je

FylX)/ gy % FalX)/ p, X FalX]/ p, X -+ x Fy[X]

Axo je h € F, [X]/<f> TAKAB €JNEMEHT na je h' = h, OHa OH IIPU OBOM

/p,

n30MOpuU3My oarosapa k-Topuu ereMeHaTa

(hi,ha,... h) € ]Fq[X]/P1 x Fy[X]/p % -+ x Fy[X]

P, /p,

TaKBOj 1a je

(h1,hay ... hi)? = (b1, ha, ..., hi),

. 749 N . T
Te je h; = h; 3a cBe ¢ = 1,k. C o063upoM ga cy, a IPUOPHU, IOJUHOMU
fi pazmumuuror cremeHa u mosa F; = FQ[XVP Mory 6uTm Hem3oMOp(PHA
i

3a Pa3iuuuTe WHIEKCE i, ajyd 3HAMO Oa €JEeMEHTU T y THUM I[OJbMMA, 3a
koje Baxu x¢ = x Hy:KHO mpumanajy nornosy F,. Ipyrum peduma, cBU
enementu h; cy enemerntu us Fy. Ilakiue, (hi,ha,..., k) € F’;. Crora je n

W= {hqu[X]/<f> :hq:h}

jeman BexTopckm npocrop Han F, mumensuje k. Ilpcren V = IFq[X]/<f>

Huje mose (ceM ako je caMm [ HEpACTABHUB), AJU je CBAKAKO BEKTOPCKU

67



npocrop Hanx F,. Axo je degf = n, moromma 6a3a 3a oBaj mpocTop je
e = [T,Y,...,Yn_l]. OBO ce MOke BUOETM KaO M y Cuaydajy kazxa je f
HepacTaB/buB. A, KAKO je KapAKTepUCTHUKA OBOT NPCTeHa jemHaka p (¢ =
p"), To 3a cse u,v € V Baxm: (u+ v)? = u? + v?. Ham 3anarak je na
wabhemo nornpocrop W < V koju umne enementu u € V taksu na je u? = u.
Kako cmo Bumenu na je npecaukasame [: V — V nedunucano ca B(u) =
u? jemuo numHeapuu omeparop upocropa V, to je W = Ker(f — Iy), rue
cMmo ca [y o3HAUMIM MAEHTWYHU omeparop Ha mpocrtopy V. Ilakme, ako
onpemumo Ker( — Iy) 3uahieMo KonMmMKO mMa pakTopa y (GarTopu3aimjn 3a
f- A szarum hemo, ropucrehin cras TMOKYIIATU & OAPEOVUMO U CaMy
(axTOpM3aNUjy.

3a nanaxkeme Ker(f — Iy) je, kao mro mob6po 3HAMO U3 JIMHEAPHE AJl-
rebpe, HajropucHuje Haliv marpuiy tor omeparopa. Ozmaummo ca B ma-
Tpuily auHeapHor omepatopa (3, Tj. Heka je B = [8].. Tazna je [8 — Iv]. =
B — I, rme cmo ca I, o3HaUUIN jeIMHUYHY MaTpully pena n. Martpuny 3a
[ manaszumo Tako mrTo Habemo cauke 6a3HUX eeMeHaTa: B(Yz), U3PA3UMO
ux y 6a3m e u ox TUX KoopamHATA (popMumpamo kojgoHe marpune B. Ilo-
TOM Ce TPaKEHO je3rpo mobuja pemaBameM XOMOTEHOT CUCTEMa, jeTHAYMHA

(B-1,)X = 0.

OBuM je Teopujcku meo 3aBpiieH. Bpeme je 3a mpumep!

IIpumep 121 Hexa je f = X7 +2X% 4+ X5 4+2X* +2X? 42 € F3[X]. Hahnu
¢paxropusanujy f Ha HepacTtapmuse monuHoMme y Fs[X].

Hajope Mmopamo mpoBeputy na jiu je moawmHoM OeckBampaTHu. mamo ma
je f'=X5+2X*+2X3+ X. Jlobuja ce ma je d = NZD(f, f') = X +1. Kao
IITO CMO pekJn, pakropusanuja ce cBoau Ha (paxropusamujy f/d u d. Ho,
3a d je To Beh ypabeno. Ilpebumo na f/d. O3mauumo ra ca g. Mmamo na
jeg=f/d=X®+X°+2X3 + X2+ X +2.

—_—— JR— —_—4 —
Basza mpocrtopa V je e = [1,X,X2,X3,X ,X5] U TO je IpOCTOP JUMEH-
3uje 6, MOUITO je CTENeH MOJMHOMA ¢ jemHak 6. Y HameM ciaydvajy je ¢ =3

3
. (3 . —_—
u oTpebHO je eneMeHTe (X ) 3a ¢ = (0,5 n3pasuru y 6a3u e.

3acTaHNMO OBZIe. 3ampaBo, aKo ykeauMo jga exeMeHT a(X), rae je a(X)
Ma koju mosauuoMm u3 Fs[X] uspasumo y mamoj 6a3u, Mu 3anpaso Tpeba na
Habemo ocrarak npu gememy momuHoMa a(X) mosuHOoMoM ¢(X), OXHOCHO
na mHabhemo yemy je o KoHrpyenrtan mo Mmonyay ¢g(X) (kako je KoMe mOrogHo
[a 0BO mOCMaTpa). 3a mpBa ABa CIydaja HUCMO HUIITA MMAJIU Ja PAIUMO,
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jep ¢y TO Ouau TOJMHOMU CTeleHa Mamer om 6. Y mociemmeM je O6miIo
Jako. Y HapemHUM CIydYajeBUMa je IOrONHO KOpucTuTu Beh nodujeHo,

camo MHOkuUTHU nperxonau ca X wu cpebuBaru. Hehemo mucaru cas pauyn
nomTo 6u OMI0 MAJO HEMPEerjeaHo, Hero caMo MOYeTaK U Kpaj.

(XS) X X 4 4 X 4 X X+ X+ X+ X+ X,
— 4\ 3 _ _ . _ . _ . _
(X4) XX X+ X4 X =X 42X 41,
=\ 3 _ . . . . . _
(X5) X X 4 X =X+ X+ X+ 1.

Cana moxkemo ucnucatu marpuie B u B — I5. Ob6parure naxmy Ha pe-
nocien eremMeHara y 6a3u, CTEIeHU PacTy.

1 01 0 1 1 0 01 011

0 0 21 21 0 2 21 21

0 02101 0 01 1 01

B=1lo 11102 B =lg 1100 2

0 001O0O0 0001 20

0 02110 00 2 1 1 2
Pemumvo cucrem jemmauumna (B — Ig) X = O.

T2 + x4 4+ x5 = 0

221 + 2w 4+ x3 + 224 + x5 = 0

T2 + T3 + x5 = 0

X + T2 + 21’5 = 0

T3 + 214 = 0

200 + 3 + x4 + 225 = 0

Ommre pememe je

(xo,x1, %9, 3,24, x5) = (v, + 20,2a+ 20,0, 0, 3), «,B,7v € Fs.
Ilpyrum peunma:
W = {WT—&-(a+2ﬂ)f+(2a+2ﬁ)y2+afg+ay4+5y5 : Oé7ﬁ,’}/€F3}.

Iakne, dim W = 3, Te mosuHOM ¢ MMa TpU HepacTaBbUBa (pakTopa. AKO

je h(X) upousBosnu enement W, umamo na
9(X) | (M(X)® = (X)) (= M(X)(h(X) = 1)(h(X) — 2)),
Te je

9(X) = NZD(g(X), h(X))NZD(g(X), h(X) — 1)NZD(g(X), h(X) — 2).
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Ho, mpeBumme 06u 6miao ma mpoBepaBaMO CBe MOJUHOME KOjU OATOBAPAjY
enemeatuma W. Porycupahemo ce Ha jemny 6a3y TOr mpocTopa KOjy UUHE
nomuaoMu ho(X) =1, hi(X) = X*+ X3 4+2X24+ X u ho(X) = X° +2X2+2X
(roje cMo moGuaM HapaBHO y3uMmajylu penoMm na je jeman o mapamerapa
jemHak jemuHunM, a na cy ocramu Hyne). I[lomuuom ho(X) = 1 uuje ox
KODUCTU jep je KOHCTAHTAH HOJMHOM (OH Ce HapaBHO IIOjaBibYje YBEK y
oBOM mocTyTKy momtTo je 19 =1). Jlakme, ocTana Cy HaM OBA MOJUHOMA U
nokymahemo na Habemo ¢arropumzanujy ropucrehn mux.

NZD(g(X), h1(X)) =
NZD(g(X),hi(X) —1) = X4+X3+2X2+X+2
NZD(g(X),hi(X) —2) = X2 + 1.
Haxrne, ,kperyiso je”, nobuau cMo na je
g(X) = (X* + X34+ 2X? + X +2)(X? +1). (18)

Kako ¢g(X) uma Tpm HepacraBmuBa (hAKTOPa, OBO CUTYPHO HUje (GaKTO-
puzamnuja Ha Hepacrassue. Ho, mHemro cmo mobunu. IIpebumo Ha hs.

NZD(g(X), ha(X)) =
NZD(g(X),h1(X) - 1) = X5 +2X2 42X 42,
NZD(g(X), 7 (X) —2) = X + 1.
Hobujamo HOBY (hakTOpM3aNUjy:
g(X) = (X° +2X° 42X + 2)(X +1). (19)

Omner cmo mobunu nBa ¢akropa, anu HOBa aBa ¢arkropa. Cana Huje
Temko 3aBprmutu 0Bo. Hawmme, X + 1 je ounrsmenno mepacrasmuB. 1peda
NpPOBEPUTU M4 JU OH JEeIU HEKU OJ (harTtopa y . Ho, t0 ce cBommu
Ha mpoBepy ma au je —1(= 2) kopeH Hekor on Tux ¢arropa. Kako je
(“D)* 4+ (=13 +2(-1)?+(-1)+2=1-14+2—-1+2=0y F3, mobujamo na
(X +1) | (X*+ X3+ 2X2% + X +2). Bampaso je

Xt X3 42X?2 1 X +2= (X +1)(X3+2X +2)
n nobumu cMo dparkropmsanujy g(X) Ha HepacTaBbUBE:
g(X) = (X + (X2 +1)(X?+2X +2).

He cmemo 3ab0opaButu KOju HaM je OO OCHOBHU 3aaTakK, a TO je na Habhemo
dakropusamujy momuaoMa f(X) = X7 +2X6 + X° +2X* + 2X2 +2. Yau-
majyhwm y 063up ma je d = NZD(f, f') = X + 1 u na umamo dparropmsammjy
g = f/d, xonauno noGuUjaMO TpaskeHy (AKTOPU3ALN]Y:

X)) = (X +1D2(X2+1)(X3+2X +2). 'y
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IIpcren mosuHOMAa ca Bumie Heoapebhenux

Canma moummeMO 3aBPINHK Je0 Kypca y KoMme hemMo ce Bumie mosaba-
BUTH IIOJUHOMIKMA ca Bume Heonpebennx. Hemro on Tora cmo Beh mmamn,
ajay oBme HaM je riaBHU (OKyC Ha yBoheme mojma I'PEBHEPOBUX BA3A
KOj€ MMajy BEJIMKU TEOPUjCKU, &JIM JOII BUIIE IPAKTUYAH 3HAYA] IPU DALY
ca mmeajarMa y IPCTEHY Ca BuUIlle HeogpeheHMX HaL IPOU3BOJBLHUM MOJHEM.
Hajope mopamo moka3ary HeKe OCHOBHE CTBAPWU.

Herepunu npcrenn

Kao mro cmo Beh Bumesnu, npcren mosuHOMa ca 1 Heonpebhenux moxke
Cce PEeKyp3UBHO 3amaTu Ha cienelu Hauwmm:

KXy, ., X,]: =K[X1,..., Xn_1][Xn].

[Ipcren mosuuOMa ca Bume HeonpebheHUX, yak U akKo je Hal MOJbeM, HEMA
BUINIE OHOJIMKO IPABUIHOCTU KOJHMKO MMa IPCTEH IOJIMHOMA Ca jeJHOM HeO-
npebernom. Ho, kao mrTo cmo Beh maBeam, mMama y OPCTEHY MTOJUHOMA
ca Bume Heonpebenux Huje cBaku Mpeas TJIaBHU, WUIAK je CBAKU UIEAT
KOHAYHO reHepucaH. Jla Gucmo TO mokasanu, KOpUCTAH HaM je ciaenehu
CTaB.

CraB 122 Heka je A komyTaTuBaH nmpcTeH ca jeavHuuom. Tagja cy cnepefin
YCNOBU €KBMBANIEHTHU:

(1) Ceakun npean y A je KoHauHO reHepucaH.
(2) Ceaku pactyfiv 13 ngeana y A:
LhChClhhcCc: -
je crtaymoHapaH, Tj. noctoju m > 0 Tako ga je I,, = I,,, 3a cee n = m.

Hoxka3s. (1) = (2): ITocmarpajmo yHMjy OBUX mmeaJa:
=1
Jj=0

Hoxraxumo na je I umean y A. Hajupe, axo je x € I ma € A, ouna = € I;
3a Hexo j > 0. Kaxo je I; umean y A, 3axmydayjemo na a-z € I; C 1.

Yromuko z,y € I, onma x € I;, ny € Ij,, 3a Bere ji,j2 = 0. YKommEO
je j = max{ji,j2}, onna x,y € I;, ma, momro je I; nnean, ciemn na £ +y €
I; C I

Kako je I umean y A, oH je IO IpeTIOCTABIM KOHAYHO TE€HEPUCAH, TE je

I={(xy,...,21).
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Kako je I ymmja pactyher Hu3a maeasa, 3akbydyjeMo ma je xs € I; 3a
Heke js = 0. Aro je m = max{j1,...,jx} oHma x5 € I, 3a cee s € {1,...,k}.
Ho, to ynpaso 3uauu na je I = I,,. Kako je, 3a n > m:

nobujamo na je I, = I, 3a cBe n > m, Kao MTO Ce U TPAKUIIO.

(2) = (1): IpernocraBuMo ma uzxeas I HUje KOHAUHO TeHepucaH. To
3HAUM A, KO y3MeMO Ouio Koju eaeMeHT xg € I tana I # (xg) = Iy. Cana,
ako yameMo Owmio koju emement 1 € I\ Iy, I # (xg,x1) = I1, jep I uuje
KOHAYHO reHepucan. Tana je Iy C I;. Ha amasorau Hauws HasasmMo HU3
exemenara x; € I Tako ma je

I, = {(xo....,Tpn) CInt1 = {(To,-- ., Tnt1),
Tj. nobujaMo OeCKOHAUHU CTPOrO pacTyhwn HU3 muaeasa
IhchLicl,C---
WTO IPOTUBpEUn npernoctasuu (2). O

Hepunumuja 123 3a komytatmeax npcteH A kaxemo Aa je HetepuH ako mcny-
HaBa 6o Koju o[ oBa [1Ba €KBMBAJIEHTHA YCJIOBA.

IIpumep 124 Heka je A npcren cBux Henpekunmuux pyurmuja f: [0,1] — R,
mpu 4yeMy cy omepamuje Meby ¢yHKIZjaMa meprHUCAHE TAUKA IO TAUKA:

(f+9)(@): = f(z) +g(x), (f-9)(=): = f(z)-g(z).

Mocmarpajmo wus nuneana I, = {f € A: (Vo < 1)f(z) = 0} (yBepure ce
na je I, unean y A). Jacuo je ma je I, C I,41. Hanme, kako je < %,
HO

n+1
jacHo je ma m3 f(z) =03a z < % caemu na je f(z) =0 3a z <
¢yurnmja g : [0,1] — R nedpunrncana ca

1
n+1?

1
0’ T < n+1

T — -  UHaue,

npunana I,11, anu He npunana I,, Te uMaMo 6eCKOHAYAH CTPOro pacTyhn
Hu3 uneana. akmae, npcren A nuje Herepun. &

Osaj npumep uHelieMo ma/be KOPUCTUTHU, HABEIEH j€ CaMO 3aTO Ja Ce MOKaKe
na mocroje mpcreru koju Hucy Herepuuu. 3anarar ciaemeher omemka he
ce cacTtojaTu y TOME MOa AOKAKEMO Oa IMPCTEHW MOJUHOMA Ca BUIIE HEO-
npebenux JECY Herepummu.
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XwuibeproBa TeopeMa o0 0a3mu

Caeneha Teopema je on meHTpaJsHOr 3Hadaja. V3 me ce JaKO M3BOAU
UWH,EHUIA 12 je CBAKU UIeall y IPCTeHy MOJUHOMA ca Buile Heonpebherux
HAJ MOJbeM KOHAYHO T'E€HEPUCAH, MITO je MPEeIyCJOB 3a MOCTOjame Pa3HO-
BPCHUX ajJropurama y ToM npcreny. Ilupekran mokas oBe YnmeHUIE He Ou
Ouo NakKmy o4 JOKa3a OBE TeopeMe, 3amrc O0u OMO M KOMILIUKOBAHU]U.

Teopema 125 (Xun6epTosa Teopema o 6asn) Ako je npcteH A HetepuH, oHga je
n npcted A[X| Hetepun.

Hoxa3z. Heka je I umean y npcreny A[X]. Hedunnmmmo nmean I, y
npcreny A ca:

I,: ={a, € A: (Fa(X) € A[X])(dega(X) =n n LC(a(X)) = a,)} U{0}.

Kparko: y I, ce Hama3e Bomehu xoepunujeHTH CBUX IOJIMHOMA CTEIEHA N
KOju ce Hajaze y uneanay I, a ocum wux je Ty u 0 (Hymna HaM je HEONXOIHA
na OMCMO MMAJIM UAEAJ, & MOPaMO je OBaKO HOIaTU, jep OHAa He MOyKe Ouru
Bonehu KoepUIUMjeHT HUjeIHOr HEHyJIa NOJIUHOMA).

Iokaxxkumo majupe na je I, nnean y A. Hera je a, € I, u b € A. Axro
je ba, = 0, omna csakako ba, € I,. Axo je ba, # 0 u aro je a(X) € I
noauHoM creneHa n y I uuju je Bomehu roedunujent a,, ouma je ba(X)
nonmuOM crenena n 'y I uuju je Bonehu roedurmjent ba,,, ma 3aKmbydyjeMo
na ba, € I,.

YKOMUKO ap,b, € I,, Hera cy a(X), b(X) nmonunomu cremena n u3 I,
raksu na je LC(a(X)) = a,, a LC(b(X)) = b,. Axo je a, + b, = 0, onna
je jacuo ma a, + b, npunana I,. ¥Y cynporaom, nmoauaom a(X) + b(X) je
nonunaoMm crenena n u3 I (jep je I mmean) umju je Bomehwm roepuumjent
an + by, TE QY + b, € I,

Huje remxo moxazaru na je I, C I,,;. Hamwme, ako je a, € I,, oHzma
nocroju nosuaoM a(X) uz I crenena n rakas na je LC(a(X)) = a,. Tana
je Xa(X) monunom crenena n+ 1y I uuju je Bomehu koepunujent rakohe
Qn, T€ Qp € Iy,

Tako cmo mobunu pacryhu Hus umeana y A:
IhyCLCLC---

Kako je npcren A Herepun, To je oBaj HU3 maealia CTAIMOHAPAH, Tj. IIOCTO-
) )

ju m > 0 rako nma je I, = I, 3a cBe n > m. Ocum Tora, cBu uneanau I cy

KOHAYHO Te€HEePUCAHU U HEKa je, 3a 0 < k < m:

I = (ak1, - - -, ks, )

u Heka cy fij, € [ mommuomu cremena k taksu ma je LC(fi;.) = agjy.-
Hoka:xmumo na moaumeoMu fij, 38 0 < k <m, 1 < jp < s, rerepumy uznean
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I. Ozmaumvo ca I uxearn y A[X] remepucan oBum nosuaomMuMa. Ouursensno
je I CI. Ilora:KUMO OPYTY UHKIY3U]jY.

Hera je f € I'\{0}. Iloka3 13BOAMMO MHIYKIM]OM IO CTEIEHY MOJUHOMA f.

I[IpernocraBumo na je deg f = 0. To 3maum ma je 3ampaBo f KOHCTAHTAH
mouHOM 1 ga ce Hanasu 'y Iy. Kako cy u mosmmaoMu fo1,. .., fos, KOHCTAHTHI

MOJIMHOMY KOjU TE€HEPUIy OBaj mueat, suaumo na f € I.

IIpernocrasumo na je moauHoM f cTemeHa t u Oa je TBpheme I0Ka3aHo
3a CBe IOJUHOME cTerneHa Mamer on t, Mimamo ase moryhuocTu.

t <m. Haxxe, f je monuuom crenera t, te LC(f) € I;. Karo ay,...,as,
remepury uneat Iy, To nocroje by, ..., by, € A TakBU KA je

LC(f) = buag + -+ + bys, s, -
IMoncerumo ce ma je aij, = LC(fij,) n na je deg fi;, =t. To 3maun na je
deg(f — b for — -+ = bes, frs,) <1,

a OBaj IOJMHOM CBakako npunana uneany I. Ilo mnykTwBHOj XMnoresu
3akpydyjeMo ma oH mpunana I, na jeu f € I.

t >m. Iakne, f je mommuom crenena t, re LC(f) € I; = I,. Kako
Gmi,-- -, Qms,, DeHepumry mupeaid I, To moctoje bmi,...,bms, € A TaxsBm
na je

LC(f) =bmiam1 + -+ bmsma7nsm-

IMoncerumo ce na je am;,, = LC(fm;,,) 1 na je deg fn;, = m. To 3naun na
je
deg(f — X o fran — - = Xt_mbmsmfmsm) <t

a OBaj MOJMHOM CBakako mpunana uaeany I. Ilo MHIyKTWBHOj XumoTe3u
3akpydyjeMo ma oH mpunana I, na jeu f € I.

OBo u 3aBpmIaBa IOKa3, jep CMO MOKA3aJHU 1A KOHAYHO MHOTO MOJIMHOMA
remepurry umeas I. O

Hamomena 126 Y na3uBy oBe Teopeme crmoMuie ce Heka 0Oaza. Osme
HANOMUIEMO Ja ce He paau O 0a3u y CMUCIY BEKTOPCKUX IIPOCTOPA, HErO
0 TOME Ia Ce TeHEPATOPHU CKYII HEKOT MIeajia Y IMOJNHOMUjaJTHOM IIPCTEHY
Ha3UBa U HErOBOM BA3OM. O

ITocmemuna 127 Csaku ugean y npcredy K[X, ..., X,;] je KoHauHo reHepucaH.

Iloka3. 3ampaso je ce Beh ypabeno. WMunykmujom mo n ce morasyje na
je K[X4,...,X,] Herepun upcren, a To yupaBo 3HaJYd Aa je CBAKU UAEAJ
y BeMy KOHAYHO TE€HEePUCAH. O
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JluxcouoBa jieMa

Y OBOM KpaTKOM OJEJbKy HokaszalieMo jemHO urcTO KOMOMHATOPHO TBP-
beme koje he HaAM KOPUCTUTHU Y AAJTHLEM.

Cras 128 ([ukcorHosa nema) Heka jen > 1. Ha ckyny N” gedunuiuemo ypebetse
< ca:

(ml,xg,...,xn)<<(y1,...,yn)<d:e£>(xl Syymza<y2 oo Ty < Yn).

Heka je T npouseoseaH HenpasaH nogckyn of N™. Tapa je ckyn MWHUMaNHUX
enemeHaTa y T'y ofiHocy Ha oBo ypebere KOHauaH.

Ioka3. Ioxkaszahemo 3anpaso ma y napuumjaauno ypebemom crymy (N”, <)
He mocToju GeckoHauaH aHTuiaHal (OeCKOHAUAH CKYI y KOME Cy CBaka
nBa esementa Mehycobuo meynopenusa). OBo HAM HOKa3yje Aa U Ma KOjU
nonckyn onq N™ He MOke MMaTH OeCKOHAYAH CKYI MUHUMAJHUX €JeMEHATa,
jep u MUHWUMAJHUA eJeMeHTH uuHe jenan anTuiaanai. IIpemcraBuhemo mBa
JOKa3a.

IlpBu nmoka3. Tspbeme morkadyjeMo mHAyKIUjOM mO n. Y caydajy n = 1
TBpbeme je TpWBMjaJIHO MOIMTO CBAaKM HempasaH moackym omx N mMa Haj-
MambU eJIEMEHT.

IIpernocraBumo na je n > 1 u na je tBpheme Tauno 3a cBe OpojeBe
Mame on n. IIpermocraBumo na je S Geckonauan antuiaanan y N”. Heka je
(a1,...,a,) npousBosan eaement y S. Tana ckyn S MoskeMo na ‘pasdujemo’
Ha nBa OUCjyHKTHa ckyma: S =Sy US_, rze je

S"r :{(1'1,...,£En) eS:z, >an},

S_={(z1,...,xpn) €S 12y < an}.

Bap jeman onx oBa nBa ckyma je 6eckOoHaUaH. Y KOJIMKO je TO CKyI S_, OHIA
nocroju npupoznan 6poj k € {0,...,a,} TarkaB na je CKyn

S = {(11,...,$n_1) € anl : ($1,...,xn_1,k) c S}

feckonauan. Ho, Tama je S OGeckomauan amTwiaasan y N”~! mro mpo-
TUBpPEYN MHAYKTUBHO] XUMOTE3U. 3aKBYUyjeMO na je ckyn S, OecKOHAaJaH.
Tana je S; =S4+ US4, roe je

Sit={(z1,...,2) €Sy 1 Tp_1 > an_1},
Si_={(z1,...,2,) €Sy 1 Tp_1 < an_1}.
Bap jemam om oBa mBa ckyma je 6eCKOHAYAH W KaO W Ipe, TO MOpa OUTHU
ckyn Si4. lakme, 3a cBaku eneMenT (X1, ..., %, ) CKyna Sy BaKA: Tp > A,

Tp—1 > ap—1. llocTymak HacTaB/baMO IOK He MOOMjeMO GECKOHAUAH CKYI
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Sy...4 C Sy xomMe je 3a cBe i: T; > @;, IITO IPOTUBPEYM IPETIOCTABIN
na cy y S Heymopenusu esieMeHTH (mOACETHMO ce ma je (ai,...,an) € S).

Ipyrun noka3s. Heka je, kao u y nperxomuoMm mokasy (ai,...,a,) € S, roe
pyrm I Je, y up y yees )
je S Hexu GecronadaH aHTuaaHAN. 3a 1 < i <N youmMo CKyIOBe

Si:{(xl,...,l'n)652$i<ai}

U CKyII

So=A{(z1,...,2n) € S: (Vi)ax; > a;}.

Tana je
S=8U(SiuUSyU---US,),

Te je Oap jeman on OBUX CKylmoBa OeckoHauaH. AKO Ou TO OMO HEKU On
ckynoBa S; 3a 1 < i < n, nobunn GUCMO KOHTPAIUKIN]Y HA UCTU HAYUWUH HA
KOjU CMO je mobwiu m3 mpeTIocTaBke na je ckym S_ Geckonauan. [lakie,
ckyn Sp Mopa 6uru Geckonauan. Ho, (ai,...,a,) € So u 3a cBakn eneMeHT
(z1,...,2n) y CKymy Sp BaKuU

(ala'--va’n) < (l‘l,-..,l‘n).

OBo mporuBpeun mpernocTaBuu qa je S anTuiaHan (IOBOLHO je OMio ma
nabemo y S jeman enemenT ymnopemus ca (ag,...,a,), & PA3IUYAT OJ HETa,
a MU HahoCMO BGEeCKOHAYHO MHOTO BUX!). d

MoHoMHU mOpenak M peayKIuje MOJIMHOMA

Mu cazma 3HaMO na je cBaku upeas y npcreny noamaoma K[Xq, ..., X,],
rae je K mome, womauno remepucan. 3a matu uneasa I = (hy, ..., hg)
NPUPOIHO CE TI0jaBibyje MUTAmE npunadkocmu udeasy. Karo ycranoBuTH
na au je matu noausoM [y mmeaisy I7

[Moranenajmo Hajupe HajjemsocraBuuju caydaj: n = 1,k =1 (oBme hemo
MAJIO MOHOBUTU HEINTO M3 PAHUJUX JIEKIUja, Al KOPUCHO jé TO Y OBOM
TpenyTry). akae, nuramo ce ma su momuuoMm f(X) € K[X] npunana
nreally remepucatnoM noauaoMoM hi(X) € K[X]. JacHo je kKako TO paguMo.
Jenrocrasro momenumo monusoM f(X) monmHoMoM hy(X) m mpoBepumo na
nu je ocrarak jemuak 0. Axro jecre, ouma je f(X) = ¢(X)hi1(X) 3a Hern
nosnuaoM ¢(X) n f(X) jecte y ToMm mueasy. Y ciaydajy ma MOCTOjU HEHyJa
OCTaTaK, NOJUHOM HUje y mueanay. [lakme, mumra npoctuje. I[lomcetumo
ce Kako ce Bpmm mesmeme. Heka je f(X) = an X" +ap, 1 X" 14+ a1 X +
ap 1 hi(X) = by X™ + by 1 X4 oo+ 01X + by, YrOMHEO je n < m
HUIITA HE MOKEMO Ma yPaIduMO, 3aTO mocMarpajMo ciaydaj n > m. Ilra
pamumo? Ilocmarpamo uckamywueo MoHOME A X" U b, X ¥ UPBU MOHOM
nonenumo apyruMm. Jlobujamo na je pesyarat %X"‘m. To he mam 6utu;
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OPBU MOHOM y KOJUYHUKY. 1lOTOM HOMHOMKMMO TUM MOHOMOM TIOJIMHOM
h1(X) u onysmemo pesynrar on monmHoMa f. JloBmjaMo HOBM MOJMHOM

[(X) = f(X) - %hl()(). OBO MOMKEMO 3aIKCATH U OBAKO:

fkfh

U TO MOMKEMO YUTATHU: MOJUHOM f je cBemeH (pemyKOBaH) HA IOJUHOM fi
nomohy nmonmuOMa hp. Ila BucMO mOjeIHOCTABUIIM 3AIMC, HOJIUMHOME CMO
nucaau 6e3 eKCIaunuTHOT HaBobhema nHeonpebheme. To hemo vecTo paauTu
U Jaine.

[Toctynmak mame npumemyjemo Ha nonumuoM fi. OBo ce HacTaBba CBe
IOK He nohemo miaum [0 HyJie MM O0 HOJUMHOMA CTEIEeHA MAEr O CTEIeHA
nonueoMa hi. Taj moGujeHM HONMHOM, KOjU MO:KeMO (He IIPEeBUIIe MAall-
TOBUTO) Za O3HAYMMO Ca T, 3a0PABO jé OCTATAK IPU AEJLeHYy MOJUHOMA f
nosmmaoMOM hyi. To ce y mperxomHoj cuMOOIUIM 3anUCyje U OBaKO:

folLf2L~-£>fS:r.

Ilakie, nememe jeAHOT MOJIMHOMA APYTUM 3aIPAaBO CE€ CACTOjU M3 BUIIE KO-
paka kKoje HasuBaMmo penykiuje. OBO mesbeme HaM jeTHOCTABHO oMOryhaBa
[a Pas3spemmnMo MUTAHE TPUNATHOCTY UAEATY Y CAyYajy MOIUMHOMA Ca jel-
HOM HeonpeDheHOM M maeasia reHepPUCAHOT jeIHUM €JIEMEHTOM.

IIra ce memasa y cayuajy n = 1,k = 27 Tama mmamo mmean I =
(h1(X), ha(X)). Kako ycranoBuTy Ia M HATU NOJIUHOM [ IPUNALa OBOM
uneasy? Perso 6u ce, mumra mocebuo. Pemumo, momeaumMo MOJIUMHOM
f momummomom hi. Ako je ocrarak 0, omma jecTre y umeaiy, akO HUje,
OHJIa Taj OCTaTaK MOAEINMO MOJMHOMOM ho. Camn, Ty mocToju m3BecHA
MPOM3BOJLHOCT — 3aIITO IPBO hp, ma mocie ho, anu nobpo. Ho, ma mu oo
‘pamu’?

Pasmorpumo cremehu mpumep: f = X3+ X, by = X2 - X, hy = X2
Bpmumo penykmnuje moauaoMoM hy:

X34 x M ox2y x Mox

Y 1mpBOj pemyKIuju CMO OX MOJMHOMA f OMy3esu MOJUHOM hi MTOMHOKEH
3 .
%, a IIOTOM CMO O JOOMjeHOT MOJMHOMA, OLY3€J IOJIUHOM
2 .
h, moMHOkEH MOHOMOM 1 = % Cae no mpaBuiIrMa KOjuMa BPIIMMO PEeIyK-
nuje. Hobunu cmo mosmuoM 2X u Bera He MOMKEMO BUIIE A PENYKYjeMO
nosmmaoMoM hp. IloOpo, npebumo Ha moauuoM hs. .. Asu, He MOKEMO na ra
penykyjemo Hu moamHOMOM ho! Ywnu ce na o Huje y maeany. A mra 6u
ce IeCUyIo ma CMO MPBO PEIYyKOBAJIU MOIUHOMOM ho?

mMoHOMOM X =

X34+ x 2 x
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Omet HE MOKEMO [Ia HACTABUMO najbe. [IpuMeTuMo ma HUCMO NOOUIN UCTU
pesyarar. Ho, Mu cMo mesbeme pacTaBuiIv Ha TOjeAUHAYHE KOPaKe — pe-
nyknuje. Moskna MOKEMO ma Majio penykyjemo nmomohy hi, a maso nomohy
ha?

X34 x Mo x?qx 2oy

Kako ron ma pamumo, He mobujaMo ga HOJUHOM IpUIana umeany. Ausu,
jACHO ce BUOM Oa TMOJUHOM jecte y mmeany: X = ho — hy, ma X € I, a
f=(X?2+1)-X,na fel.

Ilakie, oBaj Ham nmocrynak He pamu dam mobpo. Tpebaso 6u mamxo na
pasvucianmo. OuurienHo je GUIIO MOTPEINTHO KOPUCTUTU CAMO IIOJUHOME
hy u hy. Tpeba raematu U Apyre MOJMHOME KOju Ccy y umeasy. Hapasmo,
mako heMmo ce moceTuTy Kako OBO mompaButu. He camo 3a oBaj moce-
Oan cayuaj, Hero yommre. Mu Bpio mobpo 3HaAMO Oa je OPCTEH MOJIUHOMA
K[X] rnaBHOUIEAJICKY, Tj. Y IEMY j€ CBAKU UACAJ PEHEPUCAH jeIHUM II0JIU-
HOMOM. 3HAMO ¥ KOjU je TO HOJMHOM. TO je MOJIMHOM KOjUu je 3ampaBo Haj-
Behu 3ajemuuury mesmiial TOr KOHAYHOr OpOja MOJMHOMA KOjU TeHEPUILY
uneaJs. Y ciyuvajy aBa moJuHOMAa, HajBehu 3ajemuuury mesmiial ce nobuja
EykaunoBum ajropuTMoM, a 3a BUIIE MIOJUHOMA Ce MOCTYIAaK urepupa.
HameM cirydajy ce jJako mobuja ma je NZD(X? — X, X?) = X u onga je cse
jacHO (1 1aKO).

ITpema Tome, mpobaem npunansoctu uneanxy [ = (hy,...,h;) pemmin
CMO IIpeJacKoM Ha ,,60/pu” TeHepaTOPHU CKYI. Y CIy4dajy uieasa TeHe-
PATOPHM CKyI Ha3WBa Ce, Kao MTO perkocMo, u Oasa. Ilakme, om Oase
{h1,...,h;} openasumo Ha jempoumamy 6azy {NZD(hi,..., hg)} u Tana ce
npobJieM NPUIAAHOCTU UAEATY jeTHOCTABHO DEIIABA.

ITozabaBumo ce cama cayvajem moamHoMa ca Buire Heoapebhenux. Mopa-
MO Tpe CBera, a pa3jaCHUMO NEHEHe Y MPCTEHY MOJUHOMA Ca BUIIE HEO-
npebenux. Kao mro cMo Bumenu, meibeme je 3aIpaBO HU3 PEOyKIUja, Te
hemo crTora pasjacHUTH mOjaM penyKIyje.

Kanma BpmuMo pemnykiujy moJmHOMA ca jeaHoMm HeompebheHoMm, Mu ce
KOHIIEHTPUIIEMO Ha IBa MOHOMa, KOjU Cy 3ampaBo MoHoMu HajBeher cre-
IeHa y JABa IMOJUWHOMA Koje pasmarpamo. Ipyrum peumma, ouu cy Bomehn
MoHOMM. Kako TO m3riema y ciaydajy MOJMHOMA ca Bulle Heonpebhenmx?
Ha npumep, xoju je To Bogehu moroM y momuromy X3Y +4X2Y243X2Y +
Y3 - X24+2Y — 1?7 Axo riemaMo mo TOTAJHUM CTEIEHHMa, OHZa ¢y u XY
u 4X2Y? crenena 4. HapaBuo, MoskeMO fa ce KOHIEHTPUIIEMO Ha HAjBUIIA
cremen oxn X. Anu, mra pehu 3a opaj momummom: X2Y?2Z 4+ X2Y 72 -Y? 4
3Z—-57 Osne moxkemo na rienamo Behu crenen on Y. Tpeba To naskmusmje
OCMUCJIIUTH.

Eso mano mpurogse tepMmunosnoruje. Axro je ¢X{* X352 ... X% MoHOM,
OHIA je Ty ¢ KoepumujerT, a X X532 - - X% je IpoU3BOL CTemeHA HEO-
npebenunx, kpaTtko nmpou3Bon. OBaj nmpowmsBon heMo KpaTkO 0O3HAYABATU
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ca X® (oBme cy X u a omrosapajyhie n-topre). (OBzne Huje nome HamomMe-
HYTH Ia je IPU NUCaHy 3T0AHO, YMECTO OBAKO 3aTAMI>EHUX CIIOBA, TA CJIOBA
nonsyhu, tj. X ymecro X u o ymecro a.)

sKenmmvo ma yBememo HeKM mopenak Ha CKymy cBux mpousBona IP,. Ilpe
CBera ;KeJIMMO Ja Taj MOPEeIaK IPOIINpPYje HOPenaK y CMUCIY AebUBOCTH,
1j. na w3 X% | XP cremn X® < XP. Takobe smemmmo ma Taxo mobu-
jeMo NOBPO YPEBEHW CKyI CBUX IPOU3BOIA, jep HE JKeJUMO OeCKOHaudaH
omanmajyhwm mm3: X*' = X*2 > ... IlocebHO, TO 3HAUM & UMaAMO j€IHO
JIMHEAPHO YPEBEHKE, Tj. CBaka ABa MPOM3BOAa MODAajy OUTH ymopeauBa.
puverumo na je u 1 < X* 3a caxo a (1 = X%, 0 = (0,0,...,0)). Cparn
TakKaB MOpPENaK HAa3uBa ce MOHOMHU MOPEJAK (Maza je 3anpaBo Ae(pUHUCAH
Ha IIPOU3BOANMA, & HE MOHOMUMA, aJIi HE IOCTOjU YCATJIANIeHOCT TEPMUHA,
Te ce Hehemo name CpuHyTH O TOME).

3ampaBo, €BO Ipenu3He AeGUHUIM]e KOja HaM Jaje CBe TPasKeHe yCJIOBe.

Hepurumnuja 129 JIMHEAPHO YPEBEHE Ha CKyny CBUX NPOM3BOAA j€ MOHOMHM
nopefak ykonmko mncnywasa cnefieha gea ycnosa.

1. 3a ceea #0 jel < X
2. 3a cee a, B,y uzs X* < XP caeou X2 X7 < XBX".

Canma mokasyjeMo ma cMO OBakO 3aucrta nobunan jemno nobpo ypebeme
HAa CKYILy CBUX IMIPOU3BOJA.

CraB 130 MoHoMHUM nopefak je IOBPO YPEBEHE Ha CKyny CBMX MPOU3BOJAA.

Iloxka3. Heka je < HeKm MOHOMHU mopenak Ha ckyny P, u meka je T
HempasaH nmonackyn oxn P,. sReaumo ma moraskemo ma T mMa HajMamu eje-
ment. I[Ipumerumo mpe cBera ga mpunpy:kuBame P: N — P, 3angaTo ca

Do, ... ,0p) = X7 X
ycnocraBma jenny oujeknujy uameby N™ u P, 3a rojy Baku
(@1, an) < By Br) = XP - X0 | XP - X P

Ipyrum peunma, napuujanao ypebemnu cxymosu (N, <) u (P,,|) cy uso-
vMop¢um. IlukconoBa ema kame ma ckyn ®[T] C N® uva camo KOHAUHO
MHOT'O MUHMMAJIHUX eJIeMeHaTa y ONHOCY Ha mopenak < ma crorau I C P,
“Ma CaMO KOHAUYHO MHOT'O MUHUMAJHUX ejeMeHaTa Xi,..., Xy Yy OJHOCY Ha
nopenak |. Ho, MOHOMHM mopeak Ipomupyje mopesak 3a1aT JesbuBouiiy,
a y3 1o je m aureapuo ypebeme. Kon cBakor smmeapuor ypebema, cBaku
KOHAYAH CKyI MMa 1 HajMmamu u HajBehu emement. Hajsehw enement mHac
HE 3aHUMA, aJU HAJMAIbU €JIEeMEHT, HEeKa je To X;, y CKyOy TUX MUHU-
MaJIHUX €JIeMEeHATa je HAajMamU eJIeMEHT y CKymy 1y OJHOCY HAa MOHOMHU
nopenak <. Haume, ako Ou y T moctojao mpousBon X takaB ga je X < X;
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OH CBaKaKO He OUM [nenmo HujeZaH O HABENEHUX MUHUMAJIHUX €JIEeMEHATA.
Takobe, 3a 1 < j < k: X; t X, jep 6u omna 6umo n X; = X, mro je
cynporro ummenunu na je X < X; <= X; (mopemax < mpomupyje |). Karo
IOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOTO IPOM3BOLA KOJjU Hesie OMIIO KOjU IMPOU3BOL,
MOCTOj¥ KOHAYHO MHOTO BuX u3 T kKoju mese X. Y3MUMO MUHUMAJIAH TAKAB
X’ (To mosxe 6Gutn u cam X, Hema 3Hauaja). Ho, o 6u omma 6wo u MuHU-
masan y Ty omHocy Ha |, pasnuunt on X, ..., Xy, & TO Cy CBU MUHIMAJHI
y T. OBa KOHTpAIUKIMja 3aBpIIaBa IOKA3. U

MonoMHUX mOpemaka MMa yUCTUHY MHOro. Haemumo npa HajjemHOC-
raBHHUja. IIpBuU je sexcukoepafcru mopenak, osmaka lex. Y ToM ciaydajy
je

XPXG2 - X0 <jex XPUXG? o X
£ @ie{l. . n) (V) <i)ay =) mai < ).

Kpatko peueno, npousBoau ce mopeme Kao y PEYHUKY. 3aMUCIUTE Oa CTE
KCIUCAIM IPOU3BOJ KAO ped y pevynuky (mpu uemy cy neoxpebene ciosa
u TO Tako na je X mpso cuoso urh.). Oxna je ,Beha” ona kKoja ce mpsa
nojasu. Pemmvo XZXoXI <jex XPX3X3: a1 =2=01, a0 =1<2=fs.
3anpaBo, mpBa oaropapa peur (pevHUK je Ha Nupuiaunu): aaOBBBBBBB,
a mgpyra aab6s. CurypHo ce HM y jemHOM PEYHUKY CPIICKOT je3UKa OBe
IBEe peu’d He MO0jaBJbyjy, aju 3HaMO Koja Om ce mpBa mojaBuia. [locebmo,
oBze je X1 "lex X2 ™lex 0 Slex Xn. HaHMev Xy = X?X%X?w a
X, = X11X8~-X2, ma je Xg <jex X1, MTO ce Buau mopebhemeM cremeHa
neonpebene X;. YocrtaigoMm, CIOBO a ce mojaBibyje mpe ciaoBa 0, 3ap me?
Hapasno, mopebeme ca peunumroMm je HarTerumyrTo: Hame Heonpebene ko-
MyTHPAajy, a CJIOBa y peuuMa CUTYPHO HE, aju OBO OfjammmaBa TepMU-
HOJIOTHU]Y.

Hpyru jemgnocraBaH mopenak, KOju heMo KOPUCTUTU y MaJbeM je TaKO-
3BaHU CMENERACU AEKCUKOZPaPCKY TOPENAK, y O3HaNH grlex. Y oBoM moper-
Ky, aKO IUIeJaMO AHAJIOTHjy Ca PEYHUKOM, IPBO IOPEAUTE AYKUHY pedn
(mysxe peun cy sehe onx kpaliux), a peuu ucre QysKuHE TOPEIUTE JIEKCUKO-
rpagerm: XM X9 X0 <o XPPXD2 0 X B ako u camo ako je

n n
Z a; < Z Bi
i=1 i=1

UIn je
n n
S = 3 XXX < XD X
i=1 i=1

Jacro je ma je u oBme X; -glex Xj 321 < j.

80



3ampaBo, Mu cMO U meduHMCaIN 00a OBa MOpeTkKa Tako na Heonpebhene
oBako Oyny ypebene. Moske ce HapaBHO, aHAJIOTHO, 3a4aTHU JIEKCUKOTPad-
CKU M CTeIeHACTU JIEKCUKOTpadCKku nmopenak na Heonpebhene 6yny ypebene
HAa HEKU IPYTI'Yd HAYWH.

WNzabepumo wHeku MoHOMHU mopenak <. Carku momuaoM [ # 0 wus
K[X1,Xs,...,X,] Mmoskemo 3anmcatu Ha cienehin HaumH:

=1 X 4+ axX** + -+ +a, X,

npu udemy je X = X > ... = X%  Ilpuponuo je yBectu cienehy
repMunorujy (u ozuake). Bodefiu npouseod nomuuoma f, y osmamu LP(f),
je X1 godehu xoefuyujernm Tor noaumroma, y osnauu LC(f) je a1, nok je
a1 X godehu monom: LM (f) = o1 X,

Hexka je szamat unean I = (hy,ha,...,h;). 3aHuMa HAC TUTAH€ TIPUIAI-
HocTu mosmuoMa, f # 0 oBoMm mmeasy. Ha anamoran HauuH ca MOIMHOMMIMA
ca jemquoMm HeoapebheHoM MOskeMO yBecTy mojaMm penykuuje. Yoummo LP(f)
u LP(h;). Axo LP(h;) | LP(f), onia BpmUMO pemyKIUjy:

Y
rIe je
B LM(f) ,
fl - f - mhz

IIpumerumo na je cana LP(f1) < LP(f), jep cmo Bogehin monoM ’crunynn’,
a CBe ce Paauio npousBoarMa koju cy Mamu on LP(f) (kopuctunu cmo
Bonehu monom u y h;). Ilakie, MOKEMO IIOHABJLATU OBE PENYKIVje KO-
pucrehu cBe oBe moauuOMe hi,...,h;. Ha Kpajy monaszmmo mo moamHOMA
7 KOjU JaJbe HEe MOKEMO na PeAyKyjeMo. ¥ Caydyajy MOJUHOMA Ca jeITHOM
HeonpebheHoOM, TO ce memaBa Kana CTENEH NOOWjeHOr HMOJMHOMA OyIe Mamu
Ol CTeleHa MOJMHOMA h;, a y Ciydajy HOJAUHOMA ca Buine HeonpebheHwux,
TO ce memaBa Kana Hujenas on Boxehux npoussona LP(h;) we nemu LP(r).
Axo je r =0, ouma 3uaMo ga je [ y umeaty, a ako HUje, OHIA. . .

I'pebGHEpOBE Ga3ze — mojaM U €r3uUCTEHINja

Hacrapmamo ca murameMm penykmuje. YMeCTO ma paauMO Ca JATOM
6azom hq,...,hg, Mu xeaumo na mobujemo Gomy Ga3ly, y kKojoj he pemyk-
mja pemmuTu npobieM NPUMAIHOCTH umeaty (a m y Kojoj ‘ocrarar’ HE
3aBUCH OX penociena penyKiuuja).

Hedpununumja 131 Heka je {0} # I <1 K[Xq,...,X,]. NonuHomun g1,...,g95s € T
uvHe ['PEBHEPOBY BA3Y 3a upean I ykonuko

3a ceakn g € I\ {0} noctoju i € {1,...,s} Tako pa LP(g;) | LP(g). (20)
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Cras 132 [pebHeposa 6aza noctoju 3a ceaku ugean I # 0 n oHa je jedaH rew-
epaTopHM CKyMN 3a Taj naean.

Hoxa3s. ITocmarpajmo ckyn LP(I) = {LP(g):g € I\{0}}. To je ckym cBux
Bomehux nmpomsBonma monnuoma m3 I. Ilpema JlukcoHOBOj siemMu, mOCTOju
KOHAUHO MHOT'O MUHUMAJIHUX ejeMeHaTa (y CMUCIY OebUBOCTH) Y OBOM
CKyIly, Tj. HOCTOjUM KOHAYHO MHOI'O HOJUHOMA (i,...,Js € I TakBux ma je
cryn {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBux muanmasaux exemenara ckyna LP(1).

3anpaBo OBaKO HOOUjE€HU €JIEMEHTH (1, ..., Js U NPEACTABILA]Y TPAKEHY
noronuy 06a3y — To je I'pebuepoBa 6a3a mneasa I. Iloraxkumo To.

MlokamuMO Ja g1, ...,Js UCIHymaBajy ycioB u3 me¢umunuje 131 Y
CYyIPOTHOM, HEKA je g HeHyJa MOJIMHOM u3 uneaya I unju Bogelin npounsson
HUje nejbuB HUjemHUM oX Bomeliux mpowmsBoma monmHOMa ¢;. Kako cy OHU
MuHAMaJHE (y OZHOCY Ha NeJUBOCT), TO, 3a cBe i: LP(g) {1 LP(g;). Ioc-
TOjU CaMO KOHAYHO MHOTO Ma KakBUX Ipou3sBona koju neie LP(g). Camum
TUM IOCTOJU CaMO KOHAYHO MHOrO npowusBona u3 ckyna LP(I) koju mene
LP(g). 3aBepumo Hekn MuHrMAaIaH Takas (Moxkaa je To 6am LP(g), nema
Besze). Taj mpomsson he onma 6urtu u MuHUMana y neaom ckymy LP(I),
a To mpoTuBpeun uumenunn xa je {LP(g1),...,LP(gs)} ckyn cBux MuHU-
MAaJIHUX esieMeHaTa (Taj OPOU3BOX HUje HU jeNAH O OBUX — OHU HE IEJIe
LP(g).

Ilakie, cama mMaMoO MOJIUHOME (1, . .., (s U3 Umeasa I ca ropeHaBeneHnM
csojcroM (20]). IToka:xumo na onu remepumy I. 3ampaso hemo mokazartu
na je f €I ako n camo ako ce nmomohy g; Moxke pemyroBatu no 0.

Hapasuo, jeman cmep je mak. Aro ce moiamuHoM penykyje mno 0 kopwm-
HemeM moaMHOMA g;, OHIA je Taj HOJIMHOM O0JINKA Y, P;¢; 38 HEKe IOJINHOME
pi, TA CAMUM TUM Tpunana uxeaay I (Opu peayKumju O HATOT IMOIMHOMA
f omy3mmMamoO HEKU g; TOMHOYKEH HEKMM MOHOMOM; ako moheMo Ha Kpajy ox
HyJe, oHIa, paxehu ymasan, mobujamo ma je f cymMa yMHOKAKA ¢; HEKUM
nosuaomMuMa). IIpernocrasumo crora ga f € I. To smaum na je LP(g;) |
LP(f) 3a HEKoO i, ma MOKEMO U3BPIIATUA PELYKIU]Y:

fi)fla

npu uemy je LP(f1) < LP(f) u fi € I. Yronuko je f; = 0, nobunu cmMo
TPaKEHO; ¥ CYIPOTHOM HACTABHAMO MOCTYHAK. Tako mobujaMo HU3 IMOIU-
woma: f = fo, f1,... 3a koje je LP(fo) > LP(f1) > ... Ha ocuoBy cBojcraBsa
MOHOMHOT TIOPETKA, 3HAMO 4 TAKaB HU3 HE MOE OUTH GECKOHAUAH, Te Ce
mporec Mopa 3aBpmuTy u nobujamo () mocsIe KOHAYHO MHOTO KOpaka. — [J

Mu cM0 10 cama caMO pa3MaTpPaad PEAYKIU]y HOJUMHOMA TAKO IITO CMO
‘cknmanu’ meroB Bogehu monom. Ho, penyknmja ce Moke BPIIUTU U TAKO
ma ce 'ckmma’ Ma KOju MOHOM y IATOM MOJWHOMY. Kama ce Bulne HUjemaH
MOHOM He MO:Ke 'CKuHyTu mobujaMo mpaBy OCTaTak. Bumeau cMo na ce
IpU IPOU3BOJBHO] 0a3U MOrY JOOUTU Pa3IUYUTU OCTAIM, YaAK U Y CIyYajy
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noauHOMa ca jemuom Heompebemom. Pazjacummo cama memoyMmMuiyy — ma
JIU OCTATAK KOju ce mobuja TmpU PEnyKIUjU 3aBUCU ON Pemociiena KOjoMm
PeAyKIUjy BpIIKMO ako umaMo | pebHepoBy 6asy.

Cras 133 Heka je G = {¢1,...,9s} jeAHa pebHeposa 6aza mnaeana I npcreHa
K[X1,...,X,] v neka je f # 0 npoussosbaH nonuuom us K[Xy,..., X,]. Yko-
JINKO Cy MONIMHOMM 11 W T9 ROBUjeHn pefykumjom nonuHoma f nomohy 6ase G u
He MOry ce fame pedykoBaTu, OHAA je r'1 = To.

Ioka3. C 003upoM Ha HAUMH HA KOJU CE€ BPIIM PenyKIuja mobujamo na
NOCTOj€ MOJUHOMHU P1, ..., Ps X DOIUHOMHA (1, ...,(s 3& KOje je

f=pig1+-+psgs+r1, f=qg+ -+ qgs+r2

Onasnme nobujamo ma je

r — T2 = (Q1—p1)91+"'+(Qs—ps)9s el

Iakne, ykonuko je r1 — 19 # 0 ouma LP(g;) | LP(r1 — r2), 3a mexo i (G je
I'pebueposa Gasza). HapaBuo, MOske ce meCUTH Ha Cy C€ IMPHU OLy3UMAHY
r1 — r9 BOmeNlM MOHOMU y OBUM NOJWHOMUMA CKPATUIN, AJU, MOMITO IO
npernoctaBiu r1 — ro # 0, unak je memTo m ocrano, tj. LP(r; —ra) je
HEKU OJ IPOM3BOJAA KOJU Ce II0jaBJby]y y IHIOJMHOMY 71 U/WIN IIOJIUHOMY
ro. Ho, To 3maum ma LP(g;) menu Heku o mpom3Boda y 0ap jemaHOM Of
OBa [Ba INOJMHOMA, Te 0ap jemaH ol HBUX HUje IHOTIYHO PEIyKOBAaH, IITO
NPOTUBPEYN NPETIHOCTABUU. 3aKDYydyjeMO Aa MOPa BaKUTHU 'y = T'g, IITO
ce U TPaAKUIIO. O

Bunenu cmo ma I'pebruepoBa 6a3a yBek moctoju. Ipyro je murame Kako
je mahu. IlocToje anropurMmu 3a Haxaskeme |'pebuepoBe Ha3e KOHKPETHOT
ugeasia, a OHU Cy Y UMINIEMEHTUPAHU Y PA3HUM MAKETUMa, 38 CUMOOJIUUKA
uspauyHaBama. Mwu hemo ce Tume KpaTro OGaBUTH y HAPEAHOM OIEJBKY.
Osme hemo camo mpokoMmeHTapucaTtu na, HapaBHo, | pebGHepoBa Dasa 3a-
BUCKU OJ m300pa MOHOMHOI MOPETKa, aju je 3aHuMbuBa u ciaexeha jem-
HOCTaBHA YMWH€HUNA: ako je {gi,...,9s} ['pebHepoBa 6a3a 3a mopenak
=1 W mocMaTpaMoO HOpelaK =g UM CKyn moimHoMa {hi,...,hs} 3a koje je
LP<,(g;) = LP<,(h;) 3a cBe i, ouna je ckym {hi,...,hs} I'peCrepoBa Gasa
3a mopenak =o. Hamamo ce ma je ynTaoly HOTIYHO jaCHO 3aIITO OBO BAaKU.

3a kpaj OBOI OJeJbKa, HaBeIMMO Ja ce mojam | peGHepoBe Gaze Moke
3a0aTH U 3a CIydaj MOJWHOMA HaJ HEKMM NPCTEHOM KoedumujeHaTta. Ha-
PAaBHO Za je Ty CIOMKeHnje pa3MaTpame (Ha IprMep, 0AMAaX ce MOKe IpUMe-
TuTu na Mopamo pasmarpatu na au LM(g) | LM(f), a me camo ma au
LP(g) | LP(f)), anu 3a npaBuiHe IpPCTEHE, NOIYT [VIABHOUAEAJICKUAX HO-
MEH&, TEOpUja Cce MOKe (UHO Pa3BUTH.
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S-nosmaoMu 1 Byx6eprepos ajropuraM

YBenumo Hajupe jenny osHaky. Heka je F'={fi,..., fs} ckyn nomuaoMma
n3 K[X1,...,X,]. Tana

F5h

O3HAUYABA Ja je MOJUHOM f PEeIyKOBAH HA MOJMHOM h HU30M DPenyKIuja y
KOJUMa Cy YYeCTBOBAJM IOJWHOMU U3 CKyma F.

IMocmaTpajmo umean I = (f1,..., fs). CBaku exeMenT u3 OBOT uzeana je
obnura hyf1 + -+ hsfs. 3HamM0 nma monmuoMmuU fi,. .., fs unHe HEeRy I'peb-
HepoBy 0a3y 3a umeau I ako je Bomelim mpousBoa CBAKOT HEHYJIa €JIEMEHTA
uneana I nemus mekum on LP(f;). Ha upsu morsien ce Mo:ke yUMHUATH Oa
Bomehu mpousBoau on f; yBeK y4ecTBYjy y €JIeMEHTY uaeajia, ajd TO Ha-
pasHO Huje cayuaj. Hamme, Bomehu npoussomu LP(h;f;) = LP(h;)LP(f;)
Mory ce ckpartutu Mehycobuo. HajjemnocraBuuju ciyuyaj y KOMe ce TO
nemasa je ciaenehum.

Hedpuaunuja 134 Heka cy f,g € K[X1,...,X,] \ {0} v Heka je
L = NZS(LP(f), LP(g)).
MonuHom S(f,g) 3apat ca:

L L

T’ - o

S(fvg): = LM(Q)

Hasuea ce S-TIOJIMHOM of f u g.

Hapasno, NZS(P;, P») o3HauaBa HajMABU 386 JHUYKA CAAPKAIAL IPOU3BOIA
Py u P,. Ha mpumep, ako umamo grlex mopenak y kome je X > Y u ako je
f=3X3Y+4Y? ag=2XY?2-TY +6, onna je L = NZS(X3Y, XY?) = X3Y?2
u

B X3Yy? X3y? 7 4

S = 3X3Y +4Y?) — 2XY?2—TY +6) = = X?Y +-YV3-3X2

Bunnmo ma je momno mo ckpahumBama Bomehux mpomsBoma m ma Boaehnm
npoussox noaunoma S(f, g) auje nemus Bomehum npoussoauma nmonunoma f
u g. Kako je jacuo ma S(f,g) € (f,g), To ckyn {f, g} curypuo e uunu I'pe6-
HepoBy 6a3y. Ho, 3aHuMBUBO je ma je 3a MpoBepy MOa Ju HEKU CKYII MOJI-
HOMa umHU ['peGHepoBy 6a3y MOBOJLHO MOCMATDPATH S-TMOJUHOME MapoBa
MIOJIMHOMA U3 TOT CKyla Kanmumara. 1o je cymruna ciaenehe Teopeme.

Teopema 135 (Byx6epreposa Teopema) Heka je G = {g1,...,9s} CKyn HeHyna

nonuHoma n3 K[Xi,...,X,]. Taja je G pebHeposa 6aza 3a wfean reHepucaH
THM MONIMHOMKMA aKO U CaMO aKO 3a CBE i 7# j BaXu:

G
S(9i,95) —+ 0.
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OBy Teopemy mehiemo mokasuBaTwu.

Teopema 136 Heka je ' = {f1,...,fs} € K[X1,...,X,]\ {0}. Bpwummo
cnenefin noctynak ca oMM MOAVHOMMMA.

Pauynamo S(f1, f2) v pedykyjemo y ogHocy Ha F' no nonuHoma h, koju ce He
MoXe dafbe pedykosaTu y ofiHocy Ha F'. Ako je h = 0, pasamaTpamo nonuHome fi
n fs. A ako je h # 0, popajemo ra y ckyn F' 1 HacTaB/baMo pa3MaTpatrbe NoOaMHOMA
f1 n f3, ann capa y3 kopuwhere ckyna F' npowwuperor nonnHomom h. lNMoctynak
3aBpLUABaMO Kafa ce CBM S-MOJIMHOMM MapoBa MOSIMHOMA M3 TakKo MPOLUMPEHOT
ckyna pefykyjy fo 0. Tako mpowwupenu ckyn je jeaHa [peGHeposa Gasza 3a ngean
reHepucaH ckynom nonusoma F'.

Iloka3. Oae Tpeba MoKa3aTH Aa Ce 0Baj MOCTYIAK 3aBPIIaBa IOCIE KOHAY-
HO MHOTO KOpaka, Kao 1 Ja ce 3awmcra nobuja ['pebuepoBa Oasza 3a umeas
reHepUCaH moauHoMuma fi, ..., fs. Kopucuo je, 3a ckyn monuuoma F' yBectu
O3HAKY

LP(F):=(LP(f): f € F\{0}).
Iakme, To je mmeasn resepucad BoxehuM mpowsBoauMa moauHOMa u3 F.

YKOJIMKO ce mOoCTymak He Ou 3aBpmwuo, nobmnm Oucmo pactyhwu Hu3
CKyIOBa MOJMHOMA,

F=GycGiCcGyC---

npu deMmy ce cBaku onx (G; mobuja On MPETXOMHOT MONABAEM HEKOT eJe-
MenTa h € I Koju je HeHya penykuuja y ogHocy Ha (G;_1 HEKOT S-TIOJUHOMA
nBa enementa u3 G;_1. Kaxko je h pexyroBan y onnocy Ha G;_1, To LP(h) &
LP(G;-1), ma je Hu3 nmeana

LP(Go) C LP(G1) C LP(G2) C -+

CTPUKTHO pacTyhnu HU3 maeaJsia KOju ce He 3aBpIIaBa, a OBO Huje Moryhe
jep je upcren nmonmuuoma K[Xi,...,X,] Herepun. 3armyudyjemo na ce moc-
TyHaK MOPa 3aBPIINUTU.

Ilakse, MOCTyIAK ce 3aBpHIaBa U 1OOKMjaMO HOBU CKYI MOJUHOMA, 30BUMO
raG: G={f1,...,fs;h1,...,h}. Herajeg;: = fizal<i<sugsy;: =h;

3a 1< j<t. C o63upom na Baxu na je S(gi,9;) i>+ 0 3a cBe i # j, Byx-
OeprepoBa TeopeMa HaM KajKe [a CMO 3aucra nobunu jenmy [ 'pebuepoBy
ba3sy. O

ITocTtynmak onucan y mpeTxomHoj TreopeMu 30Be ce BYXBEPTEPOB AJIT'O-
PUTAM. Kao mro Buammo, TO je jemaH mOCTa jeqHOCTABAH MOCTYIAK Oa3u-
paux Ha Byx6eprepoBoj Teopemu. 3HaAMO Oa ce CBU S-IIOJIMHOMU 33 TapOBE
nosimaOMa u3 ['pebuepoBe 6a3e mopajy peaykoBatu no mysie. Crora pauy-
HaMo Te mosjmHOMe. CBaky myT Kaa He HobujeMo HyJIy, Taj penayKOBAHU
nonuHOM momajemo y 0a3y. Ha kpajy 3amcra m mobujamo jemny ['peb-
HepoBy 0asy.
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PenyxoBane I'peGHepoBe Oaze

Hakne, umamo jeman nocrynak (ByxGeprepos asropuram) KOju Ham
oMmoryhaBa Hajakeme Heke [ pebHepoBe 6a3e mOUEB O AATOT CKyIa T'eHe-
paTopa mpeajia. JacHO je ma Cy IpW KOHCTPYKIUjU 0Oa3e BPIIEHU MHOTH
n360pU MITO ce TUUE Penociena peayKIiyje, a O BUX 3aBUCU U KOHAYAH UC-
xon. Ila 6GucMO MOKIA HOLIIM A0 HEKE je IMHCTBEHOCTU, HABEIUMO HAjIpe
caenehy meduHUIT]jY.

JHedpuuunuja 137 3a pebHepory 6azy G = {g1,...,gs} KaXemMo Aa je MUHU-
MafiHa YKONUKO Baxu cnefehie:

1) LC(g;) = 1, 3a cBe i.
2) 3acee i # j: LP(g;)1LP(g;).

Huje Temko BumeTtw kako ce om ma kKoje I'pebmepose 6aze mobuja MuHU-
masHa. IIpe cBera, npBu yCJOB je JIAKO UCIYHUTH — LOBOJLHO j€ [IOIEIUTI
cBaku uiaH 6asze merosuM Bogehum koepunujertom. IIITo ce Tuue apyror
ycaoBa, ako je G Heka 'pebueposa 6asza u g1,92 € G, yronuro LP(gs) |
LP(g1), ouna je u G\ {g1} I'pebueposa 6a3za — cBaku IPOU3BOL AEIHLUB CA
LP(g1) nemwus je u ca LP(gs), Te HAM MOJMHOM ¢ U HUje HEOOXOIAH 3a Ty
ba3sy.

CraB 138 Hekacy F = {f1,...,fs} n G ={g1,...,9:} BBe munumanne [ ped-
HepoBse Ga3e Hekor upeana. Tajajes=twu

{LP(f1),..., LP(fs)} = {LP(g1), ..., LP(gs)}-

Ioka3. Osmauumo ca I mmean o rome je peu. Karo f; € I, a G je
I'peGueposa 6asza, LP(g;,) | LP(f1) 3a ueko i1. Cnnuno, rako g;, € I,
a F je I'pebuepoBa 6a3a, ouma LP(f;) | LP(g;,) 3a mero j. Crnemu na
LP(f;) | LP(f1). Ho, xako je 6a3za F MummManza, mMopa Omrm j = 1.
Haxne, LP(f1) | LP(g;,) u LP(g;,) | LP(f1). C o63upom ma cy somehn
roeduimjenTu jenuaku 1, mobujamo na je LP(f1) = LP(g;,).

IMocmarpajmo ckymose F'\ {fi} u G = \{g;,}. Enement fo je y I, a
kako je G I'pebueposa 6a3za, LP(g;,) | LP(f2) 3a Heko iz. C oG3upom na
je LP(g;,) = LP(f1), a LP(f1) t LP(f2), mopa ©utu is # 4. Kao m y
nperxonsoMm ciyuajy, LP(f;) | LP(g:,) 3a Hexo j u 1O j Mopa Ouru Gam
jemuako 2. VI osme nobujamo ma je LP(fs) = LP(g:,).

IMocrynak ce macrasma u mobujamo ma je 3a cse 1 < k < s: LP(fx) =
LP(g;,) upu demy je ¢;, # ¢i, kan rox je k # l. To nokasyje na je s < t.
Kako cMo Mormm ma KpeHEMO CUMETPUYHO, O ¢, BaKM U na je t < S.
Crora je s =t u {LP(f1),...,LP(fs)} = {LP(¢1),...,LP(gs)}, mro ce n
TPaKUIO. O
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JHedpuaunuja 139 3a pebHeposy Basy G = {g1,...,gs} KaxeMmo Aa je pedyKo-
BaHa ykonuko je LC(g;) = 1 3a cBe i 1 yKONMKO je, 3a CBE 4, ENEMEHT g; pelyKoBaH
y opHocy Ha G \ {g;}, Tj. HMjelaH MOHOM Y g; Huje fAesbue Hekum of LP(g;) 3a
HEKO j # 1.

Teopema 140 Heka je nzabpaH Hekn MOHOMHM nopefak Ha ckyny PP,. Ceaku
HeHnyna ufean I < K[Xq,...,X,] uma jeAnHcTeeHy peaykosaHy [ peBHeposy Bazy
y ofHocy Ha nu3abpaHu MOHOMHW Mopejak.

Iloxa3. Hwuje Temko yBepuTu ce Kako ce om Ma kKoje ['pebuepoBe Oasze
HaJia3u pemykoBaHa. Hajmpe ce cBu unanoBu 0Oa3e penykyjy y OOHOCY Ha
ocraje, a 3aTUM Ce OHM UJaHOBU 0a3e KOju Cy OCTaJM, MOHEeJie CBOjUM
BomehnM koeduijeETUMA.

Ocraje murame jemuactBeHoctu. C 003MpOM ma je CBaka peryKOBaHA
0a3a yjeIHO M MUHVMAJHA, CBaKe IBE PEAyKOBaHe Daze uMmajy uctu OpOj
enemenara. Herka cy G = {¢1,...,9:} u H = {hy,...,h} mBe penyko-
Bame ['pebGuepoBe Ga3e 3a matu mpeas. MoyKeMO TPETIOCTABUTH U Oa je
LP(g;) = LP(h;) 3a cBe i (BuaeTy OPETXOIHU CTAB).

YKoauko Ou 6mio gr # hi 3a HEKO k, mMagu OUCMO HEHYJa €JEeMEHT
uneana I: gy — hy, Te LP(h;) | LP(gr — hi). Kako je LP(gr — hi) <
LP(hg), jep cy ce Bomehu monomu ckparunu, 1o je j # k. Ho, To 3naumn
na LP(h;) = LP(g;) nemn mexu on MoHOMa y gr — hi. Ho, Ma xoju MoHOM
y TOM IOJVHOMY jeé yMHO:KAK HEKOr O MOHOMa u3 g u/umu hi. Ho, To
6m 3maumno na 6asza G miaum 6a3za H Huje peaykoBaHa, MTO IPOTUBPEYUN
TIPETIOCTABIIA. O

Enemenrapue npumene I'pebrepoBux 6a3a

Y oBoM memy hemMo HABECTH HEKOJUWKO jeIHOCTABHUX TpuMeHa ['peb-
HepoBux Gasa. Y cBuMm mpumenama I = (f1,..., fs) < K[X1,..., X,].
IIpBa mpumena. Heka je f € K[X4,...,X,]. Opgpeautu ga nu f € I.
Osze je jacuo mra pamgumo. Hajupe nabemo I'peGuepoy 6a3y G = {g1,...,G:}

3a uneas I u oHIA MMaMO €KBUBAJIEHI]Y:

felef-%. 0. &

Ilpyra mpumena. [ata cy gsa ugeana I n J y npcreny nonuHona. OgpeanTtu
Ja Nu cy jefHaKW.

W oo muje temrko. Ilomro je penyroBana ['pebuepoBa 6a3a 3a umeas jem-
HoszHauno onpebena, Tpeba onpenutu penykosane 0a3e 3a [ u J u ymope-
IUTU UX. &
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Tpeha npumena. Hahu npeacrasuke 3a kocete y K[ X1,...,X,]/T.
Hera je G I'pebueposa 6Gasa 3a I. 3a csaku f € K[Xy,...,X,] nocroju
rauno jeman eaement r € K[Xy,...,X,], Koju je penykoBan y OTHOCY Ha

. e]
G, rakas na je f — 4 r. OH ce o3HauaBa ca Ng(f) u HazuBa HOPMAJIHA
®OPMA Ol f ¥ OMHOCY HA (. Basxkwn caenehu cras.

Cras 141 Heka cy f,g € K[X1,...,X,), I< K[Xy,...,X,]. Tapgaje f+1 =
g+ I akko Ng(f) = Ng(g). Crora je

{Nc(f): feK[Xy,...,Xn]}

TpaXKeHW cKyn npefcTaBHuka koceta 3a K[Xi,...,X,]|/r. Wrasuwe, npecnuka-
gawe Ng: K[X1,...,Xn] — K[X1,...,X,] je K-nuneapHo.

Ilokas craBa HUje Te:kak, ajnu ra Heliemo masaTu.

Yerepra npumena. Ofpeantn 6asy K-sektopckor npoctopa K[ X1,..., X,]/T.

OsBo mam paspemaBa ciaenehu cras.

CraB 142 Heka je G = {g1,...,9+} [pebHeposa 6aza 3a ngean I. Basy 3a K-
BekTopcku npoctop K[Xq,..., X, ]/ unHe onn npoussoan X Koju HUCY [erbuBu
sogehm npomseoguma nonusHoma us G.

Hoka3z. Kao mro cmo masenwm, 3a cBaku mosauuoMm [ je f+ I = Ng(f) +
I. Kaxo je Ng(f) penykosan y omuocy Ha (G, OH je cymMa MOHOMAa KOjU
ce He MOry majbe PeLyKOBaTH, Tj. Koju Hucy memuBu ca LP(g;) 3a cse i.
Koceru omrosapajyhux mpomsBoma cy nuHeapHO He3aBucHu Han K, Oam
300T je IMHCTBEHOCTU HOPMAaJIHE (popMe. O

IIpumep 143 Ilpermocrasumo na cmo 3a Heku upean I npcrena Q[X,Y]
nobunu ['pebuepony 6azy G = {XY? - X4V, - X2+ XY +Y2 Y3+ X -2Y}
Ipy YeMy UMaMo grlex mopenak y Kome je X >gpe, Y. Bomehn nmpoussomu
cy oBme XY? X2 Y3 Crora 6a3y umHe KOCETH NPOU3BOMAA KOjU HIUCY
nemusu osuM, a To cy 1,X,Y, XY Y2 te je dimQ[X,Y]/; = 5. Ha uc-
rakHeMo, 6a3y umme: 1+ I, X +I,Y +1, XY +1,Y?>+1. &

ITera mpumena. OppeanTu onepaumje y KONTUUHUYUKOM MPCTEHY.

Ipencrapaunn kocera ¢y Ng(f). OHO mTO je 3aHUMIBUBO je MHOMKEHE.
IIpencrasuur npoussona rocera (f +1)-(g+ 1) je Na(f - g). &

ITpumep 144 Hanmpasuhemo Tabauily MHOMKEHa egeMeHaTa 6a3e BEKTOPCKOT
npocTopa u3 nperxoaHor npumepa. Csaku npousBos he OuTu U3paskeH Kao
auHeapHa KoMbuHanMja eaemenara 6asze. Ha npumep, npousson (XY +1)-
(Y2+1) = XY3+1 nobujamo penyknujom mommaoma X Y3 momohy 6asze G.
XV? 2 XY? - Xg3 = XY3 - X(Y3+ X —2Y) = —X? +2XY
L X2 4 2XY — o= X2+ 2XY + X2 - XY - Y?=XY - Y2
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Ilakne, ako Kocer f 4 I o3HaumMoO ca f mMamo ga je XY - Y2 = XY — Y2,
EBo nene rabauie.

: 1 X Y Y2 XY
1 1 X Y Y2 XY
X | X XY+Yv2 XY X-Y Y
Y | Y XY Y? -X +2Y X-Y
Y2 Y2 X-Y -X+2Y XYV +2Y?2 XY -Y2
XY | XY Y X-Y XY -Y? Y2
OBy Tabauny hemMo MCKOPUCTUTHA Yy HAPEIHOM IPUMEDY. &

ITecra npumena. OapeanTy MHBEp3e €IEMEHATA Y KOJIMYHUUKOM MPCTEHY aKo
nocroje.

YKOJIVKO je KOJIWYHUYKY OpPCTeH K-BEKTOPCKU IMPOCTOP KOHAUHE IUMEH-
3uje, OHIAa ce OBO pemaBa MeTonoMm Heoapebhenux enemenara. Ako 6asy
YMHE KOCETU NpOoum3BOna Xi,..., X, U TPAKUMO UHBep3 esementa f + I,
OHIA TPAKUMO af,...,a, € K Tako ma je

(@1 X1 4+ +a,X,) - f=1 (mod I).

YKOINKO HABENEHU €JEMEHT HeMa WHBEP3, CUCTEeM jeqHAauYnHa KOju ToOu-
jeMo HeMma pememne. O

IIpumep 145 Uckopuctumo npumep (143 Ilorpaskmmo Ty uHBEpP3 KOCeTa
(X4Y+1)+1. C ob3upom na 3uamo 6a3y, Tpeba ogpemutu a,b,c,d,e € Q
TaKBe na je

(aXY +0Y? +cX +dY +e)(X +Y +1)=1 (mod I).

Pauynamo

(aXY4bY*+cX+dY +e)(X+Y+1) = aX?Y +aX Y +a XY +bX Y240V 34bY?
+eX?4+e XY +eX+dXY +dY 2 +dY +eX+eY +e =1 aY+a(X =Y )+aXY +b(X-Y)
+b(2Y = X)+bY 2+ e(XY +Y?) +cXY +cX +dXY +dY? +dY +eX +eY +e

=(a+2c+ XY +(b+c+d)Y* +(a+c+e)X +(b+d+e)Y +e.

OBze cMO KOJ MHOMKEHa MOHOMa KOPUCTUIN PENyKIHje Koje Cy HaBeIeHe y
TabInIM MHOMKEHha U3 IpeTxXonHor npuMepa. Jlobujamo crucTeM jeTHAYMHA

a + 2¢c + d = 0
b + ¢ + d = 0

a + ¢ + e = 0
b + d + e = 0

e = 1

Pememe cucrema je (a,b,c,d,e) = (—2,—1,1,0,1). Ilakme, uuBep3 KoceTa
X +Y +1 je xocer (—2XY —Y? + X +1)+ 1. &
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