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Algebra 2, 30. jun 2022, komentari

Kratka pitaǌa
1. (2) Navesti definiciju stabilizatora elementa x ∈ X pri dejstvu grupe G na skupu X.

2. (2) Navesti definiciju Silovǉeve podgrupe.

3. (2) Navesti definiciju prstena sa jednoznaqnom faktorizacijom.

4. (2) Navesti Ajzenxtajnov kriterijum za nerastavǉivost polinoma.

5. (2) Navesti definiciju algebarskog elementa.
Komentar Neki su ovde pisali da je element α iz F algebarski ako postoji polinom p(X) iz F [X]
za koji je p(α) = 0. To je taqno za svaki element iz F i svakako ne donosi poene.

Kratke pitalice, obavezno je kratko obrazlo#eǌe svakog odgovora
1. (3) Neka grupa S3 dejstvuje na konaqnom skupu X koji ima 9 elemenata. Da li mogu postojati taqno

dve orbite pri ovom dejstvu?
Komentar Ova pitalica je sve nekako zbunila. Osnovna stvar je slede$a: razliqite orbite su
razliqiti svetovi. Vi mo#ete da uzmete neka dva disjunktna skupa i da na ǌima na potpuno
razliqite naqine definixete dejstvo neke grupe i tako dobijete dejstvo grupe na skupu koji je
ǌihova unija. Ovde se tra#i da li postoje dve orbite. Jasno da ne mogu biti bilo kakve veliqine,
ono xto se mo#e probati je da te orbite budu sa 6 i sa 3 elementa. Nixta prostije. Uzmete
najpre da je X1 = S3 i da na tom skupu grupa S3 dejstvuje prostim mno#eǌem. Jasno je da je
takvo dejstvo tranzitivno na ovom skupu (dakle, imamo samo jednu orbitu), a za X2 uzmemo X2 =
{(1 2), (1 3), (2 3)}×{1}. Uzeli smo Dekartov proizvod da skup bude disjunktan sa X1. Na X2 dejstvuje
grupa S3 koǌugovaǌem na prvoj komponenti. I ovde je dejstvo tranzitivno. To znaqi da je dejstvo
koje dobijamo na X = X1 ∪X2 takvo da ima dve orbite: X1 i X2.

2. (3) Neka je p > 3 prost broj. Da li za neko m postoji grupa G reda 4pm u kojoj Silovǉeva
p-podgrupa nije normalna?

3. (3) Neka je A komutativan prsten sa jedinicom, koji nije poǉe i a ∈ U(A). Mo#e li a + a2 biti
nilpotentan element u A?
Komentar Primer je lak i neko ga je naxao. Uzmemo −1 ∈ Z. Oqigledno je invertibilan. A
(−1) + (−1)2 = 0 i to je nilpotentan element. A xta bexe nilpotentan element? Nije texko ni
pogoditi ako se ne se$ate. Nil asocira na nulu, a potent na stepen. Dakle, to je element qiji je
neki stepen nula.

4. (3) Da li postoji komutativan prsten sa jedinicom u kome jednaqina x2 − 8x + 7 = 0 ima bar tri
razliqita rexeǌa?
Komentar Odgovor je ,,da” i samo treba na$i primer. Naime, tvr%eǌe da polinom stepena n
ima najvixe n nula ne va#i za proizvoǉne komutativne prstene sa jedinicom. S obzirom da je
x2 − 8x + 1 = (x− 1)(x− 7), treba samo na$i prsten u kome imamo postoji element a %= 0 takav da je
a(a + 6) = 0 i u kome je i a + 6 %= 0. Recimo prsten Z55 – tu se mo#e uzeti da je a = 5. Tada poqetni
polinom ima za nule 1, 7, 12, a mo#da i jox nexto.

5. (3) Da li postoji komutativni prsteni sa jedinicom A i B za koje je direktan proizvod A × B
poǉe?
Komentar Najprostije je primetiti da direktan proizvod uvek ima netrivijalne deliteǉe nule:
(1A, 0B) · (0A, 1B) = (0A, 0B), a znamo da poǉe nema netrivijalne deliteǉe nule.

Dokaz
(10) Dokazati da je broj Silovǉevih p-podgrupa grupe G kongruentan sa 1 po modulu p i da taj broj
deli red grupe G. (Napomena: pa#ǉivo definixite sve skupove koje koristite i dejstva grupa koja
koristite.)
Komentar Ovde se dobijalo 3 poena ako se poka#e da broj Silovǉevih podgrupa deli red grupe. To
neposredno sledi iz qiǌenice da je taj broj jednak indeksu normalizatora neke od ǌih. Dokaz da je taj
broj kongruentan sa 1 po modulu p je ipak zahtevniji i tu ima nexto i da se radi.


