
Zadaci iz Algebre 2

1. Dokazati da je skup R jedan komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na
operacije sabiraǌa i mno�eǌa matrica, gde je

R =

{ a 0 b
0 a 0
0 0 a

 ∣∣∣ a, b ∈ R

}
.

2. Neka je p prost broj i R = {mn ∈ Q | p - n}. Dokazati da je R jedan potprsten
sa jedinicom od Q.

3. Dokazati da je I jedan ideal u prstenu R iz 1. zadatka, gde je

I =

{ 0 0 c
0 0 0
0 0 0

 ∣∣∣ c ∈ R

}
.

4. Neka je R komutativni prsten sa jedinicom. Dokazati da skup
nilpotentnih elemenata ovog prstena qini jedan ideal u R.

5. Neka je x ∈ R nilpotentan element komutativnog prstena sa jedinicom R.
Dokazati da je 1− x invertibilan.

6. Dokazati da je R = {a+ b
√
2 | a, b ∈ Q} potprsten od C u kome je svaki

ne-nula element invertibilan.

7. Neka je R komutativni prsen sa jedinicom i I, J su ideali u R. Ako va�i
da R = I + J , dokazati da je R = I2 + J2.

8. Neka je S potprsten komutativnog prstena sa jedinicom R i I ideal u R.
Dokazati da je S + I potprsten od R.

9. Dokazati da presek dva potprstena sa jedinicom jeste potprsten, kao i da
unija to ne mora biti.

10. a) Dokazati da je K = {p ∈ Z[X] | p′(3) = 0} potprsten sa jedinicom u Z[X].
b) Dokazati da je I = {p ∈ Z[X] | p(3) = 0, p′(3) = 0} ideal u Z[X].
v) Dokazati da je ϕ : Z[X]→ M2(Z) jedan homomorfizam navedenih prstena,

gde je ϕ(p) =
(
p(3) p′(3)
0 p(3)

)
, za p ∈ Z[X]. Odrediti jezgro od ϕ.

11. Odrediti a ∈ Z tako da je 〈a〉 = (〈9〉〈5〉+ 〈6〉〈6〉) ∩ 〈12〉.

12. Odrediti prave deliteǉe nule u Z21 i Z16.

13. Odrediti invertibilne elemente u Z15 i Z36 i na�i ǌihove inverze.

14. Odrediti sve ideale u Z24 i Z16.

15. Dokazati da je sa f(x) = ρ(x, 9) definisan jedan homomorfizam f : Z36 −→ Z9

i odrediti ǌegovo jezgro.

16. a) Dokazati da je R =

{(
m −n
n m

) ∣∣m,n ∈ Z
}

komutativni prsten sa

jedinicom u odnosu na operacija sabiraǌa i mno�heǌa matrica.
b) Dokazati da je π : Z→ R jedan monomorfizam navedenih prstena, gde je

π(m) =

(
m 0
0 m

)
, za m ∈ Z.

17. Koriste�i Euklidov algoritam dokazati da su polinomi
p(X) = X3 −X2 + 2X + 3 i q(X) = X2 + 1 ∈ Q[X] uzajamno prosti.



18. Koriste�i Euklidov algoritam na�i f ∈ R[X] tako da 〈f〉 = 〈p, q〉, gde su
p(X) = X6 − 1 i q(X) = X4 + 2X3 + 2X2 − 2X − 3. Na�i polinome u(X) i v(X)
tako da pu+ qv = nzd(p, q).

19. Odrediti nzd(p, q) gde su p(X) = X4 + 1, q(X) = X3 + 2X2 + 3X + 1 ∈ Z5[X].

20. Odrediti polinome f, u1, u2, u3 ∈ Z3[X] tako da 〈f〉 = 〈p, q, r〉 i
pu1 + qu2 + ru3 = f , gde su p, q, r ∈ Z3[X]:

p(X) = X3 + 2X

q(X) = X4 + 2X3 +X + 2

r(X) = 2X5 +X4 + 2X3.

21. Dokazati da za ideale I, J,K komutativnog prstena sa jedinicom R va�i
I(J +K) = IJ + IK.

22. Ako je I + J = R, gde je R komutativni prsten sa jedinicom i I, J ideali u
R, dokazati da je IJ = I ∩ J .

23. Dokazati da za ideale I, J,K komutativnog prstena sa jedinicom R va�i:
I ∩ (J +K) = (I ∩ J) +K ako i samo ako K ⊆ I.

24. Konstruisati poǉe sa 4 elementa.

25. Na�i sve nerastavǉive polinome stepena 2 nad Z3.

26. Konstruisati poǉe sa 9 elemenata.

27. a) Odrediti sve nerastavǉive moniqne polinome stepena 3 u prstenu Z3[X].
b) Konstruisati poǉe sa 27 elemenata.
v) Napisati sve elemente tog poǉa i na�i inverze za neka tri odabrana
elementa.

28. Odrediti sve nerastavǉive moniqne polinome stepena 4 u prstenu Z2[X].

29. Na�i f ∈ F4[Y ] tako da 〈f〉 = 〈p, q〉, gde su p(X) = Y 4 + αY 2 + α+ 1,
q(X) = Y 4 + αY 3 + αY 2 + (α+ 1)Y i F4 je poǉe sa 4 elementa.

30. Neka je I ideal u F8[Y ] generisan sa:

p(Y ) = Y 4 + (β2 + β + 1)Y 3 + βY 2 + Y + (β2 + 1)

q(Y ) = Y 5 + (β2 + β + 1)Y 4 + Y 3 + (β2 + β + 1)Y 2 + βY + (β2 + 1)

r(Y ) = Y 6 + (β + 1)Y 4 + (β2 + β + 1)Y 2 + (β2 + 1),

gde je β oznaka za klasu elementa X u standardnoj konstrukciji poǉa sa 8
elemenata F8 = Z2[X]/〈X3 +X + 1〉. Odrediti polinom f ∈ F8[Y ] tako da
I = 〈f〉.

31. Dokazati da poǉa Q(
√
2) i Q(

√
3) nisu izomorfna.

32. Pokazati da je α = i+
√
3 algebarski nad Q. Na�i minimalni polinom za α

i odrediti 1
α2−2 u obliku p(α), gde je p(X) polinom iz Q[X].

33. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√
5−
√
3.

34. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√
2 +
√
3.

35. Na�i α tako da je Q(i,
√
5) = Q(α).

36. Na�i α tako da je Q(
√
5,
√
7) = Q(α).

37. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 + 2X2 − 15 ∈ Q[X] i odrediti element α
za koji je K = Q(α).



38. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 − 12X2 + 9 ∈ Q[X] i odrediti element α
za koji je K = Q(α).

39. Neka je α element koji generixe raxireǌe od Q stepena 5. Dokazati da α2

generixe isto raxireǌe.

40. Odrediti stepen raxireǌa poǉa Q( 3
√
2, 4
√
5) nad Q.

41. Neka su α = e
2πi
7 i β = e

2πi
5 . Dokazati da β /∈ Q(α).

42. Neka je αn = e
2πi
n . Na�i minimalni polinom µαn nad Q za:

a) n = 4;

b) n = 6;

v) n = 8;

g) n = 9;

d) n = 12.

43. Da li i ∈ Q(i
√
2)?

44. Da li i ∈ Q(α), gde va�i da α3 + α+ 1 = 0?

45. Neka su α, β ∈ C. Ako su α+ β i αβ algebarski elementi nad Q, dokazati da
su to onda i α i β.

46. Izraziti cos15◦ preko kvadratnih korena.

47. Dokazati da je pravilni petougao konstruktibilan.

48. Da li je pravilni devetougao konstruktibilan?

49. Da li je mogu�e konstruisati kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini
datog trougla?

50. Na�i polinom qetvrtog stepena p(X) ∈ Z[X] qija nula je e
2πi
10 . Pomo�u ǌega,

na�i polinom drugog stepena nad Z qija nula je cos 2π10 , a zatim taj broj
napisati preko kvadratnih korena. Da li je mogu�e konstruisati pravilni
desetougao?

51. Ispitati da li polinom p(X) = X5 +X3 +X2 − 7 pripada idealu
I = 〈X6 − 1, X4 + 2X3 + 2X2 − 2X − 3〉 u prstenu polinoma R[X]. Dokazati da
q(X) = X4 + 2X2 − 3 pripada I i napisati ga preko datih generatora ovog
ideala.

52. Pore�ati u odnosu na leksikografski, stepenasti leksikografski i
obrnuti stepenasti leksikografski monomni poredak slede�e monome:

X1, X2, X3, X
2
1 , X1X2, X1X3, X1X

2
2 , X

3
3 , X1X2X3, X

2
2X3

gde je u svakom sluqaju X1 > X2 > X3.

53. Odrediti vode�i proizvod, vode�i koeficijent i vode�i monom za polinom

f(X,Y, Z) = 3X4Z − 2X3Y 4 + 7X2Y 2Z3 − 8XY 3Z3 ∈ Q[X,Y, Z]

u odnosu na lex, grlex i grrevlex, gde je X > Y > Z. Ponoviti za Z > Y > X.

54. Dokazati da za bilo koji monomni poredak < na K[X], gde je K poǉe va�i
1 < X < X2 < X3 · · ·

55. Dokazati da je svaki od lex, grlex i grrevlex monomni poredak.



56. Dokazati da u K[X,Y ], gde je K poǉe, grlex i grrevlex predstavǉaju isti
monomni poredak.

57. Neka je f(X,Y ) = 2X4Y 5 + 3X5Y 2 +X3Y 9 ∈ Q[X,Y ]. Pokazati da ne postoji
monomni poredak na Q[X,Y ] tako da LP (f) = X4Y 5.

58. Neka je f ∈ K[x1, . . . , Xn], gde je K poǉe, homogeni polinom. (Homogeni
polinom je polinom qiji svaki qlan ima isti totalni stepen.) Neka je
monomni poredak grrevlex gde X1 > · · · > Xn. Dokazati da Xn | f ako i samo
ako Xn |LP (f).

59. Neka su f = Y 2X + 4Y X − 3X2 i g = 2Y +X + 1 elementi u Q[X,Y ] i neka je
zadat stepenasti leksikografski monomni poredak, gde je Y > X. Ako je
mogu�e, redukovati f pomo�u g.

60. Neka su f = X3Y 3 + 2Y 2, f1 = 2XY 2 + 3X + 4Y 2, f2 = Y 2 − 2Y − 2 ∈ Q[X,Y ] i
zadat je leksikografski monomni poredak gde X > Y . Koriste�i algoritam
za deǉeǌe, na�i u1, u2, r ∈ Q[X,Y ] tako da f = u1f1 + u2f2 + r.
Algoritam za deǉeǌe polinoma f sa F = {f1, . . . , fk}, to jest odre�ivaǌe
polinoma u1, . . . , un, r tako da f = u1f1 + · · ·unfn + r. Postavimo sve tra�ene
polinome na nulu i uvedemo pomo�ni polinom h:

u1 := 0, . . . un := 0, r := 0, h := f.

Dok je h 6= 0, primeǌujemo slede�e:

ako postoji indeks i tako da LP (fi) |LP (h)
onda na�i najmaǌe takvo i i

ui := ui +
LM(h)

LM(fi)

h := h− LM(h)

LM(fi)
fi

inaqe

r := r + LM(h)

h := h− LM(h)

61. Neka su f = X2Y 2 −W 2, f1 = X − Y 2W, f2 = Y − ZW, f3 = Z −W 3, f4 =
W 3 −W ∈ Q[X,Y, Z,W ] i zadat je leksikografski monomni poredak gde
X > Y > Z > W . Koriste�i algoritam za deǉeǌe, na�i
u1, u2, u3, u4, r ∈ Q[X,Y, Y,W ] tako da f = u1f1 + u2f2 + u3f3 + u4f4 + r.

62. Neka su f1 = 2XY 2 + 3X + 4Y 2, f2 = Y 2 − 2Y − 2 ∈ Q[X,Y ] sa leksikografskim
monomnim poretkom gde X > Y , kao u zadatku 60. Prvo odrediti ostatak
pri deǉeǌu polinoma f = X3Y 3 + 2Y 2 sa g1 = f2 i g2 = f1, a zatim
iskoristiti taj zadatak i dokazati da {f1, f2} nije Grebnerova baza za
ideal 〈f1, f2〉.

63. Dokazati da polinomi f1, f2, f3, f4 iz 61. zadatka ne qine Grebnerovu bazu
za ideal koji generixu u odnosu na leksikografski poredak gde
W > X > Y > Z.

64. Izraqunati S-polinome slede�ih parova u odnosu na lex, grlex, grrevlex,
gde X > Y > Z:

a) f = 3X2Y Z − Y 3Z3, g = XY 2 + Z2;

b) f = 3X2Y Z −XY 3, g = XY 2 + Z2;

v) f = 3X2Y − Y Z, g = XY 2 + Z4.



65. Koriste�i S-polinome dokazati da polinomi f1, f2, f3, f4 iz 61. zadatka
qine Grebnerovu bazu za ideal koji generixu u odnosu na leksikografski
poredak gde X > Y > Z > W .

66. Na�i Grebnerovu bazu za I = 〈f1, f2〉 u odnosu na stepenasti leksikografski
poredak gde X > Y > Z i gde su f1 = X2Y + Z, f2 = XZ + Y ∈ Q[X,Y, Z].

67. Na�i Grebnerovu bazu za I = 〈f1, f2〉 u odnosu na leksikografski poredak
gde X > Y i gde su f1 = X2 + Y 2 + 1, f2 = X2Y + 2XY +X ∈ Z5[X,Y ].

68. Odrediti redukovanu Grebnerovu bazu za ideal I = 〈f1, f2〉 ⊆ Q[X,Y ], gde su
f1 = X2Y − Y +X i f2 = XY 2 −X, a zadati monomni poredak je grlex gde
Y > X.

69. Dati su ideali I = 〈X2 + Z,XY + Y 2 + Z,XZ − Y 3 − 2Y Z, Y 4 + 3Y 2Z + Z2〉 i
J = 〈X2 + Z,XY + Y 2 + Z,X3 − Y Z〉 u Q[X,Y, Z]. Ispitati da li va�i neka
od slede�ih relacija: I = J, I ⊂ J ili J ⊂ I.

70. Neka je I = 〈f1, f2〉 ⊆ Q[X,Y ], gde su f1 = X2Y − Y +X i f2 = XY 2 −X, a
zadati monomni poredak je grlex gde Y > X (kao u zadatku 68). Odrediti
bazu vektorskog prostora Q[X,Y ]/I i napisati tablicu mno�eǌa baznih
elemenata.

71. Na�i bazu vektorskog prostora Z5[X,Y ]/I (67. zadatak) i napisati tablicu
mno�eǌa baznih elemenata. Da li elementi Y 2 + I i X + I imaju inverze u
prstenu Z5[X,Y ]/I? Ako da, na�i te inverze.

72. Dokazati da je vektorski prostor Q[X,Y, Z]/I, gde je I iz 66. zadatka,
beskonaqne dimenzije.

73. Neka je Q[X,Y ]/I, gde I = 〈X2 + Y, Y 2 +X〉 i α ∈ Q. Dokazati da element
XY + Y + α+ I ∈ Q[X,Y ]/I ima inverz ako i samo ako α 6= 0.

74. Koriste�i teoriju Grebnerovih baza, racionalisati izraz 1
i+
√
3+2

.

75. Koriste�i teoriju Grebnerovih baza, racionalisati izraz 1
x+
√
3+
√
5
.

76. Dokazati da je element XY + I ∈ Q[X,Y ]/I deliteǉ nule (zadatak 68).

77. Ispitati da li polinom f = −X2 + Y + 1 pripada radikalu ideala
I = 〈XY 2 + 2Y 2, X4 − 2X2 + 1〉 ⊆ Q[X,Y ].


