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3anmanu u3 Asredpe 2

. Horazatu na je ckyn R jemanm KOMyTaTWBHU NPCTEH CA j€IMHUIOM Yy OTHOCY HA

omeparnuje cabupama 1 MHOKEHA MaTpUIa, rie je

a 0 b
R:{ 0 a 0 ‘a,beR}.
0 0 a

Hexa je p mpoct 6poj u R= {7 € Q| p{n}. llorkazatu ma je R jenam mormpcren
ca jemmuunom ox Q.

. lloxkazatu na je I jemaum mmean y npcreny R u3 1. 3amaTka, rae je

0 0 ¢
I{ 0 0 O
0 0 O

CER}.

. Heka je R xoMyTaTWUBHU NMPCTEH ca jequHUIOM. [loka3zaTu ma CKyI

HUJINOTEHTHUX €JIEMEHATa OBOT IPCTEHA UMHU jeaH umeaa y R.

. Hera je x € R HUITOTEHTaH €JI€MEHT KOMYTAaTUBHOT IPCTEHA ca jeanHurnoMm R.

ITokazatu na je 1 —x maBepTHOUIAH.

. Ilokazatu ma je R = {a+bv/2 | a,b € Q} mornpcren ox C y xome je cBaku

He-HyJ/Ja €JIEeMEHT I/IHBepTI/I6I/IJIaH.

. Heka je R romyTarupHU npces ca jemununoMm u I,J cy umeanu y R. Aro Baku

ma R =1+ J, nokasatu ma je R = I?+ J2.

Hera je S mornpcrer KOMyTaTUBHOD npcTeHa ca jemuaunoMm R u I ugean y R.
Hokazaru na je S+ I mornpcren on R.

. llokazaTty ma mpecek ABa MOTIPCTEHA Ca jeIWHUIIOM jeCTe MOTIPCTEH, Ka0 U Oa

yHUja TO HE MOpa OUTH.

a) lokazaru na je K = {p € Z[X]|p'(3) = 0} morupcren ca jemumuunom y Z[X].
6) Horasaru na je I = {p € Z[X]|p(3) = 0,p'(3) = 0} nuean y Z[X].
B) Horaszaru na je ¢ : Z[X] — Mz(Z) jenan xoMmoMOp(u3aM HaBeIEHUX IPCTEHA,

/
rae je ¢(p) = < p<03) ];g)) >, 3a p € Z[X]. Ompenuru jesrpo ox .
Onpemutu a € Z Taxo ma je {(a) = ({(9)(5) + (6)(6)) N (12).

Onpenuru npase neautesne Hyne y Zoy U Zig.

Onpenutu vEBEpTUOUIHE ejieMenTe v Zis U Zzg U HahU BUXOBE MHBEP3E.

Ounpenuru ce uneane y Zog u Zig.

Hokazaru na je ca f(x) = p(z,9) nedunucan jenan xomomopduzam f : Zzg — Zg
U ONpPEIUTN HETOBO j€3TPO.

m —n

a) Ilokasaru ma je R = {(
nom

jeIMHUIIOM y OAHOCY Ha olepalrja cabupama ¥ MHOXKXEHA MATPUIIA.
6) Horasaru na je w:7Z — R jeman MOHOMOp(U3aM HABENEHUX NMPCTEHA, TAE je

ﬂ(m)—(rg T%),3am€Z.

Kopucrehu Eykmmnos airopuraM DOKa3aTH Oa Cy TOJIAHOMUI
p(X)=X3-X?+2X +3uq(X)=X?%+1¢€ Q[X] ysajamro npocTu.

) ‘ m,n € Z} KOMYTATUBHU IPCTEH Ca,



18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.
27.

28.
29.

30.

31.
32.

33.
34.
35.
36.
37.

Kopucrehu Eyrmunos anropuram mahu f € R[X] Tako ma (f) = (p,q), rae cy
p(X)=X0—1mq(X)=X*4+2X3+2X? - 2X — 3. Hahu nonunome u(X) u v(X)
Tako ma pu + quv = nzd(p, q).

Onpemutu nzd(p,q) rae cy p(X) = X4 +1,¢(X) = X3 +2X?2 +3X + 1 € Z5[X].

Onpenuru nonuuome f,uq,us, uz € Zz[X| raro na (f) = (p,q,r) u
pui + qua +ruz = f, voe cy p,q,r € Z3[X]:

p(X) = X*+42X
X)) = X*42x3+X+2
r(X) = 2X°+X*+2X°3

Hokazaru na 3a unneasne I, J, K KOMyTaTUBHOI IPCTEHA Ca jeAnHUIOM R Baku

I(J+K)=1J+IK.

Axo je I +J = R, rne je R koMmyTaTuBHU NpCTeH ca jemuauroMm u I, J npeanu y
R, morazartu na je IJ =1NJ.

Hoxazatu na 3a umease I, J, K KOMyTaTUBHOT MPCTEHA Ca jeAMHUIIOM R BayKu:
IN(J+K)=(INJ)+ K arxo u camo ago K C I.

Koucrpyucaru mome ca 4 ememenra.
Hahwu cBe mepacraBmuBe moauHoMe cremneHa 2 Ham Zg.
Koucrpyucaru mome ca 9 enemenara.

a) OnpennTu cBe HEpACTABILUBE MOHWYHE MOJWHOME cTeneHa 3 y npcreny Zs[X].
6) Koucrpyucaru nome ca 27 enemeHnara.

B) Hammcaru cBe enemente Tor moma n mahu vaBEp3e 3a Heka Tpu omabpana
eJIeMEHTA.

OnpenuTu cBe HEpPACTAB/LUBE MOHWYHE TOJMHOME crerneHa 4 y npereny Zo[X].

Hahu f € F4[Y] Taro ma (f) = (p,q), rme cy p(X) =Y*+a¥Y?2 +a+1,
g X)=Y*+aY?+aY?+ (a+1)Y u Fy je nome ca 4 eqemenra.

Hexa je I unecan y Fg[Y] remepucan ca:

p(Y) = Y 4+ (B4+8+1)Y34+8Y2+Y + (B2 +1)
qV) = YO+ (B4 B8+ 10V 4+ Y3+ (B2 +B8+1)Y2+8Y + (2 +1)
r(Y) = Yo+ (B+)Y + (B +B8+1)Y?+ (B2 +1),

rme je 0 o3Haka 3a Kjacy esneMeHTa X y CTaHIAPAHO] KOHCTPYKIUjU IOJba Ca 8
enemenara Fg = Zo[X]/(X3 + X +1). Onpenuru nonuunom f € Fg[Y] Tako ma

I=(f).
Jlokasatu na moma Q(v2) u Q(v/3) mucy usomopdua.

ITokazatu ma je o =1 + V3 anrebapckn mHan Q. Hahu mMmurmMannu mosmHOM 3a «
v onpemTy —— y obmuky p(a), rae je p(X) nomuaom ns Q[X].

YpamuTu cBe M3 MPETXOMHOT 3aMaTKa 3a edeMeHT a = /5 — /3.
YPpamuTu cBe U3 MPETXOMHOT 3a1aTKa 33 eJeMeHT o = \/2 + /3.
Hahin a Tako mxa je Q(i,v/5) = Q(a).

Hahu o tako xa je Q(v/5,v7) = Q(a).

Hahu kopencko mome K monmaoma X* +2X? — 15 € Q[X] u oapeauTu eseMenT «
3a koju je K = Q(a).
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Hahwu rxopencko nome K monunoma X4 —12X2 +9 € Q[X] u ogpemutu esnement o
3a xoju je K = Q(a).
Heka je a ememenT koju remepume pammpeme on Q cremena 5. Ilokaszatu ma o

FeHepUIlle UCTO PAIIUPEHE.
OmpenuTu CTENEH pamupena MoJba Q(\?/Z {1/5) man Q.

. Hoxrazaru na § ¢ Q(a).

2mi 27

Heka cy a=e7 uf=e€’s

27

Heka je a,, = e™n

. Hahwu MuanMamsan nonusoM L, Han Q 3a:

a) n=4;
6) n = 6;
B) n=2_§;
r) n=29;
n) n=12.

Ha mm i € Q(Z\/i)7
Ha m i € Q(a), rae Bazu ma o +a+ 1 =07

Heka cy a,8 € C. Aro cy a+ 8 u af anrebapcku eaementu Han Q, mokaszaru na
Ccy TO oHIa u « u [.

W3pasutu cosl5® npexo KBaApaTHUX KOPEHA.
JlorkazaTu na je mpaBUJIHU IETOyrao KOHCTPYKTUOUIIAH.
Ila sz je mpaBUIHU MEBETOYrao KOHCTPYKTUOMIAH?

Ila sz je moryhe koHCTpymcaTy KBaApaT unja je HOBPIIMHA jeTHAKA MOBPIINHU
maror Tpoyriaa?

27

Hahwu nomurom yerspror crenena p(X) € Z[X] uuja nyna je e10 . Ilomohy mera,
Hallm mMOSIMHOM APYror cTeneHa Hana 7Z yuja HyJIa je cos%, a 3aTuM Taj 6poj
HAIICATU TIPEKO KBaApaTHMX KopeHa. Jla qm je moryhe KoHCTpyumcaTn npaBuiIHA
meceToyrao?

VcmuraTtu ma mu nomumaoMm p(X) = X° + X3 + X? — 7 npunana uneary
I=(X%—-1,X*+2X%+2X? - 2X — 3) y mpcrery nomuroma R[X]. IlokazaTtu ma
q(X) = X*+2X? — 3 npunana | u HAIUCATY Ta TPEKO MATUX TEHEPATOPA OBOT
nmeaJa.

I[Topebatu y omHOCy Ha JE€KCUKOIPA(CKU, CTEIEHACTU JIEKCUKOTPA(YCKUA 1
OOpHYTH CTEIIeHACTH JIEKCUKOIpa(hCKU MOHOMHU IOpenak cienehe MoHOME:

X1, X0, X3, X7, X1 X0, X1 X3, X1 X5, X3, X1 X2 X3, X3 X3
roe je y ceakoM caydajy X; > Xo > Xs.
Onpemuru Bomehu npowusson, Bogehu koepunujent u Bomehin MOHOM 3a MOIMHOM
f(X,Y,2)=3X*Z - 2X3Y* 4+ 7X2Y? 73 - 8XY3Z3 € Q[X,Y, Z]
y omHocy Ha lex, grlex u grrevlex, rme je X >Y > Z. IlowoButu 3a Z >Y > X.

Ioraszaru na 3a 6miro koju MOoHOMHU mopenak < Ha K[X], rge je K mome Basku
I<X<X?<X?...

IToxazatu na je cBaku ox lex, grler m grrevler MOHOMHU NOPEIAK.
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Hokazatu na y K[X,Y], rme je K mome, grlex u grrevlex mpencrasmajy uctu
MOHOMHU TTOPEIAK.

Hexka je f(X,Y)=2X1Y5+3X°Y?2 + X3Y? € Q[X,Y]. Ilokasatu ma He mocroju
momomum openax ma Q[X,Y] Tako ma LP(f) = X4Y?.

Hexa je f € K[z1,...,X,], nae je K nmome, xoMorenn nonusHoM. (XoMoOreHn
[OJIMHOM j€ IIOJVHOM YWjU CBAKU WIaH MMa UCTU TOTAJHU creneH.) Heka je
MoOHOMHU nopenak grrevlex rme X1 > -+ > X,,. Iokazatu na X, | f ako u camo
ako X, | LP(f).

Heka cy f=Y2X +4Y X —3X%2 u g =2Y + X + 1 enement y Q[X,Y] u mera je
3a,1aT CTEMEeHACTU JIEKCUKOTpa(CKM MOHOMHU mopenak, rae je Y > X. Axko je
moryhe, peayroBaru f momohy g.

Heka cy f= X3V3 4+2Y2, f; =2XV2 43X +4Y2, fo =Y2 -2V —2€ Q[X,Y] n
3a/0aT je Jexkcukorpadcku MoHOMHM nopenak rae X > Y. Kopucrehu anropuram
3a mememe, Hahu up, ug,r € Q[X,Y] raro ma f = uyfi +uafo + 7.

Ausropuram 3a mememe nomuaoma f ca F' = {f1,..., fr}, To ject onpebusame
MIOJIMHOMA, U7, . . . , Uy, TAKO & f = u1f1 + - Unfn + 7. IlocTaBuMO CBe TpaskeHne
HOJMHOME Ha HYJIY U yBeaeMoO IIOMONHU IoauHOM h:

uy =0, Uy, =0, r:=0, h = f.
Ilok je h # 0, npumemyjemo caenehie:

ako  mocroju mHmekc ¢ Tako ma LP(f;)| LP(h)

oHma Hahu HAjMame TAKBO ¢ U

by EM®)
’ CLM(f;)
LM(h)
= g
nHa4ve
r:=7r+ LM(h)
hi=h— LM(h)

Hekacy f=X2V2 - W2, fi=X —Y2W,fo=Y — IW, fs =7 — W3, f, =
W3 —W € Q[X,Y, Z, W] u 3amat je qekcukorpadckun MOHOMHU MOPEIaK TIe
X >Y > Z >W. Kopucrehu anropuram 3a nesreme, Hahu

ur, uz, uz, ug,r € QXY Y, W] raro na f =wuifi +uafo+usfs +uafs+r.

Heka cy fi = 2XY?+3X +4Y2 fo, =Y? —2Y — 2 € Q[X, Y] ca nexcukorpadcrmm
MoHOMHUM TmopeTtkoM rae X > Y, kao y 3amarky 60. IIpBo ompemutuy ocrarax
npu memerny momuuoMa f = X3Y3 +2Y2 ca g; = fo u g2 = f1, a 3aTUM
VMCKODUCTUTHU Taj 3azaTak u mnokaszaru na {f1, fo} suje I'pebueposa Gasa 3a
uneas (fi, f2).

Hoxrazatu na nmomuaoMmu fi, fo, f3, f4 m3 61. 3amaTra we unne ['pebuepoBy Gasy

3a UOeall KOju FeHepUIly y OTHOCY Ha JEeKCUKOIDa(CKU IOpenak rue
W>X>Y > Z.

Wspauyuaru S-nosunome cienehux maposa y omuocy Ha lex, grlex, grrevlex,
rone X >Y > Z:

a) f=3X2YZ-Y3Z3, g=XY?+ 7%

6) f=3X?YZ - XY3 g=XY?+ 7%

B) f=3X%Y -YZ g=XY?+ Z%.
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Kopucrehu S-nomunome mokaszaru ma mosusomu fi, fa, f3, f4 3 61. 3amaTka
unne ['peGHepoBy 6a3y 3a Mmeas KOjU TE€HEPUILYy Y OMHOCY Ha JEKCUKOTPa(CKU
nmopenak rae X >Y > 27 > W.

Hahu I'peGuepoy 6a3y 3a I = (f, fo) y omHOCY HA CTENEHACTH JIEKCUKOTpadCKA
mopemak rae X >Y >Zurnecy fi=XY+Z,fo=XZ+Y €Q[X,Y,Z].

Hahu I'peGueposy 6a3y 3a I = (f1, f2) y OAHOCY HA JIEKCUKOrDapCKUA HOpPEIaK
rie X >Y urmecy fi=X2+Y2+1,f, = X?Y +2XY + X € Zs[X,Y].

Opnpenuru penykoBany I'pebuepoy 6asy 3a umean I = (f1, fa) C Q[X,Y], rme cy
fi=XY-Y+Xufo=XY?—-X, a3anaTu MOHOMHU IIOPEIAK je grlex rie
Y > X.

Hatu cy umeamu [ = (X2 +Z, XY +Y? + 2, XZ Y3 -2YZ Y*+3Y?Z + 7% u
J=(X?’+Z, XY +Y?+Z X?-YZ)y Q[X,Y,Z]. cnutatu na o1 BaKA HEKa
on cnenehux penamuja: [ =J, I CJ wmm J C 1.

Heka je I = (f1,f2) CQ[X,Y], tmecy fi=X?Y - Y +Xu fo=XY?-X, a
3aJaTi MOHOMHU nopenak je grlex rae Y > X (xao y 3amarky 68). Oxpenuru
6a3y Bexkropckor npocropa Q[X,Y]/I u nanucaru rabauny MHOMkEHA Ha3HUX
eyleMeHara.

Hahwu 6a3y sBexkropckor upocropa Zs[X,Y]/I (67. 3amarak) u Hanucaru Tabiumy
MHO¥eHa 6a3Hux eneMenaTa. Ja mu emementu Y2 + I u X + I umajy unBepse y
upcreny Zs[X,Y]/I? Axo na, nahu te unsepse.

Iokazatu na je sexkropcku npoctop Q[X,Y, Z]/I, rue je I u3 66. 3anarka,
OeckOHAYHE TVMEH3Wje.

Hexka je Q[X,Y]/I, rne I = (X2 +Y,Y?+ X) u a € Q. Iloka3aTu na ejreMeHT
XY +Y+a+1eQX,Y]/I uma naseps ako u camo axo « # 0.

; 1
Kopucrehu teopujy I'pebuepoBux 6a3a, parroHAINCATA U3Pa3 PRVRTE

; 1
Kopucrehu teopujy I'pebuepoBux 6a3a, panuoHAIUCATA U3Pa3 YT L

Hoxrazatu na je enement XY + I € Q[X,Y]/I nenuresn nyne (3anarar 68).

Wcnuraru na au moaumeoM f = —X?2 + Y + 1 nmpunana paiukanry uueaa
I=(XY?+4+2Y2 X*-2X%2+1) CQ[X,Y].



