
Zadaci iz Algebre 2 - Rexeǌa

1. Dokazati da je skup R jedan komutativni prsten sa jedinicom u odnosu na
operacije sabiraǌa i mno�eǌa matrica, gde je

R =

{ a 0 b
0 a 0
0 0 a

 ∣∣∣ a, b ∈ R

}
.

Oznaqimo matricu

 a 0 b
0 a 0
0 0 a

 sa Ma,b i primetimo da je

Ma,b +Mc,d =Ma+c,b+d. Kako matrica Ma+c,b+d pripada R, vidimo da je taj
skup zatvoren u odnosu na operaciju sabiraǌa matrica. Za istu operaciju
va�i zakon asocijativnosti u skupu M3(R), pa va�i i u R ⊆ M3(R) (isto je
za asocijativnost mno�eǌa matrica u R, kao i distributivnost mno�eǌa u
odnosu na sabiraǌe). Nula matrica M0,0 ∈ R je neutralni element, a
M−a,−b +Ma,b =M0,0 =Ma,b +M−a,−b, gde M−a,−b ∈ R. Tako�e je
Ma,b +Mc,d =Ma+c,b+d =Mc,d +Ma,b, pa je (R,+) komutativna grupa.

Xto se tiqe operacije mno�eǌa matrica, imamo da je
Ma,b ·Mc,d =Mac,ad+bc ∈ R, pa je R zatvoren i u odnosu na mno�eǌe.
Jediniqna matrica M1,0 pripada R, a kako je
Ma,b ·Mc,d =Mac,ad+bc =Mc,d ·Ma,b, sledi da je R jedan komutativni prsten
sa jedinicom.

2. Neka je p prost broj i R = {mn ∈ Q | p - n}. Dokazati da je R jedan potprsten
sa jedinicom od Q.
Neka su m

n ,
m1

n1
∈ R. Kako je m

n + m1

n1
= mn1+m1n

nn1
i kako nn1 nije deǉivo sa p

jer to nisu ni n, n1 a p je prost broj, sledi da m
n + m1

n1
pripada R.

Oqigledno je da −mn ,
mm1

nn1
, 11 ∈ R, za

m
n ,

m1

n1
∈ R, pa R jeste potprsten sa

jedinicom od Q.

3. Dokazati da je I jedan ideal u prstenu R iz 1. zadatka, gde je

I =

{ 0 0 c
0 0 0
0 0 0

 ∣∣∣ c ∈ R

}
.

M0,c +M0,c1 =M0,c+c1 ∈ I, za M0,c,M0,c1 ∈ I. Tako�e je Ma,b ·M0,c =M0,ac ∈ I,
za Ma,b ∈ R i M0,c ∈ I, pa I jeste jedan ideal u R.

4. Neka je R komutativni prsten sa jedinicom. Dokazati da skup
nilpotentnih elemenata ovog prstena qini jedan ideal u R.

Neka je
N(R) = {x ∈ R |xn = 0, za n ∈ N}

skup nilpotentnih elemenata prstena R. Ako su x, y ∈ N(R) tada postoje
n,m ∈ N tako da xn = 0 i ym = 0. Zbog komutativnosti prstena R, va�i da

(x+ y)n+m =

(
n+m

0

)
xn+m +

(
n+m− 1

1

)
xn+m−1y +

(
n+m− 2

2

)
xm+n−2y2+

· · ·+
(
n+m

m

)
xnym+

(
n+m

m+ 1

)
xn−1ym+1+· · ·+

(
n+m

n+m− 1

)
xyn+m−1+

(
n+m

n+m

)
yn+m.

Sa druge strane, ako su x ∈ N(R), r ∈ R i xn = 0, tada je, uzimaju�i u obzir
komutativnost prstena za R: (rx)n = rnxn = rn · 0 = 0.
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5. Neka je x ∈ R nilpotentan element komutativnog prstena sa jedinicom R.
Dokazati da je 1− x invertibilan.

Kako je x nilpotentan, postoji n ∈ N tako da xn = 0. Primetimo da je

(1−x)(1+x+x2+ · · ·+xn−1) = 1−x+x−x2+x2−x3+ · · ·−xn−1+xn−1+xn = 1.

Kako je 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1 ∈ R, sledi da je 1− x invertibilan.

6. Dokazati da je R = {a+ b
√
2 | a, b ∈ Q} potprsten od C u kome je svaki

ne-nula element invertibilan.

Primetimo prvo da je a+ b
√
2 = 0 akko a = b = 0. Neka su

a+ b
√
2, a1 + b1

√
2 ∈ R i va�i da a+ b

√
2 + a1 + b1

√
2 = (a+ a1) + (b+ b1)

√
2 ∈ R,

jer a+ a,b+ b1 ∈ Q. Tako�e je i −a− b
√
2 ∈ R, kao i 1 = 1+ 0 ·

√
2 ∈ R. Xto se

tiqe proizvoda, va�i da

(a+ b
√
2) · (a1 + b1

√
2) = (aa1 + 2bb1) + (ab1 + a1b)

√
2 ∈ R,

tako da R jeste jedan potprsten sa jedinicom u C.
Neka je a+ b

√
2 ∈ R \ {0}. Treba dokazati da je ovaj element invertibilan.

Ako je (a+ b
√
2) · (a1 + b1

√
2) = 1, tada je (aa1 +2bb1)+ (ab1 + a1b)

√
2 = 1, to jest

aa1 + 2bb1 = 1

ab1 + a1b = 0.

Pretpostavimo da b 6= 0. Tada iz druge jednakosti sledi da a1 = −ab · b1, a
potom iz prve sledi da b1(2b− a2

b ) = 1. Sledi da je b1 = b
2b2−a2 , a onda je i

a1 = − a
2b2−a2 . Dakle, inverz je − a

2b2−a2 + b
2b2−a2

√
2. Ako je b = 0, tada je invez

jednak 1
a .

7. Neka je R komutativni prsen sa jedinicom i I, J su ideali u R. Ako va�i
da R = I + J , dokazati da je R = I2 + J2.

Jasno je da I2 + J2 ⊆ R. Za obrnutu inkluziju, dovoǉno je dokazati da
1 ∈ I2 + J2. Iz jednakosti R = I + J sledi da 1 ∈ I + J , pa postoje x ∈ I i
y ∈ J tako da 1 = x+ y. Poxto je

1 = 13 = (x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3, x3, 3x2y ∈ I2, y3, 3xy2 ∈ J2,

sledi da 1 ∈ I2 + J2. Naime, I2 i J2 su ideali kojima pripadaju x2 i y2,
redom. Tada je i x2y ∈ J2 i xy2 ∈ J2.

8. Neka je S potprsten komutativnog prstena sa jedinicom R i I ideal u R.
Dokazati da je S + I potprsten sa jedinicom od R.

Neka su x, y ∈ S + I. Tada je x = a+ b i y = a1 + b1 za a, a1 ∈ S i b, b1 ∈ I.
Kako je S potprsten, va�i da a+ a1 ∈ S, a kako je I ideal, b+ b1 ∈ I. Tako
da je x+ y ∈ S + I. Za x ∈ S + I, to jest, a+ b ∈ S + I, va�i da −a ∈ S i
−b ∈ I, pa je −x ∈ S + I. Daǉe, ako su a+ b, a1 + b1 ∈ S + I, va�i da
(a+ b)(a1 + b1) = aa1 + ab1 + ba1 + bb1, gde je aa1 ∈ S i ab1, ba1, bb1 ∈ I, pa je ceo
zbir element u S + I. Konaqno, 1 = 1 + 0 ∈ S + I, pa sledi da S + I jeste
jedan komutativni prsten sa jedinicom.

9. Dokazati da presek dva potprstena sa jedinicom jeste potprsten, kao i da
unija to ne mora biti.

Neka su S1 i S2 potprsteni od R. Za x, y ∈ S1 ∩ S2 va�i da x, y ∈ S1 i
x, y ∈ S2, pa je x+ y, xy ∈ S1 i x+ y, xy ∈ S2, a tada x+ y i xy pripadaju i
preseku ova dva potprstena. Tako�e je −x ∈ S1 ∩ S2 i 1 ∈ S1 ∩ S2.

Ako je S1 ⊆ S2, tada je S1 ∪ S2 = S2, xto jeste potprsten od R. Sliqno ako je
S2 ⊆ S1. Pretpostavimo sada da postoje x ∈ S1 \ S2 i y ∈ S2 \ S1. Ako bi
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S1 ∪ S2 bio potprsten, tada bi x+ y ∈ S1 ∪ S2. Sledilo bi da x+ y pripada
bar jednom od S1, S2. Ako x+ y ∈ S1, sledi i da y = (x+ y)− x pripada S1,
xto je kontradikcija. Ako x+ y ∈ S2, sledi da x = (x+ y)− y pripada S2;
tako�e kontradikcija. Dakle, S1 ∪ S2 je potprsten jedino ako S1 ⊆ S2 ili
S2 ⊆ S1.

10. a) Dokazati da je K = {p ∈ Z[X] | p′(3) = 0} potprsten sa jedinicom u Z[X].
b) Dokazati da je I = {p ∈ Z[X] | p(3) = 0, p′(3) = 0} ideal u Z[X].
v) Dokazati da je ϕ : Z[X]→ M2(Z) jedan homomorfizam navedenih prstena,

gde je ϕ(p) =
(
p(3) p′(3)
0 p(3)

)
, za p ∈ Z[X]. Odrediti jezgro od ϕ.

a) Neka su p, q ∈ K; tada je p′(3) = q′(3) = 0. Va�i da
(p+ q)′(3) = p′(3) + q′(3) = 0 + 0 = 0, i kako je p+ q polinom sa celobrojnim
koeficijentima sledi da p+ q ∈ K. Tako�e je (−p)′(3) = −p′(3) = 0. Va�i da
(pq)′(3) = (p′q + pq′)(3) = p′(3)q(3) + p(3)q′(3) = 0, pa pq ∈ K. Kako je 1′ = 0,
sledi da 1 ∈ K. Dakle, K jeste potprsten od Z[X].

b) Za p, q ∈ I va�i da (p+ q)(3) = p(3) + q(3) = 0 i (p+ q)′(3) = p′(3) + q′(3) = 0,
pa p+ q ∈ I. Za q ∈ Z[X] i p ∈ I je (pq)(3) = p(3)q(3) = 0 · q(3) = 0 i
(pq)′(3) = p′(3)q(3) + p(3)q′(3) = 0 · q(3) + 0 · q′(3) = 0, tako da I / Z[X].

v) Za p, q ∈ Z[X] je

ϕ(p+q) =

(
p(3) + q(3) p′(3) + q′(3)

0 p(3) + q(3)

)
=

(
p(3) p′(3)
0 p(3)

)
+

(
q(3) q′(3)
0 q(3)

)
= ϕ(p)+ϕ(q).

Tako�e je

ϕ(pq) =

(
p(3)q(3) p′(3)q(3) + p(3)q′(3)

0 p(3)q(3)

)
=

(
p(3) p′(3)
0 p(3)

)
·
(
q(3) q′(3)
0 q(3)

)
= ϕ(p)·ϕ(q).

Jezgro preslikavaǌa ϕ sastoji se od polinoma p tako da je ϕ(p)
nula-matrica, to jest, od polinoma p tako da je p(3) = 0, p′(3) = 0. Sledi da
je Ker(ϕ) = I.

11. Odrediti a ∈ Z tako da je 〈a〉 = (〈9〉〈5〉+ 〈6〉〈6〉) ∩ 〈12〉.
Va�i da

(〈9〉〈5〉+〈6〉〈6〉)∩〈12〉 = (〈45〉+〈36〉)∩〈12〉 = 〈nzd(45, 36)〉∩〈12〉 = 〈9〉∩〈12〉 = 〈nzs(9, 12)〉 = 〈36〉,

pa je a = 36.

12. Odrediti prave deliteǉe nule u Z21 i Z16.

Va�i da je n ∈ Z21 deliteǉ nule akko je nzd(n, 21) 6= 1. Tako da su deliteǉi
nule u Z21 {0, 3, 6, 7, 9, 12, 14, 15, 18}, a pravi su svi osim nule. U Z16

deliteǉi nule su {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}.

13. Odrediti invertibilne elemente u Z15 i Z36 i na�i ǌihove inverze.

Invertibilni elementi n ∈ Z15 su oni brojevi koji su uzajamno prosti sa
15. To su {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}. Va�i da

2 · 8 ≡ 4 · 4 ≡ 7 · 13 ≡ 11 · 11 ≡ 14 · 14 (mod 15).

14. Odrediti sve ideale u Z24 i Z16.

Odredimo prvo skup Z(Z24) svih deliteǉa nule ovog prstena, kao i skup
invertibilnih elemenata U(Z24).

Z(Z24) = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22}

U(Z24) = {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}
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Svaki ideal u Z24 je glavni i generatori ideala u ovom prstenu mogu biti
samo deliteǉi nule. Poxto je

2 · 5 = 10, 2 · 7 = 14, 2 · 11 = 22 (mod 24),

sledi da 〈2〉 = 〈10〉 = 〈14〉 = 〈22〉. Sliqno, mno�eǌem broja 3 nekim od
invertibilnih elemenata dobijamo da je 〈3〉 = 〈15〉 = 〈21〉 = 〈9〉. Imamo i da
je 〈4〉 = 〈20〉, 〈8〉 = 〈16〉, 〈6〉 = 〈18〉. Tako da su netrivijalni ideali koje
razmatramo u Z24 samo

〈2〉, 〈3〉, 〈4〉, 〈6〉, 〈8〉, 〈12〉.

Mo�emo se lako uveriti da

〈8〉 ⊆ 〈4〉 ⊆ 〈2〉, 〈12〉 ⊆ 〈6〉 ⊆ 〈3〉, 〈12〉 ⊆ 〈4〉, 〈6〉 ⊆ 〈2〉,

kao i da su ovi ideali me�usobno razliqiti. Naime, ako bi 〈2〉 ⊆ 〈4〉, tada
bi bilo 2 = 4 ·m (mod 24), xto bi znaqilo da u skupu Z va�i da
2 = 4m+ 24s, to jest, 1 = 2m+ 12s a to je nemogu�e. Na sliqan naqin se
mo�e dokazati da su i svi ostali ideali me�usobno razliqiti. Dakle,
razliqiti ideali u Z24 su:

Z24, 〈2〉, 〈3〉, 〈4〉, 〈6〉, 〈8〉, 〈12〉, {0}.

Xto se tiqe prstena Z16, mo�emo se uveriti na sliqan naqin da su tu
ideali:

Z16 ⊇ 〈2〉 ⊇ 〈4〉 ⊇ 〈8〉 ⊇ {0}.

15. Dokazati da je sa f(x) = ρ(x, 9) definisan jedan homomorfizam f : Z36 −→ Z9

i odrediti ǌegovo jezgro.

Primetimo prvo da je preslikavaǌe f dobro definisano, jer ρ(x, 9) ∈ Z9 za
sve x ∈ Z36. Vidimo odmah da je f(1) = ρ(1, 9) = 1, pa ostaje jox da se doka�e
da f(x+36 y) = f(x) +9 f(y) i f(x ·36 y) = f(x) ·9 f(y). Neka su x = 9a+ b i
y = 9c+ d, gde 0 ≤ b, d < 9. Uzmimo u obzir da je ρ(ρ(x+ y, 36), 9) = ρ(x+ y, 9).
Kako je x+ y = 9(a+ c) + b+ d = 9(a+ c) + 9s+ ρ(b+ d, 9), sledi da

f(x+36 y) = ρ(x+36 y, 9) = ρ(x+ y, 9) = ρ(b+ d, 9) = b+9 d = f(x) +9 f(y).

Sa druge strane, xy = 81ac+ 9ad+ 9bc+ bd = 81ac+ 9ad+ 9bc+ 9t+ ρ(bd, 9), pa

f(x ·36 y) = ρ(x ·36 y, 9) = ρ(xy, 9) = ρ(bd, 9) = b ·9 d = f(x) ·9 f(y).

Ovim smo dokazali da je f homomorfizam navedenih prstena, a ǌegovo
jezgro je jednako

Ker(f) = {x ∈ Z36 | f(x) = 0} = {x ∈ Z36 | ρ(x, 9) = 0} = {0, 9, 18, 27}.

16. a) Dokazati da je R =

{(
m −n
n m

) ∣∣m,n ∈ Z
}

komutativni prsten sa

jedinicom u odnosu na operacija sabiraǌa i mno�heǌa matrica.
b) Dokazati da je π : Z→ R jedan monomorfizam navedenih prstena, gde je

π(m) =

(
m 0
0 m

)
, za m ∈ Z.

Neka je Mm,n =

(
m −n
n m

)
. Tada je Mm,n +Mp,q =Mm+p,n+q ∈ R, kao i

Mm,n ·Mp,q =Mmp−nq,mq+np ∈ R. Operacija + je asocijativna i komutativna
u M2(Z), operacija · je asocijativna u istom prstenu i va�i
distributivnost · u odnosu na +. Kako su nula-matrica M0,0 i jediniqna
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matrica M1,0 elementi u R, kao i M−m,−n ∈ R, ostaje jox da se uverimo da
va�i komutativnost mno�eǌa:

Mm,n ·Mp,q =Mmp−nq,mq+np =

(
mp− nq −mq − np
mq + np mp− nq

)
=

=

(
pm− qn −qm− pn
qm+ pn pm− qn

)
=Mp,q ·Mm,n.

b) Primetimo da je π(1) =
(

1 0
0 1

)
. Kako je

π(m1 +m2) =Mm1+m2,0 =Mm1,0 +Mm2,0 = π(m1) + π(m2)

π(m1m2) =Mm1m2,0 =Mm1,0 ·Mm2,0 = π(m1)π(m2),

sledi da je π jedan homomorfizam. Iz Ker(π) = {m ∈ Z | π(m) = 0} = {0}
sledi da je π injektivno, pa je i monomorfizam.

17. Koriste�i Euklidov algoritam dokazati da su polinomi
p(X) = X3 −X2 + 2X + 3 i q(X) = X2 + 1 ∈ Q[X] uzajamno prosti.

Va�i da:

p(X) = q(X)(X − 1) + (X + 4)

q(X) = (X + 4)(X − 4) + 17

X + 4 = 17
( 1

17
X +

4

17

)
.

Posledǌi ne-nula ostatak je 17, pa je nzd(p, q) = 1
17 · 17 = 1.

18. Koriste�i Euklidov algoritam na�i f ∈ R[X] tako da 〈f〉 = 〈p, q〉, gde su
p(X) = X6 − 1 i q(X) = X4 + 2X3 + 2X2 − 2X − 3. Na�i polinome u(X) i v(X)
tako da pu+ qv = nzd(p, q).

p(X) = q(X)(X2 − 2X + 2) + (2X3 − 5X2 − 2X + 5)

q(X) = (2X3 − 5X2 − 2X + 5)
(1
2
X +

9

4

)
+
(57
4
X2 − 57

4

)
2X3 − 5X2 − 2X + 5 =

(57
4
X2 − 57

4

)( 8

57
X − 20

57

)
.

Sledi da je nzd(p, q) = 4
57

(
57
4 X

2 − 57
4

)
= X2 − 1. Tako�e je

X2 − 1 =
4

57

(57
4
X2 − 57

4

)
=

4

57

(
q − (2X3 − 5X2 − 2X + 5)

(1
2
X +

9

4

))
=

4

57

(
q − (p− q(X2 − 2X + 2))

)(1
2
X +

9

4

)
=

(
− 2

57
X − 9

57

)
p+

( 2

57
X3 +

5

57
X2 − 12

57
X +

27

57

)
q.

19. Odrediti nzd(p, q) gde su p(X) = X4 + 1, q(X) = X3 + 2X2 + 3X + 1 ∈ Z5[X].

(
X4 + 1 1 0

X3 + 2X2 + 3X + 1 0 1

)
V1 7→V1+4XV2

−−−−−−−−−−→
(

3X3 + 2X2 + 4X + 1 1 4X
X3 + 2X2 + 3X + 1 0 1

)
V1 7→V1+2V2

−−−−−−−−−−→
(

X2 + 3 1 4X + 2
X3 + 2X2 + 3X + 1 0 1

)
V2 7→V2+4XV1

−−−−−−−−−−→(
X2 + 3 1 4X + 2
2X2 + 1 4X X2 + 3X + 1

)
V2 7→V2+3V1

−−−−−−−−−−→
(
X2 + 3 1 4X + 2

0 ∗ ∗

)
Sledi da je nzd(p, q) = X2 + 3 = p · 1 + q · (4X + 2).
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20. Odrediti polinome f, u1, u2, u3 ∈ Z3[X] tako da 〈f〉 = 〈p, q, r〉 i
pu1 + qu2 + ru3 = f , gde su p, q, r ∈ Z3[X]:

p(X) = X3 + 2X

q(X) = X4 + 2X3 +X + 2

r(X) = 2X5 +X4 + 2X3. X3 + 2X 1 0 0
X4 + 2X3 +X + 2 0 1 0
2X5 +X4 + 2X3 0 0 1

 V2 7→V2+2XV1

−−−−−−−−−−→
V3 7→V3+X2V1

 X3 + 2X 1 0 0
2X3 +X2 +X + 2 2X 1 0

X4 +X3 X2 0 1


V2 7→V2+V1

−−−−−−−−−−→
V3 7→V3+2XV1

 X3 + 2X 1 0 0
X2 + 2 2X + 1 1 0
X3 +X2 X2 + 2X 0 1

 V1 7→V1+2XV2

−−−−−−−−−−→
V3 7→V3+2XV2 0 X2 + 2X + 1 2X 0

X2 + 2 2X + 1 1 0
X2 +X 2X2 +X 2X 1

 V3 7→V3+2V2

−−−−−−−−−−→

 0 ∗ ∗ ∗
X2 + 2 2X + 1 1 0
X + 1 2X2 + 2X + 2 2X + 2 1


V2 7→V2+2XV3

−−−−−−−−−−→

 0 ∗ ∗ ∗
2X + 2 X3 +X2 +X + 1 X2 +X + 1 2X
X + 1 2X2 + 2X + 2 2X + 2 1

 V2 7→V2+V3

−−−−−−−−−−→

 0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

X + 1 2X2 + 2X + 2 2X + 2 1


Sledi da je f = X + 1, u1 = 2X2 + 2X + 2, u2 = 2X + 2, u3 = 1.

21. Dokazati da za ideale I, J,K komutativnog prstena sa jedinicom R va�i
I(J +K) = IJ + IK.

Element a iz I(J +K) je oblika a = x1(y1 + z1) + · · ·+ xk(yk + zk) za
x1, . . . , xk ∈ I, y1, . . . , yk ∈ J i z1, . . . , zk ∈ K. Va�i distributivnost mno�eǌa
u odnosu na sabiraǌe tako da je dati element jednak
x1y1 + x1z1 + · · ·+ xkyk + xkzk. Poxto je xiyi ∈ IJ i xizi ∈ IK, sledi da je
a ∈ IJ + IK.

Sa druge strane, kako je J ⊆ J +K, va�i i IJ ⊆ I(J +K). Sliqno je i
IK ⊆ I(J +K). Tako da je IJ + IK ⊆ I(J +K).

22. Ako je I + J = R, gde je R komutativni prsten sa jedinicom i I, J ideali u
R, dokazati da je IJ = I ∩ J .
Za a ∈ IJ , va�i a = x1y1 + · · ·+ xkyk, gde je x1, . . . , xk ∈ I, y1, . . . , yk ∈ J . Kako
je I ideal i xi ∈ I va�i da xiyi ∈ I. Tako je i a ∈ I. Sliqno, poxto je J
ideal i yi ∈ J , sledi da xiyi ∈ J , pa i a ∈ J . Dakle, a ∈ I ∩ J .
Sa druge strane je

I ∩ J = (I ∩ J) ·R = (I ∩ J)(I + J) = (I ∩ J)I + (I ∩ J)J.

Ovde smo koristili pretpostavku zadatka i prethodni zadatak. Kako je
I ∩ J ⊆ J , sledi da je (I ∩ J)I ⊆ JI = IJ , jer je prsten komutativan. Sliqno
je i (I ∩ J)J ⊆ IJ . Dakle, I ∩ J je sadr�ano u IJ + IJ = IJ , xto je i trebalo
dokazati.

23. Dokazati da za ideale I, J,K komutativnog prstena sa jedinicom R va�i:
I ∩ (J +K) = (I ∩ J) +K ako i samo ako K ⊆ I.
Pretpostavimo prvo da je K ⊆ I. Neka je a ∈ (I ∩ J) +K, tada je a = b+ c, za
b ∈ I ∩ J , c ∈ K. Kako je b ∈ I i c ∈ K ⊆ I, to je i a = b+ c ∈ I. Sa druge
strane, b+ c ∈ J +K, pa je a ∈ J +K. Sledi da je a ∈ I ∩ (J +K).
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Ako je a ∈ I ∩ (J +K), tada je a ∈ I i a = b+ c ∈ J +K, za b ∈ J i c ∈ K.
Poxto je K ⊆ I, onda je c ∈ I i b = a− c ∈ I. Tako da je b ∈ I ∩ J . Sledi da
a = b+ c ∈ (I ∩ J) +K, qime smo dokazali da I ∩ (J +K) = (I ∩ J) +K.

Pretpostavimo sada da va�i jednakost I ∩ (J +K) = (I ∩ J) +K. Neka je
a ∈ K. Tada je a = 0+ a ∈ (I ∩ J) +K, pa je a ∈ I ∩ (J +K). Sledi da a ∈ I, pa
je K ⊆ I.

24. Konstruisati poǉe sa 4 elementa.

Primetimo da je polinom X2 +X + 1 nerastavǉiv nad Z2. Tada je
Z2[X]/〈X2 +X + 1〉 poǉe, a posmatrano kao vektorski prsotor nad Z2

izomorfno je sa Z2 × Z2 (dimenzija vektorskog prostora je
deg(X2 +X + 1) = 2). Tako da ovo poǉe ima 4 elementa. Ako sa α oznaqimo
X + 〈X2 +X + 1〉, tada su svi elementi u ovom poǉu F4: 0, 1, α i α+ 1 (0 je
zapravo 0 + 〈X2 +X + 1〉, a 1 je 1 + 〈X2 +X + 1〉). Tako�e va�i da je

α2 = X2 + 〈X2 +X + 1〉 = X + 1 + 〈X2 +X + 1〉 = α+ 1.

25. Na�i sve nerastavǉive polinome stepena 2 nad Z3.

Mo�emo razmatrati samo moniqne polinome. Takvih nad Z3 ima 9. Za
polinome X2, X2 +X,X2 + 2X,X2 + 2X + 1, X2 + 2, X2 +X + 1 se lako mo�emo
uveriti da su rastavǉivi nad Z3. Xto se tiqe polinoma
X2 + 1, X2 +X + 2, X2 + 2X + 2, vidimo da nijedan od brojeva 0, 1, 2 nije nula
nijednog polinoma, pa su oni nerastavǉivi nad Z3.

26. Konstruisati poǉe sa 9 elemenata.

Za bilo koji nerastavǉivi polinom p iz prethodnog zadatka va�i da je
Z3[X]/〈p〉 tra�eno poǉe. Za p = X2 + 1 imamo da je to poǉe
F9 = {0, 1, 2, β, β + 1, β + 2, 2β, 2β + 1, 2β + 2}, gde je β klasa elementa X u
Z3[X]/〈X2 + 1〉.

27. a) Odrediti sve nerastavǉive moniqne polinome stepena 3 u prstenu Z3[X].
b) Konstruisati poǉe sa 27 elemenata.
v) Napisati sve elemente tog poǉa i na�i inverze za neka tri odabrana
elementa.

a) Direktnom proverom mo�emo se uveriti da su tra�eni polinomi:

X3 + 2X + 1, X3 + 2X + 2, X3 +X2 + 2, X3 + 2X2 + 1,

X3 +X2 +X + 2, X3 +X2 + 2X + 1, X3 + 2X2 +X + 1, X3 + 2X2 + 2X + 2.

Ostali moniqni polinomi stepena 3 nad Z3 su rastavǉivi.

b) Tra�eno poǉe je, na primer, Z3[X]/〈X3 + 2X + 1〉.
v) Elementi tog poǉa su

F27 = {0, 1, 2, α, α+ 1, α+ 2, 2α, 2α+ 1, 2α+ 2, α2, α2 + 1, α2 + 2, α2 + α, α2 + 2α,

α2 + α+ 1, α2 + α+ 2, α2 + 2α+ 1, α2 + 2α+ 2, 2α2, 2α2 + 1, 2α2 + 2,

2α2 + α, 2α2 + α+ 1, 2α2 + α+ 2, 2α2 + 2α, 2α2 + 2α+ 1, 2α2 + 2α+ 2}.

Koriste�i relaciju α3 = α+ 2 dobijamo da α · (2α2 + 1) = 1. Trivijalno
va�i da 1 · 1 = 1 i 2 · 2 = 1.

28. Odrediti sve nerastavǉive moniqne polinome stepena 4 u prstenu Z2[X].

Moniqnih polinoma stepena 4 nad Z2 je ukupno 16. Polinomi X4, X4 +X3,
X4 +X2, X4 +X, X4 +X3 +X2, X4 +X3 +X, X4 +X2 +X, X4 +X3 +X2 +X
su oqigledno deǉivi sa X, pa su rastavǉivi. Tako�e je oqigledno da su
polinomi X4 + 1, X4 +X3 +X2 + 1, X4 +X3 +X + 1, X4 +X2 +X + 1 deǉivi
sa X + 1. Preostalo je ispitati da li su nerastavǉivi polinomi
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X4 +X3 + 1, X4 +X2 + 1, X4 +X + 1, X4 +X3 +X2 +X + 1. Ni 0 ni 1 nisu
nule ovih polinoma. Da li je mogu�e napisati

X4 +X3 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d),

za a, b, c, d ∈ Z2? Izjednaqavaǌem koeficijenata uz odgovaraju�e stepene uz
X, dobijamo sistem:

a+ c = 1

b+ ac+ d = 0

ad+ bc = 0

bd = 1.

Kako sistem rexavamo nad Z2, iz posledǌe jednakosti sledi da b = d = 1.
Zamenom ovih vrednosti u tre�u jednakost, dobijamo da a+ c = 0, xto je u
kontradikciji sa prvom jednakox�u. Sledi da polinom X4 +X3 + 1 nije
rastavǉiv nad Z2. Sliqnom analizom dobijamo da to va�i i za polinome
X4 +X + 1 i X4 +X3 +X2 +X + 1. Sa druge strane, sistem

a+ c = 0

b+ ac+ d = 1

ad+ bc = 0

bd = 1

dobijen iz jednakosti

X4 +X2 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

ima rexeǌe u Z2. To je a = b = c = d = 1 i
X4 +X2 + 1 = (X2 +X + 1)(X2 +X + 1).

29. Na�i f ∈ F4[Y ] tako da 〈f〉 = 〈p, q〉, gde su p(Y ) = Y 4 + αY 2 + α+ 1,
q(Y ) = Y 4 + αY 3 + αY 2 + (α+ 1)Y i F4 je poǉe sa 4 elementa.

(
Y 4 + αY 2 + α+ 1

Y 4 + αY 3 + αY 2 + (α+ 1)Y

)
V2 7→V2+V1

−−−−−−−−−−→
(

Y 4 + αY 2 + α+ 1
αY 3 + (α+ 1)Y + (α+ 1)

)
V1 7→V1+(α+1)Y V2

−−−−−−−−−−→
(

αY + α+ 1
αY 3 + (α+ 1)Y + (α+ 1)

)
V2 7→V2+Y

2V1

−−−−−−−−−−→(
αY + α+ 1

(α+ 1)Y 2 + (α+ 1)Y + (α+ 1)

)
V1 7→(α+1)V1

−−−−−−−−−−→
V2 7→αV2

(
Y + α

Y 2 + Y + 1

)
V2 7→V2+Y V1

−−−−−−−−−−→(
Y + α

(α+ 1)Y + 1

)
V2 7→αV2

−−−−−−−−−−→
(
Y + α
Y + α

)
V2 7→V2+V1

−−−−−−−−−−→
(
Y + α

0

)
Sledi da je f = Y + α.

30. Neka je I ideal u F8[Y ] generisan sa:

p(Y ) = Y 4 + (β2 + β + 1)Y 3 + βY 2 + Y + (β2 + 1)

q(Y ) = Y 5 + (β2 + β + 1)Y 4 + Y 3 + (β2 + β + 1)Y 2 + βY + (β2 + 1)

r(Y ) = Y 6 + (β + 1)Y 4 + (β2 + β + 1)Y 2 + (β2 + 1),

gde je β oznaka za klasu elementa X u standardnoj konstrukciji poǉa sa 8
elemenata F8 = Z2[X]/〈X3 +X + 1〉. Odrediti polinom f ∈ F[Y ] tako da
I = 〈f〉.
Posle du�eg raquna dobijamo da je f = 1.
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31. Dokazati da poǉa Q(
√
2) i Q(

√
3) nisu izomorfna.

Pretpostavimo da postoji izomorfizam ϕ : Q(
√
2)→ Q(

√
3). Tada je

2 = ϕ(2) = ϕ(
√
2 ·
√
2) = ϕ(

√
2) · ϕ(

√
2) = (ϕ(

√
2))2.

Dakle, imamo da je ϕ(
√
2) element u Q(

√
3) qiji kvadrat je jednak 2. Neka je

ϕ(
√
2) = a+ b

√
3, za a, b ∈ Q. Ako kvadriramo ovu jednakost, dobijamo

2 = a2 + 2ab
√
3 + 3b. To znaqi da je

√
3 = (2− a2 − 3b) · 1

2ab ∈ Q, a ovo je
kontradikcija.

32. Pokazati da je α = i+
√
3 algebarski nad Q. Na�i minimalni polinom za α

i odrediti 1
α2−2 u obliku p(α), gde je p(X) polinom iz Q[X].

Kvadriraǌem jednakosti α−
√
3 = i, dobijamo da je α2 +4 = 2

√
3α. Ponovnim

kvadriraǌem posledǌe jdenakosti dobijamo da je α4 − 4α2 +16 = 0. To znaqi
da je α nula polinoma f(X) = X4 − 4X2 + 16 ∈ Q[X], pa jeste algebarski
element nad Q.
S obzirom na to da je f moniqan i da je α ǌegova nula, da bismo dokazali
da je to zapravo minimalni polinom za α, dovoǉno je dokazati da je f
nerastavǉiv nad Q. Iz teoreme o racionalnim nulama polinoma sledi da
su mogu�e celobrojne nule a

b za f elementi skupa {±1,±2,±4,±8,±16}.
Direktnom proverom mo�emo se uveriti da nijedan od navedenih elemenata
nije nula za f . Da li je f proizvod dva polinoma stepena 2? Ako va�i:

X4 − 4X2 + 16 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d),

za a, b, c, d ∈ Q, tada dobijamo da

X4 − 4X2 + 16 = X4 + (a+ c)X3 + (b+ ac+ d)X2 + (ad+ bc)X + bd.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz odgovaraju�e stepene uz X, dobijamo
sistem:

a+ c = 0

b+ ac+ d = −4
ad+ bc = 0

bd = 16

Iz tre�e jednaqine imamo da je a(b− d) = 0, pa je a = 0 ili b = d. U prvom
sluqaju, dobijamo da

c = 0

b+ d = −4
bd = 16

Zamenom b = 16
d u drugu jednaqinu, dobijamo da je d2 + 4d+ 16 = 0, xto je

nemogu�e, jer d ∈ Q. U drugom sluqaju, kada b = d, imamo da d2 = 16.
Primetimo da je c = −a. Ako je d = b = 4, tada iz druge jednaqine sledi da
−a2 = −12. Ako je b = d = −4, sledi da −a2 = 4. U oba sluqaja dobijamo
kontradikciju, jer je a iz Q. Dakle, f nije mogu�e napisati ni kao
proizvod dva polinoma stepena dva, pa je on nerastavǉiv nad Q, to jest,
f = µα.

Daǉe, kako bazu za Q(α) nad Q qine 1, α, α2, α3, to je element 1
α2−2 mogu�e

napisati u obliku
1

α2 − 2
= a+ bα+ cα2 + dα3,
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za a, b, c, d ∈ Q. Pomno�imo ovu jednakost sa α2 − 2 i iskoristimo qiǌenicu
da je α4 = 4α2 − 16 (jer je α nula polinoma f), kao i da onda α5 = 4α3 − 16α.
Sre�ivaǌem te jednakosti, dobijamo da je

1 = (−2a− 16c) + (−2b− 16d)α+ (a+ 2c)α2 + (b+ 2d)α3.

Zbog linearne nezavisnosti elemenata 1, α, α2, α3 nad Q, sledi da je

−2a− 16c = 1

−2b− 16d = 0

a+ 2c = 0

b+ 2d = 0

Mo�emo odmah uoqiti da je b = d = 0, a zatim i da je c = − 1
12 , a a = 1

6 .

Dakle, ako je polinom p(X) = 1
6 −

1
12X

2 (koji oqigledno pripada Q[X]), tada
je 1

α2−2 = p(α), pa je p tra�eni polinom.

33. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√
5−
√
3.

Kvadriraǌem jednakosti α+
√
3 =
√
5, dobijamo α2 − 2 = −2

√
3α. A ponovnim

kvadriraǌem ovoga i α4 − 16α2 + 4 = 0. Dakle, α je algebarski element nad
Q, a kandidat za minimalni polinom je f(X) = X4 − 16X2 + 4. Da li je on
nerastavǉiv nad Q? Racionalne nula polinoma f mogle bi biti neki od
{±1,±2,±4}. Direktnom proverom se uveravamo da nijedan od ovih brojeva
nije nula od f . Napisavxi f kao proizvod polinoma
(X2 + aX + b)(X2 + cX + d), za a, b, c, d ∈ Q, dobijamo sistem:

a+ c = 0

b+ ac+ d = −16
ad+ bc = 0

bd = 4

Iz tre�e jednaqine sledi da je a = 0 ili b = d. Ako je a = 0, tada je i c = 0,
pa je b+ d = −16. Kako je i bd = 4, dobijamo da je d2 + 16d+ 4 = 0, xto je
nemogu�e jer d ∈ Q. Ako je b = d, tada iz b2 = 4, sledi da je b = d = 2 ili
b = d = −2. U prvom sluqaju je −a2 = 20, a u drugom −a2 = −12. Ni jedno ni
drugo nije mogu�e, jer a ∈ Q. Sledi da je f nerastavǉiv, pa je f = µα.

Mno�eǌem jedankosti

1

α2 − 2
= a+ bα+ cα2 + dα3,

za a, b, c, d ∈ Q sa α2 − 2 i korix�eǌem α4 = 16α2 − 4, dobijamo da

1 = (−2a− 4c) + (−2b− 4d)α+ (a+ 14c)α2 + (b+ 14d)α3.

Rexavaǌem sistema dobija se b = d = 0, a = 7
16 i c = − 1

32 , pa je tra�eni
polinom p(X) = − 1

32X
2 + 7

16 , to jest 1
α2−2 = − 1

32α
2 + 7

16 .

34. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√
2 +
√
3.

Kako je α2 = 2 +
√
3, kvadriraǌem α2 − 2 =

√
3 dobijamo α4 − 4α2 + 1 = 0.

Dakle, α je algebarski i neka je f(X) = X4 − 4X2 + 1. Brojevi 1 i -1 nisu
nule od f . Ako bi bilo f = X2 + aX + b)(X2 + cX + d), dobili bismo sistem
nad Q:

a+ c = 0

b+ ac+ d = −4
ad+ bc = 0

bd = 1
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Za a = 0, dobija se d2 +4d+1 = 0, xto je nemogu�e. Za b = d, imamo b = 1 ili
b = −1. U prvom sluqaju je a2 = 6 a u drugom a2 = 2. Kontradikcija. Dakle,
f je nerastavǉiv nad Q, a kako je moniqan i f(α) = 0, sledi da f = µα.

Ponavǉaju�i isti postupak kao u prethodnom zadatku, dobijamo da je
p(X) = 1

3X
2 − 2

3 .

35. Na�i α tako da je Q(i,
√
5) = Q(α).

Da li je α = i+
√
5? Kako i+

√
5 ∈ Q(i,

√
5), imamo da Q(i+

√
5) ⊆ Q(i,

√
5). Iz

(i+
√
5)3 = 2

√
5 + 14i = 14(i+

√
5)− 12

√
5,

sledi da je

√
5 =
−(i+

√
5)3 + 14(i+

√
5)

12
= − 1

12
(i+
√
5)3 +

14

12
(i+
√
5) ∈ Q(i+

√
5).

Tada je i i = (i+
√
5)−

√
5 ∈ Q(i+

√
5). Pa je i najmaǌe poǉe Q(i,

√
5) koje

sadr�i i i
√
5 tako�e sadr�ano u Q(i+

√
5). Sledi da Q(i+

√
5) = Q(i,

√
5),

to jest α = i+
√
5.

36. Na�i α tako da je Q(
√
5,
√
7) = Q(α).

Da li α =
√
5 +
√
7? Kako je

(
√
5 +
√
7)3 = 26

√
5 + 22

√
7 = 22(

√
5 +
√
7) + 4

√
5,

sledi da
√
5 =

(
√
5 +
√
7)3 − 22(

√
5 +
√
7)

4
∈ Q(

√
5 +
√
7).

Tako�e,
√
7 = (

√
5 +
√
7)−

√
5 ∈ Q(

√
5 +
√
7). Dakle, Q(

√
5,
√
7) ⊆ Q(

√
5 +
√
7).

37. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 + 2X2 − 15 ∈ Q[X] i odrediti element α
za koji je K = Q(α).

Primetimo da je

X4 + 2X2 − 15 = (X2 + 1)2 − 16 = ((X2 + 1) + 4)((X2 + 1)− 4) =

= (X2 + 5)(X2 − 3) = (X −
√
3)(X +

√
3)(X − i

√
5)(X + i

√
5).

Dakle, korensko poǉe K je jednako Q(
√
3, i
√
5). Odredimo primitivni

element α ovog raxireǌa. Poxto je

(
√
3 + i

√
5)3 = 4(

√
3 + i

√
5)− 16

√
3,

sledi da se
√
3 mo�e napisati kao Q-linearna kombinacija stepena

elementa
√
3 + i

√
5, dakle

√
3 ∈ Q(

√
3 + i

√
5). Sliqno je i i

√
5 ∈ Q(

√
3 + i

√
5).

Sledi da je α =
√
3 + i

√
5.

38. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 − 12X2 + 9 ∈ Q[X] i odrediti element α
za koji je K = Q(α).

Kako je

X4 − 12X2 + 9 = (X2 − 6)2 − 27 = (X2 − 6− 3
√
3)(X2 − 6 + 3

√
3) =

= (X2 − (6 + 3
√
3))(X2 − (6− 3

√
3)) =

= (X −
√
6 + 3

√
3)(X +

√
6 + 3

√
3)(X −

√
6− 3

√
3)(X +

√
6− 3

√
3),

korensko poǉe K datog polinoma je jednako Q(
√
6 + 3

√
3,
√

6− 3
√
3). Kako je√

6 + 3
√
3 ·
√
6− 3

√
3 = 9,

sledi da je K = Q(
√
6 + 3

√
3), jer je

√
6− 3

√
3 = 9 · (

√
6 + 3

√
3)−1, xto

pripada Q(
√

6 + 3
√
3). Odavde je jasno da je primitivni element za

raxireǌe K nad Q jednak
√
6 + 3

√
3.
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39. Neka je α element koji generixe raxireǌe od Q stepena 5. Dokazati da α2

generixe isto raxireǌe.

Dakle, imamo da je [Q(α) : Q] = 5, a kako je Q(α2) ⊆ Q(α), va�i i

5 = [Q(α) : Q] = [Q(α) : Q(α2)] · [Q(α2) : Q].

S obzirom na to je da je stepen raxireǌa nekog poǉa prirodan broj, a 5 je
prost broj, sledi da je broj [Q(α2) : Q] jednak 1 ili 5. Ako bi bio jednak 1,
to bi znaqilo da je Q(α2) = Q, to jest α2 ∈ Q. U tom sluqaju, polinom
p(X) = X2 − α2 je sa koeficijentima u Q, moniqan je i α je ǌegova nula.
Tako�e je nerastavǉiv, jer bi u suprotnom α ∈ Q. Dobijamo tada da je
p = µα, a onda i da je [Q(α) : Q] = deg(µα) = 2, xto je nemogu�e. Sledi da je
[Q(α2) : Q] = 5, a time je [Q(α) : Q(α2)] = 1, pa su poǉa Q(α) i Q(α2) jednaka.

40. Odrediti stepen raxireǌa poǉa Q( 3
√
2, 4
√
5) nad Q.

Va�i da

(∗) [Q(
3
√
2,

4
√
5) : Q] = [Q(

3
√
2,

4
√
5) : Q(

3
√
2)] · [Q(

3
√
2) : Q].

Minimalni polinom za element 3
√
2 nad Q je X3 − 2 (nerastavǉiv je nad Q),

pa je [Q( 3
√
2) : Q] = 3. Dakle, [Q( 3

√
2, 4
√
5) : Q] je deǉiv sa 3. Deǉiv je i sa 4.

Naime,
[Q(

3
√
2,

4
√
5) : Q] = [Q(

3
√
2,

4
√
5) : Q(

4
√
5)] · [Q(

4
√
5) : Q],

a minimalni polinom za 4
√
5 nad Q je X4 − 5 (nerastavǉiv je: nema nula u

Q, a i nije proizvod dva polinoma stepena 2).

Poxto su 3 i 4 uzajamno prosti, sada sledi da je [Q( 3
√
2, 4
√
5) : Q] deǉiv sa

12. Sa druge strane, ako se vratimo na (∗), vidimo da polinom X4 − 5
pripada Q( 3

√
2)[X] kao i da ga 4

√
5 ponixtava. Dakle, minimalni polinom za

4
√
5 nad Q( 3

√
2) deli X4 − 5, pa je stepen raxireǌa [Q( 3

√
2, 4
√
5) : Q( 3

√
2)] ≤ 4.

Iz (∗) sledi da je [Q( 3
√
2, 4
√
5) : Q] ≤ 12. Poxto je i deǉiv sa 12, sledi da je

[Q( 3
√
2, 4
√
5) : Q] = 12.

41. Neka su α = e
2πi
7 i β = e

2πi
5 . Dokazati da β /∈ Q(α).

Odredimo prvo minimalne polinome za α i β nad Q. Element
α = e

2πi
7 = cos 2π7 + i sin 2π

7 je sedmi koren iz jedinice pa je nula polinoma
p(X) = X7 − 1, za koji va�i da

p(X) = (X − 1)(X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1).

Kako α 6= 1, sledi da je nula polinoma X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1.
Svaki polinom oblika

Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1, p prost broj

je nerastavǉiv nad Q, pa je p(X) = µα(X). Sliqno je
µβ = X4 +X3 +X2 +X + 1.

Ako bi β ∈ Q(α), tada bi Q(β) ⊆ Q(α), pa dobijamo

6 = [Q(α) : Q] = [Q(α) : Q(β)] · [Q(β) : Q] = [Q(α) : Q(β)] · 4,

xto je nemogu�e.

42. Neka je αn = e
2πi
n . Na�i minimalni polinom µαn nad Q za:

a) n = 4;

b) n = 6;

v) n = 8;

12



g) n = 9;

d) n = 12.

Kako je α4 = cosπ2 + i sinπ2 = i, onda je µα4 = X2 + 1.

Za α6 = cosπ3 + i sinπ3 = 1
2 + i

√
3
2 , posle kvadriraǌa α6 − 1

2 = i
√
3
2 , dobijamo da

α2
6 − α6 + 1 = 0. Polinom X2 −X + 1 je nerastavǉiv nad Q, pa je jednak µα6 .

Kako je X8 − 1 = (X4 − 1)(X4 + 1) i α8 nije i qetvrti koren jedinice, sledi
da je α8 nula polinoma X4 +1. Na standardni naqin dokazujemo da je X4 +1
nerastavǉiv nad Q.
Poxto je α9 = cos 2π9 + i sin 2π

9 , primenom Moavrove formule dobijamo da je

α3
9 = cos

2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+ i

√
3

2
.

Kvadriraǌem α3
9 +

1
3 = i

√
3
2 , dobija se da α6

9 + α3
9 + 1 = 0. Dakle, od znaqaja je

polinom f(X) = X6 +X3 + 1. Kada u f uvedemo smenu X := X + 1, dobijamo
polinom

g(X) = X6 + 6X5 + 15X4 + 21X3 + 18X2 + 9X + 3.

Primenimo Ajzenxtajnov kriterijum na polinom g, za prost broj p = 3.
Naime, ako je f(X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ Z[X], i p prost broj

tako da

• p deli svaki od an−1, . . . , a0;

• p ne deli an;

• p2 ne deli a0;

tada je polinom f nerastavǉiv nad Q.
Sledi da je g(X) nerastavǉiv nad Q. Kako je f(X) = g(X − 1), da je
f(X) = f1(X)f2(X) za neke f1, f2 ∈ Q[X], tada bi i
g(X) = f(X + 1) = f1(X + 1)f2(X + 1) bio rastavǉiv. Dakle, f je
nerastavǉiv nad Q, pa je f = µα9

.

Kako je α12 = cos 2π12 + i sin 2π
12 =

√
3
2 + i 12 , kvadriraǌem jednakosti, kao i

ranije, zakǉuqujemo da je α4
12 − α2

12 + 1 = 0. Polinom X4 −X2 + 1 je
nerastavǉiv nad Q, pa je jednak µα12

.

43. Da li i ∈ Q(i
√
2)?

Va�i da je [Q(i
√
2) : Q] = 2, jer je µi√2 = X2 + 2. Ako bi i ∈ Q(i

√
2), onda bi

[Q(i
√
2) : Q] = [Q(i

√
2) : Q(i)][Q(i) : Q],

pa sledi [Q(i
√
2) : Q(i)] = 1. Dakle, Q(i

√
2) = Q(i). Ali nije mogu�e napisati

i
√
2 u obliku a+ ib, za a, b ∈ Q, kako znamo da izgledaju elementi u Q(i).

Znaqi da i ne pripada Q(i
√
2).

44. Da li i ∈ Q(α), gde va�i da α3 + α+ 1 = 0?

Polinom X3 +X + 1 je nerastavǉiv nad Q, tako da je stepen raxireǌa
[Q(α) : Q] = 3. Ako bi i pripadalo tom raxireǌu, sliqno kao gore imali
bismo da 2 deli 3, xto je nemogu�e.

45. Neka su α, β ∈ C. Ako su α+ β i αβ algebarski elementi nad Q, dokazati da
su to onda i α i β.

Kako su α+ β i αβ algebarski elementi nad Q, postoje f1, f2 ∈ Q[X] tako da
f1(α+ β) = 0 i f2(αβ) = 0. Va�i da je

Q(α, β) = Q(α, β, α+ β, αβ) = Q(α, α+ β, αβ),
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tako da imamo

Q ⊆ Q(α+ β) ⊆ Q(α+ β, αβ) ⊆ Q(α, α+ β, αβ),

a time i

[Q(α, β) : Q] = [Q(α, α+β, αβ) : Q(α+β, αβ)]·[Q(α+β, αβ) : Q(α+β)]·[Q(α+β) : Q].

Poxto je

p(X) = (X − α)(X − β) = X2 − (α+ β)X + αβ ∈ Q(α+ β, αβ)[X],

sledi da je [Q(α, β) : Q(α+ β, αβ)] ≤ 2. Tako�e je f2 ∈ Q(α+ β)[X], pa
[Q(α+ β, αβ) : Q(α+ β)] ≤ deg(f2). Kao i [Q(α+ β) : Q] ≤ deg(f1). Sledi da je
[Q(α, β) : Q] ≤ 2deg(f1)deg(f2), pa je raxireǌe Q(α, β) konaqno nad Q. Tada je
onda i algebarsko, to jest, α i β su algebarski nad Q.

46. Izraziti cos15◦ preko kvadratnih korena.

(cos15◦)2 =
cos30◦ + 1

2
=

√
3

4
+

1

2
⇒ cos15◦ =

√√
3

4
+

1

2

Mo�emo zakǉuqiti da je cos15◦ konstruktibilan broj.

47. Dokazati da je pravilni petougao konstruktibilan.

Dovoǉno je dokazati da se mo�e konstruisati cos 2π5 . Minimalni polinom
za α = e

2πi
5 je X4 +X3 +X2 +X + 1. Imamo da

α+ α4 = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
+ cos

8π

5
+ i sin

8π

5

= cos
2π

5
+ i sin

2π

5
+ cos

2π

5
− i sin2π

5
= 2cos

2π

5

α2 + α3 = cos
4π

5
+ i sin

4π

5
+ cos

6π

5
+ i sin

6π

5

= cos
4π

5
+ i sin

4π

5
+ cos

4π

5
− i sin4π

5
= 2cos

4π

5
= 2(2cos2

2π

5
− 1)

α4 + α3 + α2 + α+ 1 = 0⇒ 2cos
2π

5
+ 2(2cos2

2π

5
− 1) + 1 = 0

Dakle, 4t2 + 2t− 1 = 0, za t = cos 2π5 . Rexeǌa ove kvadratne jednaqine po t su
−1±

√
5

4 , a kako je cos 2π5 > 0 sledi da je cos 2π5 = −1+
√
5

4 . Znaqi da se cos 2π5
mo�e izraziti preko kvadratnih korena, pa je konstruktibilan.

48. Da li je pravilni devetougao konstruktibilan?

Da li je konstruktibilan broj cos 2π9 = cos40◦? Va�i da je

cos
π

9
=

√
1 + cos 2π9

2
.

Odatle sledi da ako bi bio konstruktibilan cos40◦, onda bi bio
konstruktibilan i cos20◦, xto znamo da nije taqno. Dakle, pravilni
devetougao nije konstruktibilan.

2. naqin:

−1

2
= cos(120◦) = cos(40◦ + 80◦) = cos40◦cos80◦ − sin40◦sin80◦

= cos40◦(2cos240◦ − 1)− sin40◦2sin40◦cos40◦

= 2cos340◦ − cos40◦ − 2sin240◦cos40◦

= 2cos340◦ − cos40◦ − 2(1− cos240◦)cos40◦

= 4cos340◦ − 3cos40◦
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Broj cos40◦ je nula polinoma 4t3 − 3t+ 1
2 , to jest 8t3 − 6t+ 1. Taj polinom je

nerastavǉiv nad Q, xto povlaqi da je [Q(cos40◦) : Q] = 3. Dakle, stepen
raxireǌa nije jednak stepenu dvojke, pa nije konstruktibilan element.

49. Da li je mogu�e konstruisati kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini
datog trougla?

Jeste, zato xto bismo stranicu tog kvadrata dobili kao
√
P =

√
ah
2 , gde je

a du�ina stranice trougla, a h ǌegova visina.

50. Na�i polinom qetvrtog stepena p(X) ∈ Z[X] qija nula je e
2πi
10 . Pomo�u ǌega,

na�i polinom q(X) drugog stepena nad Z qija nula je cos 2π10 , a zatim taj
broj napisati preko kvadratnih korena. Da li je mogu�e konstruisati
pravilni desetougao?

Iz X10 − 1 = (X5 − 1)(X5 + 1) = (X5 − 1)(X + 1)(X4 −X3 +X2 −X + 1)

sledi da je tra�eni polinom qetvrtog stepena p(X) = X4 −X3 +X2 −X + 1.
Naime, e

2πi
10 je deseti koren jedinice, ali nije peti koren jedinice, a nije

ni -1. Sre�ivaǌem izraza

0 = p(e
2πi
10 ) = cos

8π

10
+i sin

8π

10
−cos6π

10
−i sin6π

10
+cos

4π

10
+i sin

4π

10
−cos2π

10
−i sin2π

10
+1,

dobijamo da je

4cos2
2π

10
− 2cos

2π

10
− 1 = 0.

Znaqi, q(X) = 4X2 − 2X − 1. Poxto su nule ovog polinoma 1±
√
5

4 i cos 2π10 > 0,

sledi da je cos 2π10 = 1+
√
5

4 . Na osnovu toga zakǉuqujemo i da je pravilan
desetougao konstruktibilan.

51. Ispitati da li polinom p(X) = X5 +X3 +X2 − 7 pripada idealu
I = 〈X6 − 1, X4 + 2X3 + 2X2 − 2X − 3〉 u prstenu polinoma R[X]. Dokazati da
q(X) = X4 + 2X2 − 3 pripada I i napisati ga preko datih generatora ovog
ideala.

Neka su f1 i f2 dati generatori ideala I. Na ve�bama smo ve� odredili da
je nzd(f1, f2) = X2 − 1, kao i da

X2 − 1 =
(
− 2

57
X − 9

57

)
f1 +

( 2

57
X3 +

5

57
X2 − 12

57
X +

27

57

)
f2.

Dakle, I = 〈X2 − 1〉 i neki polinom g pripada idealu I akko X2 − 1 deli g.
Kako je p(X) = (X2 − 1)(X3 + 2X + 1) + (2X − 6), to jest, ostatak pri deǉeǌu
p sa X2 − 1 nije nula, to p ne pripada I. Sa druge strane,
q(X) = (X2 − 1)(X2 + 3) ∈ I. Tako�e je

q =

(
− 2

57
X − 9

57

)
(X2 + 3)f1 +

(
2

27
X3 +

5

57
X2 − 14

57
X +

22

57

)
(X2 + 3)f2.

52. Pore�ati u odnosu na leksikografski, stepenasti leksikografski i
obrnuti stepenasti leksikografski monomni poredak slede�e monome:

X1, X2, X3, X
2
1 , X1X2, X1X3, X1X

2
2 , X

3
3 , X1X2X3, X

2
2X3

gde je u svakom sluqaju X1 > X2 > X3.

Za leksikografski poredak, to jest lex va�i:

X3 < X3
3 < X2 < X2

2X3 < X1 < X1X3 < X1X2 < X1X2X3 < X1X
2
2 < X2

1 .
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Za stepenasti leksikografski poredak, to jest grlex va�i:

X3 < X2 < X1 < X1X3 < X1X2 < X2
1 < X3

3 < X2
2X3 < X1X2X3 < X1X

2
2 .

Za obrnuti stepenasti leksikografski poredak, to jest grrevlex, koji se
definixe na slede�i naqin:

Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n ≺grrevlex Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n ⇔

(
n∑
i=1

αi <

n∑
i=1

βi

)
ili

(
n∑
i=1

αi =

n∑
i=1

βi i (∃i ∈ {1, . . . , n})((∀j > i)(αj = βj) ∧ αi > βi)

)
,

va�i:

X3 < X2 < X1 < X1X3 < X1X2 < X2
1 < X3

3 < X2
2X3 < X1X2X3 < X1X

2
2 .

53. Odrediti vode�i proizvod, vode�i koeficijent i vode�i monom za polinom

f(X,Y, Z) = 3X4Z − 2X3Y 4 + 7X2Y 2Z3 − 8XY 3Z3 ∈ Q[X,Y, Z]

u odnosu na lex, grlex i grrevlex, gde je X > Y > Z. Ponoviti za Z > Y > X.

LM(f) = 3X4Z u odnosu na lex (LP (f) = X4Z, LC(f) = 3), a u odnosu na
grlex i grrevlex je isti LM(f) = −2X3Y 4. Ako je sada Z > Y > X, onda je
LM(f) = −8XY 3Z3 za sva tri poretka.

54. Dokazati da za bilo koji monomni poredak < na K[X], gde je K poǉe va�i
1 < X < X2 < X3 · · ·
Iz prve osobine za monomni poredak sledi da 1 < X. Mno�eǌem sa X, to
jest, korix�eǌem druge osobine za monomni poredak sledi da X < X2.
Daǉim mno�eǌem dobijamo da X2 < X3 i tako daǉe.

55. Dokazati da je svaki od lex, grlex i grrevlex monomni poredak.

Proveri�emo samo za grlex, ostalo se dokazuje sliqno. Tako�e, preskaqemo
proveru da je grlex relacija parcijalnog ure�eǌa. Ako su Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n i
Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n dva proizoda, tada su brojevi

∑n
i=1 αi i

∑n
i=1 βi uporedivi.

Ako je
∑n
i=1 αi <

∑n
i=1 βi, tada je Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n < Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n . Sliqno,

ako je prva suma ve�a od druge. Ako su sume jednake, upore�ujemo redom αi
i βi. Svakako postoji indeks i tako da su α1 = β1, . . . , αi−1 = βi−1 i αi 6= βi,
ili, svi odgovaraju�i stepeni su jednaki, a time su jednaki i polazni
proizvodi Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n i Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n . Ako je αi < βi, onda je

Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n < Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n , i obrnuto. Dakle, grlex je linearo

ure�eǌe, to jest, svaka dva elementa su uporediva.

Za dokaz da je 1 <Xα za sve α 6= 0, primetimo da je totalni stepen za
1 = X0

1 · · ·X0
n jednak 0. Totalni stepen, sa druge strane za Xα je strogo

ve�i od nule jer je α 6= 0.

Za dokaz druge osobine, pretpostavimo da je
Xα1

1 Xα2
2 · · ·Xαn

n < Xβ1

1 Xβ2

2 · · ·Xβn
n i neka je Xγ bilo koji proizvod. Ako je∑n

i=1 αi <
∑n
i=1 βi, tada je i
n∑
i=1

αi +

n∑
i=1

γi <

n∑
i=1

βi +

n∑
i=1

γi ⇒
n∑
i=1

(αi + γi) <

n∑
i=1

(βi + γi).

Sledi da XαXγ <XβXγ .

Ako je
∑n
i=1 αi =

∑n
i=1 βi i α1 = β1, . . . , αi−1 = βi−1 i αi < βi, za neko i. Tada

je i

α1 + γ1 = β1 + γ1, . . . , αi−1 + γi−1 = βi−1 + γi−1 i αi + γi < βi + γi.

Opet sledi XαXγ <XβXγ .
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56. Dokazati da u K[X,Y ], gde je K poǉe, grlex i grrevlex predstavǉaju isti
monomni poredak.

Neka je X > Y . Doka�imo da iz XaY b ≺grlex XcY d sledi da
XaY b ≺grrevlex XcY d, zatim i obrnuto. Ako XaY b ≺grlex XcY d, u prvom
sluqaju je a+ b < c+ d. Tada je i XaY b ≺grrevlex XcY d. U drugom sluqaju je
a+ b = c+ d. Tako�e je, zbog leksikografskog poretka gde X > Y , a < c ili
a = c, b < d. Ako je a < c, zbog jednakosti totalnog stepena mora biti b > d,
a time je XaY b ≺grrevlex XcY d. Da su a i c jednaki, a b < d, je nemogu�e.
Dakle, u oba sluqaja dobijamo da XaY b ≺grrevlex XcY d.

Sa druge strane, neka je XaY b ≺grrevlex XcY d. Prvi sluqaj je opet
a+ b < c+ d, kada je i XaY b ≺grlex XcY d. Drugi sluqaj, kada a+ b = c+ d,
povlaqi da, ili b > d (kada mora biti a < c, pa XaY b ≺grlex XcY d), ili b = d
i a < c, xto nije mogu�e.

57. Neka je f(X,Y ) = 2X4Y 5 + 3X5Y 2 +X3Y 9 ∈ Q[X,Y ]. Pokazati da ne postoji
monomni poredak na Q[X,Y ] tako da LP (f) = X4Y 5.

Pretpostavimo suprotno, postoji takav monomni poredak. Tada mora biti

X5Y 2 < X4Y 5, X3Y 9 < X4Y 5.

Zbog druge osobine monomnog poretka, smemo da pomno�imo prvu relaciju
sa proizvodom Y 4, a drugu sa X. Dobijamo

X5Y 6 < X4Y 9, X4Y 9 < X5Y 5.

Odatle imamo da X5Y 6 < X5Y 5. Ali poxto 1 < Y povlaqi da X5Y 5 < X5Y 6,
imamo kontradikciju.

58. Neka je f ∈ K[x1, . . . , Xn], gde je K poǉe, homogeni polinom. (Homogeni
polinom je polinom qiji svaki qlan ima isti totalni stepen.) Neka je
monomni poredak grrevlex gde X1 > · · · > Xn. Dokazati da Xn | f ako i samo
ako Xn |LP (f).
Ako Xn deli f , onda Xn mora da deli svaki monom u f , pa i vode�i monom.

Sa druge strane, neka Xn |LP (f) i neka je LP (f) = Xα1
1 · · ·Xαn

n . Ako je
bXβ1

1 · · ·Xβn
n bilo koji drugi monom u f , tada je Xα1

1 · · ·Xαn
n > Xβ1

1 · · ·Xβn
n .

Kako je f homogeni polinom, sledi da
∑n
i=1 αi =

∑n
i=1 βi. Zbog zadatog

poretka sledi da je βn = αn ili βn > αn. Poxto Xn deli vode�i qlan, mora
bit αn ≥ 1. Tada je i βn ≥ 1, pa Xn | bXβ1

1 · · ·Xβn
n , a time Xn deli f .

59. Neka su f = Y 2X + 4Y X − 3X2 i g = 2Y +X + 1 elementi u Q[X,Y ] i neka je
zadat stepenasti leksikografski monomni poredak, gde je Y > X. Ako je
mogu�e, redukovati f pomo�u g.

Kako je LP (f) = Y 2X, a LP (g) = Y i Y |Y 2X, f se mo�e redukovati sa g:

f1 = f − LM(f)

LM(g)
g = Y 2X + 4Y X − 3X2 − Y 2X

2Y
(2Y +X + 1)

= Y 2X + 4Y X − 3X2 − Y 2X − 1

2
Y X2 − 1

2
Y X

= −1

2
Y X2 +

7

2
Y X − 3X2.

Kako je LP (f1) = Y X2 xto je deǉivo sa LP (g) = Y , mo�emo nastaviti
redukciju:

f2 = f1 −
LM(f1)

LM(g)
g = −1

2
Y X2 +

7

2
Y X − 3X2 −

− 1
2Y X

2

2Y
(2Y +X + 1)

=
1

4
X3 +

7

2
Y X − 11

4
X2.
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Sada je LP (f2) = X3, xto nije deǉivo sa LP (g) = Y . Tako da se ovde
zaustavǉamo sa redukcijom, iako mo�emo primetiti da se mo�e izvrxiti
jox jedna redukcija (jer je monom 7

2Y X u f2 deǉiv sa Y ):

f3 = f2 −
7
2Y X

2Y
g =

1

4
X3 +

7

2
Y X − 11

4
X2 − 7

2
Y X − 7

4
X2 − 7

4
X

=
1

4
X3 − 9

2
X2 − 7

4
X.

60. Neka su f = X3Y 3 + 2Y 2, f1 = 2XY 2 + 3X + 4Y 2, f2 = Y 2 − 2Y − 2 ∈ Q[X,Y ] i
zadat je leksikografski monomni poredak gde X > Y . Koriste�i algoritam
za deǉeǌe, na�i u1, u2, r ∈ Q[X,Y ] tako da f = u1f1 + u2f2 + r.
Algoritam za deǉeǌe polinoma f sa F = {f1, . . . , fk}, to jest odre�ivaǌe
polinoma u1, . . . , un, r tako da f = u1f1 + · · ·unfn + r. Postavimo sve tra�ene
polinome na nulu i uvedemo pomo�ni polinom h:

u1 := 0, . . . un := 0, r := 0, h := f.

Dok je h 6= 0, primeǌujemo slede�e:

ako postoji indeks i tako da LP (fi) |LP (h)
onda na�i najmaǌe takvo i i

ui := ui +
LM(h)

LM(fi)

h := h− LM(h)

LM(fi)
fi

inaqe

r := r + LM(h)

h := h− LM(h)

Prema algoritmu, imamo da LP (f1) = XY 2 i LP (f2) = Y 2, kao i

u1 := 0, u2 := 0, r := 0, h := X3Y 3 + 2Y 2.

h 6= 0 i XY 2 |X3Y 3 povlaqi da:

u1 = 0 +
LM(h)

LM(f1)
=
X3Y 3

2XY 2
=

1

2
X2Y

h = h− LM(h)

LM(f1)
f1 = X3Y 3 + 2Y 2 − X3Y 3

2XY 2
(2XY 2 + 3X + 4Y 2) = −3

2
X3Y − 2X2Y 3 + 2Y 2

h 6= 0; XY 2 - X3Y i XY 2 - Y 2 povlaqi da:

r = 0 + LM(h)− 3

2
X3Y

h = −2X2Y 3 + 2Y 2

h 6= 0 i XY 2 |X2Y 3 povlaqi da:

u1 =
1

2
X2Y +

−2X2Y 3

2XY 2
=

1

2
X2Y −XY

h = −2X2Y 3 + 2Y 2 − −2X
2Y 3

2XY 2
(2XY 2 + 3X + 4Y 2) = 3X2Y + 4XY 3 + 2Y 2
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h 6= 0; XY 2 - X2Y i Y 2 - X2Y povlaqi da:

r = −3

2
X3Y + 3X2Y

h = 4XY 3 + 2Y 2

h 6= 0 i XY 2 |XY 3 povlaqi da:

u1 =
1

2
X2Y −XY +

4XY 3

2XY 2
=

1

2
X2Y −XY + 2Y

h = 4XY 3 + 2Y 2 − 4XY 3

2XY 2
(2XY 2 + 3X + 4Y 2) = −6XY − 8Y 3 + 2Y 2

h 6= 0; XY 2 - XY i Y 2 - XY povlaqi da:

r = −3

2
X3Y + 3X2Y − 6XY

h = −8Y 3 + 2Y 2

h 6= 0; XY 2 - Y 3 i Y 2 |Y 3 povlaqi da:

u2 = 0 +
LM(h)

LM(f2
=
−8Y 3

Y 2
= −8Y

h = −8Y 3 + 2Y 2 − −8Y
3

Y 2
(Y 2 − 2Y − 2) = −14Y 2 − 16Y

h 6= 0; XY 2 - Y 2 i Y 2 |Y 2 povlaqi da:

u2 = −8Y +
−14Y 2

Y 2
= −8Y − 14

h = −14Y 2 − 16Y − −14Y
2

Y 2
(Y 2 − 2Y − 2) = −44Y − 28

h 6= 0; XY 2 - Y i Y 2 - Y povlaqi da:

r = −3

2
X3Y + 3X2Y − 6XY − 44Y

h = −28

h 6= 0; XY 2 - 1 i Y 2 - 1 povlaqi da:

r = −3

2
X3Y + 3X2Y − 6XY − 44Y − 28

h = 0

Dakle, dobijamo da

u1 =
1

2
X2Y −XY + 2Y, u2 = −8Y − 14, r = −3

2
X3Y + 3X2Y − 6XY − 44Y − 28.

61. Neka su f = X2Y 2 −W 2, f1 = X − Y 2W, f2 = Y − ZW, f3 = Z −W 3, f4 =
W 3 −W ∈ Q[X,Y, Z,W ] i zadat je leksikografski monomni poredak gde
X > Y > Z > W . Koriste�i algoritam za deǉeǌe, na�i
u1, u2, u3, u4, r ∈ Q[X,Y, Y,W ] tako da f = u1f1 + u2f2 + u3f3 + u4f4 + r.

u1 = XY 2 + Y 4W

u2 = Y 5W 2 + Y 4ZW 3 + Y 3Z2W 4 + Y 2Z3W 5 + Y Z4W 6 + Z5W 7

u3 = Z5W 8 + Z4W 11 + Z3W 14 + Z2W 17 + ZW 20 +W 23

u4 = W 23 +W 21 +W 19 + · · ·+W 3 +W

r = 0
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62. Neka su f1 = 2XY 2 + 3X + 4Y 2, f2 = Y 2 − 2Y − 2 ∈ Q[X,Y ] sa leksikografskim
monomnim poretkom gde X > Y , kao u zadatku 60. Prvo odrediti ostatak
pri deǉeǌu polinoma f = X3Y 3 + 2Y 2 sa g1 = f2 i g2 = f1, a zatim
iskoristiti taj zadatak i dokazati da {f1, f2} nije Grebnerova baza za
ideal 〈f1, f2〉.
Primeǌuju�i algoritam za deǉeǌe polinoma f sa g1 i g2 dobijamo da je
ostatak jednak 6X3Y + 4X3 + 4Y + 4. Iz zadatka 29. imamo da je ostatak pri
deǉeǌu f sa f1 i f2 (primetimo da algoritam zavisi od poretka polinoma
kojima se deli!) jednak − 3

2X
3Y + 3X2Y − 6XY − 44Y − 28. Poxto ostatak

pri deǉeǌu sa {f1, f2} nije jedinstven, sledi da taj skup ne mo�e qiniti
Grebnerovu bazu za ideal koji generixe.

63. Dokazati da polinomi f1, f2, f3, f4 iz 61. zadatka ne qine Grebnerovu bazu
za ideal koji generixu u odnosu na leksikografski poredak gde
W > X > Y > Z.

Primetimo da f3 + f4 = −W + Z ∈ 〈f1, f2, f3, f4〉. Vode�i proizvod za ovaj
polinom je W , a

LP (f1) =WY 2, LP (f2) =WZ, LP (f3) =W 3, LP (f4) =W 3

u odnosu na ovaj monomni poredak. Kako nijedan od vode�ih proizvoda za
f1, f2, f3, f4 ne deli LP (f3 + f4) =W , sledi da oni ne qine Grebnerovu bazu
za 〈f1, f2, f3, f4〉.

64. Izraqunati S-polinome slede�ih parova u odnosu na lex, grlex, grrevlex,
gde X > Y > Z:

a) f = 3X2Y Z − Y 3Z3, g = XY 2 + Z2;

b) f = 3X2Y Z −XY 3, g = XY 2 + Z2;

v) f = 3X2Y − Y Z, g = XY 2 + Z4.

a) U odnosu na leksikografski poredak je LP (f) = X2Y Z i LP (g) = XY 2, pa
je

S(f, g) =
X2Y 2Z

3X2Y Z
(3X2Y Z − Y 3Z3)− X2Y 2Z

XY 2
(XY 2 + Z2)

= X2Y 2Z − 1

3
Y 4Z3 −X2Y 2Z −XZ3 = −XZ3 − 1

3
Y 4Z3.

U odnosu na stepenasti leksikografski poredak je LP (f) = Y 3Z3 i
LP (g) = XY 2, pa je

S(f, g) =
XY 3Z3

−Y 3Z3
(3X2Y Z − Y 3Z3)− XY 3Z3

XY 2
(XY 2 + Z2)

= −3X3Y Z − Y Z5.

U odnosu na obrnuti stepenasti leksikografski poredak je LP (f) = Y 3Z3 i
LP (g) = XY 2, pa je S-polinom isti kao u prethodnom sluqaju.

65. Koriste�i S-polinome dokazati da polinomi f1, f2, f3, f4 iz 61. zadatka
qine Grebnerovu bazu za ideal koji generixu u odnosu na leksikografski
poredak gde X > Y > Z > W .

S(f1, f2) = −Y 3W +XZW
f1−→ −Y 3W + Y 2ZW 2 f2−→ 0

S(f1, f3) = −Y 2ZW +XW 3 f1−→ −Y 2ZW + Y 2W 4 f2−→ Y 2W 4 − Y Z2W 2

f2−→ −Y Z2W 2 + Y ZW 5 f2−→ Y ZW 5 − Z3W 3 f2−→
−Z3W 3 + Z2W 6 f3−→ 0
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S(f1, f4) = −Y 2W 4 +XW
f1−→ −Y 2W 4 + Y 2W 2 f2−→ Y 2W 2 − Y ZW 5

f2−→ −Y ZW 5 + Y ZW 3 f2−→ Y ZW 3 − Z2W 6 f2−→
−Z2W 6 + Z2W 4 f3−→ Z2W 4 − ZW 9 f3−→ −ZW 9 + ZW 7

f3−→ ZW 7 −W 12 f3−→ −W 12 +W 10 f4−→ 0

S(f2, f3) = −Z2W + YW 3 f2−→ −Z2W + ZW 4 f3−→ 0

S(f2, f4) = −ZW 4 + YW
f2−→ −ZW 4 + ZW 2 f3−→ ZW 2 −W 7

f3−→ −W 7 +W 5 f4−→ 0

S(f3, f4) = −W 6 + ZW
f3−→ −W 6 +W 4 f4−→ 0

Poxto se svi S-polinomi redukuju do nule, sledi da f1, f2, f3, f4 qine
Grebnerovu bazu.

66. Na�i Grebnerovu bazu za I = 〈f1, f2〉 u odnosu na stepenasti leksikografski
poredak gde X > Y > Z i gde su f1 = X2Y + Z, f2 = XZ + Y ∈ Q[X,Y, Z].

Ovde je LP (f1) = X2Y i LP (f2) = XZ. Kako je S-polinom
S(f1, f2) = −XY 2 + Z2 i ne mo�e se redukovati pomo�u f1 i f2, nazva�emo ga
f3 i dodati u skup koji �e postati Grebnerova baza G = {f1, f2, f3}. Treba
izraqunati S(f1, f3) i S(f2, f3). Ako se oni redukuju do nule pomo�u G onda
je G Grebnerova baza. A u suprotnom se skup G pove�ava.

S(f1, f3) = XZ2 + Y Z
f2−→ 0

S(f2, f3) = Y 3 + Z3

Kako se S-polinom za f2 i f3 ne mo�e redukovati do nule, nazva�emo ga f4 i
dodati u skup G. Sada je G = {f1, f2, f3, f4}.
Treba izraqunati S(f1, f4), S(f2, f4) i S(f3, f4).

S(f1, f4) = −X2Z3 + Y 2Z
f2−→ Y 2Z +XY Z2 f2−→ 0

S(f2, f4) = Y 4 −XZ4 f2−→ Y 4 + Y Z3 f4−→ 0

S(f3, f4) = −Y Z2 −XZ3 f2−→ 0

Ovime dobijamo da je Grebnerova baza za ideal I jednaka {f1, f2, f3, f4}.

67. Na�i Grebnerovu bazu za I = 〈f1, f2〉 u odnosu na leksikografski poredak
gde X > Y i gde su f1 = X2 + Y 2 + 1, f2 = X2Y + 2XY +X ∈ Z5[X,Y ].

Primetimo prvo da se f2 mo�e redukovati pomo�u f1:

f2
f1−→ X2Y + 2XY +X − Y (X2 + Y 2 + 1) = 2XY +X + 4Y 3 + 4Y = f

′

2.

Radi lakxeg raquna, a koriste�i qiǌenicu da 〈f1, f2〉 = 〈f1, f
′

2〉, postupak
odre�ivaǌa Grebnerove baze primeǌujemo na polinome f1 i f

′

2.

S(f1, f
′

2) =
X2Y

X2
(X2 + Y 2 + 1)− X2Y

2XY
(2XY +X + 4Y 3 + 4Y )

= Y 3 + Y − 3X2 −+3XY 3 + 3XY = 2X2 + 3XY 3 + 3XY + Y 3 + Y
f1−→

3XY 3 + 3XY + Y 3 + 3Y 2 + Y + 3
f
′
2−→

3XY 3 + 3XY + Y 3 + 3Y 2 + Y + 3 + Y 2(2XY +X + 4Y 3 + 4Y )

= XY 2 + 3XY + 4Y 5 + 3Y 2 + Y + 3
f
′
2−→

XY 2 + 3XY + 4Y 5 + 3Y 2 + Y + 3 + 2Y (2XY +X + 4Y 3 + 4Y )

= 4Y 5 + 3Y 4 + Y 2 + Y + 3 = f3
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Polinom f3 = 4Y 5 + 3Y 4 + Y 2 + Y + 3 se ne mo�e daǉe redukovati pomo�u
{f1, f

′

2}, pa ga dodajemo u Grebnerovu bazu. Dokaza�emo jox da se S(f1, f3) i
S(f

′

2, f3) redukuju do nule, odakle sledi da je {f1, f
′

2, f3} Grebnerova baza za
ideal I.

S(f1, f3) = Y 5(X2 + Y 2 + 1) +X2(4Y 5 + 3Y 4 + Y 2 + Y + 3)

= Y 7 + Y 5 +X2(3Y 4 + Y 2 + Y + 3)
f1−→

Y 7 + Y 5 +X2(3Y 4 + Y 2 + Y + 3)− (3Y 4 + Y 2 + Y + 3)(X2 + Y 2 + 1)

= Y 7 + 2Y 6 + Y 5 + Y 4 + 4Y 3 + Y 2 f3−→ Y 5 + 2Y 4 + 4Y 2 + 4Y + 2
f3−→ 0

S(f
′

2, f3) = 3Y 4(2XY +X + 4Y 3 + 4Y ) +X(4Y 5 + 3Y 4 + Y 2 + Y + 3)

= XY 4 +XY 2 +XY + 3X + 2Y 7 + 2Y 5 f
′
2−→

XY 4 +XY 2 +XY + 3X + 2Y 7 + 2Y 5 + (2Y 3 + 2Y + 2)(2XY +X + 4Y 3 + 4Y )

= 2XY 3 + 2XY + 2Y 7 + 3Y 6 + 2Y 5 + Y 4 + 3Y 3 + 3Y 2 + 3Y
f
′
2−→

2XY 3 + 2XY + 2Y 7 + 3Y 6 + 2Y 5 + 3Y 3 + 3Y 2 + 3Y

−(Y 2 + 1)(2XY +X + 4Y 3 + 4Y ) =

= 4XY 2 + 4X + 2Y 7 + 3Y 6 + 3Y 5 + Y 4 + 3Y 2 + 4Y
f
′
2−→

3XY + 4X + 2Y 7 + 3Y 6 + 3Y 5 + 3Y 4 + 4Y
f
′
2−→

2Y 7 + 3Y 6 + 3Y 5 + 3Y 4 + 4Y 3 + 3Y
f3−→

4Y 6 + 3Y 5 + Y 3 + Y 2 + 3Y
f3−→ 0

68. Odrediti redukovanu Grebnerovu bazu za ideal I = 〈f1, f2〉 ⊆ Q[X,Y ], gde su
f1 = X2Y − Y +X i f2 = XY 2 −X, a zadati monomni poredak je grlex gde
Y > X.

Na standardni naqin odredimo Grebnerovu bazu G = {f1, f2, f3, f4, f5} za I,
gde su

f3 = −Y 2 +XY +X2, f4 = X4 +XY − 2X2, f5 = X3 + Y − 2X.

Od ove baze dobijamo minimalnu bazu u dva koraka. Prvi je da od datih
polinoma napravimo moniqne, dele�i svaki sa ǌegovim vode�im
koeficijentom. To se ovde svodi na to da samo podelimo f3 sa −1 i
dobijemo polinom f

′

3 = Y 2 −XY −X2. Drugi korak u formiraǌu minimalne
baze je da izbacimo sve one elemente iz {f1, f2, f

′

3, f4, f5} za koje va�i da je
ǌegov vode�i proizvod deǉiv nekim drugim vode�im proizvodom polinoma
iz tog skupa. Vidimo da LP (f

′

3) |LP (f2), pa izbacujemo polinom f2. Tako�e,
LP (f5) |LP (f4), i izbacujemo f4. Dakle, minimalna baza je G

′
= {f1, f

′

3, f5}.
Redukovanu bazu dobijamo od minimalne tako xto svaki polinom g iz G

′

redukujemo u odnosu na G
′ \ {g}. Nijedan proizvod u f1 = X2Y − Y +X nije

deǉiv vode�im prozvodima LP (f
′

3) = Y 2 i LP (f5) = X3, tako da je f1 ve�
redukovan u odnosu na G

′ \ {f1}. Sliqno, nijedan proizvod u
f

′

3 = Y 2 −XY −X2 nije deǉiv sa LP (f1) = X2Y i LP (f5) = X3, pa je i f
′

3

redukovan u odnosu na G
′ \ {f ′

3}. Redukovan je i f5 u odnosu na G
′ \ {f5}, xto

znaqi da je G
′
= {f1, f

′

3, f5} redukovana Grebnerova baza za I.

69. Dati su ideali I = 〈X2 + Z,XY + Y 2 + Z,XZ − Y 3 − 2Y Z, Y 4 + 3Y 2Z + Z2〉 i
J = 〈X2 + Z,XY + Y 2 + Z,X3 − Y Z〉 u Q[X,Y, Z]. Ispitati da li va�i neka
od slede�ih relacija: I = J, I ⊂ J ili J ⊂ I.
Va�i da su neka dva ideala jednaka ako i samo ako su jednake ǌihove
redukovane Grebnerove baze. Nazovimo generatore ideala I redom
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f1, f2, f3, f4. Mo�emo se uveriti da je F = {f1, f2, f3, f4} redukovana
Grebnerova baza za I u odnosu na leksikografski poredak gde je X > Y > Z.

Grebnerova baza G za J u odnosu na isti poredak je jednaka
G = {g1, g2, g3, g4, g5, g6} gde su

g1 = X2+Z, g2 = XY+Y 2+Z, g3 = XZ+Y Z, g4 = Y 3+3Y Z, g5 = Y 2Z+2Z2, g6 = Z2.

Ona jeste minimalna baza, a redukovanu dobijemo kada redukujemo g5 sa g6:
g5

g6−→ Y 2Z = g
′

5. Dakle, G
′
= {g1, g2, g3, g4, g

′

5, g6} je redukovana Grebnerova
baza za J .

Kako je F 6= G
′
, sledi da I i J nisu jednaki. Sa druge strane,

f1 = g1, f2 = g2, f3 = g3 − g4, f4 = Y g4 + g6,

xto znaqi da je I ⊂ J . Naime, mo�emo se uveriti da se fi redukuje do nule
pomo�u G

′
za svako i ∈ {1, 2, 3, 4}, xto znaqi da su ti elementi sadr�ani u

J , a time je i celo I sadr�ano u J .

70. Neka je I = 〈f1, f2〉 ⊆ Q[X,Y ], gde su f1 = X2Y − Y +X i f2 = XY 2 −X, a
zadati monomni poredak je grlex gde Y > X (kao u zadatku 68). Odrediti
bazu vektorskog prostora Q[X,Y ]/I i napisati tablicu mno�eǌa baznih
elemenata.

Kao xto smo se ve� uverili, redukovanu Grebnerovu bazu za I qine

g1 = X2Y − Y +X, g2 = Y 2 −XY −X2, g3 = X3 + Y − 2X.

Va�i da se baza za K-vektorski prostor K[X1, . . . , Xn]/I sastoji od svih

Xα1
1 . . . Xαn

n + I tako da LP (gi) - Xα1
1 . . . Xαn

n , ∀i ∈ {1, . . . , k},

gde je {g1, . . . , gk} Grebnerova baza za I.

Dakle, ovde je potrebno na�i sve proizvode XαY β koji nisu deǉivi
nijednim od

LP (g1) = X2Y, LP (g2) = Y 2, LP (g3) = X3.

To �e biti 1, X,X2, Y i XY . Sledi da je baza za Q-vektorski prostor
Q[X,Y ]/I jednaka

1 + I, X + I, X2 + I, Y + I, XY + I,

a dimenzija dimQ(Q[X,Y ]/I) = 5. Napiximo jox tablicu mno�eǌa baznih
elemenata. Objasnimo zaxto je, na primer (Y + I)(XY + I) = X + I:

Y ·XY = XY 2 g2−→ X2Y +X3 g1−→ X3 + Y −X g3−→ X.

I ostali proizvodi se sliqno raqunaju, koristimo redukcije elementima
Grebnerove baze da bismo rezultat izrazili preko elemenata na�ene baze
za Q[X,Y ]/I.

1 + I X + I X2 + I Y + I XY + I

1 + I 1 + I X + I X2 + I Y + I XY + I
X + I X + I X2 + I −Y + 2X + I XY + I Y −X + I
X2 + I X2 + I −Y + 2X + I −XY + 2X2 + I Y −X + I XY −X2 + I
Y + I Y + I XY + I Y −X + I XY +X2 + I X + I
XY + I XY + I Y −X + I XY −X2 + I X + I X2 + I
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71. Na�i bazu vektorskog prostora Z5[X,Y ]/I (67. zadatak) i napisati tablicu
mno�eǌa baznih elemenata. Da li elementi Y 2 + I i X + I imaju inverze u
prstenu Z5[X,Y ]/I? Ako da, na�i te inverze.

Setimo se da je Grebnerova baza (redukovana) za ideal I jednaka

g1 = X2 + Y 2 + 1, g2 = XY + 3X + 2Y 3 + 2Y, g3 = Y 5 + 2Y 4 + 4Y 2 + 4Y + 2.

Ovo je raqunato u odnosu na leksikografski poredak, gde X > Y , tako da su
vode�i proizvodi

LP (g1) = X2, LP (g2) = XY, LP (g3) = Y 5.

Svi proizvodi XαY β koji nisu deǉivi nijednim od ovih su
1, X, Y, Y 2, Y 3, Y 4, pa je tra�ena baza

{1 + I, X + I, Y + I, Y 2 + I, Y 3 + I, Y 4 + I},

i dimZ5
(Z5[X,Y ]/I) = 6. Predstavimo i tablicu mno�eǌa ovih elemenata.

1 x y y2 y3 y4

1 1 x y y2 y3 y4

x x 4y2 + 4 2x+ 3y3 4x+ 3y4 + y3 3x+ 4y2 x+ 3y3

+3y +3y2 + y +4 +3y

y y 2x+ 3y3 y2 y3 y4 3y4 + y2

+3y +y + 3

y2 y2 4x+ 3y4 + y3 y3 y4 3y4 + y2 4y4 + y3+
+3y2 + y +y + 3 4y2 + y + 4

y3 y3 3x+ 4y2 y4 3y4 + y2 4y4 + y3+ 3y4 + 4y3

+4 +y + 3 4y2 + y + 4 +4y + 1

y4 y4 x+ 3y3 3y4 + y2 4y4 + y3+ 3y4 + 4y3 3y4 + y2

+3y +y + 3 4y2 + y + 4 +4y + 1 +3y + 3

Ovde je uvedena oznaka x = X + I i y = Y + I radi kra�eg zapisa.

Pitamo se da li postoji g + I ∈ Z5[X,Y ] tako da (Y 2 + I)(g + I) = 1 + I. Taj
element mora biti oblika

g + I = a+ bX + cY + dY 2 + eY 3 + fY 4 + I,

za neke a, b, c, d, e, f ∈ Z5. Posle odgovaraju�eg mno�eǌa uz korix�eǌe
tablice, dobijamo:

1 + I = (Y 2 + I)(a+ bX + cY + dY 2 + eY 3 + fY 4 + I)

= aY 2 + b(4X + 3Y 4 + Y 3 + 3Y 2 + Y ) + cY 3 + dY 4 + e(3Y 4 + Y 2 + Y + 3)

+f(4Y 4 + Y 3 + 4Y 2 + Y + 4) + I

= (3e+ 4f) · 1 + 4b ·X + (b+ e+ f) · Y +

(a+ 3b+ e+ 4f)Y 2 + (b+ c+ f)Y 3 + (3b+ d+ 3e+ 4f)Y 4 + I

= (3e+ 4f)(1 + I) + 4b(X + I) + (b+ e+ f)(Y + I) +

(a+ 3b+ e+ 4f)(Y 2 + I) + (b+ c+ f)(Y 3 + I) + (3b+ d+ 3e+ 4f)(Y 4 + I)

Setimo se da je baza vektorskog prostora i linearno nezavisan skup, pa
mo�emo izjednaqiti odgovaraju�e koeficijente. Sledi da polazni element
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ima inverz ako i samo ako slede�i sistem ima rexeǌe u Z5:

3e+ 4f = 1

4b = 0

b+ e+ f = 0

a+ 3b+ e+ 4f = 0

b+ c+ f = 0

3b+ d+ 3e+ 4f = 0

Lako se zakǉuquje da je b = 0 i d = 4, a nastavkom rexavaǌa dobijamo i da
a = 2, c = 4, e = 4 i f = 1. Dakle, inverz za polazni element postoji i
jednak je 2 + 4Y + 4Y 2 + 4Y 3 + Y 4 + I.

72. Dokazati da je vektorski prostor Q[X,Y, Z]/I, gde je I iz 66. zadatka,
beskonaqne dimenzije.

Grebnerova baza za I je:

f1 = X2Y + Z, f2 = XZ + Y, f3 = XY 2 − Z2, f4 = Y 3 + Z3,

a ǌihovi vode�i qlanovi su

LP (f1) = X2Y, LP (f2) = XZ, LP (f3) = XY 2, LP (f4) = Y 3.

Primetimo da je svaki stepen Xk + I, k ∈ N, element te baze za Q[X,Y, Z]/I,
jer nije deǉiv nijednim vode�im qlanom. To upravo znaqi da je Q[X,Y, Z]/I
beskonaqne dimenzije.

73. Neka je Q[X,Y ]/I, gde I = 〈X2 + Y, Y 2 +X〉 i α ∈ Q. Dokazati da element
XY + Y + α+ I ∈ Q[X,Y ]/I ima inverz ako i samo ako α 6= 0.

Neka su f1 = X2 + Y, f2 = Y 2 +X i monomni poredak grlex gde X > Y . Kako je

S(f1, f2) = Y 3 −X3 f1,f2−→ 0,

sledi da ovi polinomi qine Greberovu bazu za I, a da se baza za vektorski
prostor Q[X,Y ]/I sastoji iz

1 + I, X + I, Y + I, XY + I.

Imamo da je

(X + I)(X + I) = −Y + I, (Y + I)(Y + I) = −X + I,

kao i

(X+I)(XY+I) = X+I, (Y+I)(XY+I) = Y+I, (XY+I)(XY+I) = XY+I.

Va�i da (XY + Y + α+ I)(a+ bX + cY + dXY + I) = 1 + I, to jest,

αa · 1 + (b− c+ αb)X + (a+ c+ αc+ d)Y + (a+ b+ d+ αd)XY = 1 + I

ako i samo ako sistem

αa = 1

(1 + α)b− c = 0

a+ (1 + α)c+ d = 0

a+ b+ (1 + α)d = 0
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ima rexeǌe, gde su a, b, c, d ∈ Q. Ako sistem ima rexeǌe, tada je α 6= 0. Ako
je α 6= 0, tada je a = 1

α , i ostaje nam sistem:

(1 + α)b − c = 0
(1 + α)c + d = − 1

α
b + (1 + α)d = − 1

α

Mno�eǌem tre�e jednaqine sa −(1 + α) i dodavaǌem prvoj, dobijamo

− c − (1 + α)2d = 1+α
α

(1 + α)c + d = − 1
α

b + (1 + α)d = − 1
α

Mno�eǌem prve sa 1 + α i dodavaǌem drugoj, dobijamo

− c − (1 + α)2d = 1+α
α

−α(α2 + 3α+ 3)d = α+ 2
b + (1 + α)d = − 1

α

Kako je α(α2 + 3α+ 3) 6= 0, sledi da je

d = − α+ 2

α(α2 + 3α+ 3)
, c = − α+ 1

α(α2 + 3α+ 3)
, b = − 1

α(α2 + 3α+ 3)
.

Znaqi da sistem ima rexeǌe.

74. Koriste�i teoriju Grebnerovih baza, racionalisati izraz 1
i+
√
3+2

.

Uoqimo ideal I = 〈f1, f2〉 ⊆ Q[X,Y ], gde f1 = X2 + 1 i f2 = Y 2 − 3. Primetimo
da su prsteni Q[i,

√
3] i Q[X,Y ]/I izomorfni, pri qemu broju i odgovara

X + I, a broju
√
3 odgovara Y + I. Tako da se pitaǌe racionalisaǌa

polaznog izraza svodi na odre�ivaǌe inverza elementa X + Y + 2 + I u
prstenu Q[X,Y ]/I.

Mo�emo se uveriti da f1 i f2 jesu Grebenrova baza za I, kao i da bazu za
prostor Q[X,Y ]/I qine 1 + I,X + I, Y + I,XY + I. Odredimo a, b, c, d ∈ Q tako
da

(X + Y + 2 + I)(a+ bX + cY + dXY + I) = 1 + I.

Korix�eǌem relacija X2 + I = −1 + I i Y 2 + I = 3 + I, dobijamo sistem:

2a − b + 3c = 1
a + 2b + 3d = 0
a + 2c − d = 0

b + c + 2d = 0

Rexeǌe je:

a =
1

4
, b = −1

2
, c = 0, d =

1

4
,

pa je inverz za X + Y + 2 + I jednak 1
4 −

1
2X + 1

4XY + I. Dakle,

1

i+
√
3 + 2

=
1

4
− 1

2
i+

1

4
i
√
3.

75. Koriste�i teoriju Grebnerovih baza, racionalisati izraz 1
x+
√
3+
√
5
.

Sada posmatramo prsten Q(x)[X1, X2] i ideal I = 〈f, g〉 u ǌemu, gde je
f = X2

1 − 3 i g = X2
2 − 5. Kada pre�emo na koliqniqki prsten Q(x)[X1, X2]/I,

elementu X1 + I odgovara
√
3, a elementu X2 + I broj

√
5. Dakle, zanima nas

kako da (x+X1 +X2 + I)−1 napixemo kao kombinaciju baznih elemenata sa
koeficijentima u Q(x).
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Kako se S-polinom za f i g redukuje do 0 (u odnosu na monomni poredak
grlex, X1 > X2, na primer), sledi da oni qine Grebnerovu bazu za I, pa je
baza za Q(x)-vektorski prostor Q(x)[X1, X2]/I jednaka
{1 + I,X1 + I,X2 + I,X1X2 + I}.
Iz

(x+X1 +X2 + I)(a+ bX1 + cX2 + dX1X2 + I) = 1 + I,

za a, b, c, d ∈ Q(x), dobijamo sistem

xa + 3b + 5c = 1
a + xb + 5d = 0
a + xc + 3d = 0

b + c + xd = 0

Ovaj sistem ima rexeǌe nad Q(x) koje je jednako:

a =
x3 − 8x

x4 − 16x2 + 4
, b =

−x2 − 2

x4 − 16x2 + 4
, c =

2− x2

x4 − 16x2 + 4
, d =

2x

x4 − 16x2 + 4
.

Sledi da je

1

x+
√
3 +
√
5
=

x3 − 8x

x4 − 16x2 + 4
+

−x2 − 2

x4 − 16x2 + 4

√
3+

2− x2

x4 − 16x2 + 4

√
5+

2x

x4 − 16x2 + 4

√
15.

76. Dokazati da je element XY + I ∈ Q[X,Y ]/I deliteǉ nule (zadatak 70).

Doka�imo da postoje a, b, c, d, e ∈ Q tako da

(XY + I)(a+ bX + cX2 + dY + eXY + I) = 0 + I.

Uz korix�eǌe tablice za mno�eǌe baznih elemenata, sledi da

aXY + b(Y −X) + c(XY −X2) + dX + eX2 + I = 0 + I.

Sre�ivaǌem dobijamo sistem

−b+ d = 0

−c+ e = 0

b = 0

a+ c = 0

Sledi da je b = d = 0, kao i da je a = 1, c = e = −1 jedno rexeǌe sistema, to
jest, va�i da

(XY + I)(1−X2 −XY + I) = 0 + I.

77. Ispitati da li polinom f = −X2 + Y + 1 pripada radikalu ideala
I = 〈XY 2 + 2Y 2, X4 − 2X2 + 1〉 ⊆ Q[X,Y ].

Radikal nekog ideala J u prstenu R definixemo na slede�i naqin:
√
J = {a ∈ R | ak ∈ J, za neko k ∈ N}.

Imamo teoremu koja ka�e da polinom f pripada radikalu ideala
〈f1, . . . , fs〉 ⊆ K[X1, . . . , Xn] ako i samo ako 1 ∈ 〈f1, . . . , fs, 1− Zf〉, pri qemu je
ideal 〈f1, . . . , fs, 1− Zf〉 sadr�an u K[X1, . . . , Xn, Z] i Z je nova neodre�ena.

Ovde posmatramo ideal 〈XY 2 + 2Y 2, X4 − 2X2 + 1, 1− Z(−X2 + Y + 1)〉 u
prstenu Q[X,Y, Z]. Lako se mo�emo uveriti da je ǌegova Grebnerova baza
jednaka {1}. Tako da je

1 ∈ 〈XY 2 + 2Y 2, X4 − 2X2 + 1, 1− Z(−X2 + Y + 1)〉 = 〈1〉,

xto znaqi da je polinom f element radikala polaznog ideala.
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