3ananu n3 Anreope 2 - Pemema

1. Horazaru ma je ckyn R jemanm KOMyTaTWBHU IPCTEH CA je IMHUIOM Yy OTHOCY HA
omeparnuje cabupama 1 MHOKEHA MaTpUIa, rie je

a 0 b
R = 0 a O a,beR
0 0 a

0 b
OsHaunMo MaTpuiry a O ca M, m IpuMeTuMO na je
0 a

o O Qe

Moy + Meqg=Myicpra. Karo marpuna Mgcpq Tpunana R, Bugumo na je taj
CKyI 3aTBOPEH y OMHOCY Ha olepalujy cabupama MaTpuia. 3a UCTY ONepaIujy
Ba:KkM 3akKOH acouujarusHoctu y ckyny Ms(R), ma Basu 'y R C M3(R) (ucto je
3a ACOIMjaTUBHOCT MHOMKEHA MaTpura y R, Kao 1 AUCTPUOYTUBHOCT MHOMXKEHA Yy
omuocy Ha cabupame). Hyna marpuna My € R je HeyTpaJIHU €IEMEHT, a
M—a,—b + Ma,b = M070 = Ma,b + M—a,—b> rae M—a,—b € R. Takobe je
Muy+Meqg=Morcpra = Meqg+ Mgy, na je (R,+) KOMyTaTUBHA IPYIIA.

IIIto ce Tnue omepanuje MHOKEHa MATPUIIA, UMAMO 13 j€

Mgy - Mg = Mg adtrve € R, ma je R 3aTBOpPeH U y OQHOCY Ha MHOMKEHC.
Jemuamuna marpuna Mg o npunana I, a xaxo je

Moy - Meg = Macadtve = Mea- Moy, cnemm na je R jenan KOMyTaTUBHM OIPCTEH
ca jeIuHUIIOM.

. . m . .
2. He1.<a je p mpocr 6poj m R={™ € Q | pfn}. Hokazaru na je R jemam mormpcren
ca jemuuunom ox Q.
Hera cy &, ™ ¢ R. Karo je 2 + T—ll = MUAEMR g ogago png HUje OEBUBO €A P

n’ny n nni
mi

jep To mucy BM n,n1 a p je mpoct 6poj, cremm ma -+ ny Hpumana R.

Ounrnenno je ma —, 7;;7":11 ,% € R, 3a ', % € R, ma R jecTe TOTIPCTEH Ca
jemuuaumom on Q.

3. Hoxrazatu ma je I jemam mmean y mpcteny R w3 1. 3amaTka, rue je
0 0 ¢
1= 0 0 0 ceR
0 0 0

Moy,c + Mo,e, = Mo,cqe, €1, 38 My, Moy, € 1. Takobe je Mgy - Mo, = Mo,qc € 1,
3a Myp € Ru My, €1, na I jecre jeman unean y R.

4. Heka je R KOMyTaTUBHU NPCTEH ca jeauHutioM. JlokazaTu ma CKym
HUJINOTEHTHUX €JIEMEHAaTa OBOI IPCTEHA YMHU jenaH upean y R.

Hexa je
N(R)={z € R|2" =0, 3aneN}

CKyIl HWJINOTEHTHUX ejeMeHaTa npcrera R. Axo cy z,y € N(R) tama mocroje
n,m € N rako ga 2" = 0 u y” = 0. 360r KOMyTaTUBHOCTU NpPCTeHA R, BAXKU Oa

(z+y)" " = (n J(; m) "t 4 (n N ql B 1) a™ T ly 4 (n N ;n B 2) AR TAE

L "y + nm "y nm ay" Ty nm yrtm.
m m—+1 n+m-—1 n+m

Ca mpyre crpane, ako cy ¢ € N(R),r € R u 2™ =0, tazga je, y3umajyhu y 063up
KOMYTATHUBHOCT mpcreHa 3a R: (rz)” =r"z" =r"-0=0.



5. Hexka je x € R HUINOTEHTAH €JIEMEHT KOMYTATUBHOI IPCTEeHA ca jenuHunoMm R.
Hoxkazatu ga je 1 — r naBepTUOUIAH.

Kako je x mmnmorenran, mocroju n € N rako na z” = 0. IIpumerumo na je
1-z)l+z+2’+ 42" H=l-atz—a?+2?—234 .. —z" Lyantyan =1
Kako je 1+ 2+ 22+ ---+ 2" 1 € R, cnemn na je 1 — x maBepTubuUIan.

6. Hoxazatu na je R = {a+bv2 | a,b € Q} nornpcren ox C y kome je cBaku
He-HyJa eJIeMeHT MHBEPTUOMIIAH.
[IpumeTrvo npso aa je a4+ byv/2 =0 akko a = b= 0. Hera cy
a+bv2,a1+b1vV2 € RuBaxn na a+bvV2+a1 +bvV2 = (a+a1)+(b+b1)\/§€ R,
jep a+ab+b; € Q. Tarobe je n —a—bV2€R, kaoul=140-v2¢€ R. IlIto ce
TUYE MPOU3BOAA, BAKU 14

(a+bV2) - (a1 + b1V2) = (aay + 2bby) + (aby + a1b)V2 € R,

Tako ma R jecre jeman morupcren ca jeauaurnom y C.

Hexa je a +bv2 € R\ {0}. Tpeba nokasatu ma je oBaj €JIEMEHT MHBEPTUOHUIAH.
Axo je (a+bv2)- (a1 +b1v/2) = 1, Tama je (aa; +2bb1) + (aby +a1b)v/2 = 1, To ject

aa1 + 2bb1 = 1
CLbl + alb = 0.

[Ipernocrasumo na b # 0. Tana u3 apyre jenmaxocTtu ciemu fa a; = —3 - by, a
noTOM U3 mpBe caenu na by(2b — %) =1. Caemu na je by = ﬁ, a OHIA je u
a1 = — 5. axne, unseps je — gt + ﬁ\/@ Axo je b =0, Tana je unses
jemHaK %

7. Heka je R xomyraTtuBHU npceH ca jeauaunoMm u I, J cy nmeanu y R. Aro Baxun
na R=1+J, nokasatu na je R = % + J2.

Jacuo je ma I? 4+ J? C R. 3a o6pHYTY MHKIY3Hjy, JOBOJLHO je MOKA3ATH I
1el?+ J2. Us jemaaxkoct R=1+ J canemu na 1 € I + J, ma nmocroje x € [ u
y € J tako na 1 =z +y. IlomrTo je

1=1%=(z+y)® =2® + 32% + 3zy* + 1, x3,32%y € I?, y3, 3xy? € J?,

crema ma 1 € I? + J%. Hamme, I? u J? cy umeanu xojuma npunanajy 2 u y2,
pemom. Tana je u 2%y € J? u xy? € J2.

8. Heka je S moTmpcTeH KOMyTATUBHOT TpcTeHa ca jeauuaunoM R u [ umean y R.
Iokazatu na je S + I morupcren ca jemuaunom on R.

Heka cy z,y € S+ 1. Tanajex=a+buy=ay+0b; 3a a,a1 €S ubb €1
Kako je S mormpcren, Baku na a + a; € S, a kako je I umeas, b+ by € I. Tako
majex+yeS+I1. 3axeS+1, 10 ject,a+be S+1, Basku na —a € S u
—bel, naje—xe€S+1. Hame, ako cy a+b,a; + by € S+ I, Basku na
(a+b)(a1 + b1) = aay + aby + bay + bby, rue je aa; € S u aby,bay,bb; € I, na je ueo
306up enement y S + I. Konauno, 1 =1+0€ S+ I, na cnenn na S+ I jecre
jenaH KOMYTATUBHU IPCTEH Ca j€IMHUIIOM.

9. Iloka3aTu Oa Opecek ABa MOTIPCTEHA Ca jeAMHUIOM jecTe HOTIPCTEH, Ka0 U I3
VHHja TO HE MOpa OUTH.

Heka cy S; u Sy morupcrenu on R. 3a x,y € Sy NSy Basku ma x,y € S1 u

x,y €Sy, majex+y,axy €Sy mar+y,zy €S, aTana r+y u ry IpUIaIajy u
npeceky oBa mBa mornpcreHa. Takobe je —x € S NSy mw 1€ .5,NSs,.

Axo je S1 C Sy, tama je S1USs = S, mro jecte mornpcrer on R. Canuwao ako je
Sy C 5. IIpernocraBumo cana ma moctoje © € S1\ Sy uy € S\ S;. Axro 6u



10.

11.

12.

13.

14.

S1 U Sy 6uo morupereH, Tana 6u x +y € S; U Sy. Caenuno 6u na x + y mpumana
6ap jemnom on Si,S2. Ako x4y € Sy, ciemu n na y = (¢ + y) — « npunazxa S,
mWTo je KoHTpamuknuja. Axo x +y € Sy, cnenun na ¢ = (z + y) — y npumaga So;
takohe rkouTpamuknuja. larme, S1 U Sy je mornperen jemuuo ako S; C Sy mnm

Sy C 51.

a) Hokaszaru na je K = {p € Z[X]|p'(3) = 0} norupcren ca jemuaunom y Z[X].
6) Hoxrazaru na je I = {p € Z[X]|p(3) =0,p'(3) = 0} nugean y Z[X].
B) Horaszaru na je ¢ : Z[X] — Ma(Z) jenan xomoMOp(u3aM HaBEAEHUX IPCTEHA,

. 3) p'(3 .
rae je o(p) = < p(O) ];((3)) >, 3a p € Z[X]. Ompenurtu jesrpo ox .

a) Heka cy p,q € K; tana je p'(3) = ¢'(3) = 0. Baxu na

P+¢)B)=p"3)+¢(3) =0+0=0, u karo je p + ¢ TOIMHOM ca TEIOOPOjHUM
roepummjenTuma ciaemn na p + q € K. Taxobe je (—p)'(3) = —p/(3) = 0. Baskn na
(pq)'(3) = (P'a+pd')(3) = p'(3)q(3) +p(3)¢'(3) = 0, ma pq € K. Karo je 1’ =0,
cnemu na 1 € K. Iaxne, K jecte norupcrer oxn Z[X].

6) 3a p,q € I paswm ma (p+q)(3) =p(3) +¢(3) =0m (p+4q)'(3) =p'(3) +¢'(3) =0,
map+qgel BaqgeZX|upelje (pg)(3) =p(3)q(3) =0-¢(3) =0m

(rg)'(3) =p'(3)a(3) +p(3)¢'(3) =0-¢(3) +0-¢'(3) = 0, Taro na I <Z[X].

B) 3a p,q € Z[X] je

_( PB)+aB3) PB)+d(3) \_ [ rB) »(3) (3) d3) Y\ _
eo(p+q) = ( P 0 7 pp(3) +Z(3) ) = ( po ];(3) >+( qO %(3) ) = ‘p(p)+@(Q)-
Takxobe je

_ [ p3)a3) p'(3)aB)+pB3)d'(3) \ _ [ pB) P'B3) \ [ aB) dB3)\ _ .
@(pQ)—( 0 p(3)q(3) >—( 0 )( 0 q(3) >—(P(p) ‘P(Q)'

Jesrpo mpeciaukaBama ¢ cacToju ce O MOJIMHOMA P Tako na je o(p)
HyJIa-MaTpUlla, TO jecT, of moauHoMma p Tako xa je p(3) = 0,p'(3) = 0. Cnemn na
je Ker(p) = 1.

Onpemutu o € Z Taxo na je (a) = ({(9)(5) + (6)(6)) N (12).

Basxun na

((9)(5)+(6)(6))N(12) = ((45)+(36))N(12) = (nzd(45,36))N(12) = (9)N(12) = (nzs(9,12)) = (36),
na je a = 36.

Onpenuru npase nenuteine Hyne y Zoy U Zig.

Basxku na je n € Zo; mesuresn Hyse akko je nzd(n,21) # 1. Tako na cy nemauressu
myne y Zo1 {0,3,6,7,9,12,14, 15,18}, a upasu cy cBu ocum uymne. Y Zig
nmemurenu wyae cy {0,2,4,6,8,10,12,14}.

Onpenutu vEBepTUOUIHE ejeMenTe v Zis U Zzg U HahU BUXOBE UHBEP3E.

VuBeprubunnu esnementu n € Zi5 Cy OHU OPOjeBU KOjU Cy y3ajaMHO IPOCTH Ca
15. To cy {1,2,4,7,8,11,13,14}. Basxu na

2:8=4-4=7-13=11-11=14- 14 (mod 15).

Ounpenutu ce unease y Zog u Zig.

Onpemumo pso ckyn Z(Zgy) CBUX menuWTesba HyJle OBOT IPCTEHA, KAO U CKYII
naBepTUOUIHNX enemenata U(Zay).

Z(Z24) = {2,3,4,6,8,9,10,12, 14, 15,16, 18, 20, 21, 22}

U(Zas) = {1,5,7,11,13,17,19, 23}



15.

16.

Csaku unean y Zgy je TIABHUA U T€HEPATOPHU UAEAJTA y OBOM NMPCTEHY MOTY OWUTH
camo genurenu mynae. [lomTo je

2-5=10, 2.7 =14, 2-11=22 (mod 24),

caenu ma (2) = (10) = (14) = (22). Cuanyno, MHOM¥EHEM 0pOja 3 HEKUM O
MHBepTUOWIHUX ejeMeHaTa nobujamo na je (3) = (15) = (21) = (9). Vmamo u na
je (4) = (20), (8) = (16), (6) = (18). Tako ma Cy HETPUBUjAJIHU UACAIU KOj€
pasMarpamo y Zg4 CaMo

(2), (3), (4), (6), (8), (12).
MoskeMo ce 1ako yBepuTHu Ia
(8) C (4) € (2), (12) € (6) € (3), (12) C {4), (6) C (2),

Kao u ma cy oBu upeasu Mehycobuo paszmuuuru. Hamme, axo 6u (2) C (4), tana
6u 6uio 2 =4-m (mod 24), mro 6u 3HAUMIO Ha y CKYIY Z BaxKu Ia

2 =4m + 24s, to ject, 1 = 2m + 125 a 1o je memoryhe. Ha cauuan mHauwmu ce
MOKE IOKA3aTu Ma Cy U CBU ocTayu upeasu mebhycobuo pazmuuutu. lakie,
pazauunty uneanu 'y Zsg Cy:

Zos, (2), (3), (4), (6), (8), (12), {0}.

IIIto ce Tnue mpcrena Zig, MOKEMO CE€ YBEPUTHU HA CIWYAH HAYUUH 4 Cy TY
UaeaJIu:
Z1s 2 (2)

I

4) 2 (8 2 {0}

Hokazatu na je ca f(z) = p(x,9) nepunucan jenan xomomopousam f : Zsg — Zg
U OIPeIUTH H-erOBO je3rpo.

IMpumeTnMo mpBO ma je mpecamkaBame [ mo6po nedpurmcano, jep p(x,9) € Zg 3a
cBe x € Zsg. Bumumo ommax na je f(1) = p(1,9) = 1, ma ocraje jou ma ce moraske
ma f(z+s6y) = f(2) +o f(y) u f(z36y) = f(z) 0 f(y). Hera cy 2 =9a+bn
y=9c+d, rne 0<b,d<9. ¥Yamnmo y 063up na je p(p(x +y,36),9) = p(x +v,9).
Kako jez+y=9(a+c)+b+d=9(a+c)+9s+ p(b+d,9), cnenn na

f(x+36y) = p(x +36 4,9) = p(x +4,9) = p(b+d,9) =b+od = f(x) 49 f(y).

Ca mpyre crpane, zy = 8lac + 9ad + 9bc + bd = 8lac + 9ad + 9bc + 9t + p(bd, 9), na

f(x36y) = p(z 36 ¥,9) = p(2y,9) = p(bd,9) = b9 d = f(x) -9 f(y)-

OsBuMm cMmo mokazanu ga je f xomMoMOpdu3aM HaBEIEHUX IMPCTEHA, & HEroBO
je3rpo je jemHako

Ker(f) ={x € Zss | f(x) =0} ={z € Z3s | p(x,9) =0} = {0,9,18,27}.

. m —n
a) Ilokazaru ma je R = {(
nom
jeOIUHUIOM y OTHOCY Ha Olepaluja cabupama U MHOKXEHA MATPUIA.
6) loraszaru na je w:Z — R jeman MOHOMOp(U3aM HABENEHWX NMPCTEHA, TAE je

w(m)(%l T?L),3am€Z.

m —n
n om
M- Mp.q = Miypp—ngmg+np € R. Onmepanuja + je aconujaTuBHA U KOMYTATUBHA
y My(Z), onepanuja - je acouujaTuBHA y UCTOM IPCTEHY U BAKU
JUCTPUOYTUBHOCT - y omHOCy Ha +. Kako cy mymna-marpuna My u jenuEmgHA

) ‘ m,n € Z} KOMYTATUBHU TPCTEH Ca,

Hexa je My, , = ( ) Tana je My, p + My g = Mpyypniq € R, ka0 1



Marpuna M o erementn y R, kao u M_,, _,, € R, ocraje jom ma ce yBepuMO Ia
BayK KOMYTATUBHOCT MHOMKEHA!

mp—ng —mg—np
M n - Mpg = Minp—ngmg+np = < mq+np mp—ng > =

_(pm—gn —gm—pn \ _ .
o < gm+pn  pm—qn > = Mg Mo
. 1 0 .
6) Hpumernmo na je w(1) = 01 ) Kaxo je
m(m1 +ma) = M, 4msy0 = Mm, 0 + My, 0 = m(m1) + m(m2)
m(mima) = Mm,my.0 = My 0 - M, 0 = w(ma)m(mz),
cnemn na je w jeman xomomop¢usam. U3 Ker(r) ={m € Z | =(m) =0} = {0}
cleny Ia je T MHJeKTWBHO, I1a je ¥ MOHOMOD(U3aM.

17. Kopucrehu EykaumoB ajaropuraM MOKA3aTH 13 Cy MOIUHOMU
p(X)=X3—-X2+2X +3uq(X)=X?+1¢€ Q[X] yzajamro mpocTu.

Baxu na:
p(X) = (X)X -1)+ (X +4)
gX) = (X+4)X—-4)+17
X+4 = 17(%7X+1i7>.

IMocanenmu He-uyna ocrarak je 17, ma je nzd(p,q) = % 17 =1.

18. Kopucrehu Eykaumos ansropuram mahu f € R[X] tako ma (f) = (p,q), rme cy
p(X)=X0—-1uq(X)=X*+2X3+2X? - 2X — 3. Hahu nomunome u(X) u v(X)
Tako ma pu + qu = nzd(p, q).

p(X) = q(X)(X?-2X+2)+ (2X* - 5X? —2X +5)
g(X) = (2X® —5X2—2X + 5)(%){ + z) + (%XQ _ %7)
2X3 55X _2X +5 = (%XQ—%?)(%X—%).
Crnenu ma je nzd(p,q) = %(%XQ — %) = X? — 1. Taxrobe je
X2_1 = %(%XQ—%):%(q—(2X3—5X2—2X+5)(%X+%))
o) (e )
= (g (X g e e

19. Ompemutu nzd(p, q) rae cy p(X) = X* +1,¢(X) = X? +2X2 + 3X + 1 € Zs[X].

X*+1 1 0 VimVatdXVe (3X3 4 2X2 44X +1[1 4X
_
X342X24+3X+1|0 1 X342X24+3X+1 |0 1
Vi Vi +42Vs X2 + 3 1 4X + 2 Vo Vo+4+4X V7
_ _
X34+2X24+3X+110 1
X243 1 4X 42 Vo V243V) X243|1 4X+2
_
2X2 414X X24+3X+1 0 * *

Cnemu ma je nzd(p,q) = X2 +3=p-1+q-(4X +2).



20.

21.

22.

23.

Onpenutu monuuOMe [, Uy, us,us € Zs[X] taro ma (f) = (p,q,r) n
puy + qus + rus = f, vme ¢y p,q,r € Zs[X]:

p(X) = X*+4+2X
¢X) = X*42X3 4 X +2
r(X) = 2X°4+ X*4+2X°3
X3 +2X 1 00 Vars Vo 42X VA (X3+2X 1 00
X*4+2X34+X+2(0 1 0 —_— 2X34+X24+X 422X 1 0
2X5 4+ X4+2X2 |0 0 1 Ve Va+X2W1 X4 4 x3 X2 0 1
Vo Vo+Vy X3 + 2X 1 00 Vi Vi4+2X Vs,
X242 | 2X+1 1 0
V3= V342XV, X3+X2 X2+2X O 1 V3= V342X Vs
X2O+2 X22J;(2f 1le Qf( 8 e X20+2 2X*+1 T
_
X24+X | 2X24+X 22X 1 X+1|2X24+2X+2 2X+2
Vors Va+2X Vs 0 2* ) * * Vs Vot Vs
2X +2 | X34+ X2 +X+1 X?24+X+1 2X
X+1 2X24+2X +2 2X +2 1
0 * * *
0 * * *

X+1|2X24+2X+2 2X+2 1
Cnemu ma je f=X4+1,u1 =2X2+2X 4+ 2,us = 2X +2,u3 = 1.

Hoxrazatu na 3a nnease I, J, K KOMyTaTUBHOI IPCTEHA Ca jeAMHUIIOM R Baku
I(J+K)=1J+1IK.

Enemenr a u3 I(J + K) je obnura a = x1(y1 + 21) + -+ - + 2 (yx + 2) 32
T, €L, Yy, o,y €J 1 21,..., 2 € K. Baxku nuctpubyTUBHOCT MHOMKEHA
y OQHOCY Ha calupame Tako na je JaTu eJeMEHT jeIHAK

r1Y1 + 121 + - - + TRYx + k2. Homro je x;y; € IJ u x;2; € [IK, cnemu na je
aelJ+IK.

Ca apyre crpane, kako je J C J+ K, saxu u IJ C I(J + K). Cnnuno je n
IK CI(J+ K). Tako na je IJ+IK CI(J + K).

Axo je I +J = R, e je R koMyTaTUBHU IpPCTEH ca jemununoMm u I, J uneanu y
R, nokazatu ma je IJ =1NJ.
3aa€lJ, Baxku a = x1y1 + -+ - + TeYg, 0O je T1,..., 2 €1, y1,...,yx € J. Karo

je I mmean u x; € I Basku na x;y; € I. Tako je u a € I. Ciuuno, momro je J
unean u y; € J, cnemu na x;y; € J, naun a € J. Harne, a € INJ.

Ca mpyre crpane je
InNJ=InJ)-R=InJ)I+T)y=InNnINI+{INJ)J.

OBe CMO KOPUCTHIIM MPETIOCTABKY 3aaTKa U MPETXOIHU 3a1aTak. Kako je
INJCJ, cnemn mna je (INJ)I C JI=1J, jep je upcren komyrarusan. Caudno
jem (INJ)J CIJ. Hakae, INJ je canpsxano y IJ+IJ = 1J, mro je u Tpebaio
IOKA3aTH.

Hoxkazaru na 3a nneasne I, J K KoMyTaTUBHOr NPCTEHA ca jenuHuiioM R Bawun:
IN(J+K)=(InJ)+ K ako u camo ako K C I.

IIpernocrasumo npso ga je K CI. Heka jea€ (INJ)+ K, rana jea=b+c¢, 3a
belInJ,ce K. Kakojebeluce KCI, tojeua=b+cel. Ca npyre
crpane, b+ce€ J+ K, najeac J+ K. Canemn na je a € IN(J + K).

*
0
1



24.

25.

26.

27.

28.

ArxojeacelIN(J+K), ranajeaclua=b+ceJ+K,3abeJucekK.
Homro je K CI,ounajecelub=a—cel. Tako najebelINJ. Cnemu na
a=b+ce (INJ)+ K, uume cmo nokazaau na IN(J+K)=(INJ)+ K.

IIpernocrasumo cana na Basxu jemsaxoct I N (J+ K) = (INJ)+ K. Heka je
a€K. Tapajea=0+ac€(INJ)+ K,najea€ IN(J+ K). Cnemn na a € I, na
je K C 1.

Koucrpyucaru mome ca 4 ememenra.

Ipumerumo na je momuuoM X2 + X + 1 mepacrasimus Han Zo. Tazxa je
Z2X]/{X? 4+ X + 1) mome, a mocMaTpaHO Ka0 BEKTOPCKU HPCOTOD HAT Zsg
n3oMopHO je ca Zg X Zo (AuMEH3U]ja BEKTOPCKOD IPOCTOPA je

deg(X? + X +1) = 2). Taxo ma oBo mosme mma 4 eneMenTa. AKO ca @ O3HAUNMO
X +(X?2+4+ X +1), Tana cy cu eqemenTu y osoM momy Fy: 0,1,a u a+1 (0 je
sampaBo 0+ (X2 + X +1), a1 je 1+ (X?+ X +1)). Takobe Basku na je

=X+ (X X+ ) =X +1+ (X’ + X+ 1) =a+1.

Hahu cBe mepacrapmuse moauHoMe cremnena 2 Ham Zs.

Mo:keMo pa3MaTpaTy caMO MOHWYHE HMoJuHOME. TakBux Ham Zz mMma 9. 3a
momuuoMe X2, X2+ X, X2 +2X, X2 +2X +1, X242 X2+ X +1 ce 1aKO MOMXeEMO
yBepuTHU na cy pacraBimuBu Had Zs. 1IITo ce Tmye moamHOMA

X241, X2+ X +2,X%2+2X 42, Buaumo na Hujenas oxn 6pojesa 0, 1,2 Huje HyIa
HUjeTHOT MOJIMHOMA, IIa Cy OHU HEPACTABJLUBU HAI Zg.

Koucrpyucaru mome ca 9 enemenara.

3a OmJIO KOjU HEPACTABJ/PUBU MOJUHOM P U3 MPETXOMHOT 3aTATKA BAKU N4 je
Z3[X]/{p) Tpameno mome. 3a p= X2+ 1 umamo ma je TO mOme
Fog={0,1,2,8,8+1,8+2,28,28+ 1,28 + 2}, rme je § xnaca enemenra X y
Z3[X]/(X? +1).

a) OnpennTu cBe HepacTaB/bUBE MOHUYHE MOJNUHOME cTeneHa 3 y npcreny Zs[X].
6) Koucrpyucatu nome ca 27 eneMeHara.

B) Hanucaru cBe enemente tor mosma un nahiu naBepse 3a Heka Tpu omabpana
eJIEMEHTA.

a) JupeKkTHOM IPOBEPOM MOYKEMO C€ YBEPUTU [Oa CY TPAKEHU MIOJIUHOMU:
X3 42X 41, X3+2X +2, X3+ X% +2 X34+2X?2 41,

X2 X2 4+ X +2, X34+ X2 42X +1, X2 +2X2+ X +1, X3 +2X2 42X + 2.
OCTaJII/I MOHUWYHU IIOJIMHOMM CTEIIEHA 3 Ha O Z3 Cy paCTaBJ/bUBU.
6) Tpaskeno mosme je, Ha mpumep, Zz[X]/(X? +2X +1).

B) Enementu Tor nosma cy

For = {0,1,2,a,a+1,a+2,2a,2a+172a+2,a27a2+1,a2+2,0¢2+a,a2+2a,
?t+a+l,a’+a+2,0®+2a+1,0%+ 20+ 2,202, 2a% +1,20° + 2,
202 4+ o, 202 + a + 1,202 + o + 2,20% + 2a, 20 + 20 + 1,202 + 2a + 2}.

Kopucrehu penamujy o = a + 2 nobujamo ma « - (2a? + 1) = 1. Tpusujasso
Bk na 1-1=1u2-2=1.

OnpenuTu cBe HepacTaB/bUBE MOHUYHE MOJMHOME creneHa 4 y upcreny Zo[X].

MoruusX TONUHOMA, cTeneHa 4 Han Zs je ykymnao 16. IHommmomu X4, X4 + X3,
X4+ X2 X4+ X, X4 X34+ X2, X4 X34+ X, X4+ X2+ X, X+ X2+ X2+ X
Cy OumMrjemHoO AebuBu ca X, ma cy pacraBimpuBu. Takobe je oumrsnenno ma cy
momuuomu X4+ 1, X4+ X3+ X241, X4+ X3+ X+1, X*+ X%+ X +1 nenusu
ca X + 1. IIpeocraso je ucuuratu na Ju Cy HEPACTABJHUBU MOJIUHOMU



29.

30.

X4+ X341, X4+ X?2+1, X*4+X+1, X*+X34+X?+X+1. Hu 0 5 1 mucy

HyJse oBux mosuHoMa. la nu je moryhe manucaru
Xt X341 = (X% +aX +0)(X?+cX +d),

3a a,b,c,d € Zy? N3jemnauaBameM koepunujenara y3 oaroBapajyhe cremene y3
X, mobujamo cucrem:

at+c =
b+ac+d =
ad+bc =
bd =

_ o O =

Kako cuctem pemasamo Han Zo, U3 MOCIEImE€ jeqHakocTu ciaenn ga b=d = 1.
3amenom oBuX BpenuocTtu y Tpehy jemmakoct, mobujamo ma a + ¢ =0, mTo je y
KOHTPaIUKIUjU ca IpBoM jemHakomny. Ciemnu ma moJIuHOM X4+ X341 HUje
pacraBmuB HaL Zs. CIMYHOM aHAIN30M HOOMjaMO A TO BaKU W 33 MOJUHOME
X4+ X+1uX*+ X34+ X2+ X +1. Ca gpyre cTrpane, cucreMm

a+c = 0
b+ac+d = 1
ad+bc = 0
bd 1

nobujeH u3 jeqHAKOCTU
X4+ X2 4+1=(X?+aX +b)(X?+cX +d)

nMma pememe v Zo. Tojea=b=c=d=1mu
X'+ X2+ 1=(X*+X+1)(X2+ X +1).

Hahu f € F4[Y] rako ma (f) = (p,q), rme cy p(Y) =Y* +a¥Y? +a +1,
qV)=Y*+aY?+aY?2+ (a+1)Y u F4 je mome ca 4 enemenra.

Yi+aY?+a+1 V2V + Wi Yi+aY?+a+1
Yi4aY3+aY?+ (a+1)Y aY3+ (a+1)Y + (a+1)
Vi Vi+(a+1)Y Vs aY +a+1 Vors Va+ Y21y
_— _
( aY3+ (a+1)Y + (a+1) )
aY +a+1 Vi (a+1)y Y +a Vo Va+Y'Vy
_
(a+1)Y?2+(a+1)Y + (a+1) VamraVs Y2+Y +1

Y + o Vor—saVs Y + o Vo Vo4 V4 Y + o
(@+1)Y +1 "\ Y+a "o

Cnemu na je f =Y + a.

Heka je I unean y Fg[Y] renepucan ca:

p(Y) = Y4+ (B24+8+1)Y34+8Y24+Y +(B2+1)
qV) = Y+ (B24+8+ )Y Y3+ (B2+B8+1)Y2+8Y 4+ (82 +1)
rY) = YS4+(B+1)Y* +(B2+8+1)Y2 4+ (B2+1),

rue je § o3Haka 3a Kjacy enemeHta X y CTAHIAPIHO] KOHCTPYKIUJU MOJba ca 8
enemenara Fg = Zo[X]/(X? + X +1). Ompemurtu nonunom f € F[Y] tako na

=),

ITocne my:xker pauyna mobujamo ma je f = 1.
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32.

Jlokasatu na moma Q(v2) u Q(v/3) mucy usomopdua.
[IpernocraBuMo na mocToju M3oMOpHU3AM © : Q(\@) — Q(\/g) Tana je

2=0(2) = (V2 V2) = p(v2) - p(V2) = (¢(v2)).

Iaxme, nmmamo ma je ¢(v/2) erement y Q(v/3) unju kBaapar je jemmax 2. Hexa je
np(\/i) =a+bV3, 3a a,b € Q. Ako KBaIPUPAMO OBY jeIHAKOCT, TOOM]aMO

2 = a? + 2ab\v/3 + 3b. To 3maun ma je /3 = (2—@2—3b)~ﬁ € Q, a oBo je
KOHTPA,TUKIIN]a.

Ilokazatu na je o =1 + V3 anrebapckn Han Q. Hahu murmMaanu monmHOM 3a «
” ONpeIuTH ﬁ y obaury p(a), rae je p(X) momunom u3 Q[X].

Keanpupamem jemnakoctu o — V3= i, mobujamo ma je o? + 4 = 2y/3a. ToroBHUM
KBaAPUPAmEM MOCIEIe jIeHAKOCT JO0ujaMo ma je a* — 402 +16 = 0. To 3maun
na je o myna mommHoMa f(X) = X* —4X? 416 € Q[X], ma jecte aare6apckm
enemenT Hax Q.

C ob3upom Ha TO Oa je f MOHMYAH U Oa je @ HeroBa HyJsa, na OUCMO IO0KA3aJIU
Ia je TO 3ampaBO MUHUMAJHU IOJWHOM 3a (¢, JOBOJLHO je moka3aTu na je f
mepacrasmpus Han Q. M3 Teopeme o panuoHAIHUM HyJlaMa MOJIWHOMA CJIEIU O
cy moryhe memo6pojue mysne ¢ 3a f emementu cryma {+1,42, 44, +8, £16}.
IupeKTHOM MPOBEPOM MOMKEMO CE€ YBEPUTHU 1a HUjEeAAH ON HABENCHUX €JIEeMEHATa
uuje mysa 3a f. Ila au je f nmpousBox mBa mosuHOMa creneHa 27 AKo Bayku:

Xt —4X? 416 = (X2 +aX +b0)(X? +cX +d),
3a a,b,c,d € Q, rana nobujamo ma
X*—4X?+16=X*"+ (a+¢)X? + (b+ac+ d)X* + (ad + be) X + bd.

W3zjemnavaBamem koedpunujenara y3 oarosapajyhe cremene y3 X, nobujamo
CUCTEM:

at+c = 0
b+ac+d = —4
ad+bc = 0

bd = 16

W3 tpehe jennaunne numamo na je a(b—d) =0, na je a =0 unu b =d. Y upsom
cayydajy, mobujaMo ma

c = 0
b+d = -4
bd = 16

3amenom b = % y ApYTY jemHaumny, mobujamo na je d2 + 4d + 16 = 0, mro je
memoryhe, jep d € Q. ¥ mpyrom cayuajy, kana b = d, umamo na d? = 16.
I[Mpumernmo ma je ¢ = —a. Axo je d = b =4, Taga us Apyre jeIHaAUYUHE CIEIU I
—a? = —12. Axo je b=d = —4, cnemn na —a®> = 4. Y o6a caydaja mobujamo
KOHTpaIUKIHUjy, jep je a u3 Q. Ilakue, f muje moryhe mamucaTtu HU Kao
MPOUW3BOJ ABA MOJMHOMA CTEIEeHa IBa, Ma je OH HepacTaBmuB Hanx QQ, To jecr,

f = Ha-
Jlame, kako 6a3y 3a Q(a) max Q umme 1,0, 02, a
HAIUCATU Y OOJIUKY

3 : 1
, TO je eJeMeHT —r— Moryhe

= a+ ba + ca’® + do?,

a? -2
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34.

3a a,b,c,d € Q. TIOMHOKMMO OBy jemHAKOCT ca & — 2 U UCKOPUCTUMO UMHCHUILY
na je ot = 4a? — 16 (jep je a myna momunOoMa f), Kao u ma ouma o’ = 4a3 — 16a.
CpebuBamem te jemnarocTu, mobujamo na je

1= (—2a —16¢) 4 (=2b — 16d)a + (a + 2¢)a® + (b + 2d)a’.

3

360r muEEapHe HezaBUCHOCTH eideMenarta 1,a,a?,a® man Q, crems na je

—2a—16c = 1
—2b — 16d 0
a+2c = 0
b+2d = 0
Moskemo ommax yountu na je b=d =0, a 3aTtum 1 1a je ¢ = —1—12, aa= %.
Hakne, ako je momuaom p(X) = ¢ — $5X? (koju ounraeano npunana Q[X]), rana

je a2172 = p(a), na je p TpasKeHU IOJIKHOM.

YpamuTty cBe M3 MPETXOAHOT 3adaTKa 38 €JIEMEHT ( = \f - \/§

KsanpupameM jeanaxoctu o + /3 = /5, mobujamo a? — 2 = —2v/3a. A moHOBHIM
KBagpupameM osora u at — 1602 +4 = 0. Jlakmre, o je anreGapCku eleMeHT HAT
Q, a kapmuaaT 3a MuEHUMAaTHE moauHEOM je f(X) = X* —16X?% +4. Ila au je ou
mepacrasimuB Han Q7 Panuonasaue mysa mosmaoMa f Morje 6u OUTH HEKU O
{£1,42,+4}. duperTHOM IPOBEPOM Ce yBepaBaMo Ia HUjeNaH O OBUX OpojeBa
Huje myaa on f. Hamucapmm f Kao mpousBOI MOJIUHOMA

(X2 +aX +b)(X2+cX +d), 3a a,b,¢,d € Q, nobujamo cuctem:

a+c = 0
b+ac+d = -16
ad4+bc = 0

bd = 4

W3 rpehie jemnaumue cnemu na je a =0 nnu b = d. Ako je a =0, Tana je u ¢ =0,
ma je b+d = —16. Kaxo je u bd = 4, nobujamo na je d*> + 16d + 4 = 0, mTo je
memoryhe jep d € Q. Axo je b=d, Tama u3 b> =4, cremu na je b=d = 2 unn
b=d=—2. Y opsom ciayuajy je —a? =20, a y apyrom —a? = —12. Hu jemuo mu
npyro muje moryhe, jep a € Q. Cnemu na je f mepacraBmus, na je f = fiq.

MuoskemeM jemaHKkoCTr

3 =a+ ba + ca® + da?,
a® —2

3a a,b,¢c,d € Q ca o — 2 u kopumhemenm a* = 160? — 4, nobujamo na
1= (—2a—4c) + (—2b — 4d)a + (a + 14c)a? + (b + 14d)a®.
7

Pemasamem cucrema mobuja ce b=d=0, a = 1q uc= —é, ma je TpaskeHu
7

_ _1vy2, 1 ; 1 1 2, 1
nomuHoM p(X) = — 55 X° 4 15, TO jecT ——5 = —550° + 5.

Ypaaury cBe M3 IPETXOIHOr 3alaTKa 33 CJIEeMEHT a = \/2 + v/3.

Kako je o = 2+ /3, xBagpupamem o’ — 2 = /3 nobujamo a* —4a? +1 = 0.
Iakme, a je anrebapcku u mera je f(X) = X*—4X%+ 1. Bpojesu 1 u -1 Hucy
uyne oxn f. Ako 6u 6uio f = X? +aX + b)(X?% + cX + d), nobumu 6ucmo cuctem
man Q:

a+c = 0
b+ac+d = —4
ad+bc = 0

bd = 1

10
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36.

37.

38.

3a a =0, gobuja ce d2+4d+1 =0, mTo je memoryhe. 3a b= d, umamo b = 1 unu

b= —1. Y upsoM cayuajy je a®> =6 a y mpyrom a? = 2. Konrpamuknuja. Haxme,

f je mepacrasmus man Q, a kaxo je mouwvan u f(«) =0, caemu na f = fig-

IlonaBmajyhum uctu mocTymak Kao y IPETXOAHOM 3aaTKy, MOOujaMo ma je
_1ly2_ 2

p(X) =3X*—3.

Hahu o takxo ma je Q(i,v/5) = Q(a).

Ila o je o = i ++/5? Kaxo i ++v/5 € Q(i,v/5), mmamo na Q(i ++/5) C Q(i,+/5). U3

(i +V5)% = 2v5 4 14i = 14(i + V/5) — 12V/5,
cirenn na je

N ‘(”ﬁ)glg MG+ V5) i+ VB + 12+ VB) € Qi+ V)

Tana je u i = (i +v/5) — V5 € Q(i ++/5). Tla je u majmame nome Q(i,/5) roje
canp:xn i u /5 rakobe canpxkano y Qi + \/5) Cremu ma Q(i + \/5) = Q(s, \/5),
TO jecT a=1i+ 5.

Hahu a tako na je Q(v/5,v7) = Q(a).

Ha 1 o = /54 /7?7 Kako je

(VB +V7)? = 26V5 + 227 = 22(V5 + V7) + 45,

cienn na

VG- WAV - BBV 54 v,

Taxobe, V7= (V5 + V7) =5 € Q(V5 + V7). Harze, Q(v5,v7) C Q(V5 + V7).

Hahwu ropencko nome K monunoma X4+ 2X? — 15 € Q[X] u ogpemutu esnement o
3a xoju je K = Q(«).
IIpumerumo ma je
X4 p2X? —15=(X?4+1)2-16=((X2+ 1)+ 4)(X?+1)—4) =
= (X2 +5)(X?-3) = (X — V3)(X + V3)(X —iV5)(X +iV5).

Iaxne, xopencko moibe K je jemmaxo Q(v/3,iv/5). OapesumMo mpuMUTHBHI
€JIEMEHT (v OBOT' pamwupema. [lomTo je

(V3+4iv5)® = 4(V3 +iV5) — 16V/3,

crenu na ce \/3 Moske HamucaTu kao Q-IMHeapHA KOMOGMHAIM]a CTElEHa,
emementa /3 + iv/5, nakte V3 € Q(v3 + Z\/g) Canuno je u iV/5 € Q(\ﬁ—&— Z\/g)
Cnemu na je o = V3 +iV5.

Hahu kopencko mome K mommuoma X* — 12X2 +9 € Q[X] u oapenuTn eneMenT o
3a koju je K = Q(a).
Kako je

X' 12X249=(X2-6)2—27=(X2—6—3V3)(X>—6+3V3) =
= (X%~ (6+3V3))(X?—(6-3V3)) =
= (X — /6 +3V3)(X +1/6+3V3)(X — /6 — 3V3)(X +1/6 — 3V3),
kopercko mosbe K nator nomuoma je jennaxo Q(v/6 4 3v/3,1/6 — 3v/3). Karo je
\/6+3\/§- \/6—3\/5:97
cremn ma je K = Q(v/6+3v3), jep je v/6—3v3=9-(v6+3v3)"!, mro

nmpunaga Q(v/6 + 3v/3). Onasne je jacHo ma je IPUMUTUBHE €TEMEHT 3a
pamupeme K man Q jemmar \/6 + 3v/3.

11
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40.

41.

42.

Heka je a ememeHT Koju remepume pammpesme oq Q cremena 5. Ilokazaru ma o

reHepulie MCTO pallrpeme.

Iarse, mvmamo na je [Q(a) : Q] =5, a raro je Q(a?) C Q(a), Bawu u

C 063upoMm Ha TO je ma je CTelleH palrMpena HEKOr II0Jha MpUpomaH 0poj, a b je
npoct 6poj, caemu na je 6poj [Q(a?) : Q] jemmak 1 unu 5. Axo 6u 6uo jennax 1,
To 6u smaumio ma je Q(a?) = Q, To ject a? € Q. ¥Y Tom ciayuajy, HOIMHOM

p(X) = X? — a? je ca koepunujentuma y Q, MOHWUAH je 1 « je merosa HyJIa.
Taxobe je mepacrasmus, jep 6u y cynporaoMm « € Q. ITobujamo Ttana ma je

P = la, & ovga u xa je [Q(a) : Q] = deg(ua) = 2, mro je memoryhe. Cnemu ma je
[Q(a?) : Q] =5, a Tnme je [Q(a) : Q(a?)] =1, ma cy noma Q(a) u Q(a?) jemnaxra.

OmpenuTu CTENEH palupena MoJba Q(f/ﬁ, {1/5) man Q.

Baxn na
(x)  [Q(V2,V5):Q] =[Q(V2,V5): Q(V2)]- [Q(V2) : Q.

MUyHAMAIHY TTOJMHOM 38 €JIEMEHT /2 HaI Q je X3 -2 (mepacrasmus je Han Q),

na je [Q(¥/2) : Q] = 3. Iaxwe, [Q(V/2,V5) : Q] je memus ca 3. Ilemus je u ca 4.
Hanwe,

[Q(V2,V5) : @] = [@(V2, ¥5) : Q(V5)] - [Q(V5) : @,

a MUHMMAJHN nosiuHoM 3a v/b Hax Q je X4 —5 (mepacTaBLUB je: HEMA HyJa y
Q, a u HEje MPOU3BOA MBa MOJUHOMA CTEIEHA 2).

[omTo cy 3 u 4 y3ajamuo mpocTu, cana caenu na je [Q(v/2, v/5) : Q] mnemwus ca
12. Ca mpyre cTpade, aKO ce BPATUMO Ha (), BUAUMO Aa moamaoM X* — 5
npunana Q(/2)[X] kao u ma ra v/5 nomumrasa. Jlakae, MUHUMAJIHA TOJUHOM 32
V5 man Q(v/2) nemn X* — 5, ma je cremen pamupema [Q(v/2,V/5) : Q(V/2)] < 4.
U3 (%) caemu na je [Q(\g/i, \4/5) : Q] < 12. Homrro je u nemus ca 12, crenu na je

[Q(V2, V/5) : Q] = 12.

27mi 27

Heka cy a=e¢7 uf=e€7s

. Iorazaru ga S ¢ Q(a).
Oppenrmo mpBO MUHMMAJHE moJuHOME 32 o 1 [ Hanx Q. Emement

oa=e7 = 00827‘“— + ZSZ’H,2T7T Je cemMM KOPEH M3 JeaMHUIE IIa J€ HYyJa IIOJMHOMAa

p(X) = X" — 1, 3a Koju BaEM ma
p(X) = (X — )X+ X° + X* + X° + X2+ X +1).

Kako a # 1, cremu ma je myna mommeoMa X6 4+ X%+ X4 + X3 + X2 4+ X + 1.
CBaku moauHOM 00JIMKA

XP7lp XP=2 4 4 X 41, p TpocT Opoj
je mepacrasipus Hag Q, na je p(X) = po(X). Canuno je

ps =X+ X3+ X2+ X + 1.
Axo 6u € Q(a), rana 6u Q(S) C Q(«a), ma mobujamo

mTo je Hemoryhe.

27

Heka je a,, = e™n

. Hahu MuanMamsan nonusoM L, Han Q 3a:

a) n=4;
6) n = 6;
B) n=3§;

12
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44.

45.

r) n=29;
n) n=12.

5 =1, OHZA je fiq, =X2+1.

3a ag = cost +ising =3+ i@, nocjie KBaIpUpama 0 — & = i@, nmobujamo 1a

a2 —ag+1=0. Hommuom X? — X + 1 je mepactasmus vax Q, ma je jemnar fla,.

Kaxo je oy = cos§ +isin

Kako je X% —1 = (X% -1)(X*+1) u ag HUje ¥ YETBPTU KOPEH jeMHUIIC, CJICIA
Ia je ag HyJIa MOJIUHOMA X*+1. Ha CTaHIAPIHU HAYUH NOKA3yjeMO na je X*++1
HepactaBmpuB Ham Q.

IlomTo je ag = cos%’r —|—isz’n%", npumeroM Moaspose ¢opMmyie qobujamo na je
2 21 1 V3
g =cos— +isin— =—— +i—.
9 g Ty T T

Ksampupamem o + % = i@, nobuja ce ma af +ai +1=0. Ilakmne, on 3Ea4aja je

nommaoM f(X) = X6+ X3+ 1. Kama y f ysenemo cmerny X := X + 1, nobujamo
MIOJIMHOM
9(X) = X4+ 6X° +15X* +21X% + 18X? + 9X + 3.

[Mpumennmo Aj3eHIITAjHOB KPUTEPUjYyM Ha MOJUHOM ¢, 38 OpOCT Opoj p = 3.
Haunwme, axo je f(X)=a, X" +a,_1 X" '+ -+ a1X + ap € Z[X], u p mpoct 6poj
TAKO 1a

® D IEeNU CBAKU OI Gp_1,-- -, a0Q;

® D He NEeNH Gp;

e p? He menu ag;

Tana je nmosuHoM [ HepacraBmpub Ham Q.

Cnemu na je g(X) mepacrasmus nan Q. Kako je f(X) = g(X — 1), na je
F(X) = 1(X) f2(X) 32 wexe fi, f> € Q[X], Tana 6u n

g(X)=f(X+1)= fi(X +1)f2(X + 1) 6uo pacrasmus. Hariue, f je
HepacTasbuB HaL Q, ma je f = tq,.

: _ 21 | s 2m _ V3 4 o1 :
Kako je ajs = C0ST5 T 185 = -5° + 15, KBAAPUPAmEM JeIHAKOCTH, Kao U

paHmje, 3aKbydyjeMo ma je ajy — aly + 1= 0. [Momumom X+ — X2 +1 je
HepacTasauB HaL Q, ma je jemnax fiq,,.

Ila i € Q(iv2)?

Basn na je [Q(iv2) : Q] =2, jep je p; 5 = X? +2. Axo 6m i € Q(iv2), onna 6u

[@v2) : Q] = [Qiv2) : QE)Q) : @),
na cremn [Q(iv2) : Q(4)] = 1. Hakne, Q(iv/2) = Q(i). Amm muje moryhe mamcaru

iv2 y obmuky a +ib, 3a a,b € Q, Kako 3HaMO na usriIenajy exementu y Q(i).
3Haun na ¢ He OPUIA,IA Q(z\/i)
Ha nu i € Q(a), rue Bawu na o® +a+1=07?

IMomurom X2 + X + 1 je mepacrasius Han Q, Tako oa je CTemeH pammpena
[Q(a) : Q] = 3. Ako 6 i IPUIAKATIO TOM PAMUPERY, CIAUIHO KA0 TOPE UMAIN
orcMo ma 2 menu 3, mTo je HeMoryhe.

Hera cy o, € C. Ako cy a+ 8 u aff anrebapcku enementu Han Q, moxkazatu na
Cy TO OoHma u o u [3.

Kako cy a+ 8 u aff anrebapcku enementu Han Q, mocroje fi, fo € Q[X] Tako ma
fila+8)=0wu fo(aB) =0. Baxku na je
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46.

47.

48.

TakKO Ja MaMO

QCQa+pB) CQa+p,aB) CQa,a+ B,aB),

a THUME U1

[Q(e, B) - Q] = [Qev, a4, af) : Qe+ 5, aB)]- [Qa+ 5, ab) : Qa+B)]-[Q(a+p) : Q.

IlomTo je
p(X) = (X —a)(X = ) = X* — (a+ f)X + aff € Qla + §,ap)[X],

cremn 1a je [Q(a, B) : Q(a+ B, apf)] < 2. Tarobe je fo € Q(a+ B)[X], ma

[Q(a+ B,a8) : Qla+ 8)] < deg(f2). Kao n [Q(a+ B) : Q] < deg(f1). Cremu ma je
[Q(a, B) : Q] < 2deg(f1)deg(f2), na je pamupemwe Q(a, f) ronauno man Q. Tana je
oHma u aiarebapcko, To ject, a u [ cy anarebapcku Han Q.

W3paswutu cosl5° npexo KBaapaTHUX KOPEHA.
c0s30° +1 V3

1
102: — = lo:
(cos15°) — 5 =1 —|—2:>cos 5 T +

MoskeMo 3akbydnT ma je coslb® KoHCTpyKTUOMIaH Opoj.

B
N | =

Iloka3zaTu na je NpaBUIHU IETOYyrao KOHCTPYKTUOMIIAH.

2r

= Munumasaay moImEOM

JIOBOJBHO je MOKa3aT! Ja Ce MOMe KOHCTPYHUCATU COS
27wi
3aa=ces je X+ X3+ X2+ X +1. Unamo ma

4 2t . . 27w 8t . . 87
cos— + 18— + cos— + 1 81—

atan = 5 5 5 5
2w Vs 2w n 2 . 2w 9 ™
= 05— +1i8in— + cos— — i §in— = 2c05—
5 5 5 5 5
a?+ad = 0054—7T +1 sin4—ﬂ- + cosﬁi —&—ism6—7T
B 5 5 5 5
4 4 4 4 4 2
= cos% —I—ising + cosg - zsmg = 2cos§ = 2(28082§ -1)

2 2
a4+a3+a2+a—|—1:0:>2cosg+2(20082§—1)+1:0

HNaxme, 4t> +2t —1 =0, 3a t = cos%”. Pemema oBe kBagpaTHe jemHauwmue 1mo t Cy
—14+5 27 2n
4

, & KaKo je cos%7T >0 crenu na je cost = %‘/5. 3Haun na ce cosT

MOKe M3Pa3UTU MPEKO KBAAPATHUX KOPEHA, Ia jé KOHCTPYKTUOWJIaH.

Ila 5nu je mpaBMJIHKA OEBETOYrao KOHCTPYKTUOMIaH?

Ia nu je KOHCTPYKTUOMIAH OPOj cos%r = c0s40°? Bawxu na je
T 14 cos%7r
cos— =\ ——=
9 2

Opnarne caenu ma ako O6u Ouo KoHCTpykKTUOUIaH cosd0°, onma 6u Guo
KOHCTpYKTuOMIan u cos20°, mrro 3aaMo na Huje tauno. Jlakiae, npaBuiaHu
[EeBETOyTrao HUje KOHCTPYKTUOUIIAH.

2. HaYWH:
1
5= c08(120°) = cos(40° + 80°) = ¢0s40°c0s80° — sin40°sin80°
= 0540°(2c05%40° — 1) — 5in40°2sin40°cos40°
= 2c05%40° — cos40° — 25in?40°cos40°
2c05%40° — c0s40° — 2(1 — c0s240°)cos40°
= 4c05°40° — 3c0s40°

14



49.

50.

ol.

52.

Bpoj cos40° je myma mommuoMa 4t3 — 3t 4 & 3, TO jecT 8t3 — 6t + 1. Taj momuuoM je
HepacTaBbus Han Q, mTo mosnaaum na je [Q(cos40°) : Q) = 3. Haxkue, crenen
pammpena HUje jeqHAaK CTENEHY ABOjKe, Ia HUje KOHCTPYKTUOUIAH €JIEMEHT.

Ia nu je moryhe KOHCTpyucaTy KBaApPAT UMUja j€ MOBPIIVHA jeTHAKA MTOBPIINHU
[aToOr TpoyrJa?

Jecte, 3aT0 mTO OUCMO CTpaHUIy TOT KBaapara mobunm kao vV P = \/%h, e je
a Iy:KWHA CTpaHuUlle Tpoyria, a h meroBa BUCUHA.

2mi

Hahwu nomurom werspror crenena p(X) € Z[X] uuja myna je e To
nalin monuuom ¢(X) Apyror cremena Han Z uuja Hyja je cos3t,
Opoj HamucaTy MPeKo KBaapaTHux kKopena. Ila su je moryhe koncrpyucaru
MPABUJIHUA JECETOYTrao?

. IlTomohy mera,
a 3aTUM Taj

M X0 1=(X°-1DX°+1)=(X° - DX +D)X* - X*+ X2 - X +1)

ciaemu na Je TpaskeHW ToaMHOM ueTBpror cremena p(X) = X* — X3 4+ X2 — X + 1.
Hanme, 10 je meceTy KOpeH jeIVHWIE, ajly HUje IETU KOPEH jeUHHUIE, a Huje
wu -1. CpebuBamem muspasa

8m 8w 6m 6 4 47 2m 2m
0=p(eT0) = cos—+i sin— —cos— —i $in—~+cos—+i sin——cos— —1 sm——i—l

10 10 10 10 10 10 10 10
nobujamMo ma je
4cos? 2— — 2c 52— —1=0.
10 10 B

Buaun, ¢(X) =4X? —2X — 1. [lomro cy HyJe OBOT MOJUHOMA 1i4\/5
creny na je cos3 = HT\/E. Ha ocHOBy Tora 3ak/LydyjeMo U 2 je IPaBUJIAH
[IeCETOYra0 KOHCTPYKTUOUIAH.

Mcosﬁ >0,

VcmuraTtu ma mu nomuaoMm p(X) = X° + X3 + X? — 7 npunana uneary
I=(X%—-1,X*+2X%+2X? - 2X — 3) y mpcrery nomunoma R[X]. IlokazaTtu na
q(X) = X*+2X? — 3 npunana I u HAIUCATY Ta TPEKO TaTUX T€HEPATOPA OBOT
umeasa.

Heka cy fi1 u fy maru remeparopu uneasa I. Ha Be:xkGama cmo Beh ompemunu na
je nzd(f1, f2) = X? — 1, xkao u na

X 1= (= 2X - )+ (B X4 X - 2X 4 2

Iakmne, I = (X? — 1) u merkn nosmEOM g mpunana uneaxy | akko X2 — 1 memwm g.
Kaxo je p(X) = (X2 —1)(X3+2X +1) + (2X — 6), To jecT, ocTaTak IpU AeIbEHY
p ca X2 — 1 uuje myna, to p me npunazna I. Ca apyre crpame,

q(X) = (X?—-1)(X%+3) € l. Tarobe je

2 9 5 14 22

q= (X ) (X2 +3)f1 + (227)(5 + =X2- X+

2
57" T 57 57 BT 57> (X?+3) fa.

IMopebaru y ogHOCY Ha JEKCUKOTPA(CKHU, CTEIEHACTU JEKCUKOTPAPCKA U
OBPHYTH CTEIEeHACTH JEKCUKOTPahCK MOHOMHM HOpenak ciemehe MomHoOMe:
2 2 v3 2
X1, Xo, X3, X7, X1 X0, X1 X3, X1 X5, X3, X1 X5 X3, X5 X3

rme je y cBaxkoM ciayudajy X; > Xo > Xs.

3a JercuKrOoTrpadCKU MOpeIak, TO jecT lex BayKu:

X3 < X3 <Xy < XaX3< X1 <X1X3<X1Xo < X1 X0X3 < X1X3 < XE.
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53.

o4.

55.

3a CTemeHaCTH JEeKCUKOrpaCKu mOpenak, TO jecT grlex BasKu:
X3<Xo< X1 < X1X3< X1 Xo < X7 <X < X5X3<X1X0X3 < X1 X5

3a OOpHYTH CTEMEeHACTHU JIEKCUKOTpa(CKU MOpeaak, To ject grrevlex, KOju ce
ne¢urHUIle Ha cienehn HaywmH:

n n
XPPXG2 - X0 Sgrrentea X' XG2 0 X & (Z @i < Z@) -
i=1 i=1

(Zai = Zﬁl u (HZ € {1,,n})((V] > i)(aj = ﬁj) N oy > ﬁl)> s

X3 < Xo< X1 < X1 X3< X1 Xo < X? < X3 < X2X3 < X1X0X3 < X1 X2

Oapemuru Bomehu npownsson, Bogehwu koepunujeHt u Bonehm MOHOM 3a MOIUHOM
f(X,Y,2) =3X*Z - 2X3Y* +7X2Y? 73 - 8XY3Z3 € Q[X,Y, Z]

y omHocy Ha lex, grlex u grrevlex, rme je X >Y > Z. IlonoButu; 3a Z >Y > X.

LM(f)=3X*Z y ommocy na lex (LP(f) = X*Z, LC(f) =3), a y omsocy Ha
grlex u grrevlex je uctu LM (f) = —2X3Y*. Axo je cama Z >Y > X, onga je
LM(f) = —8XY3Z3 3a cBa Tpu mopetka.

Horazatu na 3a 6uino kKoju MoHOMHU mopenak < Ha K[X], rme je K mome Baskn
1< X<X?2<X3...

W3 npBe ocobune 3a MonoMHU mopenak caemu ga 1 < X. MuoxkemeMm ca X, To

jecT, xopumhemeM Ipyre ocoOMHE 3a MOHOMHM Iopenak ciaemu ma X < X2.
Hamum MHOKEHEM To0MjamMo ma X2 < X3 u rako mame.

Hoxrazatu na je cearu on lex, grlex um grrevlex MOHOMHU TIOpEIaK.
IMposepuhiemo camo 3a grlex, ocTago ce mokasyje camuno. Takobe, mpeckademo
nposepy na je grler pesnannja nmapuujansor ypebema. Axo cy X1 X5 - X% n
XiBngz .-+ XP» nea mpomsona, Taza cy 6pojesu Y i, «; U Y5, Bi yHOpeIuBH.
Ako je Y0 oy < S0 B, mama je XM X§2 .. X0 < XPUXY? - XP . Comano,
ako je mpsa cyma Beha on apyre. Ako cy cyme jemnake, ynopebyjemo penom o
u ;. CBakKako MOCTOJU MHIEKC 4 TAKO na Cy a1 = f1,...,0;_1 = [Bi—1 1 o; # [,
Uiau, CBU OAroBapajyhu cremeHu Cy jeqHAKMU, & TUME Cy jeIHAKd W MMOJa3HU
npoussoau X1 X5 .. Xy X{BlXé@2 -~ XPn. Axo je a; < B;, ouna je
XX Xon < XlﬁlXQﬁ2 - XPr u o6pryro. Ilakne, grler je mumeapo
ypebeme, TO ject, cBaka mBa ejleMeHTa Cy YIOpeIUBa.
3a nokas ma je 1 < X% 3a cBe a # 0, IpUMETUMO J1a je TOTAJHUA CTEIEeH 32
1=X?)--X? jemmax 0. Toranuu cremen, ca apyre crpane 3a X je cTporo
Behu ox myne jep je a # 0.
3a moka3z gpyre ocobuHe, IPETIOCTABUMO 14 je
X1°:X2a2 . -er?" < XlﬁlXQB2 - XPr u mexa je X7 6uno xoju mpoussoa. Axo je
Yoo <Y Bi, Tana je n

n n n n n n

St o< 3o Yo Sl 90 < 36+

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Crnemn na XX < XPX".
Aro je Y i o= Bimar=P1,...,0,-1 = fi—1 1 a; < B, 3a Hero i. Tana
jemn

a1 +71 =01+, Qi1 Y1 = Bici Hvict mag + v < Bi + v

Omner caemqn X*X7 < XPX7.
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56.

o7.

58.

59.

Hokazatu na y K[X,Y], rme je K mome, grlex u grrevlex mpencrasmajy uctu
MOHOMHU TTOPEIAK.

Hexka je X > Y. Ioraxumo ga u3 X°Y? <griex XY cnenn na

Xay?b < grreviex X°Y? zarum u o6pryTo. Ako XY? =griex X°Y? v mpsom
cnyuajy je a+b < c+d. Tama je m X°Y? = grreviex X°Y?d Y apyroum caydajy je
a+b=c+d. Takobe je, 360r nerkcurorpadckor moperka rae X > Y, a < ¢ uian
a=c¢b<d. Axo je a < ¢, 360r jeIHAKOCTU TOTAJHOT CTEmeHa Mopa outu b > d,
a Tume je XY = grrevles XY Ila cy a u c jemnaru, a b < d, je memoryhe.
Iakie, y oba ciaydaja mobujamo ma XY = grreviex Xeye,

Ca apyre crpame, Heka je X°Y? = grreviex X°Y<. IlpBu cryuaj je omet
a+b<c+d, xana je u XY <0, XYY Ilpyru cnyuaj, kana a+b=c+d,
nosnaun na, unu b > d (kana mopa outn a < ¢, na XY < 0. XYY, nmn b=d
u a < ¢, mTO HUje Moryhe.

Heka je f(X,Y) =2X*Y5 4+ 3X%Y? + X3Y? € Q[X,Y]. lokazatu na me mocroju
mMonoMHEM Topenak Ha Q[X,Y] Ttako ma LP(f) = X*Y°.

IIpeTmocTaBUMO CympOTHO, MOCTOjU TaKaB MOHOMHU HOpenak. lana Mopa OuTu
X°Y? < X*YP, X?Y? < X*YS.

360r apyre ocobMHE MOHOMHOI IIOPETKA, CMEMO & MOMHOMKUMO MPBY Pealujy
ca mpoussomoM Y4, a mpyry ca X. Ilo6ujamo

X576 < x4y9, X4Y? < XY,

Onarie mmamo na X°Y% < X5Y®. Amu momro 1 <Y mosaaum ma X°YS < X°Y6,
MMaMO KOHTPAAUKIA]Y.

Hexka je f € K[z1,...,X,], rae je K nome, xomorenu nonuaoM. (XoMorenu
[OJIMHOM je MOJNIMHOM 4YMju CBAKW YJIAH WM& WCTK TOTAJHU cremeH.) Heka je
MOHOMHM nopenak grrevier roe Xp > --- > X,,. Horazaru na X, | f ako u camo
ako X, | LP(f).

Axo X, menu f, omma X,, Mopa ma meiau cBaku MOHOM y f, ma u Bomehu MoHOM.
Ca apyre crpane, Herka X, | LP(f) n vera je LP(f) = X" --- X%, Ako je

bel .- XPr 6uno koju mpyrm momom y f, tama je X' XOn > Xfl e X P
Kaxo je f xomorenn monummoM, cremu ma y ., a; = y ., ;. 360r 3anaror

moperka ciaemu ga je B, = o, niu B, > «n. llomro X, menu Bomehu uman, mopa
our a, > 1. Tama jeu 3, > 1, na Xn|bX1ﬁ1 - XPr . a tume X, nemm f.

Heka cy f=Y2X +4YX —3X%2u g =2Y + X + 1 enementn y Q[X,Y] u mexra je
3a1aT CTENEHACTU JIEKCUKOTpa(hCKM MOHOMHU mopenak, rae je Y > X. Ako je
moryhe, penykosaru f momohy g.

Kako je LP(f) =Y2X,a LP(g) =Y u Y |Y2X, f ce Mose peaykoBaTu ca g:
LM(f) Y2X

= Y2X 4+4YX —3X?—
LM (g)? + s 2Y

h=f- Y +X+1)

1 1

Y2X +4YX —3X%2-VY2X — §YX2 - §YX
1 2 7 2

—§YX + 5YX —3X2

Kako je LP(f1) = YX? mto je nemuso ca LP(g) =Y, MO®KEeMO HACTABUTH
penyKImjy:

LM(fl) 1 2, 7 2 _%Y i
=fi-—lyg = —YX?+_VYX-3X?- 2 (2Y +X +1
2= I Ty ? SRR oy Y XA
1 7 11
= - X*4+_YX - —X2
TR 4
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60.

Cana je LP(fy) = X2, mro muje memuso ca LP(g) =Y. Tako ma ce opme
3ayCTaB/baMO Ca PEIYKIU)OM, NaKO MOYKEMO NPUMETUTHU Ia C€ MOXKE M3BPIIUTU
jom jemma penykuuja (jep je MOHOM %YX y fo memus ca Y):

Iy X 1 7 11 7 7 7
=fo—2_—g = X34+ YVYX-—X’-_YX--X?_-_-X
fo=tfo= 559 TR 1 2 1 1
o loy 9., 7
= 4X 2X 4X.

Heka cy f= X3Y3 +2Y2 fi =2XV?2+3X +4Y2% fo,=Y?2-2Y —2€Q[X,Y] n
3aaT je Jexkcurorpadcku MOHOMHM nopenak rae X > Y. Kopucrehu anropuram
3a memweme, Hahu up, us, 7 € Q[X,Y] rako ma f = uifi + uafo + 7.

Asropuram 3a nememe monumuoma f ca F = {fi,..., fx}, To ject ompebusame
MOJIMHOMA, U7, - . . , Uy, T TAKO Ha f = uyf1 + - Unfn + 7. IlocTaBuMO CcBe Tpaskene
MOJIMHOME Ha HyJy U yBeIeMO TMOMONHU MOJIuHOM h:

Hox je h # 0, npumemyjemo caenehe:

aKo noctoju uunekc ¢ tako na LP(f;)| LP(h)

oHIa Hahu HAajMaHm€ TaKBO ¢ U

w4 LM (h)
O LM(f)
_ LM(h) P
LM(f:)™
uHAYe
r:=r+ LM(h)
h:=h—LM(h)

[Ipema anropurmy, umamo na LP(f1) = XY? u LP(fs) =Y?, kao u
up =0, ug:=0,7:=0, h:= X3Y3 +2Y2
h#0wu XY?| X3Y? nopnaun na:

3v3
LM(h) _ X°Y5 1.,
LM(f1) 2XYZ2 2

LM(h) 3v3 2 XSYS 2 2 3 3 2v3 2
- = XY 2y o 2XY? 43X +4Y?) = —2 X3y —2X2Y? 4 2y
LM(fy) h + X7 FIXHAYT) =5 +

uy = 0+

h = h

h#0; XY2 4 X3 u XY? { Y? nosnaun na:

ﬁ
|

0+ LM(h) — §X3Y
h = —2X%Y342Y?

h#0wu XY?| X?Y3 nopnaun na:

1 —2X2%y3 1
= XY+ " =-X?Y - XY
“ 2 T oxyr T3
—2X2Y3
h = —2X%y342v2— W(QXYQ +3X +4Y?) =3X2Y +4XY3 4272
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61.

h#0; XY2 ¢t X%Y u Y? { X?Y nosnaun na:
ro= —%X?’Y +3X°Y
h = 4XY?+2Y?

h#0wun XY?|XY? nopnaun na:

1 AXY3 1
— XY XY 4 — X2’y _ XY 42V
“ D toxyz "3 +
3 2 4XYS 2 2 3 2
ho o= 4XY®42y2_ (2XY?+3X +4Y?) = —6XY — 8Y? 4+ 2Y

2XY?

h#0; XY2t XY uY? { XY nopnaun na:

3
ro o= —§X3Y +3X%Y —6XY
h = —8Y342y?2

h#0; XY24Y3uY?|Y? nopnaun na:
LM(h) —8Y3

12 MG T Y
3 2 —8Y3 2 2
ho= —8YP42y? - (Y2 - 2Y —2) = —14Y? — 16

h#0; XY24Y?uY?|Y? nopnaun na:

—14Y72
U = 78Y + Y2 = *8Y — 14
—14Y72
h = —14Y? —16Y — (Y2 —2Y —2) = —44Y — 28

Y2

h#0; XY24Y uY?{Y nosnaun na:

3
= —§X3Y +3X2%Y —6XY — 44Y
h = —28

h#0; XY241uY? {1 nopnaun ma:

ro= —;X?’Y +3X%Y — 6XY — 44Y — 28
h =0
Haxne, nobujamo ma
1 .
U = 5X2Y — XY +2Y, ug=—-8Y — 14, r = %XSY +3X%Y —6XY — 44Y — 28.
Herkacy f=X2Y2-W2 fi=X -Y W, fo=Y —ZW,fs3=72 - W3, f1 =
W3 —W € Q[X,Y,Z,W] u 3anaT je JeKCUKOTpadCKA MOHOMHHU MOPEIaK TIe
X >Y > Z >W. Kopucrehu anropuram 3a nememe, Hahu
ur, u2, uz, ug, 7 € QXY Y, W] taro na f =wuifi +usfo+usfs +usfs+r.

uw = XYZ4Yiw
uy = YSW24HYZW3 +Y3Z2WA+Y2Z3WS + Y ZAWO + Z5WT
ug = Z°WSH ZWU 4 ZPWH 4+ Z2WT 4 ZW0 4 W
ug = WR+W w4 W+ W
r = 0
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62.

63.

64.

65.

Heka cy fi =2XY?+3X +4Y2 fo, =Y? —2Y — 2 € Q[X, Y] ca nexcukorpadcrmm
MoHOMHUM TmopeTtkoM rae X > Y, kao y 3amarky 60. IIpBo ompemutuy ocrarax
npu memery nommuoMa f = X3Y3 +2Y2 ca g; = fo u go = f1, a 3aTUM
VMCKODUCTUTHU Taj 3amaTak u mnokaszaru na {f1, fo} suje I'pebueposa Gasa 3a
unnean (f1, f2).

[Iprvewnyjyhu anropuram 3a nesbeme noauHoMa f ca g; U go gobujamo na je
OCTATaK jeTHaK 6X3Y +4X3 +4Y + 4. U3 3anatra 29. umamMo xa je ocraTak mpu
newewy f ca fi u fo (IpuMeTHMMO KA aIropuTaM 3aBUCHU OX IOPETKA IOJIMHOMA
kojuma ce memu!) jemmak —3X3Y + 3X2Y — 6XY — 44Y — 28. IlomTo ocrarax
npu nemewy ca {fi, fo} HEje jenuHCTBEH, clemn ma TAj CKYI HE MOKe UMHUTU
I'pebuepoBy Ga3y 3a umeas KOju reHEpPUIIE.

Hoxrazatu na nmoauaomu fi, fo, f3, f4 m3 61. 3amaTka we unne ['pebuepoBy 6asy
3a UIeas KOjU MeHEPUILY y OAHOCY HA JIEKCUKOTPA(CKU MOPEIaK Tie
W>X>Y > Z.

IMpumernmo na fs + f4 = —W + Z € (f1, fa, f3, f1). Bonehu npounsson 3a oBaj
noauaoM je W, a

LP(fi) =WY? LP(f2) = WZ, LP(fs) = W°, LP(fa) = W*

Yy OMHOCY Ha OBaj MOHOMHU mopenak. Kako mmjeman onm Bomehimx mpomssona 3a
f1, fa, f3, fa me memu LP(fs+ f4) =W, cnenu na ouu He uune I'peGuepoBy 6a3sy

3a (f1, f2, f3, fa).

Wspauyuaru S-nonunome cienehux maposa y omuocy Ha lex, grlex, grrevlex,
rone X >Y > Z:
a) f=3X2YZ-Y3Z3, g=XY?+ 2%
6) f=3X?YZ - XY3 g=XY?+ 7%
B) f=3X%Y -YZ g=XY?+ Z%.
a) ¥Y ommocy Ha mekcukorpadcku nopenax je LP(f) = X?YZ u LP(g) = XY?, na
je
X227z 9 3.3 X2Y?Z
1 1
= X?Y?Z - gY‘*Z?’ - XY?Z - X7 =-X7Z*— g1/423.

(XY? + Z?)

Y omHOCY Ha CTeTeHACTH JeKcuKorpadckn nopenak je LP(f) =Y3Z% u
LP(g) = XY?, na je

Xysz® o, 55 XY3Z3 ) )
= -3X3YZ-YZ°.

Y omHOCy Ha OGPHYTH CTENEeHACTH JeKCUKorpadcku nopenak je LP(f) =Y3Z3 n
LP(g9) = XY?, ma je S-moJMHOM MCTH KaO y TPETXOIHOM CJIYUajy.

Kopucrehu S-nomunome mokaszaru ma mosusomu fi, fa, f3, f4 u3 61. 3amaTka
unne ['pebGHepoBy 6a3y 3a MmeaJs KOjU TE€HEPUILy Y OMHOCY Ha JEKCUKOTPa(CKU
nmopenak rae X >Y > 272 > W.

S(fi, fo) = —Y3W+X2ZW L% —v3w 4 y2zw? L2 0
S(fifs) = —Y2ZW + XxW* L8 v2zw 4 y2wt Ly vrwt v 22w

Ly _yz22w? 4y zwd Ly zws — 28w L2
~ W 4+ 22w L 0
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66.

67.

S(fi f1) = —Y2WAyxw L vy wt 4 y2w? B v _y Zzwd
L2y _yazwt v Zzw? Ly zwd - z2we
~Z2PWS + 22w L 2wt - w0 Ly _Zw 4 zwT
Tsy gwT —wiz L iz o Jiy

S(fa, f3) = —Z*W+YW?3 Lo gt 2

S(fo fa) = —ZW YW L% 2wt 4 Z2w? L zw? - w7
Ly wT w0

S(fs, f1) = —WS+zw L% —wo 1wt T4

ITowro ce cBu S-momuHOMU pemyKyjy mo Hyise, caenu na fi, fa, f3, f4 uune
I'pebuepoBy bHasy.

Hahu I'peGueposy 6a3y 3a I = (f1, fo) y omsHOCY Ha cTeneHACTH JIEKCUKOTpapCKU
mopenak tiae X >Y >Zurnecy fi=XY +Z,fo=XZ+Y €Q[X,Y, Z].

Osge je LP(f1) = X?Y u LP(f;) = XZ. Kaxko je S-mommzom

S(f1, f2) = —XY?2 + Z% u me moxe ce peaykosatu oMoNy fi u fo, Hazsahemo ra
fs m monatu y ckyn xoju he nmocratu I'pebueposa 6a3za G = {fi, f2, f3}. Tpeba
umspauynatu S(f1, f3) u S(fe, f3). Ao ce onu penykyjy no mysne nomohy G omzna
je G I'pebueposa 6a3a. A y cymporaom ce ckyn G mosehasa.

S(f1, f3) X22+vZ 150
S(fasfs) = Y+ 23

Kako ce S-monunom 3a fo u f3 He Moske peaykoBaTu 1m0 HyJie, Hazsahemo ra f; u
monatn y ckyn G. Cana je G = {f1, fa, f3, fa}-

Tpeba uspauynaru S(f1, f1), S(f2, fa) u S(fs, fa).

S(fi.f) = -X2Z°+Y2z vz xyz? 20
S(fo, f1) = Yr—xzt Poyiiyzs Ihg
S(fs, fa) = AN &/ BELN

Osume mobujamo na je I'pebueposa 6asa 3a umean I jemmaka {f1, fa, f3, fa}.

Hahu I'peGueposy 6a3y 3a I = (f1, f2) y OAHOCY HA JIEKCUKOTPapCKUA MOpPEIaK
rmie X >Y urnecy fi = X?2+Y2+1,fo = X?Y +2XY + X € Z5[X,Y].

I[Tpumerumo npBo na ce fo Moxke pemyroBaTu momMohy fi:
fo TN X2V 4 2XY + X — V(X2 + Y2+ 1) = 2XY + X +4Y3 +4Y = f.

Pamn nakmer pauyna, a kopucrehin unmenuny na (fi, fo) = (fi1, fé), IIOCTYIaK
onpebusBama I'pebuepose 6aze mprMemyjeMo Ha moauaoMme fi u f,.

/ X%y X%y
S(fl’fQ) = X2 (X2+Y2+]‘)_2XY

= Y3 LY —3X2 43XY343XY =2X2 43XV +3XY + Y34y 1Y

(2XY + X +4Y3 +4Y)

3XY3 4 3XY + Y3 +3Y24+Y +3 %
3XY3 4+ 3XY + V34 3Y2 4+ Y +3+YV22XY + X +4Y3 +4Y)

— XY243XY +4Y5 4324y 43
XY?+3XY +4Y° +3Y2 +Y +3+2Y (2XY + X +4Y3 +4Y)
= 4AY P43V 4 Y 4Y +3=f5
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68.

69.

IMomuuoMm f3 =4Y°? +3Y* + Y2 4+Y + 3 ce He MO¥e majLe peIyKoBaTH moMohy
{fl,fQ} na ra gonajemo y I'peGuepoBy 6asy. Horazahemo jom ma ce S(f1, f3) n

S(fy, f3) pemyryjy mo myme, omakie ciemu na je {fi, fy, f3} T'peGreposa Ga3a 3a
uneaa 1.

S(fi,f3) = YP(X2P+Y 4+ 1)+ X24Y°+3Y*+Y2+Y +3)
= YT4+Y 4+ X2V + Y24y +3) LS
Y 4+ Y+ X2BY* 4+ Y24+ Y +3) - BY* + Y2+ YV +3) (X2 + Y2+ 1)
= Y 2V VPV AV Y2 S vh oyt ay? 4y +2 B0

S(faifs) = BY4QXY + X +4Y% +4Y) + X(AY® +3Y4 + Y2+ YV + 3)

= XY'4XY?+ XY 43X +2v7 42y P2

XY 4+ XY?+ XY +3X +2Y7 +2Y° + (2Y3 +2Y +2)(2XY + X +4Y?3 +4Y)

— 2XY® 4 2XY +2Y7 4 3Y% 42V 4 Y4 433 432 43y L2
2XY3 +2XY +2Y7 +3Y% +2Y5 +3Y3 +3Y? +3Y
—(Y2+1)2XY + X +4Y? +4Y) =

- 4XY2+4X+2Y7+3Y6+3Y5+Y4+3Y2+4Y£>

3XY—|—4X+2Y7+3Y6+3Y5+3Y4+4Y—2>
2Y7 +3Y5 +3Y° 4 3Y* 4+ 4y3 4+ 3y I3
A4S 4 3Y5 +v3 4 y2 43y L0

Opnpenuru penykosany ['pebueposy 6a3y 3a umean I = (f1, fo) C Q[X,Y], rme cy
fi=XY-Y+Xufo=XY?—-X, a3anaTu MOHOMHH IIOPEIAK je grlex rie
Y > X.

Ha crammapmuu mauve onpemmmo ['pebueposy 6a3y G = {f1, fo, f3, fa, f5} 3a I,
rae cy

fa==Y24+ XY+ X2 fi=X*4+ XY —2X2 f; = X3+Y —2X.

On oBe Gaze mobujamo MuHUMAaJIHY 0a3y y nBa Kopaka. lIpBu je ma om maTtux
MOJIMHOMA HAIpaBUMO MOHWYHE, nejehin cakm ca merosum Bomehmm
roe¢punujenrom. To ce oBIe cBOAM Ha TO nOa caMo noneaumo fs ca —1 u
nOOMjeMO MOJIUHOM fé =Y? - XY — X2, Jlpyru kopak y GpopMUpamy MAHUMAJHE
Ga3e je ma m3bammMo cBe OHe eneMeHTe u3 {f1, fa, f3, fa, f5} 3a KOje Baxm ma je
BeroB Bogehu NpousBOA AE/HUB HEKUM APYTUM BoAehuM mpou3BomOM MOIUHOMA
13 TOT CKyIa. Bmommo ma LP(f3) | LP(f2), na usbamyjemo IOJTHOM fa. Taxobe
LP(fs)| LP(fs), n m3banyjemo fy. Ilaxme, murnMansa Gasza je G = {fl,f3, f5}
PenykoBany 6a3y ,Z[O6I/IJaMO Ol MUHUMAJIHE TAKO IITO CBAKU HOJUHOM ¢ u3 G
penykyjemo y ommocy ua G \ {g}. Hujenan npousson y f1 = X2Y —Y + X nuje
nemus Bogehum npossomuma LP(fy) = Y2 u LP(fs) = X3, tako aa je fi seh
pelIyI-(OBaH y omHocy Ha G \ {f1}. Cununo, Hujenan npousson y

f3 — XY — X? unje AeJbUB Ca LP(f1) = X%Y u LP(f5) = X3, na jem f3
PeJyKOBaH y OIHOCY Ha G '\ {f3}. Penykosan je u f5 y ommocy ma G \ {fs}, mro
sHaun na je G = {f1, f3, f5} pemyrosana I'peGreposa Gasa 3a I.

Haru cy uneamu [ = (X2 + Z, XY +Y? 4+ Z,XZ -Y3 -2YZ,Y*+3Y2Z + 7% n
J=(X?+Z,XY+Y?+Z,X3-YZ)y Q[X,Y,Z]. Vcnurat na 71U BaKA HEKa
on caenehux pemanuja: [ =J, I CJ umua J C 1.

Baxu nma cy Heka nBa mmeasia jeHAKA aKO M CaMO aKO Cy jelHaKe HUXOBE
penykoBane ['pebuepoBe 0aze. HazoBumo reneparope umeana I penom
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70.

f17f27f37f4‘ Mosxemo ce yBEPpUTU A je F= {f17f27f3a f4} penyroBaHa
I'pebrepoBa 6a3a 3a I y omgHOCy Ha JieKCuMKOTpadcku mopenak rae je X >Y > 7.

I'pebueposa 6a3a G 3a J y omHOCY Ha UCTU MOPEIAK j€ jeTHAKA
G = {gla 92,93, 94, 95796} roe cy
g = X247, g2 = XYAY? 47, g3 = XZ+Y Z, g1 = Y*43Y Z, g5 = Y?Z+22°, g = Z°.

Omna jecre MuHMMAadHa 6a3a, a peAyKOBaHy mOOUjeMO Kala PenyKyjeMo gs ca gg:

95 % Y3iZ = g:r). Laxme, G/ = {917927937947.9:’)’96} je penyxosana I'peGueposa
Oa3za 3a J.

Kaxko je F # G, cnemn na I u J mucy jenmaxu. Ca apyre crpase,

fi=g1, fa=92, f3=93— 94, fa=Ygs+ ge,

mro 3Haum na je I C J. Haume, moskeMo ce yBeputu na ce f; peaykyje oo HyJie
/ .

nomohy G 3a cBako i € {1,2,3,4}, wro 3HAYM KA CY TU €JIEMEHTU CAIDKAHU Y

J, a Tume je m nesno I cagpxano y J.

Heka je I = (f1,f2) CQ[X,Y], tmecy fi=X?Y - Y +Xu fo=XY?-X, a
3azaTy MOHOMHU nopenak je grlex rae Y > X (xao y 3amarky 68). Oxpenuru
6a3y Bexkropckor npocropa Q[X,Y]/I u nanucaru rabauny MHOMKEHA Ha3HUX
eJleMeHara.

Kao mro cmo ce Beh yBepusu, pemykosany ['pebuepoBy 6a3y 3a I uwmme
G =XY -Y+X, go=Y?>-XY - X% g3=X34Y —2X.
Baxu ma ce 6a3a 3a K-sexropcku npocrop K[Xy,..., X,]/I cacroju on cBux
X7 X+ I rako ma LP(g;) 1 X7 ... X, Vie{l,..., k},

rae je {g1,...,9x} I'peGueposa Gaza 3a I.

Ilakse, oze je morpebro mahu ce mpomssome XY’ koju mucy memusu
HUjEeIHUM O
LP(g1) = XY, LP(g2) = Y?, LP(g3) = X°.

To he 6utu 1, X, X2, Y u XY. Crenu na je 6a3a 3a Q-BeKTOpCEM mpocTop
Q[X,Y]/I jenuara

141, X+1, X2+I1,Y+1I, XY +1,

a mumensuja dimg(Q[X,Y]/I) = 5. Hanummmo jom tabaumy MHOKEHa GasHUX
enemenara. OGjacHuMo 3amTo je, Ha mpuMep (Y +I)(XY +1) =X +I:

Y- XY =XY?2 2 X2y + x3 2 x3 1y - x & X,
W ocranu mpousBoau ce CAMYHO PAUYHA]y, KOPUCTUMO PEAYKIUje eIEeMEHTUMA,

I'pebuepoBe 6aze ma 6GucMoO pe3yaTar m3pa3uaud IpeKo edemMenara Habhene 6ase
3a Q[X,Y]/I.

1+1 X+1 X241 Y41 XY +1
1+1 1+ 1 X+1I X241 Y +1I XY +1
X+I | X+1 X247 Y 42X +17 XY +1 Y - X+1
X241 | X241 —-Y+2X+T —XY+2X°+] Y-X+I XY -X>+1
Y+I | Y+I XY +1 Y- X+1 XY + X241 X+1
XY+T| XY+ Y-X+1 XY - X2+17 X+1I X241
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71. Hahwu 6a3y Berropckor npocropa Zs[X,Y]/I (67. 3amarak) m Hamucatu Tabauiy
MHO¥eHa 6asHux eneMenaTa. Ja mu emementu Y2 + I u X + I umajy unBepse y
upcreny Zs[X,Y]/I? Axro na, mahu te unsepse.

Cerumo ce na je ['pebueposa Gasza (pemykoBana) 3a mnean I jemaaxa
=X 4+Y? 41, g0 =XY +3X +2Y3+2Y, g3 =Y +2Y* +4Y? + 4Y + 2.

OBo je pauyHATO y OJHOCY Ha JIEKCUKOTPaCKU mopenak, rae X > Y, Tako ma cy
Boaehu mpoussonn

LP(g1) = X*, LP(g2) = XY, LP(g3) = Y.

CBu nmpoussoou Xey#s KOjU HUCY HEJbUBU HUjE€THUM OX OBUX CY
1,X,Y,Y2 Y3 Y% na je tpasena 6a3za

A4+ X+I,Y+LY>+1, Y3+ 1, Y 41},

u dimyg, (Z5[X,Y]/I) = 6. IIpencrtaBuMo 1 TabanIy MHOKEHA OBUX €JIEMEHATA.

1 x Yy y2 yS y4
IR x y y? y® y*
x| x 4% + 4 2¢ 4+ 3y> dx+ 3yt +1> 3z + 4y x + 3y°
+3y +3y> +y +4 +3y
yly  2043y° y? y? y* 3yt +y°
+3y +y+3
+3y> +y +y+3 4P +y+4
y3 |y 3z + 4y? yt 3yt + y? 4y + 3+ Byt 4 4y
+4 +y+3 P +y+4 +Hy+1

ytlyt oz +3y° wt+y? Aty 3t+4t 3yt P
+3y +y+3 4 +ty+4 Ay +1 +3y +3

Ospue je yBemena o3naka x = X +1 u y =Y + I pamu kpaher 3anuca.

Hutamo ce na au noctoju g+ I € Zs[X,Y] tako ma (Y2 +1)(g+1) =1+ I. Taj
eJIeMEeHT Mopa Outu O0OJIMKA

g+ I=a+bX +cY +dY? +eY? + fY* +1,

3a HEke a,b,c,d,e, f € Zs. Ilocne onroBapajyher Muosxkema y3 kopumheme
Tabaure, mobujamo:

141 = (Y?4+1)(a+bX +cY +dY? +eY? + fY* + 1)

= aV?4+b(AX +3Y* + Y2 +3Y2 + V) + eV +dV* +e(3Y* + Y2 +Y +3)
FfAY Y3 4 AY? Y +4) + T
(Be+4f)-14+4b-X +(b+e+f)-Y +
(a+3b+e+4f)Y?+(b+c+ )Y+ (Bb+d+3e+4f)Y* +1
Be+4f)A+ 1) +4b(X + 1)+ (b+e+ )Y +1) +
(a+3b+e+4 )Y+ D)+ (b+c+ HYP+ 1)+ (Bb+d+3e+4f) (Y + 1)

Cetumo ce ma je 6a3a BEKTOPCKOT IPOCTOPA W JIMHEAPHO HE3aBUCAH CKYI, IIa
MO:KEMO m3jenHaunTy oarosapajyhe koegpuiumjente. Craenn na mosa3HU €JIEMEHT
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72.

73.

UMa MHBEP3 aKO W CaMO ako ciaemehu cucTeM mMa pereme v Zs:

de+4f =

4 =

bt+e+f =
a+3b+e+4df =
bt+c+f =
3b+d+3e+4f =

O O O O O =

Jlako ce 3armyuyje ma je b= 0 u d =4, a HACTAaBKOM pemaBama nobujamMo u ma
a=2,c=4,e=4u f=1. [lakne, uuBep3 3a MOJA3ZHU €JIEMEHT IIOCTOJU U
jemnak je 24+ 4Y +4Y2 +4Y3 + Y4 4 1.

Iokazatu na je sexkropcku npoctop Q[X,Y; Z]/I, rue je I u3 66. 3anarka,
OeCcKOHAUHE OUMEH3UjE.

I'pebuepoBa 6a3a 3a [ je:

[=XY+Z fo=XZ+Y, f3=XY>-2° f, =Y+ 23
a BbUXOBU BO,IIehI/I WIAHOBU CY

LP(f1) = X%Y, LP(fs) = XZ, LP(f3) = XY? LP(f,) =Y?>.

Ipumerumo na je ceaku cremen X* 4 I, k € N, enement te 6asze 3a Q[X,Y, Z]/I,
jep mmje memus HujemuuMm Bomehum unanom. To ympaso smaunm ma je Q[X,Y, Z]/1
OeCKOHAYHE NUMEH3Uje.

Hexka je Q[X,Y]/I, rne [ = (X2 +Y,Y?+ X) u a € Q. IlokasaTu na ejreMeHT
XY +Y+a+1eQX,Y]/I nma naseps ako u camo ako « # 0.

Heka cy fi = X2 +Y, fo = Y2+ X u monomun nopenak grliexr rme X > Y. Kako je
S(f1, f2) = V3 — x3 % o

ciaenu ma oBu moJsimHOMHU uwmHe ['pebepoBy 6a3y 3a [, a ma ce 6a3a 3a BEKTOPCKU
upocrop Q[X,Y]/I cacroju u3

1+, X+1,Y+I, XY +1

Nwmamo ma je

X+ D)X +D)=-Y+I, (Y+DY+I)=—X+1,
Kao u
(X+D)(XY+I) = X+, (Y+I)(XY+I) =Y+, (XYHI)(XY+I) = XY +I.
Baxn na (XY +Y +a+1)(a+bX +cY +dXY +1)=1+1, 1o jecr,

aa-1+(b—c+ab)X +(a+c+ac+d)Y +(a+b+d+ad) XY =1+1

AKO 1 CaMO aKO CUCTEM

aa =

1+a)b—c =
a+(14+a)e+d =
at+b+(1+a)d =

o O O
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uMa pelniewme, rae ¢y a,b,c,d € Q. Axo cucrem uma pememe, Tana je a #* 0. Ako
je a# 0, Tanma je a = é, M OCTaje HaM CHUCTEM:

14+a)b — c
1+a) + d
b + (1+a)d = -

QR |~

Muo:xemem tpehe jennauune ca —(1 + ) n momaBameMm npBoj, n0OKjaMo

- Cc - (1+Oé)2d = HTQ
(1+a)e + d = -1
b+ (1+a)d = -1

Mmuo:kemeM npBe ca 1+ a 1 momaBameM APYToj, 00OUjamMo

- ¢ - (1+a)%d = e
—a(a®?+3a+3)d = a+2
b + (14 a)d = -1

Kako je a(a? +3a +3) # 0, cremu na je

a+2 a—+1 1

- - =" "—""°"> b=
a(a2+3a+3)’c

d= - __ 1
a(a? 4+ 3a+3)’ ala? +3a+3)

3HauM ma CUCTEM MMa Pellene.

. Ropucrehnu teopujy I'pebuepoBux 6a3a, panmoHaIncaTy n3pas m

Youmvo unean I = (f1, f2) CQ[X,Y], rme fi = X?>+1u fo = Y2 — 3. Ilpuvernmo
na cy npcreru Q[i, /3] u Q[X,Y]/I usomopduu, npu yemy 6pojy i oarosapa

X + 1, a 6pojy V3 omrosapa Y + I. Tako ma ce mUTame PAIMOHAIICAHA
IIOJIA3HOT mM3pa3a cBoau Ha onpebuBame uuBep3a emementa X +Y +2+ 1y
npcrery Q[X,Y]/I.

Moskemo ce yBeputu na fi u fo jecy 'pebenposa 6asa 3a I, kao u na 6a3y 3a
npoctop Q[X,Y]/I uune 14+ [, X +1,Y +1,XY 4+ I. Onpenumo a,b,c,d € Q Taro
na

(X4+Y+2+D(a+bX +cY +dXY +1)=1+1.

Kopumhemewm penamuja X2 4+1=—1+1u Y2 +1=3+1, nobujamo cucrem:

2a — b + 3¢ =1
a + 2b + 3d = 0
a + 2¢ — d = 0
b + ¢ + 2d = 0
Pememe je:
1 1 1
G/—Z, b——§, C—O, d—z,

na je uneps 3a X +Y +2+ 1 jemnak + — 21X + 1 XY + 1. Ilakue,

1 1 1 1

. R VE D
i+vV3+2 4 2 4

. 1
. Kopucrehu teopujy I'pebuepoBux 6a3a, panuoHAIUCATH U3PAa3 R RYE

Cana nocmarpamo upcrer Q(x)[X1, Xo] u unean I = (f,g) v memy, rae je
f=X?-3ug=X2-5. Kana npebemo na xonuunmuku npcrer Q(z)[ X1, Xa]/I,
enementy X; + I oxrosapa /3, a exementy Xo + I 6poj V5. Ilakie, 3aHuMa HAC
kako ma (z + X1 + Xo + I)~! mamumemo kao koMOWHATIM]Y Ga3HUX eJIeMeHaTa ca
roepunujertuma y Q(z).
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Kako ce S-monuuowm 3a f u g penykyje mo 0 (y omHoCy HA MOHOMHU TOPEIAK
grlex, X1 > X, Ha npuMep), creau na oHu uduHe ['peCHepoBy 6asy 3a I, ma je
6a3a 3a Q(x)-sexropckn npocrop Q(x)[X7, Xs]/I jennaka
{1+ 0L, X1+, Xo+ 1, X1 X0+ 1}
s

(z+X1+Xo+Da+bX1+cXo+dXa Xo+1)=1+1,

3a a,b,c,d € Q(z), nobujamo cucrem

za + 3b + b =1
a + b 4+ 5d = 0
a 4+ xz¢c 4+ 3d = 0
b + ¢ + zd = 0
OBaj cucrem uma pememe nHan Q(z) xKoje je jemmako:
% — 8z —x? -2 2 — 22 2z

T 16244 T 16244 T 1602+ 4T 1622+ 4

Cunenu na je

V15.

1 3 — 8z —z2 -2 2 — a2 2x
= 3 5
r+vV3++5 at—16z2 —|—4+x4 — 1622 +4\[+x4 — 1622 +4\[+x4 — 1622 +4

. Iokrazaru na je exement XY + I € Q[X,Y]/I menuren myne (3amarak 70).

HorasxknMo na mocrtoje a,b, c,d,e € Q Tako na
(XY +1)(a+bX +cX*+dY +eXY +1)=0+1.
Y3 kopuniheme Tabauie 3a MHOKEHE Da3HUX ejeMeHaTa, CIeau M
aXY +b(Y = X)+ (XY - X)) +dX +eX?* +1=0+1.

Cpebusamem mobujamo cucrem

—-b+d = 0
—c+e = 0
b =0
at+c = 0
Cnemu na je b=d =0, kao u na je a=1,c=e = —1 jemuo periesmne cucremMa, TO

jecT, BaKM Oa
(XY 4+ 1)1 -X?—XY+I)=0+1.

. Ucnurarn na au monmaom f = —X24Y +1 IpUNaLa PAOUKAILY UIEATa
I = (XY2 +2Y2 X4 —2X2+ 1) CQ[X,Y].

Panuran meror numeana J y npcreny R medunnmemo Ha cienehm maumn:
V.J={a€R|d* € J, 3a nexo k € N}.

Nmamo TeopeMy Koja Kaske M@ MOJMHOM [ HPUIANa PaIdKay UIealia
(f1,---, fs) C K[X1,...,X,] ako u camo ako 1 € (f1,..., fs,1 — Zf), upu uemy je
uneaa (f1,..., fs,1 — Zf) canpxan y K[Xy,...,X,,Z] u Z je noBa ueonpebhena.

Osge mocmarpamo umean (XY2 +2Y2 X4 —2X2+1,1-Z(-X2+Y +1)) y
npcreny Q[X,Y, Z]. Jlako ce moskemo yBepuru na je merosa ['peGHepoBa Gasa
jemmara {1}. Tarxo ma je

Le(XY2+2Y2 X —2X? + 1,1 - Z(-X?+Y +1)) = (1),

ITO 3HAYM [a je MOJUHOM f eJIeMEeHT PaarKaJia MOJA3HOT MAEAJA.
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