
Zadaci iz Algebre

1. Ispitati koji od slede�ih skupova qine grupu u odnosu na operaciju mno�eǌa po modulu 14:

a) G1 = {1, 3, 5}, b) G2 = {1, 3, 5, 7}, v) G3 = {1, 7, 13}, g) G4 = {1, 9, 11, 13}, d) G5 = {1, 3, 5, 9, 11, 13}.

Rexeǌe: Ovaj zadatak rexavamo posmatraǌem Kejlijeve tablice operacije ·14 na datim skupovima.

a) Kejlijeva tablica ima slede�i oblik

·14 1 3 5
1 1 3 5
3 3 9 1
5 5 1 11

.

Kako se broj 9 ne nalazi u skupu G1, zakǉuqujemo da ·14 nije operacija na G1, a samim tim (G1, ·14)
nije grupa.

b) Po delu pod a) zakǉuqujemo da se u Kejlijevoj tablici nalazi broj 9, pa ·14 nije operacija u
odnosu na skup G2. Dakle, (G2, ·14) nije grupa.

v) Kejlijeva tablica ima slede�i oblik

·14 1 7 13
1 1 7 13
7 7 7 7
13 13 7 1

.

Vidimo da 7 nema inverz u G3, te zakǉuqujemo da (G3, ·14) nije grupa.

g) Krenimo da popuǌavamo Kejlijevu tablicu

·14 1 9 11 13
1 1 9 11 13
9 9 11 1 5
11 11
13 13

.

Kako se u tablici nalazi broj 5, koji nije u skupu G, to ·14 nije operacija na skupu G (i nije
potrebno da nastavimo sa popuǌavaǌem tablice). Zakǉuqujemo da (G4, ·14) nije grupa.

d) Kejlijeva tablica ima slede�i oblik

·14 1 3 5 9 11 13
1 1 3 5 9 11 13
3 3 9 1 13 5 11
5 5 1 11 3 13 9
9 9 13 3 11 1 5
11 11 5 13 1 9 3
13 13 11 9 5 3 1

.

Na osnovu ove tablice zakǉuqujemo da je ·14 operacija na skupu G. Kako je ·n asocijativna operacija
za svaki prirodan broj n, to je i ·14 asocijativna operacija (na skupu G). Neutral operacije ·14
je 1 ∈ G.
Iz Kejlijeve tablice nije texko ,,proqitati” inverze elemenata: inverz elementa u i-toj vrsti je
element iz j-te kolone ako i samo ako se u preseku i-te vrste i j-te kolone nalazi 1 (ovde koristimo
i qiǌenicu da je ·14 komutativna operacija). Dakle, inverz od 1 je 1, od 3 je 5, od 5 je 3, od 9 je
11, od 11 je 9, a inverz od 13 je 13. Dakle, (G5, ·14) jeste grupa.
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2. Dokazati da podskup od {1, 2, . . . , 21}, koji sadr�i neki paran broj i broj 11 ne mo�e qiniti grupu
u odnosu na operaciju mno�eǌa brojeva po modulu 22.

Rexeǌe: Neka je G ⊆ {1, 2, . . . , 21} takav da je (G, ·22) grupa i G sadr�i neki paran broj 2k (gde je
k ∈ N), kao i broj 11. Kako je 2k ∈ G i 11 ∈ G, to je zbog zatvorenosti operacije ·22 i 2k ·22 11 ∈ G.
Me�utim, 2k · 11 = 22k, pa je 2k ·22 11 = 0, qime je dobijena kontradikcija (jer 0 6∈ G).

3. Odrediti red svakog elementa iz Z5, Z9 i Z14.

Rexeǌe:
a) Neka je k ∈ {1, 2, 3, 4} reda r. To znaqi da je u grupi Z5 ispuǌeno rk = 0, a to zapravo znaqi da u
Z va�i: 5 | rk. S obzirom da je 5 prost broj, dobijamo da 5 | r ili 5 | k. Jasno je da druga relacija
ne mo�e biti ispuǌena, pa zakǉuqujemo da 5 | r, te je r > 5. No, jasno je da je 5k = 0 u Z5 za sve k,
pa zakǉuqujemo da je svaki element iz Z5 \ {0} reda 5.

b) Neka je k ∈ Z9 \ {0} reda r. To znaqi da je rk = 0 u Z9, odnosno da 9 | rk u Z. Kako 9 nije prost
broj, dobro je razmotriti dva sluqaja.

3 - k. To znaqi da su 9 i k uzajamno prosti i iz qiǌenice da 9 | rk sledi da 9 | r. U ovom sluqaju
je dakle r > 9, a kako je sigurno 9k = 0, dobijamo da je r = 9.

3 | k. Dakle, k ∈ {3, 6}, tj. k = 3l, gde l ∈ {1, 2}. Iz 9 | rk, dobijamo da 9 | 3rl, te 3 | rl. Kako je 3 prost
broj, dobijamo da 3 | r, ili 3 | l. Kako je jasno da 3 - l, dobijamo da 3 | r, te je r > 3. No, 3k = 0 u Z9

za k ∈ {3, 6}, pa je za te elemente red jednak 3.

v) Neka je k ∈ Z15 \ {0} reda r. To znaqi da je rk = 0 u Z15, odnosno da 15 | rk u Z. Kako 15 nije
prost broj, to i ovde imamo dva sluqaja.

3 | k. Dakle, k ∈ {3, 6, 9, 12} te je k = 3l, gde l ∈ {1, 2, 3, 4}. Iz 15 | rk dobijamo da 15 | 3rl, te 5 | rl. Kako
je 5 prost broj i 5 - l, dobijamo da 5 | r. Kao i u prethodnim sluqajevima, mo�emo da zakǉuqimo da
je u ovom sluqaju red elementa k jednak bax 5.

5 | k. U ovom sluqaju k ∈ {5, 10}, te je k = 5l, gde l ∈ {1, 2}. Iz 15 | rk dobijamo da 15 | 5rl, te 3 | rl.
Sledi da 3 | r i da je red elementa k u ovom sluqaju jednak bax 3.

Primetimo da su ovi sluqajevi razdvojeni jer ne postoji k ∈ Z15 \ {0} koje je deǉivo i za 3 i sa
5. Tako�e, rezultat smo mogli dobiti i korix�eǌem formule za red elementa uz qiǌenicu da je
1 generator u ovim grupama i da je k = k1, ali smo �eleli da ipak to prika�emo direktno za ove
primere.

4. Neka je g element grupe G. Dokazati da je G = {gx : x ∈ G}, pri qemu je gx 6= gy za x 6= y.

Rexeǌe: Doka�imo prvo da je skup H = {gx : x ∈ G} jednak G.

Dokaz za H ⊆ G. Neka je h ∈ H. Tada je h = gx za neko x ∈ G. Kako je g, x ∈ G, to zbog zatvorenosti
operacije na skupu G va�i i gx ∈ G, tj. h ∈ G.

Dokaz za G ⊆ H. Neka je h ∈ G. Kako je g−1 ∈ G, to zbog zatvorenosti operacije na G va�i i
g−1h ∈ G. Po definiciji skupa H je g(g−1h) = h ∈ H, qime je dokaz jednakosti G = H zavrxen.

Da bismo dokazali drugi deo tvr�eǌa, pretpostavimo da je gx = gy, za neke x, y ∈ G. Mno�eǌem
ove jednakosti sleva sa g−1 dobijamo x = y, xto je i trebalo dokazati.

5. Neka elementi x, y i xy neke grupe G imaju red 2. Dokazati da je xy = yx.

Rexeǌe: Dakle, na osnovu uslova zadatka imamo da je

x2 = y2 = (xy)2 = e.

Tada imamo i slede�e:
(xy)(xy) = (xy)2 = e = ee = x2y2 = (xx)(yy),
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odnosno,
xyxy = xxyy.

Ako ovu jednakost sleva pomno�imo sa x−1, a zdesna sa y−1 dobijamo

yx = xy,

xto se i tra�ilo.

6. Neka je G = Q ∩ [0, 1). Na skupu G zadata je operacija ⊕ sa:

x⊕ y =

{
x+ y, 0 6 x+ y < 1
x+ y − 1, x+ y > 1.

Pokazati da je G beskonaqna Abelova grupa qiji su svi elementi konaqnog reda.

Rexeǌe: Neka je x, y ∈ G. Jasno je da je tada x ⊕ y ∈ Q. Proverimo da je i x ⊕ y ∈ [0, 1). Ako je
0 6 x+ y < 1, tada je x⊕ y = x+ y ∈ [0, 1); ako je x+ y > 1, tada je x⊕ y = x+ y− 1, pa kako je x+ y < 2
(jer je x, y < 1), to je i u ovom sluqaju x⊕ y ∈ [0, 1). Dakle, ⊕ je operacija na G.

Doka�imo da je ⊕ asocijativna operacija. Neka je x, y, z ∈ G. Primetimo da u definiciji operacije
⊕ imamo ,,dva sluqaja”. To nam sugerixe da �emo i prilikom dokazivaǌa asocijativnosti imati
nekoliko sluqajeva, koje razlikujemo kako bismo mogli da izraqunamo (x⊕ y)⊕ z i x⊕ (y ⊕ z).

Sluqaj 1. 0 6 x+ y < 1 i 0 6 y + z < 1.

U ovom sluqaju va�i (x⊕ y)⊕ z = (x+ y)⊕ z i x⊕ (y ⊕ z) = x⊕ (y + z). Vrednost prethodnih izraza
zavisi od x + y + z. Kako je x + y < 1 i z < 1, to je 0 6 x + y + z < 2, pa je dovoǉno razmotriti
sluqajeve 0 6 x+ y + z < 1 i x+ y + z > 1.

– Ako je 0 6 x + y + z < 1, tada va�i (x + y) ⊕ z = x + y + z i x ⊕ (y + z) = x + y + z, pa je
(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z).

– Ako je x+ y + z > 1, tada va�i (x+ y)⊕ z = x+ y + z − 1 i x⊕ (y + z) = x+ y + z − 1, pa je opet
(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z).

Sluqaj 2. 0 6 x+ y < 1 i y + z > 1.

U ovom sluqaju va�i (x⊕ y)⊕ z = (x+ y)⊕ z i x⊕ (y⊕ z) = x⊕ (y+ z− 1). Kako je x+ y < 1 i z < 1, to
je x+ y+ z < 2, a kako je y+ z > 1 i x > 0, to je i 1 6 x+ y+ z. Dakle, va�i (x+ y)⊕ z = x+ y+ z− 1
i x⊕ (y + z − 1) = x+ y + z − 1 (jer je 0 6 x+ y + z − 1 < 1), pa je (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z).

Sluqaj 3. x+ y > 1 i 0 6 y + z < 1.

Ovaj sluqaj razmatramo kao prethodni.

Sluqaj 4. x+ y > 1 i y + z > 1.

U ovom sluqaju va�i (x⊕ y)⊕ z = (x+ y− 1)⊕ z i x⊕ (y⊕ z) = x⊕ (y+ z − 1). Kako je x+ y > 1, to je
x+ y+ z > 1, a kako je x, y, z < 1, to je x+ y+ z < 3. Razmotrimo zasebno sluqajeve: 1 6 x+ y+ z < 2
i 2 6 x+ y + z < 3.

– Ako je 1 6 x + y + z < 2, tada je 0 6 x + y + z − 1 < 1, pa va�i (x + y − 1) ⊕ z = x + y − 1 + z i
x⊕ (y + z − 1) = x+ y + z − 1, a samim tim i (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z).

– Ako je 2 6 x+y+z < 3, tada je x+y+z−1 > 1, pa va�i (x+y−1)⊕z = x+y−1+z−1 = x+y+z−2
i x⊕ (y + z − 1) = x+ y + z − 1− 1 = x+ y + z − 2, a samim tim i (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z).

Napomena. Asocijativnost operacije smo mogli kra�e dokazati koriste�i svojstva funkcija [x]
(ceo deo od x) i {x} (razlomǉeni deo od x), gde je x realan broj.

Sigurno je svima poznata funkcija [x]. Podsetimo se da je za x ∈ R ceo deo od x, tj. [x] jedinstveni
ceo broj za koji va�i: [x] 6 x < [x] + 1. Ovo je ekvivalentno sa x− 1 < [x] 6 x. Primetimo da va�i
slede�e: [x+ 1] = [x] + 1. Naime, iz x− 1 < [x] 6 x dobijamo (x+ 1)− 1 < [x] + 1 6 x+ 1. Kako je [x+ 1]
jedini ceo broj za koji va�i (x+ 1)− 1 < [x+ 1] 6 x+ 1, to mora biti [x+ 1] = [x] + 1.
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Razlomǉeni deo broja x, u oznaci {x} definixe se sa: {x} : = x− [x]. Primetimo da je ova funkcija
periodiqna sa periodom 1: {x+1} = (x+1)−[x+1] = (x+1)−([x]+1) = x−[x]. Stoga je i {x+m} = {x}
za sve m ∈ Z.
Zaxto uopxte priqamo o ovim funkcijama? Razlog je jednostavan, ako su x, y ∈ G, x⊕ y nije nixta
drugo do {x+ y}. Naime, ako je x+ y < 1, onda je (obratite pa�ǌu da x, y > 0) [x+ y] = 0 i stoga je
{x+ y} = x+ y − [x+ y] = x+ y, a ako je x+ y > 1, tada je [x+ y] = 1 (znamo da je sigurno x+ y < 2),
pa je {x+ y} = x+ y − [x+ y] = x+ y − 1.

Sada je lako pokazati da je operacija ⊕ asocijativna. Naime:

(x⊕ y)⊕ z = {{x+ y}+ z} = {x+ y − [x+ y] + z} = {x+ y + z − [x+ y]} = {x+ y + z},

a
x⊕ (y ⊕ z) = {x+ {y + z}} = {x+ y + z − [y + z]} = {x+ y + z}.

Nastavimo sa proverom da je G grupa. Doka�imo da je 0 neutral operacije ⊕. Zaista, ako je x ∈ G,
tada va�i 0 6 0 + x < 1, pa je x⊕ 0 = x i 0⊕ x = x.

Odredimo inverz x′ elementa x ∈ G, tj. element takav da va�i x ⊕ x′ = x′ ⊕ x = 0. Uvidom u
definiciju operacije ⊕, jasno je da ove jednakosti va�e za x′ = 1 − x ako je x 6= 0, odnosno x′ = 0
ako je x = 0.

Jasno je da je grupa G Abelova i da je beskonaqna. Doka�imo jox da je svaki element iz G konaqnog
reda.

Neka je m
n ∈ G. Tada je m

n = m 1
n (primetimo da je m < n), pa je dovoǉno dokazati da je element 1

n
konaqnog reda. No, to je lako dokazati, poxto je jasno da je

1
n
⊕ · · · ⊕ 1

n︸ ︷︷ ︸
n−1

=
n− 1
n

,

a
n− 1
n
⊕ 1
n

=
n− 1
n

+
1
n
− 1 = 0,

te je n 1
n = 0, tj. red elementa 1

n je zapravo n.

7. Neka je

SL2(Z) =
{[
a b
c d

]
: ad− bc = 1

}
.

Dokazati da je SL2(Z) grupa u odnosu na mno�eǌe matrica. Ako su matrice A,B ∈ SL2(Z) zadate
sa:

A =
[
0 −1
1 0

]
, B =

[
0 1
−1 −1

]
,

odrediti redove elemenata A, B, AB i BA.

Rexeǌe: Primetimo da je SL2(Z) skup matrica iz M2(Z) qija je determinanta jednaka 1.

Neka je A,B ∈ SL2(Z). Tada je AB ∈ M2(Z), tj. svi elementi matrice AB su celi brojevi. Kako je
po Bine-Koxijevoj teoremi det(AB) = det(A) det(B), to je i det(AB) = 1, pa va�i AB ∈ SL2(Z).

Kao u prethodnom zadatku zakǉuqujemo da je operacija asocijativna i da je ǌen neutral E (jer je
E ∈ SL2(Z)).

Doka�imo i da matrica A ∈ SL2(Z) ima inverz u SL2(Z). Neka je A =
[
a b
c d

]
. Znamo da inverz

matrice, tj. A−1, mo�emo odrediti po formuli

A−1 =
1

det(A)
adj(A),

pa kako je det(A) = 1, to je

A−1 = adj(A) =
[

d −b
−c a

]
.

4



Dakle, A−1 ∈ M2(Z), pa kako je det(A−1) = da − (−b)(−c) = det(A) = 1, zakǉuqujemo da va�i A−1 ∈
SL2(Z).

Direktnim raqunom dobijamo da je

A2 =
[
−1 0
0 −1

]
,

a odavde sledi da je A4 = E. Iz posledǌe jednakosti zakǉuqujemo da red elementa A deli 4, no,
kako A2 6= E, zakǉuqujemo da je red elementa A jednak 4 (naravno, mogli smo izraqunati i A3 i
proveriti da je A3 6= E).

Opet direktnim raqunom dobijamo da je:

B2 =
[
−1 −1
1 0

]
, B3 = E,

te je red elementa B jednak 3.

C = AB =
[

1 1
0 1

]
,

Indukcijom nije texko pokazati da je

Cn =
[

1 n
0 0

]
.

Naime, vidimo da je ta jednakost taqna za n = 1. Iz pretpostavke da je

Cn =
[

1 n
0 0

]
.

dobijamo

Cn+1 = CnC =
[

1 n+ 1
0 0

]
.

Stoga vidimo da je Cn 6= E za sve n ≥ 1, pa je element C = AB beskonaqnog reda.

Element BA je zapravo koǌugovan elementu AB:

BA = A−1(AB)A,

pa je stoga istog reda kao i AB, tj. i on je beskonaqnog reda.

8. Na�i sve podgrupe grupa Z4, Z7, Z12, D4 i D5.

Rexeǌe: Podgrupe cikliqnih grupa nije texko odrediti. Mi znamo da svaka cikliqna grupa ima
taqno jednu podgrupu reda k za svaki k koji je delilac reda te grupa.

Jedine podgrupe grupe Z4 su reda 1, 2 i 4 i to su zapravo podgrupe {0}, {0, 2}, Z4.

Kako je 7 prost broj, to su jedine podgrupe grupe Z7 reda 1 i 7, odnosno to je trivijalna podgrupa
{0} i cela grupa Z7.

Podgrupe grupe Z12 su reda 1, 2, 3, 4, 6 i 12. To su redom podgrupe: {0}, {0, 6}, {0, 4, 8}, {0, 3, 6, 9}
i Z12.

Kako je |D4| = 8, po Lagran�ovoj teoremi svaka podgrupa grupe D4 ima 1, 2, 4 ili 8 elemenata.
Jasno, jedina podgrupa sa jednim elementom je {ε}. Podgrupe sa 2 elementa odgovaraju elementima
reda 2 grupe D4, a to su σ, σρ, σρ2, σρ3, ρ2, pa su {ε, σ}, {ε, σρ}, {ε, σρ2}, {ε, σρ3} i {ε, ρ2} sve podgrupe
reda 2 grupe D4.

Odredimo sada sve podgrupe reda 4 grupe D4. Primetimo da je 〈ρ〉 = 〈ρ3〉 = {ε, ρ, ρ2, ρ3}, pa je
{ε, ρ, ρ2, ρ3} jedina podgrupa reda 4 grupe D4 koja sadr�i ρ ili ρ3. Neka je zato H podgrupa reda

5



4 takva da ρ, ρ3 6∈ H. Ova podgrupa sadr�i barem dve simetrije σρi i σρj, 0 6 i < j 6 3 (jer pored
simetrija mo�e sadr�ati jox samo ε i ρ2), pa va�i

H 3 σρiσρj = σσρn−iρj = ρj−i 6= ε.

Dakle, H sadr�i barem jednu rotaciju, a kako je ρ2 jedina rotacija koju H mo�e sadr�ati zakǉuqu-
jemo da je j − i = 2 (jer je 0 < j − i 6 3). Dakle, imamo dve mogu�nosti za H, a to su {ε, ρ2, σ, σρ2} i
{ε, ρ2, σρ, σρ3}. Primetimo da su svi elementi ovih skupova reda 1 ili 2, pa je svaki od ǌih jednak
svom inverzu. Tako�e, nije texko proveriti da su ovi skupovi zatvoreni za operaciju, pa jesu
podgrupe grupe D4.

Konaqno, jedina podgrupa reda 8 je bax D4, tako da su sve podgrupe grupe D4

{ε}, {ε, σ}, {ε, σρ}, {ε, σρ2}, {ε, σρ3}, {ε, ρ2},

{ε, ρ2, σ, σρ2}, {ε, ρ2, σρ, σρ3}, {ε, ρ, ρ2, ρ3} i D4.

Kako je |D5| = 10, po Lagran�ovoj teoremi svaka podgrupa grupe D5 ima 1, 2, 5 ili 10 elemenata.
Jasno, jedina podgrupa sa jednim elementom je {ε}, a sliqno kao u delu pod v) zakǉuqujemo da su
sve podgrupe sa 2 elementa {ε, σ}, {ε, σρ}, {ε, σρ2}, {ε, σρ3} i {ε, σρ4}.
Odredimo podgrupe reda 5 grupe D5. Kako je 〈ρ〉 = 〈ρ2〉 = 〈ρ3〉 = 〈ρ4〉 = {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4}, zakǉuqujemo da
je {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4} jedina podgrupa reda 5 koja sadr�i neki od elemenata ρ, ρ2, ρ3, ρ4. Pretpostavimo
da postoji i neka druga podgrupa H grupe D5 koja je reda 5. Tada H sadr�i neke dve simetrije
σρi i σρj, 0 6 i < j 6 4, pa kao u prethodnom delu zakǉuqujemo da H 3 σρiσρj = ρj−i, xto je
kontradikcija.

Jedina podgrupa reda 10 je D5, tako da su sve podgrupe grupe D5

{ε}, {ε, σ}, {ε, σρ}, {ε, σρ2}, {ε, σρ3}, {ε, σρ4}, {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4} i D5.

9. Odrediti podgrupu od Dn generisanu elementima ρ2 i ρ2σ; posebno diskutovati sluqaj parnog, a
posebno neparnog n.

Rexeǌe: Primetimo da je σ = (ρ2)−1(ρ2σ), pa σ pripada toj podgrupi. No, ρ2σ je proizvod eleme-
nata ρ2 i σ, pa ρ2σ pripada podgrupi generisanoj sa ρ2 i σ. Zakǉuqujemo da je

〈ρ2, ρ2σ〉 = 〈ρ2, σ〉,

pa �emo u daǉem ispitivati podgrupu 〈ρ2, σ〉.

Odredimo red elementa ρ2. Znamo da je ω(ρ) = n.

n je neparan broj. U ovom sluqaju je

ω(ρ2) =
n

NZD(2, n)
=
n

1
= n.

Zapravo je 〈ρ2〉 = 〈ρ〉, i stoga je 〈ρ2, σ〉 = Dn.

n je paran broj. Neka je n = 2k. Tada je

ω(ρ2) =
2k

NZD(2, 2k)
=

2k
2

= k.

Zapravo je 〈ρ2〉 = {ε, ρ2, . . . , ρ2k−2}, te je

{ε, ρ2, . . . , ρ2k−2, σ, σρ2, . . . , σρ2k−2} ⊆ 〈ρ2, σ〉

i ρ 6∈ 〈ρ2, σ〉. Dakle, dobili smo da navedena podgrupa ima bar 2k elemenata i da ona nije jednaka
celoj grupi koja ima 4k elemenata. Zakǉuqujemo da je ta podgrupa zapravo jednaka

{ε, ρ2, . . . , ρ2k−2, σ, σρ2, . . . , σρ2k−2}.

Nije texko uveriti se da je ta podgrupa izomorfna grupi Dk.
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10. Neka je G Abelova grupa i H skup svih elemenata konaqnog reda u G. Dokazati da je H podgrupa
od G.

Rexeǌe: Neka su x i y proizvoǉni elementi podgrupe H. Kako je grupa G Abelova koristi�emo
aditivnu notaciju. Ukoliko je ω(x) = m i ω(y) = n, to je mx = 0 i ny = 0. Tada je

mn(x− y) = mnx−mny = n(mx)−m(ny) = n0−m0 = 0,

pa je red elementa x− y konaqan, tj. x− y ∈ H. Uz qiǌenicu da je 0 ∈ H, te H 6= ∅, to nam pokazuje
da je H zaista podgrupa grupe G.

11. Dokazati da Abelova grupa Q nema konaqan skup generatora.

Rexeǌe: Pretpostavimo da grupa Q ima konaqan skup generatora. Neka su to brojevi r1
s1
, r2s2 , . . . ,

rk

sk
.

To znaqi da je svaki racionalan broj oblika

n1
r1
s1

+ n2
r2
s2

+ · · ·+ nk
rk
sk
,

za neke cele brojeve n1, n2, . . . , nk. Svo�eǌem na zajedniqki imenilac dobijamo da je svaki racionalan
broj oblika

m

s1s2 · · · sk
,

za neki ceo broj m. Neka je p bilo koji prost broj koji ne deli nijedan od brojeva s1, s2, . . . , sk.
Jasno je da takav postoji poxto je skup svih prostih brojeva beskonaqan, a svaki od brojeva si je
deǉiv konaqnim brojem prostih brojeva. Tako bismo dobili da je

1
p

=
m

s1s2 · · · sk
,

za neki ceo broj m, te je
s1s2 · · · sk = pm.

Zakǉuqujemo da p | s1s2 · · · sk, a kako je p prost broj, dobijamo da p | sj za neko j, xto protivreqi
izboru prostog broja p. Prema tome, Abelova grupa Q nema konaqan skup generatora.

12. Permutacije (4 5 6 8)(1 2 4 5) i (6 2 4)(2 5 3)(8 7 6)(4 5) iz S8 predstaviti kao proizvod disjunktnih cik-
lusa i odrediti ǌihov red.

Rexeǌe: Direktno dobijamo da je

(4 5 6 8)(1 2 4 5) = (1 2 5)(4 6 8), (6 2 4)(2 5 3)(8 7 6)(4 5) = (2 5 6 8 7)(3 4)

te je
ω((4 5 6 8)(1 2 4 5)) = NZS(3, 3) = 3, ω((6 2 4)(2 5 3)(8 7 6)(4 5)) = NZS(5, 2) = 10.

13. Pokazati da je H = {π ∈ S8 : π(2) = 2, π(3) = 3, π(6) = 6} podgrupa grupe S8 (u odnosu na kompoziciju
permutacija) i odrediti red te podgrupe.

Rexeǌe: Jasno je da identiqna permutacija zadovoǉava navedeni uslov, te H 6= ∅.
Pretpostavimo da σ, π ∈ H. Poka�imo da tada i σπ−1 ∈ H. Kako π ∈ H, to je π(2) = 2, pa je i
π−1(2) = 2. Sliqno va�i i za brojeve 3 i 6. Stoga, ako k ∈ {2, 3, 6}:

(σπ−1)(k)) = σ(π−1(k)) = σ(k) = k

i zakǉuqujemo da zaista σπ−1 ∈ H.

Red podgrupe H nije texko odrediti. Naime, svaka permutacija iz H fiksira elemente 2, 3 i 6,
dok slobodno permutuje elemente 1, 4, 5, 7, 8. Dakle, elemenata u H ima koliko i permutacija ovih
5 elemenata, tj. |H| = 5!. Zapravo je H ∼= S{1,4,5,7,8}.
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14. Na�i sve podgrupe od S4 koje imaju 6 elemenata.

Rexeǌe: Primetimo najpre da u S4 ne postoji element reda 6. Naime, svaka neidentiqna per-
mutacija u S4 je ili 3-cikl, ili 4-cikl, ili 2-cikl, ili je proizvod dva disjunktna 2-cikla.
Dakle, svaki element sem neutrala je reda 2, 3 ili 4. U podgrupi reda 6 ne mo�e biti elemenata
reda 4, jer 4 - 6.

Ako pogledamo prethodni zadatak, nije texko da uoqimo nekoliko podgrupa od S4 koje su reda 6.
Naime, to su podgrupe Hi, gde i ∈ {1, 2, 3, 4} odre�ene sa:

Hi := {π ∈ S4 : π(i) = i}.

Poka�imo da su to i jedine podgrupe grupe S4 koje su reda 6.

U tu svrhu, neka je H 6 S4 i |H| = 6. Na osnovu Koxijeve teoreme u ǌoj postoji element reda
3. Svaki element reda 3 u grupi S4 je jedan 3-cikl. Neka je, na primer, (2 3 4) taj 3-cikl koji se
nalazi u H. Tada je {(1), (2 3 4), (2 4 3)} ⊂ H. U H se mora nalaziti i neki element σ reda 2. No,
tada je zapravo

H = {(1), (2 3 4), (2 4 3), σ, σ(2 3 4), σ(2 4 3)}.

Naime, svi ovi elementi moraju biti u H, a lako se pokazuje da su oni svi razliqiti. No, u H se
mora nalaziti i element

(2 3 4)σ.

Lako se vidi (pogledati u skriptama kako se opisuju grupe reda 6) da

(2 3 4)σ 6∈ {(1), (2 3 4), (2 4 3), σ}.

Ukoliko bi va�ila jednakost
(2 3 4)σ = σ(2 3 4),

iz qiǌenice da je
〈(2 3 4)〉 ∩ 〈σ〉 = {(1), (2 3 4), (2 4 3)} ∩ {(1), σ} = {(1)}

dobili bismo da je (2 3 4)σ element reda 6, a ve� smo konstatovali da u S4 nema elemenata reda 6.

Stoga mora biti
(2 3 4)σ = σ(2 4 3).

Dobijamo da je
(2 3 4) = σ(2 3 4)σ−1 = (σ(2)σ(3)σ(4)),

te je {σ(2), σ(3), σ(4)} = {2, 3, 4}, te mora biti σ(1) = 1. Tako dobijamo da svaki element π ∈ H
ispuǌava uslov da je π(1) = 1, te mo�emo zakǉuqiti da je H = H1.

15. Ako π, σ ∈ Sn, dokazati da πσπ−1σ−1 ∈ An.

Rexeǌe: Predstavimo π i σ u obliku proizvoda transpozicija:

π = τ1τ2 · · · τk, σ = θ1θ2 · · · θl.

Tada je

πσπ−1σ−1 = τ1τ2 · · · τkθ1θ2 · · · θl(τ1τ2 · · · τk)−1(θ1θ2 · · · θl)−1

= τ1τ2 · · · τkθ1θ2 · · · θlτ−1
k · · · τ

−1
2 τ−1

1 θ−1
l · · · θ

−1
2 θ−1

1

= τ1τ2 · · · τkθ1θ2 · · · θlτk · · · τ2τ1θl · · · θ2θ1

Dakle, broj transpozicija u ovom prikazu permutacije πσπ−1σ−1 je k + l + k + l = 2(k + l) te je u
pitaǌu parna permutacija, tj. πσπ−1σ−1 ∈ An.
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16. Ako je n neparan broj, dokazati da (1 2 3) i (1 2 . . . n) generixu An. Ako je n paran broj, dokazati
da (1 2 3) i (2 3 · · · n) generixu An.

Rexeǌe: a) Kako je n neparan broj va�i (1 2 . . . n) ∈ An, pa je

〈(1 2 3), (1 2 . . . n)〉 ⊆ An.

U skriptama smo dokazali da je podgrupa An generisana ciklusima oblika (1 a b), gde je a, b ∈
{2, 3, . . . , n} i a 6= b. Stoga je dovoǉno dokazati da se u 〈(1 2 3), (1 2 . . . n)〉 nalaze svi ciklusi tog
oblika. Oznaqimo G = 〈(1 2 3), (1 2 . . . n)〉 i π = (1 2 . . . n).

Doka�imo prvo da je (i i+ 1 i+ 2) ∈ G za sve 1 6 i 6 n− 2. Ovo dokazujemo indukcijom po i. Za i = 1
tvr�eǌe va�i (jer je (1 2 3) ∈ G). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za neko i 6 n−3 i doka�imo
ga za i+ 1. Koriste�i poznatu formulu dobijamo

π (i i+ 1 i+ 2)π−1 = (π(i) π(i+ 1) π(i+ 2)) = (i+ 1 i+ 2 i+ 3),

pa kako je π ∈ G i (i i + 1 i + 2) ∈ G (po induktivnoj pretpostavci), to je i (i + 1 i + 2 i + 3) =
π (i i+ 1 i+ 2)π−1 ∈ G.
Doka�imo sada da je (1 i i + 1) ∈ G za sve 2 6 i 6 n − 1. Dokaz izvodimo indukcijom po i. Za i = 2
tvr�eǌe va�i (jer je (1 2 3) ∈ G). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za neko i 6 n−2 i doka�imo
ga za i+ 1. Koriste�i istu formulu kao i gore dobijamo

(i i+ 1 i+ 2)(1 i i+ 1)(i i+ 1 i+ 2)−1 = (1 i+ 1 i+ 2),

pa kako je (i i + 1 i + 2) ∈ G (dokazano u prethodnom pasusu) i (1 i i + 1) ∈ G (po induktivnoj
pretpostavci), to je (1 i+ 1 i+ 2) ∈ G.
Konaqno, doka�imo da je (1 i i + k) ∈ G za sve i, k takve da je 2 6 i < i + k 6 n. Dokaz izvodimo
indukcijom po k. Za k = 1 tvr�eǌe va�i po prethodnom pasusu. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe
va�i za k > 1 (i sve i takve da je 2 6 i < i + k 6 n) i doka�imo ga za k + 1 (i sve i takve da je
2 6 i < i + k + 1 6 n). Po prethodnom pasusu je (1 i + k i + k + 1) ∈ G, pa je (1 i + k + 1 i + k) =
(1 i+ k i+ k + 1)−1 ∈ G. Ponovnom primenom formule dobijamo

(1 i+ k + 1 i+ k)(1 i i+ k)(1 i+ k + 1 i+ k)−1 = (i+ k + 1 i 1),

pa je (i+ k + 1 i 1) ∈ G, a samim tim i (1 i i+ k + 1) = (i+ k + 1 i 1)−1 ∈ G.
Dakle, (1 i i+ k) ∈ G za sve i, k takve da je 2 6 i < i+ k 6 n, pa je i (1 i+ k i) = (1 i i+ k)−1 ∈ G. Kako
je svaki ciklus (1 a b), gde je a, b ∈ {2, 3, . . . , n} i a 6= b, jednog od ova dva oblika, dokaz je zavrxen.

b) Kako je n paran broj va�i (2 3 . . . n) ∈ An, pa je

〈(1 2 3), (2 3 . . . n)〉 ⊆ An.

Sliqno kao u delu pod a) dovoǉno je dokazati da 〈(1 2 3), (2 3 . . . n)〉 sadr�i sve cikluse oblika
(1 a b), gde je a, b ∈ {2, 3, . . . , n} i a 6= b. Oznaqimo G = 〈(1 2 3), (2 3 . . . n)〉 i π = (2 3 . . . n).

Doka�imo prvo da je (1 i i + 1) ∈ G za sve 2 6 i 6 n − 1. Ovo dokazujemo indukcijom po i. Za i = 2
tvr�eǌe va�i (jer je (1 2 3) ∈ G). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za neko i 6 n−2 i doka�imo
ga za i+ 1. Imamo da je

π (1 i i+ 1)π−1 = (π(1) π(i) π(i+ 1)) = (1 i+ 1 i+ 2),

pa kako su π ∈ G i (1 i i+ 1) ∈ G (po induktivnoj pretpostavci), to je i (1 i+ 1 i+ 2) ∈ G.
Doka�imo sada da je (i i + 1 i + 2) ∈ G za sve 1 6 i 6 n − 2. Dokaz izvodimo indukcijom po i. Za
i = 1 tvr�eǌe va�i (jer je (1 2 3) ∈ G). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za neko i 6 n − 3 i
doka�imo ga za i+ 1. Va�i da je

(1 i+ 1 i+ 2)(1 i i+ 1)(i i+ 1 i+ 2)−1 = (i+ 1 i i+ 2) = (i i+ 2 i+ 1),

pa kako je (1 i i + 1) i (1 i + 1 i + 2) u G (dokazano u prethodnom pasusu), to je (i i + 2 i + 1) ∈ G.
Odavde je (i i+ 1 i+ 2) = (i i+ 2 i+ 1)−1 ∈ G, xto je trebalo dokazati.

Dokaz sada mo�emo zavrxiti kao u delu pod a).
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17. Pokazati da A4 sadr�i podgrupu izomorfnu grupi simetrija pravougaonika koji nije kvadrat.

Rexeǌe: Oznaqimo temena kvadrata brojevima od 1 do 4. Znamo da je Klajnova grupa V =
{ε,Sp,Sq,SO}, gde je sa Sp oznaqena osna refleksija u odnosu na pravu p, koja je simetrala stranica
12 i 34, sa Sq osna refleksija u odnosu na pravu q koja je simetrala stranica 14 i 23 i sa SO
centralna simetrija u odnosu na taqku O koja je presek pravih p i q.

Svaki element Klajnove grupe permutuje temena pravougaonika. Posmatrajmo podgrupu V ′ grupe
A4 zadatu sa V ′ = {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}. Ako svakom elementu grupe V pridru�imo per-
mutaciju temena koju taj element vrxi, vidimo da ε odgovara identiqnoj permutaciji, Sp odgovara
permutaciji (1 2)(3 4), Sq permutaciji (1 4)(2 3) i SO permutaciji (1 3)(2 4). Tako smo dobili bijek-
ciju izme�u V i V ′, no kako je u oba sluqaja operacija u grupi zapravo kompozicija preslikavaǌa,
a pridru�ivaǌe je zapravo restrikcija preslikavaǌa na skup temena, jasno je da se ta bijekcija
sla�e sa operacijama, tj. zadaje izomorfizam grupa V i V ′.

18. Pokazati da brojevi 1, 2, 4, 5, 7, 8 qine grupu u odnosu na mno�eǌe po modulu 9 i da je ta grupa
izomorfna grupi Z6

Rexeǌe: Neka je G = {1, 2, 4, 5, 7, 8}. Posmatrajmo tablicu mno�eǌa u ovom skupu pri qemu je
operacija ·9:

·9 1 2 4 5 7 8
1 1 2 4 5 7 8
2 2 4 8 1 5 7
4 4 8 7 2 1 5
5 5 1 2 7 8 4
7 7 5 1 8 4 2
8 8 7 5 4 2 1

Znamo da je mno�eǌe po modulu n, gde je n bilo koji prirodan broj ve�i od 1 komutativna i
asocijativna operacija. Tako�e je jasno i da je 1 neutral za ovu operaciju. Gorǌa tablica nam
pokazuje i da svaki element iz G ima inverz u odnosu na tu operaciju, te je G zaista grupa (zapravo
Abelova grupa).

Da bismo pokazali da je ova grupa izomorfna grupi Z6 dovoǉno je pokazati da je ona cikliqna, s
obzirom da je svaka cikliqna grupa reda 6 izomorfna grupi Z6. Dakle, treba na�i generator za
grupu G. Direktnim raqunom dobijamo da je to element 2. Naime:

20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 7, 25 = 5,

pa je zaista 〈2〉 = G.

19. Pokazati da brojevi 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19 qine grupu u odnosu na mno�eǌe po modulu 20 i da
ta grupa nije izomorfna grupi Z8.

Rexeǌe: Neka je G = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}. Formirajmo tablicu mno�eǌa.

·20 1 3 7 9 11 13 17 19
1 1 3 7 9 11 13 17 19
3 3 9 1 7 13 19 11 17
7 7 1 9 3 17 11 19 13
9 9 7 3 1 19 17 13 11
11 11 13 17 19 1 3 7 9
13 13 19 11 17 3 9 1 7
17 17 11 19 13 7 1 9 3
19 19 17 13 11 9 7 3 1

Iz tablice vidimo da zaista svaki element iz G ima inverz u G i, kao u prethodnom zadatku,
zakǉuqujemo da je (G, ·20) Abelova grupa.

Da bismo dokazali da ova grupa nije izomorfna grupi Z8 dovoǉno je dokazati da (G, ·20) nije
cikliqna grupa. Znamo da je neka grupa cikliqna ako i samo ako sadr�i element qiji je red jednak
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redu grupe, tako da je dovoǉno dokazati da u G nema elemenata reda 8. Slede�a tabela dokazuje
ovu tvrdǌu:

n 1 3 7 9 11 13 17 19
ω(n) 1 4 4 2 2 4 4 2

.

20. Neka je G grupa. Dokazati da je f : G → G, definisano sa f(x) = x−1 izomorfizam ako i samo ako
je grupa G Abelova.

Rexeǌe: S obzirom da je jasno da je f bijekcija, f je izomorfizam ako i samo ako je :

f(xy) = f(x)f(y)

za sve x, y ∈ G. Drugim reqima, f je izomorfizam ako i samo ako za sve x, y ∈ G va�i:

(xy)−1 = x−1y−1.

S obzirom da je (xy)−1 = y−1x−1, dobijamo da je f izomorfizam akko za sve x, y ∈ G va�i:

y−1x−1 = x−1y−1.

Mno�eǌem sleva najpre sa x, a potom sa y dobijamo da je ta relacija ekvivalentna sa:

yxy−1x−1 = e.

Mno�eǌe zdesna najpre sa x, a potom sa y dobijamo ekvivalentnu relaciju

yx = xy,

xto i pokazuje da je f izomorfizam ako i samo ako je grupa G komutativna.

21. Dokazati da je podgrupa grupe S6, koja je generisana ciklusima (1 2 3 4) i (5 6) izomorfna grupi iz
19. zadatka.

Rexeǌe: Neka je π = (1 2 3 4), a σ = (5 6). S obzirom da su ovo disjunktni ciklusi znamo da
je πσ = σπ. Oznaqimo sa H podgrupu od S6 generisanu ciklusima π i σ. S obzirom da π i σ
komutiraju i da je ω(π) = 4, a ω(σ) = 2, imamo da je

H = {(1), π, π2, π3, σ, σπ, σπ2, σπ3}.

Ako sa H1 oznaqimo podgrupu generisanu sa π, a sa H2 podgrupu generisanu sa σ, vidimo da su
ispuǌeni uslovi za primenu stava o rastavu na direktan proizvod, te je

H ∼= H1 ×H2
∼= Z4 × Z2.

Dakle, sada treba da poka�emo da je i grupa G iz 19. zadatka izomorfna istom proizvodu. Oz-
naqimo sa G1 podgrupu generisanu elementom 3, a sa G2 podgrupu generisanu elementom 11. Kako
je G1 = {1, 3, 9, 7}, G2 = {1, 11}, vidimo da je G1 ∩G2 = ∅. Tako�e se direktno mo�e proveriti da je
G1G2 = G, a znamo i da je G komutativna grupa. Stoga je

G ∼= G1 ×G2
∼= Z4 × Z2,

te dobijamo da je zaista H ∼= G.

22. Dokazati da je podgrupa od S4, generisana elementima (1 2 3 4) i (2 4) izomorfna grupi D4.

Rexeǌe: Neka je π = (1 2 3 4), a θ = (2 4). Tada je

θπ = (2 4)(1 2 3 4) = (1 4)(2 3)

S obzirom da je π3 = (1 4 3 2), dobijamo da je

π3θ = (1 4 3 2)(2 4) = (1 4)(2 3).

Dakle, θπ = π3θ. S obzirom da je ω(π) = 4 i ω(θ) = 2, vidimo da ovi elementi ispuǌavaju iste
uslove kao i elementi ρ i σ u grupi D4. Prema tome, ako sa G oznaqimo podgrupu od S4 generisanu
elementima π i θ, imamo da je G = {(1), π, π2, π3, θ, θπ, θπ2, θπ3} i da je f : D4 → G zadato sa f(σiρj) =
θiπj), gde je 0 6 i 6 1, 0 6 j 6 3 izomorfizam grupa.
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23. Odrediti Z(Sn), Z(An), Z(Dn).

Rexeǌe: a) Ako je n 6 2, tada grupa Sn grupa ima najvixe 2 elementa, pa je Abelova i va�i
Z(Sn) = Sn. Neka je zato n > 3.

Neka je π ∈ Z(Sn). Pretpostavimo da π 6= (1). To znaqi da za neko a ∈ {1, . . . , n} va�i b = π(a) 6= a.
Uzmimo element c 6∈ {a, b}. On postoji poxto je n > 3. Kako π pripada centru grupe Sn, to mora
biti π(a c) = (a c)π, tj.

π(a c)π−1 = (a c).

Kako je π(a c)π−1 = (π(a)π(c)), to je (π(a)π(c)) = (a c) te sledi da je {π(a), π(c)} = {a, c}, xto nije
mogu�e, jer b = π(a) ne pripada podskupu {a, c} na osnovu izbora elementa c. Zakǉuqujemo da mora
biti π = (1), tj. Z(Sn) = {(1)}.

b) Ako je n 6 3, tada grupa An ima najvixe tri elementa, pa je Abelova i va�i Z(An) = An. Neka
je zato n > 4. U nastavku postupamo kao u delu pod a).

Neka je π ∈ Z(An). Pretpostavimo da π 6= (1). To znaqi da za neko a ∈ {1, . . . , n} va�i b = π(a) 6= a.
Izaberimo dva razliqita elementa c i d iz {1, . . . , n}, koji ne pripadaju podskupu {a, b}. To je
mogu�e uqiniti, jer je n > 4. Kako π pripada centru grupe Sn, to mora biti π(a c d) = (a c d)π, tj.

π(a c d)π−1 = (a c d).

Kako je π(a c d)π−1 = (π(a)π(c)π(d)), to je (π(a)π(c)π(d)) = (a c d) te sledi da je {π(a), π(c), π(d)} =
{a, c, d}, xto nije mogu�e, jer b = π(a) ne pripada podskupu {a, c, d} na osnovu izbora elemenata c i
d. Zakǉuqujemo da mora biti π = (1), tj. Z(An) = {(1)}.

v) Znamo da je Dn = {ε, ρ, . . . , ρn−1, σ, σρ, . . . , σρn−1}, gde je naravno σ osna refleksija, a ρ rotacija.

Ispitajmo najpre da li neki element oblika σρk za 0 6 k 6 n − 1 mo�e pripadati centru. U tom
sluqaju bi va�ila jednakost

(σρk)ρ = ρ(σρk).

Znamo da je ρσ = σρn−1 = σρ−1. Ukoliko to primenimo na gorǌu jednakost dobijamo

σρkρ = σρ−1ρk.

Odavde sledi da je
ρk+1 = ρk−1,

odnosno da je
ρ2 = ε.

S obzirom da je ω(ρ) = n > 2, ovo nije mogu�e. Zakǉuqujemo da elementi oblika σρk ne pripadaju
centru.

Posmatrajmo sada rotacije, tj. elemente oblika ρk za 1 6 k 6 n − 1 (jasno je da je ε u centru). S
obzirom da ρk komutira sa ρ, zakǉuqujemo da ρk pripada centru ako i samo ako je

ρkσ = σρk.

No, znamo da je σρk = ρn−kσ = ρ−kσ, pa je gorǌa jednakost ekvivalentna sa

ρkσ = ρ−kσ,

tj. sa
ρ2k = ε.

S obzirom da je ω(ρ) = n, dobijamo da n | 2k. Ukoliko je n neparan broj, to bi znaqilo da n | k, ali
to nije mogu�e s obzirom da je 1 6 k 6 n − 1. Zakǉuqujemo da je Z(Dn) = {ε} ukoliko je n neparan
broj.

Ukoliko je n paran broj dobijamo da n
2 | k. Kako je 1 6 k 6 n− 1, mora biti zapravo n

2 = k. Dakle,
u sluqaju da je n paran broj Z(Dn) = {ε, ρn/2}.
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24. Ako je grupa G×H cikliqna, dokazati da su i G i H cikliqne grupe.

Rexeǌe: Pretpostavimo da je G×H cikliqna grupa i neka je (g0, h0) generator te grupe. Poka�imo
da je g0 generator grupe G. U tu svrhu, neka je g ∈ G ma koji element iz G. Ukoliko je e neutral u
G, a ε neutral u H, tada je (g, ε) element u G×H. S obzirom da je (g0, h0) generator grupe G×H,
to postoji m ∈ Z takav da je (g, ε) = (g0, h0)m = (gm0 , h

m
0 ). Dakle, g = gm0 i vidimo da je g0 zaista

generator grupe G. Na isti naqin se dobija i da je h0 generator grupe H, te su i G i H cikliqne
grupe.

25. Dokazati da grupa Z× Z nije izomorfna grupi Z.

Rexeǌe: Ukoliko bi grupa Z×Z bila izomorfna grupi Z ona bi bila cikliqna grupa. Poka�imo
da Z× Z nije cikliqna grupa.

Pretpostavimo da ona jeste cikliqna i neka je (x0, y0) generator. Kako je (1, 0) ∈ Z× Z, to postoji
m ∈ Z tako da je

m(x0, y0) = (1, 0).

Dakle,
mx0 = 1, my0 = 0.

Iz mx0 = 1 sledi da je m 6= 0, pa my0 = 0 povlaqi da je y0 = 0. No, i (0, 1) ∈ Z×Z, pa mora postojati
k ∈ Z tako da je

(0, 1) = k(x0, y0) = (kx0, ky0) = (kx0, 0).

No, tako dobijamo da je 1 = 0 i ova kontradikcija nam pokazuje da grupa Z × Z nije cikliqna, pa
stoga nije izomorfna grupi Z.

26. Ako je A 6 G i B 6 H, dokazati da je A×B 6 G×H. Na�i podgrupu od Z×Z, koja nije ovog oblika.

Rexeǌe: Kako je A 6 G i B 6 H, to je jasno da je A×B 6= ∅.
Pretpostavimo da su (a1, b1) i (a2, b2) elementi iz A×B. Poka�imo da (a1, b1)(a2, b2)−1 ∈ A×B:

(a1, b1)(a2, b2)−1 = (a1, b1)(a−1
2 , b−1

2 ) = (a1a
−1
2 , b1b

−1
2 ).

S obzirom da je A 6 G i da a1, a2 ∈ A, va�i da je a1a
−1
2 ∈ A. Na sliqan naqin zakǉuqujemo da

b1b
−1
2 ∈ B, te (a1a

−1
2 , b1b

−1
2 ) ∈ A×B i na osnovu poznatog kriterijuma zakǉuqujemo da je A×B 6 G×H.

Neka je D = {(m,m) : m ∈ Z}. Jasno je da D 6= ∅. Pretpostavimo da su (r, r) i (s, s) dva elementa iz
D. Tada je (r, r) − (s, s) = (r − s, r − s) ∈ D. Stoga je D zaista podgrupa grupe Z × Z, a jasno je da
ona nije oblika A×B za neke A,B ⊆ Z.

27. Ispitati koje su od slede�ih grupa izomorfne jedna drugoj:

Z24, D4 × Z3, D12, A4 × Z2, Z2 × D6, S4, Z12 × Z2.

Rexeǌe: Ako su grupe G i H izomorfne, tada su ǌihovi redovi isti, jedna je komutativna ako
i samo ako je i druga, maksimalan red ǌihovih elemenata je isti, za svako k imaju isti broj
elemenata reda k, itd. Dakle, ako je za grupe G i H barem jedna od ovih ,,osobina” razliqita
onda one nisu izomorfne (me�utim, ako su za grupe G i H sve od navedenih ,,osobina” iste ipak
ne mo�emo zakǉuqiti da su one izomorfne, bila bi potrebna daǉa analiza).

Svaka od navedenih grupa je reda 24 (proverite ovo!), pa na osnovu reda ne mo�emo zakǉuqiti da
neke dve od datih grupa nisu izomorfne. Grupe Z24 i Z12×Z2 su komutativne, dok preostale nisu.
Dakle, grupe Z24 i Z12×Z2 nisu izomorfne sa nekom od preostalih grupa, pa je dovoǉno proveriti
da li su one izomorfne. No, Z24 je cikliqna grupa dok grupa Z12 × Z2 nije cikliqna (prisetimo
se da je Zm × Zn cikliqna grupa akko su m i n uzajamno prosti brojevi), te ove dve grupe nisu
izomorfne.

Kako je svaki element u S4, sem identiqne permutacije, ili 2-ciklus, ili proizvod dva disjunktna
2-ciklusa, ili 3-ciklus, ili 4-ciklus, to vidimo da je maksimalan red elementa u S4 jednak 4.
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No, sve ostale grupe imaju elemente vixeg reda. U D12 je to osnovna rotacija, koja je reda 12. U
D4 × Z3 je to element (ρ, 1) (gde smo sa ρ oznaqili baznu rotaciju). Naime,

(ρ, 1) = (ρ, 0) ∗ (ε, 1),

gde smo sa ∗ oznaqili operaciju u D4 × Z3 (operacija u D4 je zapravo kompozicija preslikavaǌa,
a u Z3 je to sabiraǌe po modulu 3, pa smo uveli posebnu oznaku da oznaqimo operaciju u ovom
direktnom proizvodu). No,

(ρ, 0) ∗ (ε, 1) = (ε, 1) ∗ (ρ, 0),

ω((ρ, 0)) = ω(ρ) = 4, ω((ε, 1)) = ω(1) = 3

i
〈(ρ, 0)〉 ∩ 〈(ε, 1)〉 = {(ε, 0), (ρ, 0), (ρ2, 0), (ρ3, 0)} ∩ {(ε, 0), (ε, 1), (ε, 2)} = {(ε, 0)},

pa na osnovu poznatog rezultata zakǉuqujemo da je

ω((ρ, 1)) = ω((ρ, 0) ∗ (ε, 1)) = NZS(4, 3) = 12.

Kako je svaki element u A4, sem identiqne permutacije, ili 3-cikl, ili proizvod dva disjunktna
2-cikla, to je svaki element koji nije neutral ovde reda 2 ili 3. Na isti naqin kao i u gorǌoj
analizi dobijamo da je

ω((1 2 3), 1)) = ω((1 2 3), 0) ∗ (0, 1)) = NZS(3, 2) = 6

i to je zapravo maksimalan red nekog elementa u A4×Z2. Dakle, ni ova grupa nije izomorfna grupi
S4. No, ona nije ni izomorfna grupama D4 × Z3 i D12 jer u ǌoj nema elementa reda 12. No, nije se
texko uveriti da ni u Z2 × D6 nema elemenata reda 12. Naime, u grupi D6 imamo osne refleksije
koje su sve reda 2, i rotacije qiji red deli 6. No, ako je f ∈ D6 proizvoǉan element, onda je u
Z2 × D6

ω((1, f)) = NZS(2, ω(f))

(pogledati gorǌu analizu) i ovaj broj je ili 2, ili 6.

Ostalo je da proverimo samo da li je D12
∼= D4 × Z3 i da li je A4 × Z2

∼= Z2 × D6.

Znamo da u D12 imamo 12 refleksija koje su sve reda 2. S druge strane, neka je (f, x) ∈ D4×Z3 reda
2. Tada je

(ε, 0) = (f, x) ∗ (f, x) = (f2, 2x).

No, ukoliko je x ∈ Z3 takav da je 2x = 0, onda mora biti zapravo x = 0, te je element (f, x) ∈ D4×Z3

reda 2 akko je f ∈ D4 reda 2 i x = 0. No, u D4 imamo 4 refleksije koje su sve reda 2 i jednu
rotaciju koja je reda 2. Dakle, u D4 × Z3 imamo 5 elemenata reda 2, dok u D12 imamo zapravo 13
elemenata reda 2 — 12 refleksija i jedna rotacija. Kako se pri izomorfizmu elementi reda 2
slikaju u elemente reda 2, zakǉuqujemo da grupe D12 i D4 × Z3 nisu izomorfne.

Posmatrajmo sada grupe A4×Z2 i D6×Z2
∼= Z2×D6. Neka je G bilo koja grupa i neka je (g, x) ∈ G×Z2

element reda 3. Tada je
(e, 0) = (g, x)3 = (g3, 3x) = (g3, x),

te sledi da je x = 0. Zakǉuqujemo da u G×Z2 ima onoliko elemenata reda 3 koliko ih ima u grupi
G.

U grupi D6 imamo 6 refleksija i sve su one reda 2. Jedino rotacije mogu biti reda 3, no zapravo
imamo samo dve rotacije reda 3 — ρ2 i ρ4 (gde je ρ osnovna rotacija). No, u grupi A4 imamo
vixe elemenata reda 3 — svi 3-cikli su reda 3: (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3).
Dakle, kako u grupi A4×Z2 ima osam elemenata reda 3, a u grupi D6×Z2 ih ima dva, zakǉuqujemo
da ove dve grupe nisu izomorfne.

Da rezimiramo: pokazali smo zapravo da me�u navedenim grupama nema me�usobno izomorfnih.
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28. Neka su H i K konaqne podgrupe neke grupe G i neka su redovi tih podgrupa uzajamno prosti
brojevi. Dokazati da je H ∩K = {e}.

Rexeǌe: Po Lagran�ovoj teoremi znamo da red podgrupe deli red grupe. Stoga |H ∩ K| | |H| i
|H ∩K| | |K|. Po pretpostavci je NZD(|H|, |K|) = 1 te sledi da je |H ∩K| = 1, tj. H ∩K = {e}.

29. Neka je H 6 Sn i neka H 6⊆ An. Dokazati da taqno polovinu elemenata iz H qine parne permutacije.

Rexeǌe: H = (H ∩ An) t (H ∩ Acn). S obzirom da H 6⊆ An, oba ova podskupa su neprazna i neka je
σ ∈ H ∩ Acn ma koja neparna permutacija iz H. Preslikavaǌe

F : H ∩ An → H ∩ Acn

zadato sa F (π) = σπ je korektno zadato, jer, kako je H podgrupa, iz qiǌenice da π ∈ H sledi da
σπ ∈ H, a s obzirom da je σ neparna permutacija iz qiǌenice da je π parna permutacija sledi da je
σπ neparna permutacija. Nije texko uveriti se da je F bijekcija. Naime, ukoliko je F (π1) = F (π2)
dobijamo da je σπ1 = σπ2, a onda, mno�eǌem sleva sa σ−1 sledi da je π1 = π2. Dakle, F je ,,1–1”.
Ukoliko je θ ∈ H ∩ Acn, onda je σ−1θ ∈ H ∩ An, a F (σ−1θ) = θ, pa je F i ,,na”. Dakle, F je bijekcija
i dobijamo da je |H ∩ An| = |H ∩ Acn|, te je

|H| = |H ∩ An|+ |H ∩ Acn| = |H ∩ An|+ |H ∩ An| = 2|H ∩ An|,

tj. |H ∩ An| = 1
2 |H|, a to je ono xto je i tra�eno.

30. Dokazati da je svaka Abelova grupa reda pq, gde su p i q razliqiti prosti brojevi, cikliqna.

Rexeǌe: Neka je A Abelova grupa reda pq. Na osnovu Koxijeve teoreme, postoji u A element x
reda p i element y reda q. Poka�imo da je element x+ y reda pq. Jasno je da je

(pq)(x+ y) = (pq)x+ (pq)y = q(px) + p(qy) = q0 + p0 = 0,

pa ω(x + y) | pq. Kako je x + y 6= 0 (ako je x = −y, onda je p = ω(x) = ω(−y) = ω(y) = q xto je
kontradikcija), onda ω(x+ y) ∈ {p, q, pq}. No, ukoliko bi bilo ω(x+ y) = p, imali bismo

0 = p(x+ y) = px+ py = 0 + py = py,

pa bi q | p. Ukoliko pretpostavimo da je ω(x+ y) = q, dobili bismo da p | q. Stoga ω(x+ y) 6∈ {p, q},
pa mora biti ω(x + y) = pq. No, s obzirom da je grupa A reda pq zakǉuqujemo da je 〈x + y〉 = A, te
je grupa A cikliqna.

31. Dokazati da je svaka Abelova grupa reda p1 · · · pn, gde su pi razliqiti prosti brojevi, cikliqna.

Rexeǌe: Prethodni zadatak je zapravo ovaj za sluqaj n = 2. Neka je A Abelova grupa reda p1 · · · pn,
gde su pi razliqiti prosti brojevi. Neka su xi elementi grupe A koji su reda pi a koji postoje na
osnovu Koxijeve teoreme. Doka�imo da je element x1 + · · · + xn reda p1 · · · pn. Neka je a = p1 · · · pn.
Poka�imo da a

pi
(x1 + · · ·+ xn) 6= 0 za sve i. Naime, ako je j 6= i, onda je

a

pi
xj =

a

pipj
pjxj =

a

pipj
0 = 0.

Dakle,
a

pi
(x1 + · · ·+ xn) =

a

pi
x1 + · · ·+ a

pi
xn =

a

pi
xi.

No, ako bi bilo a
pi
xi = 0, kako je ω(xi) = pi, dobili bismo da pi | api

. No, ovo nije mogu�e, jer je a
pi

proizvod preostalih prostih brojeva i taj proizvod nije deǉiv sa pi.

Dakle, za sve i je a
pi

(x1 + · · · + xn) 6= 0. Znamo da ω(x1 + · · · + xn) | |A|, tj. ω(x1 + · · · + xn) | p1 · · · pn.
Ukoliko ω(x1 + · · · + xn) 6= p1 · · · pn, taj red bi bio proizvod nekih od ovih prostih brojeva u kome
se ne pojavǉuje bar jedan od p1, . . . , pn. Recimo, neka je to broj pk. Tada ω(x1 + · · ·+ xn) | apk

, pa bi
moralo biti a

pk
(x1 + · · ·+ xn) = 0, a videli smo da to nije taqno. Stoga je ω(x1 + · · ·+ xn) = p1 · · · pn

i grupa A je cikliqna sa generatorom x1 + · · ·+ xn.
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32. Ispitati da li u grupi S7 postoji element reda 12.

Rexeǌe: Ovo nije texko pokazati. Naime, element (1 2 3 4)(5 6 7) je proizvod dva disjunktna ciklusa
i ǌegov red je NZS(4, 3) = 12.

33. Ispitati da li u grupi S7 postoji element reda 8.

Rexeǌe: Pretpostavimo da je π ∈ S7 reda 8. Permutaciju π mo�emo da predstavimo u obliku
proizvoda disjunktnih ciklusa:

π = σ1 · · ·σk.

Tada je
ω(π) = NZS(n1, . . . , nk),

gde je ni du�ina ciklusa σi. Tako bismo dobili da su ni prirodni brojevi za koje va�i

NZS(n1, . . . , nk) = 8.

No, 8 je stepen prostog broja 2 i ovo je mogu�e jedino ukoliko je neki od brojeva ni jednak bax 8.
No, u S7 ne postoji ciklus du�ine 8, te zakǉuqujemo da u S7 nema elemenata reda 8.

34. Odrediti element maksimalnog reda u grupi S9.

Rexeǌe: Kao i u prethodnom zadatku, svaka permutacija π u S9 se mo�e predstaviti u obliku
proizvoda disjunktnih ciklusa:

π = σ1 · · ·σk.

Tada je
ω(π) = NZS(n1, . . . , nk),

gde je ni du�ina ciklusa σi. Ovde je tako�e

n1 + · · ·+ nk = 9,

ukoliko u zapisu uzimamo i cikluse du�ine 1 (a to je zapravo identiqna permutacija). Dakle,
problem je slede�i: na�i

max NZS(n1, . . . , nk),

pri uslovu
n1 + · · ·+ nk = 9.

Naravno, broj k se tako�e mo�e meǌati. U sluqaju da je k = 1, imamo samo jedan ciklus du�ine 9
i ǌegov red je 9.

U sluqaju k = 2 imamo vixe mogu�nosti:

8 + 1 = 7 + 2 = 6 + 3 = 5 + 4.

Naravno, 4 + 5 nam daje isto xto i 5 + 4. Jasno je da se najve�i red dobija bax u tom sluqaju —
dobijamo element reda 20.

U sluqaju k = 3 imamo jox vixe mogu�nosti.

7 + 1 + 1 = 6 + 2 + 1 = 5 + 3 + 1 = 5 + 2 + 2 = 4 + 3 + 2 = 3 + 3 + 3.

Odgovaraju�i redovi elemenata su redom: 7, 6, 15, 10, 12.

Sluqaj k = 4 daje:

6 + 1 + 1 + 1 = 5 + 2 + 1 + 1 = 4 + 2 + 2 + 1 = 4 + 3 + 1 + 1 = 3 + 3 + 2 + 1.

Redovi elemenata su: 6, 10, 4, 12, 6. Za k = 5 imamo:

5 + 1 + 1 + 1 + 1 = 4 + 2 + 1 + 1 + 1 = 3 + 2 + 2 + 1 + 1 = 3 + 3 + 1 + 1 + 1

i redove: 5, 4, 6, 3. Za k = 6 imamo:

4 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 3 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1
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i redove 4 i 6. Za k = 7 imamo samo sluqajeve

3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

i red elemenata 3 i 2. k = 8 daje samo sluqaj 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 i red elementa je 2, dok za
k = 9 dobijamo samo identiqnu permutaciju.

Dakle, maksimalan rezultat dobijamo ukoliko imamo proizvod dva disjunktna ciklusa od kojih je
jedan du�ine 5, a drugi du�ine 4 i maksimalan red elementa u S9 je 20.

35. Neka su H i K podgrupe grupe G. Dokazati da je HK podgrupa ako i samo ako je HK = KH.

Rexeǌe: =⇒: Dakle, po pretpostavci je HK 6 G. Uzmimo bilo koji element hk ∈ HK. Tada i
(hk)−1 ∈ HK, te je (hk)−1 = h1k1 za neki h1 ∈ H i neki k1 ∈ K. Dobijamo

hk = ((hk)−1)−1 = (h1k1)−1 = k−1
1 h−1

1 ∈ KH,

jer su H i K podgrupe od G i sadr�e inverze svojih elemenata. Tako smo dobili da je HK ⊆ KH.
Da bismo pokazali obratnu inkluziju, uzmimo ma koji element kh ∈ KH. No, k = ek ∈ HK, a i
h = he ∈ HK. Dakle, k, h ∈ HK, pa, kako je HK 6 G mora i kh ∈ HK, te smo pokazali i da je
KH ⊆ HK.

⇐=: Najpre mo�emo da konstatujemo da HK 6= ∅, jer je e = ee ∈ HK. Uzmimo neka dva elementa x i
y iz HK: x = h1k1 i y = h2k2. Treba pokazati da i xy−1 ∈ HK. No,

xy−1 = (h1k1)(h2k2)−1 = (h1k1)(k−1
2 h−1

2 ) = h1(k1k
−1
2 )h−1

2 .

Kako je K 6 G, a k1, k2 ∈ K, to k1k
−1
2 ∈ K, a kako je H 6 G, a h2 ∈ H, to i h−1

2 ∈ H. Dakle,

(k1k
−1
2 )h−1

2 ∈ KH.

Po pretpostavci je KH = HK, pa postoje h3 ∈ H i k3 ∈ H takvi da je

(k1k
−1
2 )h−1

2 = h3k3.

Stoga je
xy−1 = h1(h3k3) = (h1h3)k3.

Kako je H 6 G, a h1, h3 ∈ H, to h1h3 ∈ H. Znamo i da k3 ∈ K, pa je

xy−1 = (h1h3)k3 ∈ HK.

Na osnovu poznatog kriterijuma zakǉuqujemo da je HK 6 G.

36. Na�i sve normalne podgrupe u grupama D4 i D5.

Rexeǌe: U zadatku 8 smo odredili sve podgrupe grupa D4 i D5. Sada mo�emo to iskoristiti da
na�emo koje su me�u ǌima normalne podgrupe. Naravno, cela grupa i trivijalna podgrupa {ε} su
normalne podgrupe. Koncentrisa�emo se na ostale podgrupe.

Posmatrajmo najpre grupu D4. Znamo da je svaka podgrupa indeksa 2 normalna. Stoga imamo ve�
tri normalne podgrupe:

{ε, ρ2, σ, σρ2}, {ε, ρ2, σρ, σρ3} i {ε, ρ, ρ2, ρ3}.

Ostale su nam podgrupe reda 2. Znamo da je Z(D4) = {ε, ρ2}, a centar je uvek normalna podgrupa.

Primetimo da, ako je H normalna podgrupa od D4 i ako je σρi ∈ H, onda u H mora biti i element:

σ(σρi)σ−1 = ρiσ = σρ4−i.

Stoga je jasno da podgrupe {ε, σρ} i {ε, σρ3} nisu normalne podgrupe. Ostale su nam podgrupe {ε, σ}
i {ε, σρ2}. No,

ρ{ε, σ}ρ−1 = {ε, ρ σρ−1} = {ε, σρ3ρ−1} = {ε, σρ2}, ρ{ε, σρ2}ρ−1 = {ε, ρσρ2ρ−1} = {ε, σρ3ρ} = {ε, σ},
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te vidimo da one nisu normalne. Dakle, normalne podgrupe grupe D4 su:

{ε}, D4, {ε, ρ2}, {ε, ρ2, σ, σρ2}, {ε, ρ2, σρ, σρ3} i {ε, ρ, ρ2, ρ3}.

Xto se grupe D5 tiqe, normalne su {ε}, D5 i podgrupa {ε, ρ, ρ2, ρ3, ρ4}, koja je indeksa 2. Relacija

ρ(σρi)ρ−1 = σρ−1ρi−1 = σρi−2

nam pokazuje da nijedna podgrupa reda 2 nije normalna.

37. Neka je H normalna podgrupa grupe G i K normalna podgrupa od H. Primerom pokazati da K ne
mora biti normalna podgrupa od G.

Rexeǌe: Posmatrajmo grupu S4 i ǌene podgrupe V ′ = {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}, H = {(1), (1 2)(3 4)}.
V ′ je komutativna grupa i stoga je svaka ǌena podgrupa normalna, te je H / V ′. Osim toga, kako je

π(a b)(c d)π−1 = (π(a b)π−1)(π(c d)π−1) = (π(a)π(b))(π(c)π(d))

za svaku permutaciju π ∈ S4, zakǉuqujemo da je V ′ / S4. No, jasno je da H nije normalna podgrupa
od S4:

(1 3)((1 2)(3 4))(1 3)−1 = (3 2)(1 4) 6∈ H.

38. Neka su H i K normalne podgrupe grupe G i neka je H∩K = {e}. Dokazati: (∀x ∈ H)(∀y ∈ K)xy = yx.

Rexeǌe: Neka je x ∈ H i y ∈ K. Znamo da je xy = yx akko je xyx−1y−1 = e. Poka�imo da
je ovo taqno. Kako je K normalna podgrupa i y ∈ K, zakǉuqujemo da je i xyx−1 ∈ K, te je i
xyx−1y−1 ∈ K. Sliqno, kako je x ∈ H, a H normalna podgrupa, yxy−1 ∈ H, te xyx−1y−1 ∈ H. Prema
tome, xyx−1y−1 ∈ H ∩K = {e}, te je xyx−1y−1 = e.

39. Ako je H cikliqna normalna podgrupa grupe G, dokazati da je svaka podgrupa od H tako�e nor-
malna podgrupa grupe G.

Rexeǌe: Neka je H = 〈a〉. Neka je K 6 H. Znamo da mora biti K = 〈ar〉 za neko r > 1. Treba
pokazati da je K normalna podgrupa od G. U tu svrhu, neka je g ∈ G. S obzirom da je H / G, mora
biti gag−1 = at za neko t ∈ Z. Ukoliko je x proizvoǉan element iz K, onda je x = (ar)s = ars za neko
s ∈ Z, pa je

gxg−1 = garsg−1 = (gag−1)rs = (at)rs = atrs = (ar)ts ∈ K.

Dakle, K / G.

40. Dokazati da je svaki element koliqniqke grupe Q/Z konaqnog reda, dok u koliqniqkoj grupi R/Q
nijedan element (sem neutrala) nema konaqan red.

Rexeǌe: Element iz Q/Z je oblika m
n + Z, za neko m ∈ Z i neki prirodan broj n > 1. No, tada je

n
(m
n

+ Z
)

=
(
n
m

n
+ Z

)
= m+ Z = Z = 0Q/Z,

te je m
n + Z konaqnog reda.

Ukoliko je r + Q 6= 0R/Q, tj. ukoliko je r ∈ R \Q, onda je, za svako n > 1:

n (r + Q) 6= 0R/Q.

Naime, ukoliko je
n (r + Q) = nr + Q = 0R/Q = Q,

to bi znaqilo da je nr ∈ Q, pa bismo dobili da i r ∈ Q, xto nije taqno.
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41. Neka je A normalna podgrupa grupe G i B normalna podgrupa grupe H. Dokazati da je A × B
normalna podgrupa grupe G×H, kao i da je (G×H)/(A×B) ∼= (G/A)× (H/B).

Rexeǌe: U zadatku 26 smo pokazali da je A× B 6 G×H. Doka�imo da je ta podgrupa normalna.
U tu svrhu, neka je (a, b) ∈ A×B i (g, h) ∈ G×H. Tada je

(g, h)(a, b)(g, h)−1 = (ga, hb)(g−1, h−1) = (gag−1, hbh−1).

S obzirom da je A / G i B / H, dobijamo da gag−1 ∈ A, hbh−1 ∈ B, te zaista (gag−1, hbh−1) ∈ A×B.

Poka�imo da je preslikavaǌe

φ : (G×H)/(A×B)→ (G/A)× (H/B)

zadato sa:
φ ((g, h)(A×B)) : = (gA, hB)

izomorfizam grupa. Proverimo da je ono dobro definisano. Dakle, neka je (g, h)(A×B) = (g1, h1)(A×
B). Treba pokazati da je (gA, hB) = (g1A, h1B). Iz (g, h)(A × B) = (g1, h1)(A × B) sledi da je
(g, h)−1(g1, h1) ∈ A×B, pa je (g−1g1, h

−1h1) ∈ A×B i dobijamo da je g−1g1 ∈ A i h−1h1 ∈ B. Stoga je
gA = g1A i hB = h1B, te je i (gA, hB) = (g1A, h1B).

Dokaz da je preslikavaǌe φ ‘1–1’ izvodi se sliqno. Neka je φ((g, h)(A × B)) = φ((g1, h1)(A × B). To
znaqi da je (gA, hB) = (g1A, h1B), te je gA = g1A i hB = h1B. Dobijamo da je g−1g1 ∈ A i h−1h1 ∈ B,
te je (g, h)−1(g1, h1) = (g−1g1, h

−1h1) ∈ A×B i sledi da je (g, h)(A×B) = (g1, h1)(A×B).

Jasno je da je preslikavaǌe φ ‘na’. Poka�imo jox da se sla�e sa operacijama.

φ((g, h)(A×B)(g1, h1)(A×B)) = φ((gg1, hh1)(A×B)) = ((gg1)A, (hh1)B) = ((gA)(g1A), (hB)(h1B))

= (gA, hB)(g1A, h1B) = φ((g, h)(A×B))φ((g1, h1)(A×B)).

Dakle, φ je izomorfizam te je (G×H)/(A×B) ∼= (G/A)× (H/B).

42. Dokazati da je f : G→ H homomorfizam ako i samo ako je {(x, f(x)) : x ∈ G} podgrupa od G×H.

Rexeǌe: Neka je Γ(f) = {(x, f(x)) : x ∈ G}.
=⇒: Kako je f(e) = ε, gde je sa ε oznaqen neutral u H imamo da (e, ε) ∈ Γ(f), pa Γ(f) 6= ∅. Pret-
postavimo da (g, f(g)), (g1, f(g1)) ∈ Γ(f). Kako je f homomorfizam:

(g, f(g))−1(g1, f(g1)) = (g−1, f(g)−1)(g1, f(g1)) = (g−1, f(g−1))(g1, f(g1))

= (g−1g1, f(g−1)f(g1)) = (g−1g1, f(g−1g1)) ∈ Γ(f).

⇐=: Neka su g, g1 ∈ G. Treba pokazati da je f(gg1) = f(g)f(g1). Kako (g, f(g)), (g1, f(g1)) ∈ Γ(f) i kako
je Γ(f) 6 G ×H, dobijamo da (g, f(g))(g1, f(g1)) ∈ Γ(f), tj. (gg1, f(g)f(g1)) ∈ Γ(f). No, po definiciji
Γ(f) mora tada biti f(g)f(g1) = f(gg1).

43. Oznaqimo sa fa,b : R → R, gde je a ∈ R \ {0}, b ∈ R funkcije zadate sa fa,b(x) = ax + b. Neka je
G = {fa,b : a ∈ R \ {0}, b ∈ R} i H = {f1,b : b ∈ R}. Pokazati da je G grupa u odnosu na kompoziciju
funkcija, da je H normalna podgrupa grupe G, kao i da je G/H ∼= (R \ {0}, ·).

Rexeǌe: Najpre, f1,0(x) = x, te mo�emo zakǉuqiti da idR ∈ G. Neka fa,b, fa1,b1 ∈ G. Tada je

(fa,b ◦ fa1,b1)(x) = fa,b(fa1,b1(x)) = fa,b(a1x+ b1) = a(a1x+ b1) + b = aa1x+ ab1 + b = faa1,ab1+b.

Kako iz a 6= 0 i a1 6= 0 sledi da aa1 6= 0, dobijamo da je faa1,ab1+b ∈ G i zakǉuqujemo da je skup
G zatvoren u odnosu na kompoziciju preslikavaǌa. S obzirom da je kompozicija preslikavaǌa
asocijativna, potrebno je jox samo da doka�emo da je inverz svakog elementa u G tako�e u G.

No, ako je fa1,b1 inverz od fa,b, onda je

fa,b ◦ fa1,b1 = idR,
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te je
faa1,ab1+b = f1,0,

tj. aa1 = 1, ab1 + b = 0. Dobijamo da je f1/a,−b/a inverz od fa,b, a f1/a,−b/a ∈ G te je G zaista grupa.

Neka je f1,b ∈ H i fa1,b1 ∈ G. Tada je

fa1,b1 ◦ f1,b ◦ f−1
a1,b1

= fa1,a1b+b1 ◦ f1/a1,−b1/a1 = f
a1

1
a1
,a1(− b1

a1
)+a1b+b1

= f1,a1b ∈ H.

Da bismo pokazali da je G/H ∼= (R \ {0}, ·) posmatrajmo preslikavaǌe φ : G→ R \ {0} zadato sa:

φ(fa,b) = a.

Ovo preslikavaǌe je homomorfizam grupe G u grupu (R \ {0}, ·):

φ(fa,b ◦ fa1,b1) = φ(faa1,ab1+b) = aa1 = φ(fa,b)φ(fa1,b1).

Jasno je da je φ ‘na’ — ako je a 6= 0, onda fa,0 ∈ G i φ(fa,0) = a. Odredimo jezgro homomorfizma φ:

fa,b ∈ Ker(φ) akko φ(fa,b) = 1 akko a = 1.

Dakle, Ker(φ) = {fa,b ∈ G : a = 1} = H. Na osnovu prve teoreme o izomorfizmu za grupe zakǉuqujemo
da je G/H ∼= (R \ {0}, ·).

44. Neka je G podgrupa grupe S8 generisana elementima (1 2 3)(4 5) i (7 8). Neka G dejstvuje kao grupa
permutacija skupa X = {1, 2, . . . , 8}. Odrediti orbitu i stabilizator svakog elementa iz X.

Rexeǌe: Neka je π = (1 2 3)(4 5) i σ = (7 8). Kako je πσ = σπ, a ω(π) = NZS(3, 2) = 6 i ω(σ) = 2, to je

G = {id, π, π2, π3, π4, π5, σ, σπ, σπ2, σπ3, σπ4, σπ5}.

Stoga je orbita elementa k:

Ω(k) = {id(k), π(k), π2(k), π3(k), π4(k), π5(k), σ(k), (σπ)(k), (σπ2)(k), (σπ3)(k), (σπ4)(k), (σπ5)(k)}.

Ovde smo sa id, a ne sa (1) oznaqili identiqnu permutaciju. Deluje komplikovano, ali nije texko
odrediti ove orbite. Primetimo da elemente 1, 2 i 3 permutuje jedino permutacija cikl (1 2 3) i
dobijamo da je

Ω(1) = Ω(2) = Ω(3) = {1, 2, 3}.

Sliqno elemente 4 i 5 permutuje jedino cikl (4 5) i

Ω(4) = Ω(5) = {4, 5}.

Lako dobijamo i
Ω(7) = Ω(8) = {7, 8}.

Dok element 6 fiksiraju i π i σ, pa je Ω(6) = {6}. Primetimo da zapravo ove orbite odgovaraju
disjunktnim ciklusima koji se pojavǉuju ovde.

Odredimo sada stabilizatore elemenata iz {1, 2, . . . , 8}. Krenimo od elementa 1. Primetimo da je
σ(1) = 1 i da je

(σπk)(1) = 1 akko (σσπk)(1) = σ(1) akko πk(1) = 1.

Dakle, σ ∈ Σ1 i treba jox proveriti koji stepeni od π ne pomeraju 1. No, jasno je da je to samo
π3 = (4 5). Dakle, Σx je podgrupa od G generisana elementima σ i π3, tj.

Σx = {id, (4 5), (7 8), (4 5)(7 8)}.

Podsetimo se da mora va�iti jednakost |Ω(1)| = [G : Σ1]. I zaista,

|Ω(1)| = 3, [G : Σ1] =
|G|
|Σ1|

=
12
4

= 3.
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Znamo iz teorije da su stabilizatori elemenata iz iste orbite konjugovane podgrupe. No, grupa
G je komutativna i stoga su svake dve konjugovane podgrupe zapravo jednake. Stoga je

Σ2 = Σ3 = Σ1 = {id, (4 5), (7 8), (4 5)(7 8)}.

Dakle, znamo i da je Σ4 = Σ5. Odredimo ovu podgrupu. Kao i u prethodnom sluqaju σ jeste u Σ4,
samo treba proveriti koji stepeni od π pripadaju Σ4. Kako je πk = (1 2 3)k(4 5)k i da bi πk(4) = 4
potrebno je, a i dovoǉno da je (4 5)k = id. Dakle, to su parni stepeni od π i dobijamo da je

Σ4 = Σ5 = {id, π2, π4, σ, σπ2, σπ4}.

Primetimo da je

|Ω(4)| = 2 =
12
6

=
|G|
|Σ4|

= [G : Σ4].

Znamo da je Σ7 = Σ8. Primetimo da je π ∈ Σ7, no da σ 6∈ Σ7. Zapravo je jasno da je Σ7 podgrupa
generisana sa π, tj.

Σ7 = Σ8 = {id, π, π2, π3, π4, π5}.

Imamo i

|Ω(7)| = 2 =
12
6

=
|G|
|Σ7|

= [G : Σ7].

Na kraju, vidimo da svaki element iz G fiksira 6, te je Σ6 = G i

|Ω(6)| = 1 =
12
12

=
G

|Σ6|
= [G : Σ6].

45. Neka je G grupa i x ∈ G. Pokazati da podskup C(x) = {g ∈ G : xg = gx} qini podgrupu grupe G (ova
podgrupa se naziva centralizator elementa x). Odrediti vezu te podgrupe i broja elemenata u
klasi konjugovanosti elementa x. Pokazati da ukoliko u G postoji klasa konjugovanosti sa taqno
dva elementa, grupa G ne mo�e biti prosta.

Rexeǌe: Primetimo da e ∈ C(x), za svako x ∈ G, te je C(x) 6= ∅ za sve x ∈ G.
Neka je x ∈ G i neka su g, h ∈ C(x). Kako h ∈ C(x), to je xh = hx. Mno�eǌem sleva sa h−1 i zdesna
sa h dobijamo da je h−1x = xh−1. Tada je

x(gh−1) = (xg)h−1 = (gx)h−1 = g(xh−1) = g(h−1x) = (gh−1)x.

Zakǉuqujemo da gh−1 ∈ C(x), te je zaista C(x) 6 G.

Grupa G deluje na skupu G na slede�i naqin:

g • x : = gxg−1.

Pri tom dejstvu je Ω(x) = {gxg−1 : g ∈ G}, te je orbita zapravo klasa konjugovanosti elementa x,
dok je

Σx = {g ∈ G : g • x = x} = {g ∈ G : gxg−1 = x} = {g ∈ G : gx = xg} = C(x).

Dakle, na osnovu veze izme�u broja elemenata u orbiti i reda stabilizatora dobijamo da je broj
elemenata u klasi konjugovanosti elementa x jednak indeksu podgrupe C(x) u grupi G.

Pretpostavimo da postoji klasa konjugovanosti sa taqno dva elementa. Neka je to klasa kon-
jugovanosti elementa x. Prema upravo pokazanom dobijamo da je [G : C(x)] = 2, a znamo da je svaka
podgrupa indeksa 2 normalna i stoga grupa G nije prosta.

46. Neka grupa G dejstvuje na skupovima X i Y . Pokazati da je sa g · (x, y) := (g · x, g · y) definisano
jedno dejstvo grupe G na skupu X × Y (ovo dejstvo se naziva dijagonalno dejstvo). Odrediti
vezu izme�u stabilizatora elemenata x, y i (x, y).

Rexeǌe: Najpre je e · (x, y) = (e · x, e · y) = (x, y). Neka g, h ∈ G. Tada:

(gh) · (x, y) = ((gh) · x, (gh) · y) = (g · (h · x), g · (h · y)) = g · (h · x, h · y) = g · (h · (x, y)).
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Doka�imo da je Σ(x,y) = Σx ∩ Σy.

⊆: Neka je g ∈ Σ(x,y). To znaqi da je g · (x, y) = (x, y). No, kako je g · (x, y) = (g · x, g · y) dobijamo da je
(g · x, g · y) = (x, y), te je g · x = x i g · y = y, tj. g ∈ Σx ∩ Σy.

⊇: Neka g ∈ Σx ∩ Σy. To znaqi da je g · x = x i g · y = y. No, tada je g · (x, y) = (g · x, g · y) = (x, y), te
zakǉuqujemo da g ∈ Σ(x,y).

47. Neka je X = {1, 2, 3, 4} i G podgrupa od S4 generisana elementima (1 2 3 4) i (2 4). Odrediti orbite
i stabilizatore za dijagonalno dejstvo G na X ×X.

Rexeǌe: Iz zadatka 22 znamo da je podgrupa G izomorfna grupi D4 i da je, ako je π = (1 2 3 4) i
σ = (2 4), G = {id, π, π2, π3, σ, σπ, σπ2, σπ3}.
Znamo da je |X×X| = 16. Odredimo najpre orbitu elementa (1, 1). Kako je π · (1, 1) = (2, 2), π2 · (1, 1) =
(3, 3), π3 · (1, 1) = (4, 4) to je {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} ⊆ Ω((1, 1)). No, jasno je da (x, y) 6∈ Ω((1, 1)) ako je
x 6= y . Dakle, Ω((1, 1)) = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.
Da bismo nastavili daǉe, korisno je da odredimo stabilizatore elemenata iz X pri dejstvu G na
X. To nije texko uraditi (podsetiti se zadatka 44). Dobijamo:

Σ1 = Σ3 = 〈σ〉, Σ2 = Σ4 = 〈σπ2〉.

Odredimo sada orbitu elementa (1, 2). Kako je Σ1 ∩ Σ2 = {id}, to je

|Ω((1, 2))| = [G : Σ(1,2)] = [G : Σ1 ∩ Σ2] = 8.

Dakle, u ovoj orbiti imamo 8 elemenata, taqno koliko imamo i u podgrupi G, jer je stabiliza-
tor trivijalna grupa i razliqiti elementi grupe daju razliqite elemente u orbiti. Direktnom
proverom dobijamo

π · (1, 2) = (2, 3), π2 · (1, 2) = (3, 4), π3 · (1, 2) = (4, 1).

Koriste�i ovo dobijamo

(σπ) · (1, 2) = (4, 3), (σπ2) · (1, 2) = (3, 2), (σπ3) · (1, 2) = (2, 1).

U orbiti su naravno i elementi (1, 2) i (1, 4) = σ · (1, 2). Konaqno

Ω((1, 2)) = {(1, 2), (1, 4), (2, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 3), (3, 2), (2, 1)}.

Odredimo sada orbitu elementa (1, 3). Primetimo da je

|Ω((1, 3)) = [G : Σ(1,3)] = [G : Σ1 ∩ Σ3] = [G : 〈σ〉] = 8/2 = 4.

S obzirom da je |X ×X| = 16 i |Ω((1, 1))|+ |Ω((1, 2))| = 4 + 8 = 12, to dobijamo da se u Ω(1, 3) nalaze
svi preostali elementi, te mora biti Ω((1, 3)) = {(1, 3), (2, 4), (4, 2), (3, 1)}.

48. Neka je p prost broj. Pokazati da skup matrica

G =


 1 a b

0 1 c
0 0 1

 : a, b, c ∈ Zp


qini nekomutativnu grupu reda p3 u odnosu na mno�eǌe matrica.

Rexeǌe: Primetimo da je determinanta svake matrice iz G jednaka 1, te su sve one invertibilne.
Osim toga, jediniqna matrica je u G (ǌu dobijamo za a = b = c = 0). Znamo da je mno�eǌe matrica
asocijativno. Samo treba proveriti da li je proizvod dve matrice iz G tako�e u G i da je inverz
svake matrice iz G u G. Nije texko pokazati da je proizvod dve matrice iz G tako�e u G: 1 a b

0 1 c
0 0 1

 ·
 1 a1 b1

0 1 c1
0 0 1

 =

 1 a1 + a b1 + ac1 + b
0 1 c1 + c
0 0 1


22



Za nala�eǌe inverza matrice  1 a b
0 1 c
0 0 1


reximo sistem jednaqina

a1 + a = 0
b1 + ac1 + b = 0

c1 + c = 0.

No, to nije texko. Dobijamo da je a1 = −a, c1 = −c, b1 = ac− b. Dakle, 1 a b
0 1 c
0 0 1

−1

=

 1 −a ac− b
0 1 −c
0 0 1

 ∈ G.
Ova grupa nije komutativna, na primer: 1 1 0

0 1 0
0 0 1

 ·
 1 0 0

0 1 1
0 0 1

 =

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

 6=
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 ·
 1 1 0

0 1 0
0 0 1

 .
49. Ro�endanska torta je podeǉena na 8 jednakih parqi�a. Na koliko razliqitih naqina se mogu

pore�ati crvene i plave sve�ice koje se postavǉaju u centar svakog parqeta (tako da dobijemo
istinski razliqito ukraxene torte).

Rexeǌe: Zamislimo da smo oznaqili parqi�e torte brojevima od 1 do 8. Ako sa X oznanaqimo
takvu ‘oznaqenu’ tortu, uzimaju�i u obzir da se na svakom parqetu mo�e postaviti crvena ili
plava sve�ica, broj mogu�ih ukraxavaǌa tako oznaqene torte je 28. No, jasno je da to nije ono xto
se tra�i — rotacijom torte se dobija ista torta. Zato mi posmatramo dejstvo cikliqne grupe G
reda 8 qiji je generator rotacija ρ za ugao 360◦

8 . Mo�emo je videti i kao podgrupu rotacija grupe
D8 (ali ne koristimo i reflekcije, jer tortu ne mo�emo da prevr�emo!).

Dakle, treba odrediti broj orbita pri ovom dejstvu. Ako sa X/G oznaqimo skup svih orbita, onda
je

|X/G| = 1
|G|

∑
g∈G
|Xg|,

gde je sa Xg oznaqen skup svih fiksnih taqaka od g pri dejstvu na skup X. Znamo da je |Xg| = |Xh|,
ako su g i h konjugovani i to ponekad skra�uje raqun, no ovde nam to ne poma�e poxto je grupa G
cikliqna, te je komutativna i dva razliqita elementa nikada nisu konjugovana. Dakle, u naxem
sluqaju je

|X/G| = 1
8

(
|Xε|+ |Xρ|+ |Xρ2 |+ |Xρ3 |+ |Xρ4 |+ |Xρ5 |+ |Xρ6 |+ |Xρ7 |

)
.

Znamo da je |Xε| = |X| = 28. Koliko je |Xρ|? Ako je na jedno parqe postavǉena crvena sve�ica,
da bi tako oznaqena torta bila fiksirana pri dejstvu rotacije ρ i na sve ostale parqi�e mora
biti postavǉena crvena sve�ica. Isto i ako je postavǉena plava sve�ica. Dakle, imamo samo dve
mogu�nosti — sve su crvene sve�ice ili su sve plave sve�ice, tj. |Xρ| = 2. No, isto dobijamo ako
posmatramo |Xρ3 |, |Xρ5 | i |Xρ7 |. Naime svi neparni stepeni od ρ generixu celu grupu. Pogledajmo
xta se dexava u sluqaju ρ3. Ako je na parqetu 1 postavǉena crvena sve�ica, onda crvena sve�ica
mora biti i na parqetu 4 i na parqetu 7 i na parqetu 10. . . Pardon, ne postoji parqe 10, to je
zapravo parqe 2. Pa onda i na parqetu 5 i na parqetu 8 i na parqetu 3 i na parqetu 6. Dakle, na
svim. Sliqno je i za ρ5 i ρ7. Dobijamo da je |Xρ3 | = |Xρ5 | = |Xρ7 | = 2.
Za element ρ2 imamo ve�i skup fiksnih taqaka. Naime, iste boje moraju biti sve�ice na parqi�ima
1, 3, 5, 7, kao i parqi�ima 2, 4, 6, 8, ali ne mora postojati veza izme�u boje sve�ice na parqetu
1 i parqetu 2. Dakle, ovde je |Xρ2 | = 2 · 2 = 4. Nije texko uveriti se (sliqna analiza kao za
neparne stepene ρ) da je i |Xρ6 | = 4. U sluqaju ρ4 imamo 4 grupe parqi�a koje bojimo nezavisno, te
je |Xρ4 | = 24. Konaqno, broj ukraxavaǌa je:

1
8

(28 + 2 + 4 + 2 + 16 + 2 + 4 + 2) =
288
8

= 36.
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50. Odrediti koliko razliqito obojenih pravilnih tetraedara ima ukoliko bojimo svaku ivicu tog
tetraedra sa jednom od 4 mogu�e boje.

Rexeǌe: Postupi�emo sliqno primeru iz skripti. Ovde �e za nas X biti skup svih mogu�ih
oznaqenih tetraedara qije su ivice obojene sa jednom od 4 boje. Kako imamo 6 ivica i 4 boje, to
je |X| = 46 = 4096. Koristi�emo istu formulu kao u skriptama i tra�eni broj �e biti jednak:

1
12

(
|X(1 2 3)| · 4 + |X(1 3 2)| · 4 + |X(1 2)(3 4)| · 3 + |X(1)| · 1

)
(podsetite se primera). Za odre�ivaǌe |X(1 2 3)| mo�emo da konstatujemo da sve ivice u osnovi
tetraedra moraju biti obojene istom bojom, kao i da sve ivice koje spajaju teme 4 sa ostalim
temenima moraju biti obojene istom bojom (koja mo�e biti i razliqita od boje kojom smo bojili
ivice u osnovi). Dakle, |X(1 2 3)| = 4 · 4 = 16. Na isti naqin dobijamo da je i |X(1 3 2)| = 4 · 4 = 16.

Za odre�ivaǌe |X(1 2)(3 4)| primetimo da ivica [1, 2], kao i ivica [3, 4] mo�e biti obojena ma kojom
bojom, dok ivice [1, 4] i [2, 3] moraju biti obojene istom bojom, kao i ivice [1, 3] i [2, 4]. Dakle,

|X(1 2)(3 4)| = 4︸︷︷︸
ivica [1,2]

· 4︸︷︷︸
ivica [3,4]

· 4︸︷︷︸
ivice [1,4] i [2,3]

· 4︸︷︷︸
ivice [1,3] i [2,4]

= 256.

Naravno, |X(1)| = |X| = 4096. Dakle, ukupan broj razliqito obojenih tetraedara je:

1
12

(16 · 4 + 16 · 4 + 256 · 3 + 4096) =
1
12

4992 = 416.

51. Odrediti normalnu formu za Abelove grupe zadate generatorima x1, x2, x3, x4 i relacijama

(a)

9x1 + 6x2 + 5x3 + 4x4 = 0
6x1 + 5x2 − 3x3 + 11x4 = 0

3x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 0;

(b)

4x1 + 2x2 + 3x3 + 7x4 = 0
5x1 + x2 − x3 + 12x4 = 0

2x1 + 4x2 + 11x3 − 3x4 = 0;

(v)

7x1 − x2 − x3 + 2x4 = 0
9x1 + 3x2 − 3x3 = 0
2x1 + 4x2 − 2x4 = 0;

(g)

5x1 + 3x2 − 3x4 = 0
2x1 + 4x2 − 2x3 = 0

7x1 + 7x2 − 2x3 − 3x4 = 0.

Rexeǌe: (a) Formirajmo matricu:

A =

 9 6 5 4
6 5 −3 11
3 2 −1 4

 .
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Najpre �emo −1 da ‘dovedemo’ na poziciju (1, 1). Zamenom prve i tre�e vrste dobijamo ekvivalentnu
matricu:

A1 =

 3 2 −1 4
6 5 −3 11
9 6 5 4

 .
Sada zamenom prve i tre�e kolone dobijamo ekvivalentnu matricu:

A2 =

 −1 2 3 4
−3 5 6 11

5 6 9 4

 .
Drugoj vrsti dodajemo prvu pomno�enu sa −3, a tre�oj vrsti dodajemo prvu vrstu pomno�enu sa
5. Tako dobijamo ekvivalentnu matricu:

A3 =

 −1 2 3 4
0 −1 −3 −1
0 16 24 24

 .
Drugoj koloni dodajemo prvu kolonu pomno�enu sa 2, tre�oj koloni dodajemo prvu kolonu pom-
no�enu sa 3 i qetvrtoj koloni dodajemo prvu kolonu pomno�enu sa 4. Dobijamo ekvivalentnu
matricu:

A4 =

 −1 0 0 0
0 −1 −3 −1
0 16 24 24

 .
Tre�oj vrsti dodajemo drugu pomno�enu sa 16:

A5 =

 −1 0 0 0
0 −1 −3 −1
0 0 −24 8

 .
Tre�oj koloni dodajemo drugu kolonu pomno�enu sa −3 i qetvrtoj koloni dodajemo drugu kolonu
pomno�enu sa −1:

A6 =

 −1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −24 8

 .
Kako 8 | (−24) vidimo da smo pri kraju. Najpre zamenimo tre�u i qetvrtu kolonu:

A7 =

 −1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 8 −24

 .
Potom dodajemo qetvrtoj koloni tre�u kolonu pomno�enu sa 3:

A8 =

 −1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 8 0

 .
Konaqno, pomno�imo i prvu i drugu vrtu sa −1:

A9 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 8 0

 .
Ukoliko su y1, y2, y3, y4 novi generatori vidimo da me�u ǌima va�e relacije:

y1 = 0
y2 = 0

8y3 = 0.

Dakle, y1 = y2 = 0, y3 generixe cikliqnu podgrupu reda 8, a y4 generixe beskonaqnu cikliqnu
podgrupu. Normalna forma za naxu grupu je Z8 × Z.
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(b) Formirajmo matricu:

B =

 4 2 3 7
5 1 −1 12
2 4 11 −3

 .
Dovedimo najpre 1 na poziciju (1, 1). Najpre zamenimo prvu i drugu vrstu i dobijemo ekvivalentnu
matricu:

B1 =

 5 1 −1 12
4 2 3 7
2 4 11 −3

 ,
a zatim zamenimo prvu i drugu kolonu:

B2 =

 1 5 −1 12
2 4 3 7
4 2 11 −3

 .
Drugoj vrsti dodajemo prvu vrstu pomno�enu sa −2, a tre�oj vrsti dodajemo prvu vrstu pomno�enu
sa −4. Dobijamo ekvivalentnu matricu:

B3 =

 1 5 −1 12
0 −6 5 −17
0 −18 15 −51

 .
Sada dodajmo drugoj koloni prvu kolonu pomno�enu sa −5, tre�oj koloni prvu kolonu i qetvrtoj
koloni prvu kolonu pomno�enu sa −12:

B4 =

 1 0 0 0
0 −6 5 −17
0 −18 15 −51

 .
Primetimo da je najve�i zajedniqki delilac elemenata koji se nalaze u podmatrici formata 2× 3
koju formiraju elementi na pozicijama (i, j) za 2 6 i 6 3, 2 6 j 6 4 jednak 1. Dodajmo drugoj koloni
tre�u kolonu:

B5 =

 1 0 0 0
0 −1 5 −17
0 −3 15 −51

 .
Nismo bax dobili 1, ali je i −1 dovoǉno dobro ,. Sada dodajmo tre�oj vrsti drugu vrstu
pomno�enu sa −3:

B6 =

 1 0 0 0
0 −1 5 −17
0 0 0 0

 .
Zanimǉivo, dobili smo nula vrstu. To nam smaǌuje daǉi rad. Sada dodajmo tre�oj koloni drugu
kolonu pomno�enu sa 5 i qetvrtoj koloni drugu kolonu pomno�enu sa −17:

B7 =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 .
Na kraju, pomno�imo drugu vrstu sa −1:

B8 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .
Ako su y1, y2, y3, y4 novi generatori vidimo da me�u ǌima va�e relacije

y1 = 0
y2 = 0

Dakle, y1 = y2 = 0, dok su y3 i y4 slobodni generatori. Stoga je normalna forma za naxu grupu:
Z× Z.
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(v) Formirajmo matricu (obratite pa�ǌu na to koji su koeficijenti jednaki nuli):

C =

 7 −1 −1 2
9 3 −3 0
2 4 0 −2

 .
Zamenimo prve dve kolone:

C1 =

 −1 7 −1 2
3 9 −3 0
4 2 0 −2

 .
Drugoj vrsti dodajmo prvu vrstu pomno�enu sa 3, a tre�oj vrsti dodajmo prvu vrstu pomno�enu
sa 4:

C2 =

 −1 7 −1 2
0 30 −6 6
0 30 −4 6

 .
Drugoj koloni dodajmo prvu kolonu pomno�enu sa 7, tre�oj koloni dodajmo prvu kolonu pomno�enu
sa −1 i qetvrtoj koloni dodajmno prvu kolonu pomno�enu sa 2:

C3 =

 −1 0 0 0
0 30 −6 6
0 30 −4 6

 .
Drugoj vrsti dodajmo tre�u pomno�enu sa −1:

C4 =

 −1 0 0 0
0 0 −2 0
0 30 −6 6

 .
Zamenimo drugu i tre�u kolonu:

C5 =

 −1 0 0 0
0 −2 0 0
0 −6 30 6

 .
Tre�oj vrsti dodajmo drugu vrstu pomno�enu sa −3:

C6 =

 −1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 30 6

 .
Zamenimo tre�u i qetvrtu kolonu:

C7 =

 −1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 6 30

 .
Qetvrtoj koloni dodajmo tre�u pomno�enu sa −5:

C8 =

 −1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 6 0

 .
Na kraju, pomno�imo prvu i drugu vrstu sa −1:

C7 =

 1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0

 .
Ako su y1, y2, y3, y4 novi generatori vidimo da me�u ǌima va�e relacije

y1 = 0
2y2 = 0
6y3 = 0.
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Dakle, y1 = 0, y2 generixe cikliqnu grupu reda 2, y3 generixe cikliqnu grupu reda 6, dok je y4
slobodni generator. Normalna forma za naxu grupu je: Z2 × Z6 × Z.

(g) Formirajmo matricu:

D =

 5 3 0 −3
2 4 −2 0
7 7 −2 −3

 .
Dodajmo prvoj vrsti drugu vrstu pomno�enu sa −2:

D1 =

 1 −5 4 −3
2 4 −2 0
7 7 −2 −3

 .
Sada drugoj vrsti dodajmo prvu vrstu pomno�enu sa −2 i tre�oj vrsti dodajmo prvu vrstu pom-
no�enu sa −7:

D2 =

 1 −5 4 −3
0 14 −10 6
0 42 −30 18

 .
Drugoj koloni dodajmo prvu kolonu pomno�enu sa 5, tre�oj koloni dodajmo prvu kolonu pomno�enu
sa −4 i qetvrtoj koloni dodajmo prvu kolonu pomno�enu sa 3:

D3 =

 1 0 0 0
0 14 −10 6
0 42 −30 18

 .
Tre�oj vrsti dodajmo drugu vrstu pomno�enu sa −3:

D4 =

 1 0 0 0
0 14 −10 6
0 0 0 0

 .
Primetimo da je NZD(14,−10, 6) = 2. Drugoj koloni dodajmo qetvrtu kolonu pomno�enu sa −2:

D5 =

 1 0 0 0
0 2 −10 6
0 0 0 0

 .
Najzad, tre�oj koloni dodajmo drugu kolonu pomno�enu sa 5 i qetvrtoj koloni dodajmo drugu
kolonu pomno�enu sa −3:

D6 =

 1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0

 .
Ako su y1, y2, y3, y4 novi generatori vidimo da me�u ǌima va�e relacije

y1 = 0
2y2 = 0.

Dakle, y1 = 0, y2 generixe cikliqnu podgrupu reda 2, dok su y3 i y4 slobodni generatori. Stoga
je normalna forma za naxu grupu: Z2 × Z× Z.

52. Odrediti invarijantne deliteǉe za grupe

Z10 × Z15 × Z20; Z28 × Z42; Z9 × Z14 × Z6 × Z16.

Rexeǌe:

Z10 × Z15 × Z20
∼= Z2 × Z5 × Z3 × Z5 × Z4 × Z5

∼= Z5 × (Z2 × Z5)× (Z4 × Z3 × Z5) ∼= Z5 × Z10 × Z60,

te su invarijantni deliteǉi d1 = 5, d2 = 10, d3 = 60.

Z28 × Z42
∼= Z4 × Z7 × Z2 × Z3 × Z7

∼= (Z2 × Z7)× (Z4 × Z3 × Z7) ∼= Z14 × Z84,

28



te su invarijantni deliteǉi d1 = 14, d2 = 84.

Z9 × Z14 × Z6 × Z16
∼= Z9 × Z2 × Z7 × Z2 × Z3 × Z16

∼= Z2 × (Z2 × Z3)× (Z16 × Z9 × Z7) ∼= Z2 × Z6 × Z1008,

te su invarijantni deliteǉi d1 = 2, d2 = 6 i d3 = 1008.

53. Dokazati da svaka Abelova grupa reda 100 ima element reda 10. Odrediti invarijantne deliteǉe
u sluqaju da u takvoj grupi nema elemenata reda ve�eg od 10.

Rexeǌe: Na osnovu Koxijeve teoreme u grupi reda 100 uvek postoji element x reda 2 i element y
reda 5. Kako je grupa komutativna lako se pokazuje da je element x+ y reda 10 (videti stav o redu
proizvoda dva elementa, ili neke od prethodnih zadataka).

Ako su d1, . . . , dk invarijantni deliteǉi za Abelovu grupu reda 100, onda je d1 · · · dk = 100 i di | di+1

za 1 6 i 6 k−1. Kako je 100 = 22 ·52 = 2·2·5·5, to i nema mnogo mogu�nosti za invarijantne deliteǉe.
Ukoliko je k = 1, onda imamo cikliqnu grupu izomorfnu sa Z100, no u ǌoj ima elemenata reda
znatno ve�eg od 10. Ukoliko je k = 2, imamo slede�e mogu�nosti: d1 = 2, d2 = 50; d1 = 10, d2 = 10 i
d1 = 5, d2 = 20. U prvom sluqaju bismo imali grupu izomorfnu sa Z2×Z50 no u ǌoj imamo elemente
reda 50. U drugom sluqaju je naxa grupa izomorfna sa Z10 × Z10 i u ǌoj zaista nema elemenata
reda ve�eg od 10. U tre�em sluqaju imamo grupu izomorfnu sa Z5 × Z20 i u ǌoj ima elemenata
reda 20. Sluqajevi k > 3 nisu mogu�i.

Stoga zakǉuqujemo da su za Abelovu grupu reda 100 u kojoj nema elemenata reda ve�eg od 10
invarijantni deliteǉi d1 = d2 = 10.

54. Klasifikovati sve Abelove grupe reda 81, 144 i 216.

Rexeǌe: Primetimo da je 81 = 34, dakle pojavǉuje se samo jedan prost broj u faktorizaciji.
Svaka Abelova grupa reda 81 izomorfna je taqno jednoj od grupa:

Z81, Z3 × Z27, Z9 × Z9, Z3 × Z3 × Z9, Z3 × Z3 × Z3 × Z3.

Vidimo da je 144 = 24 · 32. Razmatraju�i mogu�nosti za invarijantne deliteǉe, zakǉuqujemo da je
svaka Abelova grupa reda 144 izomorfna taqno jednoj od grupa:

Z144, Z2 × Z72, Z3 × Z48, Z4 × Z36, Z6 × Z24, Z12 × Z12, Z2 × Z2 × Z36, Z2 × Z6 × Z12

Z2 × Z2 × Z2 × Z18, Z2 × Z2 × Z6 × Z6.

Imamo faktorizaciju 216 = 23 · 33. Svaka Abelova grupa reda 216 izomorfna je taqno jednoj od
grupa:

Z216, Z2 × Z108, Z3 × Z72, Z6 × Z36, Z2 × Z2 × Z54, Z3 × Z3 × Z24, Z2 × Z6 × Z18

Z3 × Z6 × Z12, Z6 × Z6 × Z6.

55. Neka je p prost broj i neka Abelova grupa reda pn ima p − 1 elemenata reda p. Dokazati da je ta
grupa cikliqna.

Rexeǌe: Jasno je da je grupa cikliqna ako je ona reda p. Dakle, pretpostavimo da je n > 2.
Ukoliko ta Abelova grupa, oznaqimo je sa A, nije cikliqna, onda ona ima bar dva invarijantna
faktora. Neka ima k invarijantnih faktora, gde je k > 2. Tada je

A ∼= Zd1 × · · · × Zdk
,

pri qemu je 1 < d1 i di | di+1 za sve 1 6 i 6 k − 1. No, |A| = pn i stoga su svi di stepeni prostog
broja p. Kako svaka cikliqna grupa qiji je broj elemenata stepen broja p ima cikliqnu podgrupu
reda p, to A sadr�i podgrupu

C1 × · · · × Ck ∼= Zp × · · · × Zp.

No, jasno je da svaki element, sem neutrala, u grupi Zp × · · · × Zp ima red p, te u A ima bar pk − 1
elemenata reda p, a to protivreqi pretpostavci, jer je pk − 1 > p2 − 1 > p− 1.
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56. Neka je G konaqna Abelova grupa reda 360, koja ne sadr�i elemente reda 12, kao ni elemente reda
18. Odrediti invarijantne deliteǉe za G. Odrediti broj elemenata reda 6 u grupi G.

Rexeǌe: Primetimo da je 360 = 23 ·32 ·5. Dakle, u elementarnoj faktorizaciji pojavǉuju se stepeni
prostih brojeva 2, 3 i 5. S obzirom da u grupi G nema elemenata reda 12, u faktorizaciji se ne
sme pojaviti ni faktor Z4 ni faktor Z8. Naime, tada bi u grupi postojao element reda 4, a kako
sigurno postoji i element reda 3, ǌihov zbir bi bio element reda 12. Sliqno, u faktorizaciji
se ne sme pojaviti ni faktor Z9, jer bi to znaqilo da u grupi postoji element reda 9 i uz element
reda 2 dobili bismo i element reda 18. Zakǉuqujemo da je

G ∼= Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z3 × Z5
∼= Z2 × Z6 × Z30,

te su invarijantni faktori d1 = 2, d2 = 6, d3 = 30.

Za odre�ivaǌe broja elemenata reda 6 mo�emo koristiti elementarnu faktorizaciju, tj. odredi�emo
broj elemenata reda 6 u grupi Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z3 × Z5. Neka je (x1, x2, x3, x4, x5, x6) neki element
te grupe. Ukoliko je 6(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 0, 0, 0, 0, 0), to bi znaqilo da je 6x6 = 0. No, kako je
x6 ∈ Z5, to je 5x6 = 0 i dobijamo da je x6 = 0.

Dakle, problem se svodi na odre�ivaǌe broja elemenata reda 6 u grupi Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z3.
Kako je 6x = 0 za sve x iz ove grupe, to su u ǌoj, sem neutrala, iskǉuqivo elementi reda 2, 3 i
6. Neka je (x1, x2, x3, x4, x5) element reda 2. To znaqi da je 2(x1, x2, x3, x4, x5) = 0. No, dobijamo da
je tada 2x4 = 0 = 2x5. Kako x4, x5 ∈ Z3, to povlaqi da je x3 = x4 = 0. Dakle, element reda 2 je
oblika (x1, x2, x3, 0, 0) pri qemu nisu svi xi jednaki 0. Stoga imamo 7 elemenata reda 2. Na sliqan
naqin su svi elementi reda 3 oblika (0, 0, 0, x4, x5) pri qemu bar jedan od xi nije 0. Te imamo 8
elemenata reda 3. Sve u svemu u grupi Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z3, koja je reda 72, imamo neutral,
7 elemenata reda 2 i 8 elemenata reda 3. Dakle, imamo 72 − (1 + 7 + 8) = 56 elemenata reda 6.
Do ovog zakǉuqka smo mogli da do�emo i tako da primetimo da je zbir ma kog elementa reda 2
i ma kog elementa reda 3 (u Abelovoj grupi naravno) element reda 6. Pa elemenata reda 6 ima
(broj elemenata reda 2) · (broj elemenata reda 3) = 7 · 8 = 56.

57. Dokazati da je svaka konaqno generisana netrivijalna podgrupa grupe (R \ {0}), ·) izomorfna ili
grupi Z2, ili grupi Zs ili grupi Z2 × Zs, za neko s > 1.

Rexeǌe: Ovaj zadatak mo�da deluje te�e nego xto zapravo jeste. Najpre, primetimo da je grupa
(R \ {0}, ·) Abelova grupa i to je i svaka ǌena konaqno generisana podgrupa. No, znamo da je svaka
konaqno generisana Abelova grupa proizvod cikliqnih grupa. Posmatrajmo podgrupu koju qine
elementi konaqnog reda. Jedino xto mi treba da poka�emo je da je ta grupa ili trivijalna ili
je izomorfna sa Z2. No, to nije texko. Naime, ako je x ∈ R \ {0} takav realan broj da je, za neko
n > 2, xn = 1, onda vrlo dobro znamo da ako je n neparan broj, mora biti x = 1, a ako je n paran
broj, onda je x ∈ {−1, 1}. Dakle, jedini element reda n, za neko n > 1, u grupi (R \ {0}, ·) je element
−1 i on je reda 2. Dakle, u faktorizaciji od konaqnih faktora se mo�e pojavǉivati samo Z2, a to
je i trebalo pokazati.

U svim narednim zadacima pretpostavǉamo da su svi prsteni sa kojima radimo komutativni
prsteni sa jedinicom, mada mo�da to eksplicitno nije naglaxeno.

58. Neka je p prost broj i R = {mn ∈ Q : p - n}. Dokazati da je R potprsten od Q.

Rexeǌe: Primetimo najpre da 1 ∈ R. Pretpostavimo da su m1
n1

i m2
n2

iz R. Tada je

m1

n1
− m2

n2
=
m1n2 − n1m2

n1n2
.

No, kako je p prost broj, ukoliko bi p | n1n2 va�ilo bi da p | n1 ili p | n2, a znamo da to nije taqno.
Dakle m1

n1
− m2

n2
∈ R.

Sliqno, kako je
m1

n1
· m2

n2
=
m1m2

n1n2
,

a p - n1n2, dobijamo da je i m1
n1
· m2
n2
∈ R.

Napomena: Nije loxe znati da se ovaj potprsten oznaqava sa Z(p).

30



59. Neka je R komutativan prsten. Za element x ka�emo da je nilpotentan ukoliko je za neko n > 1
ispuǌeno xn = 0R. Dokazati da skup svih nilpotentnih elemenata qini ideal.

Rexeǌe: Jasno je da je 0R nilpotentan element. Pretpostavimo da su x i y nilpotentni elementi
i neka je xm = 0R i yn = 0R za neke prirodne brojeve m i n. Kako je R komutativan prsten, va�i
binomna formula

(x+ y)m+n =
m+n∑
k=0

(
m+ n

k

)
xkym+n−k.

Posmatrajmo proizvode xkym+n−k za 0 6 k 6 m+ n. Ukoliko je k ≥ m, onda je

xkym+n−k = xmxk−mym+n−k = 0Rxk−mym+n−k = 0R.

No, ukoliko je k < m, onda je m− k > 0, pa je

xkym+n−k = xkym−kyn = xkym−k0R = 0R.

Dakle, svi proizvodi su jednaki nuli, pa je onda i (x+ y)m+n = 0R te je element x+ y nilpotentan.

Neka je x nilpotentan te je xm = 0R za neki prirodan broj m. Ako je r ∈ R proizvoǉan element
onda je, zbog komutativnosti prstena (rx)m = rmxm = rm0R = 0R, te je i rx nilpotentan.

Time smo pokazali da je skup svih nilpotentnih elemenata jedan ideal u R.

60. Ako je x nilpotentan element komutativnog prstena sa jedinicom R dokazati da je element 1 − x
invertibilan.

Rexeǌe: Neka je x nilpotentan element. Stoga je xm = 0R za neki prirodan broj m. Tada je

(1− x)(1 + x+ · · ·+ xm−1) = 1− xm = 1,

te je 1 + x+ · · ·+ xm−1 inverz elementa 1− x.

61. Neka je R = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Q}. Pokazati da je R potprsten od C u kome je svaki element razliqit
od 0 invertibilan.

Rexeǌe: Neka je a + b
√

2 = 0, gde a, b ∈ Q. Ako je b 6= 0, dobijamo da je
√

2 = −ab ∈ Q, a znamo da√
2 nije racionalan broj. Stoga mora biti b = 0, a onda i a = 0. Dakle, ako je a + b

√
2 6= 0, ovaj

element sigurno ima inverz u skupu realnih, pa i kompleksnih brojeva. Samo treba pokazati da
je ǌegov inverz tako�e u R. No,

1
a+ b

√
2

=
a− b

√
2

(a+ b
√

2)(a− b
√

2)
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

a

a2 − 2b2
+

−b
a2 − 2b2

√
2 ∈ R,

jer je jasno da a
a2−2b2 ,

−b
a2−2b2 ∈ Q poxto a, b ∈ Q.

62. Neka je R = I + J za neke ideale I, J prstena R. Dokazati da je tada i I2 + J2 = R (I2 = I · I).

Rexeǌe: Doka�imo da zapravo iz I+J = R sledi da je i I2 +J = R. Naravno, mi sve vreme radimo
sa prstenima sa jedinicom. Stoga je I + J = R akko 1R ∈ I + J (podsetimo se da je I + J uvek ideal
i da je ideal jednak celom prstenu akko on sadr�i jedinicu prstena). Dakle, iz I + J = R sledi
da postoji x ∈ I i y ∈ J tako da je x + y = 1R. Tada je x = (1R − y). Sledi da je x2 = 1R − 2y + y2,
pa je x2 + (2y − y2) = 1R. No, jasno je da x2 ∈ I2 i da je 2y − y2 = y(2 − y) ∈ J , pa dobijamo da je
1R ∈ I2 + J , te je I2 + J = R. No, sada iz I2 + J = R, na isti naqin dobijamo da je I2 + J2 = R, a to
se i tra�ilo.
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63. Neka je S potprsten prstena R i I ideal u R. Dokazati ili opovrgnuti: S + I je potprsten od R.

Kako je S potprsten od R, to 1R ∈ S. A kako je I ideal u R, to 0R ∈ I. Stoga 1R = 1R + 0R ∈ S + I.

Uzmimo dva elementa iz S + I: s+ x, za neki s ∈ S i x ∈ I i t+ y za neki t ∈ S i y ∈ I. Tada je

(s+ x)− (t+ y) = (s− t) + (x− y).

Kako je S potprsten od R, znamo da s − t ∈ S, a kako je I ideal u R mora biti i x − y ∈ I. Stoga
(s+ x)− (t+ y) ∈ S + I.

(s+ x) · (t+ y) = st+ (sy + xt+ xy).

Kako je S potprsten od R imamo da je st ∈ S. S obzirom da je I ideal u R i da x, y ∈ I, to i
sy, xt, xy ∈ I, pa i sy + xt+ xy ∈ I, te (s+ x)(t+ y) ∈ S + I.

Zakǉuqujemo da je S + I potprsten od R.

64. Pokazati da je presek dva potprstena uvek potprsten, kao i da unija ne mora biti potprsten.

Rexeǌe: Neka je A prsten i S, T potprsteni od A. Jasno je da 1R ∈ S ∩ T . Ukoliko a, b ∈ S ∩ T ,
onda je i a− b ∈ S, jer je S potprsten, ali i a− b ∈ T , jer je T potprsten, pa a− b ∈ S ∩ T . Jasno je
i da ab ∈ S ∩ T , pa je S ∩ T zaista potprsten.

Posmatrajmo prsten Q[X]. Tada je S = Z[X] ǌegov potprsten: razlika dva polinoma sa celo-
brojnim koeficijentima je polinoma sa celobrojnim koeficijentima, a i proizvod dva polinoma
sa celobrojnim koeficijentima je polinom sa celobrojnim koeficijentima. Naravno i 1 ∈ S.
Tako�e je i Q potprsten od Q[X]. No, Z[X] ∪ Q nije potprsten od Q[X]: 1

2 , X ∈ Z[X] ∪ Q, no 1
2 + X

nije ni racionalan broj ni polinom sa celobrojnim koeficijentima.

65. Odrediti ideal I / Z zadat sa: I = (〈45〉+ 〈36〉) ∩ 〈12〉.

Rexeǌe: Znamo da je u Z: 〈a〉+ 〈b〉 = 〈NZD(a, b)〉, dok je 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈NZS(a, b)〉. Stoga je

(〈45〉+ 〈36〉) ∩ 〈12〉 = 〈NZD(45, 36)〉 ∩ 〈12〉 = 〈9〉 ∩ 〈12〉 = 〈NZS(9, 12)〉 = 〈36〉.

66. Odrediti prave deliteǉe nule u prstenima Z21 i Z16.

Rexeǌe: Ako je k ∈ Z21 \ {0} oblika 3l za neko l, onda je jasno da je k pravi deliteǉ nule:
7·21k = 7·213l = 0. Sliqno, ako je k = 7s za neko s, opet je pravi deliteǉ nule, jer je 3·21k = 3·217s = 0.
No, ukoliko k nije deǉiv ni sa 3 ni sa 7, onda iz k ·21 t = 0 za neko t ∈ Z21 sledi da 21 | k · t u Z.
No, kako 3 - k i 7 - k, to je NZD(21, k) = 1, pa 21 | t, te je zapravo t = 0. Dakle, pravi deliteǉi nule
u Z21 qine skup {3, 6, 9, 12, 15, 18, 7, 14}.

Ukoliko je k ∈ Z16 \ {0} paran broj, jasno je da je k pravi deliteǉ nule, jer je tada k ·16 8 = 0. No,
ako je k ∈ Z16 \ {0} neparan broj, onda iz k ·16 t za neko t ∈ Z16 sledi da 16 | k · t u Z i kako je tada
NZD(16, k) = 1, dobijamo da 16 | t, tj. t = 0. Prema tome, skup pravih deliteǉa nule u Z16 je skup
{2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}.

67. Odrediti invertibilne elemente u prstenima Z15 i Z36 i na�i ǌihove inverze.

Rexeǌe: U konaqnom prstenu je element ili deliteǉ nule ili je invertibilan. No, mi zapravo
znamo da su invertibilni elementi u Zn zapravo oni k ∈ Zn \ {0} koji su uzajamno prosti sa n.

Stoga je skup invertibilnih elemenata u Z15 skup {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}, a

2−1 = 8, 8−1 = 2, 4−1 = 4, 7−1 = 13, 13−1 = 7, 11−1 = 11, 14−1 = 14.

Naravno, nismo navodili inverz neutrala 1.

Skup invertibilnih elemenata u Z36 je {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35} i

5−1 = 29, 29−1 = 5, 7−1 = 31, 31−1 = 7, 11−1 = 23, 23−1 = 11,

13−1 = 25, 25−1 = 13, 19−1 = 19, 35−1 = 35.
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68. Odrediti sve ideale u prstenima Z24 i Z16.

Rexeǌe: Znamo da je svaki ideal u prstenu Zn glavni, tj. generisan je jednim elementom. No, znamo
da je ideal aditivna podgrupa grupe Zn (a ona je naravno cikliqna) i za svaki deliteǉ elementa
n postoji taqno jedna cikliqna podgrupa tog reda. No, zapravo je svaka aditivna podgrupa grupe
Zn ideal u Zn. Naime, neka je (A,+n) neka podgrupa grupe (Zn,+n). Treba pokazati da je ona ideal
u prstenu (Zn,+n, ·n), a za to treba samo pokazati da, ako je k ∈ Zn i a ∈ A, onda je k ·n a ∈ A. No,

k ·n a = a+n · · ·+n a︸ ︷︷ ︸
k

,

a ovaj element je naravno u A.

Dakle, mi znamo kako da odredimo ove ideale. U sluqaju prstena Z24 posmatramo deliteǉe broja
24. To su brojevi 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Podgrupa reda k generisana je, kao xto smo ve� imali prilike
da razmatramo, elementom 24/k. Drugim reqima ideali u Z24 su:

{0}, 〈12〉, 〈8〉, 〈6〉, 〈4〉, 〈3〉, 〈2〉, Z24.

U sluqaju prstena Z16 posmatramo deliteǉe broja 16, tj. brojeve 1, 2, 4, 8, 16. Stoga su svi ideali
u prstenu Z16:

{0}, 〈8〉, 〈4〉, 〈2〉, Z16.

69. Ispitati da li je sa f(x) = ρ(x, 9) definisan jedan homomorfizam f : Z36 → Z9 prstena sa jedinicom
i u potvrdnom sluqaju na�i Ker(f).

Rexeǌe: Jasno je da je f(1) = 1. Treba ispitati da li va�i slede�e: za k, l ∈ Z36:

ρ(k +36 l, 9) = ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9), ρ(k ·36 l, 9) = ρ(k, 9) ·9 ρ(l, 9).

Dokaz �emo izvrxiti za sabiraǌe, a za mno�eǌe se dokaz izvodi na analogni naqin. Podsetimo
se da ρ(m,n) oznaqava ostatak pri deǉeǌu m sa n. Dokaza�emo da je

ρ(k +36 l, 9) = ρ(k + l, 9) = ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9).

Podsetimo se da je k +36 l = ρ(k + l, 36), te je

ρ(k +36 l, 9) = ρ(ρ(k + l, 36), 9).

Dakle, mi najpre tra�imo ostatak pri deǉeǌu k+ l sa 36, a potom ostatak pri deǉeǌu tog ostatka
sa 9:

k + l = 36q + r, 0 6 r < 36, (1)

r = 9q1 + r1, 0 6 r1 < 9. (2)

Prema tome, zbog jedinstvenosti koji imamo pri euklidskom deǉeǌu,

r = ρ(k + l, 36), r1 = ρ(ρ(k + l, 36), 9) = ρ(k +36 l, 9).

No, iz (1) i (2) dobijamo:

k + l = 36q + r = 36q + 9q1 + r1 = 9(4q + q1) + r1.

Kako je 0 6 r1 < 9. jedinstvenost ostatka pri euklidskom deǉeǌu nam kazuje da je r1 = ρ(k + l, 9).

Podsetimo se da je ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9) = ρ(ρ(k, 9) + ρ(l, 9), 9). Dakle, ako je

k = 9q2 + r2, 0 6 r2 < 9, (3)

l = 9q3 + r3, 0 6 r3 < 9, (4)

tj. r2 = ρ(k, 9) i r3 = ρ(l, 9), tada je ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9) = ρ(r2 + r3, 9).

r2 + r3 = 9q4 + r4, 0 6 r4 < 9, (5)
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te je r4 = ρ(r2 + r3, 9) = ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9). No, iz (3), (4) i (5) dobijamo:

k + l = 9q2 + r2 + 9q3 + r3 = 9(q2 + q3) + r2 + r3 = 9(q2 + q3) + 9q4 + r4 = 9(q2 + q3 + q4) + r4.

Kako je 0 6 r4 < 9, jedinstvenost ostatka pri euklidskom deǉeǌu nam daje: r4 = ρ(k + l, 9). Prema
tome r1 = r4 i dobili smo da je zaista

ρ(k +36 l, 9) = r1 = r4 = ρ(k, 9) +9 ρ(l, 9),

kao xto smo i najavili. Dakle, f : Z36 → Z9 je zaista homomorfizam.

Jezgro nije texko na�i:

Ker(f) = {k ∈ Z36 : f(x) = 0} = {k ∈ Z36 : 9 | k} = {0, 9, 18, 27}.

Primetimo da je Ker(f) = 〈9〉 ∼= Z4.

70. Ispitati da li je sa f(x) = ρ(x, 6) definisan jedan homomorfizam f : Z36 → Z6 i u potvrdnom
sluqaju na�i Ker(f).

Rexeǌe: Dokaz da je f homomorfizam se izvodi kao u prethodnom zadatku, dok je

Ker(f) = {k ∈ Z36 : f(x) = 0} = {k ∈ Z36 : 6 | k} = {0, 6, 12, 18, 24, 30}.

Primetimo da je Ker(f) = 〈6〉 ∼= Z6.

Napomena. Navedimo primer kada na ovaj naqin ne dobijamo homomorfizam. Ako se posmatra
preslikavaǌe f : Z32 → Z6, definisano sa f(x) = ρ(x, 6), onda f nije homomorfizam. Naime, imamo
da je 15 +32 17 = 0 u Z32, te je i f(15 +32 17) = f(0) = 0, a f(15) +6 f(17) = 3 +6 5 = 2 6= 0. Razmislite
kada je f : Zm → Zn zadato sa f(x) = ρ(x, n) homomorfizam.

71. Rexiti sisteme kongruencija:

(a) x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 5 (mod 8);

(b) x ≡ 1 (mod 11), x ≡ 5 (mod 15);

(v) x ≡ −4 (mod 16), x ≡ 5 (mod 7);

(g) x ≡ 5 (mod 13), x ≡ −1 (mod 8) x ≡ 4 (mod 7);

(d) x ≡ 5 (mod 23), x ≡ 3 (mod 18) x ≡ 2 (mod 17);

(�) x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 1 (mod 8) x ≡ −4 (mod 11).

Rexeǌe: (a) Kako je NZD(7, 8) = 1 iz Kineske teoreme o ostacima zakǉuqujemo da je rexeǌe
jedinstveno po modulu 7 · 8 = 56.

Kongruencija x ≡ 3 (mod 7) ekvivalentna je sa x = 7k + 3 za neko k ∈ Z. Tada je x ≡ 5 (mod 8)
ekvivalentno sa 7k + 3 ≡ 5 (mod 8), tj. sa 7k ≡ 2 (mod 8). No, 7−1 = 7 u Z8 i dobijamo da je
prethodna kongruencija ekvivalentna sa 7 · 7k ≡ 7 · 2 (mod 8), tj. sa k ≡ 6 (mod 8).

Dakle, rexeǌe kongruencije su svi celi brojevi x oblika x = 7k+ 2 = 7(8l+ 6) + 2 = 56l+ 44, gde je
l ∈ Z.

(b) Kako je NZD(11, 15) = 1 iz Kineske teoreme o ostacima zakǉuqujemo da je rexeǌe jedinstveno
po modulu 11 · 15 = 165.

Kongruencija x ≡ 5 (mod 15) ekvivalentna je sa x = 15k + 5, za neko k ∈ Z. Tada je x ≡ 1 (mod 11)
ekvivalentno sa 15k + 5 ≡ 1 (mod 11), tj. sa 4k ≡ 7 (mod 11). No, 4−1 = 3 u Z11, pa je prethodna
kongruencija ekvivalentna sa 3 · 4k ≡ 3 · 7 (mod 11), tj. sa k ≡ 10 (mod 11).

Dakle, rexeǌe kongruencije su svi celi brojevi x oblika x = 15k + 5 = 15(11l+ 10) + 5 = 165l+ 155,
gde je l ∈ Z.

(v) Kako je NZD(16, 7) = 1 iz Kineske teoreme o ostacima zakǉuqujemo da je rexeǌe jedinstveno po
modulu 16 · 7 = 112.
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Kongruencija x ≡ −4 (mod 16) ekvivalentna je sa x = 16k − 4, za neko k ∈ Z. Tada je x ≡ 5 (mod 7)
ekvivalentno sa 16k − 4 ≡ 5 (mod 7), tj. sa 2k ≡ 2 (mod 7). No, 2−1 = 4 u Z7, pa je prethodna
kongruencija ekvivalentna sa 4 · 2k ≡ 4 · 2 (mod 7), tj. sa k ≡ 1 (mod 7).

Dakle, rexeǌe kongruencije su svi celi brojevi x oblika x = 16k− 4 = 16(7l+ 1)− 4 = 112l+ 12, gde
je l ∈ Z.

(g) Kako je NZD(13, 8) = NZD(8, 7) = NZD(13, 7) iz Kineske teoreme o ostacima zakǉuqujemo da je
rexeǌe jedinstveno po modulu 13 · 8 · 7 = 728.

Kongruencija x ≡ 5 (mod 13) ekvivalentna je sa x = 13k + 5, za neko k ∈ Z. Tada je x ≡ −1 (mod 8)
ekvivalentno sa 13k + 5 ≡ −1 (mod 8), tj. sa 5k ≡ 2 (mod 8). No, 5−1 = 5 u Z8, pa je prethodna
kongruencija ekvivalentna sa 5 · 5k ≡ 5 · 2 (mod 8), tj. sa k ≡ 2 (mod 8). Dakle, x = 13k + 5 =
13(8l+2)+5 = 104l+31, za neko l ∈ Z. Tada je kongruencija x ≡ 4 (mod 7) ekvivalentna sa 104l+31 ≡ 4
(mod 7), tj. sa 6l ≡ 1 (mod 7). Kako je 6−1 = 6 u Z7, to je prethodna kongruencija ekvivalentna sa
6 · 6l ≡ 6 · 1 (mod 7), tj. sa l ≡ 6 (mod 7).

Konaqno, rexeǌe kongruencije su svi brojevi x oblika x = 104l+ 31 = 104(7m+ 6) + 31 = 728m+ 655,
gde je m ∈ Z.

(d) Kao i u prethodnom primeru, kako su brojevi 23, 18 i 17 par po par me�usobno prosti, na
osnovu Kineske teoreme o ostacima mo�emo da zakǉuqimo da je rexeǌe jedinstveno po modulu
23 · 18 · 17 = 7038.

Kongruencija x ≡ 5 (mod 23) ekvivalentna je sa x = 23k + 5, za neko k ∈ Z. Tada je x ≡ 3 (mod 18)
ekvivalentno sa 23k + 5 ≡ 3 (mod 18), tj. sa 5k ≡ 16 (mod 18). Primetimo da je 7 ·18 5 = 35 = −1 u
Z18, te je 5−1 = −7 = 11 u Z18. Stoga je kongruencija 5k ≡ 16 (mod 18) ekvivalentna sa 11 ·5k ≡ 11 ·16
(mod 18), tj. sa k ≡ 14 (mod 18). Dakle, x = 23k + 5 = 23(18l + 14) + 5 = 414l + 327, za neko l ∈ Z.
Tada je kongruencija x ≡ 2 (mod 17) ekvivalentna sa 414l + 327 ≡ 2 (mod 17), tj. sa 6l ≡ 15 (mod 17).
No, 6−1 = 3 u Z17, pa je prethodna kongruencija ekvivalentna sa 3 · 6l ≡ 3 · 15 (mod 17), tj. sa l ≡ 11
(mod 17).

Konaqno, rexeǌe kongruencije su svi brojevi x oblika x = 414l + 327 = 414(17m + 11) + 327 =
7038m+ 4881, gde je m ∈ Z.

(�) Kao i u prethodnom primeru, kako su brojevi 5, 8 i 11 par po par me�usobno prosti, na osnovu
Kineske teoreme o ostacima mo�emo da zakǉuqimo da je rexeǌe jedinstveno po modulu 5·8·11 = 440.

Kongruencija x ≡ −4 (mod 11) ekvivalentna je sa x = 11k − 4 za neki k ∈ Z. Tada je kongruencija
x ≡ 1 (mod 8) ekvivalentna sa 11k − 4 ≡ 1 (mod 8), tj. sa 3k ≡ 5 (mod 8). Kako je 3−1 = 3 u Z8,
to je prethodna kongruencija ekvivalentna sa 3 · 3k ≡ 3 · 5 (mod 8), tj. sa k ≡ 7 (mod 8). Dakle,
x = 11k − 4 = 11(8l+ 7)− 4 = 88l+ 73, za neko l ∈ Z. Tada je kongruencija x ≡ 3 (mod 5) ekvivalentna
sa 88l + 73 ≡ 3 (mod 5), tj. sa 3l ≡ 0 (mod 5). Kako je 3−1 = 2 u Z5, to je prethodna kongruencija
ekvivalentna sa 2 · 3l ≡ 2 · 0 (mod 5), tj. sa l ≡ 0 (mod 5).

Konaqno, rexeǌe kongruencije su svi brojevi x oblika x = 88l+ 73 = 88 · 5m+ 73 = 440m+ 73, gde je
m ∈ Z.

72. Ispitati da li rexeǌe postoji i ukoliko postoji na�i sva rexeǌa navedenih kongruencija:

(a) 3x ≡ 4 (mod 7);

(b) 4x ≡ 2 (mod 6);

(v) 15x ≡ 4 (mod 10);

(g) 12x ≡ 21 (mod 15);

Rexeǌe:
(a) Kako je 7 prost broj i 7 - 3, to je 3 invertibilan u Z7. Zapravo je ǌegov inverz jednak 5:
5 ·7 3 = 1. Stoga je 3x ≡ 4 (mod 7) ekvivalentno sa x ≡ 5 ·7 4 (mod 7), tj. sa x ≡ 6 (mod 7) xto je i
rexeǌe kongruencije, tj. rexeǌa su svi brojevi oblika 7k + 6, za k ∈ Z.

(b) Kako 4 nije invertibilan u Z6, moramo postupiti pa�ǉivije. Primetimo da je 4x ≡ 2 (mod 6)
akko 6 | (4x− 2) u Z, tj. akko 3 | (2x− 1) u Z. Dakle,

4x ≡ 2 (mod 6) akko 2x ≡ 1 (mod 3).
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No, kako je 2 invertibilan u Z3 i inverz mu je 2, mno�eǌem sa 2 dobijamo ekvivalentnu kongruen-
ciju x ≡ 2 (mod 3), xto je i rexeǌe poqetne kongruencije, tj. rexeǌa su svi celi brojevi oblika
3k + 2, za k ∈ Z.

(v) Data kongruencija ekvivalentna je uslovu 10 | (15x−4). Kako su i 10 i 4 parni brojevi, vidimo
da i x mora biti paran broj. Neka je x = 2y. Dobijamo da je poqetna kongruencija ekvivalentna
uslovu 10 | (30y − 4), te i uslovu 5 | (15y − 2). No, 5 | 15y, pa je posledǌi uslov ekvivalentan sa
5 | (−2), xto nije taqno. Zakǉuqujemo da navedena kongruencija nema rexeǌa.

(g) Navedena kongruencija ekvivalentna je uslovu 15 | (12x − 21), te i uslovu 5 | (4x − 7) xto je
ekvivalentno sa 5 | (4x − 2). Dakle, imamo ekvivalentnu kongruenciju 4x ≡ 2 (mod 5). Kako je
inverz od 4 u Z5 jednak 4, mno�eǌem sa 4 dobijamo ekvivalentnu kongruenciju x ≡ 4 ·5 2 (mod 5),
tj. kongruenciju x ≡ 3 (mod 5). Prema tome, rexeǌa poqetne kongruencije su svi brojevi oblika
5k + 3, za k ∈ Z.

73. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 11 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 11. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

(a) 4x ≡ 3 (mod 11), (b) x2 ≡ 3 (mod 11), (v) x3 ≡ 2 (mod 11), (g) x4 ≡ −3 (mod 11).

Rexeǌe: Primetimo da u Z11 imamo:

21 = 2

22 = 4

23 = 8

24 = 5

25 = 10

26 = 9

27 = 7

28 = 3

29 = 6

Zakǉuqujemo da je 2 jedan primitivni koren modulo 11. Podsetimo se da je

indr(a) = x akko rx = a,

ukoliko je r primitivni koren. Ta funkcija indr je zapravo diskretna verzija logaritma.

Formirajmo tra�enu tablicu:

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ind2(a) 0 1 8 2 4 9 7 3 6 5

Po definiciji funkcije indr u ovom naxem sluqaju ona uspostavǉa izomorfizam

indr : (Z11 \ {0}, ·11)→ (Z10,+10).

Dakle a je primitivni koren akko je indr(a) generator grupe (Z10,+10), a ovo je taqno akko je
NZD(indr(a), 10) = 1. Dakle, skup svih primitivnih korena modulo 11 je: {2, 6, 7, 8}.
Reximo sada navedene kongruencije.

(a) Naravno da ovu kongruenciju mo�emo da reximo kao i ranije kongruencije. No, reximo je
pomo�u funkcije ind2. Jasno je da je dovoǉno ovu kongruenciju rexiti smatraju�i da je x ∈ Z11,
poxto se iz tog rexeǌa lako dobijaju sva rexeǌa u Z. Primenimo ovde funkciju ind2. Na osnovu
svojstava te funkcije, kongruencija 4x ≡ 3 (mod 11) ekvivalentna je jednaqini

ind2(4) +10 ind2(x) = ind2(3)
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u Z10, te je ind2(x) = 6. Zakǉuqujemo da je x = 9, te su rexeǌa poqetne kongruencije svi celi
brojevi x oblika x = 11k + 9, gde je k ∈ Z.

(b) Kao i u prethodnom primeru, pretpostavǉamo da je x ∈ Z11. Kongruencija x2 ≡ 3 (mod 11)
ekvivalentna je jednaqini

2 ind2(x) = ind2(3)

u Z10. Kako je ind2(3) = 8, dobijamo jednaqinu

2 ind2(x) = 8

u Z10. Ovo je ekvivalentno uslovu 10 | (2 ind2(x) − 8) u Z, odnosno uslovu 5 | (ind2(x) − 4). Prove-
ravaju�i tablicu za ind2, vidimo da je ovo mogu�e za ind2(x) ∈ {4, 9}, tj. x = 5 ili x = 6 u Z11.
Zakǉuqujemo da su rexeǌa kongruencije svi brojevi x oblika 11k+5, gde je k ∈ Z, kao i svi brojevi
oblika 11k + 6, gde je k ∈ Z.
Kra�e: rexeǌa su svi brojevi oblika 11k ± 5, gde je k ∈ Z.

(v) Kao i u prethodnim primerima, razmatrajmo x ∈ Z11. Kongruencija x3 ≡ 2 (mod 11) ekvivalentna
je jednaqini

3 ind2(x) = ind2(2),

u Z10, tj.
3 ind2(x) = 1.

Kako je 3−1 = 7 u Z10, dobijamo da je
ind2(x) = 7.

Iz tablice dobijamo da je x = 7, pa su sva rexeǌa celi brojevi x oblika x = 11k + 7, gde je k ∈ Z.

(g) Kongruencija x4 ≡ −3 (mod 11) ekvivalentna je kongruenciji x4 ≡ 8 (mod 11), te jednaqini

4 ind2(x) = ind28

u Z10, tj. jednaqini
4 ind2(x) = 3

u Z10. No, to znaqi da 10 | (4 ind2(x) − 3). Posebno, to bi znaqilo da je 4 ind2(x) − 3 paran broj, no
to nije taqno. Zakǉuqujemo da poqetna kongruencija nema rexeǌa.

74. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 17 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 17. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

(a) 7x ≡ 3 (mod 17), (b) x2 ≡ −2 (mod 17), (v) x3 ≡ 3 (mod 17), (g) x4 ≡ 3 (mod 17).

Rexeǌe: Ovaj put nam provera pokazuje da 2 nije primitivan koren modulo 17, no 3 jeste:
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31 = 3

32 = 9

33 = 10

34 = 13

35 = 5

36 = 15

37 = 11

38 = 16

39 = 14

310 = 8

311 = 7

312 = 4

313 = 12

314 = 2

315 = 6.

Tablica za ind3:

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
ind3(a) 0 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 8

Dakle, a je primitivan koren modulo 17 akko je NZD(ind3(a), 16) = 1, tj. akko je ind3(a) neparan broj.
Stoga je skup svih primitivnih korena modulo 17: {3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}.

(a) Data kongruencija ekvivalentna je jednaqini

ind3(7) +16 ind3(x) = ind3(3)

u Z16. tj. jednaqini
11 +16 ind3(x) = 1

u Z16. Dakle, ind3(x) = 6 i iz tablice dobijamo da je x = 15. Dakle, rexeǌa poqetne kongruencije
su svi celi brojevi x oblika 17k + 15, gde je k ∈ Z.

(b) Data kongruencija ekvivalentna je kongruenciji

x2 ≡ 15 (mod 17),

te jednaqini
2 ind3(x) = 6

u Z16 (ind3(15) = 6). Dakle, 16 | (2 ind3(x) − 6), te 8 | (ind3(x) − 3). Iz tablice zakǉuqujemo da mora
biti x = 10, ili x = 7 te su sva rexeǌa poqetne kongruencije celi brojevi x oblika x = 17k ± 10,
gde je k ∈ Z.

(v) Data kongruencija ekvivalentna je jednaqini

3 ind3(x) = 1

u Z16. Kako je 3−1 = 11 u Z16, dobijamo da je ind3(x) = 11, pa je x = 7. Rexeǌa poqetne kongruencije
su svi celi brojevi x oblika x = 17k + 7, gde je k ∈ Z.

(g) Data kongruencija ekvivalentna je jednaqini

4 ind3(x) = 1

u Z16. Dakle,16 | (4 ind3(x)− 1), a jasno je da ovo nije mogu�e, jer je 4 ind3(x)− 1 neparan broj.
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75. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 7 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 7. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

(a) 4x ≡ 3 (mod 7), (b) x2 ≡ 2 (mod 7), (v) x3 ≡ 2 (mod 7), (g) x4 ≡ 3 (mod 7).

Rexeǌe: Provera nam daje da je 3 jedan primitivni koren modulo 7:

31 = 3

32 = 2

33 = 6

34 = 4

35 = 5

Tablica za ind3:

a 1 2 3 4 5 6
ind3(a) 0 2 1 4 5 3

Primitivni koreni su oni a za koje je NZD(ind3(a), 6) = 1. Dakle, skup primitivnih korena je {3, 5}.

(a) Kongruencija 4x ≡ 3 (mod 7), gde je x ∈ Z7, ekvivalentna je jednaqini

ind3(4) + ind3(x) = ind3(3),

tj. jednaqini
4 + ind3(x) = 1

u Z6. Dakle, ind3(x) = 3, te je x = 6. Stoga je rexeǌe poqetne kongruencije svaki ceo broj x oblika
7k + 6, gde je k ∈ Z.

(b) Kongruencija x2 ≡ 2 (mod 7), gde je x ∈ Z7, ekvivalentna je jednaqini

2 ind3(x) = ind3(2),

odnosno jednaqini
2 ind3(x) = 2

u Z6. To znaqi da 6 | 2(ind3(x)− 1), te 3 | (ind3(x)− 1). Iz tablice vidimo da je to ispuǌeno za x = 3
i x = 4. Stoga je rexeǌe poqetne kongruencije svaki ceo broj x oblika x = 7k + 3, kao i svaki ceo
broj x oblika 7k + 4, gde je k ∈ Z.

(v) Kongruencija x3 ≡ 2 (mod 7), gde je x ∈ Z7, ekvivalentna je jednaqini

3 ind3(x) = ind3(2),

odnosno jednaqini
3 ind3(x) = 2

u Z6. Dakle, 6 | (3 ind3(x) − 2). Jasno je da to nije mogu�e, jer broj 3 ind3(x) − 2 nije deǉiv sa 3.
Zakǉuqujemo da poqetna kongruencija nema rexeǌa.

(g) Kongruencija x4 ≡ 3 (mod 7), gde je x ∈ Z7, ekvivalentna je jednaqini

4 ind3(x) = ind3(3),

odnosno jednaqini
4 ind3(x) = 1

u Z6. Dakle, 6 | (4 ind3(x) − 1). No, jasno je da to nije mogu�e jer je broj 4 ind3(x) − 1 neparan.
Zakǉuqujemo da poqetna kongruencija nema rexeǌa.
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76. Dokazati da poǉa Q(
√

2) i Q(
√

3) nisu izomorfna.

Rexeǌa: Pretpostavimo da postoji izomorfizam f : Q(
√

2)→ Q(
√

3). Znamo da mora biti f(1) = 1.
No, tada se indukcijom lako pokazuje da je f(n) = n, za sve n ∈ N: iz pretpostavke da je f(n) = n
dobijamo da je f(n + 1) = f(n) + f(1) = n + 1. Naravno, poxto je f(−n) = −f(n), dobijamo da je
f(m) = m za sve m ∈ Z. Tako�e, f(1) = f(n · n−1) = f(n) · f(n−1), pa je i f(n−1) = (f(n))−1. Odavde
lako sledi da je f

(
m
n

)
= m

n za sve m ∈ Z i sve n ∈ N, te je f(q) = q za sve q ∈ Q.

Kako je 2 = (
√

2)2, to je

2 = f(2) = f

((√
2
)2
)

=
(
f
(√

2
))2

.

Dakle, ako je f
(√

2
)

= a+ b
√

3 za neke a, b ∈ Q, tada je

(a+ b
√

3)2 = 2.

Dobijamo da je
a2 + 3b2 + 2ab

√
3 = 2,

tj.

ab
√

3 =
1
2

(2− a2 − 3b2) ∈ Q.

Znamo da
√

3 6∈ Q, pa mora biti ab = 0, te je a = 0 ili b = 0.

Pretpostavimo da je a = 0. Tada je 3b2 = 2. Neka je b = m
n , gde je m

n ‘neskrativ’ razlomak, tj.
NZD(m,n) = 1. Dobijamo da je

3m2 = 2n2,

te 2 | 3m2. Kako je 2 prost broj i 2 - 3, mora biti 2 | m2, te 2 | m. Dakle, m = 2m1 za neki m1 ∈ Z i
dobijamo

12m2
1 = 2n2,

te je
6m2

1 = n2.

No, iz ovoga sledi da 2 | n2, te 2 | n, a to, zajedno sa 2 | m protivreqi pretpostavci da je
NZD(m,n) = 1. Time smo dobili kontradikciju i zakǉuqujemo da je a 6= 0.

Ostala je mogu�nost da je b = 0. Tada dobijamo da je a2 = 2 te bismo dobili da je
√

2 ∈ Q. Ova
kontradikcija zavrxava zadatak — poǉa Q(

√
2) i Q(

√
3) nisu izomorfna.

77. Konstruisati poǉa sa 8 i 9 elemenata.

Rexeǌe: Za konstrukciju poǉa od 8 elemenata potreban nam je nerastavǉiv polinom stepena 3
iz Z2[X] (podsetite se teorijskog materijala iz skripti). To nije texko na�i, polinom a(X) =
X3 + X + 1 ∈ Z2[X] je nerastavǉiv. Naime, poxto je to polinom tre�eg stepena, jedino se mo�e
rastaviti u obliku proizvoda jednog polinoma prvog stepena i jednog polinoma drugog stepena,
no to bi znaqilo da on ima nulu u Z2. No, kako je a(0) = 0 i a(1) = 1, to nije taqno. Dakle,
F = Z2[X]/〈a(X)〉 je tra�eno poǉe. Ako je µ = X + 〈a(X)〉, onda je

F = {0, 1, µ, µ2, 1 + µ, 1 + µ2, µ+ µ2, 1 + µ+ µ2}.

Kako je 1 + 1 = 0 u Z2, to je i 1 + 1 = 0 u F , pa je i α+ α = α · 1 + α · 1 = α · (1 + 1) = α · 0 = 0, za sve
α ∈ F . Stoga je lako napisati tablicu sabiraǌa za F :

+ 0 1 µ µ2 1 + µ 1 + µ2 µ+ µ2 1 + µ+ µ2

0 0 1 µ µ2 1 + µ 1 + µ2 µ+ µ2 1 + µ+ µ2

1 1 0 1 + µ 1 + µ2 µ µ2 1 + µ+ µ2 µ+ µ2

µ µ 1 + µ 0 µ+ µ2 1 1 + µ+ µ2 µ2 1 + µ2

µ2 µ2 1 + µ2 µ+ µ2 0 1 + µ+ µ2 1 µ 1 + µ
1 + µ 1 + µ µ 1 1 + µ+ µ2 0 µ+ µ2 1 + µ2 µ2

1 + µ2 1 + µ2 µ2 1 + µ+ µ2 1 µ+ µ2 0 1 + µ µ
µ+ µ2 µ+ µ2 1 + µ+ µ2 µ2 µ 1 + µ2 1 + µ 0 1

1 + µ+ µ2 1 + µ+ µ2 µ+ µ2 1 + µ2 1 + µ µ2 µ 1 0
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Za tablicu mno�eǌa nam je va�no da znamo da je µ3 + µ+ 1 = 0, te je µ3 = 1 + µ.

· 0 1 µ µ2 1 + µ 1 + µ2 µ+ µ2 1 + µ+ µ2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 µ µ2 1 + µ 1 + µ2 µ+ µ2 1 + µ+ µ2

µ 0 µ µ2 1 + µ µ+ µ2 1 1 + µ+ µ2 1 + µ2

µ2 0 µ2 1 + µ µ+ µ2 1 + µ+ µ2 µ 1 + µ2 1
1 + µ 0 1 + µ µ+ µ2 1 + µ+ µ2 1 + µ2 µ2 1 µ
1 + µ2 0 1 + µ2 1 µ µ2 1 + µ+ µ2 1 + µ µ+ µ2

µ+ µ2 0 µ+ µ2 1 + µ+ µ2 1 + µ2 1 1 + µ µ µ2

1 + µ+ µ2 0 1 + µ+ µ2 1 + µ2 1 µ µ+ µ2 µ2 1 + µ

Za konstrukciju poǉa sa 9 elemenata, treba nam nerastavǉiv polinom iz Z3[X] stepena 2. Na
primer, polinom b(X) = X2 + 1 je takav. Naime, b(0) = 1, b(1) = 2, te b(X) nema nule u Z3 i poxto
je stepena 2 zakǉuqujemo da je nerastavǉiv. Dakle, tra�eno poǉe je E = Z3[X]/〈b(X)〉. Ako je
ξ = X + 〈b(X)〉, onda je

E = {0, 1, 2, ξ, 2ξ, 1 + ξ, 2 + ξ, 1 + 2ξ, 2 + 2ξ}.

Kako je 3 = 0 u Z3, to je i 3α = 0 u E za sve α ∈ E. To nam poma�e da sastavimo tablicu sabiraǌa:

+ 0 1 2 ξ 2ξ 1 + ξ 2 + ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ
0 0 1 2 ξ 2ξ 1 + ξ 2 + ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ
1 1 2 0 1 + ξ 1 + 2ξ 2 + ξ ξ 2 + 2ξ 2ξ
2 2 0 1 2 + ξ 2 + 2ξ ξ 1 + ξ 2ξ 1 + 2ξ
ξ ξ 1 + ξ 2 + ξ 2ξ 0 1 + 2ξ 2 + 2ξ 1 2
2ξ 2ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ 0 ξ 1 2 1 + ξ 2 + ξ

1 + ξ 1 + ξ 2 + ξ ξ 1 + 2ξ 1 2 + 2ξ 2ξ 2 0
2 + ξ 2 + ξ ξ 1 + ξ 2 + 2ξ 2 2ξ 1 + 2ξ 0 1
1 + 2ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ 2ξ 1 1 + ξ 2 0 2 + ξ ξ
2 + 2ξ 2 + 2ξ 2ξ 1 + 2ξ 2 2 + ξ 0 1 ξ 1 + ξ

Za tablicu mno�eǌa je va�no da primetimo da je ξ2 + 1 = 0, te je ξ2 = 2.

· 0 1 2 ξ 2ξ 1 + ξ 2 + ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 ξ 2ξ 1 + ξ 2 + ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ
2 0 2 1 2ξ ξ 2 + 2ξ 1 + 2ξ 2 + ξ 1 + ξ
ξ 0 ξ 2ξ 2 1 2 + ξ 2 + 2ξ 1 + ξ 1 + 2ξ
2ξ 0 2ξ ξ 1 2 1 + 2ξ 1 + ξ 2 + 2ξ 2 + ξ

1 + ξ 0 1 + ξ 2 + 2ξ 2 + ξ 1 + 2ξ 2ξ 1 2 ξ
2 + ξ 0 2 + ξ 1 + 2ξ 2 + 2ξ 1 + ξ 1 ξ 2ξ 2
1 + 2ξ 0 1 + 2ξ 2 + ξ 1 + ξ 2 + 2ξ 2 2ξ ξ 1
2 + 2ξ 0 2 + 2ξ 1 + ξ 1 + 2ξ 2 + ξ ξ 2 1 2ξ

78. Pokazati da je α = i +
√

3 algebarski nad Q. Na�i minimalni polinom za α i odrediti 1
α2−2 u

obliku p(α), gde je p(X) polinom iz Q[X].

Rexeǌe: Iz α = i+
√

3 kvadriraǌem dobijamo

α2 = −1 + 2i
√

3 + 3,

te je
α2 − 2 = 2i

√
3.

Ponovnim kvadriraǌem dobijamo
α4 − 4α2 + 4 = −12.

Stoga je α4 − 4α2 + 16 = 0 i vidimo da je α algebarski nad Q. Poka�imo da je µα = X4 − 4X2 + 16
minimalni polinom za α. Ovo �e slediti iz qiǌenice da je taj polinom nerastavǉiv nad Q.
Poka�imo da on jeste nerastavǉiv nad Q.
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Poxto je X4−4X2 +16 polinom qetvrtog stepena on se mo�e rastaviti samo na dva naqina u obliku
proizvoda polinoma maǌeg stepena: kao proizvod polinoma stepena 1 i polinoma stepena 3 ili
kao proizvod dva polinoma stepena 2.

U prvom sluqaju bi polinom imao jednu nulu u Q. Neka je to broj m
n , gde je m ∈ Z, n ∈ N i

NZD(m,n) = 1. Dakle (m
n

)4

− 4
(m
n

)2

+ 16 = 0.

Dobijamo da je
m4 − 4m2n2 + 16n4 = 0.

Ukoliko je n 6= 1, to postoji neki prost broj p takav da p | n. No, tada iz gorǌe jednakosti sledi
da p | m4 i kako je p prost broj dobijamo da p | m xto protivreqi qiǌenici da je m

n neskrativ
razlomak.

Dakle, n = 1. Sada dobijamo
m4 − 4m2 + 16 = 0.

Zakǉuqujemo da m mora biti paran broj: m = 2m1. Dakle

16m4
1 − 16m2

1 + 16 = 0,

te je
m4

1 −m2
1 + 1 = 0.

No, m4
1−m2

1 = m2
1(m2

1− 1) = m2
1(m1− 1)(m1 + 1) i vidimo da je m4

1−m2
1 paran broj i on ne mo�e biti

jednak −1. Zakǉuqujemo da polinom X4 − 4X2 + 16 nema nulu u Q.

Ostaje druga mogu�nost — da je X4−4X2 + 16 proizvod dva polinoma stepena 2 koji su oba u Q[X].
Mo�emo pretpostaviti da su oba moniqna. Naime, ako je

X4 − 4X2 + 16 = (pX2 + qX + r)(sX2 + tX + u),

gde p, q, r, s, t, u ∈ Q onda je ps = 1, a

(pX2 + qX + r)(sX2 + tx+ u) =
(
X2 +

q

p
X +

r

p

)(
psX2 + ptX + pu

)
= (X2 + aX + b)(X2 + cX + d),

gde a, b, c, d ∈ Q. Dakle, pretpostavimo da je

X4 − 4X2 + 16 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d) = X4 + (a+ c)X3 + (b+ ac+ d)X2 + (ad+ bc)X + ad,

gde a, b, c, d ∈ Q. Tada va�e slede�e jednakosti:

a+ c = 0
b+ ac+ d = −4
ad+ bc = 0

bd = 16

Iz prve jednaqine dobijamo da je c = −a, te je:

b− a2 + d = −4
a(d− b) = 0

bd = 16

Iz a(d− b) = 0 sledi da je a = 0 ili d = b.

Pretpostavimo da je a = 0. Dobijamo

b+ d = −4
bd = 16

Ako je b = −2 − t za neki t ∈ Q, onda iz prve jednakosti dobijamo da je d = −2 + t, a iz druge onda
da je (−2 − t)(−2 + t) = 16, te je 4 − t2 = 16 i mora biti t2 = −12, xto nije mogu�e, jer je t realan
broj. Zakǉuqujemo da je a 6= 0.
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Ostaje mogu�nost d = b. Dobijamo

2b− a2 = −4

b2 = 16

Dakle, b ∈ {−4, 4}. Ukoliko je b = −4 iz prve jednakosti dobijamo da je −8− a2 = −4, pa je a2 = −4,
xto nije mogu�e jer je a ∈ Q ⊆ R. Ostaje mogu�nost b = 4. Tada je 8 − a2 = −4, pa je a2 = 12, te je
(a/2)2 = 3 i dobili bismo da je

√
3 ∈ Q.

Zakǉuqujemo da polinom X4 − 4X2 + 16 nije rastavǉiv nad Q, te je on zaista minimalni polinom
za element α.

Iz teorijskog dela znamo da postoje jedinstveno odre�eni racionalni brojevi a, b, c, d takvi da je

1
α2 − 2

= a+ bα+ cα2 + dα3.

Tada je
(a+ bα+ cα2 + dα3)(α2 − 2) = 1.

Dobijamo da je
dα5 + cα4 + (b− 2d)α3 + (a− 2c)α2 − 2bα− 2a− 1 = 0.

Iz jednakosti α4 = 4α2 − 16 dobijamo α5 = 4α3 − 16α. Zamenom u gorǌoj jednakosti dobijamo:

d(4α3 − 16α) + c(4α2 − 16) + (b− 2d)α3 + (a− 2c)α2 − 2bα− 2a− 1 = 0.

Sre�ivaǌem se dobija:

(b+ 2d)α3 + (a+ 2c)α2 + (−2b− 16d)α+ (−2a− 16c− 1) = 0.

Dobijamo sistem jednaqina

b+ 2d = 0
a+ 2c = 0

−2b− 16d = 0
−2a− 16c− 1 = 0

Primetimo da se on sastoji od dva sistema po dve nepoznate

b+ 2d = 0
−2b− 16d = 0

i

a+ 2c = 0
−2a− 16c = 1

Ovi sistemi se lako rexavaju: b = d = 0, a = 1
6 , c = − 1

12 . Dakle,

1
α2 − 2

=
1
6
− 1

12
α2.

U xkoli su nas uqili da na kraju treba proveriti rezultat , :(
1
6
− 1

12
α2

)
(α2 − 2) =

1
6
α2 − 1

3
− 1

12
α4 +

1
6
α2

=
1
6
α2 − 1

3
− 1

12
(4α2 − 16) +

1
6
α2

=
(

1
6
− 4

12
+

1
6

)
α2 +

(
−1

3
+

16
12

)
= 1.
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79. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√

5−
√

3.

Rexeǌe: U ovom rexeǌu ne�emo toliko detaǉno sve obrazlagati.

α2 = (
√

5−
√

3)2 = 5− 2
√

15 + 3 = 8− 2
√

15

Dakle
α2 − 8 = −2

√
15.

Kvadriraǌem dobijamo:
α4 − 16α2 + 64 = 60,

te je
α4 − 16α2 + 4 = 0.

Dakle, α je zaista algebarski nad Q. Poka�imo da je X4 − 16X2 + 4 minimalni polinom za α nad
Q. Naravno, to se svodi na to da poka�emo da je ovaj polinom nerastavǉiv.

Ukoliko je m
n , gde je m ∈ Z, n ∈ N i NZD(m,n) = 1, nula polinoma X4 − 16X2 + 4, onda je

m4

n4
− 16

m2

n2
+ 4 = 0,

te je
m4 − 16m2n2 + 4n2 = 0.

Ukoliko je n > 1, postoji prost broj p koji deli n. No, iz posledǌe jednakosti se tada dobija da
p | m, xto protivreqi qiǌenici da je NZD(m,n) = 1.

Za n = 1 dobijamo da je
m4 − 16m2 + 4 = 0.

Dakle, m4 je paran broj, pa onda mora to biti i m: m = 2m1 za neki m1 ∈ Z i dobijamo:

16m4
1 − 64m2

1 + 4 = 0.

Odavde sledi da je
4m4

1 − 16m2
1 + 1 = 0,

xto je oqigledno nemogu�e, jer je broj 4m4
1 − 16m2

1 paran.

Pretpostavimo da X4 − 16X2 + 4 ima faktorizaciju u obliku proizvoda dva polinoma stepena 2 iz
Q[X]:

X4 − 16X2 + 4 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d).

Tada je

a+ c = 0
b+ ac+ d = −16
ad+ bc = 0

bd = 4.

Dakle, c = −a i

b− a2 + d = −16
a(d− b) = 0

bd = 4.

Ako je a = 0 onda je

b+ d = −16
bd = 4.

Ukoliko je b = −8 − t za neki t ∈ Q, onda je d = −8 + t i (−8 − t)(−8 + t) = 4, tj. 64 − t2 = 4, te je
t2 = 60 i (t/2)2 = 15. Dobili bismo tako da

√
15 ∈ Q.
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Neka je
√

15 = m
n , gde m ∈ Z, n ∈ N, pri qemu je NZD(m,n) = 1. Tada je m2 = 15n2, te 3 | m2 i poxto

je 3 prost broj, zakǉuqujemo da 3 | m. Dakle, m = 3m1 za neki m1 ∈ Z i 9m2
1 = 15n2, te je 3m2

1 = 5n2.
Dakle, 3 | 5n2 te mora biti 3 | n. No, uz 3 | m, dobijamo da m i n nisu uzajamno prosti i ova
kontradikcija pokazuje da

√
15 6∈ Q.

Dakle, a 6= 0, pa mora biti d = b. Dobijamo

2b− a2 = −16

b2 = 4.

Ukoliko je b = 2, iz prve jednakosti se dobija da je a2 = 20, te je (a/2)2 = 5 i sledilo bi da je√
5 ∈ Q. Poka�ite da ovo nije taqno.

Ukoliko je b = −2, iz prve jednakosti se dobija da je a2 = 12, te je (a/2)2 = 3 i dobili bismo da je√
3 ∈ Q, xto nije taqno.

Dakle, dobili smo zaista da X4 − 16X2 + 4 nije rastavǉiv nad Q, te je to minimalni polinom
elementa α.

Da bismo odredili 1
α2−2 u obliku p(α) mo�emo postupiti kao i u prethodnom primeru, ali mo�emo

to uraditi i drugaqije.

Primetimo da je (α2 − 2)2 = α4 − 4α2 + 4, a mi znamo da je α4 − 16α2 + 4 = 0. Iz ove dve jednakosti
dobijamo da je

(α2 − 2)2 = 12α2,

te je
12α2

α2 − 2
= α2 − 2.

Dakle,

α2 − 2 =
12α2

α2 − 2
=

12α2 − 12 · 2 + 12 · 2
α2 − 2

= 12 +
24

α2 − 2
.

Dakle,
24

α2 − 2
= α2 − 14,

te je
1

α2 − 2
=

1
24

(α2 − 14).

Provera:

1
24

(α2 − 14) · (α2 − 2) =
1
24

(α4 − 14α2 − 2α2 + 28) =
1
24

(α4 − 16α2 + 28) =
1
24

(α4 − 16α2 + 4︸ ︷︷ ︸
=0

+24) =
24
24

= 1.

80. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√

2 +
√

3.

Rexeǌe:

α2 = 2 +
√

3

(α2 − 2)2 = 3

Dakle, α4−4α2+1 = 0, te je α algebarski nad Q. Dokazujemo da je polinom X4−4X2+1 nerastavǉiv
nad Q. Ukoliko je m

n nerastavǉiv razlomak koji je nula polinoma X4 − 4X2 + 1, dobijamo

m4

n4
− 4

m2

n2
+ 1 = 0,

te je
m4 − 4m2n2 + n4 = 0.

Ukoliko je n > 1 i p prost broj koji deli n, onda p | m xto protivreqi pretpostavci da je m
n

neskrativ razlomak. Dakle, navedeni polinom nema nulu u Q.
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Ukoliko je
X4 − 4X2 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d),

za neke a, b, c, d ∈ Q, dobijamo da je

a+ c = 0
b+ ac+ d = −4
ad+ bc = 0

bd = 1.

Dakle, c = −a i

b− a2 + d = −4
a(d− b) = 0

bd = 1.

Ako je a = 0, onda je

b+ d = −4
bd = 1.

Ako je b = −4 − t za neki t ∈ Q, onda je d = −4 + t, pa je 1 = bd = (−4 − t)(−4 + t) = 16 − t2. Stoga
je t2 = 15, xto nije mogu�e za racionalan broj t. Naime, ako je t = m

n neskrativ razlomak, dobija
se da je m2 = 15n2. Kako 3 | 15n2, to 3 | m2, pa 3 | m. Dakle, m = 3m1 za neki m1 ∈ Z. Sada je
9m2

1 = 15n2, te je 3m2
1 = 5n2 i 3 | 5n2. Kako je 3 prost broj, dobijamo da 3 | n, xto protivreqi

pretpostavci da je razlomak m
n neskrativ.

Ostaje mogu�nost da je d = b. Tada je

2b− a2 = −4

b2 = 1.

Ukoliko je b = 1, dobijamo da je a2 = 6. Kao i u prethodnim sluqajevima, lako se pokazuje da to
nije mogu�e za a ∈ Q. Ukoliko je b = −1, dobija se da je a2 = 2, pa bi

√
2 bio racionalan broj.

Dakle, polinom X4 − 4X2 + 1 je nerastavǉiv nad Q, te je on minimalni polinom elementa α.

Znamo da je α4 − 4α2 + 1 = 0. Stoga je

(α2 − 2)2 = α4 − 4α2 + 4 = (α4 − 4α2 + 1) + 3 = 3.

Odavde neposredno dobijamo da je
1

α2 − 2
=

1
3

(α2 − 2).

81. Na�i α tako da je Q(i,
√

5) = Q(α).

Rexeǌe: Poka�imo da je α = i+
√

5 tra�eni element.

α3 = i3 + 3i2
√

5 + 3i(
√

5)2 + (
√

5)3

= −i− 3
√

5 + 15i+ 5
√

5

= 14i+ 2
√

5

= 2(i+
√

5) + 12i
= 2α+ 12i.

Dobijamo da je

i =
1
12

(α3 − 2α) ∈ Q(α).
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No, tada je i
√

5 = α− i = α− 1
12

(α3 − 2α) ∈ Q(α).

Dakle, kako i,
√

5 ∈ Q(α), dobijamo da je Q(i,
√

5) ⊆ Q(α). Obratna inkluzija je jasna, jer je

α = i+
√

5 ∈ Q(i,
√

5),

pa je i Q(α) ⊆ Q(i,
√

5).

82. Na�i α tako da je Q(
√

5,
√

7) = Q(α).

Rexeǌe: Pokaza�emo da za α =
√

5 +
√

7 va�i: Q(
√

5,
√

7) = Q(α). Kako α ∈ Q(
√

5,
√

7), inkluzija
Q(α) ⊆ Q(

√
5,
√

7) jeste ispuǌena.

α3 = (
√

5)3 + 3(
√

5)2
√

7 + 3
√

5(
√

7)2 + (
√

7)3

= 5
√

5 + 15
√

7 + 21
√

5 + 7
√

7

= 26
√

5 + 22
√

7

= 22(
√

5 +
√

7) + 4
√

5

= 22α+ 4
√

5.

Dakle,
√

5 =
1
4

(α3 − 22α) ∈ Q(α).

Tada je i
√

7 = α−
√

5 = α− 1
4

(α3 − 22α) ∈ Q(α).

Kako
√

5,
√

7 ∈ Q(α), dobijamo da je i Q(
√

5,
√

7) ⊆ Q(α).

83. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 + 2X2 − 15 ∈ Q[X] i odrediti element α za koji je K = Q(α).

Rexeǌe:

X4 + 2X2 − 15 = (X2 + 1)2 − 1− 15

= (X2 + 1)2 − 16

= (X2 + 1)2 − 42

= (X2 + 1− 4)(X2 + 1 + 4)

= (X2 − 3)(X2 + 5)

= (X −
√

3)(X +
√

3)(X − i
√

5)(X + i
√

5)

Zakǉuqujemo da je korensko poǉe K = Q(
√

3, i
√

5). Poka�imo da je α =
√

3 + i
√

5 takav element da je
K = Q(α). Uradi�emo to nexto drugaqije nego u prethodnim primerima. Primetimo da je

α · α = |α2| = (
√

3)2 + (
√

5)2 = 8 ∈ Q.

Dakle, α = 8
α ∈ Q(α). No, iz qiǌenice da α, α ∈ Q(α), sledi da i

√
3 =

1
2

(α+ α) ∈ Q(α),

i
√

5 =
1
2

(α− α) ∈ Q(α),

Dakle,
√

3, i
√

5 ∈ Q(α), pa je onda i K = Q(
√

3, i
√

5) ⊆ Q(α). No, jasno je da je α ∈ K, te zakǉuqujemo
da je zaista K = Q(α).
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84. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 − 12X2 + 9 i odrediti element α za koji je K = Q(α).

Rexeǌe:

X4 − 12X2 + 9 = (X2 − 6)2 − 36 + 9

= (X2 − 6)2 − 27

= (X2 − 6)2 − (3
√

3)2

= (X2 − 6− 3
√

3)(X2 − 6 + 3
√

3)

= (X2 − (6 + 3
√

3))(X2 − (6− 3
√

3))

=

(
X2 −

(√
6 + 3

√
3
)2
)(

X2 −
(√

6− 3
√

3
)2
)
.

Konaqno

X4 − 12X2 + 9 =
(
X −

√
6 + 3

√
3
)(

X +
√

6 + 3
√

3
)(

X −
√

6− 3
√

3
)(

X +
√

6− 3
√

3
)
.

Dakle, korensko poǉe K je dato sa: K = Q
(√

6 + 3
√

3,
√

6− 3
√

3
)
. No, primetimo da je√

6 + 3
√

3 ·
√

6− 3
√

3 =
√

36− (3
√

3)2 =
√

36− 27 = 9.

Stoga je √
6− 3

√
3 =

9√
6 + 3

√
3
∈ Q

(√
6 + 3

√
3
)
,

te mo�emo da zakǉuqimo da je K = Q
(√

6 + 3
√

3
)
.
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