
Zadaci iz Algebre

1. Ispitati koji od slede�ih skupova qine grupu u odnosu na operaciju mno�eǌa po modulu 14:

{1, 3, 5}, {1, 3, 5, 7}, {1, 7, 13}, {1, 9, 11, 13}.

2. Dokazati da podskup od {1, 2, . . . , 21}, koji sadr�i neki paran broj i broj 11 ne mo�e qiniti grupu
u odnosu na operaciju mno�eǌa brojeva po modulu 22.

3. Odrediti red svakog elementa iz Z5, Z9 i Z14.

4. Neka je g element grupe G. Dokazati da je G = {gx : x ∈ G}, pri qemu je gx 6= gy za x 6= y.

5. Neka elementi x, y i xy neke grupe G imaju red 2. Dokazati da je xy = yx.

6. Neka je G = Q ∩ [0, 1). Na skupu G zadata je operacija + sa:

x+ y =

{
x+ y, 0 6 x+ y < 1
x+ y − 1, x+ y > 1.

Pokazati da je G beskonaqna Abelova grupa qiji su svi elementi konaqnog reda.

7. Neka je

SL2(Z) =
{[
a b
c d

]
: ad− bc = 1

}
.

Dokazati da je SL2(Z) grupa u odnosu na mno�eǌe matrica. Ako su matrice A,B ∈ SL2(Z) zadate
sa:

A =
[
0 −1
1 0

]
, B =

[
0 1
−1 −1

]
,

odrediti redove elemenata A, B, AB i BA.

8. Na�i sve podgrupe grupa Z4, Z7, Z12, D4 i D5.

9. Odrediti podgrupu od Dn generisanu elementima ρ2 i ρ2σ; posebno diskutovati sluqaj parnog, a
posebno neparnog n.

10. Neka je G Abelova grupa i H skup svih elemenata konaqnog reda u G. Dokazati da je H podgrupa
od G.

11. Dokazati da Abelova grupa Q nema konaqan skup generatora.

12. Permutacije (4568)(1245) i (624)(253)(876)(45) iz S8 predstaviti kao proizvod disjunktnih ciklusa
i odrediti ǌihov red.

13. Pokazati da je H = {π ∈ S8 : π(2) = 2, π(3) = 3, π(6) = 6} podgrupa grupe S8 (u odnosu na kompoziciju
permutacija) i odrediti red te podgrupe.

14. Na�i sve podgrupe od S4 koje imaju 6 elemenata.

15. Ako π, σ ∈ Sn, dokazati da πσπ−1σ−1 ∈ An.

16. Ako je n neparan broj, dokazati da (123) i (12 · · ·n) generixu An. Ako je n paran broj, dokazati da
(123) i (23 · · ·n) generixu An.

17. Pokazati da A4 sadr�i podgrupu izomorfnu grupi simetrija pravougaonika koji nije kvadrat.

18. Pokazati da brojevi 1, 2, 4, 5, 7, 8 qine grupu u odnosu na mno�eǌe po modulu 9 i da je ta grupa
izomorfna grupi Z6

19. Pokazati da brojevi 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19 qine grupu u odnosu na mno�eǌe po modulu 20 i da
ta grupa nije izomorfna grupi Z8.

20. Neka je G grupa. Dokazati da je f : G → G, definisano sa f(x) = x−1 izomorfizam ako i samo ako
je grupa G Abelova.
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21. Dokazati da je podgrupa grupe S6, koja je generisana ciklusima (1234) i (56) izomorfna grupi iz
11. zadatka.

22. Dokazati da je podgrupa od S4, generisana elementima (1234) i (24) izomorfna grupi D4.

23. Odrediti Z(Sn), Z(An), Z(Dn).

24. Ako je grupa G×H cikliqna, dokazati da su i G i H cikliqne grupe.

25. Dokazati da grupa Z× Z nije izomorfna grupi Z.

26. Ako je A 6 G i B 6 H, dokazati da je A×B 6 G×H. Na�i podgrupu od Z×Z, koja nije ovog oblika.

27. Ispitati koje su od slede�ih grupa izomorfne jedna drugoj:

Z24 ,D4 × Z3, D12, A4 × Z2, Z2 × D6, S4, Z12 × Z2.

28. Neka su H i K konaqne podgrupe neke grupe G i neka su redovi tih podgrupa uzajamno prosti
brojevi. Dokazati da je H ∩K = {e}.

29. Neka je H 6 Sn i neka H 6⊆ An. Dokazati da taqno polovinu elemenata iz H qine parne permutacije.

30. Dokazati da je svaka Abelova grupa reda pq, gde su p i q razliqiti prosti brojevi, cikliqna.

31. Dokazati da je svaka Abelova grupa reda p1 · · · pn, gde su pi razliqiti prosti brojevi, cikliqna.

32. Ispitati da li u grupi S7 postoji element reda 12.

33. Ispitati da li u grupi S7 postoji element reda 8.

34. Odrediti element maksimalnog reda u grupi S9.

35. Neka su H i K podgrupe grupe G. Dokazati da je HK podgrupa ako i samo ako je HK = KH.

36. Na�i sve normalne podgrupe u grupama D4 i D5.

37. Neka je H normalna podgrupa grupe G i K normalna podgrupa od H. Primerom pokazati da K ne
mora biti normalna podgrupa od G.

38. Neka su H i K normalne podgrupe grupe G i neka je H∩K = {e}. Dokazati: (∀x ∈ H)(∀y ∈ K)xy = yx.

39. Ako je H cikliqna normalna podgrupa grupe G, dokazati da je svaka podgrupa od H tako�e nor-
malna podgrupa grupe G.

40. Dokazati da je svaki element koliqniqke grupe Q/Z konaqnog reda, dok u koliqniqkog grupi R/Q
nijedan element (sem neutrala) nema konaqan red.

41. Neka je A normalna podgrupa grupe G i B normalna podgrupa grupe H. Dokazati da je A × B
normalna podgrupa grupe G×H, kao i da je (G×H)/(A×B) ∼= (G/A)× (H/B).

42. Dokazati da je f : G→ H homomorfizam ako i samo ako je {(x, f(x)) : x ∈ G} podgrupa od G×H.

43. Oznaqimo sa fa,b : R → R, gde je a ∈ R \ {0}, b ∈ R funkcije zadate sa fa,b(x) = ax + b. Neka je
G = {fa,b : a ∈ R \ {0}, b ∈ R} i H = {f1,b : b ∈ R}. Pokazati da je G grupa u odnosu na kompoziciju
funkcija, da je H normalna podgrupa grupe G, kao i da je G/H ∼= (R \ {0}, ·).

44. Neka je G podgrupa grupe S8 generisana elementima (123)(45) i (78). Neka G dejstvuje kao grupa
permutacija skupa X = {1, 2, . . . , 8}. Odrediti orbitu i stabilizator svakog elementa iz X.

45. Neka je G grupa i x ∈ G. Pokazati da je podskup C(x) = {g ∈ G : xg = gx} qini podgrupu grupe G
(ova podgrupa se naziva centralizator elementa x). Odrediti vezu te podgrupe i broja elemenata
u klasi koǌugovanosti elementa x. Pokazati da ukoliko u G postoji klasa koǌugovanosti sa taqno
dva elementa, grupa G ne mo�e biti prosta.

46. Neka grupa G dejstvuje na skupovima X i Y . Pokazati da je sa g · (x, y) := (g · x, g · y) definisano
jedno dejstvo grupe G na skupu X × Y (ovo dejstvo se naziva dijagonalno dejstvo). Odrediti
vezu izme�u stabilizatora elemenata x, y i (x, y).
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47. Neka je X = {1, 2, 3, 4} i G podgrupa od S4 generisana elementima (1234) i (24). Odrediti orbite i
stabilizatore za dijagonalno dejstvo G na X ×X.

48. Neka je p prost broj. Pokazati da skup matrica

G =


 1 a b

0 1 c
0 0 1

 : a, b, c ∈ Zp


qini nekomutativnu grupu reda p3 u odnosu na mno�eǌe matrica.

49. Ro�endanska torta je podeǉena na 8 jednakih parqi�a. Na koliko razliqitih naqina se mogu
pore�ati crvene i plave sve�ice koje se postavǉaju u centar svakog parqeta (tako da dobijemo
istinski razliqito ukraxene torte).

50. Odrediti koliko razliqito obojenih pravilnih tetraedara ima ukoliko bojimo svaku ivicu tog
tetraedra sa jednom od 4 mogu�e boje.

51. Odrediti normalnu formu za Abelove grupe zadate generatorima x1, x2, x3, x4 i relacijama

(a)

9x1 + 6x2 + 5x3 + 4x4 = 0
6x1 + 5x2 − 3x3 + 11x4 = 0

3x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 0;

(b)

4x1 + 2x2 + 3x3 + 7x4 = 0
5x1 + x2 − x3 + 12x4 = 0

2x1 + 4x2 + 11x3 − 3x4 = 0;

(v)

7x1 − x2 − x3 + 2x4 = 0
9x1 + 3x2 − 3x3 = 0
2x1 + 4x2 − 2x4 = 0;

(g)

5x1 + 3x2 − 3x4 = 0
2x1 + 4x2 − 2x3 = 0

7x1 + 7x2 − 2x3 − 3x4 = 0.

52. Odrediti invarijantne deliteǉe za grupe

Z10 × Z15 × Z20; Z28 × Z42; Z9 × Z14 × Z6 × Z16.

53. Dokazati da svaka Abelova grupa reda 100 ima element reda 10. Odrediti invarijantne deliteǉe
u sluqaju da u takvoj grupi nema elemenata reda ve�eg od 10.

54. Klasifikovati sve Abelove grupe reda 81, 144 i 216.

55. Neka je p prost broj i neka Abelova grupa reda pn ima p − 1 elemenata reda p. Dokazati da je ta
grupa cikliqna.

56. Neka je G konaqna Abelova grupa reda 360, koja ne sadr�i elemente reda 12, kao ni elemente reda
18. Odrediti invarijantne deliteǉe za G. Odrediti broj elemenata reda 6 u grupi G.

57. Dokazati da je svaka konaqno generisana netrivijalna podgrupa grupe (R \ {0}), ·) izomorfna ili
grupi Z2, ili grupi Zs ili grupi Z2 × Zs, za neko s > 1.
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58. Neka je p prost broj i R = {mn ∈ Q : p - n}. Dokazati da je R potprsten od Q.

59. Neka je R komutativan prsten. Za element x ka�emo da je nilpotentan ukoliko je za neko n > 1
ispuǌeno xn = 0. Dokazati da skup svih nilpotentnih elemenata qini ideal.

60. Ako je x nilpotentan element komutativnog prstena sa jedinicom R dokazati da je element 1 − x
invertibilan.

61. Neka je R = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Q}. Pokazati da je R potprsten od C u kome je svaki element razliqit
od 0 invertibilan.

62. Neka je R = I + J za neke ideale I, J prstena R. Dokazati da je tada i I2 + J2 = R (I2 = I · I).

63. Neka je S potprsten prstena R i I ideal u R. Dokazati ili opovrgnuti: S + I je potprsten od R.

64. Pokazati da je presek dva potprstena uvek potprsten, kao i da unija ne mora biti potprsten.

65. Odrediti ideal I / Z zadat sa: I = (〈45〉+ 〈36〉) ∩ 〈12〉.

66. Odrediti prave deliteǉe nule u prstenima Z21 i Z16.

67. Odrediti invertibilne elemente u prstenima Z15 i Z36 i na�i ǌihove inverze.

68. Odrediti sve ideale u prstenima Z24 i Z16.

69. Ispitati da li je sa f(x) = ρ(x, 9) definisan jedan homomorfizam f : Z36 → Z9 i u potvrdnom
sluqaju na�i Ker(f).

70. Ispitati da li je sa f(x) = ρ(x, 6) definisan jedan homomorfizam f : Z36 → Z6 i u potvrdnom
sluqaju na�i Ker(f).

71. Rexiti sisteme kongruencija:

(a) x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 5 (mod 8);

(b) x ≡ 1 (mod 11), x ≡ 5 (mod 15);

(v) x ≡ −4 (mod 16), x ≡ 5 (mod 7);

(g) x ≡ 5 (mod 13), x ≡ −1 (mod 8) x ≡ 4 (mod 7);

(d) x ≡ 5 (mod 23), x ≡ 3 (mod 18) x ≡ 2 (mod 17);

(�) x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 1 (mod 8) x ≡ −4 (mod 11).

72. Ispitati da li rexeǌe postoji i ukoliko postoji na�i sva rexeǌa navedenih kongruencija:

(a) 3x ≡ 4 (mod 7);

(b) 4x ≡ 2 (mod 6);

(v) 15x ≡ 4 (mod 10);

(g) 12x ≡ 21 (mod 15);

73. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 11 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 11. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

4x ≡ 3 (mod 11), x2 ≡ 3 (mod 11), x3 ≡ 2 (mod 11), x4 ≡ −3 (mod 11).

74. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 17 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 17. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

7x ≡ 3 (mod 17), x2 ≡ −2 (mod 17), x3 ≡ 3 (mod 17), x4 ≡ 3 (mod 17).

75. Na�i bar jedan primitivni koren r modulo 7 i pomo�u tablice za indr odrediti sve primitivne
korene modulo 7. Ispitati da li slede�e kongruencije imaju rexeǌe i u potvrdnom sluqaju na�i
sva rexeǌa:

4x ≡ 3 (mod 7), x2 ≡ 2 (mod 7), x3 ≡ 2 (mod 7), x4 ≡ 3 (mod 7).
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76. Dokazati da poǉa Q(
√

2) i Q(
√

3) nisu izomorfna.

77. Konstruisati poǉa sa 8 i 9 elemenata.

78. Pokazati da je α = i +
√

3 algebarski nad Q. Na�i minimalni polinom za α i odrediti 1
α2−2 u

obliku p(α), gde je p(X) polinom iz Q[X].

79. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√

5−
√

3.

80. Uraditi sve iz prethodnog zadatka za element α =
√

2 +
√

3.

81. Na�i α tako da je Q(i,
√

5) = Q(α).

82. Na�i α tako da je Q(
√

5,
√

7) = Q(α).

83. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 + 2X2 − 15 ∈ Q[X] i odrediti element α za koji je K = Q(α).

84. Na�i korensko poǉe K polinoma X4 − 12X2 + 9 i odrediti element α za koji je K = Q(α).
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