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1 Uvod
Diskretne strukture, kao oblast izuqavaǌa diskretne matematike, pred-

stavǉaju familiju matamatiqkih struktura sa konaqnim ili najvixe pre-
brojivim domenima.

Matematiqke oblasti koje se u maǌoj ili ve�oj meri izuqavaju u ovom
kursu su:
Matematiqka logika-upoznavaǌe elemenata iskaznog i predikatskog raquna;
Kombinatorika-opis kombinatornih funkcija na konaqnim skupovima;
Elementi teorije skupova-predstavǉaǌe osnovnih skupovnih operacija i kon-
strukcija nad skupovima;
Teorija brojeva-ispitivaǌe osobina celih brojeva;
Teorija formalne izraqunǉivosti-utvr�uje se koncept izraqunǉivosti ili
algoritma, kao i razni algoritamski sistemi (Tjuringova maxina, opxte
rekurzivne funkcije, UR maxina);
Teorija grafova-izuqavaǌe najvixe prebrojivih skupova na kojima je defin-
isana binarna relacija.

Znaqajne su primene diskretne matematike u raqunarstvu. Navedimo par
primera. Programski jezik LISP zasnovan je na λ-raqunu, koji predstavǉa
algoritamski sistem. U dizajnu i analizi logiqkih kola, koja qine osnovu
savremenih digitalnih raqunara, koristi se iskazni raqun i s ǌim blisko
povezane Bulove algebre. Tako�e, matematiqka logika nam daje sredstva
pomo�u kojih utvr�ujemo korektnost nekog programa.

Brojevne strukture imaju centralno mesto u matematici i mo�emo re�i
da na ǌima poqiva celokupna matematika. To su:

• N - struktura prirodnih brojeva;

• Z - prsten celih brojeva;

• Q - poǉe racionalnih brojeva;

• R - poǉe realnih brojeva;

• C - poǉe kompleksnih brojeva.

Pre nego xto opiximo svaku od ovih struktura detaǉnije, navedimo defini-
cije algebarske operacije i strukture.

Definicija 1.1 Algebarska operacija du�ine n na skupu A, za prirodan broj
n ≥ 1, je svako preslikava�e f : An → A. Ako je n = 2 onda f nazivamo binarnom
operacijom, a ako je n = 1 unarnom.

Definicija 1.2 Algebarska struktura je svaka n-torka

(A, f1, f2, . . . , fk, a1, a2, . . . , am)

gde je A neprazan skup, prirodni brojevi m, k ≥ 1, n = k + m + 1, f1, f2, . . . , fk
operacije skupa A i a1, a2, . . . , am ∈ A. Skup A se naziva domenom, a elementi
a1, a2, . . . , am konstantama.

Navedene brojevne strukture jesu algebarske strukture, sa operacijama
sabiraǌa i mno�eǌa. Algebarsku strukturu mo�emo proxiriti dodavxi joj
i neku relaciju, najqex�e relaciju ≤.

1.1 Prirodni brojevi
Skup prirodnih brojeva je N = {0, 1, 2, 3, . . . }. Svaki prirodni broj n ima

svog direktnog naslednika – broj n + 1, koji se ponekad oznaqava sa n′. U
skupu N postoji najmaǌi prirodan broj – nula. Isto svojstvo ima i svaki
neprazan podskup skupa N:
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Tvr�e�e 1.3 Princip najma�eg elementa za skup prirodnih brojeva

Ako je X ⊆ N i X 6= ∅, tada X ima najma�i element.

Da�emo jedno neformalno objaxǌeǌe ovog tvr�eǌa. Neka je skup X opisan
nekim aritmetiqkim svojstvom ϕ(n). To znaqi da se ϕ(n) mo�e zapisati
pomo�u simbola aritmetiqkih operacija (+ i ·), simbola konstanti (bro-
jevi 0, 1, 2, . . . ) i logiqkih simbola. Kako su mogu�e vrednosti promenǉive n
u izrazu ϕ(n) prirodni brojevi, to skup X mo�emo predstaviti kao

X = {n ∈ N |ϕ(n)}.

Uz nabrajaǌe prirodnih brojeva n ∈ N, poqev od nule, za svaki qlan n prove-
ravamo istinitost iskaza ϕ(n), na osnovu qega zakǉuqujemo da li taj element
pripada skupu X ili ne. Uoqimo prvi prirodan broj m za koji va�i da je
ϕ(m) taqan iskaz. Takav element postoji, jer je X, prema pretpostavci,
neprazan skup. Tada je m najmaǌi element skupa X.

Iako je pojam prirodnih brojeva intuitivno vrlo jasan, formalno zasni-
vaǌe prirodnih brojeva je ozbiǉan matematiqki problem. Navedimo jedan
pristup.

Stavimo da je 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2},4 = {0, 1, 2, 3}, . . . Dakle,
svaki prirodan broj n je skup svojih prethodnika, to jest

n = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Inaqe, req broj u srpskom jeziku je u etimoloxkoj vezi sa glagolom bri-
jati, to jest se�i. Prema tome, req broj bi znaqila zasek ili zarez. Veza
je jasna, ako se setimo da su ǉudi u davna vremena za brojaǌe koristili
urezivaǌe crtica u neki materijal.

Struktura prirodnih brojeva je (N,+, ·,≤, 0), gde su operacije + i · ope-
racije sabiraǌa, odnosno mno�eǌa prirodnih brojeva, 0 je konstanta, i ≤ je
ure�eǌe prirodnih brojeva. Skup pozitivnih prirodnih brojeva {1, 2, 3, . . . }
obele�avamo sa N+.

1.2 Celi brojevi
Skup celih brojeva je Z = {. . .− 2,−1, 0, 1, 2, . . .}. Struktura (Z,+,−, ·, 0, 1)

predstavǉa prsten celih brojeva, gde su +, · i − operacije sabiraǌa, mno�eǌa
i promene znaka. Navedenu strukturu mo�emo posmatrati i kao strukturu
(Z,+, ·, 0, 1), jer se operacija promene znaka mo�e definisati pomo�u op-
eracije +. Naime, element −x definixemo kao element koji sabran sa x
daje nulu.

1.3 Racionalni brojevi
Skup racionalnih brojeva je Q = {mn |m ∈ Z, n ∈ N+}. Algebarska struktu-

ra (Q,+, ·, 0, 1) predstavǉa poǉe racionalnih brojeva. Operacije + i · su
definisane kao:

m

n
+
m′

n′
=

mn′ +m′n

nn′

m

n
· m
′

n′
=

mm′

nn′
.

1.4 Realni brojevi
Skup realnih brojeva R je skup brojeva sa konaqnim ili beskonaqnim

decimalnim zapisom. Brojevi sa konaqnim ili beskonaqno periodiqnim dec-
imalnim zapisom su racionalni brojevi, a brojevi sa beskonaqnim decimal-
nim zapisom koji nije periodiqan nazivaju se iracionalni brojevi. Skup
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iracionalnih brojeva oznaqavamo sa I. Jasno je da va�i Q ⊂ R, I ⊂ R, R\Q =
I. Neki od iracionalnih brojeva su

√
2 i π.

Dokaz da je
√

2 iracionalan broj nije komplikovan. Ako bi
√

2 bio racionalan
broj, mogli bismo da ga predstavimo kao

√
2 = p

q , gde su p i q uzajamno prosti

celi brojevi. Kvadriraǌem ove jednakosti dobijamo da je 2 = p2

q2 , to jest
p2 = 2q2. To znaqi da je p paran broj, pa je p oblika 2k, za k ∈ Z. Tada je
q2 = 2k2, pa je i q paran broj. Nemogu�e je da i p i q budu parni brojevi, jer
smo pretpostavili da su uzajamno prosti. Dakle,

√
2 mora biti iracionalan

broj. Nasuprot ovom dokazu, dokaz da je broj π iracionalan nije lak.
Struktura (R,+, ·,≤, 0, 1) predstavǉa ure�eno poǉe realnih brojeva.

1.5 Kompleksni brojevi
Skup kompleksnih brojeva je C = {a + bi | a, b ∈ R}, gde je i oznaka za

imaginarnu jedinicu, to jest element koji predstavǉa jedno rexeǌe jedna-
qine x2 + 1 = 0. Sabiraǌe i mno�eǌe kompleksnih brojeva definixe se na
slede�i naqin:

(a+ bi) + (a′ + b′i) = (a+ a′) + (b+ b′)i
(a+ bi) · (a′ + b′i) = (ab− a′b′) + (ab′ + a′b)i.

Struktura (C,+, ·, 0, 1), gde su + i · gore definisane operacije, predstavǉa
poǉe kompleksnih brojeva. Primetimo da je svaki realan broj i kompleksan,
jer je a = a+ 0 · i.

Primetimo da va�i da je N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. Tako�e, operacije + i · su
ekstenzije, to jest produ�eǌa odgovaraju�ih operacija sa skupa prirodnih
brojeva na skupove Z,Q,R i C redom.

1.6 Operatori
∑

i
∏

U matematici se qesto razmatraju zbirovi i proizvodi brojeva zadatih
na opxti naqin. Na primer: a0 +a1 +a2 + · · ·+an i a0 ·a1 ·a2 · · · an, gde simbol
· · · oznaqava sve qlanove koji nedostaju. Operatori

∑
i
∏

olakxavaju zapis
ovakvih izraza. Definixemo ih na slede�i naqin:

n∑
i=m

ai
def= am + am+1 + · · ·+ an

n∏
i=m

ai
def= am · am+1 · · · an.

Specijalno je
∑n
i=0 ai = a0 +a1 +a2 + · · ·+an, i sliqno za proizvod. Na primer∑7

i=3 ai = a3 + a4 + a5 + a6 + a7. Ako je jasno u kom rasponu se vrxi sabiraǌe
ili mno�eǌe, mo�emo pisati i

∑
i ai i

∏
i ai.

Teorema 1.4 Operatori
∑

i
∏

imaju slede�e osobine:

a)
∑
i αai = α

∑
i ai;

b)
∑
i(ai + bi) =

∑
i ai +

∑
i bi

∏
i ai · bi =

∏
i ai ·

∏
i bi

v)
∑n
i=1 ai =

∑n
j=1 aj

∏n
i=1 ai =

∏n
j=1 aj

g)
∑m
i=1

∑n
j=1 aij =

∑n
j=1

∑m
i=1 aij

∏m
i=1

∏n
j=1 aij =

∏n
j=1

∏m
i=1 aij

Do k a z.
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a)
n∑
i=1

αai = αa1 + αa2 + · · ·+ αan = α(a1 + a2 + · · ·+ an) = α

n∑
i=1

ai

b)
n∑
i=1

(ai + bi) = (a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn)

= (a1 + a2 + · · ·+ an) + (b1 + b2 + · · ·+ bn)

=
n∑
i=1

ai +
n∑
i=1

bi

v) Ovde se radi samo o promeni indeksa sumiraǌa.

g)
m∑
i=1

n∑
j=1

aij =
m∑
i=1

(ai1 + ai2 + · · ·+ ain) =

(a11 + a12 + · · ·+ a1n) +
(a21 + a22 + · · ·+ a2n) +

...

(am1 + am2 + · · ·+ amn) = (sabiraju�i po kolonama)

(a11 + a21 + · · ·+ am1) +
(a12 + a22 + · · ·+ am2) +

...

(a1n + a2n + · · ·+ amn) =
n∑
j=1

(a1j + a2j + · · ·+ amj) =
n∑
j=1

m∑
i=1

aij

U dokazima 1,2,4 smo implicitno koristili asocijativni, komutativni i
distributivni zakon za sabiraǌe i mno�eǌe. Dokazi za operator

∏
izvode

se sliqno. �

Primer 1.5 1.
∑7
i=1(i+ k) =

∑7
i=1 i+

∑7
i=1 k = 7·8

2 + 7k = 28 + 7k

2.
∑n
i=m 1 = n−m+ 1, za n ≥ m

3.
n∑
i=1

(−1)i = (−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + · · ·+ (−1)n

= −1 + 1− 1 + 1− · · ·+ (−1)n

=
{

0, n paran
−1, n neparan

4.
∏n
i=1(−1)i = (−1)1+2+···+n = (−1)

n(n+1)
2

5. Ako je n ≥ 4, onda je
n∏
i=3

log(tg(
π

i
)) = log(tg(

π

3
)) · log(tg(

π

4
)) · · · · · log(tg(

π

n
)) = 0.

4
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1.7 Algebarski identiteti
Algebarski identiteti su formule oblika u = v, gde su u i v algebarski

izrazi (termi). Algebarski izraz u = v je taqan ili istinit u nekoj alge-
barskoj strukturi ako se za zadate vrednosti uqestvuju�ih promenǉivih u
termima u i v vrednosti terma u i v poklapaju. U gore navedenim brojevnim
strukturama su taqni slede�i identiteti:

1. (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

2. x2 − y2 = (x+ y)(x− y)
3. x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2)
4. x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)
5. x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz) + 3xyz
6. xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + xn−3y2 + · · ·+ xyn−2 + yn−1), n ∈ N, n ≥ 2
7. x2n+1 + y2n+1 = (x+ y)(x2n − x2n−1y + x2n−2y2 − · · · − xy2n−1 + y2n), n ∈ N, n ≥ 1

Uvedimo definicije: n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n, za n ≥ 1, i 0! = 1. Binomni
koeficijenti su brojevi n!

k!(n−k)! , za n, k ∈ N i n ≥ k. Oznaqavamo ih sa
(
n
k

)
ili Cnk . Binomna formula je

8. (x+ y)n = xn +
(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xyn−1 + yn =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

Primer 1.6 1. Ako u formuli 6. stavimo x = 1 i y = t dobijamo

1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1 =
1− tn

1− t
.

2. Ako u 7. stavimo x = 1 i y = t onda je

1− t+ t2 − t3 + · · · − t2n−1 + t2n =
1 + t2n+1

1 + t
.

3. Iz binomne formule za x = 1 i y = t sledi

(1 + t)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
tk.

Tako�e, za x = 1 i y = 1 dobijamo

n∑
k=0

(
n

k

)
=
(
n

0

)
+
(
n

1

)
+
(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+
(
n

n

)
= 2n,

i za x = 1 i y = −1 :

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
=
(
n

0

)
+
(
n

1

)
−
(
n

2

)
+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0.

4.
(
n

n−k
)

= n!
(n−k)!k! = n!

k!(n−k)! =
(
n
k

)
.

4

Definicija 1.7 Neka su a1, . . . , an pozitivni realni brojevi. Tada je broj:

• A(a1, . . . , an) = a1+···+an
n aritmetiqka sredina brojeva a1, . . . , an;

• G(a1, . . . , an) = n
√
a1a2 · · · an geometrijska sredina brojeva a1, . . . , an;
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• H(a1, . . . , an) = n
1
a1

+ 1
a2

+···+ 1
an

harmonijska sredina brojeva a1, . . . , an;

• K(a1, . . . , an) =
√

a2
1+a

2
2+···+a2

n

n kvadratna sredina brojeva a1, . . . , an.

Primer 1.8 Va�i H(a1, . . . , an) ≤ G(a1, . . . , an) ≤ A(a1, . . . , an) ≤ K(a1, . . . , an)
za sve pozitivne realne brojeve a1, . . . , an.

• Doka�imo prvo G(a1, . . . , an) ≤ A(a1, . . . , an).

Neka je n = 2. Kako je (x − y)2 ≥ 0 va�i x2 + y2 ≥ 2xy, za sve x, y ∈ R.
Brojevi a1, a2 su pozitivni, pa u toj nejednakosti mo�emo uzeti da je
x =
√
a1, y =

√
a2. Dobijamo a1+a2 ≥ 2

√
a1
√
a2, to jest G(a1, a2) ≤ A(a1, a2).

Jednostavan je dokaz i za n = 3. Za sve x, y, z ∈ R+ va�i

x2 + y2 ≥ 2xy x2 + z2 ≥ 2xz y2 + z2 ≥ 2yz.

Sabiraǌem nejednakosti dobijamo 2x2 + 2y2 + 2z2 ≥ 2xy + 2xz + 2yz, pa
je x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz ≥ 0. S obzirom na identitet x3 + y3 +
z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz) + 3xyz zakǉuqujemo da je
x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz. Odatle imamo i a1 + a2 + a3 ≥ 3

√
a1
√
a2
√
a3, a time i

G(a1, a2, a3) ≤ A(a1, a2, a3).

Nejednakost G(a1, a2, a3, a4) ≤ A(a1, a2, a3, a4) mo�emo dobiti dvostrukom
primenom nejednakosti G(a1, a2) ≤ A(a1, a2). Naime,

a1 + a2 + a3 + a4

4
=

a1+a2
2 + a3+a4

2

2
≥
√
a1a2 +

√
a3 + a4

2

≥
√√

a1a2
√
a3a4 = 4

√
a1a2a3a4.

Koriste�i ideju u prethodnom izvo�eǌu doka�imo da va�i slede�e
tvr�eǌe: ako za bilo kojih n brojeva va�i nejednakost geometrijske i
aritmetiqke sredine, tada je G(a1, a2, . . . , a2n) ≤ A(a1, a2 . . . , a2n), za bilo
koji skup od 2n pozitivnih realnih brojeva. Dakle, ako je G(a1, . . . , an) ≤
A(a1, . . . , an) za sve a1, . . . , an ∈ R+, onda imamo

a1 + a2 + · · ·+ a2n

2n
=

a1+a2+···+an
n + an+1+an+2+···+a2n

n

2
≥

n
√
a1 · · · an + n

√
an+1 · · · a2n

2

≥
√

n
√
a1 · · · a2

n
√
an+1 · · · a2n = 2n

√
a1a2 · · · a2n.

Mo�emo zakǉuqiti da nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine
va�i za n = 2, 4, 8, 16, . . . , to jest va�i G(a1, . . . , an) ≤ A(a1, . . . , an) za
n = 2k, k ∈ N+.

Doka�imo najzad da nejednakost va�i za proizvoǉno n. Na osnovu
prethodnog mo�emo pretpostaviti da je n 6= 2k. Neka je m najmaǌi
prirodan broj tako da 2m−1 < n < 2m i neka je l ∈ N+ tako da n+ l = 2m.
Prema ve� dokazanom va�i

a1 + a2 + · · ·+ a2m

2m
≥ 2m
√
a1a2 · · · a2m .

Stavimo an+1 = an+2 = · · · = an+l = a1+a2+···+an
n . Zamenom u gorǌu nejed-

nakost dobijamo

na1+a2+···+an
n + l a1+a2+···+an

n

n+ l
≥ n+l

√
a1a2 · · · an

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)l
.

Sre�ivaǌem ove nejednakosti dobijamo(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)n+l

≥ a1a2 · · · an
(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)l
,
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to jest
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n
√
a1a2 · · · an,

qime je dokazana nejednakost G(a1, . . . , an) ≤ A(a1, . . . , an) za sve a1, . . . , an ∈
R+.

• Nejednakost H(a1, . . . , an) ≤ G(a1, . . . , an) sledi iz G( 1
a1
, . . . , 1

an
) ≤ A( 1

a1
, . . . , 1

an
).

• Doka�imo nejednakost A(a1, . . . , an) ≤ K(a1, . . . , an) za sve a1, . . . , an ∈ R+.
Va�i a2

i + a2
j ≥ 2aiaj za sve i, j ∈ {1, . . . , n}. Tada

n∑
i=1

n∑
j=1

(
a2
i + a2

j

)
≥ 2

n∑
i=1

n∑
j=1

a1aj

n∑
i=1

n∑
j=1

(
a2
i + a2

j

)
=

n∑
i=1

 n∑
j=1

a2
i +

n∑
j=1

a2
j

 =
n∑
i=1

na2
i +

n∑
j=1

a2
j


=

n∑
i=1

na2
i +

n∑
i=1

n∑
j=1

a2
j = n

n∑
i=1

a2
i + n

n∑
j=1

a2
j = 2n

n∑
i=1

a2
i

(
n∑
i=1

ai

)2

=

(
n∑
i=1

ai

)(
n∑
i=1

ai

)
=

(
n∑
i=1

ai

) n∑
j=1

aj

 =
n∑
i=1

n∑
j=1

aiaj ,

zamenom dve jednakosti u prvoj nejednakosti dobijamo

2n
n∑
i=1

a2
i ≥ 2

(
n∑
i=1

ai

)2

,

a mno�eǌem ove nejednakosti sa 1
n2 dobijamo

1
n

∑
i

a2
i ≥

(
1
n
ai

)2

xto je tra�ena nejednakost.

Ako u nekoj od nejednakosti harmonijske, geometrijske, aritmetiqke i kvadratne
sredine va�i jednakost, tada je a1 = · · · = an. Na primer, va�i G(a1, . . . , an) =
A(a1, . . . , an) akko a1 = · · · = an. Jasno je da iz a1 = · · · = an sledi G(a1, . . . , an) =
A(a1, . . . , an). Obrnuto, doka�imo da G(a1, . . . , an) = A(a1, . . . , an) povlaqi a1 =
· · · = an. Pretpostavimo suprotno: nije a1 = · · · = an. Bez umaǌeǌa opxtosti
mo�emo pretpostaviti da je a1 6= a2. Tada je a1+a2

2 >
√
a1a2, pa je

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
a1+a2

2 + a1+a2
2 + a3 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1 + a2

2
a3a4 · · · an >

√
(a1a2)a3 · · · an,

xto je nemogu�e. Dakle, mora biti a1 = · · · = an. 4

Svi algebarski identiteti 1-8, koje smo naveli na poqetku, su posle-
dica nekoliko osnovnih algebarskih identiteta koje nazivamo algebarskim
zakonima.

Neka je (G, ∗, e) algebarska struktura, gde je ∗ simbol binarne operacije,
a e konstanta. Tada je:

1. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) asocijativni zakon

2. x ∗ e = x, e ∗ x = x zakoni neutralnog elementa

3. x ∗ x′ = e, x′ ∗ x = e zakoni inverznog elementa
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4. x ∗ y = y ∗ x komutativni zakon.

Ako je data jox jedna binarna operacija ◦ na G, mo�emo govoriti o dis-
tributivnim zakonima:

5. x ◦ (y ∗ z) = (x ◦ y) ∗ (x ◦ z) levi distributivni zakon (◦ prema ∗)

6. (y ∗ z) ◦ x = (y ◦ x) ∗ (z ◦ x) desni distributivni zakon (◦ prema ∗).

Algebarski zakoni koji �e tako�e biti spomenuti u nastavku su:

• x ∗ x = x zakon idempotencije

• x ∗ x = e zakon involucije

• x ◦ (x ∗ y) = x zakon apsorpcije

• (x ◦ y) ∗ (y ◦ z) ∗ (z ◦ x) = (x ∗ y) ◦ (y ∗ z) ◦ (z ∗ x) Dedekindov1 zakon

Definicija 1.9 Algebarska struktura (G, ∗, e) u kojoj za sve x, y, z ∈ G va�i
1. i 2. i za svako x ∈ A postoji x′ tako da va�i 3. naziva se grupa. Ako va�i
jox i 4. strukturu G nazivamo Abelova ili komutativna grupa.

Definicija 1.10 Prsten je algebarska struktura (R, ∗, ◦, e, ι) tako da je (R, ∗, e)
Abelova grupa, za strukturu (R, ◦, ι) va�e asocijativni zakon i zakoni neu-
tralnog elementa, kao i distributivni zakoni operacije ◦ prema ∗. Ako je
operacija ◦ komutativna, za R ka�emo da je komutativni prsten. Ako va�e za-
koni inverznog elementa za operaciju ◦ za sve elemente iz R sem e, onda ka�emo
da je R po	e.

Primetimo da je struktura {Z,+, ·, 0, 1} komutativni prsten, a (Q,+, ·, 0, 1),
(R,+, ·, 0, 1), (C,+, ·, 0, 1) su poǉa.

Zadaci

2 Skupovi
Pojam skupa je intuitivno vrlo jasan, mada se precizno opisuje tek

aksiomama teorije skupova, koje �e biti izlo�ene u nastavku. Raselov2

paradoks nas brzo mo�e ubediti zaxto nije tako jednostavno opisati nexto
xto je skup. Naime, neka je S saqiǌen od elemenata x za koje va�i x /∈ x. Da
li je S ∈ S? Ako jeste, onda prema tome kako smo definisali S va�i S /∈ S,
xto je nemogu�e. S druge strane, ako nije S ∈ S, onda S ispuǌava svojstvo
elementa od S, xto je tako�e nemogu�e. Dakle, S nije skup.

Osnovna relacija me�u skupovima je ve� pomenuta relacija pripadnosti.
Skup x pripada skupu y zapisujemo kao x ∈ y i ka�emo da je x element skupa
y.

Navedimo sada aksiome teorije skupova:

A1 (Aksioma ekstenzionalnosti) Dva skupa su jednaka ako imaju iste ele-
mente.

A2 (Aksioma praznog skupa) Postoji skup koji nema nijedan element. Ozna-
qava�emo ga sa ∅.

A3 (Aksioma para) Za sve skupove x i y postoji skup z = {x, y}, qiji su
jedini elementi skupovi x i y.

1Richard Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar
2Bertrand Russell (1872-1970), britanski filozof i matematiqar
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A4 (Aksioma unije) Za svaki skup x postoji skup z tako da u ∈ z ako i samo
ako u ∈ y za neki y ∈ x. Skup z predstavǉa uniju qlanova skupa x i
oznaqava�emo ga sa ∪x.

A5 (Aksioma partitivnog skupa) Za svaki skup x postoji skup z = P(x),
koji se sastoji od svih podskupova od x.

A6 (Aksioma izdvajaǌa podskupa) Za svaku formulu φ(x) i svaki skup a
{x ∈ a | φ(x)} je skup.

A7 (Aksioma zamene) Neka je ψ(x, y) formula za koju va�i da za svako x
postoji najvixe jedno y tako da je ψ(x, y) ispuǌeno. Tada je za svaki
skup a i {y | ψ(x, y) za neko x ∈ a} tako�e skup.

A8 (Aksioma dobrog zasnivaǌa ili aksioma regularnosti) Svaki neprazan
skup A sadr�i element a takav da je A ∩ a = ∅.

A9 (Aksioma beskonaqnosti) Postoji skup A koji sadr�i ∅ i sa svakim
svojim elementom x sadr�i i x ∪ {x}.

A10 (Aksioma izbora) Ako je dat skup x qiji su svi elementi neprazni
skupovi, onda postoji funkcija f : x → ∪x takva da f(z) ∈ z, za sve
z ∈ x. Ta funkcija naziva se funkcija izbora.

Teorija sa aksiomama A1-A9 naziva Zermelo3-Frenkelova4 teorija skupova
i skra�eno oznaqava sa ZF. Zermelo-Frenkelova teorija sa aksiomom izbora
skra�eno se oznaqava sa ZFC.

Prvu aksiomu �emo eksplicitno najqex�e koristiti u dokazivaǌu sku-
povnih identiteta. Tako�e su nam bitne aksiome praznog skupa i partitivnog
skupa, jer obezbe�uju egzistenciju ovih va�nih objekata. Xesta aksioma �e
nam omogu�iti definicije novih skupova u odnosu na neke ve� date. Na
primer presek dva skupa, razliku dva skupa i tako daǉe. Qesto �emo u
dokazima teorema formirati nove skupove od datih na ovaj naqin, koriste�i
neke formule koje se odnose na elemente datog skupa, i upravo nam ova aksima
obezbe�uje korektnost takvog postupka. Na aksiomu regularnosti �emo se
vratiti u xestoj glavi, koja se odnosi na uvo�eǌe prirodnih brojeva.

Skupove mo�emo zadavati navo�eǌem ǌegovih elemenata ili preko svojsta-
va koja ǌihovi elementi ispuǌavaju. Jox jednom, ako je zadat skup A, i
ϕ je svojstvo ǌegovih elemenata zadato matematiqkim formulama, tada je
B = {x ∈ A | ϕ(x)} tako�e skup, na osnovu xeste aksiome.

Primer 2.1 1. A = {2, 3}

2. B = {x ∈ R | x2 − 5x+ 6 = 0}

Primetimo da je A = B. 4

Definicija 2.2 Ka�emo da je skup A podskup skupa B ako je svaki element
skupa A ujedno i element skupa B. Pixemo A ⊆ B. Ako je A ⊆ B i A 6= B, onda
pixemo A ⊂ B.

Primer 2.3 1. Prazan skup je podskup svakog skupa.

2. {x ∈ R | x ≥ 3} ⊂ {x ∈ R | x ≥ 1}.

3. N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. 4
3Ernst Zermelo (1871-1953), nemaqki matematiqar
4Abraham Fraenkel (1891-1965), izraelski matematiqar
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Koriste�i pojam podskupa mo�emo uvesti jednu karakterizaciju jednakosti
skupova, koju �emo qesto koristiti u zadacima.

Teorema 2.4 Za proizvo	ne skupove A i B va�i: A = B ako i samo ako A ⊆ B i
B ⊆ A.

Do k a z. Jasno je da A i B imaju iste elemente ako i samo ako su svi ele-
menti skupa A u B i svi elementi skupa B u A. �

Definicija 2.5 Presek skupova A i B je skup

A ∩B = {x ∈ A |x ∈ B},

ili, ekvivalentno:
A ∩B = {x ∈ B |x ∈ A}.

Ako skupovi A i B nemaju zajedniqkih elemenata, tada ǌihovu uniju oz-
naqavamo sa A tB i nazivamo disjunktnom unijom tih skupova.

Definicija 2.6 Unija skupova A i B je skup

A ∪B = {x | x ∈ A ili x ∈ B}.

Definicija 2.7 Razlika skupova A i B je skup

A \B = {x ∈ A |x /∈ B}.

Definicija 2.8 Simetriqna razlika skupova A i B je skup

A4B = (A \B) ∪ (B \A).

Definicija 2.9 Neka je A ⊆ U . Komplement skupa A u skupu U je skup

Ac = {x ∈ U | x /∈ A}.

Pravilnije je pisati AcU , jer tako znamo u odnosu na koji skup posmatramo
komplement. U primerima i zadacima koji slede, podrazumevamo da su svi
skupovi koji se spomiǌu podskupovi nekog fiksnog skupa, tako da �e biti
dovoǉno jasno pisati samo Ac.

Primer 2.10 Neka je skup U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} i neka su A = {1, 2, 3, 4} i
B = {2, 3, 7, 8, 9} �egovi podskupovi. Tada je

A ∩B = {2, 3} A \B = {1, 4}
A ∪B = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 9} B \A = {7, 8, 9}
Ac = {5, 6, 7, 8, 9, 10} A4B = {1, 4, 7, 8, 9}

4

Primer 2.11 Za operacije ∩,∪,4, \ i operaciju komplementa skupa c va�e slede�e
osobine:

1. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

2. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

3. (A4B)4 C = A4 (B 4 C)

4. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
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5. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

6. A ∩B = B ∩A

7. A ∪B = B ∪A

8. A4B = B 4A

9. A ∩A = A

10. A ∪A = A

11. A ∩ (A ∪B) = A

12. A ∪ (A ∩B) = A

13. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

14. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

15. (Ac)c = A

16. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C)

17. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C)

18. (A ∩B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩A) = (A ∪B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪A)

Setimo se da su skupovi X i Y jednaki ako imaju iste elemente. To mo�emo
zapisati i ovako: X = Y ako va�i: x ∈ X ako i samo ako x ∈ Y za proizvoǉno
x. Nekad je zgodnije dokazivati skupovne identitete koriste�i teoremu 2.4.
Naime, X = Y ukoliko je taqno: za svako x iskaz x ∈ X povlaqi x ∈ Y i za
svako x iskaz x ∈ Y povlaqi x ∈ X.

Doka�imo jednakost 1. Va�i slede�i niz ekvivalencija

x ∈ (A ∩B) ∩ C akko x ∈ (A ∩B) i x ∈ C
akko (x ∈ A i x ∈ B) i x ∈ C
akko x ∈ A i (x ∈ B i x ∈ C)
akko x ∈ A i x ∈ B ∩ C
akko x ∈ A ∩ (B ∩ C).

Dakle, skupovi (A ∩ B) ∩ C i A ∩ (B ∩ C) imaju iste elemente, pa su jednaki.
Jednakost 4:

x ∈ A ∩ (B ∪ C) akko x ∈ A i x ∈ B ∪ C
akko x ∈ A i (x ∈ B ili x ∈ C)
akko (x ∈ A i x ∈ B) ili (x ∈ A i x ∈ C)
akko x ∈ A ∩B ili x ∈ A ∩ C
akko x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Jednakost 11:

Iz x ∈ A ∩ (A ∪B) sledi x ∈ A i x ∈ A ∪B
sledi x ∈ A.

S druge strane

x ∈ A sledi x ∈ A i x ∈ A
sledi x ∈ A i (x ∈ A ili x ∈ B)
sledi x ∈ A i (x ∈ A ∪B)
sledi x ∈ A ∩ (A ∪B).
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Znaju�i da va�e slede�a dva identiteta

A ∩ C ⊆ A A ⊆ A ∪ C

za proizvoǉne skupove A i C, dokaz prethodne jednakosti mo�e izgledati i
ovako:

A ∩ (A ∪B) ⊆ A A ⊆ A ∪B
A ⊆ A

}
A ⊆ A ∩ (A ∪B).

Jednakost 13:

x ∈ (A ∩B)c akko x /∈ A ∩B
akko nije x ∈ A ∩B
akko nije (x ∈ A i x ∈ B)
akko (nije x ∈ A) ili (nije x ∈ B)
akko x /∈ A ili x /∈ B
akko x ∈ Ac ili x ∈ Bc

akko x ∈ Ac ∪Bc.

Jednakost 15:

x ∈ (Ac)c akko x /∈ Ac

akko nije x ∈ Ac

akko nije x /∈ A
akko nije (nije x ∈ A)
akko x ∈ A.

Jednakost 16:

x ∈ A \ (B ∩ C) akko x ∈ A i x /∈ B ∩ C
akko x ∈ A i nije (x ∈ B i x ∈ C)
akko x ∈ A i (nije x ∈ B ili nije x ∈ C)
akko x ∈ A i (x /∈ B ili x /∈ C)
akko (x ∈ A i x /∈ B) ili (x ∈ A i x /∈ C)
akko x ∈ A \B ili x ∈ A \ C
akko x ∈ (A \B) ∪ (A \ C).

Na sliqan naqin mogu se izvesti svi ostali dokazi.
Jednakosti 1-3 predstavǉaju asocijativnost operacija preseka, unije i

simetriqne razlike. Jednakosti 4 i 5: distributivnost preseka u odnosu
na uniju i obrnuto. Komutativnost za ∩,∪,4 su identiteti 6-8; 9 i 10 je
idempotentnost za presek i uniju. Zakoni apsorpcije za presek i uniju su
jednakosti 11 i 12. Jednakosti 13 i 14 se nazivaju De Morganovi5 zakoni.
Jednakost 18 je Dedekindov zakon za presek i uniju. 4

Primer 2.12 Odrediti tra�ene partitivne skupove i dokazati navedeni iden-
titet:

1. P({a, b})

2. P(∅)

3. P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B).

5Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematiqar
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1. P({a, b}) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

2. P(∅) = {∅}

3. Doka�imo datu jednakost:

X ∈ P(A ∩B) akko X ⊆ A ∩B
akko X ⊆ A i X ⊆ B
akko X ∈ P(A) i X ∈ P(B)
akko X ∈ P(A) ∩ P(B).

4

Tvr�e�e 2.13 Za skupove a, b, c, d va�i:

{a, b} = {c, d} ako i samo ako (a = c i b = d) ili (a = d i b = c}.

Do k a z. Ako va�i neki od dva uslova sa desne strane, jasno je da je {a, b} =
{c, d}. S druge strane, pretpostavimo da je {a, b} = {c, d}. Kako je a ∈ {a, b},
to je a ∈ {c, d}, pa je a = c ili a = d. Neka je prvo a = c. Va�i d ∈ {c, d}, pa
d ∈ {a, b}, a time i d = a ili d = b. Ako je b = d va�i desna strana. Ako je
a = d, imamo da je a = c = d. Iz b ∈ {a, b} = {c, d} sledi b = c = d, pa va�i
desna strana. Sliqno se dokazuje i drugi sluqaj, kada je a = d. �

Definicija 2.14 Ure�eni par (a, b) skupova a i b je skup {{a}, {a, b}}.

Tvr�e�e 2.15 Za ure�ene parove (a, b) i (c, d) va�i:

(a, b) = (c, d) akko a = c i b = d.

Do k a z. Ako va�i a = c i b = d, onda je (a, b) = {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} =
(c, d). Neka je (a, b) = (c, d). Onda je {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Prema tvr�eǌu
2.13, va�i da je ({a} = {c} i {a, b} = {c, d}) ili ({a} = {c, d} i {a, b} = {c}.)
Ako va�i prvi deo, mora biti a = c. Tako�e, va�i (a = c i b = d) ili (a = d
i b = c). U prvoj sluqaju imamo a = c ib = d. U drugom sluqaju d = a = c = b,
pa je specijalno i a = c i b = d. Ako va�i drugi deo, onda je a = b = c = d, pa
opet va�e tra�ene jednakosti. �

Definicija 2.16 Dekartov6 proizvod skupova A i B je

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Primer 2.17 Dekartov proizvod skupova A = {1, 2, 3} i B = {x, y} je A × B =
{(1, x), (1, y), (2, x), (2, y), (3, x), (3, y)}.

Kako je B×A = {(x, 1), (x, 2), (x, 3), (y, 1), (y, 2), (y, 3)}, vidimo da ne mora va�iti
jednakost izme�u skupova A×B i B ×A. �

Primer 2.18 Va�i slede�i identitet (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

6René Descartes (1596-1650), francuski filozof i matematiqar
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Primetimo da je element u (A ∪B)× C oblika (a, c), gde je a ∈ A ∪B, c ∈ C.

Iz (a, c) ∈ (A ∪B)× C sledi a ∈ A ∪B i c ∈ C
sledi (a ∈ A ili a ∈ B) i c ∈ C
sledi (a ∈ A i c ∈ C) ili (a ∈ B i c ∈ C)
sledi (a, c) ∈ A× C ili (a, c) ∈ B × C
sledi (a, c) ∈ (A× C) ∪ (B × C).

S druge strane je

x ∈ (A× C) ∪ (B × C) sledi x ∈ A× C ili x ∈ B × C
sledi (x = (a, c) za a ∈ A i c ∈ C) ili (x = (b, d) za b ∈ B i d ∈ C)
sledi x = (y, z) gde je y ∈ A ili B, a z ∈ C
sledi x = (y, z) gde je y ∈ A ∪B i z ∈ C
sledi x ∈ (A ∪B)× C.

4

Zadaci

1. Dokazati skupovni identitet A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C).

2. Dokazati da je simetriqna razlika skupova A i B jednaka (A∪B)\(A∩B).

3. Dokazati skupovni identitet A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C).

4. Dokazati skupovni identitet (A \B) ∩ (C \D) = (A ∩ C) \ (B ∪D).

5. Dokazati da su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(a) A ⊆ B
(b) A ∩B = A

(c) A ∪B = B.

6. Pokazati da va�i A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ C ako i samo ako C ⊆ A.

7. Dokazati da va�i C ⊆ A ∪B ako i samo ako Bc ∩ C ⊆ A.

8. Odrediti P(P(∅)).

9. Dokazati da je P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪ B). Pod kojim uslovima va�i jed-
nakost?

10. Odrediti formule za A \ B i A ∪ B preko operacija preseka i komple-
menta.

11. Dokazati da ako je A ∩B = A ∩ C, onda ne mora biti B = C.

12. Dokazati skupovni identitet (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D).

13. Dokazati skupovni identitet A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).
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3 Relacije
Dobro poznate su nam relacije ≤, =, ⊆. Mo�emo re�i da se pojam relacije

bavi ostvarivaǌem veza izme�u nekih elemenata skupova koje posmatramo.
Precizna definicija glasi ovako.

Definicija 3.1 Neka su A i B skupovi. Relacija ρ sa skupa A u skup B je svaki
podskup od A × B. Dakle, ρ ⊆ A × B. Ako je A = B onda ka�emo da je ρ binarna
relacija na skupu A.

Da je (a, b) ∈ ρ pixemo i aρb.

Definicija 3.2 Domen relacije ρ ⊆ A×B je skup

Dom(ρ) = {a ∈ A | postoji b ∈ B tako da je (a, b) ∈ ρ}.

Slika relacije ρ je

Im(ρ) = {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da je (a, b) ∈ ρ}.

Definicija 3.3 Inverzna relacija relacije ρ ⊆ A×B je

ρ−1 = {(b, a) ∈ B ×A | (a, b) ∈ ρ} ⊆ B ×A.

Primetimo da je domen relacije ρ−1 slika relacije ρ, kao i da je slika od
ρ−1 domen od ρ.

Definicija 3.4 Kompozicija relacija ρ ⊆ A×B i σ ⊆ B × C je relacija

σ ◦ ρ = {(a, c) ∈ A× C | postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ σ} ⊆ A× C.

Primer 3.5 Neka su skupovi A = {1, 2, 3, 4}, B = {x, y, z} i C = {α, β, γ}. Neka je
data relacija ρ sa skupa A na B sa ρ = {(1, y), (2, z), (2, x), (3, y)} i relacija σ sa B
na C sa σ = {(x, β), (y, β)}. Odrediti domen, sliku i inverznu relaciju relacije
ρ, kao i kompoziciju σ ◦ ρ.

Dom(ρ) = {1, 2, 3} ρ−1 = {(y, 1), (z, 2), (x, 2), (y, 3)}
Im(ρ) = {x, y, z} σ ◦ ρ = {(1, β), (2, β), (3, β)}

4

Teorema 3.6 Ako su date relacije ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B×C i τ ⊆ C×D, tada va�i
(τ ◦ σ) ◦ ρ = τ ◦ (σ ◦ ρ).

Do k a z. Primetimo da je τ ◦σ ⊆ B×D, σ◦ρ ⊆ A×C i (τ ◦σ)◦ρ, τ ◦(σ◦ρ) ⊆ A×D.
Va�i slede�i niz implikacija:

(a, d) ∈ (τ ◦ σ) ◦ ρ akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ i (b, d) ∈ τ ◦ σ
povlaqi postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ

i postoji c ∈ C tako da (b, c) ∈ σ i (c, d) ∈ τ
povlaqi (a, c) ∈ σ ◦ ρ i (c, d) ∈ τ
povlaqi (a, d) ∈ τ ◦ (σ ◦ ρ).

S druge strane

(a, d) ∈ τ ◦ (σ ◦ ρ) akko postoji c ∈ C tako da (a, c) ∈ σ ◦ ρ i (c, d) ∈ τ
povlaqi postoji c ∈ C i postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ

i (b, c) ∈ σ i (c, d) ∈ τ
povlaqi (a, b) ∈ ρ i (b, d) ∈ τ ◦ σ
povlaqi (a, d) ∈ (τ ◦ σ) ◦ ρ
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Teorema 3.7 Neka su date relacije ρ, σ ⊆ A×B tada va�i

1. Ako je ρ ⊆ σ, onda je ρ−1 ⊆ σ−1.

2. (ρ−1)−1 = ρ.

Do k a z.

1. Neka je (a, b) ∈ ρ−1. Tada je (b, a) ∈ ρ. Prema pretpostavci je ρ ⊆ σ, pa i
(b, a) ∈ σ, to jest (a, b) ∈ σ−1.

2. Va�i da je (a, b) ∈ ρ ako i samo ako (b, a) ∈ ρ−1 ako i samo ako (a, b) ∈
(ρ−1)−1.

�

Teorema 3.8 Ako su date relacije ρ ⊆ A×B i σ ⊆ B×C, tada va�i (σ ◦ρ)−1 =
ρ−1 ◦ σ−1.

Do k a z. Primetimo prvo da je σ ◦ ρ ⊆ A× C i (σ ◦ ρ)−1 ⊆ C ×A. Va�i da je

(c, a) ∈ (σ ◦ ρ)−1 akko (a, c) ∈ σ ◦ ρ
akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ σ
akko postoji b ∈ B tako da (b, a) ∈ ρ−1 i (c, b) ∈ σ−1

akko (c, a) ∈ ρ−1 ◦ σ−1.

�
Kako je relacija skup, jasno je xta je presek ili unija dve relacije.

Teorema 3.9 Ako su ρ, σ ⊆ A×B tada je:

1. (σ ∪ ρ)−1 = σ−1 ∪ ρ−1

2. (σ ∩ ρ)−1 = σ−1 ∩ ρ−1.

Do k a z.

1.

(b, a) ∈ (σ ∪ ρ)−1 akko (a, b) ∈ σ ∪ ρ
akko (a, b) ∈ σ ili (a, b) ∈ ρ
akko (b, a) ∈ σ−1 ili (b, a) ∈ ρ−1

akko (b, a) ∈ σ−1 ∪ ρ−1.

2.

(b, a) ∈ (σ ∩ ρ)−1 akko (a, b) ∈ σ ∩ ρ
akko (a, b) ∈ σ i (a, b) ∈ ρ
akko (b, a) ∈ σ−1 i (b, a) ∈ ρ−1

akko (b, a) ∈ σ−1 ∩ ρ−1.

�

Teorema 3.10 Neka su ρ1, ρ2 ⊆ A×B i σ ⊆ B × C.
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1. Ako je ρ1 ⊆ ρ2, onda je σ ◦ ρ1 ⊆ σ ◦ ρ2.

2. Ako je A = B i ρ1 ⊆ ρ2, onda je ρ1 ◦ ρ1 ⊆ ρ2 ◦ ρ2.

3. σ ◦ (ρ1 ∪ ρ2) = (σ ◦ ρ1) ∪ (σ ◦ ρ2).

4. σ ◦ (ρ1 ∩ ρ2) ⊆ (σ ◦ ρ1) ∩ (σ ◦ ρ2).

Do k a z.

1.

(a, c) ∈ σ ◦ ρ1 akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ1 i (b, c) ∈ σ
povlaqi (a, b) ∈ ρ2 i (b, c) ∈ σ
povlaqi (a, c) ∈ σ ◦ ρ2.

2.

(a, c) ∈ ρ1 ◦ ρ1 akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ1 i (b, c) ∈ ρ1

povlaqi postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ2 i (b, c) ∈ ρ2

povlaqi (a, c) ∈ ρ2 ◦ ρ2.

3.

(a, c) ∈ σ ◦ (ρ1 ∪ ρ2) akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ1 ∪ ρ2 i (b, c) ∈ σ
akko postoji b ∈ B tako da ((a, b) ∈ ρ1 ili (a, b) ∈ ρ2) i (b, c) ∈ σ
akko postoji b ∈ B tako da ((a, b) ∈ ρ1 i (b, c) ∈ σ)

ili ((a, b) ∈ ρ2 i (b, c) ∈ σ)
akko (a, c) ∈ σ ◦ ρ1 ili (a, c) ∈ σ ◦ ρ2

akko (a, c) ∈ (σ ◦ ρ1) ∪ (σ ◦ ρ2).

4.

(a, c) ∈ σ ◦ (ρ1 ∩ ρ2) akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ1 ∩ ρ2 i (b, c) ∈ σ
akko postoji b ∈ B tako da (a, b) ∈ ρ1 i (a, b) ∈ ρ2 i (b, c) ∈ σ
sledi (a, c) ∈ σ ◦ ρ1 i (a, c) ∈ σ ◦ ρ2

akko (a, c) ∈ (σ ◦ ρ1) ∩ (σ ◦ ρ2).

�
Razmislite zbog qega u 4. ne mora da va�i jednakost – drugim reqima, na�ite
primer koji to pokazuje.

Definicija 3.11 Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ

• refleksivna, ako za svako a ∈ A va�i: (a, a) ∈ ρ;

• antirefleksivna, ako za svako a ∈ A va�i: (a, a) /∈ ρ;

• simetriqna, ako za sve a, b ∈ A va�i: (a, b) ∈ ρ⇒ (b, a) ∈ ρ;

• antisimetriqna, ako je za sve a, b ∈ A va�i: (a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ⇒ a = b;

• tranzitivna, ako je za sve a, b, c ∈ A va�i: (a, b) ∈ ρ∧ (b, c) ∈ ρ⇒ (a, c) ∈ ρ.
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Napomena 3.12 Primetimo da se u definiciji simetriqne, antisimetriqne i

tranzitivne relacije pojav	uje znak implikacije. Iskaz oblika x ⇒ y je taqan

ako su taqni x i y, ali i ako je x netaqno,a y ima bilo koju vrednost. Bitno je

uzeti u obzir ovaj komentar pri ispitiva�u osobina neke relacije. Na primer,

ako pri ispitiva�u antisimetriqnosti zak	uqimo da ne postoje elementi a i b
tako da (a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ, tada je leva strana implikacije uvek netaqna, pa je

ceo iskaz taqan i relacija jeste antisimetriqna.

Primer 3.13 Neka je A = {a, b, c}. Ispitati koje od navedenih osobina zadovo-
	ava binarna relacija ρ ⊆ A×A, ako je:

1. ρ = ∅;

2. ρ = A×A;

3. ρ = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a)};

4. ρ = {(a, c), (b, a)}.

1. Relacija ρ nije refleksivna, jer, na primer (a, a) /∈ ρ. Jeste antireflek-
sivna, jer za svaki element skupa A va�i da nije u relaciji sa samim
sobom. Leve strane implikacija u definiciji simetriqnosti, anti-
simetriqnosti i tranzitivnosti su uvek netaqne, pa prema prethodnoj
napomeni ρ jeste simetriqna, antisimetriqna i tranzitivna.

2. Najpre, A× A = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}. Lako
se mo�e zakǉuqiti da je ρ refleksivna, simetriqna i tranzitivna, a da
nije antirefleksivna. Nije antisimetriqna, jer je, na primer (a, b) ∈ ρ
i (b, a) ∈ ρ, a nije a = b.

3. Relacija nije refleksivna, jer (c, c) /∈ ρ. Nije ni antirefleksivna, jer
je (a, a) ∈ ρ. Jeste simetriqna i tranzitivna. Nije antisimetriqna jer
je (a, b) ∈ ρ i (b, a) ∈ ρ i a 6= b.

4. Nije refleksivna, ali kako va�i da nijedan element nije u relaciji
sa samim sobom, jeste antirefleksivna. Nije simetriqna, jer je, na
primer, (a, c) ∈ ρ a nije (c, a) ∈ ρ. Nije tranzitivna, jer je (b, a) ∈ ρ i
(a, c) ∈ ρ, a nije (b, c) ∈ ρ. Prema prethodnoj napomeni, jeste antisimet-
riqna.

4

Primetimo da se mo�e desiti da relecija ne bude ni refleksivna ni
antirefleksivna, ali da ne mo�e istovremeno biti i jedno i drugo. S druge
strane, relacija mo�e biti i simetriqna i antisimetriqna, ali mo�e biti
i da nije simetriqna i nije antisimetriqna. Primer za posledǌe tvr�eǌe
je skup A = {x, y, z, t} i relacija ρ = {(x, y), (z, t), (t, z)}.

Neka je 4A = {(a, a) | a ∈ A}. Kako va�i (a, b) ∈ 4A akko a = b, to je 4A
relacija jednakosti na skupu A. Uz pomo� ove oznake mo�emo preformulisati
prethodnu definiciju. Naime, relacija ρ je

• refleksivna, ako je 4A ⊆ ρ;

• antirefleksivna, ako je 4A ∩ ρ = ∅;

• simetriqna, ako je ρ ⊆ ρ−1;

• antisimetriqna, ako je ρ ∩ ρ−1 ⊆ 4A;

• tranzitivna, ako je ρ ◦ ρ ⊆ ρ.
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Jasno je zaxto su ovo alternativne definicije refleksivnosti i antire-
fleksivnosti. Primetimo da je va�i i: relacija je simetriqna ako i samo
ako je ρ−1 ⊆ ρ, a time i ρ−1 = ρ. Objaxǌeǌe za antisimetriqnost glasi
ovako: reqenica ‘Ako je (a, b) ∈ ρ i (b, a) ∈ ρ, onda je a = b.’ je ekvivalentana
sa ‘Ako je (a, b) ∈ ρ i (a, b) ∈ ρ−1, onda je (a, b) ∈ 4A.’ Objaxǌeǌe za tranz-
itivnost: neka je ρ tranzitivna. Ako je (a, c) ∈ ρ ◦ ρ, onda postoji b tako da
(a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ ρ. Zbog tranzitivnosti je (a, c) ∈ ρ, pa je ρ ◦ ρ ⊆ ρ. Obrnuto,
neka je ρ ◦ ρ ⊆ ρ. Ako je (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ ρ, onda je i (a, c) ∈ ρ ◦ ρ ⊆ ρ, pa je
relacija tranzitivna.

Neka je data relacija ρ na skupu A. Ako ρ nije refleksivna, mo�emo
je proxiriti tako da dobijamo refleksivnu relaciju. Naime, ρr = ρ ∪ 4A
je najmaǌa refleksivna relacija koja sadr�i ρ. Sliqno je sa ρs = ρ ∪ ρ−1

definisana najmaǌa simetriqna relacija koja sadr�i ρ. Naredna teorema
objaxǌava kako se od polazne relacije dobija tranzitivna relacija.

Neka je ρn oznaka za ρ ◦ ρ ◦ · · · ◦ ρ︸ ︷︷ ︸
n puta

.

Teorema 3.14 Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Najma�a tranzitivna
relacija koja sadr�i ρ je relacija ρt =

⋃
n≥1 ρ

n.

Do k a z. Kako je ρt = ρ ∪ ρ2 ∪ ρ3 . . . , va�i da je ρ ⊆ ρt, to jest ρt sadr�i ρ.
Doka�imo da je ρt tranzitivna. Neka su (a, b), (b, c) ∈ ρt. Postoji broj n ≥ 1

tako da (a, b) ∈ ρn i m ≥ 1 tako da (b, c) ∈ ρm. Tada je (a, c) ∈ ρm◦ρn = ρm+n ⊆ ρ′.
Dakle, dokazali smo da je ρt tranzitivna relacija koja sadr�i ρ. Da

bismo dokazali da je najmaǌa takva, dovoǉno je pokazati da ako je ρ ⊆ τ
tranzitivna, onda mora biti ρt ⊆ τ . Iz ρ ⊆ τ i tvr�eǌa 3.10 sledi ρ◦ρ ⊆ τ ◦τ .
Kako je τ tranzitivna, imamo da je τ ◦ τ ⊆ τ , pa je ρ2 ⊆ τ . Sliqno je i ρn ⊆ τ
, za bilo koji broj n ≥ 1, a time je i

⋃
n≥1 ρ

n ⊆ τ , to jest ρt ⊆ τ . �

3.1 Relacije ekvivalencije
Definicija 3.15 Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ relacija
ekvivalencije, ako je refleksivna, simetriqna i tranzitivna.

Relacije ekvivalencije obiqno oznaqavamo sa ∼.

Primer 3.16 Slede�e relacije su relacije ekvivalencije:

1. Relacija jednakosti me�u realnim brojevima: =.

2. Relacija sliqnosti u skupu trouglova euklidske ravni: ∼.

3. Jednakost apsolutnih vrednosti realnih brojeva, to jest relacija ∼ defin-
isana sa: x ∼ y ako je |x| = |y|.

4

Prema alternativnim definicijama refleksivnosti, simetriqnosti i tranz-
itivnosti, binarna relacija ρ na skupu A je relacija ekvivalencije ako va�i

4A ⊆ ρ ρ ⊆ ρ−1 ρ ◦ ρ ⊆ ρ.

Primer 3.17 Relacija ρ na skupu A je relacija ekvivalencije ako i samo ako

4A ⊆ ρ ρ = ρ−1 ρ ◦ ρ = ρ.
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Jasno je da ako va�i navedeno, onda ρ jeste relacija ekvivalencije. S druge
strane, ako je ρ relacija ekvivalencije, onda je

4A ⊆ ρ ρ ⊆ ρ−1 ρ ◦ ρ ⊆ ρ.

Prema tvr�eǌu 3.7 iz ρ ⊆ ρ−1 sledi ρ−1 ⊆ (ρ−1)−1 = ρ. Dakle, va�i 4A ⊆ ρ
i ρ = ρ−1. Treba jox dokazati ρ ◦ ρ = ρ. Neka je (a, b) ∈ ρ. Kako je 4A ⊆ ρ,
postoji b ∈ A tako da (a, b) ∈ ρ i (b, b) ∈ ρ, pa je tada i (a, b) ∈ ρ ◦ ρ. Dakle,
va�i ρ ⊆ ρ ◦ ρ. 4

Definicija 3.18 Neka je ∼ relacija ekvivalencije na skupu A. Klasa ekviva-
lencije elementa a ∈ A je skup

Ca = {x ∈ A | a ∼ x}.

Oznaqavamo je i sa [a] i ka�emo da je element a predstavnik klase Ca.

Teorema 3.19 Neka je ∼ relacija ekvivalencije na skupu A.

1. Sve klase ekvivalencije su neprazni skupovi.

2. Neka je a, b ∈ A. Ako je Ca ∩ Cb 6= ∅, onda je Ca = Cb.

3. Unija svih klasa ekvivalencije je jednaka skupu A.

Do k a z.

1. Kako je za svako a ∈ A ispuǌeno a ∼ a, to je a ∈ Ca, pa je svaka klasa
neprazan skup.

2. Kako je Ca ∩ Cb 6= ∅, postoji x ∈ Ca ∩ Cb. Neka je u ∈ Ca. Doka�imo da je
u ∈ Cb. Va�i

x ∈ Ca ⇒ a ∼ x x ∈ Cb ⇒ b ∼ x.

Iz u ∈ Ca sledi da a ∼ u. Zbog simetriqnosti i tranzitivnosti
relacije ∼ va�i

a ∼ u
a ∼ x ⇒ u ∼ a

a ∼ x ⇒ u ∼ x.

Daǉe je

u ∼ x
b ∼ x ⇒ u ∼ x

x ∼ b ⇒ u ∼ b ⇒ b ∼ u.

Posledǌa relacija znaqi da je u ∈ Cb, a kako je u proizvoǉan element,
imamo da je Ca ⊆ Cb. Sliqno se doka�e i obrnuto: Cb ⊆ Ca, pa je
Ca = Cb.

3. Neka je a ∈ A bilo koji element. Kako je a ∼ a, onda je a ∈ Ca, pa i
a ∈

⋃
x∈A Cx.

�

Prema prethodnoj teoremi, svaka relacija ekvivalencije razbija skup na
kome je definisana na neprazne, disjunktne skupove qija unija je jednaka
celom skupu. Takva podela se naziva particija skupa.

Definicija 3.20 Koliqniqki skup skupa A za relaciju ekvivalencije ∼ je A/∼ =
{Cx | x ∈ A}.
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Primer 3.21 Neka je definisana binarna relacija na skupu Z sa x ∼ y ako je
x− y de	iv sa 3. Dokazati da je ∼ relacija ekvivalencije, odrediti klase ekvi-
valencije i koliqniqki skup.

Kako je za svako x ∈ Z broj x− x = 0 deǉiv sa 3, relacija jeste refleksivna.
Za sve x, y ∈ Z va�i da ako je broj x − y deǉiv sa 3, onda je to i broj y − x,
pa je ∼ simetriqna. Treba jox dokazati tranzitivnost. Neka su x, y, z ∈ Z
takvi da su x − y i y − z deǉivi sa 3, onda je i broj x − z = (x − y) + (y − z)
deǉiv sa 3. Dakle, ∼ jeste relacija ekvivalencije.

Neka je x ∈ Z proizvoǉni element. Odredimo ǌegovu klasu Cx. Prema
definiciji je

Cx = {y ∈ Z | x ∼ y} = {y ∈ Z | x− y je deǉiv sa 3}
= {y ∈ Z | x− y = 3k, za neki broj k ∈ Z} = {x− 3k | k ∈ Z}.

Tako da je

C0 = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . . }
C1 = {. . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, . . . }
C2 = {. . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, . . . }.

Primetimo da su ovo sve klase navedene relacije, pa je koliqniqki skup

A/∼ = {{. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . . }, {. . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, . . . }, {. . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, . . . }}.

4

3.2 Relacije parcijalnog ure�eǌa
Definicija 3.22 Neka je ρ binarna relacija na skupu A. Ka�emo da je ρ relacija
parcijalnog ure�e�a, ako je refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna.

Relaciju parcijalnog ure�eǌa mo�emo oznaqavati sa �. Skup A na kome je
definisana relacija � nazivamo parcijalno ure�en skup ili poset.

Primer 3.23 Slede�e relacije su relacije parcijalnog ure�e�a:

1. Relacija ma�e ili jednako na skupu realnih brojeva: ≤.

2. Relacija de	ivosti na skupu prirodnih brojeva: |.

3. Relacija inkluzija na partitivnom skupu nekog skupa: ⊆.

4

Primer 3.24 Sliqno kao u primeru 3.17, mo�e se pokazati da je ρ relacija
poretka na skupu A ako i samo ako

4A ⊆ ρ ρ ∩ ρ−1 = 4A ρ ◦ ρ = ρ.

4

Definicija 3.25 Neka je � relacija parcijalnog poretka na skupu A. Ka�emo
da je element a ∈ A

• minimalan, ako je za svaki x ∈ A taqno x � a⇒ x = a;

• maksimalan, ako je za svaki x ∈ A taqno a � x⇒ x = a;
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• najma�i, ako je za svaki x ∈ A a � x;

• najve�i, ako je za svaki x ∈ A x � a.

Primetimo da ako postoji najmaǌi element, tada je on jedini takav. Pret-
postavimo suprotno: a1 i a2 su najmaǌi. Tada je a1 � a2, jer je a1 najmaǌi,
ali i a2 � a1 jer je a2 najmaǌi. Kako u pitaǌu relacija poretka, va�i anti-
simmetriqnost, pa iz a1 � a2 i a2 � a1 sledi da je a1 = a2. Sliqno se mo�e
dokazati da postoji najvixe jedan najve�i element.

Ako pretpostavimo da postoji najmaǌi element a, tada je on i jedini
minimalni element. Naime, za svako x ∈ A va�i a � x, pa ako je x ≺ a, zbog
antisimetriqnosti mora biti x = a. Prema definiciji, a jeste minimalni
element. Ako je b minimalni element, onda je x � b ⇒ x = b, za svako x, pa i
za a. Poxto je a najmaǌi, onda je a � b, a time i a = b. Dakle, a je jedini
minimalni element. Analogno je tvr�eǌe za najve�i element.

Primer 3.26 Neka je definisana binarna relacija na skupu A = {2, 3, 5, 6, 15, 30}
sa x � y ako je x | y. Dokazati da je � relacija parcijalnog ure�e�a na skupu A i
odrediti najma�i, najve�i, minimalne i maksimalne elemente, ako postoje.

Za svaki broj x ∈ A va�i da x | x, pa je ≺ refleksivna. Jasno je i da je jedino
mogu�e da x | y i y | x ako je x = y, pa je � antisimetriqna. Ako su x, y, z ∈ A
i x | y i y | z, mora biti da x | z, pa va�i tranzitivnost.

Ne postoji element koji deli sve elemente skupa A, pa nema najmaǌeg. Broj
30 je deǉiv svim elementima iz A, pa je to najve�i element, a prema prethod-
nim komentarima, i jedini maksimalni. Kako ne postoje brojevi skupa A koji
dele 2,3 i 5, a razliqiti su od ǌih, to ovi elementi qine minimalne ele-
mente u odnosu na relaciju �. 4

Zadaci

1. Neka su ρ, σ, τ binarne relacije na skupu A takve da ρ◦σ ⊆ ρ i ρ◦σ−1 ⊆ ρ.
Dokazati da je ρ ∩ (τ ◦ σ) = (ρ ∩ τ) ◦ σ.

2. Neka su ρ i σ antisimetriqne binarne relacije skupa A. Dokazati da
je:

(a) ρ−1 i ρ ∩ σ su antisimetriqne.

(b) ρ ∪ σ je antisimetriqna ako i samo ako ρ ∩ σ−1 ⊆ 4A.

3. Neka je n prirodan broj. Definiximo relaciju σn ∈ N×N sa: (x, y) ∈ σn
ako je x+ n ≤ y. Dokazati da je:

(a) σn je tranzitivna.

(b) m ≤ n ako i samo ako σn ⊆ σm.
(v) σm ◦ σn ⊆ σm+n.

4. Neka je data relacija ρ ⊆ R×R sa (x, y) ∈ ρ ako je x2 + y2 ≤ 1. Ispitati
da li je ρ refleksivna, antirefleksivna, simetriqna, antisimetriqna,
tranzitivna.

5. Neka je data relacija ρ ⊆ R × R sa (x, y) ∈ ρ ako je x = |y|. Ispitati
da li je ρ refleksivna, antirefleksivna, simetriqna, antisimetriqna,
tranzitivna.

6. Neka su ρ i σ relacije ekvivalencije na skupu A. Dokazati da je σ ◦ ρ
relacija ekvivalencije ako i samo ako σ ◦ ρ = ρ ◦ σ.

7. Neka su ρ i σ relacije poretka na skupu A. Dokazati da je i ρ ∩ σ−1

relacija poretka.
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8. Dokazati da je jedina binarna relacija na nepraznom skupu A koja je i
relacija ekvivalencije i parcijalnog ure�eǌa relacija 4A.

9. Neka je � relacija parcijalnog ure�eǌa skupa A.

(a) Ako ne postoji minimalni (maksimalni) element ili postoje bar
dva minimalna (maksimalna) elementa, tada ne postoji najmaǌi (na-
jve�i).

(b) Ako je element a najmaǌi (najve�i, minimalni, maksimalni) u odnosu
na �, tada je a najve�i (najmaǌi, maksimalni, minimalni) u odnosu
na relaciju �−1.

10. Neka je na skupu R×R definisana relacija ∼ sa x ∼ y ako je cosx = cos y.
Dokazati da je ∼ relacija ekvivalencije. Ako je α ∈ R proizvoǉni
element, na�i Cα.

11. Neka je skup A = {0, 1, 2} i B = A×A. Na skupu B je definisana relacija
∼ sa (x, y) ∼ (z, t) ako je xy = zt. Dokazati da je ∼ relacija ekvivalencije
i odrediti koliqniqki skup.

12. Neka je A = {−6,−4,−2, 0, 1, 3, 5} i B = {2, 4, 8, 16, 32}. Definiximo relaciju
� na skupu C = A×B na slede�i naqin: (x, y) � (z, t) ako je |x| ≤ |z| i y | t.
Dokazati da je � relacija parcijalnog ure�eǌa na skupu C i odrediti
najmaǌi, najve�i, minimalne i maksimalne elemente, ako postoje.

13. Neka je A neki neprazni skup i B = P(A) \ {∅}. Na skupu B je data
relacija � sa X � Y ako je X ⊆ Y . Dokazati da je � relacija parci-
jalnog ure�eǌa i odrediti najmaǌi, najve�i, minimalne i maksimalne
elemente, ako postoje.

4 Funkcije
Za skupove A i B, funkciju iz A u B zamixǉamo kao dodeǉivaǌe ele-

mentima skupa A elemenata skupa B, po nekom pravilu. Uvex�emo funkciju
preko pojma relacije. Lako se mo�emo uveriti da se ta definicija poklapa
sa naxom intuicijom.

Definicija 4.1 Neka je f ⊆ A × B relacija. Ka�emo da je f funkcija ako za
svako a ∈ Dom(f) postoji taqno jedno b ∈ B tako da (a, b) ∈ f .

Ako je f ⊆ A×B funkcija, umesto (a, b) ∈ f pixemo b = f(a). Ako je Dom(f) =
A, pixemo f : A→ B i ka�emo da je A domen funkcije f , a B kodomen.

Ako je f : A→ B funkcija, znamo da je f−1 inverzna relacija. Zanima nas
pod kojim uslovima je f−1 funkcija, a i pod kojim uslovima je ǌen domen
jednak skupu B, tj. kada f−1 : A→ B. Kako je

Dom(f−1) = Im(f) = {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da (a, b) ∈ f}
= {b ∈ B | postoji a ∈ A tako da f(a) = b},

vidimo da je neophodno da za svako b ∈ B postoji a ∈ A tako da f(a) = b.
Tako�e, potrebno je da za svako b ∈ Dom(f−1) postoji samo jedno a ∈ A tako
da f(a) = b. Drugim reqima, ako je f(a1) = f(a2) mora biti a1 = a2. Ovim smo
motivisali uvo�eǌe slede�ih definicija:

Definicija 4.2 Funkcija f : A→ B je surjekcija, ili "na" funkcija, ako va�i

za svako b ∈ B postoji a ∈ A tako da je f(a) = b.
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Definicija 4.3 Funkcija f : A→ B je injekcija, ili "1-1" funkcija, ako va�i

f(a1) = f(a2)⇒ a1 = a2, za sve a1, a2 ∈ A.

Definicija 4.4 Za funkciju f : A→ B ka�emo da je bijekcija ako je injekcija
i surjekcija.

Sada mo�emo da zakǉuqimo: ako je f : A → B bijekcija, tada je f−1 tako�e
funkcija.

Primer 4.5 Neka su skupovi

A = {1, 2, 3, 4} B = {x, y, z}
C = {a, b, c} D = {m,n, p, q}.

Date su funkcije

f : A → B

1 7→ y
2 7→ x
3 7→ x
4 7→ z

g : C → D

a 7→ p
b 7→ m
c 7→ n

h : A → D

1 7→ n
2 7→ p
3 7→ m
4 7→ q.

Ispitati injektivnost, surjektivnost i bijektivnost navedenih funkcija.

Funkcija f jeste surjektivna, a kako je f(2) = f(3) i 2 6= 3, nije injektivn.
Funkcija g jeste injektivn, ali nije surjektivna jer ne postoji element iz
C koji se slika u q. Funkcija h je injekcija i surjekcija, pa je i bijekcija.
Inverzna funkcija je

h−1 : D → A

m 7→ 3
n 7→ 1
p 7→ 2
q 7→ 4.

4

Definicija 4.6 Neka su f : A → B i g : B → C funkcije. Kompozicija
funkcija f i g je funkcija g ◦ f : A→ C tako da (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Primer 4.7 Ako su oznake kao u prethodnom primeru, odrediti kompoziciju
f ◦ h−1.

Kako je h−1 : D → A i f : A→ B, to je f ◦ h−1 : D → B.

(f ◦ h−1)(m) = f(3) = x

(f ◦ h−1)(n) = f(1) = y

(f ◦ h−1)(p) = f(2) = x

(f ◦ h−1)(q) = f(4) = z.

4

Primer 4.8 Neka su date injektivne funkcije f : A→ B i g : B → C. Dokazati
da je kompozicija g ◦ f tako�e injekcija.

Neka je (g ◦ f)(a1) = (g ◦ f)(a2). Treba dokazati da je a1 = a2. Va�i da je
g(f(a1)) = g(f(a2)). Kako je g ”1-1”, prema definiciji je f(a1) = f(a2). Daǉe,
kako je f ”1-1”, to je a1 = a2. 4
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4.1 Direktna i inverzna slika skupa
Definicija 4.9 Neka je f : X → Y i A ⊆ X. Direktna slika skupa A je skup

f [A] = {f(x) | x ∈ A}.

Definicija 4.10 Neka je f : X → Y i B ⊆ Y . Inverzna slika skupa B je skup

f−1[B] = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.

Primetimo da va�i:

y ∈ f [A] akko postoji x ∈ A tako da f(x) = y;
x ∈ f−1[B] akko f(x) ∈ B.

Tako�e je

y /∈ f [A] akko za svako x ∈ A f(x) 6= y;
x /∈ f−1[B] akko f(x) /∈ B.

Napomena 4.11 Inverzna slika skupa f−1[B] je pojam koji je definisan bez obzira
na to da li postoji inverzna funkcija f−1.

Primer 4.12 Neka su skupovi A = {1, 2, 3, 4, 5} i B = {a, b, c, d, e, f} i funkcija
f : A→ B zadata sa

1 7→ b 2 7→ e 3 7→ b
4 7→ c 5 7→ c.

Odrediti f [{2, 4, 5}] i f−1[{a, b, c}].

f [{2, 4, 5}] = {c, e} f−1[{a, b, c}] = {1, 3, 4, 5}.

4

Primer 4.13 Neka je f : X → Y funkcija i A,B ⊆ X, C,D ⊆ Y .

1. Va�i da f [∅] = ∅ i f−1[∅] = [∅].

2. Ako je A ⊆ B, onda je f [A] ⊆ f [B].

3. Ako je C ⊆ D, onda je f−1[C] ⊆ f−1[D].

1. Ako pretpostavimo da postoji element koji pripada levoj strani neke
od dve jednakosti, dobijemo kontradikciju. Tako da oba skupa moraju
biti jednaka praznom skupu.

2.

y ∈ f [A] povlaqi postoji x ∈ A tako da f(x) = y

povlaqi postoji x ∈ B tako da f(x) = y, jer je A ⊆ B
povlaqi y ∈ f [B].

3.

x ∈ f−1[C] povlaqi f(x) ∈ C
povlaqi f(x) ∈ D, jer je C ⊆ D
povlaqi x ∈ f−1[D].

4
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Primer 4.14 Ako su A,B ⊆ X i f : X → Y funkcija, dokazati da je f [A ∪B] =
f [A] ∪ f [B].

Va�i da

y ∈ f [A ∪B] akko postoji x ∈ A ∪B tako da f(x) = y

sledi x ∈ A ili x ∈ B tako da f(x) = y

sledi x ∈ A tako da f(x) = y ili x ∈ B tako da f(x) = y

sledi y ∈ f [A] ili y ∈ f [B]
sledi y ∈ f [A] ∪ f [B].

S druge strane je

y ∈ f [A] ∪ f [B] akko y ∈ f [A] ili y ∈ f [B]
sledi postoji x ∈ A ⊆ A ∪B tako da f(x) = y

ili postoji z ∈ B tako da f(z) = y

sledi postoji x ∈ A ∪B tako da f(x) = y

sledi y ∈ f [A ∪B].

4

Primer 4.15 Ako su A,B ⊆ Y i f : X → Y funkcija, dokazati da je f−1[A\B] =
f−1[A] \ f−1[B].

Va�i da

x ∈ f−1[A \B] akko f(x) ∈ A \B
akko f(x) ∈ A i f(x) /∈ B
akko x ∈ f−1[A] i x /∈ f−1[B]
akko x ∈ f−1[A] \ f−1[B].

4

4.2 Karakteristiqne funkcije skupa
Ako su X i Y skupovi, oznaka za skup funkcija iz X u Y je

Y X = {f | f : X → Y }.

Definicija 4.16 Neka je X bilo koji skup i A ⊆ X. Karakteristiqna funkcija
skupa A je χA : X → {0, 1} tako da

χA(x) =
{

0, x /∈ A
1, x ∈ A.

Na primer, va�i χ∅ = 0 i χX = 1.

Primer 4.17 Neka je skup X{a, b, c, d, e, f} i A = {c, d, f} ⊆ X. Tada je karakter-
istiqna funkcija skupa A:

χA : X → {0, 1}
χA(a) = 0
χA(b) = 0
χA(c) = 1

χA(d) = 1
χA(e) = 0
χA(f) = 1.

4

Teorema 4.18 Za skupove A i B va�i: A = B ako i samo ako χA = χB.
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Do k a z. Ako je A = B jasno je da je χA = χB. Obrnuto, pretpostavimo da je
χA = χB. Neka je x ∈ A. Tada je χa(x) = 1, a time i χB(x) = 1, pa je x ∈ B.
Dakle, A ⊆ B. Doka�imo i B ⊆ A. Neka je x ∈ B. Tada je 1 = χB(x) = χA(x),
pa je x ∈ A. �

Teorema 4.19 Funkcija Φ : P(X) → {0, 1}X definisana sa Φ(A) = χA je bijek-
cija.

Do k a z. Neka je Φ(A) = Φ(B). Tada je χA = χB, pa prema teoremi 4.2 va�i
A = B. Dakle, Φ je injektivn.

Neka je f : X → {0, 1} bilo koja funkcija. Odredimo skup A tako da
Φ(A) = χA = f . Definiximo skup A ⊆ X sa A = {x ∈ X | f(x) = 1}. Ako je
x ∈ A tada je χA(x) = 1 S druge strane po tome kako smo definisali skup A
va�i f(x) = 1, tako da dobijamo χA(x) = f(x). Neka je sada x /∈ A. Tada va�i
χA(x) = 0, ali i f(x) 6= 1, to jest f(x) = 0. Mo�emo zakǉuqiti da je za svako
x ∈ X f(x) = χA(x), a time je i f = χA. �

Neka su operacije sabiraǌa i mno�eǌa na skupu {0, 1} definisane na
slede�i naqin:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Tada mo�emo definisati zbir f + g i proizvod f · g funkcija f, g ∈ {0, 1}X sa:

(f + g)(x) def= f(x) + g(x)

(f · g)(x) def= f(x) · g(x).

Primetimo da je u prvom izrazu prvi znak + simbol operacije sabiraǌa
funkcija, a drugi znak + simbol operacije sabiraǌa u skupu {0, 1}. Isto
va�i za mno�eǌe. To xto ih isto oznaqavamo ne dovodi do zabune, jer su
operacije definisane na razliqitim skupovima. Lako se mo�e pokazati da
va�i komutativnost i asocijativnost sabiraǌa i mno�eǌa funkcija, kao
i leva i desna distributivnost mno�eǌa prema sabiraǌu. Naime, za sve
funkcije f, g, h ∈ {0, 1}X va�i:

f + g = g + f
f · g = g · f

f + (g + h) = (f + g) + h
f · (g · h) = (f · g) · h

f · (g + h) = f · g + f · h
(g + h) · f = g · f + h · f

Sve jednakosti su posledica qiǌenice da u kodomenu funkcija f, g i h, to
jest skupu {0, 1}, va�i sve nabrojane osobine operacija + i ·. Inaqe, ako u
skupu Y sa operacijom ∗ va�i, na primer, komutativnost, tada ista osobina
va�i i u skupu Y X . Specijalno, za funkcije iz {0, 1}X va�i i f + f = 0, gde
je funkcija 0 : X → {0, 1} tako da 0(x) = 0. Tako�e je f · f = f . Sve navedene
osobine mo�emo da primenimo na karakteristiqne funkcije.

Pokuxajmo da prona�emo vezu izme�u funkcije χA∩B i funkcija χA i χB.
Va�i da je

χA∩B(x) =
{

0, x /∈ A ∩B
1, x ∈ A ∩B.

S druge strane

(χA · χB)(x) = χA(x) · χB(x) = 1 akko χA(x) = 1 i χB(x) = 1
akko x ∈ A i x ∈ B
akko x ∈ A ∩B
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Dakle, dobili smo da je χA∩B = χA · χB.
Na sliqan naqin se mogu dokazati i slede�i identiteti:

χA∪B = χA + χB + χAχB

χA\B = χA + χAχB

χA4B = χA + χB

χAc = 1 + χA.

Prisetimo se jox da je

χAχA = χA χA + χA = 0.

Ove jednakosti mo�emo koristiti za dokazivaǌe skupovnih identiteta.

Primer 4.20 Dokazati da je:

1. (A4B)4 C = A4 (B 4 C);

2. (A ∩B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩A) = (A ∪B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪A).

1.

χ(A4B)4C = χA4B + χC = χA + χB + χC

χA4(B4C) = χA + χB4C = χA + χB + χC

Dakle, imamo da je χ(A4B)4C = χA4(B4C), pa je prema tvr�eǌu 4.2 (A4
B)4 C = A4 (B 4 C).

2.

χ(A∩B)∪(B∩C)∪(C∩A) = χ((A∩B)∪(B∩C))∪(C∩A) = χ(A∩B)∪(B∩C) + χC∩A +
+χ(A∩B)∪(B∩C)χC∩A

= χA∩B + χB∩C + χA∩BχB∩C + χCχA +
+(χA∩B + χB∩C + χA∩BχB∩C)χCχA

= χAχB + χBχC + χAχBχBχC + χCχA +
+(χAχB + χBχC + χAχBχBχC)χCχA

= χAχB + χBχC + χAχBχC + χCχA +
+χAχBχCχA + χBχCχCχA + χAχBχCχCχA

= χAχB + χBχC + χAχBχC + χAχC +
+χAχBχC + χAχBχC + χAχBχC

= χAχB + χBχC + χAχC .

χ(A∪B)∩(B∪C)∩(C∪A) = χ((A∪B)∩(B∪C))∩(C∪A) = χ(A∪B)∩(B∪C)χC∪A

= χA∪BχB∪CχC∪A

= (χA + χB + χAχB)(χB + χC + χBχC)(χC + χA + χCχA)
= (χAχB + χAχC + χAχBχC + χBχB + χBχC + χBχBχC +

+χAχBχB + χAχBχC + χAχBχBχC)(χC + χA + χCχA)
= (χAχC + χB + χAχBχC)(χC + χA + χCχA)
= χAχCχC + χAχCχA + χAχCχCχA + χBχC + χBχA +

+χBχcχA + χAχBχCχC + χAχBχCχA + χAχBχCχCχA

= χAχB + χBχC + χAχC .

4
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Koriste�i karakteristiqne funkcije skupa mo�emo dokazati jednu zanimǉivu
teoremu.

Teorema 4.21 (Kantorova7 teorema) Neka je X proizvo	an skup. Postoji in-
jekcija iz X u P(X), ali ne postoji bijekcija izme�u tih skupova.

Do k a z. Pretpostavimo suprotno: postoji bijekcija f : X → P(X). Tada
je za x ∈ X f(x) element u P(X), to jest f(x) ⊆ X. Mo�emo definisati
funkciju g : X → {0, 1} tako da g(x) = χf(x)(x) + 1. Vidimo da je g ∈ {0, 1}X ,
pa prema tvr�eǌu 4.19 va�i da postoji skup A ⊆ X tako da g = χA. S druge
strane, A ∈ P(X) i f je bijekcija, a time i surjekcija, postoji x0 ∈ X tako
da f(x0) = A. Dobili smo da je g = χA = χf(x0), to jest za svako x ∈ X va�i
χf(x)(x) + 1 = g(x) = χf(x0)(x). Za x = x0 imamo χf(x0)(x0) + 1 = χf(x0)(x0), to
jest 0 = 1. Ovo je nemogu�e, pa bijekcija ne postoji. �

Zadaci

1. Neka su funkcije f : X → Y i g : Y → Z i kompozicija g ◦f je surjekcija.
Dokazati da je g surjekcija.

2. Dokazati da je (g ◦ f)[A] = g[f [A]] i (g ◦ f)−1[B] = f−1[g−1[B]], za funkcije
f : X → Y i g : Y → Z i skupove A ⊆ X,B ⊆ Z.

3. Ako su funkcije f : X → Y i g : Y → Z bijekcije, dokazati da je i g ◦ f
bijekcija.

4. Dokazati je f [A ∩B] ⊆ f [A] ∩ f [B], gde je f : X → Y funkcija i A,B ⊆ X.
Primerom pokazati da ne mora da va�i obrnuto.

5. Dokazati je f [A] \ f [B] ⊆ f [A \ B], gde je f : X → Y funkcija i A,B ⊆ X.
Primerom pokazati da ne mora da va�i obrnuto.

6. Dokazati da je f−1[A ∩B] = f−1[A] ∩ f−1[B], gde je f : X → Y funkcija i
A,B ⊆ Y .

7. Dokazati da je f−1[A ∪B] = f−1[A] ∪ f−1[B], gde je f : X → Y funkcija i
A,B ⊆ Y .

8. Dokazati da je f [A]∩Bc = f [A \ f−1[B]], gde je f : X → Y , A ⊆ X i B ⊆ Y .

9. Neka je f : X → Y surjekcija i A, b ⊆ X tako da A ∪B = X. Dokazati da
je f [A] ∪ f [B] = Y .

10. (a) Pokazati da je f : X → Y injektivn ako i samo ako za svaki skup
A ⊆ X va�i f−1[f [A]] = A.

(b) Neka je funkcija f : X → Y injekcija. Dokazati da postoji funkcija
g : P(X)→ P(Y ) koja je surjektivna.

11. (a) Pokazati da je f : X → Y surjektivna ako i samo ako za svaki skup
B ⊆ Y va�i f [f−1[B]] = B.

(b) Neka je funkcija f : X → Y surjekcija. Dokazati da postoji funkcija
g : P(X)→ P(Y ) koja je injektivn.

12. Koriste�i karakteristiqne funkcije, dokazati skupovni identitet:
(A ∩B ∩ C) \D = (A \D) ∩ (B \D) ∩ (C \D).

13. Koriste�i karakteristiqne funkcije dokazati da je (A\B)\C = (B\C)\A
ako i samo ako je A ∪ C = B ∪ C.

14. Koriste�i karakteristiqne funkcije dokazati da je (A \ B) \ C = A \ B
ako i samo ako je A ∩ C ⊆ B.

7Georg Cantor (1845-1918), nemaqki matematiqar
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5 Konaqni i beskonaqni skupovi
Definicija 5.1 Skup X je konaqan ako ima n elemenata, gde je n prirodni broj.
Ako skup nije konaqan, ka�emo da je beskonaqan.

Slede�e tvr�eǌe �e biti predstavǉeno bez dokaza.

Tvr�e�e 5.2 Skup X je beskonaqan ako i samo ako postoji pravi podskup X ′ ⊂ X
tako da su X i X ′ u bijekciji. �

Tvr�e�e 5.3 Skup prirodnih brojeva je beskonaqan.

Do k a z. Posmatrajmo preslikavaǌe f : N → N \ {0} zadato sa f(n) = n + 1.
Ako je f(n) = f(n′), onda je n + 1 = n′ + 1, pa i n = n′. To znaqi da je f
injektivn. Neka je sada n ∈ N \ {0}. Tada je element n − 1 ∈ N. Va�i da je
f(n− 1) = (n− 1) + 1 = n, pa je f i surjektivna. Dakle, skup N je u bijekciji
sa svojim pravim podskupom, pa mora biti beskonaqan. �

Definicija 5.4 Skup X je prebrojiv ako postoji bijekcija f : X → N. Ako je
skup konaqan ili prebrojiv, onda ka�emo da je najvixe prebrojiv. Ako skup nije
najvixe prebrojiv ka�emo da je neprebrojiv.

Na primer, skup N je prebrojiv. Naime, funkcija f : N→ N zadata sa f(n) = n
je bijekcija.

Primer 5.5 1. Skup Z je prebrojiv.

2. Skup N× N je prebrojiv.

1. Definiximo preslikavaǌe f : N→ Z sa:

f(n) =
{

k, n = 2k (k = 0, 1, 2, . . . )
−k − 1, n = 2k + 1 (k = 0, 1, 2, . . . )

Primetimo da je
0 7→ 0
1 7−→ −1
2 7→ 1
3 7−→ −2
4 7→ 2
5 7−→ −3
6 7→ 3
· · ·

Doka�imo prvo da je f ”1-1”. Neka je f(n) = f(m). Ako su n i m parni,
tada je n = 2k1 i m = 2k2, za neke k1, k2 ∈ N. Onda je f(n) = k1 i
f(m) = k2, pa iz pretpostavǉene jednakosti sledi da je k1 = k2. Time je
i 2k1 = 2k2, pa je m = n. Ako su n i m neparni, onda je n = 2k1 + 1 i
m = 2k2 + 1, za k1, k2 ∈ N. Tako da je f(n) = −k1 − 1 i f(m) = −k2 − 1, pa
je −k1 − 1 = −k2 − 1. Sledi da je k1 = k2, a time i n = m. Jox je ostalo
proveriti sluqaj kad je jedan od brojeva paran, a drugi neparan. Bez
umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da je n paran, a m neparan. Tada je
n = 2k1, a m = 2k1 + 1. Sledi da k1 = −k2 − 1, to jest k1 + k2 = −1, xto
je nemogu�e jer su brojevi k1 i k2 prirodni. Dakle, u svakom sluqaju je
zakǉuqak da je m = n, pa je f injekcija.

Doka�imo da je f ”na”. Neka je m ∈ Z priozvoǉan element. Treba
prona�i n ∈ N, tako da f(n) = m. Ako je m ≥ 0, onda je f(n) = m, za
n = 2m. Ako je m < 0, stavimo n = 2(−(m + 1)) + 1. Tada je f(n) =
−(−(m+ 1))− 1 = m.

Dakle, f je bijekcija, pa je Z prebrojiv.
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2. Podsetimo se da je skup N×N = {(i, j) | i, j ∈ N}. Mo�emo ga predstaviti
i na slede�i naqin:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) · · ·
↙ ↙ ↙

(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 3) · · ·
↙ ↙ ↙

(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3) · · ·
↙ ↙ ↙

(3, 0) (3, 1) (3, 2) (3, 3) · · ·
... ↙

... ↙
... ↙

...
. . .

Definiximo preslikavaǌe g : Z→ N tako da

(0, 0) 7→ 0
(0, 1) 7→ 1
(1, 0) 7→ 2
(0, 2) 7→ 3
(1, 1) 7→ 4
(2, 0) 7→ 5

...
...

Dakle, dodeǉujemo elemente skupa N elementima (i, j), poqevxi od (0, 0),
u smeru dijagonalnih strelica, s leva na desno. Jasno je da skup N×N
mo�emo posmatrati kao niz: ǌegov nulti qlan je element (0, 0), prvi
je (0, 1), drugi (1, 0), i tako daǉe. Primetimo da ako odredimo na kom
mestu u ovom nizu se nalazi element (i, j), onda znamo koji prirodni
broj treba da mu dodelimo, da bismo definisali preslikavaǌe g. Pre
elementa (i, j) u nizu se nalaze elementi koji pripadaju dijagonalama
od prve do i + j-te, kao i elementi (0, i + j), (1, i + j − 1), . . . , (i − 1, j + 1).
Vidimo da k-ta dijagonala ima k elemenata, dok i+ j + 1-va dijagonala
do elementa (i, j) ima i elemenata. Tako da ih pre elementa (i, j) ima
1 + 2 + · · ·+ (i+ j) + i. Ovaj broj je jednak (i+j)(i+j+1)

2 + i. S obzirom na to
da prvi element slikamo u nulu, (i, j) slikamo bax u broj (i+j)(i+j+1)

2 + i.
Konaqno, g je definisano sa g(i, j) = (i+j)(i+j+1)

2 + i. Formalni dokaz da
je g bijekcija �emo preskoqiti.

4

Tvr�e�e 5.6 Skup svih konaqnih podskupova skupa prirodnih brojeva Pfin(N)
jeste prebrojiv.

Do k a z. Definiximo funkciju f : Pfin(N)→ N sa:

f(∅) = 0
f({m1, . . . ,mn}) = 2m1 + 2m2 + · · · 2mn ,

gde je {m1, . . . ,mn} ⊂ N, takav da mi 6= mj, za i 6= j. Doka�imo da je f injek-
cija. Neka je f({m1, . . . ,mk}) = f({n1, . . . , nl}. U pitaǌu su prirodni brojevi
i bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je m1 > m2 > · · · > mk i
n1 > n2 > · · · > nl. Tada je 2m1 +2m2 +· · · 2mk = 2n1 +2n2 +· · · 2nl . Pretpostavimo
da je m1 > n1. Koristi�emo jednakost 1 + 21 + 22 + · · ·+ 2i = 2i+1− 1, koja va�i
za svako i ≥ 1; objaxǌeǌe se mo�e na�i u primeru 6.16. Poxto je n1 < m1,
onda je n1 + 1 ≤ m1, pa je 2n1+1 ≤ 2m1 . Mo�emo zakǉuqiti da je

2n1+2n2+· · · 2nl ≤ 2n1+2n1−1+· · · 21+1 = 2n1+1−1 ≤ 2m1−1 < 2m1 ≤ 2m1+2m2+· · · 2mk ,
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xto je nemogu�e. Kontradikciju dobijamo i ako pretpostavimo da je n1 > m1.
Dakle, mora biti m1 = n1. Tada je i 2m1 = 2n1 , pa mo�emo da skratimo ovaj
sabirak u polaznom zbiru. Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo da je k = l
i mi = ni za svako i ∈ {1, . . . , k}. Dokazali smo da je f ”1-1”, pa je skup Pfin(N)
najvixe prebrojiv. Jasno je da konaqnih podskupova od N ima beskonaqno
mnogo, pa Pfin(N) ne mo�e biti konaqan. Dakle, navedeni skup je prebrojiv.
�

Tvr�e�e 5.7 Skup realnih brojeva R nije prebrojiv.

Do k a z. Pretpostavimo suprotno: skup R jeste prebrojiv. Kako je funkcija
h : (0, 1)→ R zadata sa h(x) = tg(πx− π

2 ) bijekcija, to je i skup (0, 1) prebrojiv.
Dakle, interval (0, 1) je niz brojeva r0, r1, r2, . . . . Kako svaki realni broj
mo�emo predstaviti u decimalnom obliku, na primer sa ri = 0, xi0xi1xi2 . . . ,
to je (0, 1) niz brojeva:

r0 = 0, x00 x01x02x03 . . .

r1 = 0, x10 x11 x12x13 . . .

r2 = 0, x20x21 x22 x23 . . .

r3 = 0, x30x31x32 x33 . . .
...

...

Uoqimo element y zadat sa y = 0, y0y1y2 . . . , gde je

yi =
{

1, xii 6= 1
2, xii = 1.

Dobili smo element koji pripada skupu (0, 1), a nije nijedan od r0, r1, r2, . . . .
To je nemogu�e, tako da skup R ne mo�e biti prebrojiv. Kako je skup prirod-
nih brojeva beskonaqan, a sadr�an je u skupu realnih brojeva, to R nije
konaqan, pa je neprebrojiv. �

Teorema 5.8 (Kantor - Bernxtajnova8 teorema) Ako postoji injekcija iz X u
Y i injekcija iz Y u X, tada postoji bijekcija izme�u X i Y .

Do k a z. Zbog pojedinosti ovog dokaza bitno nam je da skupovi X i Y budu
disjunktni. Ako nisu, onda to sigurno va�i za skupove X × {0} i Y × {1}.
Mo�e se dokazati da je X u bijekciji sa X×{0} , kao i da je Y u bijekciji sa
Y ×{1}. Tako da ako postoji bijekcija izme�u X×{0} i Y ×{1}, onda sigurno
postoji bijekcija izma�u X i Y . Tako da, bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo
pretpostaviti da su X i Y disjunktni.

Neka su elementi x ∈ X i y ∈ Y takvi da f(x) = y. Zbog jednostavni-
jeg izra�avaǌa u dokazu, element x mo�emo zvati roditeǉem elementa y.
Sliqno, ako je g(y′) = x′, ka�emo da je y′ roditeǉ elementa x′. Kako su
funkcije f i g injekcije, svaki element mo�e imati najvixe jednog roditeǉa.
Nazovimo (z0, z1, . . . , zn) nizom predaka za element z0 ako je za svaki i ∈ {1, 2, . . . , n}
zi roditeǉ za zi−1. Za bilo koji element skupa X ili Y va�i da je maksi-
malna du�ina ǌegovog lanca predaka paran ili neparan broj ili da je ǌegov
lanac predaka beskonaqan. Oznaqimo sa X par skup svih elemenata u X qiji
je maksimalni lanac predaka paran broj. Sliqno za X nepar i X∞. Tada je
X = X partX nepartX∞. Tako�e je Y = Y partY nepartY∞. Setimo se da ako
za funkciju F : A → B va�i da F [A] = B, onda je F surjekcija. Primetimo
da je

f [X∞] = Y∞ f [X par] = Y nepar g[Y par] = X nepar.

8Felix Bernstein (1878-1956), nemaqki matematiqar
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Tako da su restrikcije funkcije f na skupove X∞ i X par i restrikcija
funkcije g na Y par bijekcije. Funkciju h : X → Y definiximo sa

h(x) =
{

f(x), x ∈ X par tX∞
g−1(x), x ∈ X nepar.

Jasno je da je h tra�ena bijekcija izme�u skupova X i Y . �

Primer 5.9 Skup Q je prebrojiv.

Doka�imo prvo da je skup Z× (N \ {0}) prebrojiv. Neka je f : N→ Z× (N \ {0})
definisana sa f(n) = (0, n + 1), za n ∈ N. Funkcija f je ”1-1”: ako je f(n) =
f(m), onda je (0, n + 1) = (0,m + 1), pa je n = m. Neka je g : Z × (N \ {0}) → N
takva da

g(m,n) =
{

22|m|+13n, m < 0
22m3n, m ≥ 0.

Doka�imo i da je g ”1-1”. Neka je g(m1, n1) = g(m2, n2), gde su m1,m2 ∈ Z i
n1, n2 ∈ N \ {0}. Ako su m1 i m2 negativni, tada je 22|m1|+13n1 = 22|m2|+13n2 .
Tada mora biti n1 = n2 i 2|m1| + 1 = 2|m2| + 1. Kako su m1,m2 < 0, sledi da
je m1 = m2. Dakle, va�i (m1, n1) = (m2, n2). Ako su m1,m2 nenegativni, na
sliqan naqin dobijamo (m1, n1) = (m2, n2). Ako je m1 < 0, a m2 ≥ 0, onda je
22|m1|+13n1 = 22m23n2 . Sledi da je 2|m1|+1 = 2m2, to jest −2m1 +1 = 2m2. Ovo
bi znaqilo da je 2(m1 + m2) = 1, xto je nemogu�e jer je m1 + m2 ceo broj. U
svakom sluqaju je (m1, n1) = (m2, n2), pa je g ”1-1”.

Dakle, postoji injekcija iz Z×(N \ {0}) u N i injekcija iz N u Z×(N \ {0}).
Prema teoremi 5.8, postoji bijekcija izme�u ova dva skupa. Definiximo
sada preslikavaǌe h : Z× (N \ {0})→ Q sa h(m,n) = m

n . Jasno je da je h ”na”
preslikavaǌe, pa elememata u Q ne mo�e biti vixe nego u Z × (N \ {0}), to
jest ima ih najvixe prebrojivo mnogo. Kako je N ⊂ Q i N je beskonaqan, to
Q ne mo�e biti konaqan. Dakle, Q je prebrojiv. 4

Primer 5.10 Dokazati da je skup 2N = {0, 2, 4, . . . } prebrojiv.

Neka je f : N→ 2N funkcija takva da f(n) = 2n. Dakle,

f : 0 7→ 0 1 7→ 2 2 7→ 4 · · ·

Neka je f(n) = f(m), za m,n ∈ N. Tada je 2n = 2m, pa je n = m. To znaqi da
je f ”1-1”. Neka je k ∈ 2N bilo koji elemnent. Sledi da je k = 2n, za neko
n ∈ N. Va�i da je f(n) = 2n = k, pa je funkcija f ”na”. Dakle, f je bijekcija.

Zadaci

1. Dokazati da je skup N≥5 = {5, 6, 7, . . . } prebrojiv.

2. Dokazati da je skup N \ {1, 3} prebrojiv.

3. Dokazati da je skup {0, 1} × N prebrojiv.

4. Dokazati da je skup {0, 1} × {2, 3, 4} × N prebrojiv.

6 Brojevi
Prve aksiome teorije prirodnih brojeva su uveli Peano9 i Dedekind

krajem 19. veka. Doka�imo za poqetak par tvr�eǌa koja �e nam kasnije biti
potrebna.

9Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematiqar
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Tvr�e�e 6.1 a) Ne postoji skup x tako da je x ∈ x.
b) Ne postoje skupovi x i y tako da x ∈ y i y ∈ x.
v) Ne postoji niz skupova x0, x1, x2, . . . , tako da je x0 3 x1 3 x2 3 . . . .

Do k a z. a) Pretpostavimo da je x ∈ x za neki x . Posmatrajmo skup A = {x}.
Iz x ∈ x i x ∈ A sledi da je A ∩ x 6= ∅. Prema aksiomi dobrog zasnivaǌa,
postoji a ∈ A tako da A ∩ a = ∅. S druge strane, jedini element u A je x.
Dobili smo kontradikciju zbog aksiome regularnosti.
b) Neka je x ∈ y i y ∈ x, za neke x i y. Neka je A = {x, y}. Kako je x ∈ A i
x ∈ y, sledi da je A ∩ y 6= ∅. Tako�e, iz y ∈ A i y ∈ x sledi da A ∩ x 6= ∅.
Jedini elementi u A su x i y, pa opet dobijamo protivreqnost sa aksiomom
regularnosti.
v) Pretpostavimo da postoji takav niz i neka je skup A = {x0, x1, x2, . . . }. Kako
je x1 ∈ A i x1 ∈ x0, va�i A∩x0 6= ∅. Daǉe, iz x2 ∈ A i x2 ∈ x1 sledi A∩x1 6= ∅.
Nastavǉaju�i ovaj postupak vidimo da mora biti A ∩ xi 6= ∅, za sve i. Kao
i u prethodnim dokazima, zbog toga kako je definisan skup A dobijamo kon-
radikciju sa aksiomom regularnosti. �

Tvr�e�e 6.2 Ako je x ∪ {x} = y ∪ {y}, onda je x = y.

Do k a z. Pretpostavimo suprotno: neka je x 6= y. Kako je x ∈ x∪{x} = y ∩{y},
to je x ∈ y ili x ∈ {y}, zapravo x ∈ y ili x = y. Zbog pretpostavke, mora
biti x ∈ y. S druge strane iz y ∈ y ∪{y} = x∪{x} sledi da je y ∈ x ili y = x.
Dakle, y ∈ x. Zakǉuqili smo da je x ∈ y i y ∈ x. Zbog tvr�eǌa 6.2, ovo je
kontradikcija. �

Peanove aksiome glase ovako:

P1 0 je prirodan broj.

P2 Ako je x prirodan broj, onda je i x′ prirodan broj.

P3 Ako su x i y prirodni brojevi i x′ = y′, onda je x = y.

P4 Za svaki prirodan broj x, x′ 6= 0.

P5 Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) 0 ima svojstvo Φ;

2) Ako prirodan broj x ima svojstvo Φ, tada i x′ ima svojstvo Φ.

Tada svaki prirodni broj ima svojstvo Φ.

U Peanovim aksiomama javǉaju se simboli 0 i ′, gde je 0 simbol konstante,
a ′ unarni funkcijski simbol. Primetimo da Peanove aksiome samo opisuju
svojstva prirodnih brojeva, ali ne govore na koju strukturu taqno se odnose.
Modelom prirodnih brojeva nazivamo bilo koju trojku (N, 0,′ ) koja zadovol-
java te aksiome. Jedan od poznatijih modela prirodnih brojeva je Fon Noj-
manov10 model, koji se oslaǌa na teoriju skupova. Naime, prirodne brojeve
mo�emo definisati na sled�i naqin:

0 := ∅, 1 := {0}, 2 := {0, 1}, 3 := {0, 1, 2}, . . .

Preciznije, 0 := ∅, n′ = n ∪ {n} i N := {0, 1, 2, . . . }.

Teorema 6.3 Fon Nojmanov model prirodnih brojeva zadovo	ava Peanove aksiome.

10John von Neumann (1903-1957), ma�arski matematiqar
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Do k a z. Kako je 0 ∈ N i ako je n ∈ N onda je i n′ ∈ N , time su zadovoǉene
aksiome P1 i P2. Tako�e, jasno je da za svaki n ∈ N n′ 6= 0, xto je P4.
Proverimo aksiomu P3. Neka su m i n prirodni brojevi tako da m′ = n′. To
znaqi da je m ∪ {m} = n ∪ {n}. Prema tvr�eǌu 6.2 va�i m = n.

Neka je Φ proizvoǉno svojstvo prirodnih brojeva. Pretpostavimo da je
Φ(0) taqno (ili da 0 ima svojstvo Φ) i da je ∀x (Φ(x)⇒ Φ(x′)). Da bismo
dokazali da va�i P5, treba dokazati da je, uz navedene pretpostavke, Φ(n)
taqno za svaki n ∈ N . Pretpostavimo suprotno: postoji n ∈ N tako da nije
taqno Φ(n). To znaqi da n nije 0. Primetimo da u Fon Nojmanovom modelu
va�i slede�e: ∀n(n 6= ∅ ⇒ ∃m n = m′). Dakle, postoji prirodan broj m tako
da n = n′1 i time je i netaqno Φ(n′1). Koriste�i pretpostavku imamo da je
netaqno i Φ(n1). Sliqno, postoji n2 tako da n1 = n′2 i nije taqno Φ(n2). Na
taj naqin dobijamo n 3 n1 3 n2 3 . . . , xto je nemogu�e prema tvr�eǌu 6.1. �

Mo�emo primetiti da se u Fon Nojmanovom modelu relacija nejednakosti
izme�u prirodnih brojeva poklapa sa skupovnom relacijom pripadaǌa, to
jest va�i x < y ako i samo ako x ∈ y za sve x, y ∈ N . Princip najmaǌeg
elementa za prirodne brojeve

Iz aksiome indukcije mo�emo izvesti jox jedno bitno tvr�eǌe koje nam
omogu�ava izvo�eǌe dokaza o prirodnim brojevima. Kod tog tvr�eǌa, koje
nazivamo Principom potpune indukcije, induktivna hipoteza se sastoji od
svih iskaza Φ(0),Φ(1), . . . ,Φ(n− 1).

Teorema 6.4 Princip potpune indukcije Neka je Φ neko svojstvo prirodnih
brojeva. Tada se iz Peanovih aksima mo�e izvesti

∀n((∀k < n)Φ(k)⇒ ∀nΦ(n).

Definiximo operaciju sabiraǌa prirodnih brojeva:

Definicija 6.5 Za prirodne brojeve x i y je:

x+ 0 := x

x+ y′ := (x+ y)′.

Tvr�e�e 6.6 Za sve prirodne brojeve x, y i z va�i:

1. (x+ y) + z = x+ (y + z)

2. x+ 0 = 0 + x = x

3. x+ 1 = 1 + x

4. x+ y = y + x

5. x+ y = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0

6. x+ z = y + z ⇒ x = y

Do k a z.

1. Dokazujemo indukcijom po z. Ako je z = 0, onda je po definiciji sabi-
raǌa

(x+ y) + 0 = (x+ y) y + 0 = 0.

Dakle, va�i
(x+ y) + 0 = x+ y = x+ (y + 0).
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Pretpostavimo da je (x + y) + z = x + (y + z). Doka�imo (x + y) + z′ =
x+ (y + z′).

(x+ y) + z′ = ((x+ y) + z)′ po definiciji sabiraǌa
= (x+ (y + z))′ po induktivnoj pretpostavci
= x+ (y + z)′ po definiciji sabiraǌa
= x+ (y + z′) po definiciji sabiraǌa.

2. Po definiciji je x+ 0 = x. Indukcijom po x dokazujemo 0 +x = x. Va�i
0 + 0 = 0. Pretpostavimo 0 + x = x. Tada je 0 + x′ = (0 + x)′ = x′.

3. Iz niza jednakosti

x+ 1 = x+ 0′ = (x+ 0)′ = x′

imamo da je x+ 1 = x′. Tra�enu jednakost �emo dokazati indukcijom po
x. Za x = 0 va�i

1 + 0 = 1 = (definicija sabiraǌa) = 0 + 1 (osobina 2 ).

Neka je x+ 1 = 1 + x. Tada je

1 + x′ = (1 + x)′ po definiciji sabiraǌa
= (x+ 1)′ po induktivnoj pretpostavci
= x+ 1′ po definiciji sabiraǌa
= x+ (1 + 1) jer va�i x′ = x+ 1
= (x+ 1) + 1 osobina 1
= x′ + 1 jer va�i x′ = x+ 1

4. Koristi�emo indukciju po y. Prema definiciji i osobini 2 redom,
va�i

x+ 0 = x 0 + x = x,

pa je x+ 0 = 0 + x. Ako je x+ y = y + x, imamo da je

x+ y′ = (x+ y)′ = (y + x)′ = y + x′

= y + (x+ 1) = y + (1 + x) = (y + 1) + x

= y′ + x.

Na sliqan naqin se doka�u i tvr�eǌa 4 i 5. �

Definiximo sada operaciju mno�eǌa prirodnih brojeva:

Definicija 6.7 Za prirodne brojeve x i y je:

x · 0 := 0
x · y′ := x · y + x.

Tvr�e�e 6.8 Za sve prirodne brojeve x, y i z va�i:

1. x · (y + z) = x · y + x · z

2. (x · y) · z = x · (y · z)

3. 0 · x = 0

4. 1 · x = x

5. (x+ y) · z = x · z + y · z

6. x · y = y · x
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7. x · y = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0

Do k a z.

1. Indukcijom po z:

x · (y + 0) = x · y = x · y + 0 = x · y + x · 0.

Pretpostavimo da je x · (y + z) = x · y + x · z. Tada je

x · (y + z′) = x · (y + z)′ = x · (y + z) + x

= (x · y + x · z) + x = x · y + (x · z + x)
= x · y + x · z′.

2. Indukcijom po z:

(x · y) · 0 = 0 = x · 0 = x · (y · 0).

Pretpostavimo da je (x · y) · z = x · (y · z). Tada je

(x · y) · z′ = (x · y) · z + x · y = x · (y · z) + x · y = x · (y · z + y)
= x · (y · z′).

�

Definicija 6.9 Za brojeve x, y ∈ N za koje je x = y + z, za neko z ∈ N, defin-
ixemo razliku broja x i broja y kao x− y def= z.

Primetimo da oduzimaǌe nije operacija na skupu prirodnih brojeva, jer
razlika x−y nije definisana za sve x, y ∈ N. Na primer, ne postoji prirodni
broj z tako da je 1 = 3 + z.

Matematiqka indukcija predstavǉa va�an metod za dokazivaǌe tvr�eǌa
koja se odnose na prirodne brojeve. Podsetimo se kako glasi:

Princip matematiqke indukcije Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva
za koje va�i:

1) taqno je Φ(0);

2) ako za prirodni broj n taqno Φ(n), onda i taqno i Φ(n+ 1).

Tada je za svaki prirodni broj n taqno Φ(n).
Uslov 1. se naziva baza indukcije, a uslov 2. induktivni korak. Formula

Φ(n) u induktivnom koraku se naziva induktivna pretpostavka. Ima arit-
metiqkih tvr�eǌa koja nisu taqna za nekoliko najmaǌih prirodnih brojeva,
ali su taqna za sve ostale. U tim sluqajevima mo�emo koristiti malo iz-
meǌeni princip matamatiqke indukcije, koji glasi ovako:

Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) taqno je Φ(k);

2) ako za prirodni broj n ≥ k taqno Φ(n), onda i taqno i Φ(n+ 1).

Tada je za svaki prirodni broj n ≥ k taqno Φ(n).

Primer 6.10 Koriste�i matematiqku indukciju dokazati da za svaki prirodni
broj n ≥ 1 va�i identitet

1 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.
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Neka je Φ(n) : 1+· · ·+n = n(n+1)
2 . Proveravamo bazu indukcije: Φ(1) : 1 = 1(1+1)

2 .
Jasno je da je to taqan iskaz, pa je ispuǌen uslov 1. Primetimo da ovde
koristimo princip matematiqke indukcije, u kome je baza indukcije iskaz
Φ(k); u naxem sluqaju je k = 1.

Daǉe, pretpostavimo da je taqan iskaz Φ(n) : 1 + · · ·+n = n(n+1)
2 , za priro-

dan broj n ≥ 1. Treba dokazati da je taqan iskaz Φ(n+1) : 1+ · · ·+n+(n+1) =
(n+1)((n+1)+1)

2 . Va�i slede�e:

1 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) koriste�i induktivnu pretpostavku

= (n+ 1)(
n

2
+ 1)

= (n+ 1)
n+ 2

2

=
(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Ovim smo dokazali da je taqna implikacija u induktivnom koraku, pa prema
principu matematiqke indukcije navedena jednakost va�i za sve brojeve n ≥
1. 4

Primer 6.11 Dokazati da je za sve prirodne brojeve taqno da 2n > n.

Ovde je Φ(n) : 2n > n. Za n = 0 iskaz Φ(0) je 20 > 0, xto je taqno. Pret-
postavimo da je taqno 2n > n. Doka�imo da je 2n+1 > n + 1. Va�i da
2n+1 = 2 · 2n > 2n, zbog induktivne pretpostavke. Tako�e je 2n ≥ n + 1 ek-
vivalentno sa n ≥ 1, xto je taqno, pa je i

2n+1 > 2n ≥ n+ 1⇒ 2n+1 > n+ 1.

Dakle, va�e uslevi 1. i 2., pa je 2n > n za sve prirodne brojeve. 4

Primer 6.12 Dokazati da je broj 5n + 2n+1 de	iv sa 3, za sve n ∈ N.

Stavimo da je Φ(n) : broj 5n + 2n+1 je deǉiv sa 3. Broj 50 + 20+1 = 1 + 2 = 3
je deǉiv sa 3, pa je taqno Φ(0). Pretpostavimo da je broj 5n + 2n+1 deǉiv sa
3. Doka�imo da je 5n+1 + 2(n+1)+1 deǉiv sa 3. Va�i

5n+1 + 2(n+1)+1 = 5 · 5n + 2 · 2n+1 = (3 + 2)5n + 2 · 2n+1 = 3 · 5n + 2(5n + 2n+1).

Broj 2(5n + 2n+1) je deǉiv sa 3, jer je prema induktivnoj pretpostavci 5n +
2n+1 deǉiv sa 3. Tako�e je broj 3 · 5n deǉiv sa 3, pa i zbir ta dva broja
3 · 5n + 2(5n + 2n+1) deǉiv sa 3. Dakle, 5n+1 + 2(n+1)+1 je deǉiv sa 3. Tvr�eǌe
je dokazano. 4

Primer 6.13 Posled�a cifra broja 22n + 1 je 7, za sve brojeve n ≥ 2.

Opiximo dati iskaz kao Φ(n) : posledǌa cifra broja 22n+1 je 7. Va�i da je
222

+ 1 = 16 + 1 = 17, pa je posledǌa cifra 7, qime je dokazana baza indukcije
Φ(2). Pretpostavimo da je taqno Φ(n). Tada je 6 posledǌa cifra broja 22n .
Mo�emo zakǉuqiti i da je posledǌa cifra kvadrata tog broja tako�e 6.
Dakle, (22n)2 = 22n·2 = 22n+1

se zavrxava sa 6, pa je posledǌa cifra broja
22n+1

+ 1 7. Dakle, dokazan je induktivni korak. 4
Mo�e se dokazati i slede�a varijanta principa matematiqke indukcije,

koju nazivamo indukcija sa k + 1 hipoteza.
Neka je Φ svojstvo prirodnih brojeva za koje va�i:

1) taqni su iskazi Φ(0), . . . ,Φ(k);
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2) ako su za prirodni broj n taqni iskazi Φ(n),Φ(n+ 1), . . . ,Φ(n+ k), onda
i taqno i Φ(n+ k + 1).

Tada je za svaki prirodni broj n taqno Φ(n).

Primer 6.14 Neka je a0 = 2, a1 = 5 i za sve n ≥ 0 va�i formula an+2 = 5an+1−
6an. Dokazati da je an = 2n + 3n, za sve n ≥ 0.

Koristi�emo prethodno tvr�eǌe za k = 1, to jest indukciju sa dve hipoteze.
Za poqetak, oznaqimo sa Φ(n) : an = 2n+3n. Iskazi Φ(0) : a0 = 20+30 = 1+1 = 2
i Φ(1) : a1 = 21 + 31 = 2 + 3 = 5 su taqni, jer je a0 = 2, a1 = 5 prema tekstu
zadatka. Dakle, dokazana je baza indukcije. Pretpostavimo da su taqni
iskazi Φ(n) i Φ(n+ 1). To znaqi da je an = 2n+ 3n i an+1 = 2n+1 + 3n+1. Treba
dokazati da je an+2 = 2n+2 + 3n+2. Prema formuli u tekstu, va�i

an+2 = 5an+1 − 6an
= 5(2n+1 + 3n+1)− 6(2n + 3n)
= 5 · 2n+1 + 5 · 3n+1 − 6 · 2n − 6 · 3n

= 2n(5 · 2− 6) + 3n(5 · 3− 6)
= 2n · 4 + 3n · 9
= 2n22 + 3n32

= 2n+2 + 3n+2.

Dakle, dokazali smo i uslov 2, pa va�i da je taqno Φ(n) za svaki n ≥ 0. 4

Primer 6.15 Aritmetiqki niz je niz realnih brojeva xn odre�en formulama
x0 = a, xn+1 = xn + d, gde su a, d ∈ R. Odrediti opxti qlan xn tog niza i sumu
prvih n+ 1 qlanova Sn =

∑n
i+0 xi.

Taqne su jednakosti:

x0 = a

x1 − x0 = d

x2 − x1 = d

...

xn − xn−1 = d.

Sabiraju�i ih dobijamo

x0 + (x1 − x0) + (x2 − x1) + · · ·+ (xn − xn−1) = a+ nd,

a skra�ivaǌem odgovaruju�ih qlanova xi zakǉuqujemo da je xn = a+ nd.

Sn =
n∑
i+0

xi =
n∑
i=0

(a+ id) =
n∑
i=0

a+ d

n∑
i=0

i = (n+ 1)a+
n(n+ 1)

2
d =

(n+ 1)(2a+ nd)
2

.

4

Primer 6.16 Geometrijski niz je niz realnih brojeva yn odre�en formulama
y0 = b, yn+1 = yn · q, gde su b, q ∈ R. Odrediti opxti qlan yn tog niza i sumu
prvih n+ 1 qlanova Sn =

∑n
i+0 yi.
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Ako je b = 0, onda je i yn = 0 i Sn = 0. Ako je q = 0, onda je yn = 0, za n > 0 i
Sn = b. Zato mo�emo pretpostaviti da je b, q 6= 0. Tada je

y0 = b
y1
y0

= q

y2
y1

= q

...
yn
yn−1

= q.

Mno�e�i prethodne jednakosti dobijamo

y0 ·
y1
y0
· y2
y1
· · · yn

yn−1
= b · qn,

a skra�ivaǌem odgovaruju�ih qlanova yi zakǉuqujemo da je yn = b · qn. Ako
je q = 1, onda je yn = b za svako n, pa je i Sn = (n+ 1)q. Ako je q 6= 1, onda je

Sn =
n∑
i+0

yi =
n∑
i=0

(b · qi) = b(
n∑
i=0

qi) = b(1 + q + q2 + · · · qn) · q − 1
q − 1

= b
q + q2 + q3 + · · ·+ qn + qn+1 − 1− q − q2 − q3 − · · · − qn

q − 1
= b

qn − 1
q − 1

.

4

Primer 6.17 Neka je a0 = 1 i za svako n ≥ 1 va�i formula an = an−1 + an−2 +
· · ·+ a1 + 2a0. Dokazati da je an = 2n za svaki prirodni broj n.

Koristi�emo princip potpune indukcije 6.4. Stavimo Φ(n) : an = 2n. Jasno
je da za zadati qlan a0 va�i da je a0 = 20 = 1. Pretpostavimo da su taqni
iskazi Φ(1), . . . ,Φ(n − 1). Tada je a1 = 21, a2 = 22, . . . , an−1 = 2n−1. Doka�imo
da je taqno Φ(n). Prema formuli je an = an−1 + an−2 + · · ·+ a1 + 2a0 = 2n−1 +
2n−2 + · · ·+ 22 + 21 + 2 · 1. Primetimo da je posledǌi izraz suma geometrijskog
niza sa poqetnim qlanom 2 i koliqnikom 2 uve�ana za 2 · 1, tako da je

an = Sn−1 + 2 = b
qn−1 − 1
q − 1

+ 2 = 2
2n−1 − 1

2− 1
+ 2 = 2n + 2− 2 = 2n.

Dakle, zakǉuqak je da je taqno Φ(n) za svako n ∈ N. 4

Primer 6.18 Neka je niz realnih brojeva xn , n ∈ N zadat formulama x0 =
α, xn+1 = λ+ µxn, gde su α, λ, µ ∈ R.Odrediti opxti qlan ovog niza.

Prvih par qlanova niza xn je:

x0 = α

x1 = λ+ µx0 = λ+ αµ

x2 = λ+ µx1 = λ+ µ(λ+ αµ) = λ+ λµ+ αµ2

x3 = λ+ µx2 = λ+ µ(λ+ λµ+ αµ2) = λ+ λµ+ λµ2 + αµ3

Odavde mo�emo naslutiti da je

xn = λ+ λµ+ λµ2 + · · ·+ λµn−1 + αµn, za n = 1, 2, 3 . . .
xn = αµn + λ(1 + µ+ µ2 + · · ·+ µn−1).
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Doka�imo jednakost indukcijom:

n = 1 : x1 = λ+ µx0 = λ+ αµ = λ+ αµ1

xn+1 = λ+µxn = λ+µ(αµn+λ(1+µ+µ2+· · ·+µn−1) = alphaµn+1+λ(1+µ+µ2+· · ·+µn)

Ako je µ 6= 1

(α+
λ

µ− 1
)µn − λ

1− µ
4

Primer 6.19 Automobil koxta 12000 e. Od banke se mo�e uzeti kredit po
slede�im uslovima: uqe71e je 20% i kamata na meseqnom nivou je 1%.

1. Koliki je iznos meseqne rate ako kupac �eli da isplati kredit u 40 jed-
nakih rata? Kolika je ukupna kamata za ovako dogovoren kredit?

2. Kupac �eli da iznos meseqne rate bude 200 e. U koliko rata �e isplatiti
novac banci?

3. Koji je najma�i iznos rate?

Uvedimo oznake:

S = 12000 vrednost automobila

q = 0.01 meseqna kamata

d = 0.2 · 12000 = 2400 uqe71e

S′ = S − d = 9600 iznos kredita

m = 40 broj rata

xn = iznos preostalog kredita posle n meseci

r = ? meseqna rata

1. Posle n + 1. meseca preostali iznos je preostali iznos iz prethodnog
meseca uve�an za meseqnu kamatu minus ispla�ena rata: xn+1 = xn +
qxn − r. Dakle, dobijamo jednaqinu

xn+1 = (1 + q)xn − r, x0 = S′.

Koriste�i oznake iz prethodnog primera:

α = x0 = S′ λ = −r µ = 1 + q.

Opxte rexeǌe ove jednaqine je

xn = (α+
λ

µ− 1
)µn − λ

1− µ
= (S′ − r

q
)(1 + q)n +

r

q
.

Uslov za isplatu kredita u m rata je xm = 0. Dakle

xm = (S′ − r

q
)(1 + q)m +

r

q
= 0,

odakle dobijamo da je r = qS′

1−(1+q)−m , to jest r = 0.01·9600
1−1.01−40 ≈ 292.37e.

Ukupan iznos koji je kupac isplatio banci je S′′ = m · r = 40 · 292.37 =
11694.8, xto znaqi da je ispla�ena kamata jednaka K = S′′−S′ = 11694.8−
9600 = 2094.8e.

2. Iz uslova xm=0 dobijamo (S′− r
q )(1 + q)m + r

q = 0, to jest m = − log(1− qS
′
r )

, log(1+q) .

Daǉe je m = − log(1− 0.01·9600
200 )

log(1+0.01) ≈ 65.72. Dakle, kupac treba da plati 65 rata
po 200e i 66. ratu u iznosu 144e.
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3.

4

Primer 6.20 Neka je S{l1, l2, . . . , ln} skup od n pravih u ravni tako da se svake
dve seku i nikoje tri se ne seku u istoj taqki. Neka je An broj ograniqenih, a
Bn broj neograniqenih delova ravni koje te prave odre�uju. Odrediti An i Bn.
Uporediti te brojeve.

An+1 = An + (n− 1) k1 = 0
Bn+1 = Bn + 2 B1 = 2

n∑
i=1

Ai+1 =
n∑
i=1

(Ai + (i− 1))

n+1∑
i=2

An =
n∑
i=1

Ai +
n∑
i=1

(i− 1)

An+1 +
n∑
i=2

Ai = A1 +
n∑
i=2

Ai +
n(n− 1)

2

Dobijamo da je An+1 = n(n−1)
2 to jest An = (n−1)(n−2)

2 . Bn = 2n. Va�i An < Bn
za 1 ≤ n ≤ 6 i An > Bn za n ≥ 7. 4

Primer 6.21 Dato je n kru�nica u ravni tako da se svake dve seku u taqno dve
taqke i nikoje tri se ne seku u istoj taqki. Odrediti broj ograniqenih delova
ravni koje te kru�nice odre�uju.

4

Definicija 6.22 Fibonaqijev11 niz je niz prirodnih brojeva fn zadat sa

f0 = 0 f1 = 1 fn+2 = fn+1 + fn, za sve prirodne brojeve n.

Dakle, zadata su prva dva qlana niza, a svaki slede�i je zbir prethodna
dva. Poqetak tog niza izgleda ovako: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,54...

Primer 6.23 Dokazati da je f0 + f1 + f2 + · · ·+ fn = fn+2 − 1, za sve n ≥ 0.

Dokaza�emo identitet koriste�i matematiqku indukciju. Za n = 0 va�i
f0 = 0 = 1 − 1 = f2 − 1, pa imamo bazu indukcije. Pretpostavimo da je taqna
jednakost f0 + f1 + f2 + · · ·+ fn = fn+2 − 1. Doka�imo da je f0 + f1 + f2 + · · ·+
fn + fn+1 = fn+3 − 1. Va�i

f0 + f1 + f2 + · · ·+ fn + fn+1 = fn+2 − 1 + fn+1 = fn+3 − 1,

pri qemu smo prvu jednakost sobili iz induktivne pretpostavke, a drugu iz
definicije Fibonaqijevih brojeva.

11Leonardo Fibonacci (1170-1250), italijanski matematiqar
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6.1 Deǉivost
Definicija 6.24 Neka su a, b ∈ N. Ka�emo da a deli b ili da je b de	iv sa a i
pixemo a | b ako postoji broj c ∈ N tako da je b = a · c.

Na ovaj naqin smo definisali jednu relaciju na skupu prirodnih brojeva.
Zovemo je relacijom deǉivosti.

Teorema 6.25 Relacija | je relacija parcijalnog poretka na skupu N.

Do k a z. Neka je a bilo koji prirodni broj. Tada je a = 1 ·a, pa va�i da a | a.
To znaqi da je reacija | refleksivna.

Doka�imo antisimetriqnost. Neka su a, b ∈ N i a | b i b | a. Treba
dokazati da je a = b. Pretpostavimo da su brojevi a i b razliqiti od nule.
Ako jesu nula, onda je a = 0 = b. Daǉe, kako je a | b, postoji c ∈ N tako da
b = ca. S druge strane, iz b | a imamo da postoji d ∈ N tako da a = db. Dakle,
va�i a = db = dca, to jest a(1− dc) = 0. Kako a 6= 0, mora biti dc = 1, a poxto
su d i c prirodni brojevi, imamo da je d = c = 1, a time je i a = b.

Neka su a, b, c ∈ N i a | b i b | c. Tada postoje d, e ∈ N tako da b = da i c = eb,
a time je i c = eb = eda, pa a | c. Dokazali smo i tranzitivnost relacije |, pa
je ona relacija parcijalnog ure�eǌa. �

Tvr�e�e 6.26 Neka su a, b, c proizvo	ni prirodni brojevi. Tada va�i:

1. a | 0

2. Ako a | b i a | c, onda a | b+ c.

3. Ako a | b i a | c, onda a | b · c.

4. Ako a | b onda a | bn, za svako n ∈ N \ {0}.

Do k a z.

1. Va�i 0 = a · 0.

2. Kako je b = ax i c = ay , za x, y ∈ N, onda je b+ c = ax+ ay = a(x+ y), pa
a | b+ c.

3. Postoji x ∈ N tako da b = ax. Tada je i bc = axc, pa a | bc.

4. Ovo tvr�eǌe je posledica prethodnog dokaza. �

Teorema 6.27 (o Euklidskom de	e�u) Neka su a, b ∈ N i b 6= 0. Tada postoje
brojevi q, r ∈ N koji su jedinstveno odre�eni tako da je

a = b · q + r, 0 ≤ r < b.

Do k a z. Posmatrajmo skup S = {a− bq ∈ N | q ∈ N}. Jasno je da je S ⊆ N, ali
i da je S 6= ∅, jer je za q = 0, bar element a = a−b ·0 u S. Prema principu naj-
maǌeg elementa za skup prirodnih brojeva, va�i da postoji najmaǌi element
u S - oznaqimo ga sa r. Dakle, r = a− bq ∈ N, to jest a = bq+ r. Treba prover-
iti da li je r < b. Pretpostavimo suprotno: neka je r ≥ b. Tada postoji
r′ ∈ N tako da je r = r′+ b. Daǉe imamo da je r′ = r− b = a− bq− b = a− b(q+ 1),
pa r′ ∈ S i r′ < r. Ovo je nemogu�e, jer je r najmaǌi element skupa S. Dakle,
mora biti r < b. To znaqi da je a = bq + r i 0 ≤ r < b. Jox treba dokazati
jedinstvenost brojeva r i q. Pretpostavimo da je a = bq1 + r1 i 0 ≤ r1 < b.
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Treba dokazati da je r = r1 i q = q − 1. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo
pretpostaviti da je r ≥ r1. Tada je 0 ≤ r − r1 < b, ali i

r − r1 = a− bq − (a− bq1) = bq1 − bq = b(q1 − q).

Kako b | r−r1, va�i b ≤ r−r1 ili r−r1 = 0. Zbog r−r1 < b prvi deo je nemogu�,
pa je r − r1 = 0, to jest r = r1. Daǉe je a − r = bq = bq1, pa je b(q − q1) = 0,a
kako b nije 0, mora biti q − q1 = 0, to jest q = q1. �

Relaciju deǉivosti mo�emo uvesti i na skupu celih brojeva. Ako su
a, b ∈ Z ka�emo da a deli b i pixemo a | b ako postoji broj c ∈ Z tako da je
b = a · c. Relacija deǉivosti nije relacija parcijalnog poretka na skupu Z
jer nije antisimetriqna. Naime, va�i da je

−3 | 3 i 3 | (−3) ali je 3 6= −3.

Tvr�eǌe o Euklidskom deǉeǌu u ovom sluqaju izgleda ovako:

Teorema 6.28 Neka su a, b ∈ Z i b 6= 0. Tada postoje brojevi q, r ∈ Z koji su
jedinstveno odre�eni tako da je

a = q · b+ r, 0 ≤ r < |b|.

Do k a z. Koristi�emo tvr�eǌe 6.27. Razlikujemo qetiri sluqaja:
I sluqaj: a ≥ 0, b > 0
Ovo je zapravo tvr�eǌe 6.27.
II sluqaj: a ≥ 0, b < 0
Broj |b| je prirodan broj, pa mo�emo primeniti tvr�eǌe 6.27 na brojeve a i
|b|. Postoje jedistveni brojevi q, r ∈ N tako da a = |b|q + r i 0 ≤ r < |b|. Onda
je a = b(−q) + r = bq′ + r i q′ ∈ Z.
III sluqaj: a ≤ 0, b > 0
Broj |a| je prirodan broj, pa je |a| = bq + r i 0 ≤ r < b. Tada je −a = bq + r,
to jest a = b(−q)− r. Ako je r = 0 tvre�eǌe je dokazano. Ako je r 6= 0, onda je
a = b(−q)−r = b(−q−1)+b−r = bq′+r′, gde su q′ = −q−1 ∈ Z i 0 ≤ r′ = b−r < |b|.
IV sluqaj: a ≤ 0, b < 0
Brojevi |a|, |b| su prirodni, pa je |a| = |b|q+r i 0 ≤ r < |b|. Daǉe je −a = −bq+r,
to jest a = bq− r. Sliqno kao u prethodnom sluqsju mo�emo na�i q′ i r′ tako
da bq′ + r′ i 0 ≤ r′ < |b|. �

Na primer, pri deǉeǌu brojeva 43 i -17 sa 6 dobijamo 43 = 7 · 6 + 1 i
−17 = (−3) · 6 + 1.

Definicija 6.29 Broj d ∈ N je zajedniqki delilac prirodnih brojeva a i b ako
d | a i d | b. Za takav broj d ka�emo da je najve�i zajedniqki delilac brojeva a
i b ako d′ | d za svaki zajedniqki delilac d′ tih brojeva. U tom sluqaju pixemo
d = nzd(a, b).

Definicija 6.30 Broj s ∈ N je zajedniqki sadr�alac prirodnih brojeva a i b
ako a | s i b | s. Za takav broj s ka�emo da je najma�i zajedniqki sadr�alac
brojeva a i b ako s | s′ za svaki zajedniqki sadr�alac s′ tih brojeva. U tom
sluqaju pixemo s = nzs(a, b).

Na primer, za brojeve 330 i 42 va�i nzd(330, 42) = 6 i nzs(330, 42) = 2310.

Tvr�e�e 6.31 Ako je a = bq + r onda je nzd(a, b) = nzd(b, r).

Do k a z. Doka�imo da je skup S1 zajedniqkih delilaca brojeva a i b jednak
skupu S2 zajedniqkih delilaca brojeva b i r. Neka je d ∈ S1. Dakle, d deli a
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i b. Onda d deli i bq, a time i a − bq = r, pa je d element skupa S2. Ako je
d ∈ S2, onda d deli b i r, a time i a = bq + r, pa je d ∈ S1. Time smo dokazali
da je S1 = S2. �

Euklidov algoritam predstavǉa postupak za odre�ivaǌe najve�eg zajed-
niqkog delioca datih celih brojeva a i b 6= 0. Sastoji se od uzastopnog
primeǌivaǌa teoreme 6.28. Prvo, broj a pri deǉeǌu sa b daje neki koliq-
nik q1 i ostatak r1. Ako je r1 6= 0, mo�emo podeliti b sa r1. U tom sluqaju
dobijamo koliqnik q2 i ostatak r2. Ako je r2 6= 0 nastavǉamo postupak sa
brojevima r1 i r2. Postupak se zavrxava kada dobijemo ostatak koji je jednak
nuli. Algoritam mo�emo predstaviti xemom

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1
r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2
...

rn−3 = rn−2qn−1 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1

rn−1 = rnqn+1 + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn

Kako ostaci r1, r2, r3 . . . qine strogo opadaju�i niz i svi su ve�i ili jednaki
od nule, to jest va�i

0 ≤ . . . rn+1 < rn < · · · < r2 < r1,

postoji n ∈ N tako da je rn+1 = 0. Tada va�i:

Teorema 6.32 Posled�i nenula ostatak u prethodnom postupku je najve�i za-
jedniqi delilac brojeva a i b.

Do k a z. Neka je rn posledǌi nenula ostatak. Tada je rn+1 = 0 u prethodnoj
xemi. Koriste�i tvr�eǌe 6.31 imamo da je

nzd(a, b) = nzd(b, r1)
= nzd(r1, r2)
= nzd(r2, r3)
. . .

= nzd(rn−1, rn).

Poxto je rn+1 = 0, onda je rn−1 = rnqn+1 i nzd(rn−1, rn) = rn. Dakle, nzd(a, b) =
rn. �
Ako stavimo nzd(0, 0) = 0, uz prethodnu teoremu, jasno je da za svaka dva cela
broja a i b postoji nzd(a, b).

Tvr�e�e 6.33 Ako je nzd(a, b) = d, onda postoje brojevi x i y tako da ax+by = d.

Do k a z. Posmatrajmo xemu za Euklidov algoritam. Kako je d = rn = rn−2 −
rn−1qn, to je d = x1rn−2 + y1rn−1, za neke x1, y1 ∈ Z. Iz prethodne jednakosti
imamo da je rn−1 = rn−3 − rn−2qn−1, pa je d = x2rn−3 + y2rn−2, x2, y2 ∈ Z. Nas-
tavǉaju�i na ovaj naqin dolazimo do jednakosti d = xn−2r1 +yn−2r2, x2, y2 ∈ Z.
Konaqno je

d = xn−1b+ yn−1r1 = xna+ ynb.

Stavimo x = xn i y = yn i dobili smo trazenu jednakost. �

Primer 6.34 Koriste�i Euklidov algoritam odrediti najve�i zajedniqki delilac
brojeva 2541 i 588 i odrediti brojeve x i y tako da 2541x+ 588y = nzd(2541, 588).
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Va�i da je
2541 = 588 · 4 + 189, 0 ≤ 189 < 588
588 = 189 · 3 + 21, 0 ≤ 21 < 189
189 = 21 · 9.

Posledǌi nenula ostatak je 21, pa je nzd(2541, 588) = 21. Tako�e je

21 = 588− 189 · 3 = 588− (2541− 588 · 4) · 3 = (−3) · 2541 + 11 · 588.

4

Prethodni postupak mo�emo izvesti i koriste�i matrice. Uoqimo ma-
tricu [

a 1 0
b 0 1

]
,

gde su a i b brojevi qiji najve�i zajedniqki delilc tra�imo. Ovu matricu
mo�emo transformisati koriste�i slede�e operacije:

1. mno�eǌe vrste celim brojem i dodavaǌe drugoj vrsti;

2. mno�eǌe vrste sa -1;

3. zamena mesta vrstama.

Na taj naqin polaznu matricu mo�emo svesti na oblik[
d x y
0 x′ y′

]
,

gde je d = nzd(a, b), celi brojevi x i y su takvi da ax+by = d, dok nam x′, y′ ∈ Z
nisu bitni. Na primer, neka su a = 1729 i b = 385. Tada je[

1729 1 0
385 0 1

]
∼
[

189 1 −4
385 0 1

]
∼
[

189 1 −4
7 −2 9

]
∼
[

0 55 −247
7 −2 9

]
∼
[

7 −2 9
0 55 −247

]
,

odakle vidimo da je nzd(1729, 395) = 7 i 7 = (−2) · 1729 + 9 · 385.

Definicija 6.35 Brojevi a, b ∈ Z su uzajamno prosti ako je nzd(a, b) = 1.

Tvr�e�e 6.36 Ako a | bc i nzd(a, b) = 1 onda a | c.

Do k a z. Prema tvr�eǌu 6.33 va�i nzd(a, b) = 1 = ax + by, za neke x, y ∈ Z.
Mo�emo pomno�iti celu jednakost sa c. Tada je acx+ bcy = c. Kako a | acx i
a | bc, a time i a | bcy, onda a | acx+ bcy, to jest a | c. �

6.2 Diofantove jednaqine
Definicija 6.37 Diofantova12 jednaqina je jednaqina sa celobrojnim koefici-
jentima kod koje tra�imo rexe�a u skupu Z.

Primer 6.38 Jednaqina ax = b, gde su a, b ∈ Z i a 6= 0 je Diofantova jednaqina.
Ima rexe�e u Z ako i samo ako a | b. 4

Posmatrajmo jednaqinu oblika

ax+ by = c.

Ako je a = 0 ili b = 0 jednaqina se svodi na nnavedeni primer. Zato mo�emo
pretpostaviti da je a 6= 0 i b 6= 0. Neka je d = nzd(a, b). Ako d deli c

12Diofant (3. vek nove ere), starogrqki matematiqar
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jednaqina ima rexeǌe. Naime, postoji c1 tako da c = dc1. Prema 6.33 postoje
u, v ∈ Z tako da au + bv = d. Pomno�imo ovaj identitet sa c1. Dobijamo
auc1 +bvc1 = dc1 = c. Brojevi uc1 i vc1 su celi brojevi, pa predstavǉaju jedno
rexeǌe polazne jednaqine.

Va�i i obrnuto: ako jednaqina ax+ by = c ima rexeǌa, onda je d | c. Neka
su x0, y0 ∈ Z rexeǌa jednaqine, to jest ax0 + by0 = c. Kako je d | a i d | b imamo
i d | ax0 i d | y0, pa je d | ax0 + by0. Dakle, d | c.

U sluqaju da d | c, kao xto je ve� reqeno, jedno rexeǌe jednaqine je ured-
jeni par (uc1, vc1), pri qemu brojeve u i v mo�emo da odredimo iz Euklidovog
algoritma. Kako odrediti sva rexeǌa ove jednaqine?

Imamo jednakosti
au+ bv = c ax+ by = c.

Ako ih oduzmemo dobijamo:

a(x− u) + b(y − v) = 0⇒ a(x− u) = −b(y − v).

Kako je d = nzd(a, b), postoje celi brojevi a1 i b1 tako da a = a1d i b = b1d;
jasno je da mora biti nzd(a1, b1) = 1. Daǉe, va�e jednakosti

da1(x− u) = −db1(y − v)
a1(x− u) = −b1(y − v).

Vidimo da b1 | a1(x−u), a kako su a1 i b1 uzajamno prosti, primenom tvr�eǌa
6.36 dobijamo da b1 deli x− u, xto znaqi da postoji t ∈ Z tako da x− u = b1t.
Zamenom u ?? dobijamo y − v = −a1t. Dakle, ako je (x, y) proizvoǉno rexeǌe
jednaqine, imamo da je x = u + b1t, a y = v − a1t, za t ∈ Z. Zamenom ovih
jednakosti u polaznu jednaqinu vidimo da je (u+ b1t, v− a1t) rexeǌe za svako
t ∈ Z. Ovim smo dokazali:

Teorema 6.39 Jednaqina ax+ by = c, gde je a, b 6= 0 ima celobrojna rexe�a ako i
samo ako nzd(a, b) | c. U tom sluqaju opxte rexe�e ove jednaqine je

x = u
c

d
+

b

nzd(a, b)
· t

y = v
c

d
− a

nzd(a, b)
· t, t ∈ Z,

gde su u i v rexe�a jednaqine au+ bv = d dobijena pomo�u Euklidovog algoritma.
�

Primer 6.40 Ispitati da li jednaqina 121x+77y = 132 ima celobrojna rexe�a
i ako ima odrediti opxte rexe�e.

Mo�emo primetiti da je nzd(121, 77) = 11, ali potrebno je na�i i brojeve u
i v tako da 121u+ 77v = nzd(121, 77).[

121 1 0
77 0 1

]
∼
[

44 1 −1
77 0 1

]
∼
[

44 1 −1
−11 −2 3

]
∼

[
0 −7 11
−11 −2 3

]
∼
[
−11 −2 3

0 −7 11

]
∼
[

11 2 −3
0 −7 11

]
Dakle, 121 · 2 + 77 · (−3) = 11 = nzd(121, 77). Kako je 11 | 132, jednaqina ima
celobrojna rexeǌa. Prema prethodnoj teoremi opxte rexeǌe jednaqine je
dato sa

x = 2
132
11

+
77
11
· t = 24 + 7t

y = −3
132
11
− 121

11
· t = −36− 11t, t ∈ Z.
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6.3 Prosti brojevi
Definicija 6.41 Ceo broj p > 1 je prost ako su jedini delioci tog broja 1 i p.
Ceo broj n > 1 koji nije prost je slo�en.

Na primer, brojevi 11 i 571 su prosti, a 6 i 51 nisu prosti.
Ako je p prost i va�i p = a · b onad mora biti a = 1 ili b = 1.

Tvr�e�e 6.42 Postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva.

Do k a z. Pretpostavimo suprotno: ima ih konaqno mnogo i neka su to bro-
jevi p1, p2, . . . , pn. Neka je broj p = p1p2 · · · pn + 1. Kako je p > pi za svako
i = ¯1, n onda je p 6= pi za i = ¯1, n. Dakle, p nije prost broj. Onda p mora biti
slo�en. To znaqi da je deǉiv nekim prostim brojem, zapravo nekim od brojeva
p1, p2, . . . , pn. Ostatak pri deǉeǌu broja p sa bilo kojim od brojeva pi je jedan,
pa dobijamo kontradikciju. Dakle, prostih brojeva ima beskonaqno mnogo. �

Tvr�e�e 6.43 Ako je p prost broj i p | ab, onda je p | a ili p | b.

Do k a z. Neka je p | ab i pretpostavimo da p - a. Ako bi bilo nzd(a, p) > 1,
kako e p prost bilo bi nzd(a, p) = p, to jest p | a, xto nije. Dakle, mora biti
nzd(a, p) = 1. Primenom tvr�eǌa 6.36 zakǉuqujemo da je p | b. �
Va�i i uopxtenije tvr�eǌe: ako je p prost broj i p | a1a2 · · · ak, onda je taqno
p | a1 ∨ p | a2 ∨ · · · ∨ p | ak.

Tvr�e�e 6.44 Svaki prirodan broj ve�i od 1 je prost ili se mo�e predstaviti
kao proizvod prostih brojeva.

Do k a z. Koristi�emo princip potpune indukcije. Neka je Φ svojstvo prirod-
nih brojeva ’biti prost ili proizvod prostih’. Neka je n > 1 i pretpostavimo
da svaki prirodan broj maǌi od n zadovoǉava svojstvo Φ. Ako je n prost,
onda je taqno Φ(n). Ako je n slo�en, onda je n = m1 · m2, gde su m1 i m2

prirodni brojevi takvi da 1 < m1,m2 < n. Prema induktivnoj pretpostavci,
m1 i m2 su prosti ili proizvodi prostih, pa je time i broj n, kao ǌihov
proizvod, proizvod prostih brojeva. Dakle, i u ovom sluqaju je taqno Φ(n).
Prema teoremi 6.4 svojstvo Φ zadovoǉava svaki prorodni broj. �

Teorema 6.45 (Osnovna teorema aritmetike) Svaki prirodni broj ve�i od 1
mo�e se predstaviti u obliku proizvoda prostih brojeva na jedinstven naqin
(do na redosled prostih faktora).

Do k a z. Zbog prethodne teoreme, dovoǉno je dokazati da je predstavǉaǌe
broja na proste faktore jedinstveno. Mo�emo pretpostaviti da postoje dve
faktorizacije prirodnog broja n:

n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k n = qβ1

1 qβ2
2 · · · q

βl
l .

Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da je p1 < p2 < · · · < pk i q1 < q2 <
· · · < ql. Dakle, va�i

pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k = qβ1

1 qβ2
2 · · · q

βl
l .

Kako p1 | pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , onda i p1 | qβ1

1 qβ2
2 · · · q

βl
l . Prema komentaru posle tvrd-

jeǌa 6.43, va�i p1 | qi za neko i ∈ {1. . . . , l}. Poxto su u pitaǌu prosti brojevi,
mora biti p1 = qi. Sliqno nalazimo da je p2, p3, . . . , pk ∈ {q1, q2, . . . , ql}, to jest
{p1, p2, . . . , pk} ⊆ {q1, q2, . . . , ql}. Tako�e, mo�emo pokazati da je {q1, q2, . . . , ql} ⊆
{p1, p2, . . . , pk}. Dakle, {p1, p2, . . . , pk} = {q1, q2, . . . , ql}, a uz uslove p1 < p2 <
· · · < pk i q1 < q2 < · · · < ql mora biti k = l i pi = qi, za svako i ∈ {1, . . . , k}.
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Sada dobijamo jednakost pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k = pβ1

1 pβ2
2 · · · p

βk
k . Ako bi va�ilo β1 > α1,

onda bismo imali pα2
2 · · · p

αk
k = pγ11 p

β2
2 · · · p

βk
k , za γ1 = β1 − α1 > 0. Tada je p1 |

pα2
2 · · · p

αk
k , pa sledi da je p1 = pj, za neko j 6= 1. To je nemoguce, jer je p1 < pj,

za svako j ∈ {2, . . . , k}. Dakle, va�i β1 ≤ α1. Na sliqan naqin mo�emo zakǉu-
qiti da je α1 ≤ β1, pa je onda α1 = β1. Dobijamo da je pα2

2 · · · p
αk
k = pβ2

2 · · · p
βk
k .

Nastavǉaju�i navedeni postupak dobijamo α2 = β2, . . . , αk = βk. �

Na primer, broj 24255 prdstavǉamo u obliku proizvoda stepena prostih
brojeva na slede�i naqin: 24255 = 32 · 5 · 72 · 11.

6.4 Kongruencije
Definicija 6.46 Neka je m prirodni broj ve�i od 1. Ka�emo da su brojevi
a, b ∈ Z kongruentni po modulu m i pixemo a ≡ b (mod m) ili a ≡m b ako je
m | (a− b).

Na primer 16 ≡ −5 ≡ 2 (mod 7).

Tvr�e�e 6.47 Relacija ≡m je relacija ekvivalencije

Do k a z. Kako je x − x = 0 i prema tvr�eǌu 6.26 m | 0, relacija ≡m je
refleksivna.

Ako je x ≡m y, onda je m | x− y, a time je i m | −(x− y), to jest m | y − x.
Dakle, y ≡m x, pa je data relacije simetriqna.

Neka je x ≡m y i y ≡m z. Da bismo dokazali da je relacija ≡m tranzi-
tivna, potrebno je dokazati da x ≡m z. Iz pretpostavki sledi da je m | x− y
i m | y − z. Brojevi x − y i y − z su deǉivi sa m, pa je i ǌihov zbir deǉiv
sa m, to jest m | (x− y) + (y − z). �

Tvr�e�e 6.48 Ako je a ≡ a1 (mod m) i b ≡ b1 (mod m) onda je

a+ b ≡ a1 + b1 (mod m)
a · b ≡ a1 · b1 (mod m)

Do k a z. Prema pretpostavci, m | a − a1 i m | b − b1. Tada je i m | (a − a1) +
(b− b1), to jest m | (a+ b)− (a1 + b1). Sledi da je a+ b ≡m a1 + b1. Doka�imo
i drugu jednakost. Primetimo da je

ab− a1b1 = ab− a1b+ a1b− a1b1 = (a− a1)b+ a1(b− b1).

Va�e slede�e implikacije:

m | a− a1 ⇒ m | (a− a1)b
m | b− b1 ⇒ m | a1(b− b1),

pa je i
m | (a− a1)b+ a1(b− b1)⇒ m | ab− a1b⇒ ab ≡m a1b1.

�

Tvr�e�e 6.49 Ako je a ≡ a1 (mod m) i k je prirodan broj, tada je ak ≡ ak1
(mod m).

Do k a z. Koristi�mo indukciju po k. Za k = 0: a0 = 1 = a0
1, pa je a0 ≡m a0

1.
Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za prirodni broj k: ak ≡m ak1. Kako je
a ≡m a1, prema prethodnoj teoremi va�i ak+1 ≡m ak+1

1 . �
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Neka je p(x) = p0 + p1x + · · · + pnx
n polinom qiji koeficijenti su celi

brojevi, neka je a ≡ b (mod m). Prema prethodnom tvr�eǌu je p(a) ≡ p(b)
(mod m).

Evo jox jedne primene ovog tvr�eǌa. Neka je a prirodni broj. Odredimo
uslov pod kojim je broj a deǉiv sa 3. Neka je a = 10nan+10n−1an−1 + · · · 102a2 +
10a1 + a0. Kako je 10 ≡3 1, onda je i 10k ≡3 1k ≡3 1, za svako k. Pa va�i
a ≡3 an + an−1 + · · · + a1 + a0, to jest broj je deǉiv sa 3 ako je zbir ǌegovih
cifara deǉiv sa 3.

Kako je i 10 ≡9 1, to je broj deǉiv sa 9 ako je zbir ǌegovih cifara deǉiv
sa 9.

Odredimo pod kojim uslovima je broj a = 10nan + 10n−1an−1 + · · · 102a2 +
10a1 + a0 deǉiv sa 11. Va�i 10 ≡11 −1, pa je 10k ≡11 (−1)k, a time je broj a
deǉiv sa 11 ako je broj (−1)nan+(−1)n−1an−1+· · ·+(−1)a1+a0 deǉiv sa 11. Na
primer, broj 174625 je deǉiv sa 11, jer je to i broj −1 + 7− 4 + 6− 2 + 5 = 11.

Primer 6.50 Odrediti ostatak pri de	e�u broja 230 sa 13.

Koriste�i tvr�eǌe 6.48 zakǉuqujemo:

21 ≡ 2 (mod 13)
22 ≡ 2 · 2 ≡ 4 (mod 13)
23 ≡ 4 · 2 ≡ 8 (mod 13)

24 ≡ 8 · 2 ≡ 3 (mod 13)
25 ≡ 3 · 2 ≡ 6 (mod 13)
26 ≡ 6 · 2 ≡ 12 ≡ −1 (mod 13).

Prema tome je
230 ≡ (26)5 ≡ (−1)5 ≡ −1 ≡ 12 (mod 13),

pa je tra�eni ostatak broj 12. 4

Tvr�e�e 6.51 Ako je ab ≡ ac (mod m) i nzd(a,m) = 1, onda je b ≡ c (mod m).

Do k a z. Va�i da m | ab − ac ⇒ m | a(b − c). Kako je nzd(a,m) = 1, primenom
tvr�eǌa 6.36 dobijamo da m | b− c, to jest b ≡ c (mod m). �

Tvr�e�e 6.52 Neka za prirodne brojeve m i n ve�e od 1 i ceo broj a va�i: m | a
i n | a. Ako su brojevi m i n uzajamno prosti, onda je mn | a.

Do k a z. Pretpostavka je da je a = ma1 i n | a⇒ n | ma1. Kako je nzd(m,n) = 1,
prema tvr�eǌu 6.36 n deli a− 1 pa je a1 = na2. Dobili smo da je a = ma1 =
mna2, pa mn deli a. �
Neka je

a ≡ a1 (mod m) a ≡ a1 (mod n).

Tada je m | a−a1 i n | a−a1. Ako su m i n uzajamno prosti, prema prethodnom
tvr�eǌu je a ≡ a1 (mod mn).

Primer 6.53 Rexiti jednaqinu ax ≡ b (mod m), gde su a, b ∈ Z.

Taqan je slede�i niz ekvivalencija:

Postoji rexeǌe jednaqine ax ≡ b (mod m) akko m | ax− b, za neko x

akko ax− b = m(−y), za neko x i y

akko jednaqina ax+my = b ima rexeǌe

akko nzd(a,m) | b.

Neka je d = nzd(a,m). Ako je d | b, odredimo rexeǌe ove jednaqine. Neka je
(x0, y0) rexeǌe jednaqine ax+my = d odre�eno pomo�u Euklidovog algoritma.
Tada je x1 = x0

b
d jedno rexeǌe polazne jednaqine ax ≡ b (mod m). Ako je d = 1,

onda su sva rexeǌa oblika x1 +mt, za t ∈ Z.
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Neka je d > 1. Doka�imo da je x raxeǌe jednaqine ax ≡ b (mod m) ako i
samo ako je rexeǌe jednaqine a′x ≡ b′ (mod m′), gde su a′ = a

d , b
′ = b

d i m′ = m
d .

Va�i:

Ako je ax ≡ b (mod m) onda m | ax− b
sledi ax− b = m(−y), za neko y

sledi ax+my = b

sledi ax+my = b/ : d

sledi
a

d
x+

m

d
y =

b

d
sledi a′x+m′y = b′

sledi a′x ≡ b′ (mod m′).

S druge strane:

ako je a′x ≡ b′ (mod m′) onda m′ | a′x− b′

sledi a′x− b′ = m′(−y), za neko y

sledi a′x+m′y = b′

sledi a′x+m′y = b′/ · d
sledi a′dx+m′dy = b′d

sledi ax+my = b

sledi ax ≡ b (mod m).

Neka je x0 najmaǌi pozitivni broj koji je rexeǌe jednaqine a′x ≡ b (mod m′).
Tada su

x0 x0 +m′ x0 + 2m′ · · · x0 + (d− 1)m′

razliqita rexeǌa jednaqine ax ≡ b (mod m), jer jem = m′d. Kako je nzd(a′, b′) =
1, prema prethodnom delu sva rexeǌa jednaqine ax ≡ b (mod m) su x0 + m′t,
za t ∈ Z. Dakle, sva rexeǌa jednaqine ax ≡ b (mod m) po modulu m su
yi = x0 + im′, za i ∈ {0, 1, . . . , d − 1}. Primetimo da ih ima d. Dakle, op-
xte rexeǌe date jednaqine je yi +mt, za i ∈ {0, 1, . . . , d− 1} i t ∈ Z. 4

Napomena 6.54 Prethodni primer daje uslov za egzistenciju rexe�a i naqin
za odre�iva�e istog. U sluqaju kada je nzd(a,m) = 1 primetimo da je mogu�e
prona�i rexe�e jednaqine ax ≡m b tako xto zadajemo vrednosti za x, poqevxi
na primer od 1, i proveravamo koja od tih vrednosti zadovo	ava jednaqinu. Ovo
�emo qe71e koristiti kada su u pita�u "mali" brojevi. Na primer, ako je m = 9,
dovo	no je proveriti koji od brojeva 1, . . . , 8 je rexe�e.

Primer 6.55 Ispitati da li slede�e jednaqine imaju rexe�e i ako imaju odred-
iti ga.

1. 4x ≡14 9

2. 7x ≡9 1

3. 8x ≡28 12

1. Kako je nzd(4, 14) = 2 i 2 - 9, jednaqina nema rexeǌe.

2. Va�i da nzd(7, 9) = 1 i 1 | 1, pa jednaqina ima rexeǌe. Mo�emo za-
kǉuqiti da je 4 jedno rexeǌe jednaqine i bez kori71eǌa Euklidovog
algoritma. Tako da je opxte rexeǌe jednaqine 4 + 9t, za t ∈ Z.

3. Jednaqina ima rexeǌe jer nzd(8, 28) = 4 i 4 | 12. Prema prethodnom,
treba odrediti rexeǌe jednaqine 2x ≡7 3. Primetimo da je 2 ·5 ≡ 10 ≡ 3
(mod 7). Sva rexeǌa su brojevi 5, 12, 19 i 24 po modulu 7.
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Teorema 6.56 (Vilsonova teorema) Ako je p prost broj tada je (p − 1)! ≡ −1
(mod p).

Do k a z. Ako je p = 2 ili p = 3, tvr�eǌe toreme va�i. Ako je p razliqito
od 2 i 3, doka�imo da za svaki broj a ∈ {2, 3, . . . , p − 1} postoji taqno jedno
x ∈ {2, 3, . . . , p − 1} tako da ax ≡ 1 (mod p). Posledǌa jednaqina ima rexeǌe
ako i samo ako nzd(a, p) | 1. Kako je p prost i a < p, a i p su uzajamno prosti,
pa postoji y ∈ Z tako da ay ≡ 1 (mod m). Postoji x ∈ {1, 2, . . . p − 1} tako da
y ≡p x. Dakle, ax ≡ 1 (mod p). Ne mo�e biti x = 1, jer bi tada bilo p | a, a to
je nemogu�e. Ako bi va�ilo ax1 ≡ 1 (mod p), za neko x1 ∈ {2, 3, . . . , p− 1}, onda
je ax ≡p ax1, pa poxto su zadovoǉeni uslovi tvr�eǌa 6.51, va�i x ≡p x1.
Pretpostavimo da je x ≤ x1. Tada je 0 ≤ x1 − x, ali i x1 − x < p, jer je
2 ≤ x, x1 ≤ p− 1. Posto p | x1−x i 0 ≤ x1−x < p, jasno je da mora biti x = x1.
Ovim smo dokazali jedinstvenost broja x.

Proverimo da li se mo�e desiti da je x = a. Tada je a2 ≡p 1, to jest
p | a2− 1⇒ p | (a− 1)(a+ 1). Poxto je p prost, prema tvr�eǌu 6.43, mora biti
p | a−1 ili p | a+ 1. Kako je a ∈ {2, 3, . . . , p−1}, onda je 1 ≤ a ≤ p−2 i nemogu�
je da p deli a − 1. Dakle, p | a + 1. va�i da je 3 ≤ a + 1 ≤ p, pa mora biti
a+ 1 = p, to jest a = p− 1.

Mo�emo zakǉuqiti slede�e: ako je a = p − 1 postoji jedinstveni element
x(= p−1) tako da ax ≡ 1 (mod p); ako je a ∈ {2, 3, . . . , p−2} postoji jedinstveni
element x ∈ {2, 3, . . . , p− 2} tako da ax ≡ 1 (mod p) i x 6= a.

Sada posmatrajmo jednakost (p − 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (p − 2)(p − 1). Za svaki od
brojeva 2, . . . , p−2 postoji neki u istom tom skupu, koji pomno�en sa ǌim daje
1 po modulu p. Dakle,

(p− 1)! ≡ 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
p−3
2 puta

·(p− 1) ≡ p− 1 ≡ −1 (mod p).

�
Primetimo da va�i i obrat Vilsonove teoreme: ako za neki prirodan broj
p > 1 va�i da (p− 1)! ≡ 1 (mod p), onda p jeste prost broj. Naime, va�i da je
p | (p−1)!+1, pa postoji k ∈ Z tako da pk = (p−1)!+1, to jest pk+(−1)(p−1)! = 1.
Tada nzd(p, (p − 1)!) | 1, pa je nzd(p, 1 · 2 · · · (p − 1)) = 1. Vidimo da je za svako
i ∈ {1, 2, . . . , p− 1} broj nzd(i, p) = 1, pa je p prost.

Teorema 6.57 (Kineska teorema o ostacima) Sistem kongruencija

x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
x ≡ a3 (mod m3)

. . .

x ≡ ak (mod mk)

ima rexe�e ako nzd(mi,mj) | (ai − aj) za sve i 6= j. Ako je x neko rexe�e tog
sistema, onda je opxte rexe�e oblika x = x+ nzs(m1, . . .mk) · t, gde je t ∈ Z.

Do k a z. Koristi�emo indukciju po broju kongruencija k. Ako je k = 1 imamo
jednu kongruenciju x ≡ a1 (mod m1). Rexeǌa su x = a1 + mt, za svako t ∈ Z.
Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno za k kongruencija. Doka�imo da va�i za
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k + 1. Neka je dat sistem kongruencija

x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
x ≡ a3 (mod m3)

. . .

x ≡ ak (mod mk)
x ≡ ak+1 (mod mk+1),

tako da va�e uslovi nzd(mi,mj) | (ai − aj) za sve i 6= j. Prema induktivnoj
hipotezi, prvih k kongruencija ima rexeǌe i opxte rexeǌe je oblika x =
x0 + nzs(m1, . . . ,mk)y, gde je x0 jedno izborno rexeǌe i y ∈ Z. Proverimo da
li ovo rexeǌe zadovoǉava i posledǌu kongruenciju, to jest da li jednaqina
x0 + nzs(m1, . . . ,mk)y ≡ ak+1 (mod mk+1) ima rexeǌe. Dakle, tra�imo y ∈ Z
tako da nzs(m1, . . . ,mk)y ≡ ak+1 − x0 (mod mk+1). Prema prethodnom, rex-
eǌe ove jednaqine postoji ako nzd(nzs(m1, . . . ,mk),mk+1) | ak+1 − x0. Kako je
nzd(nzs(m1, . . . ,mk),mk+1) = nzs(nzd(m1,mk+1), nzd(m2,mk+1), . . . , nzd(mk,mk+1)),
dovoǉno je pokazati da nzd(mi,mk+1) | ak+1 − x0, za svaki i{1, . . . , k}. Va�i
ak+1−x0 = (ak+1−ai)+(ai−x0). Prema pretpostavci je nzd(mi,mk+1) | ai−ak+1.
Tako�e, x0 ≡ ai (mod mi), za svako i ∈ {1, . . . , k}, to jest mi | ai−x0, pa je onda i
nzd(mi,mk+1) | ai−x0. Samim tim nzd(mi,mk+1) deli i zbir (ak+1−ai)+(ai−x0).
Dakle, dokazali smo da sistem od k + 1 kongruencija ima rexeǌe.

Treba odrediti kako izgleda opxte rexeǌe sistema kongruencija. Neka
je x jedno rexeǌe tog sistema, a x proizvoǉno. Tada je

x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
x ≡ a3 (mod m3)

. . .
x ≡ ak (mod mk)

x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)
x ≡ a3 (mod m3)

. . .
x ≡ ak (mod mk),

a time i

x ≡ x (mod m1)
x ≡ x (mod m2)
x ≡ x (mod m3)

. . .

x ≡ x (mod mk).

Sledi da mi | x − x, za svako i. To znaqi da nzs(m1, . . .mk) | x − x, to jest
da je x − x = nzs(m1, . . .mk)t, za neko t ∈ Z. Tako�e, svaki broj oblika
x + nzs(m1, . . .mk)t, za t ∈ Z jeste rexeǌe datog sistema kongruencija, poxto
je nzs(m1, . . .mk) ≡ 0 (mod mi), za svako i ∈ {1, . . . , k}. �

Napomena 6.58 Ako su brojevi mi,mj me�usobno uzajamno prosti za i 6= j, onda
va�i da navedeni sistem kongruencija ima rexe�e za sve ai.

Primer 6.59 Rexiti sistem kongruencija

x ≡3 2 x ≡4 3 x ≡5 1.

Primetimo da je ovo sluqaj iz prethodne napomene, pa sistem ima rexeǌe.
Iz prve jednaqine je 3 | x − 2, pa je rexeǌe oblika x = 3y + 2, za neko y ∈ Z.
Zamenimo to u drugu jednaqinu: 3y + 2 ≡4 3, to jest 3y ≡4 1. Poxto je
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nzd(3, 4) = 1 i 1 | 1 posledǌe jednaqine ima rexeǌe koje je oblika y = 3 + 4z,
za z ∈ Z. Tada je x = 3y + 2 = 3(3 + 4z) + 2 = 11 + 12z. Zamenimo ovu jednakost
u tre�u jednaqinu datog sistema: 11 + 12z ≡5 1, to jest 12z ≡5 0, pa je 5 | 12z.
Prema tvr�eǌu 6.36 je z = 5t, za t ∈ Z. Dakle, x = 11 + 12z = 11 + 60t, t ∈ Z
je opxte rexeǌe polaznog sistema. Primetimo da 11 jeste jedno specijalno
rexeǌe sistema, kao i da nzs(3, 4, 5) = 60, pa se dobijeni rezultat poklapa sa
tvr�eǌem teoreme.

Definicija 6.60 Neka je n > 1 prirodan broj. Sa ϕ(n) oznaqavamo broj prirod-
nih brojeva m tako da 1 ≤ m < n i nzd(m,n) = 1. Funkcija ϕ se naziva Ojlerova13

funkcija.

Lako mo�emo zakǉuqiti da, ako je p prost broj, onda je ϕ(p) = p− 1. Tako�e,
za k ≥ 1, ϕ(pk) = pk−pk−1. Naime, pitaǌe koliko ima brojeva koji su maǌi od
pk i uzajamno prosti sa ǌim svodi se na pitaǌe koliko ima brojeva maǌih
od pk i deǉivih sa p. Svi brojevi koji zadovoǉavaju posledǌi uslov su
{kp | 1 < kp < pk} = {kp | 1 ≤ k ≤ pk−1} i ima ih pk−1. Dakle, od svih pk

brojeva oduzimamo one za koje va�i da je najve�i zajedniqki delilac tog
broja i broja pk ve�i od 1 i dobijamo da je ϕ(pk) = pk − pk−1.

Oznaqimo sa Φ(n) skup {k | 1 ≤ k ≤ n−1, nzd(k, n) = 1}. Tada je ϕ(n) = |Φ(n)|.

Tvr�e�e 6.61 Neka su m,n > 1 prirodni brojevi takvi da nzd(m,n) = 1. Tada je
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Do k a z. Formira�mo preslikavaǌe skupa Φ(mn) na skup Φ(m) × Φ(n), koje
je bijekcija. Definiximo f : Φ(mn) → Φ(m) × Φ(n) sa f(k) = (ρm(k), ρn(k)).
Prelikavaǌe je dobro definisano, jer ako je k uzajamno prost sa mn, onda
mora biti uzajamno prost i sa m i sa n. Dakle, zaista je (ρm(k), ρn(k)) ∈
Φ(m)× Φ(n).

Doka�imo da je f injektivno. Neka je f(k) = f(k), to jest (ρm(k), ρn(k)) =
(ρm(k), ρn(k)). Tada je ρm(k) = ρm(k) i ρn(k) = ρn(k), pa m | k − k i n | k − k.
Premo tvr�eǌu 6.52, imamo da je mn | k−k. Kako je 1 ≤ k, k ≤ mn−1 i brojevi
k i k daju isti ostatak pri deǉeju sa mn, mora biti k = k.

Neka je (r, s) ∈ Φ(m)× Φ(n). Posmatrajmo sistem kongruencija

x ≡ r (mod m)
x ≡ s (mod n).

Brojevi m i n su uzajamno prosti, pa prema teoremi 6.57 postoji rexeǌe
ovog sistema. Kako je nzs(m,n) = mn, postoji rexeǌe x0 tako da 1 ≤ x0 < mn.
Za broj x0 va�i da pri deǉeǌu sa m daje ostatak r, a pri deǉeǌu sa n ostatak
s. Treba proveriti da x0 pripada skupu Φ(mn). Neka je d = nzd(m,x0). Iz
jednaqine x0 ≡ r (mod m) imamo da je x0 − r = mt, za neko t ∈ Z. Poxto
d | x0 i d | m, onda va�i i d | r. Kako je r ∈ Φ(m), onda je nzd(r,m) = 1,
pa iz prethodnog razmatrana sledi da je d = 1. Dakle, brojevi m i x0 su
uzajamno prosti. Sliqo se doka�e i da su n i x0 uzajamno prosti. Prema
tvr�eǌu 6.33 postoje brojevi u, v, p, q ∈ Z tako da mu+ x0v = 1 i np+ x0q = 1.
Mno�e�i posledǌe dve jednakosti dobijamo mn(up)+x0(mnq+npv+x0vq) = 1,
xto znaqi da su mn i x0 uzajamno prosti, pa je x0 ∈ Φ(mn). Dakle, vidimo
da je f(x0) = (r, s), pa je funkcija f surjektivna.

Dakle, f je bijekcija, pa je |Φ(mn)| = |Φ(m) × Φ(n)| = |Φ(m)| · |Φ(n)|. To
upravo znaqi da je ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). �

Prema teoremi 6.45 svaki prirodni broj n se na jedinstven naqin, do
na redosled faktora, mo�e predstaviti u obliku n = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k , gde su

p1, . . . , pk razliqiti prosti brojevi.
13Leonhard Euler (1707-1783), xvajcarski matematiqar
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Teorema 6.62 Ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k , onda je ϕ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pk
).

Do k a z. Kako su pi razliqiti prosti brojevi, oni su me�usobno uzajamno
prosti, pa je prema 6.61 ϕ(n) = ϕ(pα1

1 )ϕ(pα2
2 ) · · ·ϕ(pαkk ). Setimo se da je za

prost broj p ϕ(pk) = pk − pk−1 = pk(1− 1
p ). Imamo niz jednakosti

ϕ(n) = ϕ (pα1
1 )ϕ (pα2

2 ) · · ·ϕ (pαkk )

= pα1
1

(
1− 1

p1

)
pα2
2

(
1− 1

p2

)
· · · pαkk

(
1− 1

pk

)
= pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1
pk

)
.

�

Definicija 6.63 Neka je n > 1 prirodni broj. Skup {r1, . . . , rn} prirodnih bro-
jeva je potpuni sistem ostataka po modulu n ako je svaki ceo broj konguentan
po modulu n taqno jednom od brojeva ri.

Mo�emo primetiti da je ri nije kongruentno po modulu n broju rj, za i 6= j.
Jedan primer za potpuni sistem ostataka po modulu n je {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Definicija 6.64 Neka je n > 1 prirodni broj. Skup {r1, . . . , rk} prirodnih bro-
jeva je redukovani sistem ostataka po modulu n ako je svaki ceo broj koji je
uzajamno prost sa n konguentan po modulu n taqno jednom od brojeva ri.

Specijalno va�i da su svi ri uzajamno prosti sa n i da ri nije kongruentno
po modulu n broju rj, za i 6= j. Naravno, svaki redukovani sistem ostataka po
modulu n ima ϕ(n) elemenata. Na primer, jedan redukovani sistem ostataka
po modulu 12 je skup {1, 5, 7, 11} i taj skup oqigledno ima ϕ(12) elemenata.

Teorema 6.65 (Ojlerova teorema) Neka su a i n pozitivni prirodni brojevi,
takvi da nzd(a, n) = 1. Tada va�i aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Do k a z. Neka je {r1, . . . , rϕ(n)} jedan redukovani sistem ostataka po modulu n.
Doka�imo da je skup {ar1, . . . , arϕ(n)} tako�e redukovani sistem ostataka po
modulu n. Kako je nzd(a, n) = 1 i nzd(ri, n) = 1, mora biti i nzd(ari, n) = 1. To
znaqi da su svi elementi skupa {ar1, . . . , arϕ(n)} uzajamno prosti sa n. S druge
strane, ako je ari ≡ arj (mod n) i kako va�i nzd(a, n) = 1, prema tvr�eǌu 6.51
va�i ri ≡ rj (mod n) ⇒ i = j. Dakle, brojevi navedenog skupa su razliqiti
po modulu n, uzajamno su prosti sa n i ima ih ϕ(n). Prema tome, qine jedan
redukovani sistem ostataka po modulu n.

Daǉe, kako je i {r1, . . . , rϕ(n)} redukovani sistem ostataka po modulu n,
postoji permutacija σ indeksa {1, 2, . . . , ϕ(n)}, tako da je ari ≡ rσ(i) (mod n).
Posmatrajmo jednaqine

ar1 ≡ rσ(1) (mod n)
ar2 ≡ rσ(2) (mod n)

. . .

arϕ(n) ≡ rσ(ϕ(n)) (mod n).

Ako ih izmno�imo dobijamo aϕ(n)r1r2 · · · rϕ(n) ≡ rσ(1)rσ(2) · · · rσ(ϕ(n)) (mod n).
Kako je σ permutacija indeksa, proizvod rσ(1)rσ(2) · · · rσ(ϕ(n)) je jednak proizvodu
r1r2 · · · rϕ(n). Dakle, aϕ(n)r1r2 · · · rϕ(n) ≡ r1r2 · · · rϕ(n) (mod n), i znaju�i da je
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nzd(r1r2 · · · rϕ(n), n) = 1, mo�emo iskoristiti tvr�eǌe 6.51 da dobijemo aϕ(n) ≡
1 (mod n). �

Posledica 6.66 (Mala Fermaova14 teorema) Neka je p prost broj i p ne deli
pozitivan broj a. Tada je ap−1 ≡ 1 (mod p).

Do k a z. Jasno je da su a i p uzajamno prosti, pa su ispuǌeni uslovi teoreme
6.65. Tada je aϕ(p) ≡ 1 (mod p). Dokaz je kompletan, ako se setimo da za prost
broj va�i ϕ(p) = p− 1. �

Primer 6.67 Odrediti ostatak pri de	e�u broja 41000 sa 7.

Brojevi 4 i 7 su uzajamno prosti, pa mo�emo primeniti teoremu 6.65. Dakle,
4ϕ(7) ≡7 1, to jest 46 ≡7 1. Kako je 1000 ≡6 4, to je 1000 = 6k + 4, za neko k ∈ Z.
Primetimo da nam nije bitno koji je taqno broj k. Sada va�i

41000 ≡ 46k+4 ≡ (46)k · 44 ≡ 1k · 162 ≡ 1 · 22 ≡ 4 (mod 7),

pa je tra�eni ostatak broj 4.

Primer 6.68 Odrediti posled�u cifru broja 335577
.

Zapravo treba odrediti ostatak pri deǉeǌu datog broja sa 10. Kako je
33 ≡10 3, va�i 335577 ≡10 35577

. Brojevi 3 i 10 su uzajamno prosti, pa je
3ϕ(10) ≡10 1. Kako je ϕ(10) = ϕ(2 · 5) = ϕ(2)ϕ(5) = 1 · 4 = 4, va�i 34 ≡10 1. Treba
odrediti ostatak pri deǉeǌu 5577 sa 4. Va�i 5577 ≡4 377. Brojevi 3 i 4 su
uzajamno prosti, pa mo�emo ponovo primeniti Ojlerovu teoremu: 3ϕ(4) ≡4 1,
to jest 32 ≡4 1. Primetimo jox da je 77 ≡2 1. Sada mo�emo da spojimo sve
zakǉuqke:

5577 ≡ 377 ≡ 32k+1 ≡ (32)k · 3 ≡ 3 (mod 4).

To znaqi da je broj 5577 oblika 4l + 3, za l ∈ Z. Vratimo se na polazni broj:

335577
≡ 35577

≡ 34l+3 ≡ (34)l · 33 ≡ 1 · 27 ≡ 7 (mod 10).

Dakle, posledǌa cifra datog broja je 7.

Zadaci

1. Dokazati da je 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

2. Dokazati da za svaki broj n ≥ 1 va�i 5
1·2 + 13

2·3 + · · ·+ 2n2+2n+1
n(n+1) = n(2n+3)

n+1 .

3. Dokazati da za svako n ≥ 2 va�i 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
n+n >

13
24 .

4. Dokazati da za svako n ≥ 2 va�i 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2 .

5. Dokazati da za svako n ≥ 2 va�i 1√
1

+ 1√
2

+ · · ·+ 1√
n
>
√
n.

6. Dokazati da je za svaki prirodni broj n broj 3 · 52n+1 + 23n+1 deǉiv sa
17.

7. Dokazati da je broj n · 4n+1 − (n+ 1)4n + 1 deǉiv sa 9 za svaki n ∈ N.

8. Neka je a0 = 1, a1 = 4 i za sve n ≥ 0 va�i formula an+2 = 4an+1 − 4an.
Dokazati da je an = 2n + n · 2n, za sve n ≥ 0.

14Pierre de Fermat (1601-1665), francuski matematiqar
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9. Koriste�i matematiqku indukciju dokazati da je cos π
2n iracionalan

broj, za svaki broj n ≥ 1.

10. Dokazati da je f1 + 2f2 + 3f3 + · · ·+ nfn = nfn+2 − fn+3 + 2, za sve n ≥ 0.

11. Dokazati da je fn ≥
(

3
2

)n−1
za svako n ≥ 6.

12. Koriste�i Euklidov algoritam odrediti najve�i zajedniqki delilac
brojeva 18876 i 5775 i odrediti brojeve x i y tako da 18876x+ 5775y =
nzd(18876, 5775).

13. Ispitati da li jednaqina 6006x + 1955y = 30 ima celobrojna rexeǌa i
ako ima odrediti opxte rexeǌe.

14. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 172012 sa 7.

15. Rexiti jednaqinu 15x ≡33 18.

16. Rexiti sistem kongruencija: x ≡7 1 x ≡9 4 x ≡5 3.

17. Odrediti posledǌe dve cifre broja 20114043.

18. Dokazati da je broj 33337777 + 77773333 deǉiv sa 10.

19. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 5555

sa 17.

20. Odrediti ostatak pri deǉeǌu 19431942 sa 5, 7 i 35.

7 Bulove algebre
Zadaci

8 Iskazna logika
Iskaz je reqenica koja je ili taqna ili netaqna. Za iskaz koji je taqan
ka�emo i da ima iskaznu vrednost >(te) ili 1, a za iskaz koji nije taqan
ka�emo da ima iskaznu vrednost ⊥(ne te) ili 0. Od iskaza se mogu formirati
slo�eni iskazi. Osnovna osobina slo�enih iskaza je to da je ǌegova istini-
tosna vrednost potpuno odre�ena istinitosnom vrednox�u iskaza koji fig-
urixu u ǌemu. Slo�eni iskazi se formiraju uz pomo� iskaznih operacija
koje �emo navesti.

Definicija 8.1 Konjunkcija iskaza p i q je iskaz p ∧ q ("p i q"). Taqan je ako
su taqni i p i q. U svim ostalim sluqajevima je netaqan.

Definicija 8.2 Disjunkcija iskaza p i q je iskaz p∨ q ("p ili q"). Netaqan je
ako su netaqni i p i q. U svim ostalim sluqajevima je taqan.

Definicija 8.3 Implikacija iskaza p i q je iskaz p ⇒ q ("p povlaqi q"). Ne-
taqan je ako je taqan p i netaqan q. U svim ostalim sluqajevima je taqan.

Iskaz p⇒ q jox qitamo i ”ako p onda q” i ”iz p sledi q”.

Definicija 8.4 Ekvivalencija iskaza p i q je iskaz p ⇔ q ("p ako i samo ako
q"). Taqan je ako p i q imaju jednake istinitosne vrednosti - oba su taqna ili
su oba netaqna. U ostalim sluqajevima je netaqan.

Definicija 8.5 Negacija iskaza p je iskaz ¬p ("ne p"). Taqan je ako je p ne-
taqan.
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Definicija 8.6 Ekskluzivna disjunkcija iskaza p i q je iskaz pY q ("ili p ili
q"). Taqan je ako p i q imaju razliqite istinitosne vrednosti - p taqno i q
netaqno ili p netaqno i q taqno. U ostalim sluqajevima je netaqan.

Prethodne definicije su date tablicama:

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p Y q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

p ¬p
0 1
1 0

Iskazna algebra sastoji se od logiqkih konstanti, iskaznih slova i logiqkih
veznika. Logiqke konstante su > i ⊥. Kao i u prethodnim definicijama
iskaze oznaqavamo uz pomo� iskaznih slova (ili iskaznih promenǉivih), na-
jqe71e su to slova p, q, r, s, t . . . ili p0, p1, p2 . . . . Skup iskaznih slova �emo
oznaqavati sa P . Skup logiqkih veznika je {¬,∧,∨,⇒,⇔,Y}. Definiximo
sada iskazne formule.

Definicija 8.7 1. Iskazna slova i logiqke konstante su iskazne formule.
2. Ako su A i B iskazne formule, tada su iskazne formule i

¬A A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B A YB.

Iskazne formule se dobijaju jedino konaqnom primenom pravila 1 i 2.

Napomena 8.8 U definicijama 8.1 { 8.6 opisali smo xta je konjunkcija dva
iskaza, disjunkcija dva iskaza, i tako da	e. Isto je sa formulama:

• konjunkcija formula A i B je formula koja je taqna kada su taqne formule
A i B;

• disjunkcija A ∨B je netaqna jedino ako su obe formule netaqne;

• implikacija A⇒ B je netaqna jedino ako je A taqna, a B netaqna;

• ekvivaencija A ⇔ B je taqna ako formule A i B imaju iste istinitone
vrednosti;

• negacija ¬A je taqna kad je A netaqna;

• ekskluzivna disjunkcija AYB je taqna kad formule A i B imaju razliqite
istinitosne vrednosti.

Skup svih formula �emo oznaqavati sa For .

Definicija 8.9 Valuacija je bilo koja funkcija v : P → {0, 1}.

Primer 8.10 Neka je P = {p, q, r}. Sa v(p) = 0, v(q) = 1 i v(r) = 0 je zadata
jedna valuacija.
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Ako je v : P → {0, 1} bilo koja valuacija, mo�emo je produ�iti do funkcije
v : For → {0, 1} na slede�i naqin:

v(c) = c, ako je c logiqka konstanta

v(¬A) = ¬v(A)
v(A ∧B) = v(A) ∧ v(B)
v(A ∨B) = v(A) ∨ v(B)
v(A⇒ B) = v(A)⇒ v(B)
v(A⇔ B) = v(A)⇔ v(B)
v(A YB) = v(A) Y v(B), za sve A,B ∈ For .

Primer 8.11 Neko je valuacija kao u prethodnom primeru i formula (p ∨ q) ⇒
(p ∨ r). Odrediti istinitosnu vrednost ove formule

v(p ∨ q)⇒ (p ∨ r)) = v(p ∨ q)⇒ v(p ∨ r)
= (v(p) ∨ v(q))⇒ (v(p) ∨ v(r))
= (0 ∨ 1)⇒ (0 ∨ 0)
= 1⇒ 0
= 0,

xto znaqi da data formula nije taqna i valuaciji v. Primetimo da ako
zadamo drugu valuciju v′ : P → {0, 1} sa v′(p) = 0, v′(q) = 0 i v′(r) = 1 dobijamo

v′(p ∨ q)⇒ (p ∨ r)) = v′(p ∨ q)⇒ v′(p ∨ r)
= (v′(p) ∨ v′(q))⇒ (v′(p) ∨ v′(r))
= (0 ∨ 0)⇒ (0 ∨ 1)
= 0⇒ 1
= 1,

xto znaqi da je formula taqna u valuaciji v′. 4

Pri zapisivaǌu formula koriste se pravila o prioritetu logiqkih op-
eracija, uvedenih da bi zapis bio jednostavniji. Najve�i prioritet ima
operacija ¬, sredǌeg prioriteta su operacije ∧ i ∨, a najmaǌeg operacije
⇒,⇔,Y. Sa leve strane su date formule bez primene pravila o prioritetu
operacija, a sa desne iste te formule zapisane uz pomo� navedenih prav-
ila. Naglasimo da je i jedno i drugo ispravno, prednost drugog zapisa je u
jednostavnosti.

(¬p) ∧ q ¬p ∧ q
(p ∨ q)⇔ r p ∨ q ⇔ r

((p Y q) ∧ (¬r))⇒ (p ∨ (q ∧ r)) (p Y q) ∧ ¬r ⇒ p ∨ (q ∧ r)

Va�ne su nam formule koje su taqne u svim valuacijama svojih promenǉivih.

Definicija 8.12 Formula A je tautologija ako je v(A) = 1 za sve valuacije v.
Ako za svaku valuaciju v va�i v(A) = 0, onda ka�emo da je A kontradikcija.

Definicija 8.13 Formula A je zadovo	iva ako postoji valuacija v tako da
je v(A) = 1. Skup formula Φ je zadovo	iv ako postoji valuacija v tako da je
v(A) = 1 za sve formule A ∈ Φ.

Definicija 8.14 Podformula formule A je jedno od slede�eg:

1. A je podformula formule A.
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2. Ako je ¬B podformula od A, tada je i B podformula od A.

3. Ako je B ∗C podformula od A, gde je ∗ jedan od simbola ∧,∨,⇒,⇔,Y, onda su
i B i C podformule od A.

Primer 8.15 Odrediti sve podformule formule ¬p ∧ q ⇒ (r ⇒ q).

¬p ∧ q ⇒ (r ⇒ q)
¬p ∧ q r ⇒ q

¬p q r q

p

4

Primer 8.16 Dokazati da je formula (p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r) tautologija.

Kako se u datoj formuli javǉaju tri iskazna slova, postoji ukupno 2 ·2 ·2 = 8
razliqitih valuacija tih promenǉivih. Ispitiva�emo taqnost formule u
svakoj od tih valuacija. To se najpreglednije mo�e predstaviti tablicom.

p q r p ∨ q (p ∨ q) ∨ r q ∨ r p ∨ (q ∨ r) (p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

U svakoj valuaciji data formula ima vrednost 1, pa jeste tautologija.
Postoji jox jedan naqin pravǉeǌa istinitosne tablice:

(p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ovde se ispod svakog pojavǉivaǌa iskaznog slova nalaze odgovaraju�e vred-
nosti u valuacijama. Tako�e, rezultat primene neke logiqke operacije se
pixe ispod simbola za tu operaciju. Tako se ispod prvog znaka ∨ sa leve
strane nalaze istinitosne vrednosti za podformulu p∨q, ispod drugog znaka
∨ se nalaze istinitosne vredosti za podformulu (p∨q)∨r, i tako daǉe. Da je
formula tautologija, prime�ujemo iz qiǌenice da se u tablici ispod sim-
bola ⇔ nalaze samo jedinice. 4

Primer 8.17 Dokazati da je formula F = (p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r))
tautologija.
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Koristi�emo metod svo�eǌa na apsurd. Pretpostavimo da formula nije tau-
tologija. Tada postoji valuacija v tako da v

(
(p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒

r))
)

= 0. Implikacija je jedino netaqna ako je podformula F1 = (p⇒ (q ⇒ r))
taqna u toj valuaciji, a F2 = ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r)) netaqna u toj valuaciji .
Poxto je v(F2) = 0, mora biti F ′2 = p ⇒ q taqna u v, a F ′′2 = p ⇒ r netaqna
u v. Iz v(F ′′2 ) = 0 sledi da je v(p) = 1 i v(r) = 0. Va�i v(F ′2) = 1, to jest
v(p⇒ q) = 1, a kako je v(p) = 1, onda je i v(q) = 1. Vratimo se na podformulu
F1:

v
(
(p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))

)
= 0

(v(p)⇒ (v(q)⇒ v(r)))⇒ ((v(p)⇒ v(q))⇒ (v(p)⇒ v(r))) = 0
(1⇒ (1⇒ 0))⇒ ((1⇒ 1)⇒ (1⇒ 0)) = 0

(1⇒ 0)⇒ (1⇒ 0) = 0
0⇒ 0 = 0

1 = 0,

xto je nemogu�e. 4

Primer 8.18 Dokazati da su slede�e formule tautologije:

1. p ∧ 1⇔ p

2. p ∧ 0⇔ 0

3. p ∨ 1⇔ 1

4. p ∨ 0⇔ p

5. (1⇒ p)⇔ p

6. (0⇒ p)⇔ 1

7. (p⇒ 1)⇔ 1

8. (p⇒ 0)⇔ ¬p

Svi primeri se mogu lako dokazati. Ove kratke tautologije �emo qesto ko-
ristiti u drugim dokazima. 4
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Primer 8.19 Navedimo neke bitne tautologije:

p ∧ p⇔ p zakon idempotentnosti za konjunkciju
p ∨ p⇔ p zakon idempotentnosti za disjunkciju
(p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r) zakon asocijativnosti za konjunkciju
(p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r) zakon asocijativnosti za disjunkciju
p ∧ q ⇔ q ∧ p zakon komutativnosti za konjunkciju
p ∨ q ⇔ q ∨ p zakon komutativnosti za disjunkciju
p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) zakon distribucije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (q ∧ r)⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) zakon distribucije disjunkcije prema konjunkciji
¬¬p⇔ p zakon dvostruke negacije
p ∨ ¬p zakon isk	uqe�a tre�eg
¬(p ∧ q)⇔ ¬p ∨ ¬q De Morganov zakon
¬(p ∨ q)⇔ ¬p ∧ ¬q De Morganov zakon
(p ∧ q)⇒ p slab	e�e konjunkcije
p⇒ (p ∨ q) uvo�e�e disjunkcije
p⇒ p zakon refleksivnosti za implikaciju
p⇔ p zakon refleksivnosti za ekvivalenciju
p ∧ (p ∨ q)⇔ p zakon apsorpcije konjunkcije prema disjunkciji
p ∨ (p ∧ q)⇔ p zakon apsorpcije disjunkcije prema kojunkciji
(p ∧ (p⇒ q))⇒ q modus ponens
(p⇒ q)⇔ (¬p ∨ q) pravilo ukla�a�a implikacije
(p⇔ q)⇔ ((p⇒ q) ∧ (q ⇒ p)) pravilo ukla�a�a ekvivalencije
(p Y q)⇔ ¬(p⇔ q) pravilo ukla�a�a ekskluzivne disjunkcije
((p⇔ q) ∧ (q ⇔ r))⇒ (p⇔ r) zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju
(p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p) zakon kontrapozicije
(¬p⇒ (q ∧ ¬q))⇒ p pravilo svo�e�a na apsurd
(p ∨ q) ∧ (q ∨ r) ∧ (r ∨ p)⇔
(p ∧ q) ∨ (q ∧ r) ∨ (r ∧ p) Dedekindov zakon

Svaka od ovih tautologija mo�e se lako dokazati, na primer kori71eǌem
metode tablice istinitosti. 4

Napomena 8.20 Neka je ϕ bilo koja tautologija u kojoj se pojav	uju iskazna
slova p1, p2, . . . , pk. Ako zamenimo simbole tih iskaznih slova sa simbolima
bilo kojih iskaznih formula A1, A2, . . . , Ak, dobijamo formulu koja je tako�e tau-
tologija. Na primer, formula ¬(A ∧ B) ⇔ ¬A ∨ ¬B je tautologija za bilo koje
iskazne formule A i B. Za izbor A = p ⇔ q i B = p ∨ r dobijamo tautologiju
¬((p ⇔ q) ∧ (p ∨ r)) ⇔ ¬(p ⇔ q) ∨ ¬(p ∨ r). Za tu formulu ka�emo da je izvedena
iz tautologije ¬(p ∨ q)⇔ ¬p ∧ ¬q.

Primer 8.21 Dokazati da je formula (p ⇒ (q ∨ r)) ⇔ (p ⇒ q) ∨ (p ⇒ r)) tau-
tologija.

Koristi�emo metodu diskusije po iskaznom slovu. Neka je v bilo koja valu-
acija navedenih iskaznih slova. Ako je v(p) = 1 dobijamo da je

v
(
(p⇒ (q ∨ r))⇔ (p⇒ q) ∨ (p⇒ r))

)
= v

(
(p⇒ (q ∨ r))

)
⇔ v

(
(p⇒ q) ∨ (p⇒ r))

)
= (v(p)⇒ v(q ∨ r))⇔ (v(p)⇒ v(q)) ∨ (v(p)⇒ v(r)))
= (1⇒ v(q ∨ r))⇔ (1⇒ v(q)) ∨ (1⇒ v(r)))

(koristi�emo primer 8.18 (5))

= v(q ∨ r)⇔ (v(q) ∨ v(r))
= v

(
q ∨ r ⇔ q ∨ r

)
(koristi�emo zakon refleksivnosti

za ⇔ i napomenu 8.20)

= v(1) = 1.
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Dakle, u tom sluqaju je formula taqna. Ako je v(p) = 0, onda je sliqno

v
(
(p⇒ (q ∨ r))⇔ (p⇒ q) ∨ (p⇒ r))

)
= (v(p)⇒ v(q ∨ r))⇔ (v(p)⇒ v(q)) ∨ (v(p)⇒ v(r)))
= (0⇒ v(q ∨ r))⇔ (0⇒ v(q)) ∨ (0⇒ v(r)))

(koristi�emo primer 8.18 (6))

= 1⇔ (1 ∨ 1) = 1⇔ 1 = 1.

U ovom sluqaju je formula tako�e taqna, tako da zakǉuqujemo da jeste tau-
tologija. 4

Primer 8.22 Neka su A,B,C,D iskazne formule takve da su formule A ∨ B,
A⇒ C, B ⇒ D tautologije. Dokazati da je C ∨D tautologija.

Prvo primetimo da ovde ne mo�emo koristiti metodu istinitosnih tablica,
jer su date formule, a ne iskazna slova. Pretpostavimo da formula C ∨ D
nije tautologija. To znaqi da postoji valuacija v tako da v(C∨D) = 0. Mora
biti v(C) = 0 i v(D) = 0, jer je jedino u tom sluqaju disjunkcija netaqna.
Kako je A⇒ C tautologija, onda je ta formula taqna u svakoj valuaciji, pa
i u v. Sledi da v(A ⇒ C) = 1, a kako je v(C) = 0, va�i da v(A) = 0. Daǉe,
A ∨ B je tautologija, pa je v(A ∨ B) = 1, a zajedno sa prethodnim dobijamo
da v(B) = 1. Iskoristimo jox qiǌenicu da je B ⇒ D tautologija. Va�i
v(B ⇒ D) = 1, a onda je i v(D) = 1. Vratimo se na poqetak: imali smo da je
v(D) = 0. Dobijamo da je formula D i taqna i netaqna u valuaciji v, xto
je nemogu�e. Sledi da je polazna pretpostavka bila pogrexna, to jest C ∨D
jeste tautologija. 4

Primer 8.23 Dokazati skupovni identitet A\(B∪C) = (A\B)\C koristeci
iskaznu logiku.

Setimo se da su dva skupa X i Y jednaka ako imaju iste elemente, to jest ako
je (∀x)x ∈ X ⇔ x ∈ Y . Tada je

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C akko (∀x)x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ x ∈ (A \B) \ C
akko (∀x)x ∈ A ∧ (x /∈ B ∪ C)⇔ (x ∈ A \B) ∧ x /∈ C
akko (∀x)x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ ¬(x ∈ C)
akko (∀x)x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C)⇔ (x ∈ A ∧ ¬x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ C).

Izraz x ∈ A je mo�e imati vrednost taqno il netaqno, pa je x ∈ A iskaz.
Nazovimo ga p. Sliqno, iskaze x ∈ B i x ∈ C mo�emo oznaqiti sa q i r.
Dobijamo formulu F = p ∧ ¬(q ∨ r) ⇔ (p ∧ ¬q) ∧ ¬r. Skupovni identitet je
taqan ako i samo ako za svako x va�i posledǌa ekvivalencija, to jest ako
i samo ako je formula F tautologija. Proverimo da li je F tautologija
pomo�u istinitosne tablice.

p ∧ ¬ (q ∨ r ⇔ (p ∧ ¬ q) ∧ ¬ r)
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1

To smo mogli zakǉuqiti i na drugaqiji naqin. Kako je ¬(q ∨ r) ⇔ ¬q ∧ ¬r,
formula je ekvivalentna sa p ∧ (¬q ∧ ¬r) ⇔ (p ∧ ¬q) ∧ ¬r. Posledǌa formula
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je tautologija zbog asocijativnosti koǌukcije. U svakom sluqaju, sledi da
je polazna skupovna jednakost taqna. 4

Primetimo da osnovne definicije operacija nad skupovima mo�emo opisati
i logiqkim jezikom:

A = B akko (∀x)x ∈ A⇔ x ∈ B
A ⊆ B akko (∀x)x ∈ A⇒ x ∈ B
A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}
A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}
A \B = {x | x ∈ A ∧ ¬x ∈ B}
A4B = {x | x ∈ A Y x ∈ B}

Ac = {x | ¬x ∈ A}

To nam omogu�ava da koristimo iskaznu logiku u dokazivaǌu skupovnih iden-
titeta.

Primer 8.24 Nizovi iskaznih formula su dati sa

A0 = p An+1 = An ∧Bn
B0 = q Bn+1 = Bn ⇒ An,

gde su p i q iskazna slova. Dokazati da An i Bn nisu tautologije ni za jedno
n ≥.

Posmatrajmo prvo formule An. Kako je A0 iskazno slovo, postoji valuacija
v u kojoj je v(p) = v(A0) = 0. Doka�imo da je svaka formula An netaqna u
valuaciji v. Kako je An+1 konjunkcija prethodne formule An i formule Bn,
ako je An netaqno u v, mora biti i An+1 jer je konjukcija nateqna qim je
netaqna jedna od formula koje je formiraju. Zato �emo u dokazu koristiti
matematiqku indukciju. Za n = 0 je v(A0) = v(p) = 0. Pretpostavimo da je
v(An) = 0. Doka�imo da je v(An+1) = 0. Va�i

v(An+1) = v(An ∧Bn) = v(An) ∧ v(Bn) = 0 ∧ v(Bn) = 0.

Kako za svaku formulu An postoji valuacija (i to jedna te ista valuacija
v) tako da je v(An) = 0, to znaqi da nijedna od tih formula na mo�e biti
tautologija.

Doka�imo sada da formule Bn nisu tautologije. Jasno je da postoju val-
uacija v tako da v(A0) = 0. U prethodnom delu smo dokazali da je u toj
valuaciji netaqna i svaka druga formula An. U toj valuaciji tako�e va�i:

v(B1) = v(B0 ⇒ A0) = v(B0)⇒ v(A0) = v(B0)⇒ 0 = ¬v(B0)
v(B2) = v(B1 ⇒ A1) = v(B1)⇒ v(A1) = ¬v(B0)⇒ 0 = ¬¬v(B0) = v(B0)
v(B3) = v(B2 ⇒ A2) = v(B2)⇒ v(A2) = v(B0)⇒ 0 = ¬v(B0)
v(B4) = v(B3 ⇒ A3) = v(B3)⇒ v(A3) = ¬v(B0)⇒ 0 = ¬¬v(B0) = v(B0)

. . .

Ako izaberemo valuaciju v1 tako da v1(A0) = 0 i v1(B0) = 0 vidimo da su u toj
valuaciji netaqne sve formule Bk za paran broj k. Ako izaberemo valuaciju
v2 tako da v2(A0) = 0 i v2(B0) = 1, onda su u toj valuaciji netaqne formule Bk
za neparan broj k. Doka�imo ovo matematiqkom indukcijom. Kako su p = A0

i q = B0 iskazna slova, postoji v1 tako da v1(A0) = 0 i v1(B0) = 0. Ve� smo
zakǉuqili da je v1(An) = 0 za svako n. Doka�imo da je v1(B2m) = 0 za svako
prirodni broj m. Za m = 0 je v1(B0) = 0. Pretpostavimo da je v1(B2m) = 0.
Doka�imo da je v1(B2(m+1)) = 0. Va�i

v1(B2(m+1)) = v1(B2m+2) = v1(B2m+1)⇒ v1(A2m+1) = v1(B2m ⇒ A2m)⇒ 0
= (v1(B2m)⇒ 0)⇒ 0 = (0⇒ 0)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0
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Sliqno, postoji v2 tako da v2(A0) = 0 i v2(B0) = 1 i koriste�i matematiqku
indukciju mo�e se dokazati da je v2(B2m+1) = 0 za svaki prirodni broj m.
Tako da za svaku formulu Bn postoji valuacija (v1 ili v2) u kojoj je ta for-
mula netaqna, pa nijedna od navedenih nije tautologija. 4

8.1 Metod tabloa
Definicija 8.25 Ako je A iskazna formula, onda su >A i ⊥A oznaqene formule.
Formula >A je taqna u nekoj valuaciji ako je taqna A u toj valuaciji, a netaqna
inaqe. Formula ⊥A je taqna u nekoj valuaciji ako je A netaqna u toj valuaciji,
a netaqna inaqe.

Formulu >A qitamo ”taqno je A”, a formulu ⊥A qitamo ”netaqno je A”.
Postoje dve grupe pravila za formiraǌe tabloa:

• pravila koja ne dovode do granaǌa (...i...); nazivaju se α pravila, a
odgovaraju�e formule su formule tipa α. Pravila tipa α su:

>(¬A)

⊥A

⊥(¬A)

>A

>(A ∧B)

>A

>B

⊥(A ∨B)

⊥A

⊥B

⊥(A⇒ B)

>A

⊥B

• pravila koja dovode do granaǌa (...ili...); nazivaju se β pravila, a
odgovaraju�e formule su formule tipa β. Pravila tipa β su:

⊥(A ∧B)

⊥A ⊥B

>(A ∨B)

>A >B

>(A⇒ B)

⊥A >B

Primetimo da su pravila za konstrukciju tabloa nekog od oblika:

α

α1

α

α1

α2

β

β1 β2

Definicija 8.26 Tablo za formulu A je binarno drvo u qijem svakom qvoru se
nalaze oznaqene formule i koji se konstruixe na slede�i naqin:

- U korenu drveta je formula ⊥A.

- Ako neka grana od korena do lista sadr�i formulu tipa α koja nije isko-
ri71ena u toj grani, onda listu te grane dodajemo jedan qvor sa oznaqenom
formulom α1 ili dva qvora jedan za drugim sa oznaqenim formulama α1 i α2

(u zavisnosti od vrste α formule).

- Ako neka grana od korena do lista sadr�i formulu tipa β koja nije iskor-
i71ena u toj grani, onda listu te grane dodajemo dva qvora koja vode iz tog
lista sa oznaqenim formulama β1 i β2.

Definicija 8.27 Ka�emo da je grana tabloa za iskaznu formulu A zatvorena
ako se na �oj nalaze formule >B i ⊥B. Tablo za formulu A je zatvoren ako je
svaka �egova grana zatvorena.

Mo�e se dokazati da je iskazna formula tautologija ako i samo ako je tablo
za tu formulu zatvoren.
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Primer 8.28 Metodom tabloa dokazati da je formula (p ⇒ q) ⇒ (¬q ⇒ ¬p)
tautologija.

1.⊥(p⇒ q)⇒ (¬q ⇒ ¬p)

2.>(p⇒ q) (1)

3.⊥(¬q ⇒ ¬p) (1)

4.>(¬q) (3)

5.⊥(¬p) (3)

6.⊥(q) (4)

7.>(p) (5)

8.⊥(p) (2)
X(7, 8)

9.>(q) (2)
X(6, 9)

Primetimo da se, jasno�e radi, posle svake formule pixe iz koje je izvedena,
kao i da na kraju svake grane pixemo zbog kojih formula se grana zatvara.
Zataraǌe grane, kao xto se vidi iz primera, oznaqavamo sa X. 4

Primer 8.29 Metodom tabloa dokazati da je formula (p ∨ (q ∧ r)) ⇒ ((p ∨ q) ∧
(p ∧ r)) tautologija.

1.⊥
(
(p ∨ (q ∧ r))⇒ ((p ∨ q) ∧ (p ∧ r))

)
2.>(p ∨ (q ∨ r)) (1)

3.⊥((p ∨ q) ∧ (p ∧ r)) (1)

4.⊥(p ∨ q) (3)

6.⊥(p) (4)

7.⊥(q) (4)

10.>(p) (2)
X(6, 10)

11.>(q ∧ r) (2)

12.>(q) (11)

13.>(r) (11)
X(7, 12)

5.⊥(p ∨ r) (3)

8.⊥(p) (5)

9.⊥(r) (5)

14.>(p) (2)
X(8, 14)

15.>(q ∧ r) (2)

16.>(q) (15)

17.>(r) (15)
X(9, 17)

4

8.2 Logiqka ekvivalentnost
Definicija 8.30 Formule A i B su logiqki ekvivalentne ako za svaku valu-
aciju v va�i v(A) = v(B). Pixemo A ≡ B.

Dakle, formule su logiqki ekvivalentne ako imaju jednake istinitosne tablice.
Va�i i da je A ≡ B ako i samo ako je A ⇔ B tautologija. Lako se mo�e
proveriti da je ≡ relacija ekvivalencije na skupu svih iskazanih formula
For .
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Primer 8.31 Odrediti sve logiqki neekvivalentne formule A u kojima figur-
ixu isk	uqivo iskazna slova p i q tako da je formula q ⇒ ((A ∧ p) ∨ (A ∧ q))
tautologija.

Koriste�i primer 8.18 popuǌavamo istinitosnu tablicu:

p q A ∧ p A ∧ q (A ∧ p) ∨ (A ∧ q) q ⇒ ((A ∧ p) ∨ (A ∧ q))
v1 0 0 0 0 0 1
v2 0 1 0 v2(A) v2(A) v2(A)
v3 1 0 v3(A) 0 v3(A) 1
v4 1 1 v4(A) v4(A) v4(A) v4(A)

Da bi formula q ⇒ ((A ∧ p) ∨ (A ∧ q)) bila tautologija, neophodno je da
formula A bude taqna u valuacijama v2 i v4. Dakle, sve formule u kojima
figurixu iskazna slova p i q i taqne su u valuacijama v2 i v4 ispuǌavaju
uslov zadatka. Vrednosti tih formula su:

v1(A) = ∗ v2(A) = 1 v3(A) = ∗ v4(A) = 1, gde je ∗ ∈ {0, 1}.

Potrebno je odrediti sve takve logiqki neekvivalentne formule, to jest sve
formule koje zadovoǉavaju uslov zadatka, a imaju razliqite istinitosne
tablice. Prema prethodnom, sve mogu�e tablice za fomulu A su

A A1 A2 A3 A4

v1 ∗ 0 0 1 1
v2 1 1 1 1 1
v3 ∗ 0 1 0 1
v4 1 1 1 1 1

Stavimo
A1 = q A2 = p ∨ q A3 = p⇒ q A4 = 1.

Ovako zadate formule A1−A4 imaju odgovaraju�e tablice i jasno je da bilo
koja druga formula koja zadovoǉavaju dati uslov mora biti logiqki ekveva-
lentna nekoj od A1, A2, A3, A4. 4

Zadaci

1. Koriste�i istinitosnu tablicu dokazati da je fotmula ((p ⇒ ¬q) ⇒
(r ∧ ¬p))⇒ (p⇒ q) tautologija.

2. Metodom svo�eǌa na apsurd dokazati da je formula ((p⇒ q)∧(p⇒ r))⇒
(p⇒ (q ∧ r)) tautologija.

3. Metodom diskusije po iskaznom slovu dokazati da je formula (p⇒ q)⇒
((p ∧ r)⇒ (q ∧ r)) tautologija.

4. Neka su A,B,C,D formule iskazne logike. Ako su formule A⇔ D i AYB
tautologije, a C ⇔ D kontradikcija, dokazati da je B ⇒ C tautologija.

5. Dokazati skupovni identitet A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C) koriste�i
iskaznu logiku.

6. Nizovi iskaznih formula su dati sa

A0 = p An+1 = (An ⇒ Bn)⇒ An

B0 = q Bn+1 = An ⇒ Bn,

gde su p i q iskazna slova. Dokazati da An i Bn nisu tautologije ni za
jedno n ≥.
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7. Metodom tabloa dokazati da je formula (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r)) ⇒ (p ⇒ r)
tautologija.

8. Metodom tabloa dokazati da je formula (p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒
r)) tautologija.

9. Metodom tabloa dokazati da je formula (((p⇒ r)∧ (q ⇒ r))∧ (p∨ q))⇒ r
tautologija.

10. Odrediti sve logiqki neekvivalentne formule A u kojima figurixu
iskǉuqivo iskazna slova p i q tako da je formula (A ∨ p) ⇒ (A ∨ ¬q)
tautologija.

9 Formalni sistemi
Formalni sistem ili formalna teorija je odre�en kada su ispuǌeni slede�i
uslovi:

1. Dat je najvixe prebrojiv skup simbola ili azbuka. Niz simbola pred-
stavǉa req.

2. Neki podskup skupa svih reqi je skup formula. Pri tom je dat i pos-
tupak pomo�u kog se odre�uje da li je neka req formula ili ne.

3. Skup aksioma je neki podskup skupa svih formula.

4. Dat je konaqan broj pravila izvodeǌa. Ako su A1, A2, . . . , An−1, An bilo
koje formule, tada pravilo izvo�eǌa α (du�ine n) odluquje da li iz
formula A1, A2, . . . , An−1 sledi formula An. Ako da, onda pixemo

α :
A1, A2, . . . , An−1

An
.

Ka�emo i da je An direktna posledica formula A1, A2, . . . , An−1.

Definicija 9.1 Konaqni niz formula A1, A2, . . . , An nekog formalnog sistema
je izvo�e�e ili dokaz ako za svaku formulu Ai va�i da je ili aksioma ili je direk-
tna posledica nekih prethodnih formula tog niza (po nekom pravilu izvo�e�a).

Definicija 9.2 Formula A je teorema ako postoji izvo�e�e A1, A2, . . . , An tako
da je An = A. Pixemo ` A.

Definicija 9.3 Formula A je posledica skupa formula Γ ako postoji niz for-
mula A1, A2, . . . , An tako da je An = A i ako za svaku formulu Ai va�i da je ili
aksioma ili jedna od formula skupa Γ ili je direktna posledica nekih prethod-
nih formula tog niza (po nekom pravilu izvo�e�a). Pixemo Γ ` A.

Ako je Γ = {F1, F2, . . . , Fk} onda formule F1, F2, . . . , Fk zovemo hipotezama i
pixemo F1, F2, . . . , Fk ` A.

Primer 9.4 Neka se azbuka formalnog sistema S sastoji od slova a i b. Neka
su formule reqi oblika abambn, gde je am skra�eni zapis za aa . . . a︸ ︷︷ ︸

m puta

. Aksiome su

formule abab, aba2b i abab2. Pravila izvo�e�a su

α :
abambn

ambabn
, β :

abambn

abnamb
, γ :

abambn

abam+1bn+1
.

Dokazati da je a3b4ab teorema u ovom formalnom sistemu.
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Va�i:

1.abab2 aksioma
2.aba2b3 pravilo izvo�eǌa γ primeǌeno na formulu 1
3.aba3b4 pravilo izvo�eǌa γ primeǌeno na formulu 2
4.a3bab4 pravilo izvo�eǌa α primeǌeno na formulu 3
5.a3b4ab pravilo izvo�eǌa β primeǌeno na formulu 4

Ovo je jedno izvo�eǌe gde je posledǌa formula u nizu a3b4ab, pa navedena
formula jeste teorema. 4

Ve� smo predstavili iskaznu logiku. Formalni sistem koji opisuje iskazni
raqun oznaqavamo sa L i nazivamo jox Lukaxieviqev15 raqun. Simboli
raquna L su

¬,⇒, (, ), p, q, r, s . . .

Simbole p, q, r, . . . nazivamo iskaznim slovima. Iskazne formule se definixu
na slede�i naqin:

1. Iskazna slova su iskazne formule.

2. Ako su A i B iskazne formue, onda su i ¬A i A⇒ B iskazne formule.

Iskazne formule se mogu dobiti jedino konaqnom primenom 1 i 2.
Aksiome iskaznog raquna su:

L1 A⇒ (B ⇒ A),

L2 (A⇒ (B ⇒ C))⇒ ((A⇒ B)⇒ (A⇒ C)),

L3 (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B),

gde su A,B,C proizvoǉne formule.
Jedino pravilo izvo�eǌa raquna L je pravilo modus ponens:

A,A⇒ B

B
.

Qitamo ”iz A i A⇒ B po modus ponensu izvodimo B”.
Operacije ∧,∨,⇔ definixemo sa:

• A ∧B je zamena za ¬(A⇒ ¬B);

• A ∨B je zamena za ¬A⇒ B;

• A⇔ B je zamena za (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A).

Tvr�e�e 9.5 Formula A⇒ A je teorema.

Do k a z. Va�i:

1.(A⇒ ((A⇒ A)⇒ A))⇒ ((A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A)) aksioma L2
2.A⇒ ((A⇒ A)⇒ A) aksioma L2
3.(A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A) MP na formule 1 i 2
4.A⇒ (A⇒ A) aksioma L1
5.A⇒ A MP na formule 3 i 4

Posledǌa formula u ovom izvo�eǌu je A ⇒ A, pa navedena formula jeste
teorema. �

15Jan  Lukasiewicz (1878-1956), po	ski matematiqar
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Teorema 9.6 (Teorema o dedukciji) Neka je Γ skup formula iskazne logike, a A
neka formula. Ako je Γ, A ` B, onda je Γ ` A⇒ B.

Do k a z. Doka�imo za poqetak jedno pomo�no tvr�eǌe. Neka je Γ ⊂ For i
C,D ∈ For . Ako je Γ ` C onda je Γ ` D ⇒ C.

Iz Γ ` C sledi da postoji niz formula C1, . . . , Ck tako da Ck = C i koji
predstavǉa izvo�eǌe za C iz Γ. Tada je

1. C1

2. C2

...
k. C

k + 1. C ⇒ (D ⇒ C) aksioma L1
k + 2. D ⇒ C MP na formule k i k + 1,

pa postoji izvo�eǌe za D ⇒ C iz Γ, to jest Γ ` D ⇒ C.
Vratimo se na dokaz teoreme. Izve71emo ga indukcijom po du�ini izvod-

jeǌa formule B iz Γ i A. Neka je n = 1. Kako B mora biti posledǌa formula
u tom izvo�eǌu, ona je i jedina. Onda va�i da je B aksioma ili B ∈ Γ ili
B = A. Ako je B aksioma ili B ∈ Γ sigurno va�i Γ ` B. Setimo se tvr�eǌa
sa poqetka: za bilo koju formulu, pa i A, va�i Γ ` A ⇒ B. Ako je A = B
onda iz 9.5 sledi da je A⇒ B teorema, a time i Γ ` A⇒ B.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve formule B qije izvo�eǌe iz Γ i A
je du�ine maǌe od n, to jest ako je izvo�eǌe Γ, A ` B du�ine maǌe od n, onda
je Γ ` A⇒ B. Neka je sada B takva da je du�ina izvo�eǌa te formule iz Γ i
A jednaka n. Doka�imo da se iz Γ mo�e izvesti formula A ⇒ B. Dakle, iz
Γ i A se izvodi B i neka je taj dokaz sastavǉen od formula B1, . . . , Bn, gde je
Bn = B. To znaqi da va�i jedno od slede�eg:

• B je aksioma;

• B ∈ Γ;

• B = A;

• Postoje brojevi i i j koji su maǌi od n tako da je formula Bj jednaka
Bi ⇒ B.

Ako va�i neki od prva tri sluqaja, dobijamo Γ ` A ⇒ B na isti naqin kao
u bazi indukcije. Posledǌi sluqaj zapravo ka�e da je B dobijena primenom
modus ponensa na formule Bi i Bi ⇒ B koje su deo tog izvo�eǌa. Kako su
i i j maǌi od n, mo�emo primeniti induktivnu pretpostavku: Γ, A ` Bi i
Γ, A ` Bi ⇒ B i izvo�eǌa su du�ine maǌe od n; sledi da je Γ ` A ⇒ Bi i
Γ ` A ⇒ (Bi ⇒ B). Posmatrajmo izvo�eǌa formula A ⇒ Bi i A ⇒ (Bi ⇒ B)
iz Γ i dopunimo taj dokaz do dokaza tra�ene formule.

1 . . .
...
k. A⇒ Bi
...

k + l. A⇒ (Bi ⇒ B)
k + l + 1. (A⇒ (Bi ⇒ B))⇒ ((A⇒ Bi)⇒ (A⇒ B)) aksioma L2
k + l + 2. (A⇒ Bi)⇒ (A⇒ B) MP(k + l, k + l + 1)
k + l + 3. A⇒ B MP(k, k + l + 2)

Dakle, iz Γ sledi A⇒ B, pa je tvr�eǌe teoreme dokazano. �

Primer 9.7 Dokazati da je ¬A,A ` B za bilo koje formule A i B.
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1.¬A hipoteza
2.A hipoteza
3.¬A⇒ (¬B ⇒ ¬A) aksioma L1
4.¬B ⇒ ¬A MP(1,3)
5.(¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B) aksioma L3
6.A⇒ B MP(4,5)
7.B MP(2,6)

Koriste�i teoremu o dedukciji mo�emo zakǉuqiti da je A ` ¬A ⇒ b, a jox
jednom primenom iste teoreme i ` A ⇒ (¬A ⇒ B). Sliqno je i ` ¬A ⇒
(A ⇒ B). Tako da smo iz ovog primera dobili dve va�ne teoreme koje �emo
koristiti u nastavku. 4

Tvr�e�e 9.8 Ako je Γ skup iskaznih formula i Γ,¬A ` B i Γ,¬A ` ¬B onda je
Γ ` A.

Do k a z. Na osnovu prethodnog primera zakǉuqujemo da je ` ¬B ⇒ (B ⇒
¬(A ⇒ A)). Iz qiǌenice da Γ,¬A ` ¬B i primene pravila modus ponens na
prethodne dve formule dobijamo da Γ,¬A ` B ⇒ ¬(A ⇒ A). Primenom modus
ponensa na ovu formulu i Γ,¬A ` B dobijamo da Γ,¬A ` ¬(A⇒ A). Na osnovu
teoreme dedukcije imamo da Γ ` ¬A ⇒ ¬(A ⇒ A). Odatle i iz aksiome L3
(¬A⇒ ¬(A⇒ A))⇒ ((A⇒ A)⇒ A) sedi da Γ ` (A⇒ A)⇒ A. Iz tvr�eǌa 9.5
sledi da je teorema A⇒ A. Jox jednim kori71eǌem modus ponensa dobijamo
da Γ ` A, xto je i trebalo dokazati. �

Primer 9.9 Dokazati da je (¬A⇒ B)⇒ ((¬A⇒ ¬B)⇒ A) teorema.

Koristicemo prethodno tvr�eǌe. Neka je Γ skup formula ¬A⇒ B i ¬A⇒ ¬B.
Va�i da Γ,¬A ` B jer

1.¬A⇒ B hipoteza
2.¬A hipoteza
3.B MP(1,2).

Tako�e je Γ,¬A ` ¬B jer

1.¬A⇒ ¬B hipoteza
2.¬A hipoteza
3.¬B MP(1,2).

Sada primenom 9.8 dobijamo da je Γ ` A, to jest ¬A⇒ B,¬A⇒ ¬B ` A. Posle
dvostruke primene teoreme o dedukciji sledi da ` (¬A⇒ B)⇒ ((¬A⇒ ¬B)⇒
A). 4

Primer 9.10 Dokazati da je ¬¬A⇒ A teorema.

Na osnovu teoreme o dedukciji dovoǉno je dokazati da ¬¬A ` A. Neka je Γ
formula ¬¬A. Tada je Γ,¬A ` ¬A, kao i Γ,¬A ` ¬¬A. Ako oznaqimo ¬A sa
B, jasno je da iz primene tvr�eǌa 9.8 dobijamo da Γ ` A, to jest ¬¬A ` A.
Doka�imo posledǌi izraz i na drugi naqin.

1.¬¬A hipoteza
2.¬¬A⇒ (¬A⇒ ¬¬¬A) teorema iz primera 9.7
3.¬A⇒ ¬¬¬A MP(1,2)
4.(¬A⇒ ¬¬¬A)⇒ (¬¬A⇒ A) aksioma L3
5.¬¬A⇒ A MP(3,4)
6.A MP(1,5).

Primetimo da u dokazu, sem aksioma i eventualnih hipoteza, mo�emo koris-
titi i neku ve� dokazanu teoremu. 4
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Primer 9.11 Dokazati ` A⇒ ¬¬A.

1.A hipoteza
2.¬¬¬A⇒ ¬A teorema iz prethodnog primera
3.(¬¬¬A⇒ ¬A)⇒ (A⇒ ¬¬A) aksioma L3
4.A⇒ ¬¬A MP(2,3)
5.¬¬A MP(1,4).

4

Primer 9.12 Dokazati da A⇒ B,B ⇒ C ` A⇒ C.

Na osnovu 9.6 dovoǉno je dokazati da A⇒ B,B ⇒ C,A ` C.

1.A⇒ B hipoteza
2.B ⇒ C hipoteza
3.A hipoteza
4.B MP(1,2)
5.C MP(4,2)

4

Primer 9.13 Dokazati da ` (A⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬A).

Neka je Γ formula A ⇒ B. Dokazali smo da je ¬¬A ⇒ A teorema, pa na
osnovu 9.12 sledi da Γ ` ¬¬A ⇒ B. Tako�e je dokazano da ` B ⇒ ¬¬B, pa
na osnovu istog primera imamo da ` ¬¬A ⇒ ¬¬B. Primenom modus ponensa
na ovu formulu i aksiomu L3 (¬¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬B ⇒ ¬A) dobijamo da
Γ ` ¬B ⇒ ¬A, to jest A ⇒ B ` ¬B ⇒ ¬A, pa je onda na osnovu 9.6 formula
(A⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬A) teorema. 4

Definicija 9.14 Formula A je logiqka posledica skupa formula Γ ako za svaku
valuaciju v, za koju je v(F ) = 1 za sve formule F ∈ Γ, va�i v(A) = 1. U tom
sluqaju pixemo Γ |= A.

Primetimo da je A logiqka posledica praznog skupa formula ako i samo ako
je A tautologija. Tada pixemo |= A.

Definicija 9.15 Skup formula Γ je konzistentan ako ne postoji formula A
tako da Γ ` A i Γ ` ¬A.

Teorema 9.16 (Teorema o saglasnosti)

1. Ako je ` A, onda je A tautologija.

2. Ako je Γ ` A, onda je Γ |= A.

3. Ako je Γ zadovo	iv skup formula, onda je i konzistentan.

Do k a z. 1) Ovo je specijalni sluqaj tvr�eǌa pod 2), kada za Γ stavimo
prazan skup.
2) Izve71emo dokaz indukcijom po du�ini izvo�eǌa n za A iz Γ. Neka je
n = 1. Tada je jedina formula u tom izvo�eǌu A, pa mora biti da je A ak-
sioma ili A ∈ Γ. Neka je v valuacija takva da v(F ) = 1 za svaku formulu
F ∈ Γ. Ako je A ∈ Γ jasno je da je v(A) = 1, a ako je A aksioma, taqna je u
svakoj valuaciji, pa i u v. Dakl,e Γ |= A. Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno
za sve formule qije je izvo�eǌe du�ine maǌe od n. Neka je A takva da Γ ` A
i to izvo�eǌe je du�ine n. Ako je A aksioma ili A ∈ Γ, kao u bazi indukcije,
mo�e se dokazati da Γ |= A. Jedino jox ostaje sluqaj kada je A dobijena iz
prethodnih formula u nizu primenom pravila modus ponens. Tada postoji
formula B tako da B,B ⇒ A imaju izvo�eǌa iz Γ du�ine maǌe od n. Prema
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induktivnoj hipotezi je Γ |= B i Γ |= B ⇒ A. Neka je v valuacija takva da
v(F ) = 1 za sve F ∈ Γ. Va�i da v(B) = 1 i v(B ⇒ A) = 1, pa je onda v(A) = 1,
xto znaqi da Γ |= A.
3) Pretpostavimo da je Γ zadovoǉiv skup formula i da nije konzistentan.
Tada postoji formula A tako da Γ ` A i Γ ` ¬A. Prema delu pod 2) je Γ |= A
i Γ |= ¬A. Neka je v valuacija tako da v(F ) = 1 za sve F ∈ Γ. Iz Γ |= A sledi
da v(A) = 1, a iz Γ |= ¬A sledi da v(¬A) = 1, to jest v(A) = 0. Dobili smo
kontradikciju, pa skup Γ mora biti konzistentan. �

Teorema 9.17 (Teorema o potpunosti)

1. Ako je formula A tautologija, onda je A i teorema.

2. Ako je Γ |= A, onda je i Γ ` A.

3. Ako je Γ konzistentan skup formula, onda je i zadovo	iv.

Do k a z. �
Primetimo da na osnovu teoreme o potpunosti i teoreme o saglasnosti sledi
da je formula tautologija ako i samo ako je teorema.

Teorema 9.18 (Stav kompaktnosti) Skup formula Γ je zadovo	iv ako i samo
ako je zadovo	iv svaki �egov konaqi podskup.

Do k a z. Ako je Γ zadovoǉiv, postoji valuacija v tako da je v(F ) = 1 za svaku
F ∈ Γ. Ako je Γ′ konaqan podskup od Γ tada je i v(F ) = 1 za sve F ∈ Γ′, pa je
svaki konaqan podskup od Γ zadovoǉiv.

Pretpostavimo sada da je svaki konaqan podskup od Γ zadovoǉiv. Treba
dokazati da to va�i i za Γ. Pretpostavimo suprotno: Γ nije zadovoǉiv.
Prema teoremi 9.17, Γ nije konzistentan, pa postoji formula A tako da Γ ` A
i Γ ` ¬A. Kako je izvo�eǌe neke formule konaqan niz formula, to postoji
konaqan podskup Γ′ ⊆ Γ tako da Γ′ ` A i Γ′ ` ¬A. Na osnovu teoreme 9.16 sledi
da Γ′ |= A i Γ′ |= ¬A. Va�i da je Γ′ kao konaqan podskup od Γ zadovoǉiv, pa
postoji valuacija v tako da v(F ) = 1 za sve F ∈ Γ′. Tada iz Γ′ |= A sledi
da v(A) = 1, a iz Γ′ |= ¬A sledi da v(¬A) = 1, to jest v(A) = 0. Dobili smo
kontradikciju, pa Γ mora biti zadovoǉiv. �

Definicija 9.19 Formalna teorija je odluqiva ako postoji algritam koji za
svaku formulu A odluquje da li je teorema ili ne.

Teorema 9.20 Iskazni raqun je odluqiv.

Do k a z. �

Zadaci

1. Dokazati da je A ∧B ` A.

2. Dokazati da je A ∧B ` B ∧A.

3. Dokazati da je A ` A ∨B, kao i B ` A ∨B.

4. Dokazati da je A ∨B ` B ∨A.

5. Dokazati da je A⇒ B,¬A⇒ B ` B.

6. Dokazati da je ¬(A ∨B) ` ¬A ∧ ¬B.
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7. Dokazati da je B ∨B ` B.

8. Dokazati da je ((A⇒ B)⇒ A)⇒ A teorema.

9. Neka su A,B,C iskazne formule i A,B ` ¬(C ⇒ C). Dokazati da je
A ` ¬B.

10 Predikatska logika
Elementi jezika predikatske logike su:

• skup promenǉivih Var (promenǉive �emo obiqno oznaqavati sa x, y, z, . . . );

• logiqki veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔;

• kvantifikatori ∀ i ∃;

• interpunkcijski znaci: , , (,);

• znak jednakosti =;

• skup funkcijskih (ili operacijskih) simbola Fun (obiqno �emo ih oz-
naqavati sa f, g, h, . . . );

• skup relacijskih (ili predikatskih) simbola Rel (obiqno �emo ih oz-
naqavati sa p, q, r, . . . );

• skup konstanti Const (obiqno �emo ih oznaqavati sa a, b, c, . . . ).

Relacijski i funkcijski simboli imaju svoju du�inu koja je prirodan broj
n > 0 i koja se zajedniqki naziva arnost relacije ili funkcije. Oznaqavamo
je sa ar. Definiximo sada term (ili izraz), atomiqku formulu i formulu.

Definicija 10.1 1) Promen	ive i konstante su termi.
2) Ako su t1, . . . , tn termi i f funkcijski simbol arnosti n onda je f(t1, . . . , tn)
term.
Termi se mogu dobiti jedino konaqnom primenom pravila 1 i 2. Skup terma
oznaqvamo sa Term.

Definicija 10.2 1) Ako su t1 i t2 termi, onda je t1 = t2 atomiqka formula.
2) Ako su t1, . . . , tn termi i p relacijski simbol arnosti n, onda je p(t1, . . . , tn)
atomiqka formula.

Definicija 10.3 1) Atomiqka formula je formula.
2) Ako su A i B formule, onda su formule i

¬A A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B (∀x)A (∃x)A.

Formule se dobijaju jedino konaqnom primenom pravila 1 i 2. Skup formula
oznaqavamo sa For .

U predikatskoj logici, pri zapisu najve�i prioritet imaju operacija ¬,∀,∃,
sredǌeg prioriteta su operacije ∧ i ∨, a najmaǌeg operacije ⇒,⇔. Tako da
formule (∀x)A i (∃x)A mo�emo pisati i ∀xA i ∃xA.

Primer 10.4 Neka je L jezik predikatske logike zadat sa Fun = {f, g}, Rel =
{p, q} i Const{a}, gde je ar(f) = ar(q) = 1 i ar(g) = ar(p) = 2. Ispitati koji od
slede�ih nizova simbola je term, koji formula, a koji ni jedno ni drugo.
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∀x∀yp(x, y) formula
g(f(x), a) term
∀xf(x) ni jedno ni drugo, jer je f(x) term
g(x, y) = a formula (atomiqka)
p(x, q(x)) ni jedno ni drugo, jer je q(x) formula
∀x(p(x, y)⇒ g(x, y)) ni jedno ni drugo, jer je p relacijski simbol,

a g funkcijski

4

Definicija 10.5 Neka je L jezik predikatske logike. Struktura jezika L u
oznaci M se sastoji od:

• nepraznog skupa M ;

• funkcije fM : Mn →M arnosti n za svaki funkcijski simbol f ∈ Fun;

• relacije pM arnosti n na skupu M za svaki relacijski simbol p ∈ Rel ;

• elementa aM ∈M za svaki simbol konstante a ∈ Const .

Dakle, M =
(
M, . . . , fM, . . . , pM, . . . , aM).

Primer 10.6 Neka je L jezik predikatske logike zadat sa Fun = {f, g}, Rel =
{p, q} i Const{a}, gde je ar(f) = ar(q) = 1 i ar(g) = ar(p) = 2. Definiximo
L-strukturu

(
N, fN, gN, pN, qN, aN) na skupu prirodnih brojeva N sa:

fN(x) = x+ 1 pN(x, y) = 1 ako je x ≤ y
gN(x, y) = x+ y qN(x) = 1 ako je x prost broj

aN = 0

Definicija 10.7 Valuacija v za skup promen	ivih Var u odnosu na domen M
je svako preslikava�e v : Var → M . Ako je v(x) = a ∈ M , onda ka�emo da je
a vrednost promen	ive x u valuaciji v. Neka su v i w dve valuacije za isti
skup promen	ivih i u odnosu na isti domen. Ka�emo da su v i w x-blizu, ako je
v(y) = w(y) za svaku promen	ivu y koja je razliqita od x i pixemo v ∼x w.

Ako je dat domen M , objasnimo kako se valuacija v mo�e produ�iti sa skupa
Var na skup Term. Ako je t term tako da:

• t = x za x ∈ Var , onda je v(t) = v(x);

• t = a za a ∈ Const, onda je v(t) = aM;

• t = f(t1, . . . , tn) za f ∈ Fun, onda je v(t) = fM(v(t1), . . . , v(tn)).

Primer 10.8 Neka je jezik L i struktura tog jezika zadata kao u primeru
10.6. Odrediti vrednost terma g(x, a), f(g(x, y)), g(f(x), f(a)) pri valuaciji v =(
x y · · ·
2 7 · · ·

)
.

Va�i:

v(g(x, a)) = gN(v(x), v(a)) = gN(2, aN) = gN(2, 0) = 2 + 0 = 2
v(f(g(x, y))) = fN(v(g(x, y))) = fN(gN(v(x), v(y))) = fN(gN(2, 7)) = fN(2 + 7)

= fN(9) = 9 + 1 = 10
v(g(f(x), f(a))) = gN(v(f(x)), v(f(a))) = gN(fN(v(x)), fN(v(a))) = gN(fN(2), fN(aN))

= gN(2 + 1, fN(0)) = gN(3, 0 + 1) = gN(3, 1) = 3 + 1 = 4.

4
Istinitosna vrednost formule u valuaciji v i L-strukturi M se definixe
na slede�i naqin:
-ako je A atomiqna formula tako da:
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• A je t1 = t2 za terme t1 i t2, onda je v(A) = 1 ako je v(t1) = v(t2);

• A je p(t1, . . . , tn) za relacijski simbol p, onda je v(A) = 1 ako je (v(t1), . . . , v(tn)) ∈
p

M
;

-ako je F formula tako da:

• F = ¬A za formulu A, onda je v(F ) = 1 ako je v(A) = 0;

• F = A ∧ B za formule A i B, onda je v(F ) = 1 jedino ako v(A) = 1 i
v(B) = 1;

• F = A ∨ B za formule A i B, onda je v(F ) = 0 jedino ako je v(A) = 0 i
v(B) = 0;

• F = A ⇒ B za formule A i B, onda je v(F ) = 0 jedino ako je v(A) = 1 i
v(B) = 0;

• F = A⇔ B za formule A i B, onda je v(F ) = 1 ako je v(A) = v(B);

• F = (∀x)A za formulu A, onda je v(F ) = 1 ako za svaku valuaciju w tako
da w ∼x v va�i w(A) = 1;

• F = (∃x)A za formulu A, onda je v(F ) = 1 ako postoji valuacija w tako
da w ∼x v i w(A) = 1.

Primetimo da jox va�i:

• ako je F = (∀x)A, onda je v(F ) = 0 ako postoji valuacija w ∼x v tako da
w(A) = 0;

• ako je F = (∃x)A, onda je v(F ) = 0 ako za svaku valuaciju w ∼x v va�i
w(A) = 0.

U sluqaju da za neku formulu A va�i v(A) = 1 za neku valuaciju v i L-
strukturu M, onda ka�emo da je formula A taqna u toj valuaciji L-strukture
M. U suprotnom ka�emo da je netaqna.

Primer 10.9 Neka je jezik L i struktura tog jezika zadata kao u primeru 10.6.
Ispitati taqnost formula g(x, a) = f(f(a)), p(g(x, y), f(a)), q(f(x)) ⇒ p(x, x)

pri valuaciji v =
(
x y · · ·
2 3 · · ·

)
.

Va�i:

v(g(x, a)) = gN(2, 0) = 2 + 0 = 2
v(f(f(a))) = fN(v(f(a))) = fN(fN(0)) = fN(1) = 2,

pa je v(g(x, a)) = v(f(f(a))), a time je i v(g(x, a) = f(f(a))) = 1. Daǉe je

v(g(x, y)) = gN(v(x), v(y)) = 2 + 3 = 5
v(f(a)) = fN(0) = 1,

pa kako kako nije (5, 1) ∈ pN, to jest nije 5 ≤ 1, onda je v(p(g(x, y), f(a))) = 0.
Sliqno je v(f(x)) = fN(2) = 2+1 = 3, pa kako je 3 prost broj, va�i v(q(f(x))) =
1. Tako�e je 2 ≤ 2, pa je v(p(x, x)) = 1. Sada imamo da

v(q(f(x))⇒ p(x, x)) = v(q(f(x)))⇒ v(p(x, x)) = 1⇒ 1 = 1.

Dakle, prva i tre�a formula su taqne u valuaciji v, a druga formula nije
taqna u toj valuaciji. 4
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Definicija 10.10 Ako se pojav	iva�e promen	ive x u formuli A nalazi pod
dejstvom kvantifikatora, onda ka�emo da je to pojav	iva�e promen	ive vezano.
U suprotnom je slobodno. Promen	iva je vezana (slobodna) u formuli A ako ima
bar jedno vezano (slobodno) pojav	iva�e.

Primer 10.11 Neka je p i q relacijski simboli jezika L arnosti 2 i 1 redom.
Za sva pojav	iva�a promen	ivih x i y u formulama p(x, y),∀xp(x, y),∃xp(x, y)⇒
q(x),∃y(p(x, y)⇒ ∀xp(x, y)) odrediti da li su slobodna ili vezana.

p(x, y) pojavǉivaǌe promenǉivih x, y je slobodno
∀xp(x, y) prvo pojavǉivaǌe promenǉive x je vezano, kao i

drugo, dok je pojavǉivaǌe promenǉive y slobodno
∃xp(x, y)⇒ q(x) promenǉiva x: prvo pojavǉivaǌe vezano, drugo

vezano, tre�e slobodno; promenǉiva y: pojavǉivaǌe
je slobodno

∃y(p(x, y)⇒ ∀xp(x, y)) promenǉiva x: prvo pojavǉivaǌe slobodno, drugo
vezano, tre�e vezano; promenǉiva y: prvo
pojavǉivaǌe vezano, drugo vezano, tre�e vezano

4
Neka je x promenǉiva koja se pojavǉuje u formuli A. Primetimo da vred-
nosti te formule u valuaciji v zavisi od v(x) samo ako promenǉiva x ima
slobodna pojavǉivaǌa u toj formuli. U formuli ∀xp(x, y) iz prethodnog
primera, vrednost formule ne zavisi od v(x) jer x ima samo vezana pojavǉi-
vaǌa, ali zavisi od v(y), jer je pojavǉivaǌe te promenǉive slobodno. Inaqe,
vrednost formule zavisi samo od slobodnih promenǉivih koje se u ǌoj po-
javǉuju.

Definicija 10.12 Formula u kojoj nema slobodnih promen	ivih se naziva re-
qenica.

Na osnovu prethodnog zakǉuqujemo da ako je A reqenica, onda v(A) uopxte
ne zavisi od valuacije v.

Definicija 10.13 Ako za neku L-strukturu M i formulu A va�i da je v(A) =
1 za svaku valuaciju v : Var → M, onda ka�emo da je L-struktura M model za
formulu A. Ako ne va�i v(A) = 1 za svaku valuaciju v : Var → M, onda ka�emo
da je L-struktura M kontramodel za formulu A.

Definicija 10.14 Ako je svaka L-struktura model za formulu A, onda ka�emo
da je A va	ana.

Primer 10.15 Neka je jezik L i struktura tog jezika zadata kao u primeru
10.6. Ispitati da li je N model ili kontramodel za reqenice ∀xq(x),∀xp(x, f(x)),
∀x∀y(f(x) = f(y)),∀x∀y∀z(p(x, y)⇔ p(g(x, z), g(y, z)),∀x(g(x, a) = x),∃x∀yp(y, x).

Formula ∀xq(x) znaqi da je svaki prirodan broj prost. Ovo nije taqno, pa
je N kontramodel za ovu formulu. Formula ∀xp(x, f(x)) ka�e da za svaki
prirodni broj x va�i da je x ≤ x+1, xto je taqno, tako da je N model za datu
formulu. Slede�a formula ka�e da za je za svaka dva prirodna broja x i y
x+ 1 = y+ 1, xto ne va�i, pa imamo jedan kontramodel date formule. Za sve
prirodne brojeve x, y i z va�i da je x ≤ y ako i samo ako x + z ≤ y + z, pa
je N model za formulu ∀x∀y∀z(p(x, y) ⇔ p(g(x, z), g(y, z)). Za svaki prirodni
broj va�i da je x + 0 = x, pa va�i isti zakǉuqak kao u prethodnom sluqaju.
Nije taqno da postoji prirodni broj tako da su svi ostali prirodni brojevi
maǌi od ǌega, pa je ova L-struktura kontramodel za posledǌu formulu. 4

Primer 10.16 Neka je jezik L i struktura tog jezika zadata kao u primeru
10.6. Reqenicama datog jezika izraziti slede�a svojstva strukture N:

77



1. Postoji prirodni broj koji je ma�i ili jednak od svih prirodnih brojeva.

2. Ako prirodni broj nije nula, onda postoji broj qiji je to sledbenik.

1. ∃x∀yp(x, y)

2. ∀x(p(f(a), x)⇒ ∃yx = f(y)

4

Primer 10.17 Definisati jezik prvog reda u kome je mogu�e izre�i aksiome ko-
mutativne grupe.

Neka je jezik L zadat sa: f je funkcijski simbol arnosti 2 i e je simbol
konstante. Aksiome se mogu predstaviti na slede�i naqin:

1. ∀x∀y∀zf(f(x, y), z) = f(x, f(y, z))

2. ∀xf(x, e) = x

3. ∀x∃yf(x, y) = e

4. ∀x∀yf(x, y) = f(y, x)

4

Primer 10.18 Neka je L jezik prvog reda zadat sa: Rel = {p, q},Fun = {f, g, h},Const =
{a}, pri qemu je ar(p) = ar(f) = 2 i ar(q) = ar(g) = ar(h) = 1. Na skupu N je za-
data L-struktura tako da

fN(x, y) = x+ y pN(x, y) = 1 ako je x ≤ y
gN(x) = 5x qN(x) = 1 ako je x prost broj
hN(x) = x2 cN = 3.

Odrediti valuacije v1 i v2 u kojima je formula ∀y p(x, f(y, a)) ⇒ p(h(y), g(x))
taqna, odnosno netaqna.

Primetimo da taqnost pretpostavke ∀y p(x, f(y, c)) ne zavisi od valuacije u
kojoj je y. Implikacija je taqna ako je pretpostavka netaqna ili ako je
posledica taqna, tako da mo�emo da tra�imo rexeǌe na dva naqina. Ako
tra�imo valuaciju u kojoj je posledica taqna, onda iz

v1(p(h(y), g(x))) = pN(hN(v1(y)), gN(v1(x))) = pN(v1(y))2), 5v1(x)) = 0,

sledi da mora biti v1(y))2 ≤ 5v1(x). Jedna takva valuacija je, na primer

v1 =
(
x y · · ·
1 1 · · ·

)
. Ako tra�imo, s druge strane, valuaciju u kojoj je pret-

postavka netaqna, onda je v1(∀y p(x, f(y, a))) = 0 ako postoji valuacija w ∼y v1
tako da w(p(x, f(y, a))) = 0. Ovo posledǌe va�i ako i samo ako pN(w(x), w(y) +
3) = 0, to jest ako nije w(x) ≤ w(y) + 3. Vidimo da je dovoǉno da vrednost
promenǉive x bude ve�a ili jednaka od 4, pa takva valuacija postoji. Vred-
nost promenǉive y ne utiqe na rezultat, pa tu mo�emo zadati bilo xta.

Jedna valuacija za koju je ispuǌeno sve navedeno je v1 =
(
x y · · ·
4 1 · · ·

)
.

Treba jox odrediti valuaciju u kojoj je formula netaqna. Neophodno je
da u toj valuaciji pretpostavka bude taqna, a posledica netaqna. Dakle,
treba da je v2(∀y p(x, f(y, c))) = 1 i v2(p(h(y), g(x))) = 0. Drugi uslov znaqi da

nije v2(y))2 ≤ 5v2(x), xto va�i za, na primer, v2 =
(
x y · · ·
0 1 · · ·

)
. Za svaku

valuaciju w ∼y v2 va�i da 0 = w(x) ≤ w(y) + 3, pa i w(p(x, f(y, c))) = 1. Tako
da je v2(∀y p(x, f(y, a))) = 1, pa navedena valuacija v2 zadovoǉava sve tra�ene
uslove. 4
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Primer 10.19 Dokazati da je formula F = ∀x∀y∀z((p(x)∧ p(y))⇒ p(z)) va	ana.

Treba dokazati da je proizvoǉna L-struktura model za F . Pretpostavim
suprotno: postoji L-struktura M i valuacija v : Var → M tako da v(F ) = 0.
Dakle, v

(
∀x∀y∀z((p(x)∧p(y))⇒ p(z))

)
= 0. Tada postoji valuacija v′ ∼x v tako

da v′
(
∀y∀z((p(x) ∧ p(y))⇒ p(z))

)
= 0. Daǉe, postoji valuacija v′′ ∼y v′ tako da

v′′
(
∀z((p(x)∧ p(y))⇒ p(z))

)
= 0. Konaqno, za svaku valuaciju v′′′ ∼z v′′ va�i da

v′′′
(
(p(x) ∧ p(y))⇒ p(z)

)
= 0. Sledi da za svaku takvu v′′′ va�i da

v′′′(p(x) ∧ p(y)) = 1 v′′′(p(z)) = 0
v′′′(p(x)) = 1 v′′′(p(y)) = 1 v′′′(p(z)) = 0

pM(v′′′(x)) = 1 pM(v′′′(y)) = 1 pM(v′′′(z)) = 0

neka je v′′′ : Var →M takva da

v′′′(x) = v′′(x) v′′′(y) = v′′(y) v′′′(z) = v′′(x).

Tada je pM(v′′(x)) = 1, pM(v′′(y)) = 1 i pM(v′′(x)) = 0. Dobili smo da je istovre-
meno pM(v′′(x)) = 1 i pM(v′′(x)) = 0, xto je nemogu�e, pa polazna formula jeste
vaǉana. 4

Primer 10.20 Dokazati da je formula F = ∀x(p(x) ∧ q(x)) ⇔ (∀xp(x) ∧ ∀xq(x))
va	ana.

Pretpostavim da F nije vaǉana: tada postoji L-struktura M i valuacija
v : Var →M tako da v(F ) = 0, to jest v

(
∀x(p(x) ∧ q(x))⇔ (∀xp(x) ∧ ∀xq(x))

)
= 0.

Sada imamo dve mogu�nosti:

1)v(∀x(p(x) ∧ q(x))) = 1 v(∀xp(x) ∧ ∀xq(x)) = 0
2)v(∀x(p(x) ∧ q(x))) = 0 v(∀xp(x) ∧ ∀xq(x)) = 1

U prvom sluqaju iz druge relacije da je v(∀xp(x)) = 0 (sluqaj 1′) ili v(∀xq(x)) =
0 (sluqaj 1′′). Za 1′: postoji valuacija v′ ∼x v tako da v′(p(x)) = 0. Iz
v(∀x(p(x)∧q(x))) = 1 sledi da za svaku valuaciju w ∼x v va�i da w(p(x)∧q(x)) =
1. Mo�emo uzeti w = v′. Tada je v′(p(x) ∧ q(x)) = 1, to jest v′(p(x)) = 1
i v′(q(x)) = 1. Zakǉuqak sa poqetka sluqaja 1′ je da v′(p(x)) = 0, xto je
kontradikcija. Sluqaj 1′′: postoji valuacija v′′ ∼x v tako da v′′(q(x)) = 0.
Ponovo se pozivaju�i na prvu prepostavku sluqaja 1, dobijamo da v′′(p(x)) = 1
i v′′(q(x)) = 1, xto je ponovo kontradikcija. Tako da je sluqaj 1 nemogu�.

U drugom sluqaju iz druge relacije sledi da v(∀xp(x)) = 1 i v(∀xq(x)) = 1.
Kako je v(∀x(p(x)∧ q(x))) = 0 postoji v′ ∼x v tako da v′(p(x)∧ q(x)) = 0. Tada je
v′(p(x)) = 0 (sluqaj 2′) ili v′(q(x)) = 0 (sluqaj 2′′). Za 2′: kako je v(∀xp(x)) = 1
onda je za svaku valuaciju w ∼x v taqno w(p(x)) = 1. Neka je w = v′. Onda
je v′(p(x)) = 1, xto je kontradikcija. Za 2′′: na sliqan naqin iz v(∀xq(x)) = 1
sledi da je v′(q(x)) = 1, xto je nemogu�e. Dakle, i u drugom sluqaju smo
dobili kontradikciju, tako da polaza formula jeste vaǉana. 4

Primer 10.21 Dokazati da formula F = ∀x∃yp(x, y)⇒ ∃y∀xp(x, y) nije va	ana.

Da formula nije vaǉana, znaqilo bi da postoji L-struktura M koja nije
model za F , to jest struktura M i valuacija v tako da v(F ) = 0. Odredi�emo
jednu takvu strukturu M i to je onda jedan kontramodel za datu formulu.
Neka je M = N i pN =≤. Pretpostavimo suprotno: za svaku valuaciju
v : Var → N je v(F ) = 1. Tada iz v(∀x∃yp(x, z) ⇒ ∃y∀xp(x, y)) sledi da
v(∀x∃yp(x, y)) = 0 ili v(∃y∀xp(x, y)) = 1. Prvi sluqaj: postoji valuacija
v′ ∼x v tako da v′(∃yp(x, y)) = 0. Odatle sledi da za svaku valuaciju v′′ ∼y v′
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va�i v′′(p(x, y)) = 0. Neka je v′′ : Var → N zadata sa v′′(x) = v′(x) i v′′(y) =
v′(x) + 1. Tada je pN(v′(x), v′(x) + 1) = 0, to jest nije v′(x) ≤ v′(x) + 1, xto je
nemogu�e jer su u pitaǌu prirodni brojevi.

U drugom sluqaju postoji valuacija v′ ∼y v tako da v′(∀xp(x, y)) = 1. To
znaqi da za svaku v′′ ∼x v′ va�i v′′(p(x, y)) = 1. Neka je v′′(y) = v′(y) i v′′(x) =
v′(y)+1. Tada je pN(v′(y)+1, v′(y)) = 1, to jest v′(y)+1 ≤ v′(y), xto nije mogu�e.
Sledi da je formula F netaqna u svakoj valuaciji ovako zadate strukture,
i time je odre�en i jedan kontramodel za F . 4

10.1 Metod tabloa
Metod tabloa za iskazni raqun �emo proxiriti tako da va�i i za formule
predikatske logike, to jest pomo�u ove metode �e biti mogu�e dokazivaǌe
vaǉanosti predikatskih formula. Sliqno kao u sluqaju iskazne logike, u
korenu binarnog drveta je formula ⊥F i koristimo pravila α i β za granaǌe
drveta. Sem te dve vrste pravila uvodimo i pravila koja se odnose na for-
mule sa kvantorima:

• γ pravila, i odgovaraju�e formule su formule tipa γ. To su:

>((∀x)p(x))

>(p(a))

a je bilo koji simbol konstante

⊥((∃x)p(x))

⊥(p(a))

a je bilo koji simbol konstante

• δ pravila, i odgovaraju�e formule su formule tipa δ. To su:

>((∃x)p(x))

>(p(a))

a je novi simbol konstante

⊥((∀x)p(x))

⊥(p(a))

a je novi simbol konstante

Mo�e se dokazati da je ako je tablo za predikatsku formulu zatvoren, onda
je ta formula vaǉana.

Primer 10.22 Metodom tabloa dokazati da je formula ∀y(∀xp(x) ⇒ p(y)) va-
	ana.

1.⊥((∀y)((∀x)p(x)⇒ p(y)))

2.⊥((∀x)p(x)⇒ p(a)) (1)]

3.>((∀x)p(x)) (2)

4.⊥(p(a)) (2)

5.>(p(a)) (3)
X(4, 5)

4

Primer 10.23 Metodom tabloa dokazati da je formula ∀x∀y((p(x, y) ∨ q(x)) ⇒
r(x))⇒ (∃x¬r(x)⇒ ∃x∀y¬p(x, y)) va	ana.
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1.⊥
(
(∀x)(∀y)((p(x, y) ∨ q(x))⇒ r(x))⇒ ((∃x)¬r(x)⇒ (∃x)(∀y)¬p(x, y))

2.>
(
(∀x)(∀y)((p(x, y) ∨ q(x))⇒ r(x))

)
(1)

3.⊥
(
(∃x)¬r(x)⇒ (∃x)(∀y)¬p(x, y)

)
(1)

4.>((∃x)¬r(x)) (3)

5.⊥((∃x)(∀y)¬p(x, y)) (3)

6.>(¬r(a)) (4)

7.⊥(r(a)) (6)

8.>((∀y)((p(a, y) ∨ q(a))⇒ r(a))) (2)

9.⊥((∀y)¬p(a, y)) (5)

10.⊥(¬p(a, b)) (9)

11.>(p(a, b)) (10)

12.>((p(a, b) ∨ q(a))⇒ r(a)) (8)

13.⊥(p(a, b) ∨ q(a)) (12)

15.⊥(p(a, b)) (13)

16.⊥(q(a)) (13)
X(11, 15)

14.>(r(a)) (12)
X(7, 14)

4

Zadaci

1. Neka je L jezik predikatske logike zadat sa Fun = {f, g}, Rel = {p, q}
i Const = {a}, gde je ar(f) = ar(q) = 1 i ar(g) = ar(p) = 2. Neka je
L-struktura

(
Z, fZ, gZ, pZ, qZ, aZ) na skupu celih brojeva Z sa:

fZ(x) = −x pZ(x, y) = 1 ako je x | y
gZ(x, y) = x · y qZ(x) = 1 ako je x pozitivan broj

aN = 1

(a) Odrediti vrednosti terma f(g(g(x, y), f(a))) i g(f(y), z) u valuaciji

v =
(
x y z · · ·
2 3 4 · · ·

)
.

(b) Odrediti taqnost formula q(f(g(x, y)))⇔ q(y) i ¬p(f(x), z) ∨ q(f(a))

u valuaciji w =
(

x y z · · ·
−2 −3 4 · · ·

)
.

(c) Odrediti da li je ova struktura model ili kontramodel za reqe-
nice ∀x∃yp(x, y)⇒ ∀xq(g(x, f(x))) i ∀x(q(x) ∨ q(a)).

(d) Reqenicama datog jezika izraziti slede�a svojstva ove strukture:
-Svaki ceo broj je deǉiv sa 1.
-Ako ceo broj nije nula, onda je on pozitivan ili je suprotni broj
tog broja pozitivan.

2. Neka je L-struktura
(
Z, fZ, gZ, pZ, qZ, aZ) zadata kao u prethodnom za-

datku. Ako je mogu�e, odrediti valuacije v1 i v2 u kojima je formula
∃yq(f(y))⇔ p(a, g(x, y)) taqna, odnosno netaqna.
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3. Neka je L jezik predikatske logike zadat sa Fun = {f, g, h}, Rel = {p, q}
i Const = {a}, gde je ar(h) = ar(q) = 1 i ar(f) = ar(g) = ar(p) = 2.
Neka je L-struktura

(
P(N), fP(N), gP(N), hP(N), pP(N), qP(N), aP(N)

)
zadata na

partitivnom skupu skupa prirodnih brojeva P(N) sa:

fP(N)(x, y) = x \ y pP(N)(x, y) = 1 ako je x ⊆ y
gP(N)(x, y) = x ∩ y qP(N)(x) = 1 ako je x konaqan skup
hP(N)(x) = xc aP(N) = ∅

(a) Odrediti vrednosti terma g(f(z, x), y) i taqnost formule q(h(a)) ∨
¬p(f(x, z), g(x, y)) u valuaciji

v =
(

x y z · · ·
{1, 3, 5, 7, . . . } {2, 4, 6, 8, . . . } {0, 1, 2, 3, 4, 5} · · ·

)
.

(b) Odrediti valuaciju v1 u kojoj je formula ∀xp(x, y) ∧ ∃yq(g(x, y))
taqna.

(c) Odrediti valuaciju v2 u kojoj je formula ∀x∀yp(h(x), h(g(x, y))) ⇒
p(h(y), h(f(x, y))) netaqna.

4. Dokazati da je formula ∃x∀yp(x, y)⇒ ∀y∃xp(x, y) vaǉana.

5. Dokazati da je formula ∀x(p(x)⇒ ∀yq(x, y)) ∧ ∃xp(x)⇒ ∃xq(x, x) vaǉana.

6. Dokazati da formula ∀x(p(x, f(x)) ⇒ p(f(x), x)) nije vaǉana i pri tom
na�i kontramodel konaqnog domena.

7. Na�i jedan model formule ∀x(p(x)⇒ p(f(x))).

8. Metodom tabloa dokazati da je formula ∀x(p(x) ⇒ q(x)) ⇒ (∀xp(x) ⇒
∀xq(x)) vaǉana.

9. Metodom tabloa dokazati da je formula ∀x((p(x)∨q(x))⇒ r(x))⇒ (∃x¬r(x)⇒
∃x¬p(x)) vaǉana.

10. Metodom tabloa dokazati da je formula ∀x∃y∃z(p(x, z)⇒ q(x, y))⇒ (∀x∀zp(x, z)⇒
∀x∃yq(x, y)) vaǉana.

11. Metodom tabloa dokazati da je formula (H ∧K)⇒ L vaǉana, gde je H =
∀x(p(x)⇒ ∃y(q(x, y)∨r(x, y))), K = ∃x∀y¬r(x, y) i L = ∀xp(x)⇒ ∃x∃yq(x, y).

11 Rexeǌa zadataka
Glava 1

Glava 2

1. Va�i

x ∈ (A ∩B)4 (A ∩ C) akko x ∈ (A ∩B) \ (A ∩ C) ili x ∈ (A ∩ C) \ (A ∩B)
akko (x ∈ A i x ∈ B i nije x ∈ A ∩ C) ili

(x ∈ A i x ∈ C i nije x ∈ A ∩B)
akko (x ∈ A i x ∈ B i (x /∈ A ili x /∈ C)) ili

(x ∈ A i x ∈ C i (x /∈ A ili x /∈ B))
akko (x ∈ A i x ∈ B i x /∈ A) ili (x ∈ A i x ∈ B i x /∈ C) ili

(x ∈ A i x ∈ C i x /∈ A) ili (x ∈ A i x ∈ C i x /∈ B)
akko (x ∈ A i x ∈ B i x /∈ C) ili (x ∈ A i x ∈ C i x /∈ B)
akko (x ∈ A i x ∈ B \ C) ili (x ∈ A i x ∈ C \B)
akko x ∈ A i (x ∈ B \ C ili x ∈ C \B)
akko x ∈ A i x ∈ (B \ C) ∪ (C \B)
akko x ∈ A ∩ (B 4 C).
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2. Kako je A4B = (A \B) ∪ (B \A), imamo da je

x ∈ (A \B) ∪ (B \A) akko (x ∈ A i x /∈ B) ili (x ∈ B i x /∈ A)
akko (x ∈ A ili (x ∈ B i x /∈ A)) i

(x /∈ B ili (x ∈ B i x /∈ A))
akko (x ∈ A ili x ∈ B) i (x ∈ A ili x /∈ A) i

(x /∈ B ili x ∈ B) i (x /∈ B ili x /∈ A))
akko (x ∈ A ili x ∈ B) i (x /∈ B ili x /∈ A))
akko x ∈ A ∪B i x /∈ A ∩B
akko x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B).

3.

x ∈ A \ (B \ C) akko x ∈ A i x /∈ B \ C
akko x ∈ A i nije x ∈ B \ C
akko x ∈ A i nije (x ∈ B i x /∈ C)
akko x ∈ A i (x /∈ B ili x ∈ C)
akko (x ∈ A i x /∈ B) ili (x ∈ A i x ∈ C)
akko x ∈ A \B ili x ∈ A ∩ C
akko x ∈ (A \B) ∪ (A ∩ C).

4.

x ∈ (A \B) ∩ (C \D) akko x ∈ A \B i x ∈ C \D
akko x ∈ A i x /∈ B i x ∈ C i x /∈ D
akko x ∈ A i x ∈ C i x /∈ B i x /∈ D
akko x ∈ A ∩ C i x /∈ B ∪D
akko x ∈ (A ∩ C) \ (B ∪D)

5. Dovoǉno je dokazati da iz 1. sledi 2.,iz 2. sledi 3. i iz 3. sledi 1.
(a)⇒(b) Pretpostavimo da je A ⊆ B. Treba dokazati da je A ∩ B = A.
Ako je x ∈ A ∩ B, jasno je da je x ∈ A, pa imamo A ∩ B ⊆ A. Neka je
x ∈ A. Zbog pretpostavke je A ⊆ B, pa x ∈ B. Dakle, x ∈ A i x ∈ B, pa je
x ∈ A∩, qime smo dokazali A ⊆ A∩B. Poxto va�i i obrnuta inkluzija,
imamo A ∩B = A.
(b)⇒(v) Pretpostavimo da je A∩B = A. Treba dokazati da je A∪B = B.
Sigurno je B ⊆ A ∪ B. Neka je x ∈ A ∪ B. Tada je x ∈ A (xto je jednako
A∩B prema pretpostavci) ili x ∈ B. Dakle, x ∈ A∩B ili x ∈ B. Sledi
da je (x ∈ A i x ∈ B) ili x ∈ B, pa mora biti da je x ∈ B. Ovim smo
dokazali da je A ∪B ⊆ B.
(v)⇒(a) Pretpostavimo da je A ∪ B = B. Doka�imo da je A ⊆ B. Neka
je x ∈ A. Tada je i x ∈ A ∪ B, a prema pretpostavci posledǌi skup je
jednak B, pa imamo x ∈ B.

6. Pretpostavimo prvo da va�i jednakost A∩(B∪C) = (A∩B)∪C. Doka�imo
da je C ⊆ A.

Iz x ∈ C sledi x ∈ (A ∩B) ∪ C
sledi x ∈ A ∩ (B ∪ C) na osnovu pretpostavǉene jednakosti

sledi x ∈ A.
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Pretpostavimo sada da je C ⊆ A. Doka�imo da va�i navedena jednakost.

x ∈ A ∩ (B ∪ C) akko x ∈ A i (x ∈ B ili x ∈ C)
akko (x ∈ A i x ∈ B) ili (x ∈ A i x ∈ C)
akko x ∈ A ∩B ili x ∈ A ∩ C

koriste�i prethodni zadatak va�i A ∩ C = C akko C ⊆ A
akko x ∈ A ∩B ili x ∈ C
akko x ∈ (A ∩B) ∪ C.

7. Pretpostavimo da je C ⊆ A ∪B. Doka�imo Bc ∩ C ⊆ A.

x ∈ Bc ∩ C sledi x ∈ Bc i x ∈ C
sledi x /∈ B i x ∈ A ∪B iz pretpostavke

sledi x /∈ B i (x ∈ A ili x ∈ B)
sledi (x ∈ B i x ∈ A) ili (x /∈ B i x ∈ B)
sledi x ∈ B i x ∈ A
sledi x ∈ A.

Ako pretpostavimo Bc ∩ C ⊆ A, onda je

x ∈ C sledi x ∈ Bc ∪ C
sledi x ∈ A iz pretpostavke

sledi x ∈ A ∪B.

8. P(P(∅)) = P({∅}) = {∅, {∅}}.

9. Doka�imo prvo da je P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B).

X ∈ P(A) ∪ P(B) sledi X ∈ P(A) ili X ∈ P(B)
sledi X ⊆ A ili X ⊆ B
sledi X ⊆ A ∪B.

Pretpostavimo da je A ⊆ B ili B ⊆ A. Tada je A∪B = B ili A∪B = A
respektivno. Ako je A ∪B = B, onda je

X ∈ P(A ∪B) sledi X ⊆ A ∪B
sledi X ⊆ B
sledi X ∈ P(B)
sledi X ∈ P(A) ∪ P(B).

Sliqno, ako je A ∪ B = A, dobijamo da iz X ∈ P(A ∪ B) sledi X ∈
P(A) ∪ P(B). Dakle, zakǉuqujemo da ako je A ⊆ B ili B ⊆ A, onda je
P(A) ∪ P(B) = P(A ∪B).

10. Primetimo da je x ∈ A\B ako i samo ako x ∈ A i nije x ∈ B, xto mo�emo
zapisati kao x ∈ A i x ∈ Bc, pa je A \ B = A ∩ Bc. Daǉe, posmatrajmo
skup (Ac ∩ Bc)c. Prema De Morganovim zakonima i osobini (Ac)c = A,
va�i

(Ac ∩Bc)c = (Ac)c ∪ (Bc)c = A ∪B.

11. Neka su skupovi A = {1, 2}, B = {2, 3}, C = {2, 4}. Tada je A ∩ B = {2} =
A ∩ C, ali je oqidledno B 6= C.
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12.

(a, c) ∈ (A ∩B)× (C ∩D)) akko a ∈ A ∩B i c ∈ C ∩D
akko a ∈ A i a ∈ B i c ∈ C i x ∈ D
akko (a, c) ∈ A× C i (a, c) ∈ B ×D
akko (a, c) ∈ (A× C) ∩ (B ×D).

13.

(a, b) ∈ A× (B \ C) akko a ∈ A i b ∈ B \ C
akko a ∈ A i b ∈ B i c /∈ C
akko (a, b) ∈ A×B i (a, b) /∈ A× C
akko (a, b) ∈ (A×B) \ (A× C).

Glava 3

1. Dakle, pretpostavka je da je ρ ◦ σ ⊆ ρ i ρ ◦ σ−1 ⊆ ρ.

(a, b) ∈ ρ ∩ (τ ◦ σ) sledi (a, b) ∈ ρ i (a, b) ∈ τ ◦ σ
sledi (a, b) ∈ ρ i postoji c ∈ A tako da (a, c) ∈ σ i (c, b) ∈ τ
sledi c ∈ A : (a, b) ∈ ρ i (c, a) ∈ σ−1 i (c, b) ∈ τ
sledi c ∈ A : (c, b) ∈ ρ ◦ σ−1 ⊆ ρ i (a, c) ∈ σ i (c, b) ∈ τ
sledi c ∈ A : (c, b) ∈ ρ i (a, c) ∈ σ i (c, b) ∈ τ
sledi c ∈ A : (c, b) ∈ ρ ∩ τ i (a, c) ∈ σ
sledi (a, b) ∈ (ρ ∩ τ) ◦ σ.

(a, b) ∈ (ρ ∩ τ) ◦ σ sledi postoji c ∈ A tako da (a, c) ∈ σ i (c, b) ∈ ρ ∩ τ
sledi c ∈ A : (a, c) ∈ σ i (c, b) ∈ ρ i (c, b) ∈ τ
sledi (a, b) ∈ τ ◦ σ i (a, b) ∈ ρ ◦ σ ⊆ ρ
sledi (a, b) ∈ τ ◦ σ i (a, b) ∈ ρ
sledi (a, b) ∈ ρ ∩ (τ ◦ σ) i (a, b) ∈ ρ.

2. (a) Neka je (a, b), (b, a) ∈ ρ−1. Tada je (b, a), (a, b) ∈ ρ, pa je a = b, xto
znaqi da je ρ−1 antisimetriqna. Ako je (a, b), (b, a) ∈ ρ ∩ σ, onda je
(b, a), (a, b) ∈ ρ, pa je a = b, a time je i ρ ∩ σ antisimetriqna.

(b) Pretpostavimo da je ρ ∪ σ antisimetriqna. Neka je (a, b) ∈ ρ ∩ σ−1.
Tada je (a, b) ∈ ρ i (a, b) ∈ σ−1, to jest (a, b) ∈ ρ i (b, a) ∈ σ. Imamo
da je (a, b), (b, a) ∈ ρ ∪ σ, a ta relacija je antisimetriqna, pa mora
biti a = b, Dakle,(a, b) ∈ 4A.
Pretpostavimo da je ρ∩σ−1 ⊆ 4A. Neka je (a, b), (b, a) ∈ ρ∪σ. Imamo
qetiri sluqaja. Prvi je da (a, b), (b, a) ∈ ρ, a tada iz simetriqosti
ρ sledi da je a = b. Drugi je da (a, b), (b, a) ∈ σ. Sliqno je i tada
a = b. Treci sluqaj je da (a, b) ∈ ρ i (b, a) ∈ σ. Tada je (a, b) ∈ ρ i
(a, b) ∈ σ−1, pa je (a, b) ∈ ρ∩σ−1. Prema pretpostavci, va�i ρ∩σ−1 ⊆
4A, pa je (a, b) ∈ 4A, to jest a = b. Qetvrti sluqaj je (b, a) ∈ ρ i
(a, b) ∈ σ. Ovde se, sliqno kao u tre�em sluqaju, izvede da je a = b.
Poxto je a = b u svakom sluqaju, onda je ρ ∪ σ antisimetriqna.

3. (a) Neka su (x, y), (y, z) ∈ σn. Tada je x + n ≤ y i y + n ≤ z. Sledi da
je y ≤ z − n, pa je x + n ≤ y ≤ z − n ≤ z. Dakle, (x, z) ∈ σn, pa
kako su x, y, z proizvoǉni prirodni brojevi, sledi da je relacija
σn tranzitivna.
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(b) Pretpostavimo da je m ≤ n. Neka je (x, y) ∈ σn. Tada je x + n ≤ y.
Posmatrajmo broj x+m. Va�i da je x+m ≤ x+n ≤ y. Dakle, (x, y) ∈
σm. Pretpostavimo da je σn ⊆ σm. Tada va�i x+n ≤ y ⇒ x+m ≤ y,
za sve x, y ∈ N. Neka je x = 0 i y = n. Va�i da je 0 + n ≤ n, pa je i
0 +m ≤ n, to jest m ≤ n.

(v)

Iz (x, y) ∈ σm ◦ σn sledi postoji z ∈ N tako da (x, z) ∈ σn i (z, y) ∈ σm
sledi z ∈ N : x+ n ≤ z i z +m ≤ y
sledi x+m+ n ≤ z +m ≤ y
sledi (x, y) ∈ σm+n.

4. Za x = 1 va�i 12 + 12 = 2 > 1, pa (1, 1) /∈ ρ, xto znaqi da ρ nije re-
fleksivna. Va�i da je 02 + 02 = 0 ≤ 1, pa je (0, 0) ∈ ρ, pa ρ nije ni an-
tirefleksivna. Zbog komutativnosti sabiraǌa realnih brojeva va�i
x2 + y2 ≤ 1 ⇒ y2 + x2 ≤ 1, pa je ρ simetriqna. Va�i da je ( 1

2 )2 + ( 1
3 )2 ≤ 1

i ( 1
3 )2 + (1

2 )2 ≤ 1, ali je 1
2 6=

1
3 . Dakle, ρ nije antisimetriqna. Nije ni

tranzitivna: 12 + 02 ≤ 1 i 02 + 12 ≤ 1, ali nije 12 + 12 ≤ 1.

5. Nije refleksivna, jer je, na primer, −1 6= | − 1| = 1, pa nije (−1,−1) ∈ ρ.
Nije antirefleksivna: 1 = |1|, pa je (1, 1) ∈ ρ. Nije simetriqna: 1 = |−1|
i −1 6= |1|, xto znaqi da je (1,−1) ∈ ρ i (−1, 1) /∈ ρ. Daǉe, neka je
(x, y), (y, x) ∈ ρ. Tada je x = |y| i y = |x|, pa su i x i y nenegativni
brojevi. Tako�e je x = |y| = y, pa je relacija antisimetriqna. Neka je
(x, y), (y, z) ∈ ρ. To znaqi da je x = |y| i y = |z|, pa su x i y nenegativni
brojevi, a onda je i x = y = |z|. Dakle, ρ je tranzitivna.

6. Koristimo karakterizaciju relacije ekvivalencije date u primeru 3.17.
Pretpostavimo prvo da je σ◦ρ = ρ◦σ. Neka je (a, a) ∈ 4A. Relacije ρ i σ
su relacije ekvivalencije, pa je 4A ⊆ ρ i 4A ⊆ σ. Tada je element a ∈ A
je takav da (a, a) ∈ ρ i (a, a) ∈ σ, pa je (a, a) ∈ σ ◦ ρ. Dakle, 4A ⊆ σ ◦ ρ.
Tako�e, va�i ρ−1 = ρ i σ−1 = σ, pa je prema 3.8

(σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1 = ρ ◦ σ = σ ◦ ρ.

Dokazali smo i da je (σ ◦ ρ)−1 = σ ◦ ρ. Da bi σ ◦ ρ bila relacija ek-
vivalencije, treba jox dokazati da (σ ◦ ρ) ◦ (σ ◦ ρ) = σ ◦ ρ. Koriste�i
pretpostavku i tvr�eǌe 3.6 va�i

(σ ◦ ρ) ◦ (σ ◦ ρ) = σ ◦ ρ ◦ σ ◦ ρ = σ ◦ ρ ◦ ρ ◦ σ = σ ◦ ρ ◦ σ = σ ◦ σ ◦ ρ = σ ◦ ρ.

Pretpostavimo sada da je σ ◦ ρ relacija ekviivalencije. Doka�imo da
je σ ◦ ρ = ρ ◦ σ. Va�i

σ ◦ ρ = (σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1 = ρ ◦ σ.

7. Relacije ρ i σ su relacije poretka, pa je 4A ⊆ ρ i 4A ⊆ σ. Time je i
4A ⊆ σ−1, pa i 4A ⊆ ρ ∩ σ−1. Daǉe je

(ρ ∩ σ−1) ∩ (ρ ∩ σ−1)−1 = (ρ ∩ σ) ∩ (ρ−1 ∩ σ) = ρ ∩ σ−1 ∩ ρ−1 ∩ σ
= (ρ ∩ ρ−1) ∩ (σ ∩ σ−1) ⊆ 4A ∩4A = 4A

Ostalo je jox da se doka�e tranzitivnost. Neka su (a, b), (b, c) ∈ ρ ∩ σ−1.
Tada je (a, b), (b, c) ∈ ρ, pa i (a, c) ∈ ρ. Tako�e je (a, b), (b, c) ∈ σ−1, pa
(b, a), (c, b) ∈ σ, a time i (c, a) ∈ σ ⇒ (a, c) ∈ σ−1. Sledi da je (a, c) ∈ ρ∩σ−1.
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8. Neka je ρ ⊆ A × A relacija koja zadovoǉava tra�ene uslove. Neka je
(a, b) ∈ ρ proizvoǉni element. Kako je ρ simetriqna, va�i (b, a) ∈ ρ.
Dakle, imamo (a, b), (b, a) ∈ ρ, koja je antisimetriqna, pa je a = b. To
znaqi da je (a, b) ∈ 4A, pa je ρ ⊆ 4A. Zbog refleksivnosti relacije ρ
va�i 4A ⊆ ρ, p amora biti 4A = ρ.

9. (a) U oba sluqaja pretpostavimo suprotno: postoji najmaǌi (najve�i)
element a. Tada je, prema komentaru posle definicije, a i jedini
minimalni (maksimalni). Dobili smo kontradikciju.

(b) Pretpostavimo da je a najmaǌi element u odnosu na ≺. Tada je za
svako x ∈ A a ≺ x. Ovo je ekvivalentno sa izjavom da je za svako
x ∈ A x ≺−1 a. To upravo znaqi da je a najve�i u odnosu na ≺−1.
Ako je a minimalni u odnosu na ≺, to znaqi da za svako x ∈ A
va�i x ≺ a ⇒ x = a. To je ekvivalentno iskazu: za svako x ∈ A
je a ≺−1 x ⇒ x = a. Posledǌe upravo znaqi da je a maksimalni u
odnosu na ≺−1. Sliqno se doka�e i ostatak tvr�eǌa.

10. Za svako x ∈ R va�i cosx = cosx, pa je ∼ refleksivna. Tako�e, za sve
x, y ∈ R va�i da cosx = cos y ⇒ cos y = cosx, pa je ∼ i simetriqna. Za
x, y, z ∈ R: ako je cosx = cos y i cos y = cos z, onda je cosx = cos z, pa va�i
tranzitivnost. Dakle, ∼ je relacija ekvivalencije. Daǉe, va�i

Cα = {x ∈ R | cosx = cosα} = {x ∈ R | x = ±α+2kπ, za k ∈ Z} = {±α+2kπ | k ∈ Z}.

11. Za svaki elemnent (x, y) ∈ B va�i da je xy = xy, pa je ∼ refleksivna. Ako
je (x, y) ∼ (z, t) onda je xy = zt, pa i zt = xy, a time i (z, t) ∼ (x, y). Neka je
(x, y) ∼ (z, t) i (z, t) ∼ (r, s). Tada je xy = zt i zt = rs, pa je xy = rs, to jest
(x, y) ∼ (r, s). Dakle, relacija ∼ je relacija ekvivalencije. Primetimo
da je

C(0,0) = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (2, 0)} = C(0,1) = C(0,2) = C(1,0) = C(2,0)

C(1,1) = {(1, 1)}
C(1,2) = {(1, 2), (2, 1)} = C(2,1)

C(2,2) = {(2, 2)},

pa je koliqniqki skup jednak

B/ ∼= {{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (2, 0)}, {(1, 1)}, {(1, 2), (2, 1)}, {(2, 2)}}.

12. Kako je za sve (x, y) ∈ C |x| ≤ |x| i y | y, onda je (x, y) ≺ (x, y), pa je ≺
refleksivna. Neka je (x, y) ≺ (z, t) i (z, t) ≺ (x, y). Tada je

|x| ≤ |z| y | t |z| ≤ |x| t | y.

Prema tome kako su definisani skupovi A i B jasno je da je x = z
i y = t. Dakle, (x, y) = (z, t), pa je ≺ antisimetriqna. Proverimo i
tranzitivnost. Neka su (x, y), (z, t), (r, s) ∈ C takvi da (x, y) ≺ (z, t) i
(z, t) ≺ (r, s). Tada je

|x| ≤ |z| y | t |z| ≤ |r| t | s.

Sledi da je |x| ≤ |r| i y | s, pa je (x, y) ≺ (r, s).

Kako je za sve (x, y) ∈ C |0| ≤ |x| i 2 | y, onda je element (0, 2) najmaǌi.
Tako�e je za sve (x, y) |x| ≤ | − 6| i y| | 32, pa je (−6, 32) najve�i element.
Samim tim, jedini minimalni je (0, 2) i jedini maksimalni (−6, 32).
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13. Za svaki skup va�i da je X ⊆ X, pa je ≺ refleksivna. Tako�e, prema
tvr�eǌu 2.4, ako je X ⊆ Y i Y ⊆ X, onda je X = Y . Neka su jox
X,Y, Z ∈ A. Ako je X ⊆ Y i Y ⊆ Z, onda je X ⊆ Z.
Jasno je da je svaki element X ∈ A takav da X ⊆ B, pa je B najve�i
element. Tada je i jedini maksimalni B. Ako je skup A jednoqlan,
na primer A = {a}, onda je B = P({a})∅ = {{a}} i tada postoji najmaǌi
element: to je {a}. Ako skup A ima bar dva elementa, onda je, na primer,
A = {a1, a2, . . . }. Ako je X najmaǌi element, onda mora biti X ⊆ {a1} i
X ⊆ {a2}, xto je nemogu�e. Dakle, u tom sluqaju najmaǌi ne postoji.
Ako je A jednoqlan, jedini minimalni je {a}. Ako ima bar dva elementa,
onda va�i: ako je b ∈ A bilo koji element, tada je taqno da za svako
X ∈ B X ⊆ {b} ⇒ X = {b}. Dakle, svi jednoqlani skupovi su minimalni.

Glava 4

1. Neka je z ∈ Z proizvoǉni element. Treba dokazati da postoji y ∈ Y tako
da g(y) = z. Kako je g ◦ f ”na”, to postoji x ∈ X tako da (g ◦ f)(x) = z, to
jest g(f(x)) = z. Stavimo f(x) = y. Tada va�i g(y) = z.

2.

z ∈ (g ◦ f)[A] akko postoji x ∈ A tako da (g ◦ f)(x) = z

akko postoji x ∈ A tako da g(f(x)) = z

akko postoji x ∈ A i f(x) = y i g(y) = z

akko postoji y ∈ Y tako da y ∈ f [A] i g(y) = z

akko z ∈ g[f [A]].

x ∈ (g ◦ f)−1[B] akko (g ◦ f)(x) ∈ B
akko g(f(x)) ∈ B
akko f(x) ∈ g−1[B]
akko x ∈ f−1[g−1[B]].

3. Poxto su f i g bijekcije, onda su i ”1-1” i ”na”. Prema ve� ura�enom
primeru, kada su f i g ”1-1”, onda je i g ◦ f ”1-1”. Treba dokazati da
je g ◦ f ”na”. Neka je z ∈ Z. Kako je g ”na”, onda postoji y ∈ Y tako da
g(y) = z. Tako�e, iz y ∈ Y i f je ”na” sledi da postoji x ∈ X tako da
f(x) = y. Sada imamo (g ◦f)(x) = g(f(x)) = g(y) = z. Dakle, postoji x ∈ X
tako da (g ◦f)(x) = z, pa je g ◦f ”na”, a kako je i ”1-1”, onda je bijekcija.

4.

y ∈ f [A ∩B] akko postoji x ∈ A ∩B tako da f(x) = y

sledi x ∈ A i x ∈ B tako da f(x) = y

sledi y ∈ f [A] i y ∈ f [B]
sledi y ∈ f [A] ∩ f [B].

Neka je X = {1, 2, 3, 4} i Y = {α, β} i f takva da f(1) = f(2) = f(3) = f(4) =
α. Neka je jox A = {1, 2} i B = {3, 4}. Vidimo da je f [A ∩B] = f [∅] = ∅, a
f [A]∩f [B] = {α}∩{α} = {α}, pa nikako ne mo�e biti f [A]∩f [B] ⊆ f [A∩B].

5.

y ∈ f [A] \ f [B] akko y ∈ f [A] i y /∈ f [B]
sledi postoji x ∈ A i f(x) = y i x /∈ B
sledi x ∈ A \B i f(x) = y

sledi y ∈ f [A \B].
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Neka je X = {1, 2, 3, 4} i Y = {α, β} i f takva da f(1) = f(3) = α i
f(2) = f(4) = β. Neka je jox A = {1, 2, 3} i B = {1, 2}. Tada je f [A \ B] =
f [{3}] = {α} i f [A] \ f [B] = {α, β} \ {α, β} = ∅. Dakle, nemogu�e je da
f [A \B] ⊆ f [A] \ f [B].

6.

x ∈ f−1[A ∩B] akko f(x) ∈ A ∩B
akko f(x) ∈ A i f(x) ∈ B
akko x ∈ f−1[A] i x ∈ f−1[B]
akko x ∈ f−1[A] ∩ f−1[B].

7.

x ∈ f−1[A ∪B] akko f(x) ∈ A ∪B
akko f(x) ∈ A ili f(x) ∈ B
akko x ∈ f−1[A] ili x ∈ f−1[B]
akko x ∈ f−1[A] ∪ f−1[B].

8.

y ∈ f [A] ∪Bc sledi y ∈ f [A] i y ∈ Bc

sledi postoji x ∈ A : f(x) = y i y /∈ B
sledi x ∈ A : f(x) = y i f(x) /∈ B
sledi x ∈ A : f(x) = y i x /∈ f−1[B]
sledi x ∈ A \ f−1[B] i f(x) = y

sledi f(x) ∈ f [A \ f−1[B]] i f(x) = y

sledi y ∈ f [A \ f−1[B]].

y ∈ f [A \ f−1[B]] sledi postoji x ∈ A \ f−1[B] : f(x) = y

sledi postoji x ∈ A : f(x) = y i y /∈ B
sledi x ∈ A i x /∈ f−1[B] i f(x) = y

sledi x ∈ A i f(x) /∈ B i f(x) = y

sledi f(x) ∈ f [A] i f(x) ∈ Bc i f(x) = y

sledi y ∈ f [A] i y ∈ Bc

sledi y ∈ f [A] ∪Bc.

9. Kako je f [A] ⊆ Y i f [B] ⊆ Y , mora biti f [A] ∪ f [B] ⊆ Y . Treba dokazati
i obrnuto.

Iz y ∈ Y sledi postoji x ∈ X tako da f(x) = y, jer je f”na”

sledi x ∈ A ∪B i f(x) = y, jer je A ∪B = X

sledi x ∈ A ili x ∈ B; f(x) = y

sledi f(x) ∈ f [A] ili f(x) ∈ f [B]; f(x) = y

sledi y ∈ f [A] ∪ f [B].

10. (a) Pretpostavimo prvo da je f ”1-1”. Treba dokazati da je za svaki
skup A ⊆ X f−1[f [A]] = A. Neka je A ⊆ X priozvoǉan skup. Inkluz-
ija A ⊆ f−1[f [A]] va�i i bez pretpostavke da je f ”1-1”. Naime, ako
je x ∈ A onda je f(x) ∈ f [A], pa i x ∈ f−1[f [A]]. S druge strane

x ∈ f−1[f [A]] akko f(x) ∈ f [A]
sledi postoji y ∈ A tako da f(x) = f(y)
sledi x = y ∈ A, jer je f ”1-1”

sledi x ∈ A.
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Pretpostavimo sada da je za svaki skup A ⊆ X f−1[f [A]] = A. Treba
dokazati da je f ”1-1”. Neka je f(x1) = f(x2), za x1, x2 ∈ X. Va�i

f(x1) ∈ f [{x1}] = f [{x2}]⇒ x1 ∈ f−1[f [{x2}]].

Prema pretpostavci je f−1[f [{x2}]] = {x2}. Dakle, x1 ∈ {x2}, pa mora
biti x1 = x2, xto znaqi da je f ”1-1”.

(b) Definiximo funkciju g : P(Y ) → P(X) na slede�i naqin: za B ∈
P(Y ) g(B) = f−1[B]. Poxto je B ⊆ Y i f : X → Y , to je f−1[B] ⊆
X, a time i f−1 ∈ P(X). Dakle, funkcija g je dobro definisana.
Doka�imo da je ”na”. Neka je A ∈ P(X), to jest A ⊆ X. Kako je
f ”1-1”, preme prethodnom delu je f−1[f [A]] = A. Tada je g(f [A]) =
f−1[f [A]] = A. Dakle, skup f [A] se slika u A sa g, pa je g surjekcija.

11. (a) Neka je f ”na”. Treba dokazati da je za svaki skup B ⊆ Y f [f−1[B]] =
B. Inkluzija f [f−1[B]] ⊆ B va�i i bez pretpostavke da je f ”na”.

y ∈ f [f−1[B]] akko postoji x ∈ f−1[B] tako da f(x) = y

sledi f(x) ∈ B i f(x) = y

sledi y ∈ B.

Doka�imo i obrnuto:

y ∈ B sledi postoji x ∈ X tako da f(x) = y ∈ B, jer je f ”1-1”

sledi x ∈ f−1[B] i f(x) = y

sledi f(x) ∈ f [f−1[B]] i f(x) = y

sledi y ∈ f [f−1[B]].

Pretpostavimo sada da je za svaki skup B ⊆ Y f [f−1[B]] = B. Treba
dokazati da je f ”na”. Neka je y ∈ Y . Tada je f [f−1[Y ]] = Y , pa je
y ∈ f [f−1[Y ]]. To znaqi da postoji x ∈ f−1[Y ] = X tako da f(x) = y.
Naxli smo element iz X koji se slika u y, pa je f ”na”.

(b) Definiximo funkciju g : P(Y )→ P(X) kao i u prethodnom zadatku:
za B ∈ P(Y ) g(B) = f−1[B]. Jasno je da je g dobro definisana.
Doka�imo da je ”1-1”. Neka je g(B1) = g(B2). Tada je f−1[B1] =
f−1[B2], pa i f [f−1[B1]] = f [f−1[B2]]. Iz prethodnog dela sledi da je
B1 = B2.

12.

χ(A∩B∩C)\D = χA∩B∩C + χA∩B∩CχD

= χAχBχC + χAχBχCχD

χ(A\D)∩(B\D)∩(C\D) = χA\DχB\DχC\D

= (χA + χAχD)(χB + χBχD)(χC + χCχD)
= (χAχB + χAχBχD + χAχDχB + χAχDχBχD)(χC + χCχD)
= (χAχB + χAχBχD)(χC + χCχD)
= χAχBχC + χAχBχCχD + χAχBχDχC + χAχBχCχD

= χAχBχC + χAχBχCχD

Vidimo da je χ(A∩B∩C)\D = χ(A\D)∩(B\D)∩(C\D), pa va�i tra�ena jed-
nakost.
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13. Pretpostavimo da je (A \B) \ C = (B \ C) \A. Tada va�i

χ(A\B)\C = χ(B\C)\A sledi χA\B + χA\BχC = χB\C + χB\CχA

sledi χA + χAχB + χAχC + χAχBχC =
= χB + χBχC + χBχA + χBχCχA

sledi χA + χAχC = χB + χBχC

sledi χA + χC + χAχC = χB + χC + χBχC

sledi χA∪C = χB∪C ,

pa je prema tvr�eǌu 4.2 A ∪ C = B ∪ C.
Pretpostavimo da je A ∪ C = B ∪ C.

χA∪C = χB∪C sledi χA + χC + χAχC = χB + χC + χBχC

sledi χA + χAχC = χB + χBχC

sledi χA + χAχB + χAχC + χAχBχC =
= χB + χBχC + χAχB + χAχBχC

sledi χA\B + (χA + χAχB)χC =
= χB\C + (χB + χBχC)χA

sledi χA\B + χA\BχC = χB\C + χB\CχA

sledi χ(A\B)\C = χ(B\C)\A,

pa je (A \B) \ C = (B \ C) \A.

14. Pretpostavimo da je (A \B) \ C = A \B. Tada iz

χ(A\B)\C = χA\B sledi χA\B + χA\BχC = χA\B

sledi χA + χAχB + (χA + χAχB)χC = χA + χAχB

sledi χAχC + χAχBχC = 0
sledi χAχC = χAχBχC

sledi χA∩C = χA∩B∩C

sledi A ∩ C = A ∩B ∩ C
sledi A ∩B ⊆ C.

Ako je A ∩B ⊆ C, onda va�i da je A ∩ C = A ∩ C ∩B, pa iz

χA∩C = χA∩C∩B sledi χAχC = χAχBχC

sledi χAχC + χAχBχC = 0
sledi (χA + χAχB)χC = 0
sledi χA\B + χA\BχC = χA\B

sledi χ(A\B)\C = χA\B

sledi (A \B) \ C = A \B.

Glava 5

1. Neka je f : N≥5 → N zadata sa f(n) = n− 5. Dakle,

f : 5 7→ 0 6 7→ 1 7 7→ 2 · · ·

Ako je f(n) = f(m), za neke n,m ∈ N≥5, onda je n− 5 = m− 5, pa je n = m.
To znaqi da je f ”1-1”, treba jox dokazati da je ”na”. Neka je n ∈ N
bilo koji element. Tada je broj n+ 5 sigurno element skupa N≥5. Va�i
da f(n+ 5) = n+ 5− 5 = n.
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2. Zadajmo funkciju f : N \ {1, 3} → N sa:

0 7→ 0
2 7→ 1
4 7→ 2
5 7→ 3
6 7→ 4
· · ·

Preciznije

f : 0 7→ 0 2 7→ 1 k 7→ k − 2, za svako k ≥ 4.

Skupovi {0, 2} i {0, 1} su u bijektivnoj vezi preko funcije f . Sliqno kao
u prethodnom zadatku se doka�e da se preko f skup N≥4 slika bijektivno
na skup N≥2.

3. Neka je f : {0, 1} × N→ N takva da

f : (0, n) → 2n
(1, n) → 2n+ 1.

Zapravo, va�i da

(0, 0) 7→ 0 (1, 0) 7→ 1
(0, 1) 7→ 2 (1, 1) 7→ 3
(0, 2) 7→ 4 (1, 3) 7→ 5

· · · · · ·

Neka je f(i, n) = f(j,m), gde su i, j ∈ {0, 1} i n,m ∈ N. Ako je i 6= j, tada
je na primer i = 0 i j = 1, pa dobijamo 2n = 2m + 1, xto ne va�i ni za
koje prirodne brojeve n i m. Ako je i = j = 0 onda je 2n = 2m, pa n = m,
a time i (i, n) = (j,m). Sliqno, ako je i = j = 1, va�i 2n + 1 = 2m + 1,
pa je opet (i, n) = (j,m). dakl,e f je ”1-1”. Neka je k ∈ N bilo koji
broj. Ako je paran, oblika je k = 2n, za n ∈ N. Tada je f(0, n) = 2n = k.
Ako je k naparan, posroji m ∈ N tako da k = 2m + 1. U tom sluqaju je
f(1,m) = 2m+ 1 = k, pa je funkcija f ”na”.

4. Definiximo funkciju f : {0, 1} × {2, 3, 4} × N → N tako da je za svako
n ∈ N

(0, 2, n) 7→ 6n (1, 2, n) 7→ 6n+ 1
(0, 3, n) 7→ 6n+ 2 (1, 3, n) 7→ 6n+ 3
(0, 4, n) 7→ 6n+ 4 (1, 4, n) 7→ 6n+ 5

Neka je f(i1, j1, n1) = f(i2, j2, n2), gde su i1, i2 ∈ {0, 1}, j1, j2 ∈ {2, 3, 4} i
n1, n2 ∈ N. Ako bi bilo i1 6= i2 onda bi f(i1, j1, n1) = f(i2, j2, n2) is-
tovremeno bio i paran i neparan broj, xto je nemogu�e. Dakle, mora
biti i1 = i2. Sliqno, ako bi bilo j1 6= j2, opet bismo dobili nemogu�e
jednakosti. Na primer, da je j1 = 2 i j2 = 3 i i1 = i2 = 0 bilo
bi 6n1 = f(0, 2, n1) = f(0, 3, n2) = 6n2 + 2. Time dobijamo jednakost
6(n1 − n2) = 2, koja ne va�i ni za koje prirodne brojeve n1 i n2. Za-
kǉuqujemo da mora biti i j1 = j2. Sada se lako zakǉuqi i da u svakom
od tih sluqajeva mora biti n1 = n2. To znaqi da je (i1, j1, n1) = (i2, j2, n2),
pa je f ”1-1”. Doka�imo i da je f ”na”. Neka je k bilo koji prirodan
broj. ǋegov ostatak pri deǉeǌu sa 6 je i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Tada se
k mo�e predstaviti kao k = 6n + i. Ako je, na primer i = 3, onda je
f(1, 3, n) = 6n+ 3 = k. Tako da, koji god da je ostatak i, postoji element
iz {0, 1} × {2, 3, 4} × N→ N koji se slika u k.
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Glava 6

1. Neka je Φ(n) : 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2. Taqno je 1 = 12, pa imamo bazu
indukcije. Pretpostavimo da je taqno Φ(n). Doka�imo taqnost iskaza
Φ(n+ 1) : 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) + (2(n+ 1)− 1) = (n+ 1)2. Va�i

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) + (2n+ 1) = n2 + 2n+ 1
= (n+ 1)2.

2. Za n = 1 va�i 5
1·2 = 5

2 = 1(2·1+3)
1+1 , pa je dokazana baza indukcije. Pret-

postavimo da je taqno Φ(n) : 5
1·2 + 13

2·3 + · · · + 2n2+2n+1
n(n+1) = n(2n+3)

n+1 . Treba

dokazati da je taqno Φ(n+ 1) : 5
1·2 + 13

2·3 + · · ·+ 2n2+2n+1
n(n+1) + 2(n+1)2+2(n+1)+1

(n+1)((n+1)+1 =
(n+1)(2(n+1)+3

(n+1)+1 . Va�i

5
1 · 2

+
13

2 · 3
+ · · ·+ 2n2 + 2n+ 1

n(n+ 1)
+

2(n+ 1)2 + 2(n+ 1) + 1
(n+ 1)((n+ 1) + 1

=
n(2n+ 3)
n+ 1

+
2(n+ 1)2 + 2(n+ 1) + 1

(n+ 1)((n+ 1) + 1

=
n(2n+ 3)(n+ 2) + 2(n+ 1)2 + 2(n+ 1) + 1

(n+ 1)(n+ 2)

=
2n3 + 4n2 + 3n2 + 6n+ 2n2 + 4n+ 2 + 2n+ 2 + 1

(n+ 1)(n+ 2)

=
2n3 + 9n2 + 12n+ 5

(n+ 1)(n+ 2)

=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 5)

(n+ 1)(n+ 2)

=
(n+ 1)(2n+ 5)

n+ 2

=
(n+ 1)(2(n+ 1) + 3)

(n+ 1) + 1
.

3. Za n = 2 va�i 1
2+1 + 1

2+2 = 1
3 + 1

4 = 14
24 >

13
24 . Pretpostavimo da je taqno

1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
n+n >

13
24 . Treba dokazati da je 1

(n+1)+1 + 1
(n+1)+2 + · · ·+

1
(n+1)+(n+1) >

13
24 . Va�i

1
(n+ 1) + 1

+
1

(n+ 1) + 2
+ · · ·+ 1

(n+ 1) + n− 1
+

1
(n+ 1) + n

+
1

(n+ 1) + (n+ 1)
=

1
n+ 2

+
1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ n
+

1
n+ n+ 1

+
1

n+ 1 + n+ 1
=

1
n+ 1

+
1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n
+

1
2n+ 1

+
1

2n+ 2
− 1
n+ 1

>

13
24

+
1

2n+ 1
+

1
2n+ 2

− 1
n+ 1

=

13
24

+
2n+ 2 + 2n+ 1− 2(2n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 2)
13
24

+
2n+ 2 + 2n+ 1− 4n− 2

(2n+ 1)(2n+ 2)
13
24

+
1

(2n+ 1)(2n+ 2)
>

13
24
.

Prvu nejednakost smo dobili iz induktivne pretpostavke, a drugu iz
nejednakosti 1

(2n+1)(2n+2) > 0.
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4. Kako je 42

2+1 = 16
3 , a (22̇)!

(2!)2 = 4!
4 = 6 = 18

3 , onda je jasno da nejedakost

va�i za n = 2. Pretpostavimo da je taqno 4n

n+1 <
(2n)!
(n!)2 . Doka�imo da je

4n+1

n+1+1 <
((2(n+1))!
((n+1)!)2 .

((2(n+ 1))!
((n+ 1)!)2

=
(2n+ 2)!

((n+ 1)n!)2

=
(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!

(n+ 1)2(n!)2

=
(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)2
· (2n)!

(n!)2

=
2(2n+ 1)
n+ 1

· (2n)!
(n!)2

>
2(2n+ 1)
n+ 1

· 4n

n+ 1
.

U posledǌem koraku smo iskoristili induktivnu pretpostavku. Nave-
dena nejednakost za n + 1 je sada ekvivalentna sa 2(2n+1)

n+1 · 4n

n+1 ≥
4n+1

n+1+1 ,
pa imamo niz ekvivalencija:

2(2n+ 1)
n+ 1

· 4n

n+ 1
≥ 4n+1

n+ 1 + 1
akko

4n+ 2
(n+ 1)2

≥ 4
n+ 2

akko (4n+ 2)(n+ 2) ≥ 4(n+ 1)2

akko 4n2 + 10n+ 4 ≥ 4n2 + 8n+ 4
akko 10n ≥ 8n
akko 2n ≥ 0.

Posledǌa nejednakost je taqna, jer je n prirodan broj. Dakle,

((2(n+ 1))!
((n+ 1)!)2

>
2(2n+ 1)
n+ 1

· 4n

n+ 1
≥ 4n+1

n+ 1 + 1
.

5. Za n = 2 imamo iskaz 1√
1

+ 1√
2
>
√

2, to jest 1 + 1√
2
>
√

2. Ekvivalentni

iskaz dobijamo kada posledǌi pomno�imo sa
√

2:
√

2 + 1 > 2, xto je
taqno, tako da smo dokazali bazu indukcije. Pretpostavimo da je taqno
1√
1

+ 1√
2

+· · ·+ 1√
n
>
√
n. Doka�imo da je 1√

1
+ 1√

2
+· · ·+ 1√

n
+ 1√

n+1
>
√
n+ 1.

Koriste�i induktivnu pretpostavku dobijamo 1√
1

+ 1√
2

+ · · ·+ 1√
n

+ 1√
n+1

>
√
n + 1√

n+1
. Doka�imo da je

√
n + 1√

n+1
≥
√
n+ 1. Taqan je slede�i niz

ekvivalencija:

√
n+

1√
n+ 1

≥
√
n+ 1 akko

1 +
√
n
√
n+ 1√

n+ 1
≥
√
n+ 1

akko 1 +
√
n
√
n+ 1 ≥ n+ 1

akko
√
n(n+ 1) ≥ n

akko n(n+ 1) ≥ n2 jer su dati izrazi nenegativni

akko n2 + n ≥ n
akko n ≥ 0.

Kako je posledǌa nejednakost taqna, jer je n prirodan broj, onda je
taqna i polazna nejednakost, a time je i

1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
n

+
1√
n+ 1

>
√
n+

1√
n+ 1

≥
√
n+ 1.
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6. Ako je n = 0 broj 3 · 51 + 21 = 17 je deǉiv sa 17. Pretpostavimo da je
3 · 52n+1 + 23n+1 deǉiv sa 17. Doka�mo da je 3 · 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 deǉiv
sa 17. Va�i

3 · 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 = 25 · 3 · 52n+1 + 8 · 23n+1 = (17 + 8) · 3 · 52n+1 + 8 · 23n+1

= 17(3 · 52n+1) + 8(3 · 52n+1 + 23n+1).

Prvi sabirak je oqigledno deǉiv sa 17, a prema induktivnoj pret-
postavci i drugi je. Tako da je i zbir ta dva broja deǉiv sa 17.

7. Za n = 0 je 0 · 40+1 − (0 + 1)41 + 1 = 0, pa kako je 9 | 0, dokazana je baza
indukcije. Neka je f(n) = n · 4n+1 − (n + 1)4n + 1. Pretpostavimo da je
f(n) deǉiv sa 9. Doka�imo da je f(n+ 1) deǉiv sa 9. Primetimo da je

f(n+ 1)− f(n) = (n+ 1)4n+2 − (n+ 2)4n+1 + 1− (n · 4n+1 − (n+ 1)4n + 1)
= 4n · 4n+1 + 4n+2 − n · 4n+1 − 4(n+ 1)4n − 4n+1 + (n+ 1)4n + 1− 1
= 3(n · 4n+1)− 3((n+ 1)4n) + 4n+2 − 4n+1

= 3(n · 4n+1)− 3((n+ 1)4n) + 3− 3 + 4n+1(4− 1)
= 3(n · 4n+1 − (n+ 1)4n + 1) + 3(4n+1 − 1)
= 3f(n) + 3(4n+1 − 1).

Dakle, f(n+ 1) = 4f(n) + 3(4n+1− 1). Prema induktivnoj pretpostavci je
f(n) deǉiv sa 9. Dovoǉno je jox dokazati da je 4n+1 − 1 deǉiv sa 3, za
svako n. Tada �e f(n+ 1) biti zbir dva broja deǉiva sa 9.

Koristi�emo matematiqku indukciju da bismo dokazali da je 4n+1 − 1
deǉiv sa 3. Za n = 0 je 3 | 4− 1. Pretpostavimo da 3 | 4n+1. Kako je

4n+2 − 1 = 4n+1 · 4− 1 + 4− 4 = 4(4n+1 − 1) + 3,

koriste�i induktivnu pretpostavku dobijamo da je 4n+2 − 1 deǉiv sa 3.

8. Neka je Φ(n) : an = 2n + n2n. Iskazi Φ(0) : a0 = 20 + 0 · 20 = 1 i Φ(1) : a1 =
21 + 1 · 21 = 4 su taqni prema uslovu zadatka. Pretpostavimo da je taqno
Φ(n) i Φ(n + 1), to jest da je an = 2n + n2n i an+1 = 2n+1 + (n + 1)2n+1.
Tada je

an+2 = 4an+1 − 4an
= 4(2n+1 + (n+ 1)2n+1)− 4(2n + n2n)
= 22(2n+1 + (n+ 1)2n+1)− 22(2n + n2n)
= 2n+3 + (n+ 1)2n+3 − 2n+2 − n2n+2

= 2n+2(2− 1) + n2n+2(2− 1) + 2n+3

= 2n+2 + 2n+2(n+ 2),

xto znaqi da je taqno Φ(n+ 2).

9. Za n = 1 je cos π
21 =

√
2

2 , xto jeste iracionalan broj. Pretpostavimo
da je cos π

2n iracionalan. Treba dokazati da isto va�i i za cos π
2n+1 .

Pretpostavimo suprotno: broj cos π
2n+1 je racionalan. Tada je i broj(

cos π
2n+1

)2
tako�e racionalan. Kako va�i

(
cos π

2n+1

)2 =
(
cos
(

1
2 ·

π
2n

))2 =
1+cos π

2n

2 , onda je i broj 1+cos π
2n

2 racionalan. To znaqi da je broj cos π
2n

racionalan, xto je nemogi�e, prema induktivnoj pretpostavci. Dakle,
mora biti da je cos π

2n+1 iracionalan.

10. Za n = 0 je 0·f0 = 0 = 0·f2−f3+2. Pretpostavimo da je f1+2f2+3f3+· · ·+
nfn = nfn+2−fn+3+2. Doka�imo da je f1+2f2+3f3+· · ·+nfn+(n+1)fn+1 =
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(n+ 1)fn+3 − fn+4 + 2.

f1 + 2f2 + 3f3 + · · ·+ nfn + (n+ 1)fn+1 = nfn+2 − fn+3 + 2 + (n+ 1)fn+1

= (n+ 1)fn+2 − fn+2 + (n+ 1)fn+1 − fn+3 + 2
= (n+ 1)(fn+2 + fn+1)− (fn+2 + fn+3) + 2
= (n+ 1)fn+3 − fn+4 + 2.

11. Koristi�emo indukciju sa dve hipoteze. Za n = 6 je
(

3
2

)5 = 729
32 ≤ 8 = f6,

a za n = 7 je
(

3
2

)6 = 6561
64 ≤ 13 = f7, pa imamo bazu indukcije. Pret-

postavimo da je fn ≥
(

3
2

)n−1
i fn−1 ≥

(
3
2

)n−2
. Doka�imo da je fn+1 ≥

(
3
2

)n
.

Va�i

fn+1 = fn + fn−1 ≥
(

3
2

)n−1

+
(

3
2

)n−2

=
(

3
2

)n−2(3
2
− 1
)

=
(

3
2

)n−2

· 5
2

=
(

3
2

)n−2

· 10
4

>

(
3
2

)n−2

· 9
4

=
(

3
2

)n−2

·
(

3
2

)2

=
(

3
2

)n
.

12. Va�i da je

18876 = 5775 · 3 + 1551, 0 ≤ 1551 < 5775
5775 = 1551 · 3 + 1122, 0 ≤ 1122 < 1551
1551 = 1122 · 1 + 429, 0 ≤ 429 < 1122
1122 = 429 · 2 + 264, 0 ≤ 264 < 429
429 = 264 · 1 + 165, 0 ≤ 165 < 264
264 = 165 · 1 + 99, 0 ≤ 99 < 165
165 = 99 · 1 + 66, 0 ≤ 66 < 99
99 = 66 · 1 + 33, 0 ≤ 33 < 66
66 = 33 · 2,

pa je nzd(18876, 5775) = 33. Tako�e iz

33 = 99− 66 = 99− (165− 99) = −165 + 2(264− 165)
= 2 · 264− 3(429− 264) = −3 · 429 + 5(1122− 2 · 429)
= 5 · 1122− 13(1551− 1122) = −13 · 1551 + 18(5775− 3 · 1551)
= 18 · 5775− 67(18876− 3 · 5775)
= −67 · 18876 + 219 · 5775,

sledi da je nzd(18876, 5775) = −67 · 18876 + 219 · 5775.

13. Odredimo prvo nzd(6006, 1955).[
6006 1 0
1955 0 1

]
∼
[

141 1 −3
1955 0 1

]
∼
[

141 1 −3
122 −13 40

]
∼[

19 14 −43
122 −13 40

]
∼
[

19 14 −43
8 −97 298

]
∼
[

3 208 −639
8 −97 298

]
∼[

3 208 −639
2 −513 1576

]
∼
[

1 721 −2215
2 −513 1576

]
∼
[

1 721 −2215
0 ∗ ∗

]
.

Dakle, 1 = nzd(6006, 1955) = 721 · 6006 − 2215 · 1955. Kako je 1 | 30, prema
teoremi 6.39 data jednaqina ima celobrojna rexeǌa i opxte rexeǌe je
dato sa

x = 721
30
1

+
1955

1
· t = 21630 + 1955t

y = −2215
30
1
− 6006

1
· t = −66450− 6006t, t ∈ Z.
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Mo�emo uvesti smenu t′ = t+ 11, i tada je opxte rexeǌe dato sa

x = 125 + 1955t
y = −384− 6006t, t′ ∈ Z.

14. Primetimo da je 17 ≡7 3, pa je tra�eni ostatak jednak ostatku broja
32012 pri deǉeǌu sa 7. Daǉe je

31 ≡ 3 (mod 7)
32 ≡ 3 · 3 ≡ 2 (mod 7)
33 ≡ 2 · 3 ≡ 6 (mod 7)

34 ≡ 6 · 3 ≡ 4 (mod 7)
35 ≡ 4 · 3 ≡ 5 (mod 7)
36 ≡ 5 · 3 ≡ 1 (mod 7).

Sledi da je

172012 ≡ 32012 ≡ 3335·7+2 ≡ (37)335 · 32 ≡ 1335 · 9 ≡ 1 · 2 ≡ 2 (mod 7),

pa je tra�eni ostatak 2.

15. Kako je nzd(15, 33) = 3 i 3 | 18 jednaqina ima rexeǌe. Rexeǌe jednaqine
5x ≡11 3 je x ≡11 10, pa su rexeǌa polazne jednaqine x ≡33 10, x ≡33 21 i
x ≡33 32.

16. Na osnovu napomene 6.58 zakǉuqujemo da sistem ima rexeǌe. Iz prve
jednaqine sledi da je x = 7y + 1, za y ∈ Z. Zamenom u drugu jednaqinu
dobijamo 7y + 1 ≡9 4. Jedno rexeǌe ove jednaqine je 3, pa je opxte
rexeǌe y = 3 + 9z, za z ∈ Z. Tada je x = 7y + 1 = 7(3 + 9z) + 1 = 22 + 63z.
Zamenom ove jednakosti u tre�u jednaqinu dobijamo 22 + 63z ≡5 3. Kako
je 22 ≡5 2 i 63 ≡5 3, jednaqina je ekvivalentna sa 2 + 3z ≡5 3, to jest
3z ≡5 1. Opxte rexeǌe ove jednaqine je 2 + 5t, za t ∈ Z. Dobili smo
da je x = 22 + 63z = 22 + 63(2 + 5t) = 148 + 315t, xto je rexeǌe polaznog
sistema.

17. Posledǌe dve cifre datog broja znamo ako na�emo ǌegov ostatak pri
deǉeǌu sa 100. Kako je 2011 ≡100 11, to je 20114043 ≡100 114043. Brojevi
11 i 100 su uzajamno prosti i ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = ϕ(22)ϕ(52) = 2(2 − 1) ·
5(5− 1) = 40, pa je prema teoremi 6.65 1140 ≡100 1. Daǉe treba odrediti
ostatak pri deǉeǌu broja 4043 sa 40. To je 3, pa je 4043 = 40k + 3, za
k ∈ Z. Konaqno je

20114043 ≡ 114043 ≡ 1140k+3 ≡ (1140)k ·113 ≡ 1·121·11 ≡ 21·11 ≡ 31 (mod 100),

pa su dve posledǌe cifre datog broja 3 i 1.

18. Treba dokazati da je ostatak pri deǉeǌu datog broja sa 10 jednak nuli.
Odredimo prvo ostatak pri deǉeǌu 33337777 sa 10. Kako je 3333 ≡10 3,
va�i 33337777 ≡10 37777. Iz nzd(3, 10) = 1 i ϕ(10) = 4 sledi da je 34 ≡10 1.
Tako�e je 7777 ≡4 1, pa je 7777 = 4k + 1, za neko k ∈ Z. Daǉe je

33337777 ≡ 37777 ≡ 34k+1 ≡ (34)k · 31 ≡ 3 (mod 10).

Sliqan je postupak i za drugi sabirak: 77773333 ≡10 73333. Iz nzd(7, 10)
sledi da 74 ≡10 1. Kako je i 3333 ≡4 1, va�i

77773333 ≡ 73333 ≡ 74l+1 ≡ (74)l · 71 ≡ 7 (mod 10).

Sada mo�emo zakǉuqiti da je

33337777 + 77773333 ≡ 3 + 7 ≡ 0 (mod 10).
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19. Kako je nzd(5, 17) = 1 i ϕ(17) = 16, va�i 516 ≡17 1. Treba odrediti
ostatak pri deǉeǌu 555

sa 16. Va�i da je nzd(5, 16) i ϕ(16) = ϕ(24) =
23(2 − 1) = 8, pa je 58 ≡16 1. Daǉe je potrebno odrediti ostatak pri
deǉeǌu 55 sa 8. Brojevi 5 i 8 su uzajamno prosti i ϕ(8) = ϕ(23) = 4, pa
je 54 ≡8 1. Iz posledǌeg izraza zakǉuqujemo da je

55 ≡ 54 · 5 ≡ 1 · 5 ≡ 5 (mod 8).

Daǉe je

555
≡ 58k+5 ≡ (58)k ·55 ≡ 1 ·55 ≡ 25 ·25 ·5 ≡ 9 ·9 ·5 ≡ 81 ·5 ≡ 1 ·5 ≡ 5 (mod 16).

Vratimo se na poqetak:

5555

≡ 516l+5 ≡ (516)l·55 ≡ 1·55 ≡ 25·25·5 ≡ 8·8·5 ≡ 64·5 ≡ 13·5 ≡ 65 ≡ 14 (mod 17).

Dakle, ostatak je broj 14.

20. Va�i da je 19431942 ≡5 31942. Brojevi 3 i 5 su uzajamno prosti i ϕ(5) = 4,
pa je 34 ≡5 1. Pri tom je 1942 ≡4 2, pa je 1942 = 4k + 2, za neko k ∈ Z.
Tada je

19431942 ≡ 31942 ≡ 34k+2 ≡ (34)k · 32 ≡ 9 ≡ 4 (mod 5).

Sliqno je 19431942 ≡7 41942 i 46 ≡7 1. Iz 1942 ≡6 4 sledi

19431942 ≡ 41942 ≡ 46l+4 ≡ (46)l · 44 ≡ 162 ≡ 22 ≡ 4 (mod 7).

Treba jox odrediti ostatak pri deǉeǌu sa 35. Ovde mo�emo iskoris-
titi Kinesku teoremu 6.57. Uoqimo sistem kongruencija

x ≡5 4 x ≡7 4.

Brojevi 5 i 7 su uzajamno prosti, pa rexeǌe sistema postoji. Odredimo
opxte rexeǌe sistema. Iz prve jednaqine sledi da je x = 5y+ 4, za neko
y ∈ Z. Tada je 5y + 4 ≡7 4, to jest 5y ≡7 0, pa je y = 7t, za t ∈ Z. Zamenom
u prvu jednakost dobijamo x = 5y + 4 = 5(7t) + 4 = 4 + 35t. Primetimo da
smo i odmah mogli da uoqimo da je 4 rexeǌe, pa kako je nzs(5, 7) = 35
prema teoremi je opxte rexeǌe oblika 4 + 35t. Daǉe, setimo se da je
broj 19431942 tako�e jedno rexeǌe sistema. To znaqi da je 19431942 jednak
4 po modulu 35, to jest 19431942 ≡35 4.

Glava 7

Glava 8

1. Oznaqimo formulu ((p⇒ ¬q)⇒ (r ∧ ¬p))⇒ (p⇒ q) sa F .

p q r ¬q p ∧ ¬q ¬p r ∧ ¬p (p⇒ ¬q)⇒ (r ∧ ¬p) p⇒ q F
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
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2. Pretpostavimo da data formula nije tautologija. Tada postoji valu-
acija v tako da v

(
((p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r)) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r))

)
= 0. Sledi da je

v
(
((p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r))

)
= 1, a v

(
(p ⇒ (q ∧ r))

))
= 0. Zbog druge jednakosti

va�i da v(p) = 1 i v(q ∧ r) = 0. Vratimo se na prvu jednakost: kon-
junkcija je taqna ako su taqne obe formule koje u ǌoj figurixu. Tako
da je v(p ⇒ q) = 1 i v(p ⇒ r) = 1. Kako je iskaz p taqan u valuaciji v,
sledi da mora biti v(q) = 1 i v(r) = 1. Tada je i v(q ∧ r) = 1. Dobijamo
kontradikciju, jer smo ve� zakǉuqili da je v(q ∧ r) = 0. Dakle, polazna
formula jeste tautologija.

3. Sprovedimo diskusiju po iskaznom slovu q. Neka je v bilo koja valu-
acija navedenih iskaznih slova. Ako je v(q) = 1, onda je v(p ⇒ q) = 1 i
v(q ∧ r) = v(r). Dobijamo da je

v
(
(p⇒ q)⇒ ((p ∧ r)⇒ (q ∧ r))

)
= v(p⇒ q)⇒ (v(p ∧ r)⇒ v(q ∧ r))
= 1⇒ (v(p ∧ r))⇒ v(r))
= 1⇒ v((p ∧ r)⇒ r)

(koristi�emo primer 8.19

(slabǉeǌe konjunkcije))

= 1⇒ 1 = 1.

Ako je v(q) = 0, onda je v(p⇒ q) = ¬v(p) i v(q ∧ r) = 0. Sledi da

v
(
(p⇒ q)⇒ ((p ∧ r)⇒ (q ∧ r))

)
= ¬v(p)⇒ v((p ∧ r)⇒ 0)

(koristi�emo primer 8.18 (8))

= ¬v(p)⇒ ¬v(p ∧ r)
(koristi�emo De Morganov zakon:

v(¬(p ∧ r)) = v(¬p ∨ ¬r))
= v(¬p⇒ ¬p ∨ ¬r)

(koristi�emo primer 8.19

(uvo�eǌe disjunkcije))

= 1.

Formula je taqna u oba sluqaja, pa je tautologija.

4. Pretpostavimo suprotno: B ⇒ C nije tautologija. Tada postoji valu-
acija v tako da v(B ⇒ C) = 0, xto znaqi da je v(B) = 1 i v(C) = 0. Kako
je A Y B tautologija, taqna je u svim valuacijama, pa je i v(A ∨ B) = 1.
Formula A Y B je taqna kada su istinitosne vrednosti navedenih for-
mula razliqite, pa kako je v(B) = 1 mora biti v(A) = 0. S obzirom na
taj zakǉuqak, kao i da je A ⇔ D tautologija, iz v(A ⇔ D) = 1 sledi
da je v(D) = 0. Dato je i da je C ⇔ D kontradikcija. To znaqi da je
ta formula netaqna u svakoj valuaciji, pa je time i v(C ⇔ D) = 0. Iz
v(D) = 0 sledi da je v(C) = 1. Dobijamo kontradikciju, jer je poqetni
zakǉuqak bio da v(C) = 0. Dakle, B ⇒ C mora biti tautologija.

5. Va�i da

A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C) akko (∀x)x ∈ A ∩ (B 4 C)⇔ x ∈ (A ∩B)4 (A ∩ C)
akko (∀x)x ∈ A ∧ x ∈ B 4 C ⇔ x ∈ A ∩B Y x ∈ A ∩ C
akko (∀x)x ∈ A ∧ (x ∈ B Y x ∈ C)⇔

(x ∈ A ∧ x ∈ B) Y (x ∈ A ∧ x ∈ C).

Oznaqimo iskaze x ∈ A, x ∈ B i x ∈ C redom sa p, q i r. Treba dokazati
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da je formula p ∧ (q Y r)⇔ (p ∧ q) Y (p ∧ r) tautologija.

p ∧ (q Y r) ⇔ (p ∧ q) Y (p ∧ r)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

Sledi da je taqna polazna skupovna jednakost.

6. Neka je valuacija v takva da v(p) = v(A0) = 0. Doka�imo matematiqkom
indukcijom da je v(An) = 0. Baza indukcije je zadovoǉena. Pret-
postavimo da je v(An) = 0. Tada je

v(An+1) = v((An ⇒ Bn)⇒ An) = (v(An)⇒ v(Bn))⇒ v(An)
= (0⇒ v(Bn))⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0.

Dakle, za svaku formulu An postoji valuacija v(An) = 0, pa onda da
nijedna od tih formula nije tautologija.

Doka�imo sada i slede�e: ako je v(p) = v(A0) = 1, onda je i v(An) = 1 za
svako n. Pretpostavimo da je formule v(An) = 1, za neko n > 0. Tada je

v(An+1) = v((An ⇒ Bn)⇒ An) = (v(An)⇒ v(Bn))⇒ v(An)
= = (1⇒ v(Bn))⇒ 1 = v(Bn)⇒ 1 = 1.

Pre�imo na dokaz da formule Bn nisu tautologije. Neka je valuacija v
takva da v(A0) = 1 i v(B0) = 0. Tada je, prema prethodnom, v(An) = 1 za
svako n. Doka�imo indukcijom da je v(Bn) = 0 za svako n ≥ 0. Za n = 0
je v(B0) = 0. Pretpostavimo da je v(Bn) = 0. Va�i

v(Bn+1) = v(An ⇒ Bn) = v(An)⇒ v(Bn) = 1⇒ 0 = 0,

pa je i v(Bn+1) = 0. Tako da ni formule Bn nisu tautologije.

7. 1.⊥
(
(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ r)

)
2.>((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)) (1)

3.⊥(p⇒ r) (1)

4.>(p) (3)

5.⊥(r) (3)

6.>(p⇒ q) (2)

7.>(q ⇒ r) (2)

8.⊥(p) (6)
X(4, 8)

9.>(q) (6)

10.⊥(q) (7)
X(9, 10)

11.>(r) (7)
X(5, 11)
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8. 1.⊥
(
(p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))

)
2.>(p⇒ (q ⇒ r)) (1)

3.⊥((p⇒ q)⇒ (p⇒ r)) (1)

4.>(p⇒ q) (3)

5.⊥(p⇒ r) (3)

6.>(p) (5)

7.⊥(r) (5)

8.⊥(p) (4)
X(6, 8)

9.>(q) (4)

10.⊥(p) (2)
X(6, 10)

11.>(q ⇒ r) (2)

12.⊥(q) (11)
X(9, 12)

13.>(r) (11)
X(7, 13)

9. 1.⊥
(
(((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) ∧ (p ∨ q))⇒ r

)
2.>

(
((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) ∧ (p ∨ q)

)
(1)

3.⊥(r) (1)

4.>((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) (2)

5.>(p ∨ q) (2)

6.>(p⇒ r) (4)

7.>(q ⇒ r) (4)

8.>(p) (5)

10.⊥(p) (6)
X(8, 10)

11.>(r) (6)
X(3, 11)

9.>(q) (5)

12.⊥(q) (7)
X(, 9, 12)

13.>(r) (7)
X(3, 13)

10. Napravimo istinitosnu tablicu za formulu (A ∨ p)⇒ (A ∨ ¬q).

p q A ∨ p ¬q A ∨ ¬q (A ∨ p)⇒ (A ∨ ¬q)
v1 0 0 v1(A) 1 1 1
v2 0 1 v2(A) 0 v2(A) 1
v3 1 0 1 1 1 1
v4 1 1 1 0 v4(A) v4(A)

Vidimo da bilo koja formula koja je taqna u v4 zadovoǉava tra�eni
uslov. Tada su sve mogu�e tablice za fomulu A

A A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8

v1 ∗ 0 0 0 1 0 1 1 1
v2 ∗ 0 0 1 0 1 0 1 1
v3 ∗ 0 1 0 0 1 1 0 1
v4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Stavimo

A1 = p ∧ q A2 = p A3 = q A4 = p⇔ q
A5 = p ∨ q A6 = q ⇒ p A7 = p⇒ q A8 = 1.

Navedene formule su sve me�usobno neekvivalentne formule koje zado-
voǉavaju tra�eni uslov.

Glava 9

1. Prema definiciji je A ∧ B = ¬(A ⇒ ¬B), a prema teoremi dedukcije
dovoǉno je dokazati da ` ¬(A⇒ ¬B)⇒ A. Va�i:

1.¬A⇒ (A⇒ ¬B) teorema iz primera 9.7
2.(¬A⇒ (A⇒ ¬B))⇒ (¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬¬A) teorema iz primera 9.13
3.¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬¬A MP(1,2)
4.¬¬A⇒ A teorema
5.¬(A⇒ ¬B)⇒ A primenom 9.12 na 3 i 4.

2. Treba dokazati da je ¬(A⇒ ¬B) ` ¬(B ⇒ ¬A), to jest da je ¬(A⇒ ¬B)⇒
¬(B ⇒ ¬A). Doka�imo prvo da je B ⇒ ¬A ` A⇒ ¬B.

1.B ⇒ ¬A hipoteza
2.(B ⇒ ¬A)⇒ (¬¬A⇒ ¬B) teorema iz primera 9.13
3.¬¬A⇒ ¬B MP(1,2)
4.A⇒ ¬¬A teorema
5.A⇒ ¬B primenom 9.12 na 3 i 4.

Sada je

1.(B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ ¬B) teorema
2.((B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ ¬B))⇒ (¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬(B ⇒ ¬A)) teorema iz primera 9.13
3.¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬(B ⇒ ¬A) MP(1,2).

3. Kako je A ∨ B = ¬A ⇒ B, prema teoremi 9.6 treba dokazati da je A ⇒
(¬A⇒ B), xto je zakǉuqak primera 9.7. S druge strane je

1.B hipoteza
2.B ⇒ (¬B ⇒ ¬¬A) teorema
3.¬B ⇒ ¬¬A MP(1,2)
4.(¬B ⇒ ¬¬A)⇒ (¬A⇒ B) L3
5.¬A⇒ B MP(3,4),

pa je B ` A ∨B.

4. Treba dokazati da je ¬A ⇒ B ` ¬B ⇒ A, to jest da ¬A ⇒ B,¬B ` A.
Va�i:

1.¬A⇒ B hipoteza
2.¬B hipoteza
3.(¬A⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬¬A) teorema
4.¬B ⇒ ¬¬A MP(1,3)
5.¬¬A⇒ A teorema
6.¬B ⇒ A primenom 9.12 na 4 i 5
7.A MP(2,6).
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5.

1.A⇒ B hipoteza
2.¬A⇒ B hipoteza
3.(A⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬A) teorema
4.¬B ⇒ ¬A MP(1,3)
5.¬B ⇒ B primenom 9.12 na 4 i 2
6.¬B ⇒ (B ⇒ ¬(B ⇒ B)) teorema
7.(¬B ⇒ (B ⇒ ¬(B ⇒ B)))⇒ ((¬B ⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬(B ⇒ B))) L2
8.(¬B ⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬(B ⇒ B)) MP(6,7)
9.¬B ⇒ ¬(B ⇒ B) MP(5,8)
10.(¬B ⇒ ¬(B ⇒ B))⇒ ((B ⇒ B)⇒ B) L3
11.(B ⇒ B)⇒ B MP(9,10)
12.B ⇒ B teorema
13.B MP(11,12)

6. Treba dokazati ¬(¬A⇒ ¬B) ` ¬(¬A⇒ ¬¬B). Mo�emo prvo dokazati da
(¬A⇒ ¬¬B)⇒ (¬A⇒ ¬B), to jest ¬A⇒ ¬¬B ` ¬A⇒ ¬B:

1.¬A⇒ ¬¬B hipoteza
2.¬¬B ⇒ B teorema
3.¬A⇒ B tranzitivnost(1,2).

Daǉe je

1.(¬A⇒ ¬¬B)⇒ (¬A⇒ ¬B) teorema
2.((¬A⇒ ¬¬B)⇒ (¬A⇒ ¬B))⇒ (¬(¬A⇒ ¬B)⇒ ¬(¬A⇒ ¬¬B)) L3
3.¬(¬A⇒ ¬B)⇒ ¬(¬A⇒ ¬¬B) MP(1,2).

7. Dokaza�emo da je ¬B ⇒ B ` B:

1.¬B ⇒ B hipoteza
2.¬B ⇒ (B ⇒ ¬(B ⇒ B)) teorema
3.(¬B ⇒ (B ⇒ ¬(B ⇒ B)))⇒ ((¬B ⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬(B ⇒ B)) L2
4.(¬B ⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬(B ⇒ B) MP(2,3)
5.¬B ⇒ ¬(B ⇒ B) MP(1,4)
6.(¬B ⇒ ¬(B ⇒ B))⇒ ((B ⇒ B)⇒ B) L3
7.(B ⇒ B)⇒ B MP(5,6)
8.B ⇒ B teorema
9.B MP(7,8).

8. Prema 9.6 treba dokazati da (A⇒ B)⇒ A ` A.

1.(A⇒ B)⇒ A hipoteza
2.¬A⇒ (A⇒ B) teorema
3.¬A⇒ A tranzitivnost(1,2)
4.¬A⇒ (A⇒ ¬(A⇒ A))A teorema
5.(¬A⇒ (A⇒ ¬(A⇒ A)))⇒ ((¬A⇒ A)⇒ (¬A⇒ ¬(A⇒ A))) L2
6.(¬A⇒ A)⇒ (¬A⇒ ¬(A⇒ A)) MP(4,5)
7.¬A⇒ ¬(A⇒ A) MP(3,6)
8.(¬A⇒ ¬(A⇒ A))⇒ ((A⇒ A)⇒ A) L3
9.(A⇒ A)⇒ A MP(7,8)
10.A⇒ A teorema
11.A MP(9,10).
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9. Ako je A,B ` ¬(C ⇒ C) sledi da A⇒ (B ⇒ ¬(C ⇒ C)). Tako da je

1.A hipoteza
2.A⇒ (B ⇒ ¬(C ⇒ C)) pretpostavka
3.B ⇒ ¬(C ⇒ C) MP(1,2)
4.(B ⇒ ¬(C ⇒ C))⇒ (¬¬(B ⇒ B)⇒ ¬A) L3
5.¬¬(B ⇒ B)⇒ ¬A MP(3,4)
6.(B ⇒ B)⇒ ¬¬(B ⇒ B) teorema
7.(B ⇒ B)⇒ ¬A tranzitivnost(5,6)
8.B ⇒ B teorema
9.¬A MP(7,8).

Glava 10

1. (a)

v(f(g(g(x, y), f(a)))) = fZ(gZ(gZ(v(x), v(y)), fZ(v(a)))
= fZ(gZ(gZ(2, 3), fZ(1)) = fZ(gZ(2 · 3,−1))
= fZ(6 · (−1)) = −(−6) = 6

v(g(f(y), z)) = gZ(fZ(v(y)), v(z)) = gZ(fZ(3), 4)
= gZ(−3, 4) = −3 · 4 = −12

(b)

v(q(f(g(x, y)))⇔ q(y)) = v(q(f(g(x, y))))⇔ v(q(y))
= qZ(fZ(gZ(v(x), v(y))))⇔ qZ(v(y))
= qZ(fZ(gZ(−2,−3)))⇔ qZ(−3)
= qZ(−6)⇔ 0 = 0⇔ 0

v(¬p(f(x), z) ∨ q(f(a))) = v(¬p(f(x), z)) ∨ v(q(f(a))
= ¬v(p(f(x), z)) ∨ qZ(fZ(v(a)))
= pZ(fZ(v(x)), v(z)) ∨ qZ(fZ(1))
= pZ(fZ(−2), 4) ∨ qZ(−1)
= pZ(2, 4) ∨ 0 = 1 ∨ 0 = 1

(c) Formula ∀x∃yp(x, y) znaqi da za svaki ceo broj x postoji ceo broj y
tako da je x ≤ y, xto je taqno. S druge strane nije za svako x ∈ Z
taqno da je x · (−x) = −x2 pozitivan broj, pa formula ∀xq(g(x, f(x)))
nije taqna. Tako da je istinitosna vrednost reqenice ∀x∃yp(x, y)⇒
∀xq(g(x, f(x))) jednaka 1 ⇒ 0 = 0, to jest navedena struktura je kon-
tramodel za datu reqenicu. Formula ∀x(q(x) ∨ q(a)) znaqi da za
svaki ceo broj x va�i da je x pozitivan ili da je broj 1 pozitivan.
Kako je 1 pozitivan, formula je taqna u ovoj L-strukturi.

(d) Prva reqenica se mo�e napisati u obliku formule ∀xp(a, x). Sto
se tice druge reqenice, primetimo da je ceo broj x jednak 0 ako
i samo ako je x = −x. Tako da tu reqenicu mo�emo zapisti sa
∀x(¬x = f(x)⇒ q(x) ∨ q(f(x))).

2. Formula ∃yq(f(y)) znaqi da postoji ceo broj y tako da je −y pozitivan
broj. Za y = −1, na primer, va�i da je −(−1)) = 1 pozitivan, pa je ova
formula taqna u svakoj valuaciji. Dakle, da bismo odredili valuaciju
v1 u kojoj je data ekvivalencija taqna, potrebno je odrediti valuaciju
u kojoj je formula p(a, g(x, y)) taqna, to jest treba odrediti kakve vred-
nosti treba da imaju x i y pa da je taqno 1 ≤ v1(x)v1(y). To va�i za,

na primer v1 =
(
x y · · ·
2 1 · · ·

)
. S druge strane da bi data ekvivalencija
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bila netaqna u nekoj valuaciji v2, treba da bude v2(p(a, g(x, y))) = 0,

1 > v2(x)v2(y). Vidimo da va�i za v2 =
(

x y · · ·
−2 1 · · ·

)
.

3. (a)

v(g(f(z, x), y)) = gP(N)(fP(N)(v(z), v(x)), v(y)))
= gP(N)(fP(N)({0, 1, 2, 3, 4, 5}, {1, 3, 5, . . . }), {2, 4, 6, . . . }))
= gP(N)({0, 1, 2, 3, 4, 5} \ {1, 3, 5, . . . }, {2, 4, 6, . . . }))
= gP(N)({0, 2, 4}, {2, 4, 6, . . . }))
= {0, 2, 4} ∩ {2, 4, 6, . . . } = {2, 4}

v(q(h(a)) ∨ ¬p(f(x, z), g(x, y))) = qP(N)(hP(N)(aP(N))) ∨
¬pP(N)(fP(N)(v(x), v(z))), gP(N)(v(x), v(y))

= qP(N)(hP(N)(∅)) ∨
¬pP(N)(fP(N)({1, 3, 5, . . . }, {0, 1, 2, 3, 4, 5})),
gP(N)({1, 3, 5, . . . }, {2, 4, 6, . . . })

= qP(N)(∅c) ∨
¬pP(N)({1, 3, 5, . . . } \ {0, 1, 2, 3, 4, 5},
{1, 3, 5, . . . } ∩ {2, 4, 6, . . . })

= qP(N)(N) ∨ ¬pP(N)({7, 9, 11, . . . }, ∅)
= 0 ∨ ¬0 = 0 ∨ 1 = 1

Posledǌe jednakost sledi iz qiǌenice da je skup N beskonaqan i
da bilo koji neprazni skup nije podskup praznog skupa.

(b) Potrebno je na�i valuaciju u kojoj su taqne formule ∀xp(x, y) i
∃yq(g(x, y)). Ako stavimo v1(y) = N onda je za svaku valuaciju w ∼x v1
taqno da w(x) ⊆ w(y) = N, jer je domen partitivni skup skupa
prirodnih brojeva. Po drugom delu formule postoji skup qiji pre-
sek sa nekim drugim skupom je konaqan. Ovde je dovoǉno uzeti da
je x u valuaciji v1 bilo koji konaqan skup. Neka je, na primer
v1(x) = {1, 2}. Dakle, postoji valuacija u ∼y v1(u = v1) tako da je
u(x) ∩ u(y) = {1, 2} ∩ N = {1, 2} konaqan skup. Ovim je valuacija v1 u

kojoj je data formula taqna odre�ena sa v1 =
(

x y · · ·
{1, 2} N · · ·

)
.

(c) Kako je Ac ⊆ Ac ∪ Bc = (A ∩ B)c za sve skupove A i B, pa i za
proizvoǉne podskupove skupa prirodnih brojeva, to je pretpostavka
∀x∀yp(h(x), h(g(x, y))) date formule taqna u svakoj valuaciji. Treba
na�i valuacijuu u kojoj je posledica p(h(y), h(f(x, y))) netaqna, da
bi cela implikacija bila netaqna. Dakle, treba na�i v2 tako da
je netaqna skupovana jednakost v2(y)c ⊆ (v2(x) \ v2(y))c. Ako je v2 =(

x y · · ·
{0} ∅ · · ·

)
, jasno je da ne va�i N = ∅c ⊆ ({0} \ ∅)c = {0}c =

{1, 2, 3, . . . }.

4. Pretpostavimo suprotno: postoji struktura M datog jezika i valu-
acija v : Var → M tako da je v(∃x∀yp(x, y) ⇒ ∀y∃xp(x, y)) = 0. Tada
je v(∃x∀yp(x, y)) = 1 i v(∀y∃xp(x, y)) = 0. Postoji valuacija v′ ∼x v
tako da v′(∀yp(x, y)) = 1 i postoji w′ ∼y v tako da w′(∃xp(x, y)) = 0.
Daǉe, za svaku v′′ ∼y v′ va�i v′′(p(x, y)) = 1 i za svaku w′′ ∼x w′ va�i
w′′(p(x, y)) = 0. Mora biti v′′(x) = v′(x) i w′′(y) = w′(y), ali za v′′(y) i
w′′(x) mo�emo uzeti bilo xta. Neka je v′′(y) = w′(y) i w′′(x) = v′(x). Tada
je v′′(x) = v′(x) = w′′(x) i v′′(y) = v′(y) = w′′(y), pa je v′′ = w′′. Odatle i
iz jednakosti v′′(p(x, y)) = 1 i w′′(p(x, y)) = 0, dobijamo kontradikciju.
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5. Pretpostavimo da postoji struktura M datog jezika i valuacija v :
Var → M tako da je v(∀x(p(x) ⇒ ∀yq(x, y)) ∧ ∃xp(x) ⇒ ∃xq(x, x)) = 0.
Sledi da je v(∀x(p(x) ⇒ ∀yq(x, y)) ∧ ∃xp(x)) = 1, to jest v(∀x(p(x) ⇒
∀yq(x, y))) = 1 i v(∃xp(x)) = 1, kao i da je v(∃xq(x, x)) = 0. Jednos-

tavnosti radi, mo�emo pisati da v =
(

x y · · ·
xv yv · · ·

)
. Iz v(∃xp(x)) = 1

sledi da postoji valuacija u ∼x v tako da u(p(x)) = 1. Tada je u =(
x y · · ·
xu yv · · ·

)
. Za svaku valuaciju v′ ∼x v je v′(p(x) ⇒ ∀yq(x, y)) = 1.

Mo�emo uzeti v′ =
(

x y · · ·
xu yv · · ·

)
, to jest v′ = u. Tada iz u(p(x)) ⇒

u(∀yq(x, y))) = 1 i u(p(x)) = 1 sledi da je u(∀yq(x, y))) = 1. Posled-
ǌa jednakost znaqi da za svaku u′ ∼y u va�i u′(q(x, y)) = 1, to jest
qM(u′(x), u′(y)) = 1. Imali smo i da je v(∃xq(x, x)) = 0, pa za svaku
w ∼x v va�i w(q(x, x)) = 0, to jest qM(w(x), w(x)) = 0. Stavimo da

u′ =
(

x y · · ·
xu xu · · ·

)
i w =

(
x y · · ·
xu yv · · ·

)
. Tada je qM(xu, xu) = 1 iz

qM(u′(x), u′(y)) = 1 i qM(xu, xu) = 0 iz qM(w(x), w(x)) = 0. Ovo je kon-
tradikcija.

6. Neka je M = {a, b} i struktura datog jezika M = {M,pM, fM}, gde su
relacija pM i funkcija fM zadate tablicama:

pM a b
a 1 1
b 0 0

fM =
(
a b
b a

)

Pretpostavimo da je data formula taqna u svakoj valuaciji v, to jest
v(∀x(p(x, f(x))⇒ p(f(x), x))) = 1. Tada je za svaku valuaciju v′ ∼x v taqno
v′(p(x, f(x)) ⇒ p(f(x), x)) = 1. Kako v′(x) mo�e biti bilo xta, stavimo
v′(x) = a. Sledi da

v′(p(x, f(x))⇒ p(f(x), x)) = pM(v′(x), fM(v′(x)))⇒ pM(fM(v′(x)), v′(x))
= pM(a, fM(a))⇒ pM(fM(a), a)
= pM(a, b)⇒ pM(b, a) = 1⇒ 0 = 0,

xto je kontradikcija. Dakle, postoji valuacija u kojoj ova formula
nije taqna i sa M je dat jedan kontramodel te formule, koji je konaqnog
domena.

7. Neka je M = N i struktura datog jezika {N, pN, fN}, gde su relacija pN

i funkcija fN date sa:

pM(x) = 1 ako je x > 3 fM(x) = x+ 1.

Pretpostavimo da postoji valuacija v tako da v(forallx(p(x)⇒ p(f(x)))) =
0. Tada postoji v′ ∼x v tako da v′(p(x)⇒ p(f(x))) = 0, to jest pN(v′(x))⇒
pN(fN(v′(x))) = 0. Daǉe, sledi da je pN(v′(x)) = 1 i pN(fN(v′(x))) = 0. Neka
je v′(x) = m. Iz pN(m) = 1 sledi da je m > 3. Iz pN(fN(m)) = pN(m+1) = 0
sledi da nije m+1 > 3, to jest da je m+1 ≤ 3. Kako ni za jedan prirodni
broj m ne va�i da m > 3 i m+ 1 ≤ 3, dobili smo kontradikciju. Dakle,
zadata struktura jeste model ove formule.
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8. 1.⊥((∀x)(p(x)⇒ q(x))⇒ ((∀x)p(x)⇒ (∀x)q(x)))

2.>((∀x)(p(x)⇒ q(x))) (1)

3.⊥((∀x)p(x)⇒ (∀x)q(x)) (1)

4.>((∀x)p(x) (3)

5.⊥((∀x)q(x)

6.⊥(q(a)) (5)

7.>(p(a)) (4)

8.>(p(a)⇒ q(a)) (2)

9.⊥(p(a)) (8)
X(7, 9)

10.>(q(a)) (8)
X(6, 10)

9. 1.⊥((∀x)((p(x) ∨ q(x))⇒ r(x))⇒ ((∃x)¬r(x)⇒ (∃x)¬p(x)))

2.>((∀x)((p(x) ∨ q(x))⇒ r(x))) (1)

3.⊥((∃x)¬r(x)⇒ (∃x)¬p(x)) (1)

4.>((∃x)¬r(x)) (3)

5.⊥((∃x)¬p(x)) (3)

6.>(¬r(a)) (4)

7.⊥(r(a)) (6)

8.⊥(¬p(a)) (5)

9.>(p(a)) (p(a))

10.>((p(a) ∨ q(a))⇒ r(a)) (2)

11.⊥(p(a) ∨ q(a)) (10)

13.⊥(p(a)) (11)

14.⊥(q(a)) (11)
X(9, 13)

12.>(r(a)) (10)
X(7, 12)
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10. 1.⊥((∀x)(∃y)(∃z)(p(x, z)⇒ q(x, y))⇒ ((∀x)(∀z)p(x, z)⇒ (∀x)(∃y)q(x, y)))

2.>((∀x)(∃y)(∃z)(p(x, z)⇒ q(x, y))) (1)

3.⊥((∀x)(∀z)p(x, z)⇒ (∀x)(∃y)q(x, y)) (1)

4.>((∀x)(∀z)p(x, z)) (3)

5.⊥((∀x)(∃y)q(x, y)) (3)

6.⊥((∃y)q(a, y)) (5)

7.>((∃y)(∃z)(p(a, z)⇒ q(a, y))) (2)

8.>((∀z)p(a, z)) (4)

9.>((∃z)(p(a, z)⇒ q(a, b))) (7)

10.⊥(q(a, b)) (6)

11.>(p(a, c)⇒ q(a, b)) (9)

12.>(p(a, c)) (8)

13.⊥(p(a, c)) (11)
X(12, 13)

14.>(q(a, b)) (11)
X(10, 14)
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11. 1.⊥((H ∧K)⇒ L)

2.>(H ∧K) (1)

3.⊥((∀x)p(x)⇒ (∃x)(∃y)q(x, y)) (1)

4.>((∀x)(p(x)⇒ (∃y)(q(x, y) ∨ r(x, y)))) (2)

5.>((∃x)(∀y)¬r(x, y)) (2)

6.>((∀x)p(x)) (3)

7.⊥((∃x)(∃y)q(x, y)) (3)

8.>((∀y)¬r(a, y)) (5)

9.>(p(a)⇒ (∃y)(q(a, y) ∨ r(a, y))) (4)

10.>(p(a)) (6)

11.⊥((∃y)q(a, y)) (7)

12.⊥(p(a)) (9)
X(10, 12)

13.>((∃y)(q(a, y) ∨ r(a, y))) (9)

14.>(q(a, b) ∨ r(a, b)) (13)

15.⊥(q(a, b)) (11)

16.>(¬r(a, b)) (8)

17.⊥(r(a, b)) (16)

18.>(q(a, b)) (14)
X(15, 17)

19.>(r(a, b)) (14)
X(17, 19)

Teorema 11.1

Do k a z. �

Tvr�e�e 11.2

Do k a z. �

Posledica 11.3

Do k a z. �

Primer 11.4

4

Definicija 11.5

109


