
ALGEBRA 1
Grupe

Automorfizmi grupa

Zoran Petrovi�

11. decembar 2012.

Neka je G grupa. Sa Aut(G) oznaqavamo skup svih automorfizama
grupe G:

Aut(G) := {f : G→ G | f je automorfizam}.

Kako je kompozicija dva automorfizma tako�e automorfizam, a i in-
verz automorfizma je automorfizam to je (Aut(G), ◦) jedna grupa (iden-
tiqno preslikavaǌe je naravno automorfizam), koju zovemo grupa au-
tomorfizama grupe G.

Neka g ∈ G. Definiximo ug:G→ G sa:

ug(x) = gxg−1.

Nije texko uveriti se da je ug automorfizam grupe G. Naime,

ug(xy) = gxyg−1 = (gxg−1)(gyg−1) = ug(x)ug(y).

Osim toga,

(ug ◦ uh)(x) = ug(uh(x)) = ug(hxh−1) = ghxh−1g−1 = (gh)x(gh)−1 = ugh(x).

Dakle, ug ◦uh = ugh. Kako je, oqigledno, ue = idG, to dobijamo da je, za
svako g ∈ G: ug◦ug−1 = ue = idG. Zakǉuqujemo da je ug bijekcija i da je,
zapravo, u−1

g = ug−1 . Na ovaj naqin smo pokazali ne samo da je svaki ug
jedan automorfizam, nego i da skup svih automorfizama tog oblika,
qini jednu podgrupu grupe svih automorfizama. Automorfizme ovog
oblika zva�emo unutraxǌi automorfizmi i koristi�emo oznaku

Inn(G) := {ug | g ∈ G},

za podgrupu svih unutraxǌih automorfizama grupe G.
Znamo da je (Inn(G), ◦) 6 (Aut(G), ◦), no postavǉa se pitaǌe da li

je to i normalna podgrupa. Proverimo to. Neka je φ ∈ Aut(G). Treba
pokazati da je

φ ◦ Inn(G) ◦ φ−1 ⊆ Inn(G).
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Neka g ∈ G. Tada za svaki x ∈ G:

(φ ◦ ug ◦ φ−1)(x) = φ(ug(φ−1(x)))
= φ(gφ−1(x)g−1)
= φ(g)φ(φ−1(x)φ(g−1)
= φ(g)xφ(g)−1

= uφ(g)(x).

Dakle, φ ◦ ug ◦ φ−1 = uφ(g) ∈ Inn(G). Zakǉuqujemo da je Inn(G) /Aut(G).
Koliqniqku grupu Aut(G)/Inn(G), oznaqavamo sa Out(G) i zovemo

grupa spoǉaxǌih automorfizama grupe G (svaki koset u ovoj grupi, ra-
zliqit od Inn(G), zadat je nekim automorfizmom koji nije unutraxǌi,
tj. koji nije zadat nekim konkretnim elementom grupe G kao xto je za-
dat unutraxǌi automorfizam).

Stav 1 Pridru�ivaǌe
gZ(G) 7→ ug

predstavǉa izomorfizam grupa G/Z(G) i Inn(G).

Dokaz. Posmatramo funkciju φ : G/Z(G)→ Inn(G) zadatu sa:

ψ(gZ(G)) = ug.

Treba dokazati da je ψ izomorfizam (kako je Z(G) normalna podgrupa
od G, to zaista imamo koliqniqku grupu G/Z(G)).

Doka�imo najpre da je ψ dobro definisana. U tu svrhu, neka je
gZ(G) = hZ(G). Treba pokazati da je ug = uh. Iz gZ(G) = hZ(G) sledi
da je g−1h ∈ Z(G), tj. da za svaki x ∈ G va�i

g−1hx = xg−1h.

Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa g, a zdesna sa h−1 dobijamo da za
svaki x ∈ G:

hxh−1 = gxg−1,

tj. da je za svako x ∈ G: uh(x) = ug(x). Zakǉuqujemo da je zaista
ug = uh.

Na sliqan naqin se proverava da je ψ ,,1–1”. Neka je ψ(gZ(G)) =
ψ(hZ(G)). To znaqi da je ug = uh, te je za sve x ∈ G: ug(x) = uh(x).
Dakle, za sve x ∈ G va�i:

gxg−1 = hxh−1.

Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa g−1, a zdesna sa h dobijamo da za
svako x ∈ G va�i:

g−1hx = xg−1h,
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xto zapravo znaqi da g−1h ∈ Z(G), te zakǉuqujemo da je gZ(G) = hZ(G).
Tako smo dobili da je ψ ,,1–1”.

Funkcija ψ je oqigledno ,,na” (zaxto?), te nam samo preostaje da
poka�emo da se sla�e sa operacijama, tj. da je za sve g, h ∈ G

ψ((gZ(G))(hZ(G))) = ψ(gZ(G)) ◦ ψ(hZ(G)).

(Prisetimo se da je operacija u Inn(G) zapravo kompozicija funkcija.)
No,

ψ((gZ(G))(hZ(G))) = ψ((gh)Z(G))
= ugh

= ug ◦ uh
= ψ(gZ(G)) ◦ ψ(hZ(G)).

�

Postavǉa se pitaǌe da li grupa unutraxǌih automorfizama mo�e
biti cikliqna. Naravno, ukoliko je grupa G komutativna, svaki unu-
traxǌi automorfizam je identitet (zaxto?), te je tada Inn(G) = {idG},
no to je trivijalna grupa. Slede�i stav nam daje odgovor na to pi-
taǌe.

Stav 2 Grupa Inn(G) nikada nije (netrivijalna) cikliqna grupa.

Dokaz. Pretpostavimo da je Inn(G) cikliqna grupa. Na osnovu prethodnog
stava dobijamo da je i G/Z(G) cikliqna, tj. da postoji x ∈ G za koji je
G/Z(G) = 〈xZ(G)〉. Pokaza�emo da odatle sledi da je G komutativna
grupa. U tu svrhu, neka su y, z proizvoǉni elementi iz G. Kako j
xZ(G) generator grupe G/Z(G), to postoje m,n ∈ Z za koje je

yZ(G) = (xZ(G))m i zZ(G) = (xZ(G))n.

No, to zapravo znaqi da postoje c, d ∈ Z(G) takvi da je

y = xmc i z = xnd.

(Zaxto?) No, tada dobijamo da je

yz = xmcxnd

= xmxncd (c ∈ Z(G))
= xnxmcd

= xndxmc (d ∈ Z(G))
= zy.

Dakle, G je komutativna grupa, pa je G = Z(G), te je G/Z(G) trivi-
jalna grupa, te je trivijalna i grupa Inn(G). �
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Odre�ivaǌe grupe automorfizama proizvoǉne grupe nije lak za-
datak, stoga �emo se mi ovde ograniqiti samo na neke jednostavnije
sluqajeve i primere.

Pozabavimo se najpre pitaǌem odre�ivaǌa grupe automorfizama
cikliqne grupe.

Svaka beskonaqna cikliqna grupa izomorfna je grupi Z. Nije
texko uveriti se da su jedini automorfizmi ove grupe identitet i
x 7→ −x (proverite ovo). Stoga je Aut(Z) ∼= Z2.

Neka je n > 2 i f ∈ Aut(Zn) (kako je jasno da iz G ∼= H sledi da
je Aut(G) ∼= Aut(H) (uverite se u to!), kao i da je svaka netrivijalna
konaqna cikliqna grupa izomorfna taqno jednoj grupi Zn, za n > 2,
mi razmatramo taj sluqaj). Element 1 je generator grupe Zn i au-
tomorfizam f je potpuno odre�en slikom elementa 1. Naime, neka je
f(1) = r. Ukoliko je x ∈ Zn, to je

x = 1 +n · · ·+n 1︸ ︷︷ ︸
x

,

te dobijamo

f(x) = f(1 +n · · ·+n 1︸ ︷︷ ︸
x

) = f(1) +n · · ·+n f(1)︸ ︷︷ ︸
x

= r +n · · ·+n r︸ ︷︷ ︸
x

.

No,
r +n · · ·+n r︸ ︷︷ ︸

x

= r ·n x.

Naime, i leva i desna strana ove jednakosti su zapravo ostatak pri
deǉeǌu rx sa n. Prema tome, dobijamo da je za svako x ∈ Zn:

f(x) = r ·n x.

Dakle, iz qiǌenice da se f sla�e sa operacijama videli smo kakvog je
oblika f . Postavǉa se pitaǌe: kakvo mora biti r ∈ Zn da sa x 7→ r ·n x
bude zadat automorfizam grupe Zn? Pre svega, s obzirom na svojstva
operacija +n i ·n, ovakvo pridru�ivaǌe uvek se sla�e sa operacijom.
Kako je grupa Zn konaqna, to je dovoǉno proveriti za koje r je ovakvo
pridru�ivaǌe ,,na” (zaxto?). No, to nije texko. Dovoǉno je ispitati
kada je 1 slika nekog elementa (poxto je 1 generator grupe Zn). To
znaqi da treba ustanoviti za koje r ∈ Zn postoji s ∈ Zn tako da je
r ·n s = 1. No, dobro nam je poznato da to va�i ako i samo ako je
r uzajamno prosto sa n. Podsetimo se da smo sa Φ(n) oznaqili sve
elemente iz skupa {1, . . . , n − 1} koji su uzajamno prosti sa n. Dakle,
pridru�ivaǌe x 7→ r ·n x zadaje automorfizam grupe Zn ako i samo ako
r ∈ Φ(n). No, (Φ(n), ·n) je grupa i na osnovu prethodnog razmatraǌa,
mo�e se oqekivati da postoji veza ove grupe i grupe Aut(Zn). Zapravo
va�i slede�i stav.
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Stav 3 Funkcija Ψ: Aut(Zn)→ Φ(n), zadata sa:

Ψ(f) = f(1)

je izomorfizam grupa (Aut(G), ◦) i (Φ(n), ·n).

Dokaz. Na osnovu prethodnog razmatraǌa, Ψ je bijekcija (zaxto?).
Potrebno je samo proveriti slagaǌe sa operacijama. No, to nije
texko:

Ψ(f ◦ g) = (f ◦ g)(1)
= f(g(1))
= f(1) ·n g(1).

(koristili smo dokazani rezultat po kome je f(x) = f(1) ·n x za auto-
morfizam f i element x). Ovim je dokaz zavrxen. �

Pogledajmo sada neke primere.

Primer 4 Pokazati da je Aut(Z2 × Z2) ∼= S3.

Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Svi elementi ove grupe (sem neu-
trala) su reda 2. Oznaqimo sa X skup svih elemenata reda 2 u ovoj
grupi. Posmatrajmo funkciju

Ψ: Aut(Z2 × Z2)→ SX ,

definisanu sa:
Ψ(φ) := φ|X .

Jasno je da je ovo dobro definisana funkcija poxto automorfizam ne
meǌa red elementa, pa je zaista φ[X] = X za svaki automorfizam φ
(pa�ǉiv qitalac �e primetiti da ovo nije bax prava restrikcija,
poxto pri restrikciji ,,smaǌujemo” samo domen, a ne i kodomen, ali
jasno je xta �elimo da uradimo). Svaki automorfizam je potpuno
odre�en vrednostima u elementima reda 2, poxto se neutral obavezno
slika u neutral. Stoga je Ψ ,,1–1”. No, Ψ je i ,,na” poxto svaka
permutacija skupa X zadaje jedan automorfizam (proizvod svaka dva
razliqita elementa iz X jednak je tre�em elementu). Stoga je Ψ i
,,na”. S obzirom da je u obe grupe operacija ◦, to se Ψ sla�e i sa
operacijom, te je zaista jedan izomorfizam. Kako je X skup od tri
elementa, to je tvr�eǌe dokazano. ♣

Primer 5 Odrediti grupu Aut(S3).

S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}. Neka je X = {(12), (13), (23)}. Kao
i u prethodnom primeru, poxto su u X svi elementi reda 2 u grupi
S3, to za svaki φ ∈ Aut(S3) va�i: φ[X] = X. Osim toga, vrednosti
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koje automorfizam ,,uzima” na elementima skupa X jedinstveno odre-
�uju taj automorfizam (elementi iz X generixu S3). I ne samo to –
vrednosti na skupu X mogu se uzeti proizvoǉno i tako dobiti jedan
automorfizam (razmislite i proverite na primeru!). Dakle, kao i u
prethodnom primeru, ,,restrikcija” zadaje izomorfizam grupa Aut(S3)
i SX , pa je Aut(S3) ∼= S3. ♣

Napomena. Primetimo da grupe Z2 × Z2 i S3 nisu izomorfne, ali
ǌihove grupe automorfizama to jesu.

Neka su G i H proizvoǉne grupe. Ako je φ ∈ Aut(G) i ψ ∈ Aut(H),
onda je lako proveriti da je funkcija φ× ψ, definisana sa:

(φ× ψ)(g, h) = (φ(g), ψ(h)),

za g ∈ G i h ∈ H automorfizam grupe G × H. Jasno je da u opxtem
sluqaju ne mora svaki automorfizam grupe G × H da bude tog obli-
ka (jedini automorfizam grupe Z2 je identitet, a videli smo da je
Aut(Z2 × Z2) ∼= S3). Slede�i stav nam daje dovoǉne uslove da svaki
automorfizam bude ovog oblika.

Stav 6 Neka je |G| = m, |H| = n i neka su m i n uzajamno prosti. Tada je
Aut(G×H) ∼= Aut(G)×Aut(H).

Dokaz. Glavni deo dokaza sastoji se u tome da se poka�e da je pri
datim uslovima svaki automorfizam Θ ∈ Aut(G×H) oblika φ× ψ, za
neki φ iz Aut(G) i neki ψ iz Aut(H). Neka je e neutral u G i ε neutral
u H. Tvrdimo da va�i slede�e:

Θ(g, ε) = (φ(g), ε),

gde je φ neki automorfizam grupe G. Pretpostavimo da je za neko
g ∈ G ispuǌeno: Θ(g, ε) = (φ(g), h0), gde je h0 element iz H razliqit
od neutrala (jasno je da je prva komponenta zadata nekom funkcijom
od g – kasnije �emo pokazati da je zadata automorfizmom). Kako je
m = |G|, to je gm = e i dobijamo da je (g, ε)m = (e, ε). Stoga je

(φ(g), h0)m = Θ(g, ε)m = Θ((g, ε)m) = Θ(e, ε) = (e, ε).

Dakle, hm0 = e. Stoga ω(h0) | m. Kako h0 ∈ H, a |H| = n, to va�i i
ω(h0) | n. Po pretpostavci je h0 6= ε, te je ω(h0) 6= 1. Dobijamo da m i
n imaju zajedniqki delilac ve�i od 1, xto protivreqi pretpostavci
da su uzajamno prosti. To pokazuje da je zaista

Θ(g, ε) = (φ(g), ε)

za sve g ∈ G. Primetimo da φ mora biti ,,1–1”, jer je Θ ,,1–1”. Kako je
G konaqna grupa, sledi da je φ i ,,na”. No, φ se sla�e i sa operacijama:

(φ(g1g2), ε) = Θ(g1g2, εε) = Θ(g1, ε)Θ(g2, ε) = (φ(g1), ε)(φ(g2), ε) = (φ(g1)φ(g2), ε),
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pa je zaista φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2).
Na potpuno isti naqin se pokazuje da je

Θ(e, h) = (e, ψ(h)),

za neki ψ ∈ Aut(H). Konaqno dobijamo:

Θ(g, h) = Θ((g, ε)(e, h)) = Θ(g, ε)Θ(e, h) = (φ(g), ε)(e, ψ(h)) = (φ(g), ψ(h)).

Sada je lako proveriti da je jedan izomorfizam

F : Aut(G×H)→ Aut(G)×Aut(H)

zadat sa F (φ, ψ) = φ× ψ. Ostavǉamo qitaocima da ovo provere. �
Ovaj rezultat, uz ranije rezultate o automorfizmima cikliqnih

grupa ima jednu, pomalo neoqekivanu posledicu.

Posledica 7 Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada je
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Dokaz. Prisetimo se da je ϕ(n) = |Φ(n)|, gde je Φ(n) = {k : 1 6 k <
n, NZD(k, n) = 1}. Kako su m i n uzajamno prosti, imamo izomorfizam
Zmn ∼= Zm × Zn. Stoga je

Φ(mn) ∼= Aut(Zmn) ∼= Aut(Zm × Zn) ∼= Aut(Zm)×Aut(Zn) ∼= Φ(m)× Φ(n).

Dobijamo ϕ(mn) = |Φ(mn)| = |Φ(m)× Φ(n)| = |Φ(m)||Φ(n)| = ϕ(m)ϕ(n). �

Naravno, ovde smo u dokazu koristili jednostavnu qiǌenicu da iz
G ∼= G1 i H ∼= H1 sledi G×H ∼= G1 ×H1. Doka�ite je za ve�bu.
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