
ALGEBRA 1
Grupe

Grupe malog reda; klase konjugacije

Zoran Petrovi�

20. novembar i 4. decembar 2012.

Kako izraqunati ϕ(n) za proizvoǉno n > 2? Za funkciju ϕ va�i
slede�e:

1. ukoliko su m i n uzajamno prosti, onda je ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n);

2. za svaki prost broj p i m > 1: ϕ(pm) = pm − pm−1.

Prvu osobinu dokaza�emo kada se budemo bavili komutativnim prste-
nima sa jedinicom, dok se druga lako dokazuje. Naime, x ∈ Zpm \ {0}
nije u Φ(pm) ako i samo ako p | x. Dakle,

x 6∈ Φ(pm) akko x ∈ {p, 2p, . . . , (pm−1 − 1)p}.

Prema tome,

ϕ(pm) = |Φ(pm)|
= |Zpm \ {0}| − |{p, 2p, . . . , (pm−1 − 1)p}|
= (pm − 1)− (pm−1 − 1)
= pm − pm−1.

Korix�eǌem ova dva svojstva, dobijamo da va�i slede�i rezultat.
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Lagran�ova teorema nam pokazuje da, na primer, grupa reda 20 ne
mo�e da ima podgrupu reda 12 i sliqno. Ona nam ne govori nixta o
tome da li, na primer, grupa reda 20 ima podgrupu reda 10 (postojaǌe
takve podgrupe ne bi bilo u suprotnosti sa Lagran�ovom teoremom).
Ovakva pitaǌa su znatno slo�enija i mi se ǌima ne�emo sada baviti.
Samo �emo navesti jednu teoremu (za sada bez dokaza), koja govori o
postojaǌu podgrupa odre�enog reda i navesti neke ǌene posledice u
obliku primera.

Teorema 1 (Koxijeva teorema) Ako jeG konaqna grupa i p prost broj takav
da p | |G|, onda u G postoji element reda p.

Dakle, ukoliko je p prost broj, koji deli red grupe G, u G postoji
element reda p, a samim tim i podgrupa reda p.

Primer 2 Svaka grupa reda 6 izomorfna je ili grupi Z6 ili grupi D3.

Neka je |G| = 6. Ukoliko u G postoji element reda 6, onda je G ∼= Z6.
Pretpostavimo stoga da u G ne postoji element reda 6. Na osnovu
Koxijeve teoreme u G postoji element x reda 3 i element y reda 2.
Kako je 3 = ω(x) = ω(x2) (zaxto?), to y 6∈ 〈x〉. Stoga je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, x2, y, yx, yx2}.

Element xy je u G i jednak je nekom od navedenih elemenata. Nije
texko uveriti se (uverite se!) da su jedine mogu�nosti:

1. xy = yx;

2. xy = yx2.

No, ako je xy = yx, dobijamo da je

G ∼= 〈y〉 × 〈x〉 ∼= Z6

(zaxto?), xto protivreqi pretpostavci da u G nema elemenata reda
6. Preostaje mogu�nost xy = yx2 i u tom sluqaju je G ∼= D3 (pri
izomorfizmu koji x slika u ρ, a y u σ). ♣

Zavrxi�emo ovu lekciju opisom grupa reda 8. Da bismo mogli da
je izvrximo, bi�e nam potreban jox jedan primer grupe.

Dobro nam je poznato raqunaǌe sa kompleksnim brojevima. Svaki
kompleksan broj se mo�e napisati u obliku a+ bi, gde su a i b realni
brojevi, a i je imaginarna jedinica, tj. za i va�i slede�e: i2 = −1.
Hamilton je u matematiku uveo kvaternione. Svaki kvaternion mo�e
se napisati u obliku a + bi + cj + dk, gde su a, b, c, d realni brojevi,
a i, j, k imaginarne jedinice za koje jox va�i: ij = k = −ji, jk = i =
−kj, ki = j = −ik. Kao xto se mo�e videti, mno�eǌe kvaterniona
nije komutativno, no mnoga druga svojstva, koja va�e za kompleksne
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brojeve va�e i za kvaternione. I pored zanimǉivosti kvaterniona,
mi se ne�emo ǌima detaǉno baviti. No, oznaqimo sa Q8 slede�i skup:

Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}.

Nije texko uveriti se da je (Q8, ·) grupa. Zovemo je kvaternionska grupa.
Navedimo tablicu ove grupe.

· 1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1
−k −k k −j j i −i 1 −1

Primetimo da je Q8 generisana elementima i i j i da za ove elemente
va�i: i2 = j2 i jij−1 = i−1.

Primer 3 Svaka grupa reda 8 izomorfna je taqno jednoj od grupa:

Z8, Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8.

Neka je G grupa reda 8. Ukoliko u G postoji element reda 8, onda
je G ∼= Z8. Ukoliko je pak u G svaki element reda 2, prema ranijem
rezultatu sledi da je G ∼= Z2 × Z2 × Z2. Pretpostavimo u daǉem da u
G postoji element reda 4 i da ne postoji element reda 8.

Neka je x reda 4 i neka y 6∈ 〈x〉. Tada je

G = 〈x〉 t y〈x〉 = {e, x, x2, x3, y, yx, yx2, yx3}.

Odredimo koji od ovih elemenata mo�e biti jednak elementu xy. Pre
svega, kako y 6∈ 〈x〉 i kako je x 6= e, to xy 6∈ {e, x, x2, x3, y}. Ukoliko je pak
xy = yx2, dobijamo da je x = yx2y−1 iz qega sledi da je x2 = yx4y−1 =
yey−1 = e, pa bi x bio reda 2, xto nije. Zakǉuqujemo da xy ∈ {yx, yx3}.

Odredimo jox koliko je y2. Pre svega, kako y 6∈ 〈x〉, to y2 6∈ y〈x〉.
Osim toga, kako je ω(x) = ω(x3) = 4, a u G nema elemenata reda 8 to y2

ne mo�e biti ni x ni x3 (tada bi y bio reda 8). Dakle, y2 ∈ {e, x2}.
Dobili smo 4 sluqaja

1. xy = yx, y2 = e;

2. xy = yx, y2 = x2;

3. xy = yx3, y2 = e;

4. xy = yx3, y2 = x2.

3



Razmotrimo svaki posebno.

1. U ovom sluqaju je grupa G komutativna i funkcija f : Z2 × Z4 → G
definisana sa f(r, s) = yrxs je izomorfizam. Jasno je da je f bijekcija.
Samo treba proveriti slagaǌe sa operacijama.

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = yr+2r′
xs+4s′

.

Kako je y reda 2 i x reda 4, to je yr+2r′
= yryr′

i xs+4s′
= xsxs′

. Dakle,

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = yryr′
xsxs′

.

Kako je xy = yx, to je

yryr′
xsxs′

= yrxsyr′
xs′

= f(r, s)f(r′, s′).

Dakle, zaista je

f(r +2 r
′, s+4 s

′) = f(r, s)f(r′, s′).

2. U ovom sluqaju je tako�e grupa G komutativna. Primetimo da je
sada element y reda 4, no element y3x je reda 2:

(y3x)2 = y6x2 = x6x2 = x8 = e.

Stoga je izomorfizam f : Z2 × Z4 → G zadat sa: f(r, s) = (y3x)rxs.
Proverite detaǉe!

3. U ovom sluqaju, situacija je jasna. Izomorfizam f : D4 → G zadat
je sa: f(σ) = y, f(ρ) = x.

4. I u ovom sluqaju nije texko videti kako funkcija f :Q8 → G zadata
sa: f(i) = x, f(j) = y zadaje izomorfizam (va�no je primetiti da je
ij = k = ji3 i i2 = j2). ♣

Uvedimo sada jedan veoma va�an pojam.

Definicija 4 Element y je konjugovan elementu x (element y je konjugat
elementa x) u grupi G ukoliko postoji g ∈ G tako da je

y = gxg−1.

Jasno je da je na ovaj naqin definisana jedna relacija ekvivalen-
cije na skupu G. Naime, svaki element x je konjugovan sam sebi poxto
je x = exe−1. Ukoliko je y konjugovan elementu x, tj. postoji g ∈ G
tako da je y = gxg−1, onda je i x konjugovan y, jer je x = g−1y(g−1)−1.
Ako je y konjugovan elementu x (y = gxg−1 za neko g ∈ G), a z kon-
jugovan elementu y (z = hyh−1), onda je i z konjugovan elementu x:
z = (hg)x(hg)−1.

Klasu ekvivalencije pri ovoj relaciji zovemo klasa konjugacije (ili
klasa konjugovanosti).
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Primer 5 Odrediti klase konjugacije u grupi Dn.

Razlikova�emo dva sluqaja.

n = 2l + 1. Iz
(σρs)σ(σρs)−1 = σρsσσρs = σρ2s

i
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l+1−2s

sledi da je jedna klasa konjugacije

{σ, σρ, σρ2, . . . , σρ2l}.

Iz
(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = σσρ−sρ−kρs = ρ−k = ρ2l+1−k,

kao i iz qiǌenice da je ρsρkρ−s = ρk, sledi da su

{ρ, ρ2l}, {ρ2, ρ2l−1}, . . . , {ρl, ρl+1}

tako�e klase konjugacije. Osim toga, {ε} je jedina preostala klasa
konjugacije.

n = 2l. Kako je

(σρs)σ(σρs)−1 = σρ2s i (σρs)σρ(σρs)−1 = σρ2s−1,

a
ρsσρ−s = σρ−2s = σρ2l−2s i ρsσρρ−s = σρ1−2s = σρ2l+1−2s

to je klasa konjugacije elementa σ jednaka {σρ2s : 0 6 s 6 l−1}, a klasa
konjugacije elementa σρ je {σρ2s+1 : 0 6 s 6 l − 1}. Osim toga, kako je
ρsρkρ−s = ρk, a

(σρs)ρk(σρs)−1 = σρsρkσρs = ρ−k = ρ2l−k,

to su dvoqlane klase konjugacije:

{ρ, ρ2l−1}, {ρ2, ρ2l−2}, . . . , {ρl−1, ρl+1},

dok se jedine preostale klase konjugacije jednoqlane:

{ε}, {ρl}.

Primetimo na kraju da u sluqaju da je n neparno u Dn postoji samo
jedna jednoqlana klasa konjugacije, dok ih u sluqaju da je n parno ima
dve. ♣

Primer 6 Ispitajmo kako izgledaju klase konjugacije u grupi Sn i odredimo
ih za grupe S4 i A4.
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Primetimo najpre da su ma koja dva cikla iste du�ine konjugovana.
Naime, ako su (a1a2 . . . ak) i (b1b2 . . . bk) cikli du�ine k iz Sn i ako je
π neka permutacija iz Sn za koju je π(ai) = bi za sve i = 1, k, tada je

π(a1a2 . . . ak)π−1 = (π(a1)π(a2) . . . π(ak)) = (b1b2 . . . bk).

Opxtije, va�i slede�e. Dve permutacije σ i ρ iz Sn su konjugovane
ako i samo ako imaju istu ciklusnu strukturu, tj. ako u rastavǉaǌu na
proizvod disjunktnih ciklusa u permutaciji σ ima isti broj ciklusa
du�ine 1, 2, 3, . . . kao i u permutaciji ρ. Ovo nije texko dokazati,
ali zbog uxtede vremena, dokaz ne�emo ispisivati. No, rezultat bi
trebalo da bude oqigledan iz prethodno navedene jednakosti.

Pozabavimo se sada klasama konjugacije u grupama S4 i A4.
U sluqaju grupe S4, mo�emo koristiti navedeni rezultat. Dobi-

jamo da su klase konjugacije slede�e:

{(1234), (1324), (2134), (2314), (3124), (3214)};

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)};
{(12), (13), (14), (23), (24), (34)};
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.
Vidimo da postoji samo jedna jednoqlana klasa konjugacije.

U sluqaju grupe A4 moramo pa�ǉivije raditi. Npr. u A4 ciklusi
(123) i (132) nisu konjugovani. Naime, ako je π permutacija za koju je

π(123)π−1 = (132),

ona nije parna permutacija. Naime, π(4) = 4, a osim toga mora biti
(π(1)π(2)π(3)) = (132), xto ostavǉa slede�e mogu�nosti za π: π = (23),
ili π = (13), ili π = (12). Nijedna od ovih permutacija nije parna.
Dakle, elementi (123) i (132) nisu u istoj klasi konjugacije u A4. No,
ipak nije texko uveriti se da su klase konjugacije date sa:

{(123), (124), (134), (234)};

{(132), (142), (143), (243)};
{(12)(34), (13)(24), (14)(23)};

{(1)}.
Vidimo da i u ovom sluqaju postoji samo jedna jednoqlana klasa kon-
jugacije. �

Definicija 7 Neka je G grupa. Centar grupe G, u oznaci Z(G) definixe
se kao skup svih elemenata iz G, koji komutiraju sa svim elementima te grupe:

Z(G) := {x ∈ G : (∀g ∈ G)gx = xg}.
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Nije texko proveriti da je Z(G) jedna podgrupa grupe G. Naime, kako
je eg = ge za sve g ∈ G, to e ∈ Z(G). Ako x, y ∈ Z(G), onda

(xy)g = x(yg) = x(gy) = (xg)y = (gx)y = g(xy),

pa xy ∈ Z(G). Osim toga, ako je x ∈ Z(G), tj. za sve g ∈ G va�i
xg = gx, onda, mno�e�i ovu jednakost zdesna i sleva sa x−1, dobijamo
gx−1 = x−1g. Zakǉuqujemo da i x−1 pripada centru.

Veza izme�u centra i konjugacije data je slede�im stavom qiji
dokaz sledi neposredno iz definicije centra.

Stav 8 Centar grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije.

Primer 9 Centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj, a jednak
je {ε, ρn/2} ukoliko je n paran broj.

Pretpostavimo da je element σρk u centru grupe Dn. To znaqi da je

(σρk)ρ = ρ(σρk),

tj.
σρk+1 = σρk−1.

Odavde sledi da je ρ2 = ε, xto nije mogu�e. Dakle, mo�emo da za-
kǉuqimo da nijedan element oblika σρk ne mo�e biti u Z(Dn).

Posmatrajmo elemente oblika ρk za 1 6 k < n. Ukoliko je neki
takav element u centru, mora biti

ρk(σρ) = (σρ)ρk,

pa je
σρ−kρ = σρk+1.

Dobijamo da mora biti ρ2k = ε. Kako je n = ω(ρ), dobijamo da n | 2k.
Ukoliko je n neparan, dobili bismo da n | k, xto nije mogu�e (1 6 k <
n). Dakle, centar grupe Dn je trivijalan ukoliko je n neparan broj.
Ukoliko je pak n paran, onda (n/2) | k. No, s obzirom da je k < n,
zakǉuqujemo da mora biti k = n/2. Nije texko proveriti (uqinite
to!) da je u ovom sluqaju element ρn/2 zaista u centru. Dakle, za
parne n je Z(Dn) = {ε, ρn/2}. ♣

Napomena. Centar grupe Dn mogli smo da odredimo i iz qiǌenice
da znamo klase konjugacije (centar je unija jednoqlanih klasa kon-
jugacije), ali je dobro to uraditi i direktno.

Definicija 10 Centralizator elementa g ∈ G, u oznaci, Z(g) je skup svih
elemenata grupe G koji komutiraju sa g:

Z(g) := {x ∈ G : xg = gx}.
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Stav 11 Va�i slede�e: a) Z(g) 6 G;
b) broj elemenata u klasi konjugacije elementa g ∈ G jednak je indeksu

ǌegovog centralizatora.

Dokaz. Provera qiǌenice da je Z(g) podgrupa grupe G izvodi se na
potpuno analogan naqin proveri da je Z(G) podgrupa.

Oznaqimo sa C(g) klasu konjugacije elementa g. Drugim reqima,

C(g) = {xgx−1 : x ∈ G}.

Definixemo funkciju f : G/Z(g)→ C(g), sa

f(xZ(g)) = xgx−1.

Doka�imo da je f dobro definisana. Dakle, neka je xZ(g) = yZ(g).
Treba pokazati da je xgx−1 = ygy−1. No, kako je xZ(g) = yZ(g), to je
y−1x ∈ Z(g), pa je

(y−1x)g = g(y−1x).

Mno�eǌem ove jednakosti sleva sa y, a zdesna sa x−1 i korix�eǌem
asocijativnosti mno�eǌa dobijamo tra�eni rezultat (proverite!).

Jasno je da je f ,,na“. Doka�imo da je f ,,1–1“. Neka je f(xZ(g)) =
f(yZ(g)), tj. xgx−1 = ygy−1. Odavde sledi da je (x−1y)g = g(x−1y), tj.
x−1y ∈ Z(g), pa je xZ(g) = yZ(g). �

Posledica 12 Svaka konaqna grupa reda pn, gde je p prost broj, a n > 2,
ima netrivijalan centar.

Dokaz. Kao i u sluqaju svake relacije ekvivalencije, grupa G je
disjunktna unija razliqitih klasa konjugacije. Osim toga, centar
grupe G je unija svih jednoqlanih klasa konjugacije. Dobijamo da je

G = Z(G) t C1 t . . . t Ck, (1)

pri qemu klase Ci nisu jednoqlane. Drugim reqima,

|G| = |Z(G)|+ |C1|+ · · ·+ |Ck|,

pri qemu je |Ci| > 1. Kako je |Ci| jednako indeksu centralizatora
(nekog) elementa iz Ci i kako je |Ci| 6= 1, mora biti p | |Ci|. Iz (1)
sledi da p | |Z(G)|, pa centar zaista nije trivijalan. �

Posledica 13 Ako je p prost broj, onda je svaka grupa reda p2 ili cikliqna
ili izomorfna grupi Zp × Zp.

Dokaz. Ukoliko u G postoji element reda p2, grupa G je cikliqna.
Pretpostavimo da u G nema elemenata reda p2. Kako prema prethodnom
Z(G) nije trivijalna grupa, zakǉuqujemo da postoji x ∈ Z(G) \ {e},
koji je nu�no reda p. Neka je H = 〈x〉. Ukoliko je y ma koji element
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iz G \ 〈x〉, onda je y tako�e reda p i neka je K = 〈y〉. Kako je H ⊆
Z(G), svaki element iz H komutira sa svakim iz K. Osim toga, ako
je H ∩ K 6= {e}, onda je |H ∩ K| = p, pa je H = H ∩ K = K, xto
protivreqi pretpostavci. Dakle, H ∩K = {e}. Ukoliko jox doka�emo
da je H ·K = G, prema stavu o razlagaǌu na proizvod, dobijamo da je
G ∼= H ×K ∼= Zp × Zp. Jasno je da je

H ·K = {xrys : 0 6 r < p, 0 6 s < p}.

Pokaza�emo da me�u ovim elementima nema jednakih. Kako ih ima
p2 = |G|, odatle dobijamo da je G = H ·K. Pretpostavimo da je

xrys = xtyu

i da je, na primer, r > t. Dobijamo:

xr−t = yu−s.

Taj element je i u H i u K. Kako je presek ovih podgrupa trivijalan,
zakǉuqujemo da je xr−t = e = yu−s. No, kako je 0 6 r − t < p = ω(x),
zakǉuqujemo da je r − t = 0, tj. r = t. Sledi da je i s = u, te me�u
navedenim elementima zaista nema jednakih. Dakle, G = H ·K, te je
dokaz zavrxen. �
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