
ALGEBRA 1
Komutativni prsteni sa jedinicom; poǉa

Zoran Petrovi�

25. decembar 2012.

Ovu lekciju zapoqiǌemo definicijom pojma komutativnog prstena
sa jedinicom.

Definicija 1 Komutativan prsten sa jedinicom je struktura (A,+, ·) za
koju va�i:

1. (A,+) je Abelova grupa;

2. (A, ·) je komunativan monoid;

3. za sve x, y, z ∈ A: x · (y + z) = x · y + x · z.

Neutral u odnosu na sabiraǌe oznaqavamo sa 0, ili sa 0A ukoliko je
potrebno da izbegnemo nedoumice, dok neutral u odnosu na mno�eǌe
oznaqavamo sa 1, odnosno 1A. Neutral u odnosu na sabiraǌe zove se
nula, a neutral u odnosu na mno�eǌe jedinica prstena. Kako �emo
se iskǉuqivo baviti komutativnim prstenima sa jedinicom, to �emo,
radi kratko�e, ponekad koristiti samo termin prstem (podrazumevaju-
�i da se radi o komutativnom pstenu sa jedinicom).

Primetimo da je proizvod ma kog elementa prstena i nule jednak
nuli. Naime, a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0. Kako je prsten Abelova
grupa u odnosu na sabiraǌe, to element a · 0 ima inverz (u odnosu na
sabiraǌe) i dobijamo da je 0 = a · 0. Postavǉa se pitaǌe: mo�e li u
nekom prstenu A va�iti jednakost 0A = 1A? Ukoliko je to tako i ako
je x ∈ A proizvoǉan element, dobijamo da je

x = x · 1A = x · 0A = 0A.

Dakle, u tom sluqaju bismo dobili da je A = {0A}. Takav prsten
nazivamo i nula prsten. U daǉem �emo pretpostaviti da prsteni sa
kojima radimo nisu nula prsteni, tj. da je 0 6= 1 u prstenu.

U proizvoǉnom prstenu mo�e se desiti da je x · y = 0, a da je i
x 6= 0 i y 6= 0. Na primer, u prstenu Z6 (u kome su operacije sabiraǌe
po modulu 6 i mno�eǌe po modulu 6) va�i: 2 · 3 = 0, a 2, 3 6= 0. Imamo
poseban naziv za takve elemente.
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Definicija 2 Element a prstena A je deliteǉ nule ukoliko postoji ele-
ment b 6= 0 za koji je a · b = 0. Ukoliko je a deliteǉ nule i a 6= 0, onda je a
pravi deliteǉ nule.

Skup svih deliteǉa nule u prstenu A oznaqavamo sa Z(A).

Definicija 3 Element a prstena A je regularan ukoliko za sve x, y ∈ A
va�i: ako je a · x = a · y, onda je x = y.

Dakle, regularni su oni elementi koje mo�emo da ,,skratimo”. Prime-
timo da je element regularan ako i samo ako on nije deliteǉ nule.
Naime, pretpostavimo da je a regularan element. Ukoliko bi on bio
deliteǉ nule, onda bi sledilo da je a · b = 0 za neki b 6= 0. No, iz
jednakosti a · b = a · 0 sledi da je b = 0. S druge strane, ako a nije
deliteǉ nule i ako je a · x = a · y, dobijamo da je a · (x − y) = 0. Iz
qiǌenice da a nije deliteǉ nule, sledi da mora biti x − y = 0, te
zakǉuqujemo da je a regularan element.

Skup svih regularnih elemenata prstena A oznaqavamo sa R(A). Na
osnovu prethodne analize, dobijamo da je A = Z(A) tR(A).

Definicija 4 Element a prstena A je invertibilan ukoliko postoji ele-
ment b ∈ A za koji je a · b = 1.

Ukoliko je a invertibilan, onda je element b za koji va�i a · b = 1
jedinstveno odre�en (zaxto?) i oznaqavamo ga sa a−1. Skup svih
invertibilnih elemenata prstena A oznaqavamo sa U(A). Jasno je da
je (U(A), ·) jedna Abelova grupa. Zovemo je multiplikativna grupa
prstena. Primetimo da je U(A) ⊆ R(A). Naime, ako je a ∈ U(A) i
a · x = a · y, onda je a−1 · a · x = a−1 · a · y, pa je 1 · x = 1 · y, te je x = y.

U opxtem sluqaju je R(A) 6= U(A). Na primer, R(Z) = Z \ {0}, dok je
U(Z) = {−1, 1}. No, zanimǉiv je slede�i stav.

Stav 5 U konaqnom prstenu svaki regularan element je invertibilan.

Dokaz. Neka je prsten A konaqan i a ∈ R(A). Definiximo La:A → A
sa: La(x) := a · x. Iz regularnosti elementa a sledi da je La ,,1–1”.
Naime, ako je La(x) = La(y), to znaqi da je a · x = a · y, a kako je a
regularan, dobijamo da je x = y. Kako je A konaqan, iz qiǌenice da je
La:A → A ,,1–1” sledi da je La i ,,na”. Stoga postoji b ∈ A za koje je
La(b) = 1, tj. a · b = 1, te zakǉuqujemo da je a invertibilan. 2

Definicija 6 Komutativan prsten sa jedinicom A je domen, ako on ne
sadr�i prave deliteǉe nule, tj. ako je Z(A) = {0}. Komutativan prsten
sa jedinicom A je poǉe ukoliko je svaki nenula element u A invertibilan,
tj. ako je U(A) = A \ {0}.

Oqigledno je da je svako poǉe i domen, dok kao posledicu prethodnog
stava dobijamo da je svaki konaqan domen i poǉe. Naravno, u opxtem
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sluqaju ta dva pojma se ne poklapaju. Na primer, Z jeste domen, ali
nije poǉe. U narednom kursu vide�emo kako se svakom domenu mo�e
pridru�iti jedno poǉe, ali to ostaje za kasnije.

Primetimo da je U(Zn) = Φ(n) i da je Zn poǉe ako i samo ako je n
prost broj (uverite se da je to zaista tako!).

Pre�imo sada na pojam potprstena.

Definicija 7 Neka su (A,+A, ·A) i (B,+b, ·B) dva komutativna prstena sa
jedinicom pri qemu je B ⊆ A. Ka�emo da je B potprsten sa jedinicom prstena
A ukoliko je B ukoliko je

1. za sve x, y ∈ B: x+B y = x+A y;

2. za sve x, y ∈ B: x ·B y = x ·A y;

3. 1B = 1A.

Dobro nam je poznato (zar ne?) da iz prvog uslova sledi da je 0B =
0A. No, moramo dodati uslov da je 1B = 1A. Naime, to ne sledi iz
prethodna dva uslova, kao xto slede�i primer jasno pokazuje.

Primer 8 Neka je A = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, B = {(0, 0), (1, 0)}, a ope-
racije su definisane po koordinatama, koriste�i sabiraǌe i mno�eǌe po
modulu 2. Preciznije:

(a, b) + (c, d) := (a+2 c, b+2 d);

(a, b) · (c, d) := (a ·2 c, b ·2 d);

Operacije na B su restrikcije operacija na A. Tada su i A i B komutativni
prsteni sa jedinicom, no, dok je 0A = (0, 0) = 0B , to je 1A = (1, 1) 6= (1, 0) =
1B . 2

Razmotrimo sada direktan proizvod prstena.

Definicija 9 Neka su (A1,+1, ·1), (A1,+2, ·2) . . . , (An,+n, ·n) komutativni
prsteni sa jedinicom. Na skupu A = A1×A2×· · ·×An definixemo strukturu
(A,+, ·) sa:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 +1 y1, x2 +2 y2, . . . , xn +n yn)
(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) := (x1 ·1 y1, x2 ·2 y2, . . . , xn ·n yn)

Ova struktura jeste komutativan prsten sa jedinicom i predstavǉa
direktan proizvod prstena A1, . . . , An. Primetimo da je 0A = (0A1 , . . . , 0An

)
i 1A = (1A1 , . . . , 1An). Ukoliko imamo bar dva faktora u proizvodu, u
ǌemu uvek ima pravih deliteǉa nule: (0A1 , . . . , 1An) ·(1A1 , . . . , 0An) = 0A.
Kako u poǉu nema pravih deliteǉa nule (zaxto?) zakǉuqujemo da
proizvod bar dva komutativna prstena sa jedinicom (qak i ako su svi
faktori poǉa) ne mo�e biti poǉe.

Slede�i stav utvr�uje strukturu multiplikativne grupe direk-
tnog proizvoda prstena.
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Stav 10 Ako je A = A1 × · · · ×An, onda je U(A) = U(A1)× · · · × U(An).

Dokaz. Ovo nije texko pokazati.

⊆: Neka je a ∈ U(A). To znaqi da postoji b ∈ A takav da je a · b = 1A.
Drugim reqima, ako je a = (a1, . . . , an), onda postoje bi ∈ Ai takvi da je

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (1A1 , . . . , 1An
).

No, ova jednakost je ekvivalentna sa: ai ·i bi = 1Ai
za i = 1, n. To upravo

znaqi da ai ∈ U(Ai) za i = 1, n, tj. a ∈ U(A1)× · · · × U(An).

⊇: Neka a ∈ U(A1) × · · · × U(An). Dakle, a = (a1, . . . , an) ∈ U(A1) × · · · ×
U(An). Prema tome, ai ∈ U(Ai) za i = 1, n, pa postoje bi ∈ Ai takvi da je
ai ·ibi = 1Ai , za i = 1, n. No, odatle sledi da za element b−(b1, . . . , bn) ∈ A
va�i: a · b = 1A, te zakǉuqujemo da a ∈ U(A). 2

Stav 11 Ukoliko je (A,+A, ·A) ∼= (B,+B , ·B), onda je (U(A), ·A) ∼= (U(B), ·B).

Dokaz. Neka je f :A → B izomorfizam prstena. Dokaza�emo da je
f [U(A)] = U(B). Odatle sledi da restrikcija f na U(A) indukuje
tra�eni izomorfizam multiplikativnih grupa datih prstena.

⊆: Neka je a ∈ U(A). To znaqi da postoji a1 ∈ A tako da je a ·A a1 = 1A.
No, tada je f(a·Aa1) = f(1A), pa je f(a)·Bf(a1) = 1B. Dakle, f(a) ∈ U(B).

⊇: Neka b ∈ U(B). To znaqi da postoji b1 ∈ B tako da je b ·B b1 = 1B.
Kako je f ,,na”, postoje a, a1 za koje je f(a) = b i f(a1) = b1. Tako
dobijamo

f(1A) = 1B = b ·B b1 = f(a) ·B f(a1) = f(a ·A a1).

S obzirom na to da je f i ,,1–1”, sledi da je 1A = a ·A a1, tj. a ∈ U(A),
pa b ∈ f [U(A)]. 2

Pre�imo na neke konkrente primere prstena. Prethodni pojmovi
i rezultati da�e nam, uz malo rada, neke rezultate iz elementarne
teorije brojeva.

Teorema 12 Neka su m1,m2, . . . ,mn > 2 celi brojevi za koje je ispuǌeno:
NZD(mi,mj) = 1 za i 6= j. Tada su prsteni Zm1m2···mn i Zm1×Zm2×· · ·×Zmn

izomorfni.

Dokaz. Neka je m = m1m2 · · ·mn. Primetimo da oba prstena imaju m
elemenata. Stoga je, za dokaz postojaǌa izomorfizma, dovoǉno kon-
struisati jednu ,,1–1” funkciju iz jednog u drugi, koja se sla�e sa
operacijama, jer �e ta funkcija sigurno biti i ,,na”, tj. izomorfizam
(to su konaqni skupovi sa istim brojem elemenata). Ako sa ρk(x)
oznaqimo ostatak pri (euklidskom) deǉeǌu x sa k, onda je tra�ena
funkcija f : Zm → Zm1 × Zm2 × · · · × Zmn definisana sa:

f(x) := (ρm1(x), ρm2(x), . . . , ρmn(x)).
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Doka�imo da je f ,,1–1”. Neka je f(x) = f(y). To znaqi da za i = 1, n
va�i: ρmi

(x) = ρmi
(y). No, ako dva broja imaju isti ostatak pri

deǉeǌu brojem mi, onda je ǌihova razlika deǉiva sa mi. Dakle, za
i = 1, n va�i: mi | (x − y). Kako su brojevi mi uzajamno prosti, sledi
da m | (x− y). S obzirom da x, y ∈ Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}, dobijamo da je
x− y = 0, tj. x = y.

Doka�imo da se f sla�e sa operacijama, tj. da je za sve x, y ∈ Zm:
f(x +m y) = f(x) + f(y) i f(x ·m y) = f(x) · f(y) (gde je sa +, odnosno
· oznaqena operacija u direktnom proizvodu, za koju znamo kako se
definixe). Dokaza�emo to za operaciju mno�eǌa, dok sliqan dokaz
za sabiraǌe ostavǉamo za ve�bu.

Dakle, treba dokazati da je f(x ·m y) = f(x) · f(y) za sve x, y ∈ Zm.
S obzirom na definiciju funkcije f i definiciju operacije ·, ovo se
svodi na dokaz qiǌenice da je za sve i = 1, n ispuǌeno:

ρmi
(x ·m y) = ρmi

(x) ·mi
ρmi

(y).

Dokaz �emo izvesti tako xto �emo pokazati da su i leva i desna
strana ove jednakosti zapravo ostaci pri deǉeǌu x·y sa m (gde je ovde
· operacija mno�eǌa celih brojeva). Naime, po definiciji operacije
·m imamo da je

x · y ≡ x ·m y (mod m).

Primetimo da va�i slede�e: ako je a ≡ b (mod m) i ako k | m, onda je
i a ≡ b (mod k). Naime, a ≡ b (mod m) je ekvivalentno sa m | (a − b).
Kako k | m, to sledi da je i k | (a− b), xto je, pak, ekvivalentno sa a ≡ b
(mod k). Stoga, iz

x · y ≡ x ·m y (mod m),

sledi da za sve i = 1, n va�i:

x · y ≡ x ·m y (mod mi).

S obzirom da je
x ≡ ρk(x) (mod k),

dobijamo da je
x ·m y ≡ ρmi

(x ·m y) (mod mi),

te, napokon, dobijamo da je

x · y ≡ ρmi(x ·m y) (mod mi).

S obzirom da je ρmi(x ·m y) ∈ Zmi , sledi da je taj broj zapravo ostatak
pri deǉeǌu x · y sa mi.

Kako je x ≡ ρmi
(x) (mod mi) i y ≡ ρmi

(y) (mod mi), to je

ρmi(x) ·mi ρmi(y) ≡ x ·mi y (mod mi).
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No,
x ·mi

y ≡ x · y (mod mi),

te je i
x · y ≡ ρmi

(x) ·mi
ρmi

(y) (mod mi).

S obzirom da ρmi(x) ·mi ρmi(y) ∈ {0, . . . ,mi − 1}, sledi da je ρmi(x) ·mi

ρmi
(y) ∈ {0, . . . ,mi− 1} ostatak pri deǉeǌu x · y sa mi. Zakǉuqujemo da

mora biti
ρmi

(x) ·mi
ρmi

(y) = ρmi
(x ·m y),

jer je i jedan i drugi broj ostatak pri deǉeǌu x · y sa mi. 2

Posledica 13 (Kineska teorema o ostacima) Neka sum1,m2, . . . ,mn > 2
celi brojevi za koje je NZD(mi,mj) = 1 za i 6= j. Tada za proizvoǉne xi ∈ Z,
i = 1, n, sistem kongruencija

x ≡ x1 (mod m1)
x ≡ x2 (mod m2)

... (1)
x ≡ xn (mod mn)

ima jedinstveno rexeǌe po modulu m1m2 · · ·mn.

Dokaz. Funkcija f , definisana u prethodnoj teoremi, je izomor-
fizam. Mi �emo iskoristiti qiǌenicu da je ona ,,na”. Neka su
x1, x2, . . . , xn ∈ Z. Sa ri oznaqimo ostatak pri deǉeǌu broja xi sa mi.
Jasno je da tada va�i xi ≡ ri (mod mi), za i = 1, n. Formirajmo n-torku
(r1, r2, . . . , rn) ∈ Zm1 ×Zm2 ×· · ·×Zmn . Kako je f ,,na”, to postoji x ∈ Zm

(gde je m = m1m2 · · ·mn) za koje je f(x) = (r1, r2, . . . , rn). No, s obzirom
na definiciju f , to zapravo znaqi da je x ≡ ri (mod mi) za i = 1, n
(uverite se da je to zaista tako!), te je i x ≡ xi (mod mi) za i = 1, n.
Dakle, sistem kongruencija ima rexeǌe. Proverimo i jedinstvenost
rexeǌa. Neka je x′ ∈ Z neki drugi ceo broj za koji je x′ ≡ xi (mod mi)
za i = 1, n. Dobijamo da je x ≡ x′ (mod mi) za i = 1, n. To znaqi da
mi | (x−x′) za i = 1, n. Kako su mi uzajamno prosti to daje: m | (x−x′),
te je rexeǌe zaista jedinstveno po modulu m (jedinstvenost rexeǌa
sledi i iz qiǌenice da je f ,,1–1” – proverite kako sledi). 2

Posledica 14 Ako sum1,m2, . . . ,mn celi brojevi za koje je NZD(mi,mj) =
1, za i 6= j, onda je ϕ(m1m2 · · ·mn) = ϕ(m1)ϕ(m2) · · ·ϕ(mn).

Dokaz. Na osnovu pretpostavki iz dokazane teoreme sledi da va�i
izomorfizam prstena Zm

∼= Zm1×· · ·×Zmn
. Na osnovu stava 11 i stava

10 dobijamo da je U(Zm) ∼= U(Zm1) × · · · × U(Zmn
). S obzirom da je

U(Zk) = Φ(k) i da je ϕ(k) = |Φ(k)|, tra�eni rezultat sledi (uverite se
u to!). 2

6



Kao xto znamo, ukoliko je F poǉe, onda je U(F ) = F \{0}. Poǉe na-
ravno mo�e biti i konaqno i beskonaqno, te i U(F ) mo�e biti konaqna
i beskonaqna. Ono xto je zanimǉivo je da imamo vrlo jednostavan opis
za konaqne podgrupe grupe U(F ). Najpre doka�imo jedan pomo�ni stav.

Stav 15 Neka je A Abelova grupa reda m i neka je za svaki pozitivan ceo
broj d takav da d | m broj rexeǌa jednaqine dx = 0 u grupi A najvixe d, tj.

|{x ∈ A : dx = 0}| 6 d. (∗)

Tada je grupa A cikliqna.

Dokaz. Na osnovu teoreme o karakterizaciji konaqnih Abelovih grupa,
A ∼= Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk

za neko k > 1, pri qemu je d1 > 1 i di | di+1

za i = 1, k − 1. Da bismo dokazali da je A cikliqna dovoǉno je (a i
potrebno) da doka�emo da je k = 1. Na osnovu ranije leme o broju
rexeǌa jednaqine d1x = 0 u ovakvom proizvodu, znamo da je taj broj
jednak NZD(d1, d1)·NZD(d1, d2) · · ·NZD(d1, dk) = dk

1. No, na osnovu uslova
(∗), taj broj ne sme biti ve�i od d1, te mora biti k = 1. 2

Teorema 16 Neka je F poǉe i (A, ·) konaqna podgrupa grupe (U(F ), ·). Tada
je A cikliqna grupa.

Dokaz. Neka je red grupe A jednak m i neka d | m. Kako je grupa A
zadata multiplikativno, to �emo u primeni prethodnog stava koris-
titi multiplikativan zapis. Da bismo dokazali da je A cikliqna,
dovoǉno je da doka�emo da je∣∣{a ∈ A : ad = 1}

∣∣ 6 d.

No, svako rexeǌe jednaqine ad = 1 u poǉu F je zapravo nula polinoma
p(X) = Xd − 1 ∈ F [X]. Sada mo�emo iskoristiti dobro poznatu qi-
ǌenicu da nenula polinom sa koeficijentima u poǉu ne mo�e imati
vixe nula nego xto je ǌegov stepen. S obzirom da je stepen ovog
polinoma jednak d, va�i tra�ena nejednakost i rezultat sledi. 2

Kako je Zp poǉe ukoliko je p prost broj, to je grupa (Zp\{0}, ·p) cik-
liqna grupa reda p−1. Na osnovu jedinstvenosti (do na izomorfizam)
cikliqnih grupa datog reda sledi da je ova grupa izomorfna grupi
(Zp−1,+p−1). No, zanimǉivo je (i korisno) eksplicitnije zadati taj
izomorfizam. U tu svrhu uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 17 Ma koji generator cikliqne grupe (Zp \ {0}, ·p) naziva se
primitivni koren po modulu p.

Qitalac se mo�e zapitati ,,primitivni koren iz qega?” Zapravo je
to primitivni koren iz jedinice (jer u Zp va�i: xp = 1 za sve x ∈
Zp). Ovo je povezano sa ,,obiqnim” korenima iz jedinice (u poǉu C) –
podsetite se primera grupe Cn sa poqetka kursa!
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Stav 18 Neka je p prost broj i r ma koji primitivan koren iz jedinice po
modulu p. Tada je sa:

indr(a) = x akko rx = a,

definisan jedan izomorfizam indr: (Zp \ {0}, ·p)→ (Zp−1,+p−1).

(Texko je ne primetiti sliqnost sa definicijom logaritma za osnovu
r, zar ne?)

Dokaz. Kako je Zp \ {0} = 〈r〉 = {r0, r1, . . . , rp−2}, to je jasno da je indr

jedna bijekcija. Treba pokazati da se sla�e sa operacijama, tj. da je

indr(a ·p b) = indr +p−1 indr(b),

za sve a, b ∈ Zp. U tu svrhu, neka je indr(a) = x i indr(b) = y. To znaqi
da je rx = a i ry = b. Dakle,

a ·p b = rx ·p ry = rx+y.

S obzirom da je rp−1 = 1 u grupi Zp, to je i

rx+y = rx+p−1y

(x+ y i x+p−1 y razlikuju za umno�ak broja p− 1). Stoga je

a ·p b = rx+p−1y.

Na osnovu definicije indr, dobijamo da je x +p−1 y = indr(a ·p b). Ako
se podsetimo xta su x i y, dobijamo da je zaista indr(a) +p−1 indr(b) =
indr(a ·p b), xto se i tra�ilo. 2

Pogledajmo jedan primer primene primivnih korena.

Primer 19 a) Na�i sve primitivne korene po modulu 13.
b) Rexiti kongruenciju x5 ≡ 7 (mod 13).

Rexeǌe. a) Metod je jednostavan. Direktnom proverom na�imo jedan
primitivni koren. Neka je to r. Tada su svi ostali primitivni
koreni jednaki rx, gde je x uzajamno prost sa 12 (multiplikativna
grupa je reda 12, ǌen generator je r – podsetite se reda elementa rx).

U ovom sluqaju, direktnom proverom dobijamo da je jedan primi-
tivni koren jednak 2 (raqunamo u Z13):

21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 3
25 = 6
26 = 12
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27 = 11
28 = 5

210 = 10
211 = 7
212 = 1.

Dakle, primitivni koreni su jox i 25 = 6, 27 = 11 i 211 = 7. Zbog
primene na rexavaǌe kongruencija, pogodno je napraviti i slede�u
tabelu.

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
indr(a) 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

b) Neka je x ostatak pri deǉeǌu x sa 13 i y = ind2(x). Tada se

x5 ≡ 7 (mod 13)

svodi na
5y ≡ ind2(7) (mod 12),

(x5 ≡ x5 (mod 13)), tj. na

5y ≡ 11 (mod 12).

S obzirom da je 5 · 5 ≡ 1 (mod 12) i da je 55 ≡ 7 (mod 12), dobijamo da
je y = 7 (y ∈ Z12). S obzirom da iz ind2(x) = 7 sledi da je x = 11
(pogledajte tablicu), dobijamo i tra�eno rexeǌe: x ≡ 11 (mod 13) ♣

Za sam kraj kursa ostavili smo jednu poznatu teoremu iz elemen-
tarne teorije brojeva.

Teorema 20 (Vilsonova teorema) Neka je p prost broj. Tada je

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Dokaz. Ako je p = 2, sve je jasno. Pretpostavimo da je p neparan prost
broj. Uoqimo polinom q(X) = Xp−1 − 1 ∈ Zp[X]. To je polinom stepena
p−1 i u poǉu on mo�e imati najvixe p−1 razliqitu nulu. S obzirom
da je za sve a ∈ {1, . . . , p− 1}: ap−1 ≡ 1 (mod p), to su sve nule polinoma
q(X) zapravo 1, 2, . . . , p− 1 (iz poǉa Zp). Stoga je

q(X) = (X − 1)(X − 2) · · · (X − (p− 1)).

Dobijamo da je

q(0) = (0− 1)(0− 2) · · · (0− (p− 1)),

odnosno
−1 = (−1)(−2) · · · (−(p− 1)),
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u poǉu Zp. Prelaskom na cele brojeve dobijamo da je

−1 ≡ (−1)(−2) · · · (−(p− 1)) (mod p),

tj.
−1 ≡ (−1)p−11 · 2 · · · (p− 1) (mod p),

S obzirom da je p neparan, dobijamo da je

−1 ≡ (p− 1)! (mod p),

xto je i tra�eno. 2
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