
ALGEBRA 1
Grupe

Konaqno generisane Abelove grupe (nastavak)

Zoran Petrovi�

20. decembar 2012.

Pre�imo sada na naxu glavnu teoremu.

Teorema 1 Neka jeA konaqno generisana Abelova grupa. Tada jeA izomorfna
taqno jednoj grupi oblika Zd1 ×Zd2 ×· · ·×Zdk

×Zl, gde je k > 0, l > 0, d1 > 1
i di | di+1 za i = 1, k − 1.

Dokaz. Iz prethodnih rezultata sledi jedinstvenost grupe navedenog
oblika. Doka�imo sada egzistenciju.

Izvodimo dokaz indukcijom po minimalnom broju generatora. Oz-
naqimo taj minimalan broj generatora sa n. Naravno, grupa gene-
risana praznim skupom generatora je trivijalna grupa {0}. Prema
tome, n > 1.

n = 1. U ovom sluqaju je sve jasno – radi se o cikliqnoj grupi i mi
znamo da je svaka cikliqna grupa izomorfna ili grupi Z, ili grupi
Zd za neko d > 1.

Pretpostavimo da je n > 1 i da je tvr�eǌe taqno za sve grupe sa maǌe
od n generatora. Imamo dve mogu�nosti.
1. Me�u n generatora grupe A nema netrivijalnih relacija. Na osno-
vu prethodnog stava zakǉuqujemo da je A izomorfna grupi Zn.
2. Me�u generatorima grupe A ima netrivijalnih relacija. Oznaqimo
sa d1 > 0 najmaǌi ceo broj za koji postoji sistem generatora [x1, . . . , xn]
grupe A, za koji va�i relacija

d1x1 +m2x2 + · · ·+mnxn = 0 (1)

za neke cele brojeve m2, . . . ,mn. Tvrdimo da va�i slede�e.

Ako je [y1, y2, . . . , yn] ma koji sistem generatora za koji va�i
d1y1 + r2y2 + · · · + rnyn = 0, za neke cele brojeve r2, . . . , rn, onda
d1 | ri za sve i = 2, n.

U suprotnom, pretpostavimo da ovo nije taqno za neke cele ri i neka,
na primer, d1 ne deli r2. To znaqi da je r2 = qd1 + s, pri qemu je
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0 < s < r2. Dakle,

d1y1 + (qd1 + s)y2 + · · ·+ rnyn = 0,

pa je i
d1(y1 + qy2) + sy2 + · · ·+ rnyn = 0.

Prema ranijoj napomeni, [y1+qy2, y2, . . . , yn] je tako�e jedan sistem gene-
ratora, a to je onda, naravno, i [y2, y1 + qy2, . . . , yn], no za taj sistem
generatora postoji (netrivijalna) relacija

sy2 + d1(y1 + qy2) + · · ·+ rnyn = 0,

pri qemu je 0 < s < d1. To protivreqi definicionom svojstvu koefi-
cijenta d1 te na taj naqin dobijamo kontradikciju.

Vratimo se na relaciju (1). Prema upravo dokazanom, d1 | m2, . . . , d1 |
mn. Dakle, za neke cele brojeve qi je mi = d1qi za i = 2, n. Relacija (1)
svodi se na

d1x1 + d1q2x2 + · · ·+ d1qnxn = 0,

tj. na
d1(x1 + q2x2 + · · ·+ qnxn) = 0.

Dobijamo novi sistem generatora [z1, x2, . . . , xn] (gde je z1 = x1 + q2x2 +
· · · + qnxn) kod koga je d1z1 = 0. Ukoliko bi d1 bio jednak 1, onda
bi i naxa grupa imala maǌe od n generatora, a to protivreqi pret-
postavci. Stoga je d1 > 1. Posmatrajmo dve podgrupe grupe A:

A1 = 〈z1〉, B1 = 〈x2, . . . , xn〉.

Jasno je da je A1
∼= Zd1 (zaxto je to jasno?). Primetimo da je A1 +B1 =

A. Doka�imo da je ova suma zapravo direktna, tj. da je A1 ∩B1 = {0}.
U suprotnom, postoji netrivijalan element u ovom preseku, tj. za neko
s1 ∈ {1, . . . , d1 − 1} i neke cele s2, . . . , sn va�i:

s1z1 = s2x2 + · · ·+ snxn.

Dobijamo da je

s1z1 + (−s2)x2 + · · ·+ (−sn)xn = 0,

pri qemu je 0 < s1 < d1. To je, naravno, u kontradikciji sa defini-
cionim svojstvom broja d1, te tako nexto nije mogu�e i presek ovih
podgrupa je trivijalan. Dobili smo da je

A = A1 ⊕B1
∼= A1 ×B1

∼= Zd1 ×B1.

Abelova grupa B1 ima maǌe od n generatora, pa je po induktivnoj
hipotezi izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa (kao xto je
navedeno u formulaciji teoreme). Ako je ona izomorfna grupi Zn−1,
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dokaz je zavrxen. U suprotnom, pojavǉuju se i konaqne cikliqne grupe
u proizvodu:

B1
∼= Zd2 × · · · × Zdk

× Zl,

pri qemu je k > 2 i di | di+1 za i = 2, k − 1. Tvrdimo da d1 | d2. U
suprotnom, grupa A ima sistem generatora [z1, z2, . . . , zn] (gde su gen-
eratori zi, za i > 2, generatori podgrupa koje odgovaraju preostalim
faktorima u direktnom proizvodu), pri qemu je d2z2 = 0. No, tada je
d1z1 + d2z2 + 0z3 + · · ·+ 0zn = 0, te na osnovu ranije dokazanog sledi da
d1 | d2 (na osnovu qega ovo sledi?). Time je zavrxen dokaz da je svaka
konaqno generisana Abelova grupa izomorfna direktnom proizvodu
cikliqnih grupa tra�enog oblika. 2

Grupu navedenog oblika, izomorfnu grupi A, zovemo i normalna
forma te grupe, a brojeve di invarijantnim deliteǉima. Osim nor-
malne, postoji i elementarna forma te grupe. Naime, korix�eǌem
qiǌenice da va�i izomorfizam Zmn

∼= Zm ×Zn, ukoliko su m i n uza-
jamno prosti, dobijamo da se svaka konaqno generisana Abelova grupa
mo�e predstaviti u obliku proizvoda cikliqnih grupa, pri qemu je
svaka konaqna cikliqna grupa, koja se pojavǉuje u tom proizvodu, reda
jednakog stepenu nekog prostog broja. Na primer, za grupu Z2×Z10×Z60

va�i izomorfizam

Z2×Z10×Z60
∼= Z2× (Z2×Z5)× (Z4×Z3×Z5) ∼= Z2×Z2×Z4×Z3×Z5×Z5

i tako je dobijena elementarna forma te grupe.
Na samom poqetku izlagaǌa o konaqno generisanim Abelovim gru-

pama, bilo je reqi o primeru Abelizacije diedarske grupe, koja je
bila zadata pomo�u generatora i relacija me�u tim generatorima.
Prodiskutujmo sada opxti sluqaj.

Xta zapravo znaqi kada ka�emo da je grupa zadata generatorima
i relacijama? Neka je, na primer, grupa A zadata generatorima
x1, . . . , xn i relacijama

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

Ako je rj = aj1x1+aj2x2+· · ·+ajnxn, onda je zapravo grupa A izomorfna
koliqniqkoj grupi

Fn

/
〈r1, . . . , rm〉,

gde je sa Fn oznaqena slobodna Abelova grupa sa n generatora x1, . . . , xn.
Naime, znamo da u slobodnoj Abelovoj grupi sa n generatora x1, . . . , xn

(gde je n minimalan broj generatora) nema relacija me�u genera-
torima. Da bismo mi uveli neke relacije, mi tu grupi ,,seqemo”
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po elementima koji definixu relacije (tako da ti elementi postaju
neutrali u koliqniqkoj grupi), odnosno sa grupom generisanom tim
elementima.

Pogledajmo kako to izgleda u posebno jednostavnom sluqaju kada
su relacije oblika

d1x1 = 0
d2x2 = 0
· · · ·

dkxk = 0.

Tada je A ∼= 〈x1, . . . , xk, . . . , xn〉
/
〈d1x1, . . . , dkxk〉. No, s obzirom da su

x1, . . . , xn slobodni generatori grupe 〈x1, . . . , xn〉, tj. generatori me�u
kojima nema relacija, to je 〈x1, . . . , xn〉 = 〈x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xn〉, te je

A ∼= 〈x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xk〉 ⊕ · · · ⊕ 〈xn〉
/
(〈d1x1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈dkxk〉)

∼= 〈x1〉 × · · · × 〈xk〉 × · · · × 〈xn〉
/
(〈d1x1〉 × · · · × 〈dkxk〉)

∼= 〈x1〉 × · · · × 〈xk〉 × 〈xk+1〉 × · · · × 〈xn〉
/
〈d1x1〉 × · · · × 〈dkxk〉 × {0} × · · · {0}

∼= 〈x1〉
/
〈d1x1〉 × · · · × 〈xk〉

/
〈dkxk〉 × 〈xk+1〉

/
{0} × · · · × 〈xn〉

/
{0}.

S obzirom da je 〈xi〉
/
〈dixi〉 ∼= Zdi

i da je 〈xi〉
/
{0} ∼= Z, to dobijamo da

je A ∼= Zd1 × · · · × Zdk
× Z× · · · × Z.

Postavǉa se pitaǌe da li mo�emo transformisati poqetne relacije
me�u generatorima u ovako jednostavne relacije me�u (mo�da nekim
drugim generatorima), poxto bismo na taj naqin oqigledno mogli da
dobijemo normalnu formu date grupe. Odgovor je da je to mogu�e
uraditi.

Preformuliximo najpre nax problem na problem u vezi matrica
nad prstenom celih brojeva. Relacije (2) oqigledno se mogu i ovako
zapisati:

AX = 0,

gde je A matrica A = [aij ]m×n ∈ Mmn(Z), X = [x1, . . . , xn]T i 0 =
[0, . . . , 0]T . (Doduxe, ovde koristimo slovo A da oznaqimo i matricu i
Abelovu grupu, ali texko da mo�e da bude neke konfuzije!)

U linearnoj algebri koristili smo elementarne vrsta (kolona)
transformacije. Imali smo transformacije dva tipa. Prvi tip je
transformacija koja se sastoji od mno�eǌa neke vrste (kolone) date
matrice nekim invertibilnim skalarom (oznaka Vr := αVr (Kr := αKr)
oznaqava da r-tu vrstu (kolonu) mno�imo skalarom α). Drugi tip je
transformacija koja nekoj vrsti (koloni) dodaje drugu vrstu (kolonu)
pomno�enu nekim skalarom (oznaka: Vr := Vr + αVr za vrste, odnosno
Kr := Kr + αKs za kolone, gde je obavezno r 6= s). U sluqaju kada
radimo, kao xto je sada, sa celobrojnim matricama, onda je u prvom
tipu dopuxteno mno�eǌe samo sa 1 i −1 (poxto su to jedini celi
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brojevi koji imaju inverz u odnosu na mno�eǌe), dok je u drugom
sluqaju isto kao i kod vektorskih prostora (imaju�i naravno u vidu
da su brojevi kojima mno�imo celi brojevi). Uz ove elementarne
transformacije, mo�e se dodati i transformacija koja permutuje dve
vrste (kolone), a koja se mo�e izvesti kompozicijom prethodno nave-
denih (ovo je verovatno pravi trenutak da potra�ite neki u
benik
ili svesku iz Linearne algebre).

Ove operacije se mogu izvesti i mno�eǌem date matrice elemen-
tarnim matricama (podsetite se ovoga) i to mno�eǌem sleva ako ,,bara-
tamo” sa vrstama, odnosno zdesna, ako radimo sa kolonama. Sve ele-
mentarne matrice su invertibilne u prstenu Ms(Z) (matrica A ∈
Ms(Z) je invertibilna u Ms(Z) ukoliko postoji matrica B ∈ Ms(Z)
za koju je A · B = Is, gde je sa Is oznaqena jediniqna matrica reda s;
kvadratna matrica iz Ms(Z) je invertibilna akko joj je determinanta
jednaka 1 ili −1). Navodimo sada, bez dokaza, teoremu koja utvr�uje
da postoje tra�ene transformacije (ǌen dokaz nije te�i od dokaza
da je svaka konaqno generisana Abelova grupa izomorfna direktnom
proizvodu cikliqnih, ali rezultat koji daje je zapravo to, a tako
nexto smo ve� dokazali, pa nema potrebe da izvodimo i ovaj dokaz –
verovatno qitaocima ne�e previxe nedostajati jox jedan dokaz ,).

Teorema 2 Neka je A ∈ Mmn(Z). Tada postoje invertibilne matrice P ∈
Mm(Z) i Q ∈Mn(Z) tako da je PAQ = A0, pri qemu je

A0 =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · dk

0

0 0


i di | di+1 za i = 1, k − 1. 2

Kako je mno�eǌe invertibilnim matricama ekvivalentno vixestrukoj
primeni elementarnih transformacija, to zakǉuqujemo da ǌihovom
primenom mo�emo dobiti matricu tra�enog oblika, odnosno relacije
me�u poqetnim generatorima svesti na jednostavne relacije me�u (naj-
verovatnije) nekim drugim generatorima.

Mno�eǌe elementarnim matricama sleva odgovara elementarnim
transformacijama na vrstama, dok mno�eǌe zdesna odgovara trans-
formacijama na kolonama. Transformacije vrsta meǌaju relacije
me�u generatorima, ali ne i same generatore, dok transformacije na
kolonama meǌaju generatore.

Neka su generatori x1, . . . , xn i relacije me�u generatorima zadate
matricom A, tj. relacije su zadate sa

AX = 0.
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Ukoliko je PAQ = A0, onda mno�eǌem gorǌe relacije matricom P
sleva dobijamo

PAX = 0.

Sada, umetaǌem proizvoda Q ·Q−1 dobijamo

(PAQ)(Q−1X) = 0.

Stoga, ako sa Y = Q−1X oznaqimo novi sistem generatora, dobijamo

A0Y = 0.

Poka�imo kako ovo u praksi mo�emo izvesti, tj. kako da pogodno regi-
strujemo i nove relacije i nove generatore. Formirajmo matricu

R =


A 0

In

x1

...
xn

 .
Ciǉ je na poziciji matrice A dobiti matricu A0 transformacijom
vrsta i kolona. Naravno u toku rada izvodi�emo i transformacije
vrsta i kolona u proizvoǉnom poretku, ali da bismo pojasnili xta
se dexava, mo�emo pretpostaviti da smo prvo izveli sve potrebne
transformacije na vrstama, a potom na kolonama. Transformacije
na vrstama (i to naravno samo na prvih m vrsta ,,velike” matrice,
poxto �elimo matricu A da dovedemo na tra�en oblik) dovode do
ekvivalentne matrice

R1 =


PA 0

In

x1

...
xn

 .
Sada vrximo transformaciju na kolonama da bismo dobili matricu
A0, ali time meǌamo i kolone u jediniqnoj matrici. Tako dobijamo
novu matricu

R2 =


PAQ 0

Q

x1

...
xn

 .
Sada �elimo da ponovo dobijemo jediniqnu matricu umesto matrice
Q, tj. da identifikujemo nove generatore i to izvodimo transformaci-
jom na vrstama, ali samo na ,,doǌim” vrstama. Tako napokon dobijamo
matricu

R =


A0 0

In

y1
...
yn

 ,
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gde je A0 = PAQ, a Y = Q−1X (In dobijamo mno�eǌem sleva matricom
Q−1).

Uradimo par primera.

Primer 3 Neka je Abelova grupa A zadata generatorima x1, x2, x3 i relaci-
jama

2x1 − 4x2 + 2x3 = 0
4x1 + 4x2 − 8x3 = 0.

Odrediti normalnu formu ove grupe.

Rexeǌe. Polazimo od matrice

R =


2 −4 2 0
4 4 −8 0
1 0 0 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacijom V2 := V2 − 2V1, dobijamo matricu

R1 =


2 −4 2 0
0 12 −12 0
1 0 0 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacijama K2 := K2 + 2K1 i K3 := K3 −K1, dobijamo

R2 =


2 0 0 0
0 12 −12 0
1 2 −1 x1

0 1 0 x2

0 0 1 x3


Transformacija K3 := K3 +K2 dovodi do matrice

R3 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 2 1 x1

0 1 1 x2

0 0 1 x3


S obzirom da 2 | 12, dobili smo tra�enu matricu A0. Preostaje da
identifikujemo generatore. Transformacije V3 := V3−V5 i V4 := V4−V5

daju matricu

R4 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 2 0 x1 − x3

0 1 0 x2 − x3

0 0 1 x3
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Najzad, transformacija V3 := V3 − 2V4 dovodi do matrice

R5 =


2 0 0 0
0 12 0 0
1 0 0 x1 − 2x2 + x3

0 1 0 x2 − x3

0 0 1 x3


Dakle, novi generatori su y1 = x1 − 2x2 + x3, y2 = x2 − x3 i y3 = x3, a
relacije me�u ǌima su 2y1 = 0, 12y2 = 0. Zakǉuqujemo da je normalna
forma date grupe: Z2 × Z12 × Z. ♣

Primer 4 Grupa je zadata generatorima x1, x2, x3, x4 i relacijama

5x1 + 3x2 − 3x4 = 0
2x1 + 4x2 − 2x3 = 0

7x1 + 7x2 − 2x3 − 3x4 = 0.

Odrediti ǌenu normalnu formu.

Rexeǌe. Polazimo od matrice (obratite pa�ǌu da li neki generator
uqestvuje u datoj relaciji!).

R =



5 3 0 −3 0
2 4 −2 0 0
7 7 −2 −3 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


Uvek je korisno odrediti najve�i zajedniqki delilac svih kompone-
nata matrice A. Taj broj �e zapravo biti tra�eni d1. ǋega treba
postaviti na poziciju (1, 1) i onda ga iskoristiti da se ,,poqiste” ele-
menti prve vrste i prve kolone. Posle toga se prelazi na podmatricu
koja ima jednu vrstu i jednu kolonu maǌe i postupak se nastavǉa.

U naxem sluqaju lako je uveriti se da je taj najve�i zajedniqki
delilac jednak 1. Transformacijom V1 := V1 − 2V2, dobijamo matricu

R1 =



1 −5 4 −3 0
2 4 −2 0 0
7 7 −2 −3 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.
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Transformacije V2 := V2 − 2V1 i V3 := V3 − 7V1 daju matricu

R2 =



1 −5 4 −3 0
0 14 −10 6 0
0 42 −30 18 0
1 0 0 0 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.

Transformacije K2 := K2 + 5K1, K3 := K3 − 4K1 i K4 = K4 + 3K1 daju
matricu

R3 =



1 0 0 0 0
0 14 −10 6 0
0 42 −30 18 0
1 5 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 x4


.

Sada se mo�emo koncentrisati na matricu[
14 −10 6
42 −30 18

]
.

Jasno je da je ovde najve�i zajedniqki delilac 2. Posle transforma-
cije K2 := K2 − 2K4 dobijamo matricu

R4 =



1 0 0 0 0
0 2 −10 6 0
0 6 −30 18 0
1 −1 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 0 1 x4


.

Primenimo transformaciju V3 := V3 − 3V2. Dobijamo

R5 =



1 0 0 0 0
0 2 −10 6 0
0 0 0 0 0
1 −1 −4 3 x1

0 1 0 0 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 0 1 x4


.

Transformacije K3 := K3 + 5K2 i K4 := K4 − 3K2 zavrxavaju prvi deo
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(odre�ivaǌe matrice A0):

R6 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 −1 −9 6 x1

0 1 5 −3 x2

0 0 1 0 x3

0 −2 −10 7 x4


.

Transformacije V4 := V4 + V5 i V7 := V7 + 2V5 daju

R7 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 −4 3 x1 + x2

0 1 5 −3 x2

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Posle transformacija V4 := V4 − 3V7 i V5 := V5 + 3V7, dobijamo

R8 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 −4 0 x1 − 5x2 − 3x4

0 1 5 0 7x2 + 3x4

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Zavrxavamo nax rad primenom transformacija V4 := V4 + 4V6 i V5 :=
V5 − 5V6:

R9 =



1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 x1 − 5x2 + 4x3 − 3x4

0 1 0 0 7x2 − 5x3 + 3x4

0 0 1 0 x3

0 0 0 1 2x2 + x4


.

Dakle, novi generatori su

y1 = x1 − 5x2 + 4x3 − 3x4

y2 = 7x2 − 5x3 + 3x4

y3 = x3

y4 = 2x2 + x4,

dok su relacije me�u tim generatorima: y1 = 0, 2y2 = 0. Vidimo da
je jedan generator suvixan, tj. poqetni sistem nije bio minimalan
sistem generatora. Normalna forma date grupe je Z2 × Z× Z. ♣
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