
ALGEBRA 1
Grupe

Konaqno generisane Abelove grupe

Zoran Petrovi�

11. i 18. decembar 2012.

Podsetimo se diedarske grupe:

Dn = 〈 σ, ρ | σ2 = ε, ρn = ε, σρ = ρn−1σ 〉.

ǋena abelizacija zadata je sa:

DAb
n = 〈 σ, ρ | 2σ = 0, nρ = 0, σ + ρ = (n− 1)ρ+ σ 〉.

Tako dobijamo sistem jednaqina

2σ = 0
nρ = 0

(n− 2)ρ = 0.

Oduzimaǌem posledǌe jednaqine od pretposledǌe dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(n− 2)ρ = 0.

Prirodno je razlikovati dva sluqaja.

n = 2k + 1. Dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(2k − 1)ρ = 0.

Ukoliko od posledǌe jednaqine oduzmemo pretposledǌu pomno�enu sa
k − 1 dobijamo

2σ = 0
2ρ = 0
ρ = 0.
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Dakle, sve se svodi na

2σ = 0
ρ = 0.

Prema tome radi se o Abelovoj grupi generisanoj sa dva generatora
σ i ρ, pri qemu je jedan od tih generatora (ρ) zapravo jednak 0. Taj
nam je generator i nepotreban i dobijamo Abelovu grupu sa jednim
generatorom σ, koji zadovoǉava uslov 2σ = 0 i nijedan drugi (koji
nije posledica ovog i aksioma grupe). Jasno je da se radi o cikliqnoj
grupi (poxto je u pitaǌu jedan generator) reda dva (poxto je red tog
generatora 2), te je DAb

2k+1
∼= Z2.

n = 2k. Ovde dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0

(2k − 2)ρ = 0.

Oduzimaǌem od posledǌe jednaqine pretposledǌe pomno�ene sa k − 1
dobijamo

2σ = 0
2ρ = 0
0 = 0,

tj. dobijamo sistem

2σ = 0
2ρ = 0.

Ovde se radi o Abelovoj grupi generisanoj sa dva generatora σ i ρ
koji zadovoǉavaju samo uslove 2σ = 0 i 2ρ = 0 (i naravno ǌihove
posledice, koje slede iz aksioma grupe). Dakle, jedini elementi u
ovoj grupi su 0, σ, ρ, σ+ ρ, pri qemu me�u ovima nema jednakih i jox je
2(σ+ ρ) = 0. Zakǉuqujemo da se radi o Klajnovoj grupi i dobijamo da
je DAb

2k
∼= Z2 × Z2.

Primetimo da smo u ovom razmatraǌu koristili, kao xto je uo-
biqajeno za Abelove (komutativne) grupe aditivnu notaciju, tj. ope-
racija u grupi oznaqena je sa +, neutral sa 0, a n-ti stepen elementa
x oznaqava se sa nx.

Nax zadatak je da poka�emo da je svaka konaqno generisana Abelova
grupa izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa. Va�na je
pretpostavka da se radi o konaqno generisanoj Abelovoj grupi, poxto
grupa (Q,+) nije izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih grupa,
ali ona nema konaqan skup generatora (razmislite kako biste pokazali
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da ona nije izomorfna direktnom proizvodu cikliqnih, mo�da �e vam
nastavak lekcije pomo�i u tome).

Uvedimo jox neke oznake za Abelove grupe. Ukoliko je A Abelova
grupa, a B,C ǌene podgrupe, onda je

B + C := {b+ c : b ∈ B, c ∈ C}.

Jasno je da je ovo podgrupa grupe A i to je zapravo najmaǌa podgrupa
grupe A, koja sadr�i B i C kao svoje podgrupe (doka�ite to!). Na-
ravno da je nazivamo suma podgrupa B i C. Ukoliko je B∩C = {0}, onda
je suma B+C direktna i pixemo B⊕C (prisetite se sume vektorskih
prostora iz linearne algebre). U sluqaju direktne sume, svaki ele-
ment x iz te sume mo�e se na jedinstven naqin prikazati u obliku
x = b + c, gde b pripada podgrupi B, a c podgrupi C. Naime, kako
je u pitaǌu suma podgrupa, jasno je da je svaki element tog oblika.
Doka�imo jedinstvenost. Ukoliko je

x = b+ c, x = b1 + c1,

gde b, b1 ∈ B, c, c1 ∈ C onda je b− b1 = c1 − c, no ovaj element pripada i
podgrupi B i podgrupi C, a kako je ǌihov presek trivijalan to mora
biti b− b1 = 0 i c1 − c = 0, tj. b = b1 i c = c1, te je prikaz jedinstven.

Sva ova diskusija o direktnoj sumi dve podgrupe zapravo pokazuje
da va�i slede�i izomorfizam

B × C ∼= B ⊕ C.

Naime, lako se proveri da je sa f(b, c) = b+ c zadat jedan izomorfizam
f :B × C → B ⊕ C.

Kao i u sluqaju vektorskih prostora i ovde se mo�e uvesti direk-
tna suma konaqno mnogo podgrupa Abelove grupe (podsetite se uslova)
i pokazati da je A1 × · · · ×An

∼= A1 ⊕ · · · ⊕An. Uradite to za ve�bu.
Dakle, mi se u ovoj lekciji bavimo konaqno generisanim Abelovim

grupama. Abelova grupa A je konaqno generisana ukoliko postoji
konaqan podskup {x1, . . . , xs} ⊆ A takav da va�i:

A = {m1x1 + · · ·+msxs}

(podsetite se definicije podgrupe definisane nekim skupom uz qin-
jenicu da je grupa A Abelova). Drugim reqima,

A = 〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉.

Prema tome, svaka konaqno generisana Abelova grupa je suma konaqno
mnogo cikliqnih grupa. Nax zadatak je u tome da doka�emo da je
svaka konaqno generisana Abelova grupa zapravo direktna suma konaqno
mnogo cikliqnih grupa (te je prema prethodnim napomenama izomorfna
direktnom proizvodu cikliqnih grupa).
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Uvedimo neke neophodne pojmove.
Ako je n najmaǌi broj za koji data grupa A ima sistem od n gen-

eratora (sistem od n generatora je ure�ena n-torka elemenata grupe
koji generixu celu grupu) i ako je [x1, . . . , xn] jedan takav sistem gen-
eratora, onda za ǌega ka�emo da je jedan minimalan sistem generatora.
Va�no je primetiti da va�i slede�e.

Ako je [x1, x2, . . . , xn] minimalan sistem generatora i q2, . . . , qn ma
koji celi brojevi, onda je i [x1 + q2x2 + · · · qnxn, x2, . . . , xn] jedan
minimalan sistem generatora.

U ovu qiǌenicu, nije se texko uveriti. Samo treba pokazati da je
i novodobijeni sistem tako�e sistem generatora. Za to je dovoǉno da
se poka�e da se svaki od elemenata x1, . . . , xn mo�e dobiti prikazati
preko ovih generatora, a jedino xto tu zaista treba proveriti je da
je x1 takav. No, to je jasno:

x1 = (x1 + q2x2 + · · · qnxn)− q2x2 − · · · − qnxn.

Definicija 1 Neka je [x1, . . . , xn] neki sistem generatora. Formula oblika

m1x1 + · · ·mnxn = 0,

gde su m1, . . . ,mn ∈ Z, zove se relacija me�u generatorima. Relacija je
netrivijalna ukoliko je bar jedan od koeficijenata mi razliqit od nule.

Naravno da bi ova definicija trebalo da nas podseti na pojam lin-
earne zavisnosti me�u vektorima u vektorskom prostoru. Kako radimo
sa Abelovim grupama, ovde imamo celobrojne koeficijente.

Definicija 2 Konaqno generisana Abelova grupa je slobodna ukoliko ona
ima sistem generatora me�u kojima nema netrivijalnih relacija.

Stav 3 Svaka konaqno generisana slobodna Abelova grupa izomorfna je taqno
jednoj grupi oblika Zn za neko n > 1.

Naravno, sa Zn oznaqen je direktan proizvod od n grupa Z.

Dokaz. Neka je A konaqno generisana slobodna Abelova grupa i [x1, . . . , xn]
jedan sistem generatora me�u kojima nema netrivijalnih relacija.
Definiximo funkciju f : Zn → A sa:

f(m1, . . . ,mn) = m1x1 + · · ·+mnxn.

Nije texko uveriti se da je f jedan izomorfizam. Pre svega, jasno je
da je f ,,na”, poxto je [x1, . . . , xn] sistem generatora, te je zaista svaki
element u grupi tra�enog oblika. Osim toga, f je i ,,1–1”. Naime,
ako je f(m1, . . . ,mn) = f(p1, . . . , pn) to znaqi da je

m1x1 + · · ·+mnxn = p1x1 + · · ·+ pnxn.
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Sledi da je
(m1 − p1)x1 + · · ·+ (mn − pn)xn = 0.

Kako me�u generatorima x1, . . . , xn, po pretpostavci, nema netrivijal-
nih relacija, zakǉuqujemo da je m1 − p1 = · · · = mn − pn = 0, te je f
zaista ,,1–1”. Ostavǉa se za (vrlo laku) ve�bu dokaz qiǌenice da se
f sla�e sa operacijama.

Dakle, dokazali smo da je svaka konaqno generisana slobodna Abelova
grupa izomorfna nekoj od grupa Zn. Ostaje da doka�emo jedinstvenost,
tj. da iz Zm ∼= Zn sledi da je m = n.

Pretpostavimo, stoga, da je Zm ∼= Zn i da je m 6 n. Iskoristi�emo
znaǌe linearne algebre. Naime, u grupi Zn nalaze se kanonski gener-
atori

e1 = (1, 0, . . . , 0)
e2 = (0, 1, . . . , 0)
...

...
...

...
...

...

en = (0, 0, . . . , 1)

n-dimenzionalnog vektorskog prostora Rn. Neka je h: Zm → Zn jedan
izomorfizam. Generatori grupe Zm su naravno

e′1 = (1, 0, . . . , 0)
e′2 = (0, 1, . . . , 0)
...

...
...

...
...

...

e′m = (0, 0, . . . , 1)

i ima ih m. Za svaki generator ei grupe Zn postoje celi brojevi
ai1, . . . , aim takvi da je

ei = h(ai1e
′
1 + · · ·+ aime

′
m) = ai1h(e′1) + · · ·+ aimh(e′m).

Iz ovoga sledi, ako sada posmatramo realni vektorski prostor Rn, da
je svaki od vektora baze tog prostora dobijen kao linerna kombinacija
m vektora: h(e′1), . . . , h(e

′
m). No, mi znamo da n-dimenzionalni vek-

torski prostor ne mo�e biti generisan sa maǌe od n vektora. Drugim
reqima, mora biti m > n, te zakǉuqujemo da je m = n xto i zavrxava
tra�eni dokaz. �

Doka�imo najpre dva stava, koji su od opxteg znaqaja, a koristi�emo
ih u daǉem.

Stav 4 Neka su G1, G2 grupe i H1 /G1, H2 /G2. Tada je H1×H2 /G1×G2 i

G1 ×G2

/
H1 ×H2

∼= G1/H1 ×G2/H2.
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Dokaz. Jasno je da H1 × H2 6= ∅, jer (e1, e2) ∈ H1 × H2 (naravno, sa ei

oznaqen je neutral u grupi Gi). Ako (h1, h2), (h′1, h
′
2) ∈ H1 ×H2, onda je

i (h1, h2)−1(h′1, h
′
2) = (h−1

1 , h−1
2 )(h′1, h

′
2) = (h−1

1 h′1, h
−1
2 h′2) ∈ H1 × H2, te je,

zaista, H1×H2 podgrupa od G1×G2. Ova podgrupa je i normalna, jer
iz (h1, h2) ∈ H1 ×H2 i (g1, g2) ∈ G1 ×G2 sledi da je

(g1, g2)(h1, h2)(g1, g2)−1 = (g1, g2)(h1, h2)(g−1
1 , g−1

2 ) = (g1h1g
−1
1 , g2h2g

−1
2 ),

a ovaj element pripada H1 ×H2, jer su podgrupe H1 i H2 normalne.
Definiximo f :G1/H1 ×G2/H2 → G1 ×G2

/
H1 ×H2 sa:

f(g1H1, g2H2) = (g1, g2)H1 ×H2.

Proverimo najpre dobru definisanost f .

(g1H1, g2H2) = (g′1H1, g
′
2H2)

⇒ g1H1 = g′1H1, g2H2 = g′2H2

⇒ g−1
1 g′1 ∈ H1, g

−1
2 g′2 ∈ H2

⇒ (g−1
1 g′1, g

−1
2 g′2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g1, g2)−1(g′1, g
′
2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g1, g2)H1 ×H2 = (g′1, g
′
2)H1 ×H2.

Na sliqan naqin se proverava da je f ,,1–1”.

f(g1H1, g2H2) = f(g′1H1, g
′
2H2)

⇒ (g1, g2)H1 ×H2 = (g′1, g
′
2)H1 ×H2

⇒ (g1, g2)−1(g′1, g
′
2) ∈ H1 ×H2

⇒ (g−1
1 g′1, g

−1
2 g′2) ∈ H1 ×H2

⇒ g−1
1 g′1 ∈ H1, g

−1
2 g′2 ∈ H2

⇒ g1H1 = g′1H1, g2H2 = g′2H2.

Kako je f oqigledno ,,na” (zaxto je f ,,na”?), to ostaje da se proveri
da se f sla�e sa operacijama.

f((g1H1, g2H2)(g′1H1, g
′
2H2) = f((g1g′1)H1, (g2g′2)H2)

= (g1g′1, g2g
′
2)H1 ×H2

= ((g1, g2)(g′1, g
′
2))H1 ×H2

= (g1, g2)H1 ×H2 · (g′1, g′2)H1 ×H2

= f(g1H1, g2H2)f(g′1H
′
1, g
′
2H2).

�
Definiximo jednu va�nu podgrupu svake Abelove grupe. To je

torziona podgrupa.

Definicija 5 Neka je A Abelova grupa. Sa T (A) oznaqavamo skup svih
elemenata iz A koji su konaqnog reda.
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Poka�imo da je T (A) zaista podgrupa od A (u odnosu na restrikciju
operacije sa A). Naime, 0 ∈ T (A). Osim toga, ako x, y ∈ T (A), to
�aqi da postoje m,n > 0 za koje je mx = 0 i ny = 0. No, tada je
mn(x−y) = mnx−mny = nmx−mny = n0−m0 = 0, te je i element x−y
konaqog reda.

Stav 6 Neka su A i B izomorfne Abelove grupe. Tada je i T (A) ∼= T (B) i
A
/
T (A) ∼= B

/
T (B).

Dokaz. Neka je f :A→ B izomorfizam. Poka�imo da je f [T (A)] = T (B),
iz qega �e slediti da restrikcija f na T (A) uspostavǉa prvi tra�eni
izomorfizam. No, kako je f izomorfizam, to za svaki element x ∈ A
va�i: ω(x) = ω(f(x)) ovo pokazuje da se element konaqnog reda slika
u element konaqnog reda, tj. da je f [T (A)] ⊆ T (B). Neka je y ∈ T (B).
Kako je f ,,na”, to postoji x ∈ A za koji je f(x) = y. No, kako je ω(y) =
ω(f(x)) = ω(x), to je i x konaqnog reda, tj. x ∈ T (A). Zakǉuqujemo da
je zaista f [T (A)] = T (B).

Doka�imo da je i A
/
T (A) ∼= B

/
T (B). Definixemo f̃ :A

/
T (A) →

B
/
T (B) sa: f̃(a + T (A)) := f(a) + T (B). Funkcija f̃ jeste dobro defin-

isana. Naime, ako je a+ T (A) = a′ + T (A), to �aqi da je a− a′ ∈ T (A).
No, tada je i f(a)−f(a′) = f(a−a′) ∈ f [T (A)] = T (B), te je f(a)+T (B) =
f(a′) + T (B).

Poka�imo da je f̃ ,,1–1”. Neka je f̃(a+T (A)) = f̃(a′+T (A)). To �aqi
da je f(a) + T (B) = f(a′) + T (B), te je f(a − a′) = f(a) − f(a′) ∈ T (B),
te je i element a − a′ konaqnog reda, tj. a − a′ ∈ T (A), pa sledi da je
a+ T (A) = a′ + T (A).

Neka je b+T (B) proizvoǉan element iz B
/
T (B). Kako je f ,,na”, to

postoji a ∈ A tako da je b = f(a). No, tada je b+ T (B) = f(a) + T (B) =
f̃(a+ T (A)). Zakǉuqujemo da je f̃ i ,,na”.

Ostaje da se poka�e da se f̃ sla�e sa operacijama.

f̃((a+ T (A)) + (a′ + T (A))) = f̃((a+ a′) + T (A))
= f(a+ a′) + T (B)
= (f(a) + f(a′)) + T (B)
= (f(a) + T (B)) + (f(a′) + T (B))
= f̃(a+ T (A)) + f̃(a′ + T (A)).

�
Slede�i jednostavan stav je veoma koristan.

Stav 7 Neka je q ∈ Z \ {0} i n ≥ 2. Tada je broj rexeǌa jednaqine qx = 0 u
grupi Zn jednak NZD(q, n).

Dokaz. Neka je x ∈ Zn = {0, 1, . . . , n− 1}. Tada je

qx = 0 u grupi Zn akko n | qx u Z.
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Neka je d = NZD(q, n). To znaqi da je q = dq1 i n = dn1, pri qemu je
NZD(q1, n1) = 1. Kako n | qx, to dn1 | dq1x, pa n1 | q1x. Kako su n1 i
q1 uzajamno prosti, dobijamo da n1 | x. Dakle, za x ∈ {0, 1, . . . , n − 1}
va�i: qx = 0 u grupi Zn ako i samo ako je x ∈ {0, n1, 2n1, . . . , (d− 1)n1}.
Zakǉuqujemo da jednaqina qx = 0 u grupi Zn zaista ima d = NZD(q, n)
rexeǌa. �

Posledica 8 Broj rexeǌa jednaqine qx = 0 u grupi Zn1 × Zn2 × · · · × Znk

jednak je NZD(q, n1)NZD(q, n2) · · ·NZD(q, nk).

Dokaz. Ovaj rezultat neposredno sledi iz prethodnog stava. Naime,
ako je x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Zn1 × Zn2 × · · ·Znk

, to je qx = 0 ako i samo
ako je za sve i = 1, k: qxi = 0. S obzirom da je, prema prethodnom
stavu, broj rexeǌa jednaqine qxi = 0 u grupi Zni

jednak NZD(q, ni), to
tra�eni rezultat sledi. �

Uradimo jedan primer primene prethodno dokazanog.

Primer 9 U grupi Z5 × Z10 × Z60 odrediti broj elemenata reda 3, 6 i 12.

Oznaqimo naxu grupu sa A. Tada je broj elemenata reda 3 u A za jedan
maǌi od broja rexeǌa jednaqine 3x = 0 u A (poxto je 0 tako�e jedno
rexeǌe ove jednaqine, a to je neutral, te nije element reda 3). Dakle,
broj elemenata reda 3 u ovoj grupi jednak je:

NZD(3, 5)NZD(3, 10)NZD(3, 60)− 1 = 1 · 1 · 3− 1 = 2.

Nexto je slo�enije odre�ivaǌe elemenata reda 6. Naime svaki
element reda 6 jeste rexeǌe jednaqine 6x = 0 u A, ali su i elementi
reda 2 i reda 3 tako�e rexeǌa ove jednaqine. Zapravo:

{x ∈ A : ω(x) = 6} = {x ∈ A : 6x = 0, 2x 6= 0, 3x 6= 0}.

Dakle, treba odrediti broj elemenata u skupu

{x ∈ A : 6x = 0} \ ({x ∈ A : 2x = 0}︸ ︷︷ ︸
B

∪{x ∈ A : 3x = 0}︸ ︷︷ ︸
C

).

Po dobro poznatoj formuli: |B ∪ C| = |B|+ |C| − |B ∩ C|. No,

x ∈ B ∩ C akko 2x = 0 i 3x = 0.

Zakǉuqujemo da je B∩C = {0}. Broj elemenata u B je, prema prethodnoj
posledici, jednak NZD(2, 5)NZD(2, 10)NZD(2, 60) = 1 · 2 · 2 = 4. Na isti
naqin se dobije da je |C| = 1·1·3 = 3, dok je |{x ∈ A : 6x = 0}| = 1·2·6 = 12.
Dobijamo da je broj elemenata reda 6 u grupi A jednak 12−(4+3−1) = 6.

Najslo�enije je odre�ivaǌe broja elemenata reda 12. Naime,

{x ∈ A : ω(x) = 12} = {x ∈ A : 12x = 0, dx 6= 0, za sve d za koje je 1 6 d < 12}.
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Nije texko uveriti se da se ovo mo�e pojednostaviti, tj. da je

{x ∈ A : (∃d)(1 6 d < 12 ∧ dx = 0)} = {x ∈ A : 4x = 0}︸ ︷︷ ︸
D

∪{x ∈ A : 6x = 0}︸ ︷︷ ︸
E

.

Primetimo da je D ∩ E = {x ∈ A : 6x = 0, 4x = 0} = {x ∈ A : 2x = 0}.
Kako je

|{x ∈ A : 12x = 0}| = NZD(12, 5)NZD(12, 10)NZD(12, 60) = 1 · 2 · 12 = 24
|{x ∈ A : 4x = 0}| = NZD(4, 5)NZD(4, 10)NZD(4, 60) = 1 · 2 · 4 = 8
|{x ∈ A : 6x = 0}| = NZD(6, 5)NZD(6, 10)NZD(6, 60) = 1 · 2 · 6 = 12
|{x ∈ A : 2x = 0}| = NZD(2, 5)NZD(2, 10)NZD(2, 60) = 1 · 2 · 2 = 4,

to je broj elemenata reda 12 u grupi A jednak: 24− (8 + 12− 4) = 8. ♣
Koriste�i do sada ura�eno, mo�emo dokazati slede�i stav.

Stav 10 Neka su k, l, s, t ≥ 0 i d1, . . . , dk, r1, . . . , rl prirodni brojevi takvi
da je d1 > 1, r1 > 1, di | di+1, za i = 1, k − 1 i rj | rj+1, za j = 1, l − 1. Tada
iz

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs ∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

× Zt

sledi: s = t, k = l i di = ri za sve i = 1, k.

Dokaz. U dokazu �emo koristiti stav 6. U tu svrhu, odredimo
torzione podgrupe navedenih grupa. Va�i slede�e:

T (Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs) = Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk

× {0}s.

Naime, neka je x = (x1, . . . , xk, y1, . . . , ys) ∈ Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
× Zs.

Ukoliko je za bar jedno j0: yj0 6= 0, onda za ma koje n ≥ 1 va�i:
n(x1, . . . , xk, y1, . . . , ys) = (nx1, . . . , nxk, ny1, . . . , nys) 6= (0, . . . , 0, 0, . . . , 0), jer
nyj0 6= 0. Dakle, takav element ne mo�e biti konaqnog reda. S druge
strane, jasno je da je dk(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, 0, . . . , 0) te za-
kǉuqujemo da je torziona grupa zaista gorenavedena podgrupa. Iz
stava 6 sledi da su za date grupe izomorfne ǌihove torzione pod-
grupe i odgovaraju�e koliqniqke grupe, xto, uz primenu stava 4 (kako
se taqno taj stav primeǌuje?) sledi da je

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

i Zs ∼= Zt.

Na osnovu stava 3 dobijamo da je s = t. Koncentriximo se sada na
izomorfizam

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk
∼= Zr1 × Zr2 × · · · × Zrl

.

Pretpostavimo, na primer, da je k > l. Ako sa L oznaqimo grupu sa
leve strane, a sa D grupu sa desne strane, posmatrajmo broj rexeǌa
jednaqine d1x = 0 u ovim grupama. Kako su one izomorfne, to postoji
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i bijekcija izme�u skupa rexeǌa ovih jednaqina (uverite se u to!).
No, broj rexeǌa ove jednaqine u grupi L jednak je

NZD(d1, d1)NZD(d1, d2) · · ·NZD(d1, dk) = d1 · d1 · · · d1 = dk
1 ,

s obzirom na qiǌenicu da d1 | di za sve i > 1. U grupi D, broj rexeǌa
ove jednaqine jednak je

NZD(d1, r1)NZD(d1, r2) · · ·NZD(d1, rl),

pri qemu je svaki od faktora u proizvodu ne ve�i od d1. S obzirom da
je ovaj proizvod jednak dk

1 i da je k > l, mora biti k = l i moraju svi
faktori u ovom proizvodu biti jednaki d1. Odavde sledi da d1 | r1.
Ukoliko bismo sada posmatrali broj rexeǌa jednaqine r1x = 0 u ovim
grupama, na isti naqin bismo dobili da r1 | d1. Zakǉuqujemo da smo
dobili da je k = l i d1 = r1.

Posmatrajmo sada broj rexeǌa jednaqine d2x = 0 u ovim grupama.
Broj rexeǌa ove jednaqine u grupi L je d1d

k−1
2 , dok je u grupi D

taj broj d1s2 . . . sk pri qemu je si 6 di za sve i > 2. Dobijamo da je
d1d

k−1
2 = d1s2 . . . sk. Skra�ivaǌem sa d1 i korix�eǌem qiǌenice da

je si ≤ di, dobijamo da mora biti si = di za sve i > 2. To posebno
znaqi da d2 | r2. Na isti naqin kao i pre, posmatraǌem broja rexeǌa
jednaqine r2x = 0 u ovim grupama, dobijamo da r2 | d2, pa mora biti
d2 = r2. Nastavǉaǌem ovog postupka dobijamo da je za sve i = 1, k:
di = ri, xto je i trebalo dokazati. �
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