
OPXTA RELATIVNOST. KRATAK PREGLED

Ilija Lukaqevi�

Uvod. Krivinu rimanskih prostora, u koje spada i prostor-vreme opxte teorije rela-
tivnosti, odre�uje sistem funkcija Rαβγδ(α, ... = 1, 2, 3, 4), Riman -Kristofelov tenzor krivine.
Alternativni naziv za opxtu relativnost je metriqka teorija gravitacije.

Riman-Kristofelov tenzor je funkcija metriqkog tenzora i ǌegovih prvih i drugih izvoda,
ovih drugih linearna ( ali sa promenǉivim koeficijentima). On zadovoǉava sistem alge-
barskih i diferencijalnih identiqnosti:

Rαβγδ = − Rβαγδ = − Rαβδγ

Rαβγδ = Rγδαβ

Rαβγδ + Rαγδβ + Rαδβγ = 0





(1.1)

Rαβγδ;ε + Rαβδε;γ + Rαβεγ;δ = 0 (1.2)

Diferencijalna identiqnost (1.2) zove se, po ǌenom autoru, Bjankijeva identiqnost.
S obzirom na algebarske identiqnosti (1.1) Rαβγδ ima n2

12 (n2 − 1) nezavisnih komponenata
razliqitih od nule. U sluqju prostor-vremena opxte relativnosti, to zbog n = 4 iznosi 20.

Iz Riman -Kristofelovog tenzora krivine kontrakcijom je izveden Riqijev tenzor. To je
simetriqan tenzor drugog reda:

Rβγ = gαδ Rαβγδ (1.3)

Ovaj tenzor u prostor-vremenu ima deset nezavisnih komponenata, onoliko koliko i metriqki
tenzor, xto je znaqajno za relativnost. Kristofelov simbol, kojim �emo se stalno slu�iti
glasi:

Γα
βγ =

1
2

gαδ
(
gδβ,γ + gγδ,β − gβγ,δ

)
(1.3a)

(u daǉem tekstu �emo se slu�iti uobiqajenim simbolima za parcijalni izvod). Izra�en
pomo�u ovih simbola Riqijev tenzor glasi:

Rαβ =
∂

∂xγ
Γγ

αβ −
∂

∂xα
Γγ

γβ + Γδ
δγ Γγ

αβ − Γδ
αγ Γγ

δβ (1.4)

xto razvijeno predst�vǉa

Rαβ =
1
2

gγδ
( ∂2gαδ

∂xβ ∂xγ
− ∂2gαβ

∂xγ ∂xδ
+

∂2gβγ

∂xα∂xδ
− ∂2gγδ

∂xα∂xβ
+ Qαβ

(∂g

∂x
; g

)
(1.5)

U sluqaju

Rαβγδ = 0 (1.6)

metrika, bilo definitna ili indefinitna, je ravna, tj euklidska ili pseudoeuklidska.
Poxto ve� sama definicija opxte relativnosti podrazumeva da prostor-vreme ima riman-

sku metriku, krenu�emo od definicije Ajnxtajnovog tenzora Gαβ

Gαβ = Rαβ − 1

2
R gαβ , (R = Rγ

γ) (1.7)

Da bismo objasnili izbor ovog tenzora treba po�i od Bjankijeve identiqnosti(1.2).Skalarnim
mno�eǌem sa gαδ dobi�emo iz (1.2) i prve identiqnosti (1.1)

Rβγ;ε −Rβε;γ + Rα
·βεγ;α = 0
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Ponovnim mno�eǌem ovog izraza sa gβε dobi�emo

Rε
γ;ε −R,γ + Rα

γ;α = 0

xto se svodi na

Gβ
γ;β =

(
Rβ

γ − 1

2
δβ
γ

)

; β

= 0 (1.8)

gde je δ Kronrkerov simbol.
Ovo je kǉuqna identiqnost sa stanovixta opxte relativnosti. Ukoliko imamo materijalnu

sredinu, ili neko poǉe koje nije gravitaciono, xto je u prostor-vtrmrnu opisano tenzorom
energije T β

γ , mi �emo izjednaqiti ( pomno�enog konstantom κ koje ga dimenziono izjednaquje sa
geometrijskom veliqinom na levoj strani) Ajnxtajnov tenzor sa tenzorom energije:

Gβ
γ = Rβ

γ −
1
2

R δβ
γ = − κT β

γ (1.9)

Ovo predstavǉa relativistiqki oblik Laplas-Poasonove jednaqine ǋutnove mehanike u sluqaju
kada postoji gravitaciono poǉe; samo xto se u opxtoj relativnosti uzima u obzir svih de-
set komponenata metriqkog tenzora koji je zastupǉen na levoj strani gravitacionih jednaqina
(1.9), zakǉuqno sa drugim redom izvoda. Jasno je da,s obzirom na identiqnost (1.8), koju
zadovoǉava Gβ

γ , mora biti i

T β
γ;β = 0 (1.10)

U opxtoj relativnosti konzervativnost tenzora energije (1.10) nije formulisana kao pose-
ban uslov ve� kao posledica (1.8), odnosno, u kraǌoj liniji, kao posledica Bjanhijeve iden-
tiqnosti (1.2). Ukoliko imamo slobodni prostor u kojem postoji samo gravitaciono poǉe,
tenzor energije T β

γ jednak je nuli a jednaqine (1.9) svode se na:

Rβ
γ = 0 (1.11)

Dakle, u sluqaju ravnog prostor-vremena imamo odsustvo krivine, izra�eno jednaqinom (1.6),
dok u slobodnom prostoru opxte relativnosti imamo (1.11) tj izraz (1.5) za Rαβ = 0. Deset
jenaqina gravitcionog poǉa, bilo da imamo negravitacionu energiju ili ne, tj da li je zado-
voǉen sistem (1.9) ili (1.11), slu�e odre�ivaǌu gravitacionog potencijala gαβ, koji tako�e
ima deset komponenata. U ǋutnovoj mehanici smo imali samo jednu jednaqinu, koju je zado-
voǉavao skalarni gravitacioni potencijal.

Sferno simetriqno gravitaciono poǉe. Sada �emo posmatrati gravitaciono poǉe qiji je
izvor sferno telo, qija je unutraxǌost po sastavu i gustini ili homogena ili promenǉiva
po koncentriqnim slojevima. Pri tome �emo se ograniqiti na poǉe u slobodnom prostoru oko
tela.

Poxto gravitacija iz tela deluje jednako u svim pravcima, postavi�emo sferni koordi-
natni sistem s poqetkom u ǌegovom centru. Budu�i da za takvo telo ona ne zavisi od ugaonih
koordinata θ i φ, to �emo opxti oblik elementarnog intervala najxire pretpostaviti kao:

ε ds2 = E(r, t) dr2 + F (r, t)
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
+ G(r, t) dr dt−H(r, t) dt2, ε = ±1 (2.1)

Ovaj oblik intervala �emo se potruditi da, u granicama koje ne remete opxtost sferno
simetriqnog poǉa, u najve�oj meri uprostimo. Prvi korak �e biti transformacija

r′2 = F (r, t), θ′ = θ, φ′ = φ, t′ = t

Ovakvim izborom radijalnog odstojaǌa r′, samo ukoliko slu�i kao mno�iteǉ ugaonog sfernog
intervala, pretpostavǉamo da je razlika izme�u euklidskog i rimanskog intervala zanemarǉiva.
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To potiqe od qiǌenice da je udaǉenost izvora gravitacione sile od posmatrane taqke dovoǉno
velika i da ta sila brzo opada s udaǉavaǌem, xto je implicitna pretpostavka u relativnosti.

ε ds2 = E1(r′, t′) dr′2 + r′2
(
d θ′2 + sin2θ′ dφ′2

)
+ G1(r′, t′)dr′ dt′ −H1(r′, t′) dt′2 (2.1′)

Ovaj interval treba da se u beskonaqnosti svede na interval Minkovskog, stoga �emo po-
tra�iti transformaciju koja �e ukloniti mexoviti qlan G1. Stavi�emo:

r′ = r′′, θ′ = θ′′, φ′ = φ′′, t′ = g(r′′, t′′)

Otud

dr′ = dr′′, dt′ =
∂g

∂r′′
dr′′ +

∂g

∂t′′
dt′′

dakle

dt′′ =
(

∂g

∂t′′

)−1(
dt′ − ∂g

∂r′′
dr′′

)

Sada mo�emo napisati

ε ds2 = E1

(
r′′, t′′

)(
dr′′

)2 +
(
r′′

)2
[(

dθ′′
)2 + sin2 θ′′

(
dφ′′

)2
]

+ G1

(
r′′, t′′

)
dr′′

(
dt′ − ∂g

∂r′′
dr′′

)(
∂g

∂t′′

)−1

−

H1

(
r′′, t′′

)(
dt′ − ∂g

∂r′′
dr′′

)2 (
∂g

∂t′′

)−2

(2.1′′)

Uslov ortogonalnosti metrike je da iweznu mexoviti qlanovi. Izjednaqi�emo ih sa nulom,
i osloboditi qlanova sa negativnim stepenom:

G1

(
r′′, t′′

) ∂g

∂t′′
+ 2 H1

(
r′′, t′′

) ∂g

∂r′′
= 0 (2.2)

Ovo je homogena linearna parcijalna jednaqina prvog reda, koju zadovoǉava veliqina
g(r′′, t′′). Ona ima rexeǌe xto znaqi da metriqku formu ( 2.1”) naqelno mo�emo dovesti u
ortogonalan, ili dijagonalan oblik. Sada �emo pretpostavǉeni oblik metrike napisati kao:

ε ds2 = eµ(r,t) dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)− c2 eν(r,t) dt2 (2.3)

xto je izabrano tako da garantuje znake i nenultost qlanova ove forme.
Sada �emo zameniti komponente tenzora gravitacionog potencijala, odnosno metriqke ko-

eficijente forme (2.3), u izrazima za Kristofelove simbole (1.3a), onda to staviti u izraz za
Gαβ i ove izjednaqiti s nulom, jer se radi o slobodnom prostoru. Napomenimo da smo mogli da
koristimo i (1.11), jer izjednaqeǌe s nulom Gαβ povlaqi izjednaqeǌe s nulom Rαβ. Me�utim,
u ovom sluqaju je pogodnije raditi sa Gα

β . Tada su jedine komponente tog tenzora koje nisu
identiqki jednake nuli:

G1
4 =

1
r
e−µ ∂µ

∂t
= 0

G1
1 = − e−µ

(
1
r

∂ν

∂r
+

1
r2

)
+

1
r2

= 0

G2
2 = G3

3 = ... = 0

G4
4 = e−µ

(
1
r

∂µ

∂r
− 1

r2

)
+

1
r2

= 0





(2.4)
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Komponente G2
2 i G3

3 ne igraju nikakvu ulogu pri rexavaǌu problema, pa su izostavǉeni
ǌihovi eksplicitni izrazi. Iz izraza za G1

4 odmah vidimo da je µ = µ(r). Sada formiramo
razliku

G1
1 −G4

4 =
1
r

e−µ

(
∂µ

∂r
+

∂ν

∂r

)
= 0 (2.5)

Na osnovu prethodnog, iz gorǌe jednaqine zakǉuqujemo da ν mora imati oblik:

ν(r, t) = ν1(r) + ν2(t)

Poxto je komponenta g44 eksponencijslns funkcija svojih argimenata, to �emo pre�i na novu
vremensku promenǉivu t′, koju �emo definisati tako da bude

dt′ = e
1
2 ν2(t) dt =⇒ t′ =

∫
e

1
2 ν2(t)dt (2.7)

Ovo je dobar primer xirine s kojom u relativnosti pristupamo pojmu vremena. Ono je samo
jedan parametar kojem mi intuitivno biramo najpogdniji oblik. Tok vremena za onog koji
miruje u odnosu na koordinatni sistem zove se koordinatno vreme. To �e, u konaqnom obliku
za tra�eni interval, biti t′ iz (2.7). Sada �emo u posledǌoj jednaqini (2.4) izvrxiti smenu,
unose�i pomo�ni parametar u:

u =
1
r

eµ

xto �e tu jednaqinu dovesti u oblik

du

dr
+ u2 = 0 =⇒ 1

u
= 2 m− r

Dakle:

g11 = eµ =
1

1− 2m
r

(2.8)

Poxto je iz (2.5) µ = − ν ( konstantu integracije mo�emo ukloniti izborom jedinica) to
(2.3) konaqno dobija oblik:

ε ds2 =
1

1− 2m
r

+ r2
(
dθ2 + sin2θ dφ2

)− c2

(
1− 2m

r

)
dt2 (2.9)

(koordinatno vreme pixemo kao t).
Metrika (2.9), koja se po ǌenom pronalazaqu Karlu Xvarcxildu zove Xvarcxildova

metrika, je ortogonalna, odnosno dijagonalna ( nema mexovitih qlanova), i stacionarna tj
nezavisna od vremena. Poxto ima ove dve osobine, ona se zove statiqka metrika. Birhof je
dokazao da ona ne mo�e zavisiti od vremena. U slobodnom prostoru ona nastaje iz sferno
smetriqnog materijalnog izvora, odnosno tela, koje je po gustini ili homogeno, ili mu se
gustina meǌa samo u radijalnom pravcu. Takvo telo mo�e radijalno pulsirati a da gravita-
ciono poǉe iznad ǌega ostaje nepromeǌeno. Iz (2.9) se vidi da za r → ∞ ova metrika te�i
metrici Minkovskog.

Horizont sferno simetriqnog poǉa. U izrazu (2.9) za sferno simetriqno gravitaciono
poǉe vidimo da prva prostorna komponenta tenzora gravitacionog potencijala postaje beskon-
aqna za r = 2m, dok je posledǌa, vremenska komponenta tada jednaka nuli. Za vrednosti r < 2m
znaci tih komponenata se meǌaju, pa prostorna komponenta postaje vremenska a vremenska pros-
torna. Naravno, poxto se radi o spoǉnom gravitacionom poǉu, onom koje postoji izvan tela
koje ga stvara, kǉuqno je pitaǌe kolika je veliqina 2m. Ne ulaze�i u dokaz, koji je dobijen iz
studije unutraxǌeg gravitacionog poǉa tela, utvr�eno je da ona za Zemǉu iznosi m

T
= 0, 5 cm

4



a za Sunce , qija je masa proceǌena na 300000 Zemǉininih masa, m
S

= 1, 5 km. Vidimo da ”grav-
itacioni polupreqnik” nebeskih tela, kako je nazvana veliqina 2m, raste linearno s masom,
xto znaqi da zapremina koja odgovara tom radijusu raste s kubom odnosa masa upore�ivanih
tela.

Sam Ajnxtajn i drugi relativisti su smatrali da 2m predstavǉa neku ”apsolutnu granicu
” gustine materije ispod koje se ne mo�e i�i. Tek je u godinama posle Ajnxtajnove smrti
poqela da se obra�a pa�ǌa na oblast r ≤ 2m, i to zbog qiǌenice da odgovaraju�a zapremina
raste s kubom mase nebeskog tela. Sa razvojem fizike i astrofizika zvezda je poqela da se
boǉe prouqava, otkriveni su i novi objekti nazvani pulsari i kvazari. Kritiqno podruqje
Xvarcxildovog rexeǌa naxlo je neoqekivano objaxǌeǌe.

Uvedimo pojam Xvarcxildove sfere. Ona je definisana sa:

r = 2m ⇒ |gαβ | = −16 m4 c2 sin2θ (3.1)

Qiǌenica je da determinanta tenzora gravitacionog potencijala iz (2.9) ima konaqnu vred-
nost i pored velikog prekida i preokreta znakova metrike na Xvarcxildovoj sferi. Jednaqinu
te povrxi �emo formulisati kao

f(r) = r − 2m = 0 =⇒ grad f = nα(1, 0, 0, 0) =⇒ gαβ nα nβ = g11 (n1)2 = 1− 2m

r
= 0 (3.2)

Xvarcxildova sfera je, dakle, jedna nulta, odnosno singularna povrx.
Da bismo ispitali oblast ispod Xvarcxildove sfere izvrxi�emo prvo trancformaciju

koordinata. U relativnosti izbor koordinatnog sistema igra veliku ulogu. Mnoge znaqajne
qiǌenice otkrivene su, a mnoga jednostavna objaxǌeǌa na�ena zahvaǉuju�i izboru pogodnih
sistema. Uvex�mo smenu koordinata koje su korix�ene u definicionom izrazu (2.9):

t = t′ ± 2mc−1 ln

(
r

2m
− 1

)
, r > 2m

t = t′ ± 2mc−1 ln

(
1− r

2m

)
, r < 2m

r = r′, θ = θ′, φ = φ′





(3.3)

Tako dobijemo Edington-Finkelxtajnov oblik sferene matrike. Ako za prostorne koordinate
izostavimo primove, ona glasi:

ε ds2 =
(

1 +
2m

r

)
dr2 + r2

(
d θ2 + sin2θ dφ2

)∓ 4mc

r
dr dt′ − c2

(
1− 2m

r

)
dt′2 (3.4)

Sada �emo se ograniqiti na radijalni nulti deo metriqke forme. To znaqi da je pri kon-
stantnim φ i θ:

ds2 =
(

1 +
2m

r

)
dr2 ∓ 4mc

r
dr dt′ − c2

(
1− 2m

r

)
dt′2 = 0 (3.4′)

Ovo je metriqka forma ograniqena na svetlosne zrake, odnosno na putaǌe fotona koji radi-
jalno izlaze ili ulaze u Xvarcxildovu sferu. Primeti�emo da je tok vremena ostao saquvan
posle transformacije t → t′ ; ono xto smo dobili zove se retardirano vreme u odnosu na Xvar-
cxildovo, xto znaqi da se ono meri poqev od razliqitih trenutaka s obzirom na radijalno
odstojaǌe r; inaqe teqe isto kao t.

Ako uzmemo jednaqinu (3.3) za r > 2m sa pozitivnim znakom, leva strana jednaqine (3.4′) �e
se razlo�iti na qinioce:
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dr

dt′
+ c = 0

dr

dt′
+ c2 2m− r

2m + r
= 0





(3.5)

Rexeǌe prve jednaqine glasi

r + ct′ = const. (3.6)

a druge

r + 4m ln(r − 2m)− ct′ = const. (r > 2m)
r + 4m ln(2m− r)− ct′ = const. (r < 2m)

}
(3.7)

Imamo, dakle, iz (3.5):

dr

dt′
−→





c r →∞

0 r → 2m

(r > 2m)

dr

dt′
−→





0 r → 2m

− c r → 0
(r < 2m) (3.8)

Jednaqina (3.6) se odnosi na upadne zrake, odnosno fotone koji radijalno upadaju u oblast
r < 2m. Jednaqine (3.7) opisuju radijalne zrake koji se udaǉavaju od granice r = 2m, ali sa
ǌe same se oni ne mogu udaǉiti, ve� tek od r = 2m + ε. Ovi dosti�u brzinu c u beskonaqnosti.
Zraci koji se u oblasti r < 2 m radijalno udaǉavaju od centra nikad ne dosti�u granicu
r = 2 m, tj Xvarcxildov radijus, ve� samo 2 m − ε. Ono xto va�i za fotone utoliko vixe
va�i za druge qestice, pa Xvarcxildova sfera predstavǉa horizont ispod kojeg nixta ne
izlazi. Ako bi se cela masa nekog nebeskog tela sabila ispod Xvarcxildove sfere, ta bi
sfera postala hoizont, tj granica crne rupe.

U astrofizici je otkriveno da se aktivni period �ivota zvezda zavrxava prema tri sce-
narija. Prema prvom, zvezde qija je masa jednaka najvixe 1, 3 MS (masa Sunca) zavrxavaju kao
beli patuǉci, xto bi, znaqi, trebalo da bude i sudbina Sunca. Prema drugom, zvezde qija se
masa kre�e u podruqju 1, 3 − 2, 25 MS, zavrxavaju kao neutronske zvezde ili pulsari ( PSR ).
To su zvezde ogromne gustine koje bivaju sabijene u kuglu preqnika od oko 15 km ( pri qemu
im mase iznose oko 400000 -675000 masa Zemǉe). One su sastavǉene od neutrona, poxto su im
se elektroni spojili sa protonima, a od signala xaǉu samo radio - talase. Prema tre�em
scenariju, koji opisuje zvezde mase ve�e od 2, 25 MS, one postaju kvazari ( QSO ), to jest crne
rupe. Xta se dexava ispod horizonta mo�e se samo naga�ati. Poxto je, kao xto smo pomenuli,
gravitacioni radijus Sunca 2 mS = 3km, znaqi da su zvezde qiji je gravitacioni radijus 2 m
ve�i od 6,75 km kandidati za crne rupe. Zapremina crne rupe ve�a je od, pribli�no uzev, 1250
kubnih kilometara. Poxto je ǌihova masa ve�a od 675000 masa Zemǉe, to sleduje da bi pri
gustini koja odgovara poqetnoj vrednosti crne rupe, za masu od 2, 25 MS, cela Zemǉa trebalo
da bude sabijena u oko 4,5 miliona kubnih metara zapremine.

Negde oko sredine naxe galaksije postoji, smatra se, crna rupa koja odgovara masi od oko
sto miliona masa naxeg Sunca. Ovo znaqi da bi ǌen gravitacioni radijus trebalo da iznosi
300 miliona kilometara. U tu zapreminu, koja zahvata putaǌe Merkura, Venere, Zemǉe, Marsa
i jox prostora, mo�e da stane otprilike 75 miliona zapremina Sunca. Ako bismo zamislili
da je ta masa raspore�ena s proseqnom gustinom koju ima Sunce, ona bi samo jednom qetvrtinom
bila izvan podruqja koje bi, u sluqaju da se cela spusti unutar ǌega, postala crna rupa. Grav-
itaciono sa�imaǌe, koje dostigne granicu r = 2 m, u ovom sluqaju 300 miliona kilometara,
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predstavǉa gravitacioni kolaps, dok cela zapremina zvezde, ispod horizonta, odnosno Xvar-
cxildovog radijusa, predstavǉa crnu rupu. Ona je ogromna sa stanovixta Sunqevog sistema
ali mala sa gallaktiqkog a neznatna sa vasionskog stanovixta.

Sve ovo govori o budu�nosti sveta u kojem postojimo, zasad u relativnoj ravnote�i i
sigurnosti.
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