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JIpyru XOJIOKBMjyM M3 Anrebpe 2

1. Hexra je £ = X,

a) Onpemaru [Q(§) : Q] ¥ MUEUMANHA NOXMHOM 38 ¢ man Q.

6) Hexa je G rpyna [8/108 MUHMMAJIHOT TOXMHOMS 38 § HAl Q. IMTorazarn
na je G waomopdra JMPEKTHOM MPOU3BOAY JBE NUKIWIHE TPYTIC. Onucatn
eremenTe rpyne G u nahin BUXOBE PENOBE.

2. Hexa je L|F Tamoaoso pamvpene uuja je [anoaosa rpyna G =
G(L|F). Hexa cy Hy, Hy noarpyne oOZR G u Hy N Hy = {e}. Hexa je Ki
$puKcEo nosbe 3a Hi. Tokasatn aa je K1Kz = L, rxe je K1 K3 majmame
moTnone of L xoje canpxm K u K.

3. Heka cy M m N mopmanme moxrpyne rpyue G u mexa cy G/M n
G/N pemuse rpyne.

a) Jloka3aTH I8 je N/{M N N) pemmpa rpyns.

6) JokaszaTh 18 je G/(M N N) pemusa rpyna.

4. OnpemuTV TPYNy 3a4aTy MPE3EHTAIUOM
M=<abec|ad=1b=1c= 1,b"lab=a"}ac=ca,be=cb>.

Teopuja:
1. Cnobonme anrebpe
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~ ALGEBRA 2

. Odrediti Galuaovu grupu polinoma f(z) = 7t — 5, f(x) € Q[z]: nad Q, Q(V5), Q(3).
. Neka je G grupa reda 2k, fk € 2N + 1. Dokazati da G nije prosta.

. Ako je C polje kompleksnih brojeva, dokazati da postoji polje E C C tako da:

i)C je algebarsko nad E,

ii) svaki polinom f(z) € E[z) neparnog stepena ima koren u E,

iii) V3 ¢ E. »

. Odrediti slobodnu algebru A jezika L,nad skupom K slobodnih generatora, klase zakona Z,
gde je: L= {1,-,7'}, Z: aksiome grupe, 22 =1, K = {a1,a2," -, 8n}-

. Teorema o primitivnom elementu.
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Zadaci iz teorije polja

@OdredltikGaluaovu gruouvpolinoma f(z) = z* — z — 1 nad poljem Q.
Ako je E korensko polje pohnoma f odrediti sva medupolja i ispitati koja_
:su od n,]lh Galuaova. : | " - :

@ Neka je f( ) = z8 — 2 polinom nad poljem Qi neka je E korensko
polje polinoma f. Odrediti grupu Aut (E|Q), sva medupolja F,QCFCE,
i ispitati koja su od njih Galuaova.

@ Odrediti Galuaovu grupu polinoma f(z) = z® + 2* + 1 nad poljem Q.
ﬂ Neka je E|F Galuaovo rairenje polja F i G = Aut (E|F). Ako jep

prost broj i |G| = p", n > 1, onda postoji medupolje L, FCLCE,takvo
da Je L|F je Galuaovo rasirenje polja F' i |L : F|=

_5. Neka je E korensko polje separabilnog pohnoma f € Flz]. Ako grupa
Aut (E|F) ima elemenc reda 7, onda je deg (f) 2 7. -
2, : ZL'

’6\ Ako su m i n ubajamno prosti prirodni brojevi, e =em in=er,
OndaJe Q(e)NQ(n) = Q.

. Neka je f € Z[z) separabllan polinom i Z, algebarsko zatvorenje polja
Zsy. Ako je [I;(z — z:) razlaganje polinoma f u polju Zs, onda je

H(.’E,’ + :Ej) = 1.

i<j

! @ Da li se moze konstruisati ravnokraki trougao sa krakom a i polupreé-
nikom upisanog kruga ¢ = 1 ako je a =3, odnosno, ako je a = 4. Za koje
"ele brojeve a _je takav trougao | konstrulrtlbllan'7 -

R

9*. Neka je n > 1. Dokazati da posuop Galuaovo rasirenje E polja
racionalnih brojeva @ tako da je Aut (E|Q) =

10. Dokazati da je jednaéina 7 — 1 = 0 reSiva u radikalima nad poljem
Q, resiti tu jednadinu u radikalima i nad Q i izracunati u radikalima cos &

) @ Naéi Galuaovu grupu polinoma f(z) = z* — 5 nad Q, QIV5] i Q[ ).

12*. Neka je F polje dobijeno iz @ adjunkcijom svih korena jedinice.
Pritor, ¢ je koren Jedlmce ako €™ = 1, za neko n > 1. Dokazati da za suzko
a € Z, jednacina 2* — @ = 0 ima reSenje u E. Dokazati da grupa Aut (E1Q)

ima mo¢ kontinuuma.



//:-\

Neka je g > 0 racmnalan broj. Odrediti Galuaovu grupu polinoma

f(iv)—:v -q.

14. Neka je f(z) = z* + 1 polinom nad poljem Q. Odrediti korensko
polje F.polinoma f.: Qdrediti:primitivpi element raSirenja F' 2 @, odnosno
element a € F takav da je F = Q(a). Odrediti Aut (F). Dokazati da je

Q(V2) C F.

15*. Neka je f(z) = z° — 2 polinom nad poljem Q i neka je E korensko
polje polinoma f. Odrediti grupu G = Aut (E|Q). Odrediti sva Galuaova
medupolja L, Q C F C F. Naéi potpolja Ly, L, C E, takva da |L, : Q| =10

ilL-zZ

0 NGOk N

©

- 10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

rema,

Q=5

Ispitna pitanja iz teorije polja

Prsteni i ideali,
Stepen rasirenja polja,
Algebarsko rasirenje polja,
Osobine prstena polinoma nad datim poljem,
Kronekerova konstrukcija (egzistencija i jedinstvenost),
Korensko polje polinoma (egzistencija i jedinstvenost),
Konaéne podgrupe grupe F™,
Konacna polja,
Automorfizmi konaénih polja,
Algebarski zatvorena polja i algebarsko zatvorenje,
Teorema o primitivnom elementu separabilnih rasirenja,
Kubna jednaédina, ’
O resivosti algebarskih jednacina pomocu radlkala
Galuaova rasirenja,
Primer algebarske jednadine koja nije resiva pomoc¢u radikala.
Geometrijske konstrukcije lenjirom i Sestarom

Separabilni stepen,

Ciklotomiéni polinomi i polja Q[e], e™ = 1.

Gauscva lema i kriterijumi nesvodljivosti polinoma.

Primene u teoriji brojeva (Mala Fermaova teorema, Vilsonova teo-
ojlerova funkcija ¢(n).



Uputstva za izradu zadataka iz teorije polja

Kljuéna teorema’i svim:zadacima jeste Osnovna teorema teorije Galua:

- Ako je E Galuaovo rasirenje polja F i L medupolje, F C L C E, onda
je E Galuaovo rasirenje polja L 1 Aut(E|L) je podgrupa grupe Aut(E IE

- Polje L je Galuaovo rasirenje polja F' ako i samo ako Aut(E]L) je

normalna podgrupa grupe Aut(E|F’).

1. Pogledati $ta je receno o jednacini treCeg stepena i dokazati da koreni
polinoma f(z) = 23—z —1 nisu svi realni. Dakle, nekasub € Ri¢,Z € C\R
koreni polinoma f, tj. E = Q(b,¢).

Kako su koreni € i € su konjugovano kompleksni brojevi, njihov minimalni

" polinom m, je kvadratni polinom. Pritom polinom m, nije svodljiv nad Q(b).
Kako je polinom f nesvodljiv nad Q, minimalni polinom za b je my = f.
Otuda sledi da grupa Aut (E|Q) ima 6 elemenata (zasto?). Svi njeni elementi

su redom:

b be— e, E,
:b— beEE—re,
:be,e > E T b,
:b— e bEre,
b E e, E b,
:br—+s el--)bsr——ire,

Q .
bbmfb SN

N

op

 Odigledno se radi o grupi D3 = S;3. Njene podgrupe reda 2 su redom
G, = {e,0}, G2 = {e,cp} i G3 = {e,0p%}. Nijedna od njih nije normalna
podgrupa grupe Dj pa nijedno od medupolja L; = EG, L, = E®, L3 = E®
nije Galuaovo. Pritom L1 = Q(b) Jer a(b) = b, Ly = Q(¢) jer op(e) = ¢, a
- Ly = Q(e) jer 0p(E) =
Jedina podgrupa reda 3 je G4 = {e, p, p*}, ona je normalna u grupi Ds,
a njeno fiksno polje je Ly = 'EG¢ jeste Galuaovo medupolje. Kako je

pb+¢e+8)=p(b+e+E) =b+e+FE,

to je konaéno Ly = Q(b+¢€ +E).

2. Ako Je b -_\/5 svi koreni polinoma f su b, b, £2b, €39, £%b i €%, gde
jee=c¢e % — % koren iz jedinice (¢° = 1). To znaéi da je E = Q(b,¢)



korensko polje polino‘ma f. Minimalni polinom elementa b nad poljem Q je
upravo polinom f (objasniti zasto). ,

Kakoje 26 —1 = (z — )(z+ 1)(&* —z + 1)(a® + z + 1) i kako su e i
¢® = £ koreni nesvodljivog polinoma m,(z) = z2 — x + 1, to je m, minimalni
polinor za € nad poljéth @, odnosno i nad poljem Q(b). Otuda sledi da je
[E : Q] = 12 ( zaSto?), pa Galuaova grupa G = Aut (E|F) ima 12 elemenata.
Pritom 12 = 3 - 22, pa moZemo koristiti Silovljeve teoreme za odredivanje
njenih podgrupa. "

Ako.jea:bk—)b,sHesip:b»—)be,e»—)a, gde je €° = g, onda je
Galuaova grupa automorfizama

Aut (E|Q) = {e.0,p, 0%, 0%, 0", 0°,0p,00%,0p°,0p",0p°} = Ds-

Strukturne jednakosti grupe Dg su o* = 1, p® =11ipo =o0p’. Onaima
sedam podgrupa reda dva: Sest podgrupa oblika H; = (op1),zai=1,...,6,
koje nisu normalne jer pHip™! # H; (proveriti!), kao i grupu Hr = (p°), koja
jeste normalna (proveriti!).

Podgrupa H7 je normalna, pa su V,=H; -H,, Vo =H;-Hy1V3 = H; Hj3
podgrupe reda 4 grupe Ds. Pritom, podgrupe V; = C, x C; nisu normalne
podgrupe u Dg (dokazati). Takode, to su sve podgrupe (Klajnove grupe)
reda 4 u grupi Ds (zasto?). .

Grupa K, = (p?) = {e,p* p'} je jedina podgrupa reda 3 u grupi Dg
(zasto?), pa mora biti normalna (zasto?).

Grupe G, = K - Hy, G, =K, -HyiG3 =K, Hysusve podgrupe reda
6, pa su normalne u Ds.

Polje Eft je fiksno za autornorfizam o : b — b, pa je Eft D Q(b), ali
kako je [E : Eft] = |H;| = 2, to mora biti EH: = Q(b). Pritom, Q(b), nije
Galuaovo medupolje.

Dokazati da je Ef2 = Q(b*,¢) i E#s = Q(b%, b%). Pritom, to nisu Galu-
aove medupolja.

Razmotrimo polje B+, Kako je E = Q(b,¢) = Q(b)(¢) = {a+ce}, gde je
a = a; + azb+ash? + agb® +asb* + aBh®, ¢ = ¢y + Cab + c3b? + csb® + csb* + ch,
7a a;,¢, € Q. Za svako e € E, ako e = op3(e), onda zbog ap’(b) = e3b i
op®(e) = ® imamo da je e = (01 T+ ash+azh? +ayb® +asb? +a®b%) + (1 +cob+
cab? + cab® + csb® + cgb)e = (o + 4963+ azh? + aqgedb® +asbt +ae®b’) + (c1 +
cQ€3b+C3b2+c4szb3+csb4+c¢553b5)€5, pa mora biti g, a4,a6 = 0icy,...,c6 =0,
tj. e = aj + a3b? +ash®, pa € € Q(b?), tj Ef+ € Q(b?). Kako je minimalni
polinom my:(z) = ©° — 2 elementa b2 = (¥/2)? = /2 nesvodljiv nad poljem



Q, mora biti Q(b?) C E+. Svakako, Q(b%), nije Galuaovo medupolje. Na
isti nacin dokazuje se da je Efs = Q(b% be), odnosno, da je Efs = Q(b%).
Jasno, ta polja nisu Galuaovo medupolje I

Prvo medupolje koje jeste Galua‘movo’jE‘EH7 = Q(b?¢), jer Hr jeste nor-
“malria podgrupa gripe Ds." Takode, polje E Ki = Q(b®¢), jeste Galuaovo
medupolje.

Odrediti element o € E tako da je EY' = Q(a), pa zatim isto za polja
EY: i EV>. Nijedno od tih polja nije Galuaovo medupolje.

Medupolja E€' = Q(a) i ES* = Q(B) (odrediti a i 8) jesu Galuaova
medupolja i konaéno, E%* = Q(¢), jeste Galuaovo medupolje za polja @ € E.

3. Koreni polinoma f(z) = z% + z* + 1 dobijaju se smenom z* =t u

jedna¢ini z° + 2% + 1 = 0, $to daje jednacinu t* + ¢ + 1, Cija su reSenja
p=eF i p?* =7, pa su resenja polinoma f redom ¢,¢% ¢7 i %,° ¢°, gde je
€% = 1. Kako je polinom f nesvodljiv nad Q (dokazati), i deg (f) = 6, to je
stepen [E : Q], njegovog korenskog rasirenja F nad poljem @, jednak 6, a
to znati da grupa Aut (E|Q) ima Sest elemenata. Ako je o : ¢ 2, vodeci
racuna da je €2 = 1, dobijamo da je Aut (E|Q) = (o) = Cs.

4. Neka je E|F Galuaovo rasirenje i neka grupa Aut (E|Q) ima p™ ele-
menata, n > 2, za neki prost broj p. Prema Silovljevoj teoremi, Aut (£|Q)
sadrzi podgrupu H reda p™~!, odnosno, indeksa |Aut (E|Q) : H| = p. Kako
je p najmanji prost broj koji deli red grupe Aut (E|Q), podgrupa H mora
biti normalna. Sada ostaje da se primeni osnovna teorema.

5. Pretpostavimo da je deg (f) =n < 7. Kako je E korensko polje sepa-
rabilnog polinoma f(z) € F(z], rasirenje E|F je Galuaovo i grupa Aut (E|F)
je Galuaova grupa polinoma f koja se utapa simetricnu grupu Sp, tj. postoji
podgrupa H grupe S, takva da je H = Aut (E|Q). Ako grupa Aut (E|Q)
ima element reda 7, onda 7|n!, a to nije moguce jer, n < 717 je prost broj.

7. Neka je E C 7, korensko polje polinoma f. Kako je f separabilan i E
njegovo korensko polje, to je E|Z; Galuaovo radirenje. Kako je G Galuaova
grupa polinoma f, to je Z3 = EG. To znaéi da za svako z € E, z pripada
polju Z, ako i samo ako za svako o € G, o(z) = z. Kako o € G samo
permutuje korene polinomaf i kako je [, ;(z: + z;) € E,

o (H(xi'—!» :rj)) = H(L +zj),

i<j i<j



za svaki automorfizam o € G. To znaéi da HK](CL‘, + z;) € Z3, odnosno, da
H1<J(a:1+m] = 0ili [],;(z:+z;) = 1. Pretpostavimo da je [Lic;(zi+z;) =0,
onda postoji bar jedan par z;,z;, za koji je z; + z; = 0, tj. z; = —z; = 1,
bududi da je £ rasu‘enje polja Za; pa je 1samo karakteristike 2. To protivreéi
pretpostavei da je f separabilan polinom (svi koreni su razli¢iti), pa mora
biti [[,;(zi + ;) = 1.

8. Neka je u jednakokrakom trouglu poluprecnik upisanog kruga 1 0s-

" novica b i krak a. Povrsina takvog trougla je P = S, gde je S = a + 2, pa

kako je P? = S(S — a)(S — a)(S — b), mora biti b* — 2ab* + 4b + 8a = 0.
Sada treba raspraviti prirodu reenja polinoma f(z) = z* — 2az® + 4z + 8a
u zavisnosti od parametra a € Z.

9*. Neka je f(z) = zP~' +--- + z + 1, p prost, polinom nad poljem Q.
Polinom f je nesvodljiv nad poljem Q i ako je ¢ = e , onda je njegovo
korensko rasirenje E = Q(g). Svi koreni polinoma f su e, i=1,...,p— L

Tvrdimo da je Galuaova grupa Aut (E|Q) cikli¢cna grupa Cp_;. Naime,
svaki automorfizam slika € u €9, za neko ¢, pa ako je ¢ primitivni koren
(modp), onda automorfizam o : € — £ generiSe grupu Aut (E Q).

Neka je n > 1. Prema Dirisleovoj teoremi, svaka aritmeticka progresija
sadrzi beskonaéno mnogo prostéh brojeva, pa neka je p prost broj oblika
p=k-n+ 1, odnosno, prost broj p je takav da n delip — 1.

Za tako uabrano p, posmatrajmo polinom f(z) = - gP~t .- 4241 nad
poljem Q. Grupa automorfizama njegovog korenskog radirenja E je cikliéna
grupa C,_1, pa kako n deli p—1, ona sadrzi podgrupu G reda n, koja je takode

cikli¢na, tj. G = C,. Kako je svaka podgrupa cikli¢ne grupe normalna me-
dupolje ES» = F je Galuaovo rairenje polja QiAut(F|lQ)=C

10. I\akojel—l—(x—l) 73 - (23 +x°+x+1+-§-+§+z%),
smenom z + 1 = t, jednacina (z° + z° +x+l L4+ L+ %) =0svodise
na jednacinu treceg stepena B+t -2t -1=0. Posled'lja jednadina jeste
reSiva u radikalima, pa jez’—1=0 __r’gzglva _u radikalima.

Smenom t =y — —, jednagina t* + t? — 2t — 1 = 0 svodi se na jednaci-

;943 - % ——‘2—7 = 0, tj. na jednadinu oblika y* + pz + ¢ = 0, za koju je

; {"'_A: = 27¢® + 4p>. Otuda se dobija da je A = 49, pa su res: enja jednacine

>

y¥'— Iy — & = 0 redom

2n3

Ny=ut+v, yz—cu+c v, yg—su—l EV, € =€ 3,
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gde je

* Pritom, kako je A — 49, jednaéina 22 — A = 0 ima reSenje u R, pa su sva
reSenja jednacine y> — Iy— - = O realna. ReSenja jednacine t3+42—2¢t—1 =0
su sada redom

t +v ! ty = eu + v L ty = 2u + L
=Uu - =, = - =, = u EV — —.
1 3 2 3 3 = 3
Kako je = + é =t tojez? —tz+1=0,tj. 0 = ”” 4 pa konaéno

dobijamo da je

t+ ViZ— 4 ty £ VE? — 4 V-4
5 :

ZTi2 = 5 T3/4 = 5 Ts5/6 =

Ako je e =eF, onda ¢ +Z = 2cos 2. Izaberimo t; > 0 (jer cos 2 > 0),
pa zbog z% —¢; .'z:+1 = 0, imamo da je .1:1 +z9 =1t; = 2cos = 2’” , pa se konacno

dobija da je
" 49 | 7 49
21 13 27 RERVARE T {J 27 7\ T 27
= "+

2

W

11. Neka je E korensko polje polinoma f(z) = z* — 5. Kako su kereni
polinoma f redom b, —b, tb i —b, gde je b = V5, to je E = Q(b,1). Pritom,

|Aut (E|Q)| = [E: Q] = [Q(b)(x) : Q(b)] - [Q(b) : Q] =2-4 =38,

jer polinom f(z) = z* — 5 je nesvodljiv nad @, pa je minimalni polinom
= f, a polinom z2 + 1 je nesvodljiv nad poljem Q(b) zbog i & Q(b).
Neka je 0 :1+— —i,br>bip:irri,brsib. Jasnojedaoc?=e¢, p* =ei
po =0op’, paje

AUt (E'Q) = {67 a, p, p27 p37 ap, 0')027 O,p3} :/‘,Df-’ v; x

Sve podgrupe reda 2 su oblika H; = 0p*™!, i = 1,...,4 i grupa Hy = (p?)
Kako je pHip~' # H;, za sve 1 = 1,...,4, nijedna od grupa H;, 1 # 0,



-~ A

nije normalna podgrupa u D». Jedina normalna podgrupa reda 2 jeste Hp.
Sve podgrupe reda 4 su; Go = (p), G\ = Ho- Hi 1 Gi = Hp - H;. Kako
su podgrupe G; indeksa 2 u grupi Dy, sve grupe G; su normalne. Pritom,
Go = Cy, a-grupe G, i.G> izomorfne su grupi C; x Cy, tj. Klajnovoj grupi.
Dakle, medupolja oblika Ef:, 4 ='1,...,4, nisu Galoaova, dok medupolja
oblika ES¢, i = 0, 1,2, kao i medupolje EF°, jesu Galoaovg_._]\

Neka je e € E. Kako je E = Q(b)(z) = {a+ci:a,c € Q(b)}, to je

€= (a1 + (lzb + (13()2 + a4b3) + (C1 + Czb + 03b2 + C4b3)’i,

za neke a;,c; € (. Buduéi da automorfizmi op 1 p? generidu grupu Gs,
e € EC2 ako i samo ako e = p?(e) i e = op(e). Iz prve jednakosti dobijamo
da ag, a4,02,¢4 =0, t]. dajee=a;+ azb® + (¢, + c36%)i. 1z druge jednakosti
dobijamo a3,c; = 0, pa je e = a; -+ c3b%i. Dakle, dobijamo da je Galuaovo
medupolje EC? zapravo polje Q(ib?). Treba jos odrediti medupolja EC° i
ES'. Kako p generise grupu Go, € € EGo ako i samo ako e = p(e). Iz te
jednakosti dobija se da je ag,c2,03,¢3,a4,¢4 = 0, pa je e = a; + c12, gde
se a;,¢; € Q. To znaéi da je Galuaovo medupolje ECo zapravo polje Q(7).
Preostaje jos medupolje EC'. Automorfizmi o i p* generisu Gy, pa se iz
jednakosti e = p?(e} dobija da je e = a; + ash® + (c; -+ c3b%)7, pa primenom
jednakosti e = o(e) dobijamo e = a + agb?, tj. medupolje E% je polje
~Q(»*) = Q(v/3). Treba jo$ odrediti primitivni element polja E.

12. Neka je E polje dobijeno 1z polja @ adjunkeijom svih n-tih korena iz
jedinice €,, n > 3, t]. E = Q(es, €4, - - - ). Za svako n > 3, minimaini polinom
m., elementa ¢, je stepena ©(n), gde je ¢ Ojlerova funkcija. Otuda, ako je

¢ € Aut (E|Q), c(e,) moZe imati @(n) razlicitih vrednosti, za svako n > 3.
Otuda sledi da je

Aut (B1Q)} = [Jwn) = [[2 =2,

n>3 n>3

jer (,9('3) =21 ¢(n) > 2, zasvako n > 3.

13. Koreni polinoma f(z} =z* —y¢, ¢ € Q7, su V4,180, 17¥q.1° /G, gde
je i° = —1. Razlikuju se tri moguénosti: g € Q, postoji r € Qt, qg=r%1
konacno, ne postoji r € @, takvo da je g = 72,

U prvom slu¢aju, korensko rasirenje £ polinoma f je polje @Q(¢) i njegova
Galuaova grupa Aut (£1Q) je Co (objasniti).



U drugom slu(“:ajuA7 ako /7 nije racionalan, korensko rasirenje E polinoma
f je polje Q(v/7, ), pa kako je

QW79 : Ql =[Q(VFD : V] [R(VA) : Q =2-2=4,

Galuaova grupa Aut (E|Q) je reda 4. Njeni generatori su automorfizmi o :
P =i, T JTipiim i, T =Tt

Aut (E|Q) = {e,0,p,0p},

sa strukturnim jednakostima o2 = e, p? = e i op = po. To zapravo znaéi da
je Aut (E|Q) = CQ X CQ.

Ako ne postoji r € Q* takvo da je ¢ = %, onda je E = Q(+/q, 1) korensko
rasirenje polinoma f. Stepen tog rasirenja je (objasniti)

[Q(Ve,7) : Ql =[Q(V3,1) : Q(V9)] - [Q(Ve) : Q] =2-4 =38,

pa grupa Aut (E|Q) ima osam elemenata (objasniti). Dokazati‘da je grupa
automorfizama Aut (E|Q) izomorfna grupi Dj.

14. Polinom f(z) = z* + 1 nije svodljiv nad poljem @ i njegovi koreni su
redom :
_VEHWT o —V2+iV2

_ —iV2 V2 —iV2
2 2T T : » H4 =

—V2
3 — - 5 4 - a8

2 2

z

Ako je u = v/—1, polje Q(u) sadrzi ¢ = u?, ali ne sadrzi sve korene poli-
noma f. Stoga je neophodno da to polje proSirimo sa V2, pa tako dobijamo
da je E = Q(u,V/2) korensko proSirenje polinoma E. Jasno, stepen tog

proSirenja je 8. /3 /3
. 2 1 . 2 1
Ako je 0 = (\/5 —i) ip= (zﬂ ;
i po = op®. Pritom, na korenima polinoma f, o deluje kao permutacija
(14)(23), a p kao permutacija, odnosno, ciklus (1234). Otuda se dobija da je
D, Galoaova grupa korenskog rasirenja polinoma f. Podgrupa Go = (p) je
reda 4 i normalna u Dy, pa je £¢° Galuaovo medupolje. Kao u 11. zadatku,
dobijamo da je E%° = Q(V/2).
15*. Polinom f(z) = z° — '}lnije svodljiv nad poljem Q. Ako je b = 2,
svi njegovi koreni su b,eb, e%b,£3b, €%, gde je € = e’T*. Kako je polinom f
nesvodljiv nad Q, a polinom g(z) = 1+z+z*+z* nad poljem Q(u), korensko

),ondajea2=e,p4:e
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radirenje polinoma f je E = Q(¢,u). Pritom je [E: Q] =4-5 =20 i grupa
G = Aut (£|Q) je reda 20. \

Ako je 7 = (:b Z) 10: (Z ;’2>,ondajer5 = ol = ei
o7 = 720, pa je G = (0,7) i grupa G zadovoljava navedene strukturne
jednakosti. Treba primetiti da je presek podgrupa K = {e,7,72,7% 7'} i
H = {e,0,0?% c¢%} jednak (e), pa kako je H normalna u G, to je - K grupa
reda 20, odnosno, H - K = G. Otudasledida je G = {rfcd': 0 < k <4, 0 <
[ < 3}. Kako K nije normalna podgrupa u G, grupa G nije komutativna.

[spitivanje strukture podgrupa grupe & nije lako. Kako je G C Sg, 6 =

deg f, red svakog elementa u G je < 6, pa je r + 14 + 14 T 75 = 20, gde je
T, broj elemenata reda & u grupi G. Elemenata reda pet ima cetiri i svi su
sadrzani u H. Elemenata reda ¢etiri ima deset, pa r, = 5. Dakle, grupa G
ima pet podgrupa reda dva, od kojih ni jedna I_;}ije ncrmalna. Podgrupa reda
Cetiri ima pet i nijedna od njih nije normalna., Jedina podgrupa reda pet je
H i ona jeste normalna. Konaéno, postoji samo jedna grupa reda deset, to je
dijedarska grupa Ds. Kao podgrupa indeksa 2, ona jeste normalna. Odrediti
fiksna podpolja za H, K i Ds.




