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Glava 1

Iskazni racun

Matematicka logika najceSce se definiSe kao nauka koja se bavi izu¢avanjem
logike matematickim sredstvima. Takvom opisu ove discipline moze se prigovo-
riti s obzirom da se zakoni logike koriste u konstrukcijama matematickih dokaza.
Otuda bi se zakljucilo da izucavanje logike treba da prethodi izu¢avanju mate-
matike. Ovakav tok stvari zapravo je uobic¢ajen u nauci — setimo se odnosa ma-
tematike i fizike, na primer. Bilo koji vid savremene fizike pretpostavlja ozbiljnu
upotrebu i poznavanje savremene matematike. Stavise mnoge vazne oblasti ma-
tematike razvile su se pod uticajem fizike ili radi potreba fizike. Sli¢na situacija
u odnosu na matematiku postoji i u nekim drugim savremenim naukama. Ipak
to ne pretpostavlja, niti bilo ko o¢ekuje da se neko treba u potpunosti posvetiti
izuCavanju matematika, a tek potom svojoj osnovnoj nauci. U krajnjoj liniji,
aktuelno ljudsko znanje ipak predstavlja samo uzan snop svetlosti na dve strane
nepoznatog: mogu se razviti do kraja sve posledice polaze¢i od poznatih prin-
cipa. Ili se moze potisnuti dublje nejasna i tajanstvena tama u kojoj leze osnove
nase nauke.

Upravo koristeéi matematicki aparat, odnosno koristeéi ideograme (simbole
za ideje) umesto reci prirodnog jezika, moze se baciti sasvim novo svetlo na
logicke principe koji se koriste u matematici. Ovakav pristup doneo je vise
znanja o logici u jednom veku nego $to je tog znanja bilo od Aristotelovog
vremena do sredine 19. veka kada se pojavilo veliko delo Dzordza Bula o iskaznoj
algebri.

U ovom poglavlju bi¢e predstavljen klasican iskazni racun. Ovaj deo mate-
maticke logike je njen najjednostavniji deo, ali ve¢ u tom racunu mogu se videti
ili makar naslutiti koji su to osnovni problemi i metode matematicke logike.

1.1 Iskazne operacije
Iskazni racun, kojeg ¢emo krace oznaciti pomocu slova I, prvi je formalan sistem
napravljen radi izucavanja validnih procesa zakljuc¢ivanja, odnosno deduktivnog

zakljucivanja. Ovaj sistem uveo je matematicar Dzordz Bul (George Boole, irac,
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1815-1864) u svom racunu klasa, danas teorija poznata pod imenom Bulove
algebre.

U zakljucivanju polazi se od nekih iskaza koje nazivama pretpostavkama
ili premisama i primenom odredenih pravila izvodenja izvodimo (dedukujemo)
zakljucak. Pretpostavke i zakljucak su iskazi, dakle odredene recenice kojima
se mogu dodeliti istinistosne vrednosti ta¢no i neta¢no (lazno). Formalni sistem
daje pravila za izgradnju recenica, pravila izvodenja i na¢in rac¢unanja istinitosti
reCenica sistema. Sistem je deduktivan ukoliko su njegova pravila izvodenja
saglasna sa istinito$¢u, odnosno ako ispunjavaju uslov salva veritate: primenom
pravila na istinite pretpostavke proizvode se istiniti zakljucci.

U formalnom sistemu razlikujemo sintaksni i semanticki deo. Sintaksni deo
daje pravila za formiranje ispravnih izraza sistema, u sluc¢aju iskaznog racuna
to su iskazne formule, i pravila izvodenja sistema. Semanticki deo odnosi se
na racunanje istinitosti i izucavanje svojstva ovog pojma. U slucaju iskaznog
rac¢una semanticki deo predstavljen je iskaznom algebrom, odnosno iskaznim
operacijama na domenu 2 = {0,1}. Ovde su 1 i 0 redom matematicki prepisi
za logickue vrednosti ta¢no (istinito) i netacno (neistinito, lazno).

Iskazni racun odnosi se u osnovi na mali fragment prirodnog jezika. To su
slededi veznici i jezicke konstrukcije: 4, ili, ne, ako ... onda, ako i samo ako. U
iskaznom racunu za te re¢i uvode se sledeéi simboli, nazivi i znacenja:

Tablica iskaznih simbola

\Y disjunkcija 17 A

A konjunkcija R A

- negacija ne ...

= implikacija ako ... onda ...

& ekvivalencija ... ako i samo ako . ..
Vv ekskluzivna disjunkcija i . dli. ..

Logicke konstante T (te — univerzalno istinit iskaz) i L (ne-te — univerzalno
lazan iskaz) takode su delovi izkaznog racuna. Dakle jezik iskaznog rac¢una
je L1 = {V,A,7,=,<,V, T, 1}. Kao §to se iz tablice vidi, simboli iskaznih
operacija V, A, =, <,V imaju dva argumentna mesta, odnosno imaju arnost ili
duzinu dva, dok je — simbol iskazne operacije duzine (arnosti) jedan. Logicke
konstante T, L imaju po definiciji duzinu nula. Spomenimo da jezik Ly nije
strogo fiksiran. Negde se uzima da se Ly sastoji samo od prvih pet simbola,
na drugim mestima uzima se da je L1 = {=, -}, na treéim je Ly = {V, A, -}
Ova raznolikost potiCe iz ¢injenice, u koju ¢emo se kasnije uveriti, da se za
odredene izbore ostale iskazne operacije mogu izvesti pomoc¢u onih izabranih u
jeziku Ly. U izgradnji iskaznih formula pored logickih veznika ucestvuju iskazna
(propozicionalna) slova: pg, p1,p2 . ... To su zaprave promenljive koje predstav-
ljaju elementarne iskaze pomoc¢u kojih se grade slozenije iskazne formule. Neka je
P = {po,p1,p2 .- .}. Kao sto vidimo P je prebrojiv skup, mada se u primenama
mogu izabrati skupovi druge kardinalnosti, pa i kona¢ne i nepreborijive. For-
mule iskaznog rac¢una grade se pomocu iskaznih promenljivih i logickih veznika
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na isti nacin kako se grade termi (algebarski izrazi) nekog algebarskog jezika
L. Dakle skup iskaznih formula Fp nad skupom promenljivih P definisemo
induktivno na slede¢i nacin:

Fo=PU{T, L}

Foy1 =Fa U {(pV)pb e Ful U{(eAY):ip,p € Fn} U
{~epe FalU{(p =)o, € Fn} U
{lpeP)pb e FntU{(eVe): o9 € Fr} (1.1)

fP:Uiean:fOUfl UFU...

Shodno ovoj definiciji, ¢ je formula iskaznog ra¢una nad skupom iskaznih
promenljivih P akko ¢ € Fp. Kao i u algebri pretpostavljaju se razne kon-
venicje o jednostavnijem zapisivanju iskaznih formula. Na primer, dopusteno je
pisati formule bez krajnjih zagrada: tako, umesto (p; Vps2) piSemo p; Vpy. Dalje,
formula 1 V2 V3 V...V, stoji umesto formule (... ((¢p1Ve2)Ves)...Ve,)
i slican dogovor vazi za ¢1 A pa A @3 A ... A @y. Uveri¢emo se da je izbor ras-
poreda zagrada nebitan s obzirom da vaze zakoni asocijacije za iskazne operacije
disjunkcije i konjunkcije.

Pomocu p, q,7, s,t,... oznacavacemo proizvoljna iskazna slova. Dakle, to su
metapromenljive Cije je domen skup P. Neka svojstva iskaznog racuna bitno
zavise od izbora skupa promenljivih. S druge strane, u primenama iskaznog
ra¢una za skupove promenljivih bira¢emo razne skupove simbola. Tako, u nasem
osnovnom primeru P = {pg,p1,p2 ...} prema (1.1) skup iskaznih formula je
prebrojiv. Da smo izabrali za P neprebrojiv skup, tada bi, naravno i skup
iskaznih formula bio neprebrojiv skup. Otuda se oznakom Ip zapisuje Cinjenica
da je izabrani skup iskaznih promenljivih iskaznog racuna upavo P.

Svakom od simbola V, A, =, =, <, V odgovara redom jedna algebarska
operacija domena 2 = {0,1}: V,, A\, 7y, =, <, V,. Ove operacije definisane
su sledeéim tablicama.

Vi| 0 1 A O 1 p | ™wp
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0
= | 0 1 <10 W 1
0 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0
Za logicke konstante T, 1l uzimamo da je T, = 1 i L, = 0. Navedene

iskazne operacije nose imena prema odgovarajué¢im simbolima iz Tablice iskaznih
simbola, dok se algebra 2, = (2,V;, A\, 7y, =1, <, V., 0, 1) naziva iskazna alge-
bra. Na primer, = je iskazna operacija implikacije ili jednostavno implikacija.
Definicione tablice iskaznih operacija takode se nazivaju istinitosnim tablicama
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iskaznog racuna. Radi jednostavnije notacije indeks ; ¢esto se ispusta iz oznaka
iskaznih operacija. U zavisnosti od konteksta, znak = oznacavace ili simbol
iskazne operacije ili samu iskaznu operaciju. Ako se znak = pojavljuje u nekoj
iskaznoj formuli, onda je =- simbol iskazne operacije. S druge strane, izraz
0 = 1 je kradi zapis za 0 = 1 i pritom (0 = 1) = 1.

Mnoge definicije i dokazi svojstava iskaznih formula izvode se po slozenosti
formula. Slozenost iskazne formule ¢ je formalan pojam i odslikava strukturu
formule .

Definicija 1.1 SloZenost iskazne formule je preslikavanje sl: Fp — N defini-
sano na sledeéi nacin:

S1 Ako je ¢ € Fo onda je sl(p) = 0.

S2 Neka je p € Fp i p & Fo. Tada je sl(p) najmangi prirodan broj n takev da
je v € Fu\Fn-1.

Primer 1.2 Ako je p = ((pAg) A—=(qg= 7)) tadasl(p A —=(qg=1r)) =3:
p.a,r € Fo, (pAq), (g=1) € F1, ~(g=71) € Fo, (PN A~(g=7)) € Fs.

Struktura formule ¢ moze se prikazati pomocu specijalnog oznacenog grafa
kojeg nazivamo drvo formule p. Drvo formule prati i predstavlja postupak
pomocu kojeg je ¢ izgradena od svojih potformula.

Drvo formule je konacan parcijalno ureden skup T = (T, <, ) definisan na
sledeé¢i nacin: elementi domena T' su potformule formule ¢, dok je za ,0 € T,
1 < 6 akko je v podformula formule 6. Najveéi element u T je ¢. Neka je
T* = (T, >, ) dualno uredenje za T. Kljuéno svojstvo uredenja T je: T* je
drvo (stablo), tj. T* ima najmanji element (p)iza X ={c € T:0 <o}, (X,>)
je dobro ureden skup za svaki 6 € T. Otuda se izvodi naziv drvo formule.
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1.2 Tautologije

Vrednost iskazne formule za date logicke vrednosti promenljivih izracunava se
na isti nacin kao vrednost algebarskog terma u nekoj algebri. Dakle, vrednost
iskazne formule induktivnog je karaktera i definiSe se indukcijom po sloZenosti
formule. U ovom izracunavanju vazno mesto ima pojam iskazne valuacije, pre-
slikavanja koje dodeljuje iskaznim promenljivama logicke vrednosti 0, 1. Iskazna
valuacija, ili jednostavno valuacija, je svako preslikavanje \: P — 2, P je skup
iskaznih promenljivih. Ako je P = {pg,p1,p2,...} i A € 27, tada

pPo P1 P2 .- bi
A= = s A €40,1}.
(hnko)=(%),, »ewon
Prema tome, 27 = {\| \: P — 2} je skup svih iskaznih valuacija. Primetimo da

ovaj skup ima mo¢ kontinuuma ukoliko je P beskonacan prebrojiv skup. Ako
je P konacan i [P| = n, tada [27] = 2".

Definicija 1.3 Neka je ¢ iskazna formula i A € 2. Vrednost o[\ formule ¢
za valuaciju A definisemo na sledeci nacin:

V1 Neka jesl(¢) = 0. Tada je ¢ ili neka promenljiva p € P ili jedna od logickih
konstanti T, L. U prvom slucaju o[A] = X(p). Ako je ¢ jednaka simbolu
T onda o[A] = 1. Ako je ¢ jednaka simbolu L onda ¢[A] = 0.

V2 Neka je sl(¢) =n,n € NT. Tada je ¢ izgradena od potformula koje imaju
sloZenost manju od n. Naprimer, ako je o = (¥ V0), tada sl(v),sl(0) < n.
Za @ postoje sledece mogucénosti:

o= ()V0), tada o[\ LNV, O[N]
0= (VA0 tada o[\ ZT YA A, O[N]
¢ =(—v), tada o[\ ZF - [N

¢ =(=90), tada @[\ L[N = O[N]
o= <0), tada o[\ L\ < 0[N
0= (4v0), tada o[\ = YNV, 03]

Neka je dat izbor vrednosti iskaznih promenljivih (nekom valuacijom ).
Shodno prethodnom, ove vrednosti odreduju jedinstvenu logicku vrednost svake
iskazne formule. Neka je ¢ iskazna formula. Ako je ¢[A] = 1, tada kazemo da
je iskaz ¢ istinit (tacan, ima logicku vrednost 1, ima istinitosnu vrednost 1) za
ovaj izbor (valuacijom A) vrednosti promenljivih. Sli¢no, ako je ¢[A] = 0, tada
kazemo da je za ovaj izbor vrednosti promenljivih iskaz ¢ neistinit (netac¢an). S
obzirom na definicione tablice iskaznih formula, vidimo da za proizvoljan izbor
A vrednosti iskaznih promenljivih vazi:

e Ako je ¢ = (v Vv 0) tada: iskaz p je istinit akko je bar jedan od iskaza 1, 0
istinit.
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e Ako je ¢ = (¢ AG) tada: iskaz ¢ je istinit akko su oba iskaza 1, 0 istinita.
e Ako je p = () tada: iskaz @ je istinit akko je iskaz i) neistinit.

e Ako je ¢ = (¥ = 0) tada: iskaz ¢ je istinit osim ako je iskaz v istinit i 0
neistinit.

e Ako je ¢ = (¢ & 0) tada: iskaz @ je istinit akko iskazi 1,6 imaju iste
istinitosne vrednosti.

e Ako je p = (1V0) tada: iskaz ¢ je istinit akko je ta¢no jedan od iskaza
1), 0 istinit, odnosno ¢ i # imaju suprotne logicke vrednosti.

Prethodnom definicijom opisan je jedan semanticki model iskaznog racuna.
Model je zasnovan na iskaznoj algebri 21 i u njemu vazno mesto ima pojam
iskazne valuacije. S obzirom da u formuli ¢ uéestvuje svega kona¢no mnogo pro-
menljivih, za neko n sve one sadrzane su u skupu {po, p1, . . . pn}. Otuda, notaci-
jom ¢(po, p1, - - -, pn) Oznatavamo ¢injenicu da su sve promenljive koje imaju po-
javljivanje u ¢ neke od promenljivih pg, p1, ..., pn. Nekaje ¢ = ©(po,p1,---,Pn)
iskazna formula i neka su A, u valuacije koje imaju iste vrednosti na promenlji-
vama po, p1, - - -, Pn- Tada o[\ = ¢[u]. Drugim re¢ima vrednost ¢[\] ne zavisi
od vrednosti A\(p) za k > n. Stoga u odredivanju vrednosti ¢[A] mozemo pret-
postaviti da je A skoro konstantna valuacija, odnosno da je za neko n i sve
k > n, Ay = 0. Oznacimo sa P, skup svih skoro konstantnih valuacija. Tada
je Puo prebrojiv skup i za svako u € 27 postoji A € Pu, tako da je @[\ = ¢[u].
Akoje A = (Mg, A1, .., A, 0,0...), umesto p[A] pisemo takode p[Ag, A1, ..., Anl,
odnosno (Ao, A1, ..., An).

Spomenuli smo da je za dati izbor vrednosti iskaznih promenljivih jedin-
stveno odredena logicka vrednost svake iskazne formule. Deo ovog tvrdenja koje
se odnosi na jedinstvenost ove vrednosti nije tako ocigledan. Naime, mozemo
postaviti pitanje da li jedan konacan niz znakova moze predstavljati dva razli¢ita
validna izraza iskazne logike. Drugim re¢ima, da li izgradnjom na opisani nac¢in
dve razlicite formule mozemo doé¢i do istog niza znakova. Da je to nemoguce
tvrdi sledeta teorema koja se odnosi na terme bilo kojeg algebarskog jezika.

Teorema 1.4 Neka je u term algebarskog jezika L. Tada je u ili promenljiva, ili
simbol konstante, ili postoji tacno jedan funkcijski znak F jezika L i jedinstveni
termi tq,ta, ..., t, jezika L, gde je n = ar(F), tako da je w = F(t1,ta, ..., tp).

U slucaju iskaznog racuna jezik L sastoji se iz logickih simbola i logickih
konstanti. Dokaz ove teoreme izostavljamo.

Neka je ¢ iskazna formula. U izra¢unavanju logickih vrednosti formule ¢
mogu nastati sledeé¢i slucajevi:

Iskaz ¢ je istinit za sve vrednosti svojih iskaznih slova, tj. za sve valuacije
A, [\l = 1. U tom sluéaju za formulu ¢ kazemo da je tautologija. Ako ¢ nije
tautologija, tj. za neku valuaciju A vazi p[A\] = 0, onda kazemo da je ¢ oboriva
formula. Ako je —p tautologija, onda iskaz ¢ nazivamo kontradikcijom. Dakle
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u tom slucaju za sve valuacije A vazi p[\] = 0. Najzad, ako ¢ nije kontradikeija,
za iskaz ¢ kazemo da je ispunjiv.

Najvazniju klasu iskaznih formula ¢ine tautologije (univerzalno istiniti is-
kazi). Naime ako iskazna logika zaista predstavlja model ispravnog logickog
zakljutivanja, onda tautologije predstavljaju logicke zakone. Da je neka iska-
zna formula tautologija, moZe se utvrditi tablicnom metodom — izra¢unavanjem
vrednosti formule ¢ za sve logicke vrednosti njenih promenljivih.

Primer 1.5 Neka su o = ((pV—q)=71), v=((pAqg) = (qVr)) i
0=((pVo N-TANpP=7r)A(g=1)). Istintosne tablice ovih formula su:

e el A

S OO DD O OO

—_ === O O O O T
—_ OO Rk OO
—R O RO, OROI|R
— O R OFRFRF OIS

Uvidom u tablicu nalazimo da je formula 1 tautologija, 6 je kontradikcija,
dok je ¢ istovremeno i oboriva i ispunjiva.

Tabli¢ni metod provere tautologi¢nosti nije narocito efikasan. Naime, ako
je @ zaista tautlogija, potreban broj provera iznosi 2" gde je n broj razlicitih
iskaznih slova koje se pojavljuju u . Dakle, ovaj metod je primenljiv ako ¢
ima mali broj iskazih slova. Na primer, ako je n = 100, broj ovih provera
iznosi preko 10%°, sto je van domasaja i danas najbrzih racunara. Postoje razne
druge metode za proveru tautologi¢nosti. Ipak, niti jedna od tih metoda u os-
novi nije efikasnija od osnovne - tablicne metode. Svaka od poznath metoda
zahteva takode eksponencijalno vreme u odnosu na broj uéstvujuc¢ih promen-
ljivih. Ne zna se da li postoji postupak koji problem tautologi¢nosti resava za
svaku iskaznu formulu u polinomijalnom vremenu. Taj problem poznat je pod
imenom Problem zadovoljivosti i predstavlja centralni otvoren problem teori-
jskog racunarstva, posebno dela koji se odnosi na oblast slozenost algoritama.

Postoje bar dva vazna razloga koji ¢ine Problem zadovoljivosti tako znacaj-
nim. Prvi razlog lezi u ¢injenici da bi bilo koje reSenje ovog problema resilo
status mnogih drugih algoritamskih zadataka iz algebre, diskretne matematike
i algoritmike, s obzirom da je njihovo resavanje direktno vezano za ovaj prob-
lem. Drugi razlog nalazi se u prakti¢nim primenama iskazne algebre i teorije
Bulovih algebri u dizajnu logickih kola koja ¢ine osnovu savremenih digitalnih
racunara. Logicka kola koja se pojavljuju u elektronskim ¢ipovima sadrze i do
nekoliko stotina logickih elemenata. Najcesce neko kolo K na Cipu nastalo je
redukcijom broja logickih elemenata projektovanog kola K’ za neku odredenu
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funkciju. Provera da kolo K obavlja istu funkciju svodi se na proveru zado-
voljivosti odnosno tautologicnosti neke slozene iskazne formule.
je ¢ iskazna formula koja predstavlja kolo K i ¢’ kolo K’, tada kola K i K’
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izvrSavaju istu funkciju ako i samo ako je ¢ < ¢’ tautologija.

Primer 1.6 Navodimo neke vaznije tautologije.

1l=p p=T.
(pA(pVQ)<p,
(pV(pAQ) b,
—p = p,
p\/_‘pv

apsorpcija konjunkcije prema disjunkciji
apsorpcija disjunkcije prema konjunkciji

zakon dvostruke negacije.
zakon iskljucenja treceg
(tertium non datur).

Naime, ako

p=(q=p), Pierce-ov zakon.
pAN(p=4q)=>r Modus Ponens.
(pAq)=p. Slabljenje konjunkcije
p=(pVaq). Uvodjenje disjunkcije
(pAq)= (¢gAp), komutativnost konjunkcije.
(pVq) = (¢Vp), komutativnost disjunkcije.
=(pVq) < (—-pA—q), De Morganov zakon.
-(pAq) < (—pV q), De Morganov zakon.
(p=9q < (—pVq), svodjenje implikacije.
peqge((p=9ANg=Dp), svodenje ekvivalencije na implikaciju.
(pVq) & —(p & q), svodenje ekskluzivne disjunkcije.
(pvg)vr)ye (pVigVvr)), asocijativnost disjunkcije.
((pAg)AT)S (pA(gAT)), asocijativnost konjunkcije.
(pA(gVr)ye (pAq) V(pAT)), distributivnost konjunkcije.
(pVgAr)s (Vg AlpVr)), distributivnost disjunkcije.
(pVa)A(gVr)A(rvp) <

(pANQV(gAT)V(rAp), Dedekindova tautologija.

Svaka tautologija proizvodi nove tautologije supstitucijom promenljivih is-
kaznim formulama. O tome govori sledece tvrdenje.

Stav 1.7 Princip supstitucije za tautologije. Neka je ©(q1,q2,...,qn) tautolo-
gija i neka su Y1, s, . .., Yy, bilo koje iskazne formule. Tada je iskazna formula
= (11, ...,Yy) takode tautologija.

Dokaz Neka je A bilo koja valuacija i neka su py = ¥[M], p2 = ¥[A], ...,
tn = Y[A,]. Tada O[N] = plu1, po, - .-, pin] = 1. O

Na primer, zamenjujuéi u Piercevom zakonu ¢ formulom p = (¢ V r), nala-
zimo da je p = ((p = (¢ V1)) = p) takode tautologija.

Cinjenicu da je iskazna formula ¢ tautologija zapisujemo pomoéu E . Oz
nakom = uvodi se relacija koju nazivamo relacijom zadovoljenja ili relacijom
istinitosti. Zapis = ¢ takode ¢itamo ¢ je univerzalno ta¢na, odnosno ¢ je uni-
verzalno istinita formula. Na primer, prema Principu supstitucije i na osnovu
De Morganovog zakona, za proizvoljne iskazne formule ¢ i ¥ imamo:
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FolpAd) & (mp V).

Za iskazne formule i relaciju = vaze mnogobrojna pravila. Svako takvo
pravilo odslikava neko svojstvo deduktivnog zaklju¢ivanja. Pored toga, pomoéu
njih mogu se proizvesti, odnosno dokazati nove tautologije na osnovu nekog
izabranog skupa tautologija.

Primer 1.8 U sledeéem primeru ¢, 1,0 su proizvoljne iskazne formule. Takode
se implictitno koristi Princip supstitucije.

Modus ponens: Ako =9 1 |E ¢ =1 onda [ .
Tranzitivnost implikacije: Ako Ep =19 1 E¢ =0 tada ¢ = 6.
Pravilo kontrapozicije: Ako = - = —p tada = @ = .

Dokazimo, na primer, tranzitivnost implikacije. Pretpostavimo da su ¢ = v
i1 = 0 tautologije i neka je A\ proizvoljna valuacija.
(1) Ako ¢[\] = 0, prema istinitosnoj tablici za implikaciju vazi:

(o = O)A] = (p[A] = O[A]) = (0 = O[A]) = 1.
(2) Pretpostavimo da je ¢[A\] = 1. S obzirom da je ¢ = ¢ tautologija, vazi
(o = V)N =1, tj. (p[A\] = ¥[\]) = 1. Otuda, opet prema istinitosnoj tablici
za implikaciju, nalazimo [A\] = 1. S obzirom da je = ¢ = 0, koristedi [A\] =1
na slican nac¢in nalazimo 6[\] = 1. Otuda i s obzirom na pretpostavku ¢[A] = 1,
nalazimo (¢ = 0)[A] = 1.

S obzirom na (1) i (2), za proizvoljnu valuaciju A vazi (¢ = 0)[A\] = 1, tj.
Eo=0. O

Definicija 1.9 Iskazne formule ¢ i su (logicki) ekvivalentne akko = ¢ < 1.
Da su ¢ i Y ekvivalentnne, zapisujemo @ ~ 1.

Stav 1.10 Relacija ~ je relacija ekvivalencije u skupu F = Fp svih iskaznih
formula. Takode, relacija ~ saglasna je sa logickim veznicima, odnosno vazi:
Ako o1 ~ 1 i o ~ s, tada
1~ b1, (01 Vop2) ~ (Y1 Vaba), (01 Apa) ~ (1 Aa),
(1 = @2) ~ (Y1 = 12), (1 & p2) ~ (V1 & Y2), (p1Vep2) ~ (Y1Ve)a).

Dokaz Tvrdenje neposrednos sledi na osnovu:
Refleksivnost: = ¢ < .
Simetri¢nost: ako |= ¢ < 1 onda = ¢ < .
Tranzitivnost: ako =@ < Y il < 0, onda = ¢ < 0.
Saglasnost: Pretpostavimo = p1 < 1 1 | @2 < 2. Tada
F e e T, (01 V) & (Y1 Vi), E (01 Aps) & (Y1 Ae),
(1= ¢2) & (V1 = ), | (01 & @2) & (Y1 < 2),
F (p1Vep2) & (Y1Vea). O]
Ako su p i ¢ razlicita iskazna slova, tada ovigledno p < ¢ nije tautologija,
dakle p 4 q. Otuda sledi da klasa ekvivalencija ima bar koliko i iskaznih slova.
Na primer, pretpostavimo da je P prebrojiv. Tada je F/ ~ bar prebrojiv skup.
S druge strane, iskaznih formula nad najvise prebrojivim skupom iskaznih slova
ima prebrojivo mnogo, dakle i F je najvise prebrojiv skup, pa otuda |F| = No.
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1.3 Normalne forme iskaznih formula

Neka je ¢/, = {¢ € Fp:9p ~ ¢} klasa logicke ekvivalencije iskazne formule ¢
sa skupom iskaznih slova u P. Dakle ¢/, je skup svih formula iz Fp logicki ek-
vivalentnih ¢. Prirodno je pitanje da li se moze uciniti nekakav izbor kanonskih
predstavnika iz ovih klasa ekvivalencija. Takav izbor postoji i u opisu kanonskih
predstavnika ucestvuju sledeéi pojmovi. S obzirom da logi¢ka vrednost formule
o zavisi jedino od ucestvujuéih iskaznih promenljivih, pretpostavicemo da je
P ={p1,p2,---,pn}, gde je ¢ = p(p1,p2,...,pn) in € N*.

Definicija 1.11 Neka je ¢ = o(p1,p2,---,Pn), n € NT, iskazna formula. Is-
kazna funkcija pridruZena formuli ¢ je preslikavanje ¢:2™ — 2 definisano na
sledeéi nacin:

GA1, A2, ) =@M, A=A, ), AP — 2.

Za preslikavanje f:2" — 2, n € N*, kazemo da je iskazna funkcija ukoliko
postoji iskazna formula ¢(p1,p2, ..., pn) tako da je f = ¢. S obzirom na tablicu
iskazne operacije <, vidimo da je za proizvoljne formule ¢, ¢ € Fp, ¢ ~ ¢

akko ¢ = 1. Dakle ¢/, = {t) € Fp:1) = @}

Definicija 1.12 Literali i disjunktivna normalna forma skupa iskaznih promen-
ljivih P = {p1,p2,-..,Pn}-

Literal iskazne promenljive p € P je —p ili samo slovo p.

Neka su q1,q2,-..,qx € P razli¢ita iskazna slova, i neka sury,ra, ..., 1, redom
jedan izbor literala ovih iskaznih promenljivih. Formula v = riAra/A. .. Arg
naziva se elementarnom konjunkcijom literala nad P. Literali su takode
elementarne konjunkcije. Ako je k = n, onda se ¢ maziva potpunom
elementarnom kongunkcijom (literala nad P ).

Neka su 01,05, ...,0,, u parovima logicki neekvivalentne elementarne konjun-
kcije nad P. Disjunkcija = 601V 02 V ...V 0, naziva se disjunktivnom
normalnom formom nad P, skraceno DNF. Ako je svaka elementarna kon-
junkcija 8; potpuna, onda se disjunkcija 6 naziva potpunom ili savrsenom
DNF, kratko SDNF.

Naprimer, neka je P = {p, ¢, r} skup sastavljen od tri razlicita iskazna slova.
Tada je S skup svih literala nad P, dok je T' skup nekih elementarnih konjunkcija
nad P:

S=Ap,-p,¢,;~q,r,~r}, T={p,~¢;pANq,=pAr,pA—-gAr}.
Poslednja konjunkcija u T je potpuna. Formula ¢ je DNF dok je @ primer
SDNF nad P:

e=pV(—gAr) Yv=@AgAT)V(PA-gAT)V(ZDpAgA-T)

Dakle, u slucéaju troclanog P ima tacno 6 literala. Ukoliko ne razlikujemo logicki

ekvivalentne formule, tj. do na logicku ekvivalenciju u istom slucaju ima ta¢no
26 elementarnih konjunkcija, 8 potpunih elementarnih konjunkcija i 255 SDNF'.
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Uvedimo sledeéu notaciju: ¢! def @, ©° det -, @ je proizvoljna iskazna for-

mula. Ako je a € 2", a = (ay,@a,..., ), 1 ¢ = (¥1,02,- .., Pn) je niz iskaznih
formula, onda je

def . def
P = N e e ARSI AL A
1<i<n
Ukoliko kontekst dozvoljava, na primer ako je u datom razmatranju n fiksiran
broj, umesto A;.,,, ¢: pisa¢emo jednostavno \; ¢;.

Neka je Sp skup literala od kojih je sagradena elementarna konjunkcija 6.
Tada je 6 konjunkcja literala iz Sy i s obzirmo da vaze zakoni asocijacije i
komutacije za konjunkciju, mozemo pisati 0 = A, s, V. Takode, dve elemen-
tarne konjunkcije 67 i 02 su (logicki) ekvivalentne akko Sy, = Sp,. Otuda,
ne¢emo razlikovati elementarne konjunkcije koje imaju iste skupove literale.
Radi odredenosti, ¢esto se pretpostavlja nekakav poredak < medu iskaznim slo-
vima, na primer leksikografski ili onaj induciran indeksima (slovo p; prethodi
p; ukoliko je i < j). U tom slucaju medusobno ekvivalentne elementarne kon-
junkcije imaju jedinstvenog predstavnika, to je konjunkcija literala u kojoj se
iskazna slova pojavljuju u poretku < od manjeg ka veéem. U prethodnom pri-
meru P = {p, q,r}, izabran je leksikografski poredak slova p, ¢, r i sve navedene
elementarne konjunkcije imaju opisani zapis. Alternativno, elementarna kon-
junkcija @ moze se identifikovati sa skupom Sy. Prethodne napomene mogu
biti od interesa za programsku implementaciju raznih sintaktickih algoritama iz
oblasti logike.

Za skup iskaznih slova P = {p1,pa,...,pn}, elementarna konjunkcija 6 bice
potpuna akko je skup SgN{p, —p} jednoclan za svako p € P, odnosno 6 = A, p"
za neko a € 2™,

Lema 1.13 Neka je ¢ = ¢©(p1,p2,---,pn), n € NT, iskazna formula. Tada je
p logicki ekvivalentna iskaznoj formuli
l/f = (Sp(plap% <oy Pn—1, T) /\pn) \ (SD(PMPQ, <oy Pn—1, J—) A _‘pn)

Dokaz S obzirom da je ¢ ~ 9 akko ¢ = v, dovoljno je dokazati ¢ = v, dakle
da je

DA, A2, ) = (P(A1, A2y ey A1, L)AL M)V,
i , AL, Aoy, A, € {0, 1},
(QO()\l,)\Q,...,)\nfl,O) /\I _'I)\n) ! 2 { }
Ovaj identitet se trivijalno proverava birajuci redom vrednosti 0,1 za A,. O

Imajuéi u vidu da je T, = 11i 1, = 0, neposredno se proverava da su, na
primer, iskazne formule T = L i | logicki ekvivalentne, tj. = (T = 1) < L.
Isto tako odmah se vidi da su iskazne formule T = T, L = 1, 1 = T
logicki ekvivalentne formuli T. Drugim rec¢ima, istinitosna tablica implikacije
ugradena je u iskazni rac¢un u sledeé¢em smislu. Primetimo da je iskazna tablica
za implikaciju (definicija funkcije =;) zapravo skup Cetiri jednakosti: 0 =; 0 =1,
0=1=1,1=0=91=,1=1. Ukoliko se 0 zameni simbolom L i1
simbolom T i ako se umesto jednakosti uzme logicka ekvivalencija, dobi¢emo
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upravo opisane logicke ekvivalencije za implikaciju i logicke konstante T, L.
Sliéna Cinjenica vazi i za ostale logicke veznike i ona se predstavlja pomocu
iskaznih tablica:

v | LT Al LT p | -p
L1 7 L[ L 1 1T
T T T T L 0T T L
=] 1L 7T | LT v | LT
LT T L[ 7T 1 N N
LT T L 0T T T L

Prethodno razmatranje i sledece tvrdenje pokazuje da je iskazna algbera
ugradena u iskazni rac¢un.

Lema 1.14 Neka je o = p(p1,p2,---,Pn), n € NT, iskazna formula i neka su
01,05,...,0, € {T,L}. Tada je p(01,0s,...,0,) logicki ekvivalentna ili T dli L.

Dokaz Tvrdenje se neposredno dokazuje indukcijom po broju iskaznih slova na
osnovu Leme 1.13 i iskaznih tablica za konjunkciju, disjunkciju i negaciju. 0O

Drugi dokaz prethodne leme moze se izvesti indukcijom po slozenosti iskazne
formule koristeéi iskazne tablice logickih veznika. Logicki ekvivalent formule
©(01,02,...,0,) moze se tacno utvrditi. S obzirom da je 6; € {T, L}, logicka
vrednost «; formule 6; ne zavisi od izbora valuacije iskaznih promenljivih. Neka
je 8 = ¢lag,as,...,ay,] 1 neka je # = T ako je § = 1, odnosno 6 = L ako je
B =0. Tada ¢ ~ 6.

Teorema 1.15 (Teorema o SDNF) Neka je ¢ = ¢(p1,p2,...,pn), n € NT,
iskazna formula, P = {p1,p2,...,pn} i neka je T = {\ € 2P: p[\] = 1}. Ako je
I # (), odnosno ¢ nije kontradikcija, onda je o logicki ekvivalentna formuli

o=\ Ap

acl ¢

Dokaz Dovoljno je dokazati da je ¢ = z@ Ovu jednakost mozemo dokazati, na
primer, indukcijom po broju n iskaznih slova koristeé¢i Lemu 1.13. Ovde dajemo
jedan direktan dokaz.

Neka je p € P, A valuacija promenljivih iz P, p = A(p) i v € {0,1}. S
obzirom na definiciju iskazne formule p¥, vidimo da je p”[A\] = 1 akko u = v.
Neka je 0, = \; p;", a € 2". Za datu valuaciju, konjunkcija iskaznih formula
ima logicku vrednost 1 akko svaki ¢lan konjunkcije ima vrednost 1. Otuda
04[A] =1 akko A = a. Shodno ovom razmatarnju imamo:

S obzirom da I' # (), disjunkcija 1) postoji i ima bar jedan ¢lan. Dalje, neka
je 9(A) = 1. Tada A € I', dakle ) je ¢lan disjunkcije ¥ = \/_ 04 1 Ox[A] = 1.
Za datu valuaciju disjunkcija iskaznih formula ima logi¢ku vrednost 1 akko bar
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jedan ¢lan disjunkcije ima logicku vrednost 1, odakle sledi ¥[A] = 1. Otuda,
ako ¢(\) = 1 onda ¥[\] = 1. Ako ¢(A) = 0 tada za sve a € ' vazi ,[A] = 0,
odakle sledi ¥/[\] = 0. Dakle, ako ¢(\) = 0 onda ¥[\] = 0. S obzirom da je
@(\) € {0,1} za sve valuacije A, sledi G(X) = (). O

Primetimo da ako za I' = () uzmemo da je \/ cp fa (EfJ_, tada iskaz teo-
reme vazi za proizvoljnu formulu . Teorema o SDNF govori o kanonskoj
reprezentaciji iskaznih formula i ima vise vaznih posledica.

Teorema 1.16 (Teorema funkcionalne potpunosti) Neka je f:2" — 2,
n € N, proizvoljna funkcija. Tada postoji iskazna formula ¢ = p(p1,p2,- - -, Pn)
tako da je f = ¢.

Dokaz Ukoliko je f(A1,Ae,...,A,) = 0 za svaki A € 2™ uzeéemo ¢ = L.
Pretpostavimo da je f(A1, A2,..., An) = 1 za neki A € 2™ i neka je

L={xe2™ f(A1,A,..., ) = 1}
Tada T' # (), dakle disjunkcija ©(p1,p2,---,0n) = Vaer A\i P postoji i ima
bar jedan ¢lan. S obzirom da za svaki A € 2" vazi $[A\] = 1 akko A € T" akko
f()\l,)\%...,)\n):l,tojef:g&. O

U savremenom racunarstvu digitalni racunari se sa matematickog stanovista
identifikuju sa Turingovom masinom. Drugim re¢ima skup Turing-izrac¢unljivih
funkcija ta¢no je skup izracunljivih funkcija pomoc¢u nekog idealnog digitalnog
racunara, bez obzira na hardversku realizaciju samog racunara ili izbor pro-
gramskog jezika. Pod idejom ”idealnog” pretpostavljamo da ra¢unar nema
fizicka ogranic¢enja, kao Sto su ograni¢enost memorije ili ograni¢enost duzine
izratunavanja. Stvarni ra¢unari, naravno, imaju ta ograni¢enja i u osnovi svako
izrac¢unavanje je kona¢no i ostvaruje se u domenu kona¢nih binarnih nizova.
U tom pogledu logicka kola predstavljaju matematicku osnovu hardverske re-
alizacije savremenih digitalnih ra¢unara. S druge strane svako logicko kolo
predstvaljeno je nekom iskaznom formulom. Teorema funkcionalne potpunosti
iskaznog rac¢una tvrdi da se zaista proizvoljna binarna funkcija moze realizovati
pomocu logickih kola. Dokaz ove teoreme daje i metod direktne konstrukcije
iskazne formule ¢(p1, po, ..., pn) za datu funkciju f:2" — 2.

Primer 1.17 Neka je f:23 — 2 zadata tablicom:

Ovde

T ={(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}.

ep.q,7) = ("pA=gAT)V (mPAgA-T)V
(FpAgAT)V (DA-gAT)V
(pAgnT)

Primetimo da postoje jednostavnije iskazne

formule koje reprezentuju f. Na primer, for-
mula ¢» = (-pAgq) Vr. Tada f = ¢ = .

_— OO0 0oo|T
== i e M e i Ko
— O RO, OFO|R
— O = O O Y%
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Shodno prethodnom, pod iskaznom funkcijom podrazumevac¢emo bilo koje
preslikavanje f:2" — 2. Dakle, 22°, n € N je skup svih iskaznih funkcija koje
imaju n promenljivih. Nad ovim skupom mogu se uoc¢iti mnoge zanimljive ope-
racije i relacije. Na primer, za f, g: 2" — 2 mozeo definsati relaciju nejednakosti
na slededi nacin:

f<g akko za svako a €2" f(a)<g(a).

Nije tesko proveriti da je (22n, <) parcijalno ureden skup, da ima najmanji ele-
ment 0 (konstantna funkcija ¢ije su sve vrednosti 0) i da ima najveéi element 1
(konstantna funkcija ¢ije su sve vrednosti 1). Jednostavno se proverava da vazi
sledece tvrdenje.

Stav 1.18 Neka su ¢, proizvoljne iskazne formule nad istim skupom iskaznih

slova. Tada |= ¢ = ¢ akko ¢ < 1. -

Neka su ¢ i 6 iskazne formule nad skupom iskaznih slova P i neka je p € P.
Term ¢, (6) oznacava iskaznu formulu dobijenu iz ¢ supstitucijom formulom
0 svakog pojavljivanja u ¢ iskaznog slova p. Ako se p ne pojavljuje u ¢,
onda je ¢,(0) = ¢. Ako su pi1,p2,...,pn € P razlicite promenljive, tada je
Ppips..pn(01,02,...,0,) iskazna formula dobijena iz formule ¢ simultanom i
uniformnom suspstitucijom promenljivih p1, pa, . .., p, formulama 61,05, ...,6,.
Na primer, ako je p = (p = (qVr)), onda je ppe(61,62) = (61 = (#2Vr)). Ako je
¢ = @(p1,p2,---,Pn), vidimo da je ©p,p,. p, (01,02,...,0,) = @(61,02,...,60,).
Akoje A ={p1,p2,...,pn}, pretpostavljajuéi nekakav poredak u skupu promen-
ljivih (na primer leksikografski ili induciran poretkom na indeksima), pisa¢emo
0a(b1,02,...,0,) umesto Yy p,.. . p, (01,02,...,0,).

Primer 1.19 Neka je ¢ iskazna formula i p iskazno slovo. Tada postoji formula
0 tako da je = 0 < ¢,(0) akko = pp(L) = ¢, (T).

Dokaz Pretpostavimo da je |= 0 < ¢,(0). Prema Lemi 1.14 tada vazi
0~ (pp(T) A O) V (0p(L) A —0) (1.2)

Otuda sledi 8 ~ (op(T) A 6) i (pp(L) A—0) ~ L, odakle = 6 = ¢,(T) i
Eop(L)=0,tj. =¢p(L) = ¢,(T). Radi dokaza druge strane tvrdenja, pret-
postavimo uslov = ¢, (L) = ¢,(T)ineka je 6 bilo koja od formula ¢, (L), ¢, (T).
Tada vazi 6 ~ (@p(T)A0) 1 (pp(L) A—8) ~ L, dakle vazi i ekvivalencija 1.2, tj.
= 0% 0, 0) 0

Za iskaznu formulu ¢, neka P, oznacava skup iskaznih slova koja se javljaju
u ¢. Na primer, ako je ¢ = ((pV q) = 1)), tada P, = {p,q,r}.

Teorema 1.20 (Teorema interpolacije) Neka su ¢ i v iskazne formule nad
skupom iskaznih promeljivih P = {p1,p2,...,pn}. Ako |E ¢ = ¢ tada postoji
iskazna formula 6 takva da je |= @ = 0, =0 =1 i Py C P, N Py.
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Dokaz Pretpostavimo = ¢ = 1. Neka je A skup svih iskaznih slova koja
se javljaju samo u . Ako je A = ) ocigledno mozemo uzeti da je 0 = .
Pretpostavimo da je A # 0 u neka je A = {p1,p2,...,pn}. Dalje, uzmimo
X = {T,L}" ineka ¥ = (91,0,...,9,) oznacava bilo koji ¢lan skupa X.
Dokazac¢emo da formula

0=\ @a(¥1,02,...,9)
vex

zadovoljava iskaz Teoreme. Najpre primetimo da je ocigledno Py C P, N Py.
Neka je p proizvoljno iskazno slovo iz A, recimo p, i neka su A i p valuacije
promenljivih iz P koje se razlikuju samo u p: A(p) =11 u(p) = 0. S obzirom
da se p ne pojavljuje u formuli ¥, to je [\ = ¢[u]. Kako je

~ (pp(T) Ap) V (pp(L) A —p)

4
i prema pretpostavci ¢ < 1/3, vazi

ep(TA = Al < YA (LA = elp] < Plul,
(M) = N < 9L, @p(L)u] = elp] < Plu).
S obzirom na proizvoljnost izbora valuacije A (i p), sledi

F oop(T) = ¥, F ¢p(l) = ¥, odakle = (p(T) V pp(L)) = 9.
Primenjujuéi isti postupak na formule ¢,(T) V ¢,(L) (umesto na ¢) i ¢ i
promenljivu ¢ = p,,_1, nalazimo

F (@pg(T T)V @pg(T, L) Vppg(L, T) V opg(L, L)) = ¢,
i dalje na promenljive p,,_o,...,p1, dobijamo

EV ealr, da,...,0,) = ¢,

veX

tj. 0= v

Dokazujemo da je = ¢ = 6. Neka je A proizvoljna valuacija promenljivih iz
P. Ako je ¢[A] = 0 onda o¢igledno ¢[A] < 9[A]. Pretpostavimo p[A] = 1 i neka
je ¥, = T ako je Alp;] = 1, odnosno ¢, = L ako je A\[p;] =0,1 <4 <n. Tada
0a(0],9,...,9,)[N] = 1, stoga \/ycx 0a(P1,92,...,9,)[A] =1, s obzirom da
je (07,905,...,9,) € X. Dakle, p[A] =1 povlaci §[A] = 1, odnosno @[] < O[N],
tj. Eo=0. O

Jedna od kritika klasi¢nog iskaznog ra¢una odnosi se na nerelevantnost im-
plikacije. Naime, prema ovoj kritici ako je formula ¢ = % istinit iskaz u nekom
logickom sistemu, onda bi iskazi ¢ i @ trebalo da se odnose na isti subjekt.
U slucaju klasi¢nog iskaznog racuna, koji se predstavlja u ovoj knjizi, mozemo
uzeti da je subjekt reprezentovan nekim iskaznim slovom. U slucaju tautologija
(pA—p) = qilip = (¢V—q), vidimo da relevantnost u opisanom smislu zaista nije
zastupljena. Eliminacija ovog problema motivisala je razvoj drugih formalnih
sistema (logika) u kojima glavno mesto ima implikacija. Ipak, sledeée tvrdenje
daje jedan odgovor na ovu kritiku. Istovremeno ono pokazuje da su navedeni
primeri zapravo i jedini slucajevi nerelevantnosi tautologija vida ¢ = .
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Teorema 1.21 (Teorema relevantnosti) Neka su ¢ i 1) iskazne formule nad
istim skupom iskaznih slova. Ako je = ¢ = 1, ¢ nije kontradikcija i v nije
tautologija, onda ¢ 4 v imaju zajednicko iskazno slovo.

Dokaz Prema teoremi interpolacije postoji formula 6 tako da su formule ¢ = 6
i 0 = 9 tautologije i Py C P, N Py. Otuda, ako pretpostavimo P, N Py, = ()
onda je i Py = 0, tj. 0 ne sadrzi iskazna slova. Dakle, prema Lemi 1.14, 0 je
tautologija ili kontradikcija, pa mozemo uzeti dajeje 6§ € {T, L}. Akojed = L,
onda, uzimajuéi u obzir da je = ¢ = 6, sledi da je ¢ kontradikcija, suprotno
pretpostavci teoreme. Sli¢no, s obzirom da je 6 = v, ako je § = T onda je 9
tautologija, takode suprotno pretpostavci teoreme. Dakle Py # () 0.

1.4 Princip dualnosti

Radi bolje preglednosti, za iskaznu operaciju negacije koristi¢emo slede¢u no-

taciju: x def —,x. Naprimer, De Morganovi obrasci u novoj notaciji glase:
Vy)=zNTG, @ENY)=TV,7.

Isti primer pokazuje da izmedu konjunkcije i disjunkcije postoji veza koju opisu-

jemo kao dualnost. Sli¢na veza postoji i za neke druge parove iskaznih funkcija.

Ovaj pojam ima vazno mesto u ispitivanju svojstava iskaznih funkcija. Slede¢om

definicijom uvodimo operator dualnosti f*.

Definicija 1.22 Ako je f:2" — 2, tada f*(x1,22,...,2n) Eff(.fl,.’fg, cey Tp)e

Iskazne funkcije f,g:2" — 2 su dualne ukoliko za svaki o € 2™ wvazi jednakost

flag,ag,... ;) = g™ (a1, a0, ..., ap).

U slede¢em tvrdenju iskazana su osnovna svojstva operatora * i relacije du-
alnosti. Prema istom tvrdenju konjunkcija i disjunkcija su uzajamno dulane,
zatim ekskluzivna disjunkcija i ekvivalencija su uzajamno dualne i negacija je
dualna samoj sebi.

Stav 1.23 Neka su f,g:2" — 2, n € NT. Tada

1° T*=1, 1*=T, z*=z, =z*=zx, [f*=Ff.

2°  Relacija dualnosti je simetriéna relacija u skupu svih iskaznih funkcija
n promenljivih.

3 (Uvg)=rNngs FNg =g (f=09)"=(9"= [)
(g =g, (feg9) =1V,g

Dokaz Tvrdenje je neposredna posledica identiteta T = x:

10 f**(.’lﬁl,ZEQ, e ,.Tn) :f(a:?h.%g,. . ;-%n) = f(.’I,‘]_,])Q, e ,LL’n).
2°  Ako je g = f*, tada f = f** = g*.
3 (fV,9) = (f(Z1,Z2,...,%n) V, g(T1, T2, ..., Tn)) =

f(i’l,i'g,...,.’fn) /\I g(fl,fQ,...7i'n):f* /\I g* 0
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Relacija dualnosti i operator * u vezi su sa sledeé¢im izomorfizmom. Neka su
By = (2,4, AL, Y,,0,1) 1 BE = (2,A, Y, 7y, Y, 65, 1,0). Za algebru B
kazemo da je dualna algebri B,. Shodno prethodnom, neposredno se proverava
da je preslikavanje h:x — Z, x € 2, izomorfizam ovih algebri. Kao posledicu
dobijamo sledeée tvrdenje.

Teorema 1.24 (Princip dualnosti) Neka je o = o(V, A, V, <, —, T, L) rece-
nica predikatskog racuna prvog reda nad jezikom iskazne algebre

L= {\/7/\7M7¢>7 ) T7J—}

i neka je * = @(A,V, &V, 0, L T), formula dobijena iz ¢ uzajamnom raz-
menom mesta simbola V i A, zatim V i < i najzad T ¢ L w formuli p. Uz
prirodnu interpretaciju simbola jezika L u algebri Bo (simbol disjunkcije V in-
terpretiran iskaznom operacijom disjunkcije \,, itd.), ¢ istinita je u By akko je
©* istinita u Bo.

Dokaz Tvrdenje je neposredna posledica ¢injenice da je h: By ~ Bj. Strog
dokaz izvodi se indukcijom po slozenosti formule ¢. O takvim dokazima bice
viSe re¢i u poglavlju o predikatskom racunu. O

Uz pomo¢ principa dualnosti ne samo da mozemo dokazivati nova tvrdenja,
ve¢ mozemo uvoditi i nove pojmove. Jedan vazan primer takve primene Principa
dualnosti je izgradnja pojmova konjunktivne normalne forme i SKNF (savrsene
konjunktivne normalne forme). Ovi pojmovi nastaju potpunom dualizacijom
definicija i tvrdenja koji se odnose na disjunktivnu normalnu formu i SDNF,
dakle najveéeg dela prethodnog poglavlja. Na primer, Definicija 1.12 posle
dualizacije izgleda

Definicija 1.25 Literali i konjunktivna normalna forma skupa iskaznih pro-
menljivih P = {p1,p2,...,Pn}-

Literal iskazne promenljive p € P je —p ili samo slovo p.

Neka su q1,q2,-..,q, € P razli¢ita iskazna slova, i neka su 1,712, ...,7% jedan
izbor literala ovih iskaznih promenljivih. Formula ¢ = ri Vra V...V 1y
naziva se elementarnom disjunkcijom literala nad P. Literali su takode
elementarne disjunkcije. Ako je k = n, onda se ¥ naziva potpunom ele-
mentarnom disjunkcijom (literala nad P).

Neka su 61,05, ...,0, uparovima logicki neekvivalentne elementarne disjunkcije
nad P. Konjunkcija @ = 01 AO3A. .. A0, naziva se konjunktivnom normal-
nom formom nad P, skraceno KNF. Ako je svaka elementarna disjunkcija
0; potpuna, onda se konjunkcija 6 naziva potpunom ili savrsenom KNF,

kratko SKNF.

Primenom Principa dualnosti na Teoremu 1.15 dobija se sledece tvrdenje o
SKNF. U iskazu ove teoreme koristimo pojmove i notaciju uvedenu kod dokaza
Teoreme o SDNF. U postupku dualizacije treba biti pazljiv, na primer, definicija
za p® posle dualizacije menja se u p! = —p i p° = p, setimo se da je h(1) = 0,
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h(0) = 11i da je h(Z) = Z. Ipak, radi uniformnosti izlaganja zadrzaéemo
definiciju za p® iz prethodnog poglavlja, s tim da ¢emo donekle izmeniti dualni
oblik teoreme o SDNF, odnosno iskaz teoreme o SKNF.

Teorema 1.26 (Teorema o SKNF) Neka je ¢ = o(p1,pa,...,pn), n € NT,
iskazna formula, P = {p1,pa,...,pn} i neka je I = {\ € 2F: o[\ = 0}. Ako je
T # (), odnosno ¢ nije tautologija, onda je ¢ logicki ekvivalentna formuli

o=\ Vo

acl 1

Ako za T = () uzmemo A 0a def T, tada iskaz teoreme vazi za proizvoljnu
formulu ¢. Cesto ¢emo pretpostavljati ovu definiciju i koristiti, na primer, ovaj

prosireni oblik Teoreme o SKNF.

Primer 1.27 Neka je f:2% — 2 zadata tablicom:

Ovde

I'={(0,0,0),(1,0,0), (1,1,0)}.

e(p,q;r) = (pVqVr)A(-pVgVr)A
(=pV g V)

Primetimo da postoje jednostavnije iskazne

formule u KNF koje reprezentuju f. Na pri-

mer, formula ¢ = (-pV r)A(¢Vr). Tada

f=¢=1.

— O R ORFRFRRFR O

el el el ===l kel

== O O OOI|KL
—_H O R ORORFRO|R

Primer 1.28 Iskazna funkcija f:2" — 2 je pozitivna ako f(1,1,...,1) = 1.
Iskazna formula ¢ je pozitivna ako u izgradnji formule ¢ od logickih simbola
ucestvuju jedino T, konjunkcija, disjunkcija i implikacija. S obzirom da je
INT=1,1V,1=11i1=;1=1, ako je ¢ = ©(p1,p2,...,Pn) Pozitivna
iskazna formula, onda je ocigledno f(x1,x2,...,x,) = $(x1,22,...,T,) pozi-
tivna iskazna funkcija. Dokazac¢emo da je svaka pozitivna iskazna funkcija f
reprezentovana nekom pozitivnom iskaznom formulom ¢, tj. f = ¢.

Neka je I' = {a € 2™: f(a) = 0}. Ako je I' = (), izaberimo ¢ = T i tada
f = ¢. Pretpostavimo da je I # 0 i neka je 0 = A .V, p5 i

Se={jia;=0,1<j<n}, T,={jie;=1,1<j<n}, ael.

Prema pretpostavci (1,1,...,1) ¢ T, dakle za o € T postoji 1 < j < n tako
da aj = 0, tj. S, # 0. Otuda, slovo p; ima pozitivno pojavljivanje u formuli
0o =\, p;", tj. pj je disjunkt formule 6,, prema tome disjunkcija Vjesa pj je
neprazna. Stoga je po = Ajcq, Pj = Vjes, pj pozitivna formula i 9o = 0q.
Dakle i formula ¢ = A

aer Po je pozitivna i f =60 = ¢. 0
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Odavde imamo slede¢u zanimljivu posledicu. Neka je 6 proizvoljna iskazna
formula i f = . Tada je ocigledno ili f ili - f pozitivna iskazna funkcija.
Shodno prethodnom primeru postoji pozitivna iskazna formula ¢ takva da je
6 = f =il 6 = f= z/;, 1 = —p. Dakle proizvoljna iskazna formula 6
logicki je ekvivalentna nekoj formuli ¢ izgradenoj jedino pomoéu nekog broja
logickih simbola T, V, A i = i najviSe jedne negacije. Primetimo da je T
logicki ekvivalentna formuli p; = p1, te se u izgradnji formule ¢ simbol T moze
eliminisati.

1.5 Baze iskazne algebre

Prema Teoremi o SDNF, svaka iskazna funkcija izraziva je pomocu operacija
disjunkcije, konjunkcije i negacije. S obzirom na De Morganove tautologije,
proizilazi da je svaka iskazna funkcija izraziva samo pomocu disjunkcije i ne-
gacije, odnosno pomocu konjunkcije i negacije. Otuda, skupove iskaznih funkcija
{Vi, v} 1{A;, } nazivamo bazama iskazne algebre.

Shodno prethodnom opisu, pod bazom iskazne algebre podrazumevamo bilo
koji skup iskaznih funkcija pomocu kojih primenom operatora supstitucije mo-
zemo dobiti sve iskazne funkcije, bilo kojeg broja promenljivih. Sledeée poj-
move iz algebre korisitéemo za formalnu definiciju baze iskazne algebre. Neka
je D domen, tj. neprazan skup. Ime alegebarske operacije f domena D je
simbol operacije F' iste duzine (arnosti) kao i operacija f. Uzimamo da je f
interpretacija simbola F'. Sli¢no, ime konstante a € D je simbol konstante
¢ koji se interpretira elementom a. Za ime nekog skupovnog objekta a ko-

risticemo oznaku a. Ako je A algebra algebarskog jezika L it = t(x1,z2,...,zy)
term (algebarski izraz) jezika L, tada se preslikavnje f: A" — A, definisano
pomoéu f(ay,as,...,a,) = t*(a1,a2,...,a,), a1,as,...,a, € A, naziva term-

preslikavanjem algebre A. Na primer, polinomno preslikavanje nad nekim po-
ljem je term preslikavanje.

Definicija 1.29 Neka je S = {g1,92,-..,9n} skup nekih iskaznih funkcija i
L=A{q,02,---,0n} skup imena ovih operacija. S je baza iskazne algebre akko
je svaka iskazna funkcija term preslikavanje algebre 2s = (2,91,92,...,0n)-
Ako je S baza i niti jedan pravi podskup od S nije baza, onda kaZemo da je S
minimalna ili glavna baza iskazne algebre.

Dakle, koristeci oznake iz prethodne definicije, S je baza iskazne algebre akko
za svaku iskaznu funkciju f postoji algebarski term ¢ = ¢(x1,x2,...,%,) jezika
L tako da je f(ai,as,...,a,) = t25(a1,as,...,a,), a1,as,...,a, € 2. Pojam
baze prenosi se na prirodan na¢in na bilo koji skup iskaznih funkcija. Neka je F
skup nekih iskaznih funkcija. Skup S nekih iskaznih funkcija je baza za F ako je
svaka funkcija iz F izraziva u smislu prethodne definicije pomoc¢u preslikavanja
iz S. Sledece tvrdenje daje koristan kriterijum za utvrdivanje da li je neki skup
iskaznih funkcija baza iskazne algebre.
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Stav 1.30 Neka je U baza za neki skup F iskaznih funkcija i neka je V baza
za U. Tada je V baza za F.

Dokaz Neka je f € F i neka je t term jezika U tako da je f = t2v. Neka su
Uy, U, - - . , Uy simboli jezika U koji se javljaju u t. S obzirom da je V baza za U,
postoje termi vy, vo, ..., v, jezika V takvi da je u; = vizv. Supstitucijom redom
simbola 1; u termu ¢ pomoc¢u terma v;, 1 < 7 < n, dobijamo term-reprezentaciju
preslikavanja f u bazi V.

Nesto formalniji dokaz ove teoreme moze se izvesti indukcijom po slozenosti
terma t. g

Posledica 1.31 Neka je S baza iskazne algebre. Tada je S* = {f*: f € S}
takode baza iskazne algebre.

Dokaz Neka je f € S. Tada f = f** i f* € S*, pa tvrdenje sledi prema
prethodnoj teoremi. (|

Primer 1.32 Jednoclane baze iskazne algebre. Neka sux Ty i | y funkcije
definisane tablicama:

T]0 1 Seferova 110 1 LukasSijeviceva
011 1 funkcija 0l1 0 funkcija
171 0 170 O

Vidimo dajez Ty = (A y), z |y =~(2Vy). Takoje no =z T z i
xV,y=(xTx)7 (y7Ty). Sobzirom da je {—,V,} baza iskazne algebre, prema
Tvrdenju 1.30 skup {7} je takode baza iskazne algebre. Dalje,

(UCTZU)*:W(E/\@):ﬁx(x\/ly):fly,

dakle, {|} je takode baza iskazne algebre. Seferova i Lukasijeviceva funkcija
imaju posebno mesto u iskaznoj algebri. Dokazacemo da su {|} i {1} jedine
jednoclane baze iskazne algebre. Neka je * binarna iskazna operacija i pret-
postavimo da je {x} baza iskazne algebre. Pretpostavimo da je 0% 0 = 0. Tada
je t(0,0,...,0) = 0 za proizvoljan term t(z) jezika {*}, dakle u tom slu¢aju
funkcija Z nije predstavljiva operacijom * (jer 0 = 1). Dakle 0%0 = 1. Na slican
nacin nalazimo 1 %1 =0. Nekasua=0%x118=1%0. Akojea=01 6 =1,
onda je x*y = T i u tom sluc¢aju jedine funkcije koje se mogu proizvesti pomocu
x su z 1 T, dakle * ne moze ¢initi jednoclanu bazu. Ako jea =01 3 =1, tada je
x*y =7 1 kao u prethodnom slucaju {+} nije baza. Prema tome ostaje jedino
a=pF=0ili « = =1, a to su Lukasijeviceva, odnosno Seferova funkcija. O]

Postoji tacno 46 glavnih baza iskazne algebre u kojima su sve operacije
unarne ili binarne. Kao §to smo videli ima ta¢no dve jednoclane baze. Postoji
34 dvoclanih glavnih baza od kojih se 10 sastoji od jende unarne i jedne binarne
operacije, dok ostalih 24 imaju dve binarne operacije. Najzad, ima 10 troclanih
glavnih baza od kojih 4 sa jednom unarnom i dve binarne operacije, dok su u
ostalih 6 sve tri operacije binarne.
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Primer 1.33 Prema Primeru 1.28 skup S = {\,, A;, =} je jedna baza za klasu
pozitivnih iskaznih funkcija. Prema Principu dualnosti, skup S* = {A;, V,, g},
gde g(z,y) = & A, y, predstavlja bazu skupa svih iskaznih funkcija f koje zado-
voljavaju uslov f(0,0,...,0) = 0.

Primer 1.34 Klasa iskaznih funkcija F generisanih pomocu S' = {A,,V }.
Radi jednostavnije notacije, operacije A i V, oznacicemo redom sa - i +. Dakle
r-y=z/N Yy, zV,y =z +y. Tada ove operacije zadovoljavaju aksiome komuta-
tivog prstena sa jedinicom u kojem vaze zakon idempotencije, 2 = z, i zakon
involucije za sabiranje,  + = = 0. Neka je f € F. Tada se u f javlja bar jedna
od operacija +, -, dakle f je funkcija nekih promenljivih z1,zo,...,T,, n > 1,
i f(x1,2a,...,2,) postaje polinomna funkcija ovih promenljivih nad prstenom
({0,1},+,-,0). S obzirom na pomenute zakone idempotencije i involucije postoji
jedinstven I' C P({1,2,...,n}), tako da vazi:

flzr, 20, zn) = ZmalxaQ C Ty, (1.3)
acel’
gde za a € T' vazi @ = {ag,a9,...,a5}, 1 <k <n, ag < g < ... < .

Primetimo da ako ' = (§ onda f = 0. Ako je v € S, onda v(0,0) = 0, odakle
sledi da za sve f € F vazi f(0,0,...,0) =0, te f pripada klasi iskaznih funkcija
iz prethodnog primera. Otuda takode sledi da je slobodan ¢lan u f jednak
nuli, pa kako je za o = 0, [[;c,2; = 1, to 0 ¢ I'. Vidimo da se F ne menja
ukoliko se skup S’ dopuni funkcijom V., jer  V, y = = + y + zy. Kako je
Ty = y + zy, za S* iz prethodnog primera vazi S* C F, dakle svaka iskazna
funkcija f koja zadovoljava f(0,0,...,0) = 0 pripada F. Najzad, ako je f
polinom 1.3, § € T', onda f(0,0,...,0) = 0. Dakle, F je tatno skup iskaznih
funkcija koje zadovoljavaju uslov f(0,0,...,0) = 0, odnosno binarnih funkcija
predstavljivih pomo¢u polinoma 1.3 kod kojih () € T".

Primer 1.35 Klasa iskaznih funkcija T generisanih pomocu S"” = {—=,V }.
Neka je kao u prethodnom primeru x +y =V, y i £ = —x. Sa +y oznacicemo
sabiranje u skupu prirodnih brojeva radi razlikovanja od novouvedene operacije

sabiranja. Pretpostavimo da je f(x1,22,...,2,) € 7, tj. f = ¢ za neku
iskaznu formulu ¢ izgradenu jedino od iskaznih veznika — i V i promenljivih
T1,T2,...,Tn, n > 1. Neka je \; broj pojavljivanja promenljive x;, 1 <7 < mn,i

w broj pojavljivanja simbola = u . Najzad, neka je A} = A; (mod 2), \; € {0, 1},
tj. A} je ostatak od A; mod 2, i neka je p’ = p(mod?2), ' € {0,1}. Indukcijom
po slozenosti formule ¢ dokazujemo da je f = p/+ XN x1+Moxa+. . .+, x,. Ovde
0-z =01i1-2 = z. U dokazu koristi¢emo ¢injenicu da je ovako uvedena operacija
+ zapravo operacija +2, sabiranje po modulu 2 u {0, 1}, i da je ({0,1},+2,0)
komutativna grupa.

Slucaj sl = 1. Razlikujemo sledeée slucajeve:

a. ¢ = . Tada f = ¢ =7 = 1+ x, dakle tvrdenje vazi.

b. ¢ = xVvy. Tada f = ¢ = z + y, dakle tvrdenje i u ovom slucaju vazi.

Neka je n > 1 prirodan broj. Pretpostavimo induktivnu hipotezu, da je tvrdenje
istinito za sve iskazne formule 1, sly < n. Neka je ¢ iskazna formula, sl p = n.
Dokazujemo da odgovarajudi identitet vazi za ¢. Razlikujemo sledece skucajeve:
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a. ¢ = ). U ovom slucaju broj pojavljivanja nekog iskaznog slova z u ¢ i ¥ je
isti, dok za broj v simbola = u ¢ vazi p = v +y 1, dakle p/ =" 421 =2" + 1.
Prema induktivnoj hipotezi ¢ = v/ + \jx1 + )\/21/;2 + .o 4 Mxy, jer sl < slo.
S obzirom da je & = 1+ u, imamo f = ¢ =1+ 1, dakle

=14V +Nar+Nzo+ ...+ Nay = + Nz + Mo+ .+ Nz,

b. ¢ = 0VdY. Tada slf,sld < slg, te prema induktivnoj hipotezi imamo:

O=p +dx+ahzs+ ...+, O=0 + Bz + Bhas+ ...+ B 2,
gde je & = £(mod?2), & € 2, £ je neka od vrednosti p,o,0;,6;, 1 < i < n,
2 ={0,1}. Ovde su p i o broj pojavljivanja simbola = redom u 6 i ¢, dok su
«;, B; broj pojavljivanja promenljive x; redom u 0 i . Kako je x +x = 0, to za
a,f € {0,1} vazi ax + Bz = (a + )z (setimo se da + oznacava operaciju +2).
Dalje, preslikavanje ’: Z — 2 je homomorfizam aditivne grupe celih brojeva u
grupu (2, +2,0), dakle za m,n € N vazi m' +n’ = (m + n)’. Otuda,

f= ¢=0vid=0+9=
(0" +0') + () + B)as + (o + By) + ... (), + B )an =
(p+0) + (a1 +B1) a1+ (a2 + B2) x2 + ... (o + Bp) 70 =
w A Nay + MNao + ..o+ N,

Direktna posledica upravo opisane reprezentacije formula skupa 7 je sledeci
opis tautologija iz tog skupa: Neka je ¢ iskazna formula u kojoj od iskaznih
veznika ucestvuju jedino simbol negacije i simbol ekskluzivavne disjunkcije.
Tada je ¢ tautologija akko svako iskazno slovo u ¢ ima paran broj pojavlji-
vanja (dakle \; = 0) i simbol negacije ima neparan broj pojavljivanja (dakle
@' = 1). Primetimo da je ovim tvrdenjem dat algoritam kojim se u polinomi-
jalnom vremenu (linearan u odnosu na duzinu formule ¢) proverava da li je
formula ¢ opisanog tipa tautlogija.

1.6 Iskazne teorije

Neka je P skup iskaznih slova. Bilo koji skup 7 iskaznih formula sa iskaznim
slovima u P naziva se iskaznom teorijom nad P. U tom slucaju formule iz 7
nazivaju se aksiomama teorije 7. Teorija 7 moze imati konacan ili beskonacan
skup aksioma; u prvom slucaju 7 se naziva konacno-aksiomatskom teorijom.
Ako je P najviSe prebrojiv skup, tada svih re¢i (konac¢nih nizova) nad P i
logickim veznicima ima prebrojivo mnogo, dakle svaka teorija nad P ima najvise
pebrojiv skup aksioma. U opstem slucaju ako je k beskonacan kardinalni broj i
|P| = k tada je |7| < k. Ova Einjenica proizilazi iz jednakosti k? = k koja vazi
za beskonac¢ne krardinalne brojeve k.

Primer 1.36 1. 7 = {-p,p = (¢ V r),r = p}. Ova teorija ima tri aksiome:
-p,p = (qVr),r = p, dakle T je konacno-aksiomatska. T je iskazna teorija
nad bilo kojim skupom P iskaznih slova koji sadrzi iskazne promenljive p,q,r.
2. Neka je P = {pi:i € N}, T = {p; = pit1:i € N}, N je skup prirodnih
brojeva. Teorija T ima beskonacan skup aksioma: py = p1, p1 = P2, - - --
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Slede¢im definicijama uvode se klju¢ne osobine iskaznih teorija. U svim
sluéajevima, do kraja ovog odeljka, 7 je iskazna teorija nad skupom iskaznih
slova P.

Definicija 1.37 Valuacija p domena P je model teorije T akko je svaka for-
mula ¢ € T zadovoljena valuacijom p. Cinjenicu da je p model teorije T
zapisujemo pomocu u =T .

Definicija 1.38 Teorija T je semanticki neprotivurecna akko T ima model.
Ako T nema model, tada kazemo da je T protivureéna teorija.

Shodno prethodnoj definiciji, p |= 7 akko A ., ¢[u] = 1. Ako je T = {3},
tada p = T akko ¥[u] = 1. Neka je P = {p,q,r} u Primeru 1.37.1. Modele
 teorije 7 iz tog primera odredujemo na sledeéi nacin: Kako je (—p)[u] = 1,
to je p[p] = 0. Dalje, (r = p)[u] = 1 te s obzirom na ve¢ utvrdenu vrednost
w[p] = 0 imamo p[r] = 0. Najzad, kako je u[p] =0, to je (p = (¢Vr))[u] =1 za
bilo koju vrednost iskazne promenljive q. Dakle skup svih modela teorije 7 je
{(0,0,0),(0,1,0)} uz leksikografski poredak slova p, ¢, 7. U Primeru 1.37.2. sve
modele teorije 7 ¢ine beskonaé¢ni nizovi

(1,1,1,1,...), (0,1,1,1,...), (0,0,1,1,...), (0,0,0,1,...), ....

Dakle, u ovom slucaju skup modela teroije 7 je beskonacan prebrojiv skup.

U oba prethodna primera razmatrane teorije su ocigledno neprotivureéne.
Primetimo da ako je 7 neka teorija i postoji formula 6 tako da 6, -0 € 7, onda
je 7 protivure¢na teorija. Jedno od glavnih pitanja u ovoj oblasti su kriterijumi
(semanticke) neprotivure¢nosti teorija. Ako je 7 teorija sa konaénim skupom
aksioma, tada je 7 semanticki neprotivurec¢na akko postoji valuacija koja rea-
lizuje formulu ¢ = A peT Otuda spomenuti kriterijumi imaju smisla jedino za
teorije sa beskona¢nim skupom aksioma. O samim kriterijumima bice reci nesto
kasnije.

Mnoge logicke zagonetke i drugi matematicki zadaci mogu se resiti postavlja-
njem odgovarajuceg iskaznog modela i sprovodenjem rac¢una u iskaznoj algebri.
Sledeci primer je takve vrste.

Primer 1.39 U jednom selu desilo se ubistvo. Stanovnici sela podeljeni su
u dva klana, klan Belih i klan Crnih. Poznato je da (R;) dva stanovnika u
medusobnom razgovoru govore istinu jedino ako su pripadnici istih klanova, u
suprotnom njihovi iskazi su lazni. Takode se zna (Rz) da je ubica tacno jedna
od osoba A, B,C,D,E. U sudnici osumnji¢eni su u medusobnom suocavanju
pred sudijom izjavili:

01: Osoba A osobi B: D je pripadnik klana Belih akko je C ubica.

f5: Osoba B osobi C: Ja pripadam klanu Crnih ili D pripada klanu Crnih.

03: Osoba C' osobi D: Ubica je osoba A ili osoba B.

04: Osoba D osobi E: Ako je C pripadnik klana Belih onda sam je ubica.

05: Osoba E osobi A: B je pripadnik klana Belih.

Sudija je ¢uo takode jednu od sledeéih recenica koju je osoba B izrekla osobi A:
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p1: Bar jedna od osoba C, D je pripadnik klana Belih.

p2: C i D su pripadnici klana Belih.

w3: C je pripadnik klana Belih.

wq4: D je pripadnik klana Belih.

Sudija je na osnovu ovih iskaza i ¢injenica Ry i Ry zakljucio ko je ubica.

Pitanja: Ko je ubica? Kojim klanovima pripadaju osobe A, B,C, D, E? Koji
od iskaza 1, @2, p3, 4 je sudija ¢uo?
Resenje Neka a,b, ¢, d, e redom oznacavaju iskaze da A, B,C, D, E pripadaju
klanu Belih i neka p, ¢, r, s, t redom oznacavaju iskaze da je A, B,C, D, E ubica.
Tada, na primer, r = a predstavlja iskaz: " ako je C' ubica onda je A pripadnik
klana belih”. Neka su X, Y dve razli¢ite osobe i neka su x, y iskazi koji se odnose
na njihovu pripadnost klanu Belih. Tada formula 1) = (xAy)V (—zA—y) iskazuje
da su X, Y pripadnici istog klana. Formula v je logicki ekvivalentna x < y, pa
mozemo uzeti da je ¢ = (z < y). Tada prema uslovu Ry, sledi da je:

01 =(a<b)< (dVr), islitno, 6y = (b & ¢) & (-bV —d),

0s3=(ced < (pVy, s=(dse)s(c=s), 0s=(e<a)<b.

Neka je S; = {61,603,03,04,05}. ReSenje zadatka, valuacija o koja izmedu
ostalog dodeljuje vrednosti promenljivima a,b, c,d, e, tada jeste model skupa
S1. Prema uslovu R, za isto «, koja izmedu ostalog dodeljuje vrednsoti i pro-
menljivama p, q,r, s, t, disjunkcija pV ¢V rV sVt takodje jeste tacna i za razlicite
u,v € {p,q,r,s,t} mora biti (u A v)[a] = 0. Dakle « je model i skupa

So={pVaqVrVvsVvttU{=(uAv)| u,ve{pq,rs,thu#v}

Neka je 91 = AS1 = Ngeg, 05 2 = A\ S2 19 = 11 Aa. Prema prethod-
nom, mora biti ¢¥[a] = 1. Ako je V,BeF g SDNF formule v, tada o pripada
I'. SDNF formule %, tj. skup I' moze imati vise od jednog ¢lana, dok s druge
strane, prema uslovu zadatka sudija je uz pomo¢ neke od recenica 1, p2, ¥3, @4
dosao do jednoznacnog resenja, odnosno jedinstvene valuacije a. Dakle resenje,
valuacija a, dobija se iz one formule ¥ A ¢;, i = 1,2, 3,4, ¢ija SDNF ima ta¢no
jedan ¢lan, odnosno koja ima tactno jedan model. Ovim je zadatak u osnovi
reSen, dovoljno je odrediti SDNF formula ¥ A ¢;, Sto se moze uraditi u konaéno
mnogo koraka. S druge strane broj promenljivih u tom rac¢unu je 10, i u di-
rektnom izracunavanju broj racunskih operacija postaje veoma veliki. Ipak, uz
pojednostavljenu notaciju i primenu algebre zadatak se relativno lako resava.

Neka x + y, xy i T imaju ista znacenja kao u primerima 1.34 i 1.35 (ek-
skluzivna disjunkcija, konjunkcija i negacija). U algebri 2 = (2,+,-,7,0,1) vazi
T=1l+z,z4+zx=0,22=x,2y=1+z+y, 2Vy=2x+y+2y. Otuda
0p =1lakkol4+a+b=1+d+r, akko a+b+d+r =0, zatim 0, = 1 akko
l+b+ec=b+d+bdakkol+b+c=1+b+1+d+ (1+b)(1+d) akko
b+c+bd =0, zatim 63 = 1 akko 1+c+d = p+q+pq akko c+d+p+q =1 jer
pq = 0, itd. Dakle valuacija « bice resenje sledeceg sitema jednacina nad 2:

a+b+d+r =0, b4+c+bd =0, c+d+p+q=1, c+d+e+cs =0, a+b+e=1
odnosno, sabiranjem prve i poslednje jednacine, zatim trece i ¢etvrte,

at+b+e=1,e+d+r=1,b+ct+bd =0, c+d+p+qg=1, e+p+qgt+cs=1 (1.4)
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Iz poslednjeg dela uslova zadatka nalazimo:

p1: a+b+c+d+ed=1, py:a+b+cd=1,
p3: a+b+c=1, paa+b+d=1 (1.5)

Mnozenjem poslednje jednacine u 1.4 sa p, q,, s, t nalazimo
ep=0, eq=0, er=7r, et =1, es+cs=0. (1.6)

Pretpostaviom s = 1. Tada p = ¢ = r =t = 0 te iz dve poslednje jednacine u
1.4 nalazimo c+d = 1,e+ c =1, odakle e + d = 0, pa iz druge jednacine u 1.4
sledi » = 1, kontradikcija. Dakle s = 1. Pretpostavimo e = 0. Tada iz poslednje
jednacine u 1.4 sledi p+ ¢ =1, odaklep =1ilig=1, te r = 0. Tada iz 1.4
sledi d =1,c=11na osnovu b+ ¢ + bd = 0 sledi ¢ = 0, kontradikcija.

Dakle, s =0,e =11 prema 1.6 takode p = 0,q = 0. Tada sistem 1.4 postaje

a+b=0, d+r=0, b+c+bd=0, c+d=1 (1.7)

Sada resavamo sistem 1.7 zajedno sa svakom od jednacina 1, v, @3, @4:
(1.7)+e1: a+b=0,d+r=0,b+c+bd=0,c+d=1,cd=0.
Ovaj sistem ima bar dva resenja, u jednom je a = 1,b = 0, dok je u drugom
a = 0,b = 1. Prema uslovu zadatka reSenje mora biti jedinstveno, dakle ovaj
slucaj nije moguc.
(1.7)4+p2: a+b=0,d4+r=0,b+c+bd=0,c+d=1,cd=1
Iz poslednje jednacine sledi ¢ = 1,d = 1 §to je u kontradikciji sa ¢ +d = 1.
Dakle ovaj slucaj nije moguc.
(1.7)+¢3: a+b=0,d+r=0,b+c+bd=0,c+d=1,a+b+c=1
Iz ovog sistema neposredno sledi ¢ = 1, d = 0,b = 1,a = 1, r = 0, §to uz
e=1,s=0,p=0,qg =0, daje t = 0. Dakle ovaj sistem ima tactno jedno
reSenje, ¢ime je zadatak resen. Ipak razmotrimo i poslednji slucaj
(1.7)4+ps: a+b=0,d+r=0,b+c+bd=0,c+d=1,a+b+d=1
U ovom sistemu sledi d = 1,¢c =0, a =1,b = 0; a = 0,b = 1 itd, dakle sistem
ima bar dva resenja te ovaj slucaj kao i u (1.7)+¢1 nije mogué.

Prema prethodnom imamo: Osoba E je ubica (t = 1), A, B, C, E su pripad-
nici klana Belih (¢ = b = ¢ = e = 1), D je pripadnik klana Crnih (d = 0) i
sudija je ¢uo recenicu @3 (sistem (1.7)4p3). O

Formula ¢ nad P je semanticka posledica teorije T akko svaki model teorije
T realizuje ¢, tj. ako je p € 27 tada A\yer 0[u] = 1 povlaci ¢lu] = 1. Da
je o semanticka posledica teorije 7 zapisujemo 7 | . Odmah vidimo da
7 ima model akko 7 [ L, odnosno 7 nema model akko 7 = L. Ako je
T = {61,02,...,0,}, umesto T |= ¢ pisemo takode 61,0s,...,6, E ¢. Ako
je T/ = T U {¢}, tada umesto 7’ |= ¢ takode pisemo 7,9 = ¢. U slede¢em
tvrdenju opisuju se neka svojstva relacije .
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Stav 1.40 Neka su 7T,S iskazne teorije nad skupom iskaznih slova P i neka su
p, Y iskazne formule nad P. Tada:

1. Ako T, E o tada T == . 2. NgesT EO 1S povilaci T = .
3. Ako SCT iSEpondaTlEp. 4. TEeIiT E o= 1 povladi T = .

Dokaz 1. Pretpostavimo (1) 7,9 | ¢ i neka je u model teorije 7. Ako je
Y[p] = 1, tada je p model teorije 7 U {¢} te prema (1) sledi plu] = 1, tj.
(¥ = ¢)[p] = 1. Ako je [u] = 0 onda opet (¢ = ¢)[u] =1, dakle T = ¢ = .

Ostala tvrdenja 2-4 dokazuju se na slican nacin. O

Teorema kompaktnosti je centralno svojstvo iskaznog racuna. Ova teorema
daje netrivijalan kriterijum za semanticku konzistentnost beskonac¢nih iskaznih
teorija. Teoremu je dokazao A. Malcev 1936. Spomenimo da logika u to
vreme nije bila sasvim prepoznata kao matematicka disciplina, o ¢emu svedodi i
tada njen dosta popularan naziv ”metamatematika”. Tek se radovima Godela,
Tarskog i Malceva izmedu dva svetska rata matematicka logika utemeljuje kao
oblast matematike. Malcev je ovom novom statusu logike doprineo mnogobroj-
nim primenama Teoreme kompaktnosi u algebri. U ovoj knjizi dajemo nekoliko
dokaza Teoreme kompaktnosti. Svaki dokaz predstavljat¢e primer povezanosti
logike i neke druge matematicke oblasti. Prvi dokaz teoreme kompaktnosti za-
snovan je na sledeé¢em ekvivalentu aksiome izbora u okviru ZF sistema teorije
skupova.

Teorema 1.41 (Zornova lema) Neka je A = (A, <) parcijalno ureden skup
u kojem svaki neprazan lanac ima gornju granicu. Tada A ima maksimalan
element.

Podsetimo se da je L C A lanac u A ako i samo ako za sve x,y € L vazi
v <yiliy <z Element b € A je maksimalan element u A akko A ., b £ z.

Teorema 1.42 (Teorama kompaktnosti) Neka je 7 iskazna teorija nad
skupom iskaznih promenljivih P. Ako svaki konacan podskup teorije T ima
model, tada T ima model.

Dokaz Pretpostavimo da je 7 iskazna teorija nad skupom iskaznih promenljivih
P i neka svaki konacan podskup teorije 7 ima model. Dokazujemo da teorija
7T ima model.

Neka je A = (A4,C), gde je A skup svih rasirenja S nad P teorije 7 koja
imaju osobinu KN (konacne netportivureénosti): svaki konac¢an podskup teorije
S ima model. Ocigledno je A # 0 (jer 7 € A) i A je parcijalno ureden skup.
Neka je L C A bilo koji neprazan lanac i neka je £ = |JL. Dokazujemo da
L ima svojstvo KN. Neka je § C £ konacan. Ako je S prazan skup, onda
je svaka valuacija promenljivih P model za S. Pretpostavimo da je S # 0
i neka je S = {61,65,...,0,}. Kako je S C L, postoje &1,82,...,8, € L
tako da je 0; € S;, i = 1,2,...,n. S obzirom da je L lanac u odnosu na C,
postoji najveéi ¢lan u {S1,8Sz,...,8,}. Dakle za neki £ € {51,8s,...,5,}
vazi 8§1,859,...,8, C K, pa S C K i K ima svojstvo KN. Otuda S ima model,
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dakle £ ima svojstvo KN. Takode 7 C L, stoga £ € A. Ovim smo dokazali
da je £ gornja granica u A lanca L. Prema tome ispunjeni su uslovi Zornove
leme, pa postoji neki maksimalan (u odnosu na C) element u A, neka je to M.
Dokazujemo da M ima sledeca svojstva:

(1) Ako je p iskazna formula nad P tada ¢ € M ili =p € M.
(2) Ako su ¢, ¢ iskazne formule nad P i p V¢ € M, tada p € M ili ¢p € M.

Dokazimo, na primer, svojstvo (1). Pretpostavimo suprotno, da ¢, ~¢ & M.
Tada je M pravi podskup skupova MU{¢} i MU{—p}, te zbog maksimalnosti
M u A, postoje konacni skupovi S, S2 C M takvi da su Sy U {¢} 1S U {—¢}
protivrecne teorije. Prema tome, S;, o = L1 Sy~ L, tj. SiEe= 11
Sy E ¢ = 1, odakle S; E —p i Sy = ¢. Otuda S;USs |E @A -, tj. S1US,
je protivurecna teorija. S druge strane S; U S; je konacan podskup teorije M
koja ima svojstvo KN (jer pripada A), te je S; U Se neprotivureéna teorija, Sto
je u kontradikciji sa iskazom u prethodnoj recenici. Prema tome M zaista ima
svojstvo (1). Na slican nacin se dokazuje da M ima i svojstvo (2).

Teorija M ima svojstvo KN, pa za formulu ¢ ne moze biti {¢, ¢} C M.
Dakle, za svaku formulu ¢, ta¢no jedna od formula ¢, = pripada M. S obzriom
na ovu napomenu, sledeca definicija valuacije p promenljivih iz P je korektna.
Neka je p € P. Ako je p € M tada u(p) = 1. Ako je -p € M tada uzimamo
w(p) = 0. Indukcijom po slozenosti formule dokazujemo da p zadovoljava sve
formule ¢ € M, preciznije,

(3) Za proizvoljnu iskaznu formulu ¢ vazi @[] = 1 akko ¢ € M.

Neka sl(¢) = 01 neka je ¢ € M. Tada je ¢ neko iskazno slovo p € P. Prema
izboru valuacije u, vidimo da je u(p) = 1 akko p € M, dakle i p[u] = u(p) = 1.
S obzirom da {—,V} ¢ni bazu iskaznog racuna, mozemo pretpostaviti da su
iskazne formule izgradene jedino od veznika —,V. Neka je ¢ € M i neka je
sl(¢) =n+ 1, n € N. Razlikujemo sledeée slucajeve:

a. ¢ = p. S obzirom da ta¢no jedna od formula 1, —1 pripada M, i kako
) € M, to & M. S obzirom da je sl(¢)) < sl(¢), prema induktovno] hipotezi
vazi ¥[p] = 0. Dakle ¢[u] = 1.

b. ¢ = (p V). Dakle (v VO) € M, pap € Milid € M, recimo da je v € M.
S obzirom da je sl(¢)) < sl(y), prema induktivnoj hipotezi ¥[u] = 1, dakle i
plul = 1.

Prema Teoremi potpune indukcije tvrdenje (3) vazi, dakle p = M. S ob-
zirom da je T C M, to je onda i u = 7, dakle 7 je neprotivure¢na teorija. O

Sledeéi primer predstavlja uvod u drugi dokaz ove teoreme, zasnovan na
topoloskim metodama. Istovremeno, njime se daju obrisi infinitarnog iskaznog
racuna.

Primer 1.43 Beskonacni iskazni racun je prosirenje klasi¢nog iskaznog rac¢una
u kojem se javljaju formule beskona¢ne duzine. Ne ulazeéi u precizan opis ovih
logika, definisacemo beskonacne konjunkcije i beskonacne disjunkcije obi¢nih
iskaznih formula nad nekim skupom iskaznih promenljivih P.
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Neka je je X poizvoljan skup (dakle moze biti i beskonac¢an) nekih iskaznih
formula nad P. Tada je A X uopstena konjunkcija, dok je \/ X uopstena dis-
junkcija formula iz skupa X. Ako je X beskonacan skup, tada ove formule
takode nazivamo beskona¢nom konjunkcijom, odnosno beskona¢nom disjunkci-
jom. Umesto A X takode koristimo zapis /\ pex ¥, dok \/ X zapisujemo pomoc¢u
Vgan ©. Ako je X indeksiran skup, na primer, X = {¢q, ¢1, p2,...}, tada \V X
zapisujemo takode pomocu \/, .y . Sliéna notacija vazi i za uopstene konjun-
kcije. Ako je X konacan skup, vidimo da se onda pojam uopS$tene disjunkcije
poklapa sa pojmom obi¢ne disjunkcije, i da sli¢no vazi za uopstenu konjunkciju.

Logicku vrednost ovih formula definiSemo na sledeéi nac¢in. Nekasuy = \/ X
i 8 = A X uopstena disjunkcija odnosno uopstena konjunkeija, i neka je p
valuacija promenljivih iz P. Tada ¢[u] = 1 akko bar za jednu formulu ¢ € X vazi
plu] =1, dok je 8[u] = 1 akko za svaku formulu ¢ € X vazi ¢[u] = 1. Uopstena
formula je tautologija akko ona ima vrednost 1 za sve valuacije promenljivih
P. Ukoliko je X = (), primetimo da je tada A X tautologija, dok je \/ X
kontradikcija. Sledece tvrdenje kazuje da se svojstvo tautologi¢nsoti za uopstene
disjunkcije reflektuje na neku kona¢nu podformulu.

Teorema 1.43a (Teorema refleksije) Neka je \/ X uopstena tautologija. Tada
postoji konacan Y C X takav da je \/ Y tautologija.

Dokaz. Neka je \/ X uopstena tautologija i pretpostavimo suprotno, da ne po-
stoji konacan Y C X takav da je \/ Y tautologija. Neka je X'= {—¢: ¢ € X}.
Tada svaki konacan podskup skupa X’ ima model, te prema Teoremi kompakt-
nosti, X’ ima model. Ali u tom sluc¢aju \/ X nije (uopstena) tautologija, sto je
kontradikcija pretpostavci. O
Napomena 1.43b Isto tako jednostavno iz Teoreme refleksije sledi Teorema
kompaktnosti. Zaista, pretpostavimo Teoremu refleksije za formule nad promenlji-
vama P ineka je X skup formula nad P sa svojstvom KN. Pretpostavimo da X
nema model. U tom slucaju za X' = {—¢: ¢ € X}, uopstena formula \/ X' je
tautologija. Onda prema Teoremi refleksije postoji konacan Y’ C X’ takav da
je VY’ tautologija. Ali tada je Y = {¢: ¢ € Y’} podskup skupa X i ¥ nema
model, §to je kontradikcija pretpostavci da X ima svojstvo KN. O <o
Podsetimo se da je topoloski prostor X = (X, 7) odreden svojim domenom
(nosacem) X i familijom 7 svih njegovih otvorenih skupova. Prostor X je
kompaktan ukoliko je svaki njegov otvoren pokriva¢ reducibilan na konacan
podpokriva¢. Drugim rec¢ima, ako je {S;: ¢ € I} neka familija otvorenih sku-
pova prostora X' i vazi X = J;c; S, tada postoji konacan J C I tako da je
UjesS; = X. U drugom dokazu Teoreme kompaktnosti koristicemo sledece
tvrdenje iz opste topologije koje se odnosi na proizvod topologkih prostora.

Teorema 1.44 (Teorema kompakntosti, Tihonov) Neka je {X|;: i € I} famili-
ja kompaktnih topoloskih prostora. Tada je topoloski proizvod [ ], X; ovih pros-
tora takode kompaktan.

Pogledajmo blize strukturu prostora 27. U izgradnji tog prostora biramo
diskretnu topologiju na {0, 1}, tj. 7 = {0, {0}, {1},{0,1}}. Kako je domen ovog



1.6. ISKAZNE TEORIJE 31

prostora konacan, onda je on oc¢igledno kompaktan. Neka je za iskazno slovo p,
X, =2 = (2,7). Tada je prema teoremi Tihonova 27 = HpeP X, kompaktan
prostor. Tacke (elementi) u ovom prostoru su sva preslikavanja iz P u 2, tj.
valuacije promenljivih iz P. Prema definiciji topoloskog proizvoda, topologija
na 2% je najmanja topologija takva da su projekcijske funkcije Tpi po — p(p),
p € 27 neprekidne. Otuda konaéni preseci skupova

B, = Wp_l(l) ={une 2P, w(p) =1}, Bp = 7717_1(0) ={ue 2P, u(p) =0}
¢ine bazu prostora 27 . Dakle, elementi baze prostora 27 su skupovi
By ={pe€2”:aCu}

gde je a valuacija nekog kona¢nog podskupa skupa S C P. Drugim rec¢ima,
elementi skupa B, su sve ekstenzije kona¢ne funkcije «, odnosno sve valuacije
domena P sa istom restrikcijom a. Ako je S = {p1,p2,...,pn} tada je

Bo= () By, i Bi= |J B,

i<i<n i<i<n

Otuda sledi da je ne samo B, ve¢ i B, takode otvoren skup, tj. B, je otvoreno-
zatvoren skup. Dakle prostor 27 ima bazu koja se sastoji od otvoreno-zatvorenih
skupova. Ako je P beskonacan i prebrojiv, tada se prostor 27 naziva Kan-
torov prostor. Za proizvoljno P , dakle i u neprebrojivom slucaju, taj prostor
nazivamo uopsten Kantorov prostor. Nekad se koristi i termin dijadski prostor.
Konaéni dijadski prostori nisu tako interesantni jer je tada 27 diskretan. Sledece
zanimljivo tvrdenje koristicemo u drugom dokazu teoreme kompaktnosti.

Stav 1.45 Neka je 0 iskazna formula jezika P i neka je 0:27 — 2 pridruzena
iskazna funkcija. Tada je 0 neprekidna funkcija iz prostora 2% wu (diskretan)
prostor 2.

Dokaz Dovoljno je dokazati da je é‘l[X] otvoren skup u 2% ako je X otvoren
skup u 2, tj. za X € 7, 7 = {0,2,{0},{1}}. Zaista, 0-1[0] = 0 i §-'[2] = 27
su otvoreni podskupovi prostora 27. Dalje, neka je S = {p1,p2,...,Pn} skup
svih iskaznih slova koja se javljaju u formuli @ i neka je T' = {a € 29: é[a] =1}
Dakle T je konacan skup. Ako je X = {1}, tada

0 X])={pe2P:0[u =1} ={une2”: \/ aCul= U B,.
aer a€r

Dakle, §~1[X] je (kona¢na) unija baznih skupova Ba, te je ~1[X] otvoren skup
u 2%, Sli¢no, ako je X = {0}, biramo I = {a € 2°:0[a] = 0}. Tada je

0 X]={ne2”:0u =0t ={ue2”: \/ aCp}=J Ba
aecl” acl”

tj. i u ovom slucaju 61 [X] je (kona¢na) unija baznih skupova, tj. otvoren skup.
Dakle 6 je neprekidno preslikavanje iz prostora 27 u prostor 2. O
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Primetimo, uz uvedene oznake u dokazu, da je é_l[X] je konacna unija
zatvorenih (baznih) skupova, dakle §~'[X] je otvoreno-zatvoren skup. Ako je
a€2iX = {a}, umesto §~1[X] pisaéemo takode 6~ *[a].

Primer 1.46 Neka je S iskazna teorija nad skupom iskaznih slova P i neka je
S zatvorena za konacne disjunkcije: ako ¥1,99,...,9, € S tada \/,-,,, Vi € S,
n € N*. Tada vai:

Ako A\ \/Oul=1 onda \/ A du=1

ne2P 9ES VES pe2P

Dokaz. Pretpostavimo da vazi \,cor Vyes J[u) = 1. Tada 27 = Uges d-11]

i prema prethodnom tvrdenju 19_1[1] je otvoren skup u 27. Dakle,
U={0"1:9 eS8}

je otvoren pokriva¢ prostora 2. Zbog kompakntosti prostora 27, U sadrzi
konacan potpokrivac, tj. postoji n € N, postoje 91,7, ... ;U € S tako da je
2P = Ulgign V1], te za ¥ = Vlgign Y; vazi v € S i /\#6277 ] = 1. O

Drugi dokaz Teoreme kompaktnosti za iskazni rac¢un. U ovom dokazu
pozvatemo se na Napomenu 1.43b, prema kojoj iz teoreme refleksije sledi teo-
rema kompaktnosti. Dakle, neka je X skup iskaznih formula nad P i pret-
postavimo da je \/ X tautologija. Tada je 27 = U@eX ¢~ 1[1]. Funkcije ¢ su
neprekidne, te je {p71[1]: o € X} otvoren pokrivaé prosora 27. S obzirom da
je ovaj prostor kompaktan, onda postoje 1, @2,..., ¢, € X takvi da je

2P =o' [1u...ug, ],

tj. p1 V...V o, je tautologija i {¢1,¥2,...,ps} je konacan podskup od X. O

U drugom dokazu Teoreme kompaktnosti koriste se slabiji uslovi (metamate-
maticke pretpostavke) iz teorije skupova nego $to je to slu¢aj u prvom. Naime,
prvi dokaz zasnovan je na Zornovoj lemi, dok je drugi dokaz zasnovan na svojstvu
kompaktnosti prostora 27. U okviru teorije skupova bez aksime izbora (sistem
ZF), Zornova lema je ekvivalentna Aksiomi izbora i takode Aksioma izbora
uz aksiome teorije ZF za posledicu ima svojstvo kompaktnosti prostora 27.
S druge strane, Aksioma izbora se ne moze dokazati samo na osnovu sistema
ZF i svojstva kompaktnosti prostora 27. Moze se takode dokazati u ZF da je
Teorema kompaktnosti za iskazni ra¢un ekvivalentna iskazu da je 27 kompaktan
prostor.

Postoje mnogobrojne primene teoreme kompaktnosti. U nekim primenama
kljuéno mesto imacée ¢injenica da se valuacije skupa iskaznih slova P mogu
smatrati tackama Kantorovog prostora 27.

Primer 1.47 Produzenje parcijalnog uredenja do linearnog uredenja.
Parcijalno ureden skup je svaka struktura A = (A, <), gde je relacija < domena
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A refleksivna, tranzitivna i antisimetri¢na. Ako je pritom relacija < i linearna,
tj. zadovoljava uslov A, ,c4(@ < bV b < a), tada kazemo da je A linearno
ureden skup. Uredenje (A, <) je prosireje (produzenje) uredenja (A, <) ukoliko
je <C=, tj. a < bpovlati a < b, a,b € A. Dokazacemo da se svako parcijalno
uredenje moze prosiriti do linearnog uredenja.

Lema 1.47a Neka je A = (4, <) konacan parcijalno ureden skup. Tada se A
moze prosiriti do linearno uredenog skupa.

Dokaz Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po broju n elemenata domena
A parcijalnog uredenja. Ako je n = 1, nema Sta da se dokazuje. Neka je
|A] = n > 2 i pretpostavimo (induktivna hipoteza) da tvrdenje vazi za sve
parcijalno uredene skupove koji imaju manje od n elemenata. S obzirom da je
A konacan, postoji maksimalan element u A, neka je to b. Neka je B = A\{b}
i neka je <’ restrikcija uredenja < na B, tj. </=< NB2. Tada je (B,<')
parcijalno ureden skup i |B| < |A]. Otuda, prema induktivnoj hipotezi, postoji
linearno uredenje (B, =) koje 8iri (B, <). Tada je < ==<'U{(z,b):z € A} line-
arno uredenje koje prosiruje parcijalno uredenje <. O

Lema 1.47b Neka je A = (A, <a) beskonacan parcijalno ureden skup. Tada
se A moze prosiriti do linearno uredenog skupa.

Dokaz Dokaz koji sledi zasnovan je na primeni Teoreme kompaktnosti. U
tu svrhu uvedimo skup iskaznih slova P = {pa: a,b € A}, neka < oznacava
odredenu binarna relacija domena A i uvedimo sledeée iskazne teorije:

T, = {pab3 a,bc A, a< b}, T = {paa: ac A}a

T3 = {(Pab A Dbe) = Gac: a,b,c € A}, Ty = {—pap V —Dra: a,b € A, a # b},

T5 = {Pab V Dba: a,b € A}.

Neka je p proizvoljna valuacija iskaznih promenljivih P. Neposredno se
proverava da je:

- u |E 71 akko g "modelira” uredenje A, tj. p je karakteristicna funkcija grafa
relacije <a: p(pay) = 1 akko a <a b, a,b € A. Drugim recima, u je
model teorije 77 akko se relacije < i < poklapaju.

- | T3 U T3 U Ty akko p inducira parcijalno uredenje na domenu A, tj.
1 je karakteristicna funkcija grafa nekog parcijalnog uredenja < na A.
Uredenje < uvodi se pomocéu: a < b akko pu(pepy) = 1, a,b € A. Ovde,
teorija 75 reprezentuje svojstvo refleksivnosti, 73 tranzitivnosti i 74 svo-
jstvo antisimetri¢nosti relacije <.

-pET2UT3U Ty UTs akko p "modelira” linearno uredenje na domenu A.
Ovde, teorija 75 modelira svojstvo linearnosti relacije <.

Neka je 7o = {pap: a,b € A, a <A b}, inekaje 7T =Ta UL UT3 UT, U Ts.
Izaberimo neprazan konacan & C 7 i neka je B skup svih konstanti iz A koje
se pojavljuju kao indeksi u iskaznim slovima pg,p. S obzirom da je S konacan to
je i B neprazan konacan podskup od A. Neka je <g restrikcija uredenja <A na
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domen B, tada je B = (B, <p) konacan parcijalno ureden skup. Prema Lemi
1.47a postoji linearno uredenje (B, <g) koje produzuje B. Neka je v valuacija
iskaznih promenljivih P definisana sa v(p.y) = 1 akko a < b, a,b € B. Tada je
shodno prethodnim napomenama o teorijama 77,7s,..., 75, valuacija v model
teorije S. Dakle svaki kona¢an podskup teorije 7 ima model, te prema Teoremi
kompaktnosti i teorija 7 ima model, neka je to p. Neka je relacija <a domena A
definisana na slededi nac¢in: a <a b akko u(pey) =1, a,b € A. Tada je (A, <a)
linearno uredenje koje produzuje parcijalno uredenje (A, <a). Proverimo, na
primer, da < zaista produzuje <a: Neka su a,b € A i pretpostavimo da je
a <a b. Tada pgp € 71, dakle pyp, € 7. S obzirom da je p model teorije 7, to je
onda p(pay) = 1, odakle a <a b. Na slican nac¢in se dokazuje da je <a zaista
linearno uredenje domena A. g

Posledica 1.47c Neka je A = (A, <) parcijalno ureden skup. Tada se A moze
prosiriti do linearno uredenog skupa.

Posledica 1.47d Svaki neprazan skup A se moze linearno urediti.

Dokaz Neka je < najmanje parcijalno uredenje domena A, tj. za a,b € A neka
je a < b akko a = b. Tada tvrdenje sledi prema prethodnoj posledici. O

Kao sto je napomenuto, iz Teoreme kompaktnosti ne sledi Aksioma izvora.
Ipak, neke slabije forme Aksiome izbora mogu se izvesti.

Posledica 1.47e Iz Teoreme kompaktnosti sledi Aksioma izbora za familije
nepraznih kona¢nih skupova.

Dokaz Neka je S familija nepraznih konaénih skupova i neka je A = US.
Prema prethodnoj posledici, na osnovu Teoreme kompaktnosti postoji linearno
uredenje < domena A. Funkciju izbora f za familiju S definiSemo pomoéu
f(X) = b akko b je najmanji element skupa X u odnosu na uredenje <, X € S.
Tada A ycs f(X) € X. Ova definicija je korektna s obzirom da je svaki X € S
neprazan i konac¢an (te ima najmanji element). O



