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Glava 2

Bulove algebre

U primeni algebarskih metoda u logici i ra¢unarstvu, Bulove algebre imaju
vazno mesto. Mnogi iskazi matematicke logike, narocito oni koji se odnose na
iskazni ra¢un, zapravo su prevod nekih ¢injenica o Bulovim algebrama. Takode
postoje vazne i napredne primene ovih struktura u teoriji skupova ali takode u
dizajnu digitalnih elektronskih kola. Bulove algebre nose ime prema engleskom
matematicaru George Boole-u koji je uveo ove strukture sredinom 19. veka.
Otuda je prvobitni naziv za teoriju Bulovih algebri bio algebra logike. U ovom
poglavlju razmotricemo osnovne osobine ovih struktura.

2.1 Aksiome teorije Bulovih algebri
Dvo-elementna Bulova algebra 2 = (2,V, A, /,0, 1), ili iskazna algebra, predstav-

lja najjednostavniji primer Bulove algebre. Domen ove algebre je 2 = {0, 1},
dok su V, A, operacije ovog domena definisane sledeé¢im tablicama:

0 1 Al 0 1 x| 2
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0

Drugi primer Bulove algebre je n-ti stepen algebre 2: 2™ = (2™, \/, A\, ’,0, 1),
n € N*t, gde je 0=(0,0,...,0), 1L =(1,1,...,1). Operacije \/, A\, odnose se
na n-torke nula i jedinica primenjujuéi operacije algebre 2 po koordinatama:

(x17x27"'7xn)\/(y17y27"‘7yn) = ($1V91;x2\/y27~~7$n\/yn)

(1,2, 2n) AW, Y2, -+ Un) = (T A YL, T2 A Y25 oo, T A Yn)

(1,22, ..., x,) = (2,25, ...,2]).

Na primer, za a = (1,0,1,0,0,1,1,0) i b = (1,1,0,1,0,0,0,1) u 2% imamo:

a\/b=(1,1,1,1,1,0,1,1,1), aAb=(1,0,0,0,0,0,0,0),

a' =(0,1,0,1,1,0,0,1), b=(0,0,1,0,1,1,1,0).
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Elemente Bulove algebre 2" takode zapisujemo kao nizove nula i jedinica
duzine n. U tom slucaju prethodni primer izgleda:

a = 10100110 i b = 11010001,

a\/b=11110111, a A b= 10000000, «' = 01011001, b = 00101110.

Primetimo da 2" ima 2™ elemenata. Pokazace se da je svaka kona¢na Bulova
algebra izomorfna Bulovoj algebri 2" za neki n € N*. U opstem sluc¢aju Bulova
algebra je svaka algebarska struktura B = (B,\/,\,,0,1) koja zadovoljava
sledece aksiome:

Aksiome teorije Bulovih algebri

1. zv(yVvz)=(xVy)Vz Asocijativni zakon za disjunkciju.

2. zA(yNz)=(xAy) Az Asocijativni zakon za konjunkciju.

3. zVy=yVz Komutativni zakon za disjunkciju.

4. zANy=yAz Komutativni zakon za konjunkciju.
5. zA(yVz)=(xAy)V(xAz) Distributivni zakon za A prema V.

6. zV(yAz)=(xVy)A(zVz) Distributivni zakon za V prema A.

7. xV0==x Zakon neutralnog elementa za 0 i V.
8. zANl==x Zakon neutralnog elementa za 11 A.
9. zva' =1 Zakon komplementarne dopune za V.
0. zAZ' =0 Zakon komplementarne dopune za A.
1. 0#1 Razlicitost konstanti 0 i 1.

Operacije \/, A\, " algebre B nazivamo redom (bulovska) disjunkcija, konjun-
kcija i komplement. Re¢ ”bulovska” podrazumeva se i najcesée se izostavlja. U
slucaju dvoclane Bulove algebre 2, prefiks "bulovska” zamenjuje se sa reci ”is-
kazna”.

Bulovske operacije V i A ponekad se redom nazivaju i (bulovska) unija,
presek i komplement. Takode se umesto simbola V, A koriste redom simboli
operacija + i -. Na primer, 5. aksioma (Zakon distribucije) u ovoj notaciji
izgleda: z-(y+ 2) = (z-y) + (z - 2), ili jo§ jednostavnije, podrazumevajuéi
konvenciju o vezivanju operacija + i - i brisanju zagrada u aditivnoj notaciji,
x(y+2)=xy+zz

Ovakvo zapisivanje bulovskih termova nazivamo aditivnom notacijom.

S obzirom da aksiome 2, 4, 6, 10 nastaju iz aksioma 1, 3, 5, 7, 8 uzajamnom
zamenom mesta disjunkcije i konjunkcije i nule i jedinice, vidimo da za proizvolj-
an bulovski iskaz, tj. predikatsku formulu zapisanu u jeziku Bulovih algebri, vazi
sledece tvrdenje za teoriju T4 Bulovih algebri.

Teorema 2.1 (Princip dualnosti) Neka je o(V, A, ,0,1) proizvoljan bulovski
iskaz. Tada je p(V,N\,,0,1) teorema teorije Tpa akko je p(A,V,,1,0) teorema
teorije Tpa.

Ovo tvrdenje moze se strogo dokazati indukcijom po duzini dokaza u teoriji
Tpa. Nije tesko videti da ako je B = (B,\/,A,,0,1) Bulova algebra da je
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B* = (B,A,V,,1,0) takode Bulova algebra. Prethodno tvrdenje takode sledi
iz ¢injenice da je preslikavanje 6(z) = 2/, 6: B — B, izomorfizam ovih algebri,
tj.

0: (B’ Vﬂ/\? /7071) = (Bu /\a Va /u 170)

S obzirom na asocijativnost operacije V, mozemo pisati z V y V z umesto
(xVy)VezilizV(yV z). Slicno znacenje ima x Ay A z.

Primeri Bulovih algebri.
2.2 Iskazna algebra 2 i njen stepen 2".

2.3 Neka je X neprazan skup i P(X) = {Y: Y C X} partitivni skup skupa X
(skup svih podskupova skupa X). Tada je P(X) = (P(X),U,N, ¢, 0, X) Bulova
algebra. OvdejezaY C X, V¢ = X\Y, dok je interpretacija simbola konstante
0 jednaka (, simbola 1 je X. Ako je n > 0 prirodan broj i |X| = n, primetimo
da ova Bulova algebra ima 2™ elemenata. Takode, ako je X beskonacan skup,
tada je i P(X) beskonacan, pa je i algebra P(X) beskona¢na. Dakle postoje
beskona¢ne Bulove algebre.

2.4 Neka je X neprazan skup i Y C X. Karakteristicna funkcija skupa Y
je preslikavanje ky : X — 2 definisano na slede¢i nacin: ako je x € Y tada
ky(z) =1, dok je za z € Y°, ky(x) = 0. Neka je Bx skup svih karakteristi¢nih
funkcija podskupova skupa X, tj. Bx = {ky:Y € P(X)}. Tada je Bx =
(Bx,V,A,,0,1) Bulova algebra, gde je za Y, Z C X, ky Vkz = kyuz =
]fy + k;Z - kykz, k‘y A kZ = kYﬂZ = k‘yk‘z, kig/ =1- ]fy. Ovde su + i-
obicne aritmeticke funkcije sabiranja i mnozenja brojeva. Konstanta 0 = kg je
konstantna funkcija koja uzima samo vrednost 0, dok je 1 = kx konstantna
funkcija koja uzima samo vrednost 1. Dakle, (ky V kz)(z) = ky (z) + kz(x) —
ky (2)kz(z), (ky ANkz)(z) = ky (2)kz(z), L(x) =1,0(z) =0, x € X.

Sledeca teorema daje osnovne identitete koji vaze u Bulovim algebrama.
Naravno, oni su posledice aksioma teorije Bulovih algebri. Dovoljno je dokazati
samo neke od ovih identiteta, ostali slede s obzirom na Princip dualnosti.

Teorema 2.5 U svakoj Bulovoj algebri vaze sledeci identiteti.

1. Zakoni idempotencije. xNVr =z, TAx=2.

2. xzvl=1, 1vxe=1, xA0=0, 0Az=0.

3. Zakoni apsorpcije. xV (x ANy) =2z, xzA(zxVy)==x.

4. Jedinstvenost komplementa. Ako x Ay=0ixVy=1, taday =z’.
5 2=z, 0=1, 1'=0.

6. De Morganovi obrasci. (xVy) =az' ANy, (xAy) =2'"Vy'.

7. 2Ny =0 zAy=2z, zVy =1zVy=u.

Dokaz. 1. S obzirom na aksiome 8, 9, 6, 7, primenjujuéi ih tim redom, imamo

xVez=(zVz)Al=(xVa)A(zVa)=zV(cAz)=zV0=uz,
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odakle z V x = z. Prema Principu dualnosti sledi z A x = z.

Na slican nacin dokazujemo ostala tvrdenja. Naravno, u tim dokazima
mozemo koristiti ve¢ dokazana tvrdenja.

2. zVl=zV(zVva)=(zVva)vVa' =zVva =1

3. zV(@Ay)=@@Al)V@Ay)=zA(1lVy)=cxAl=ux.

4. Pretpostavimo x Ay =01z Vy=1. Tada:
y=yVo=yVv(zAa)=(yVaz)A(yVa)=(xVyA(yVva)=
INyVva)=(@xVva)A(yVva)=@' Ve)A(@' Vy)=2'V(zAy) =
' V0 =2 dakle y = 2'.

5. Nekaje X =2'iY =z. Tada X AY =01 X VY = 1. Tada, prema (4),
Y =X tj z=2a".

6. Nekaje X =zVyiY =2z’ Ay Tada:

XANY=(@VvyYA@Ary)=(@Az AyY)V(yArz' Ay')=0VvV0=0.
XVY=(@@vyVv@Ary)=(@@Vyva)A(zVvyVy)=1A1=1
Dakle, X A\Y =01 X AY =1, te prema (4), Y = X', tj. 2’ Ay = (xVy)'.

7. Pretpostavimo x Ay’ = 0. Tada, prema De Morganovom obrascu, ' V" =

0,tj. 2’ Vy=1. Otuda z A (' Vy) =z A1, odakle (z Ax')V (z Ay) =z, tj.

0V (xAy) =z, dakle x Ay = x.

Obrnuto, pretpostavimo x Ay = x. Tada, prema De Morganovom obrascu,

' Vy' = a', odakle prema distributivnom zakonu (z Az') V (z Ay') =z A2/ tj.

x Ay =0. O
Koriste¢i simbole + i - umesto V i A bulovski izrazi i dokazi postaju pre-

gledniji. Dakle, u razmatranju koje sledi, x + y i zy stoje redom umesto x Vy i

x Ay. Na primer, identitet x Va2’ = 1 postaje x + 2’ = 1. Zapis bulovskih izraza

pomocu + i - nazivamo aditivnom notacijom.

Definicija 2.6 Neka su ui,us,...,u, bulovski izrazi. Tada
n n
def def
\/uiéul\/ug\/...\/un, /\Uiéu:[/\UQ/\.../\un.

i=1 =1

U aditivnoj notaciji, jednakosti iz prethodne definicije izgledaju:

n n
Zui:ul—i—uQ—l—...—&—un, Hui:uluQ---un.
i=1 i=1
n
Umesto \/ u; pisac¢emo takode \/ u;, ili samo \/ u; ako su granice 1 i n jasne.
i=1 1<i<n i
Sli¢na notacija vazi za ostale operatore A, > i [].

Lema 2.7 U Bulovim algebrama vazi identitet ax + bx' + ab = ax + bx’.

Dokaz. ax + bx’ + ab = ax + bz’ + ab(x + ') = ax + b’ + abx + abx’ =
ax(l1+b)+bx'(1+a)=azr-14+bz'-1=azx+ bz O
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2.2 Bulovski termi i funkcije

Bulovski termi imaju kanonske reprezentacije iz koje slede mnoge klju¢ne teo-
reme o Bulovim algebrama. One odgovaraju teoremama o SDNF i SKNF kod
iskaznih formula u iskaznom racunu. U razmatranju koje sledi koristiemo no-
taciju +, - umest V, A.

Pod literalom promenljive x podrazumevamo bilo koji od izraza z, z’. Za
bulovski term t kazemo da je predstavljen u disjunktivnoj normalnoj formi, sto
krace zapisujemo DNF, ako je

t:Zui

iel
u; je konjunkcija literala nekih promenljivih xq, zs, ..., z,. Na primer, term
t=ay+yz+ay s + 2’y

predstavljen je u DNF.

Neka je B Bulova algebra i ¢t = t(x1,2,...,2,) bulovski izraz. Dalje,
neka su by, by,...,b, € B. Tada tB(by,bs,...,b,) oznacava vrednost terma
t u algberi B za vrednosti promenljivih 1 = by, 3 = ba, ..., T, = by,.
Umesto tB(by, bo,...,b,) éesto pisemo t(by, ba,...,by,), ako to kontekst dozvo-
ljava. Ako je a € 2", onda o = (1, Q9,...,Qy), a1,Q2,...,a, € {0,1} i tada
t(ay,as,. .., ap) krade zapisujemo sa t(«). Dakle,

ta) = tlay, s, ..., an) = t2(aq, 00, .., ap).

Na primer, ako je t(x,y,2) = v +yz’ i @ = (1,0,1), dakle « € 23, tada
ta) =#(1,0,1) =140 =1+0= 1.

Primetimo da je algebra 2 ugradena u teoriju Bulovih algebri u slede¢em smislu.
S obzirom da su simboli konstanata 0, 1 elementi jezika teorije Bulovih algebri,
t(a1,a,...,a,) je zapravo bulovski term. Indukcijom po sloZenosti terma nije
tesko dokazati da identitet t(ay, o, ..., ap) = B, gde je B = t2(a1, g, ..., ap),
sledi iz askioma teorije Bulovih algebri. Dakle nema kontradikcije u znacenju
zapisa t(a1,aq,...,a,), bez obzira $to moze da se ¢ita na dva nacina, jednom
kao vrednost algebarskog izraza t u Bulovoj algebri 2, drugi put samo kao alge-
barski izraz teorije Bulovih algebri.

U tvrdenju koje sledi koristi¢emo sledeéu konvenciju. Ako je ¢t bulovski term
i x promenljiva, tada je t(z/1) term dobijen iz ¢ zamenom u ¢ promenljive x
simbolom 1. Sliéno zna¢nje ima ¢(x/0). Radi preglednijeg zapisa, u dokazu
sledeceg tvrdjenja, t(x/1) i t(x/0) krac¢e éemo zapisivati kao t1 i to. Primetimo,
ako je x jedina promenljiva terma ¢, dakle ¢ = t(x), tada t; = ¢(1) i to = ¢(0).

Lema 2.8 Neka je t bulovski term i x promenljiva. Tada t = t1x + tox’.

Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po slozenosti terma, sl(t) (mo-
zemo uzeti, na primer, da je sl(¢) broj bulovskih operacija u t). Pretpostavimo
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induktivnu hipotezu da tvrdenje vazi za sve terme ¢ija je slozenost manja od
sl(t).
Neka je sl(t) = 0. Tada razlikujemo sledeée slucajeve:
1.t=0. Tadatgo=0it; =0, dakle tyx +tgr' =0-2+0-2' =0 ="+
2.t=1 Tadaty=1ity =1,dakle tjz +tgx' = v +2' =1=+t.
3.t=x. Tadaty=0it; =1,dakle tjz +tox' =1-2+0-2' =z =+¢.
4. t =y, y je promenljiva razlic¢ita od x. Tada tyo =y i t; = y, dakle

tix+tor' =y(x +2')=y="=.

Neka je sl(t) = n, n > 0. Tada imamo sledeée moguénosti:

1. t = u+v. Dakle sl(u) < n isl(v) < n, te prema induktivnoj hipotezi vazi
u=ux+upr v=wvx+vx.

Otuda,

t=uv = (wx+upz’) + (viz+vox') = (ur +v1)z+ (up +vo)x’ = t1x+tox’.
2. t = uv. Dakle sl(u) < nisl(v) < n, te prema induktivnoj hipotezi vazi

u=u1T + ugxr’ v =z + v9z’. Otuda,

t =uv = (uixtuer’)(viz+vex’) = uyzviz+u TV’ +uer’ Vi T+ Ua Vo =

UWIVIT + UugUox’ = tix + tox’.

3. t = u/. Dakle sl(u) < n, te prema induktivnoj hipotezi vazi u = ujx + upa’.
Otuda

t=u = (mz+ux’) = () +2')(uf + z) = vjz + ujz’ + ujug.
Prema Lemi 2.7 vazi v}z + uya’ + vjuf = ujx + uya', dakle

t =ujx + uha’ = tix + toa’. O

Neka je t bulovski term i 1, x2 dve razlicite promenljive. Tada ¢1; oznacava
term dobijen iz t najpre supstitucijom u t promenljive x; simbolom 1, zatim
zamenom u tako dobijenom izrazu promenljive x5 simbolom 1. Dakle, t1; =
t(x1/1)(z2/1). Sliéno znacenje imaju zapisi t19, to1, t10. Na primer, ako je
t = a1 + abas, tada je t1g = 1+ 0'wg = 1, too = 04 0'x3 = 23 i sliéno t1; = 1,
tor = 0. Primenom prethodnog tvrdjenja najpre po x; zatim po xo nalazimo:

t = tlxl —+ toxll = (t11$2 —+ tlox;)xl —+ (t()leQ —+ tool’é)$1
= tij1z1T2 + tloxlxé + tmxllxg + tool'/ll'IQ. (21)

Na primer, za t = x1 + xhxs prema (2.1) nalazimo
! !/ ! ! ! VA
t=1 2120+ 1 2125+ 0 2722 + 23 - T1Ty = T122 + T1Ty + T1THT3.
Definicija 2.9 ' =z, 20 =2/
efinicija 2. 2t=x, 2¥=2.

Prema ovoj definiciji vidimo da je 0° = 1, 0 =0, 1° = 0, 1! = 1. Dakle vazi
sledece tvrdenje

Stav 2.10 Neka su A\, € {0,1}. Tada M =1 ako i samo ako A = p.
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Identitet (2.1) ima sledeé¢u generalizaciju. Najpre prosirimo notaciju ty,,
Ap € {0,1}. Neka je o € 2" a = ajag---ap, n > 1. Ovde je zapravo
binarni vektor (a1, ag, -+, a,) zapisan kao binarni niz ayag - - - ;. Dalje, neka
su X1, X2, ...T, promenljive i ¢ bulovski term. Tada je

to = t(x1/ar)(xa/an) - (xn/an), (2.2)
tj. to je term dobijen iz ¢ supstitucijom promenljivih z1, 2o, ..., z, redom bi-
narnim ciframa oy, as, ..., a,.

Teorema 2.11 Neka je t bulovski term @ x1,xo,...,x, razlicite promenljive.
Tada
t= Z taxtag? - xl
age2n

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju promenljivih n. Tvrdenje je
dokazana za n = 1 u Lemi 2.8. Pretpostavimo induktivnu hipotezu, da tvrdenje

vazi za n—1. Dakle, prema induktivnoj hipotezi za promenljive z1,x2, ..., 2,1
imamo
Z tpaal? .. ~xﬁi‘11. (2.3)
BeQn—l

Primenom Leme 2.8 na term tg, 3 € 2"7', i promenljivu z,, dobijamo
tg = tp1xy + tgox), te prema (2.3) imamo

Eo= Y (ot tpor) ey el ol
pean—1
- Z tpray ' wy S ﬁw "y + Z tﬁoxﬁl T~ - 2”1135;
ﬂGQ” 1 [362" 1
= Ztm‘flmgz--~ . O
ac2n

Iz prethodne teoreme odmah sledi nekoliko vaznih posledica. Ako je t al-

gebarski izraza, podsetimo se da t(x1,xa,...,2,) znaéi da su promenljive koje
se javljaju u t neke od promenljivih x1,zo,...,2,. Ako su x1,%o,...,x, je-
dine promenljive koje se javljaju u ¢, tada kazemo da su z1,xs,...,x, tacno

promeljive terma t.

Teorema 2.12 Neka jet = t(x1,xa,...,x,) bulovski term, x1, 23, ..., %, tacno
promenljive terma t i I' = {a € 2": t(a) = 1}. Tada

t=Y aftag® . (2.4)

acl

Dokaz. S obzirom da su u t(«) = t, sve promenljive zamenjene simbolima 0
ili 1, to je to = 01li t, = 1. Prema teoremi 2.11 tvrdenje sledi. U



42 GLAVA 2. BULOVE ALGEBRE

Ako je u prethodnoj teoremi I' = (§, primetimo da je onda suma u (2.4)
prazna, pa je u tom slucaju ¢t = 0. Ako su x1,s,...,Z, taéno promenljive
terma ¢ il # (), tada jednakost (2.4) predstavlja savrsenu disjunktivnu normalnu
formu bulovskog terma ¢ koju krace obelezavamo sa SDNF. Primetimo da (2.4)
u svakom slucaju predstavlja DNF terma ¢ i da se u svakom disjunktu javlja
ta¢no jedan literal svake promenljive x;. Razlika od SDNF terma ¢ javlja se
samo u slucaju da niz promenljivih 21, zo, ..., x, sadrzi promenljive koje se ne
javljaju u t.

Prema principu dualnosti na slican nac¢in uvodi se savrsena konjunktivna
normalna forma terma t koju krace oznacavamo sa SKNF. U izvodenju SKNF
simboli V, A (odnosno + i -), i 0, 1 samo uzajamno zamene mesta. Dakle,
SKNF bulovskog terma t = t(x1,xa,...,x,) izgleda:

t= H ix?;, I'={a€2": t(a) = 0}. (2.5)

acl i=1

Primer 2.13.

Neka je u = xy + vy'z. Prema tablici za vrednosti
terma u u Bulovoj algebri 2 nalazimo

I' ={001,101,110,111}.

Dakle, SDNF terma u je

u=12vyz+zy'z+ 2y + 1Y2.

SKNF terma u je
u=(z+y+z)(z+y +2)(z+y +2) (2" +y+2),
" ={000,010,011,100}.

i il e e B e B an B an BN S
— = OO R M=OO|<
O MF~,O O O|N
=== 00000k O|c

Umesto x’ Gesto se koristi zapis Z. U ovom zapisu SDNF terma u izgleda:
U = TYz + Yz + TYZ + rY=2.
Ako uzmemo da je u(x,y, z,s) = xy + y'z, tada Teorema (2.11) daje:

U = TYzS-+ xYzs+ xYzs + rYzs + TYzS + xyYyzs + xYzs + xYyzSs
= (Zyz + zyz + 2yz + 2yz)(s + 5) = TYz + xyz + vyz + xyz
0

Sledeéa teorema daje jednostavan postupak za proveru bulovskih identiteta.
Postupa je slican onom za proveru tautologi¢nosti iskaznih formula.

Teorema 2.14 Neka je bulovski identitet w = v tac¢an u dvoclanoj Bulovoj
algebri 2. Tada u = v vaZi u svakoj Bulovoj algebri.

Dokaz Neka su u i v bulovski termi i x1,xs,...,x, lista promenljivih koje se
javljaju u nekom od izraza u, v. Dakle mozemo uzeti da je u = u(x1, 22, ..., Ty)
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i v=uv(x,22,...,2,). Prema pretpostavci za sve a € 2" vazi u?(a) = v2(a).
Neka su za
F,={ae2":ula)=1}, T,={aec2": v(a)=1}
Tada prema teoremi 2.12, DNF za u i v glase:
u = Zx?1x32... ?:"7 v = Zz?lxgz...
acly, acl’y,

Dokazujemo da je I'y, = I',. Pretpostavimo suprotno, da je I', # I',. Tada,
r,\I, # 0ili T,\I'y, # 0, pa mozemo uzeti, na primer, I',\I', # 0. Neka je
B €T, \I'y. S obzirom da je B €Ty, B]*B52--- B2 je ¢lan disjunkcije

= > Bes B

acl’y,

Prema stavu 2.10 imamo 37" 857 - - 8 = 1, dakle Y wer, Bi By By =1,

pa u(8) = L.
S druge strane, 8 € I',, pa u 87052 -89 za o € T'ineki 1 < i < n,
a; # B;. Dakle ;" = 0. Otuda Sy 552 --- B2 = 0, odakle sledi

(B)= > Brgse- By => 0=0,
acl’y, aely,

tj. w(B) # v(B), suprotno pretpostavci da u = v vazi u Bulovoj algebri 2. Dakle,
zaista I, = I, pa u svakoj Bulovoj algebri vazi

— a1 02 Dt — aq 02 —
u = E T T+ " E T L™+ = .

ael'y acl’y,
O
Primer. Dokazacemo identitet (2.5), teoremu o savrsenoj konjunktivnoj nor-
malnoj formi za term ¢t = t(x1, 29, ..., x,) primenom prethodne teoreme. Neka

jeTkao u (2.5) i u = [[er Doiny acf/ Proverimo da identitet ¢ = u vazi u
algebri 2. Neka je 8 € 2™ bilo koji i neka je t(8) = 0. Pretpostavimo da je

u(ﬁ):]._[aerzz;lﬁ’?i = ,
S obzirom da je 3 € T, to je >, Bfl = 1, odakle primenom De Morganovog
obrasca ﬂflﬁgz ---f8» = 0, kontradikcija. Dakle t(3) = 0 = u(B) = 0.
Dokazimo implikaciju u suprotnom smeru. Pretpostavimo u(8) = 0. Tada
za neki o € I' imamo Y ., ﬁia; = 0, dakle 8352 --- 2 = 1, odakle 8 = «
pa B €T, tj. t(8) = 0. Prema tome t(5) = 0 ako i samo ako u(8) = 0, pa i
t(8) =1 ako i samo ako u(f) = 1. Dakle, t = u vazi u algebri 2. O

Neka je t = t(x1,,...,2,) bulovski term i £: 2% — 2 preslikavanje defi-
nisano pomoéu (o) = t(c), o € 2". Na primer, ako je t(z,y,2) = xy + ¥z,
tada je tablicom u primeru 2.13 data tablica vrednosti funkcije . Za funkciju
f: 2" — 2 kazemo da je bulovska ako postoji bulovski term ¢ tako da je f = i.
Sledeée tvrdenje koje ima jednostavan dokaz, od fundamentalnog je znacaja za
arhitekturu i dizajn binarnih ra¢unara.
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Teorema 2.15 Za svaku binarnu funkciju f: 2™ — 2 postoji bulovski term t
tako da je f =1t.
Dokaz. Neka jeI' = {a € 2": f(a) = 1} i ¢ = in”acg‘z cexpn. Tada je

n
a€el

f=t. a

Kod binarnih racunara sva izrac¢unavanja vrse se nad konacnim nizovima
nula i jedinica odredene duzine. Brojevi su predstavljeni u binarnom sistemu,
pa se ove njihove binarne reprezentacije mogu smatrati bulovskim vektorima.
Ako rac¢unar izracunava neku funkciju F': 2™ — 2" na primer neku aritmeticku
operaciju nad brojevima, tada je F' = (f1, fa,. .., fm) gde su f;: 2" — 2 binar-
ne, dakle prema prethodnoj teoremi bulovske funkcije. Otuda teorija Bulovih
algebri predstavlja moéno i osnovno sredstvo u dizajnu i analizi logickih kola
savremenih digitalnih racunara.

Neka je B Bulova algebra i X C B. Kazemo da je B generisana skupom X,
Sto zapisujemo B = (X)), ako je

B =1{t(g1,92,---,92): n € Nt g1,92,...,9, € X, tjebulovski term}

Ako je X konac¢an skup, na primer X = {¢1,92,...,9n}, tada kazemo da je B
kona¢no-generisana i pisemo B = (g1,¢2,...,9,). U tom slu¢aju vidimo da za
svaki b € B postoji term ¢ tako da je b =t(g1,92,.--,9n)-

Primer 2.16 1. Ako je X kona¢an skup, tada je P(X) = (P(X),U,Nn,0, X)
generisana jednocanim podskupovima {a}, a € X, s obzirom da je svaki Y C X
kona¢na unija jednoclani skupova.
2. Ako je B=2",n > 2, tada B = (e1,e2,...,€,), gde je

e; = 100...00, e = 010...00, ..., e, =000...01.

s obzirom da je svaki b € B kona¢na disjunkcija elemenata eq,es,...,e,. Na
primer,
110101011 = €1 + €9 + €4 + €g + €g + €g.

Teorema 2.17 Neka je B Bulova algebra i B = (g1,92,...,9n). Tada vazi
|B| < 22",

Dokaz Prema pretpostavci, za svaki b € B postoji bulovski term ¢ tako da je
b=1t(g91,92,--.,9n). Prema Teoremi 2.12 o SDNF, postoji I C 2™ tako da je

b=1t(g1, g2, gn) = D _ 951957 -+ gor.
acl’

Dakle, elemenata b € B ima najvise koliko i podskupova I' skupa 2™. S obzirom
da podskupova skupa 2" ima 22", to je |B| < 22" O
Dakle, svaka kona¢no generisana Bulova algebra je konacna i svaka beskona¢na
Bulova algebra nije kona¢no generisana.
Pojam konaé¢no generisane Bulove algebre i teorema 2.12 omogucéavaju detalj-
niju analizu strukture kona¢nih Bulovih algebri.
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Teorema 2.18 Neka je B konacéna Bulova algebra i |B| = n, n > 2. Tada
postoji prirodan broj k tako da je n = 2F.

Dokaz. Neka je B = {b1,bs,...,b,}. Tada je ocigledno B = (by,bo,...,b,)
Na primer, za term t; = x; i t; = t;(x1,22,...,2Ty) vazi b; = t;(by,ba,...,by)
dakle B = {t(b1,ba,...,byn): t(x1,2a,...,2,) jebulovskiterm}.

Neka je uq = b]'b032 - b0, o € 2™, i neka je S = {uy: uq # 0, € 2"} i
k = |S|. Primetimo da je uqug = 0 ako o # § i da je uquaq = uq. S obzirom
da za svaki b € B postoji term ¢ tako da je b = t(by,ba,...,by,), prema teoremi
2.12 postoji X C S tako da je

b= brbT - bor = .

acX aeX

I

Dokazujemo da je izabrani skup X jedinstven, tj. ako je b= .y ua, Y C S,
tada X =Y.

Pretpostavimo da je X # Y, dakle Y\ X # 0 ili X\Y # 0, recimo Y\ X # 0.
Neka je § € 2" takav da je ug € Y\X. Tada bug = ) oy UalUp = ug jer se ug
javlja u }° cy uq. S druge strane takode imamo bug = ) x uaug = 0 jer se
ug ne pojavljuje u ) v uq, Sto je kontradikcija jer je ug # 0. Dakle X =Y.

Dakle preslikavanje 6: P(S) — B definisano pomocu 0(X) = > cx Ua,
X € P(S), je bijekcija izmedu P(X) i B (konstantu 0 predstavi¢éemo praznom
sumom). Otuda |B| = |P(S)| = 2*. O

Pazljivijom analizom prethodnog dokaza vidi se da vazi
OXUY)=0(X)+0(Y), 6(XNY)=0(X)-0(Y),

tj. Bulove algebre B i P(S) su izomorfne. Dakle, sa algebarskog stanovista, one
su iste. Specijalno, algebra 2* izomorfna je P(S).

2.3 Bulovo uredenje

U proizvoljnoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,”,0,1) uvodi se parcijalno uredenje
na prirodan nac¢in. Ono je saglasno sa operacijama algebre B i daje drugi pogled
i detaljniji uvid u njenu strukturu. Bulovo uredenje uvodimo na slede¢i nacin.

Teorema 2.19 Neka je binarna relacija < nad domenom B Bulove algebre B
definisana sledecom ekvivalencijom:

r<ysr=uxy, xy€EB. (2.6)

Tada vaZi:
1. (B, <) je parcijalno ureden skup.
2. Uredenje < saglasno je sa operacijama algebre B, tj.

r<y=zz<yz, r<y=zr+z<y-+z, z,y,z € B.

3. Za x,y € B sledeci uslovi su ekvivlentnai:
a.z<y, b.y=z+y, c.zy =0.
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Dokaz. 1. Podsetimo se da je relacija < domena B parcijalno uredenje ako
i samo ako je ona refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Dakle dokazujemo
ove osobine relacije <. Neka su x,y,z € B. Tada

Refleksivnost: * < x s obzirom da je z = x - x.

Antisimetricnost: Neka je x <y iy <z. Tadaxz =2y iy =yzx, dakle x = y.
Tranzitivnost: Pretpostavimo ¢ < y iy < z. Tada z = xy i y = yz, dakle
x=axy =x(yz) = (xy)z = xz, tj. < 2.

2. Neka je x < y, tj. © = zy. Tada zz = (2y)z = zyz = (v2)(yz). Dakle
xz < yz. Dalje, koristeéi distributivni zakon za V prema A, imamo

(+2)(y+2)=ay+z=x+ 2z,
dakle z + 2z <y + 2.

3. Pretpostavimo z < y, tj. = a2y, odakle x+y = zy+y = (z+1)y =1y =y,
pay =z +y. Dakle (a) = (b).

Pretpostavimo y = x +y. Tada0=yy' = (x4 y)y = ay' +yy = a2y’ +0 =
zy', tj. 2y’ = 0. Ovim smo dokazali (b) = (c).

Pretpostavimo zy’ = 0. Tada, primenom De Morganovog obrasca, ' +y = 1,
odakle (' + y)x =12, tj. x = 22’ + 2y = 0+ 2y = 2y, pa x < y. Ovim smo
dokazali (c) = (a). O

Uredenje Bulove algebre uvedeno prethodnom teoremom nazivamo Bulovim
uredenjem. S obzirom da 0 -1 = 0, vidimo da je 0 < 1. Kao §to je uobicajeno,
x < y oznacava da je x <y ix #y. Dakle 0 < 1.

Haseov Dijagram (prema nemackom matemati¢aru Helmutu Hasse-u) je
matematicki dijagram - crtez koji se koristi za predstavljanje nekog konacnog
parcijalno uredenog skupa (X, <). Na crtezu su elementi domena X predstavlj-
eni obelezenim tackama - temenima, dok su segmentima povezani tacno susedni
elementi uredenja. Za a,b € X kazemo da su susedni ako su uporedivi i izmedu
a i b nema drugih elemenata iz X, tj. ako pretpostavimo da je a < b tada iz
a <z <bslediz=aili x =b,1islicno ako je b < a. Na crtezu je manji element
predstavljen ispod svog veteg suseda. Segment moze seé¢i drugi segment, ali
nije dozvoljeno da prolaze kroz druga temena osim kroz dva susedna temena
koja povezuje. Haseov dijagram sa temenima oznac¢enim elementima domena X
jedinstveno odreduje uredenje (X, <).

Na prilozenom crtezu dati su Haseovi dijagrami Bulovih uredenja Bulovih
algebri koje redom imaju 4, 8, 16 i 32 elementa. Primeé¢ujemo da su Haseovi di-
jagrami Bulovih algebri sa jednakim brojem elemenata nad razli¢itim domenima
isti, osim Sto temena nose druge oznake. To je posledica ¢injenice da su konacne
Bulove algebre sa istim brojem elemenata izomorfne.

Bulovo uredenje i bulovske operacije date Bulove algebre povezani su na jos$
jedan nacin. U toj vezi glavno mesto ima pojam supremuma i infimuma nekog
podskupa parcijalno uredenog skupa.

Neka je A = (A, <) parcijalno ureden skup i X C A. Supremum skupa X
definiSemo kao najmanju gornju granica skupa X. Dakle supremum skupa X je
element p € A koji ima slede¢a dva svojstva:

VeeX)x<p, (VzeAz<y =>p<y yeA (2.7)
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Ne mora uvek da postoji supremum skupa X. Ako postoji, onda je on jedinstven
i tada za supremum skupa X koristimo oznaku sup X.
Na dualan na¢in uvodi se pojam infimuma skupa X. Dakle, infimum skupa
X je najveta donja granica skupa X, tj. to je element ¢ koji ima sledece dve
osobine:
VeeX)g<z, (VxeAy<z)=y<gq yeA. (2.8)

Slicna primedba vazi i za infimum, ne mora postojati za dati podskup X, ali
ako postoji tada infimum skupa X oznacavamo sa inf X.

Parcijalno ureden skup A = (A, <) je mreza ukoliko svaki dvoclan podskup
{a,b} podskup skupa A ima supremum i infimum.

Teorema 2.20 Neka je B = (B,V,A,,0,1) Bulova algebra i (B,<) odgo-
varajuée Bulovo uredenje, uvedeno pomoéu 2.6. Tada je (B,<) mreia i za
elemente a,b € B vaZi:

aVb=sup{a,b}, aAb=inf{a,b}. (2.9)
Dokaz. Za elemente a, b dokazujemo da vazi 2.7. S obzirom da je a,b < a V b,
to je a V b gornja granica skupa {a, b}. Dalje, neka je a,b <y. Tadaa=a Ay i
b =b Ay, odakle sledi

aVb=(aAy)V(bAy)=(aVb) Ay,

dakle a Vb < y. Ovim smo dokazali da je a V b zaista najmanja gornja granica

skupa {a,b}.
Na slican nacin, ili prema principu dualnosti, dokazuje se da je a A b najveca
donja granica skupa {a, b}, tj. vazi a A b = inf{a, b}. O

Iz prilozenog crteza za Bulovu algebru sa osam elementa, prvi dijagram,
vidim da je sup{a,c} =a Ve ="V, dok je inf{a,c} =aAc=0.

2.4 Zadaci

Zadatak 2.4.1 Dokazati da su algebre u primerima 2.2 — 2.3 Bulove algebre.

Zadatak 2.4.2 a. Neka je B = {1,2,3,5,6,10,15,30}, = Vy = NZS(z,y),
x Ay =NZD(x,y) iz’ =30/x, x,y € B. Dokazati da je (B, V,A,,1,30) Bulova
algebra.

b. Neka je p1,p2,...,pn niz razlic¢itih prostih brojeva, n > 2, m = p1ps---pn i
B = {d: d|m}. Dokazati da je (B,V,A,’,1,m) Bulova algebra uz iste operacije
kao pod (a).

Zadatak 2.4.3 Skup Y C X je kokonacan podskup skupa X ako je X¢ =Y\ X
konacan skup. Neka je N skup prirodnh brojeva i

B={X CN: X jekonactan} U{X C N: X je kokonacan}.
. Dokazati da je B = (B,U,N, ¢, 0, N) Bulova algebra.
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Zadatak 2.4.4 Dokazati da u Bulovim algebrama vazi:
a. (zANyY)VyAr2)V(EzAz)=(@Vy A(yVz) A(zVe).
b. Ako y=2a' tada x =1/

c. ==y akoisamo ako (x Ay")V (z' Ay)=0.

Zadatak 2.4.5" Dokazati da su asocijativni zakoni za V i A posledice ostalih
aksioma teorije Bulovih algebri.

Zadatak 2.4.6 Dokazati da je t(z1/1)(x2/1) = t(x2/1)(z1/1)

Zadatak 2.4.7 Neka je t, definisano jednakoséu (2.2). Dokazati da je t, = 0,
ili t,, =1, ili je t, term koji ne sadrzi simbole 01 1.

Zadatak 2.4.8 a. Neka je B Bulova algebra iz primera 2.4.3. Dokazati da je
B generisana jednoclanim podskupovima od N, ali nije kona¢no-generisana.

b. Neka je X beskonacan skup. Dokazati da P(X) nije nije kona¢no generi-
sana, nije generisana jednoc¢lanim podskupovima, niti je generisana kona¢nim
podskupovima od X.

Zadatak 2.4.9 Neka je n > 1. Dokazati da je Z xitag? gt = 1.

n
ag2n

Zadatak 2.4.10 Odrediti broj razli¢itih Bulovih uredenja na skupu koji ima 4
elementa. (R.: 12)

Zadatak 2.4.11 Navesti primer parcijalnog uredenja koji nije mreza i primer
mreze koja nije Bulova algebra.



