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1. Polja

Teorija polja predstavlja osnovu za teoriju algebarskih jednac¢ina. Ispitivanje resivo-
sti neke algebraske jednacine pretpostavlja polje nad kojim se ta jednacina izucava.
Na primer, za algebarsku jednacinu 2 — 2 +1 = 0 ne mozemo reéi nista odredeno o
njenoj resivosti dok ne izaberemo osnovno polje nad kojim je ta jednacina postav-
ljena. U polju realnih brojeva ova jednac¢ina nema resenja, dok u polju kompleksnih
brojeva ima resenja. Otuda se teorija algebarskih jedna¢ina svodi na izucavanje
algebarskih polja. Glavno mesto u tome ima teorija Galua.

1.1 Definicija i osnovna svojstva polja

Polje je algebarska struktura u kojoj se mogu izvoditi osnovne racionalne opera-
cije: sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje. U aksiomatskoj formulaciji, pored
simbola konstanata 0,1 ucestvuju jedino simboli operacija sabiranja i mnozenja,
dakle jezik teorije polja je L = {+,-,0,1}. Ostale operacije su izvedene, tj. mogu
se definisati u okviru ove teorije.

1.1.1  Definicija Algebarsko polje je svaka algebra vida F = (F,+,-,0,1) gde
su (F,+,0) i (F\{0},-,1) Abelove grupe, F zadovoljava distributivni zakon i 0 # 1.

Dakle, svako polje F zadovoljava slede¢e aksiome:

1. 24+ (y+2)=(+y) += asocijativnost sabiranja
2. zHy=y+« komutativnost sabiranja
3. z4+0==x neutralni element sabiranja
4. Fy(zr+y=0) suprotni element
5. z-(y-2)=(z-y) 2 asocijativnost mnozenja
6. z-y=y-x komutativnost mnozenja
7. l-xz==x neutralni element mnozenja
9. z#£0— Fylz-y=1) inverzni element
8. z-(y+2)=(x-y)+ (z-2) distributivnost
10. 0#1 netrivijalnost polja
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Primetimo da su aksiome polja zapravo univerzalna zatvorenja navedenih for-
mula. Ovaj potpuni oblik aksioma dobija se vezivanjem slobodnih promenljivih u
formuli stavljajuéi univerzalni kvantor ispred formule, Na primer, potpuni oblici
Druge i Cetvrte aksiome redom glase VaVy(z +y = y + ), VaIy(z +y = 0).
Univerzalni kvantori se u ovakvim situacijama (na pocetku predikatskih formula)
dogovorno mogu izostaviti radi jednostavnije notacije, ali se ipak podrazumevaju.

1.1.2 Tvrdenje U polju F vazi:
a. Vzdiy(z +y=0), b.Vz(z#0=Fiy(z-y=1)).

Dokazimo, na primer, tvrdenje (a): Neka su y, 3’ takvida je z+y = 0, 2+y" = 0.
Tada, prema aksiomama polja, vazi slede¢i niz jednakosti:

Y+@+y) =y +0, W +2)+y=y, @+y)+y=y, 0+ty=y,y=y,
¢ime je tvrdenje (a) dokazano. Svojstvo (b) se dokazuje na slican nacin. 0O

Dakle, za svaki x € F postoji ta¢no jedan y € F tako da je z +y = 0 i ako
je © # 0 tacno jedno z tako da je z -z = 1. Otuda u F mozemo uvesti dve nove
operacije pomocu slede¢ih definicionih aksiomas:

a. y=-2z<2+y=0, b. 2#£0=(y=2"tez-y=1).

Za ovako uvedene opecije u polju F vazi: 2 + (—2) =0, 2 #0 =2 -7 = 1.
Obiéno se uzima da je 0~! nedefinasana vrednost, ali po potrebi moze se uzeti za
0~! bilo koja vrednost iz F, na primer 0~ = 0. Aksiome polja i dalje vrede!

1.1.3 Tvrdenje UpoljuF vazi: a. 2-0=0=0-2, b. (-1)-z=—-x
c. v-y=0=(x=0vy=0).

Dokazimo, na primer, tvrdenje (a): a-0=a-(0+0) =a-0+ a-0, odakle je
a-0=0. O
Ako su a,b € F ib# 0, definisemo a/b = a-b~!. U tom slucaju za c,d € F,
d # 0, vazi:
a n c _ad+be
b d  bd

Multiplikativnu grupu (F\{0},-,1) polja F obelezavamo pomoéu F*. Dakle,
F* = (F* 1), gde F* = F\{0}.

U polju F definisemo stepenu funkciju ™, n € N na sledeéi nacin: z° = 1,
2"t = " . 2. Ako je a negativan ceo broj, tj. @ = —n, n € NT, i ako je
x # 0, onda uzimamo da je 2* = (z~!1)*. Tada u F vaZe uobicajeni identiteti:
a. ™t = g™ . g (a™)" = 2™ x € F, myn € N, b. 2™t = g™ . g"
(@™ =a™ ze F*,mneZ, c (x+y)"=>., (T;):L"y"*', ne€N.

1.2 Primeri polja

Sledeéa polja su glavni primeri ovih algebraskih struktura:

a. Q=(Q,+,-,0,1), polje racionalnih brojeva.

b. R=(R,+,-0,1), polje realnih brojeva.

c. C=(C,+,-,0,1), polje kompleksnih brojeva.

d. Z, = (Zy,+p,p,0,1), polje ostataka po prostom modulu p.
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Pretpostavljamo da je ¢italac upoznat sa konstrukcijom polja Q,R i C i doka-
zima da dobijene algebre zaista jesu polja. Razmotrimo poslednji primer. U ovom
primeru +, i -, su redom operacije sabiranja i mnozenja po prostom modulu p.
Na primer, 2 +54 = 1, 254 = 3. Podsetimo se da je = 4+, y = rest(z +, y,p),
x -py =rest(zy, p), gde je pp(x) = rest(z, n) funkcija ostatka:

r=rest(z,n) & IgeZ(x=gn+rA0<r<n), z€ZneN".

Primetimo da je rest(z,n) € Z,, n € N, gde je Z, = {0,1,... ,n — 1}
skup ostataka po modulu n. Za svako fiksno n € N1, preslikavnje rest(z,n) je
homomorfizam iz prstena celih brojeva Z na prsten Z, ostataka po modulu n, tj.
pn 2 — Z,, gde p,:x — rest(z,n),x € Z.

1.2.1 Teorema Neka je p prost broj. Tada je Z, polje.

Dokaz S obzirom da je Z = (Z,+,-,0,1) je komutativan prsten sa jedinicom i
Pp: 2 = Zy, tj. Zy je homomorfna slika prstena Z, to je Z, takodje komutativan
prsten sa jedinicom. Dalje, neka je a € Z;. Tada (a,p) = 1, te prema Bezuovoj
teoremi postoje x,y € Z takvi da je ax + py = 1. Otuda pp(az + py) = pp(1), tj.
a-p pp(x) =1, odakle sledi da je p,(z) =a "t uZ, UZ,vazi 0# ljerjep>2. O
1.2.2  Primer  Polje od éetiri elementa.

Neka je F' = {0,1,a,b} i neka su operacije + i - nad domenom F' definisane tablicama:

+ ] 0 1 a b . l 1 a b
0 0 1 a b 1{1 a b
1 1 0 b a al a b 1
a a b 0 1 bt b 1 a
b b a 1 0
Direktnom proveroma aksioma utvrdujemo da je F = (F,+,-,0,1) zaista polje.

Primetimo da u F vazi 2 -z = 0. Takode, jednacina 2 +  + 1 = 0 ovde ima reSenja
a,b, dakle 22 + 2+ 1 = (z — a)(z — b). Najzad, primetimo da je Z, C F.

Slededih nekoliko tvrdenja predstavljaju primenu teorije konaénih polja u ele-
mentarnoj teoriji brojeva.

1.2.3 Teorema  Neka je F polje i neka je G konac¢na podgrupa grupe F*.
Tada je G ciklicna grupa.

Dokaz Podsetimo se sledeteg tvrdenja: ako su C,,, C, cikline grupe redom
redova m, nim,n € NT suuzajamno prosti, onda C,, xC,, = C,,,,. Ovde koristimo
slede¢u varijantu ovog tvrdenja, i to za slucaj unutrasnjeg proizvoda podgrupa kod
komutativnih grupa:

(1) Ako je G = (G.-,1) konacna Abelova grupa i H, K < G su cikli¢ne podgrupe
uzajamno prostih redova, onda je podgrupa HK < G cikli¢na.
Prema teoremi o razlaganju kona¢no-generisanih Abelovih grupa, G je unu-

tragnji proizvod ciklicnih grupa. Ako u tom razlaganju sve ciklicne podgrupe u
parovima imaju uzajamno proste redove, onda uzastopnom primenom tvrdenja (1)
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nalazimo da je G ciklicna. Otuda, ako G nije cikli¢na, onda u tom razlaganju
postoje dve cikliéne podgrupe, neka su to H, K < G, koje nisu uzajamno prostih
redova. Dakle postoji prost broj p takav da p|m,n, gde je m = redH i n = redK.
Prema Kosijevoj lemi, postoje a € H i b € K takvi da je red(a) = p = red(b). Tada
sul,a,a?,...,a? 1 b,0%, ... ,b° ! razlicita resenja algebarske jednacine ¥ —1 =0
nad poljem Z,, dakle polinom z? — 1 ima 1+ 2(p — 1) > p razli¢itih korena. To je
kontradikcija ¢injenici da polinom stepena p > 0 nad nekim poljem ima najvise p
razli¢itih korena. Dakle G je cikli¢na grupa. O

1.2.4  Posledica Neka je p prost broj. Tada Z; = C,_;. O

1.2.5 Teorema (Mala Fermaova teorema). Neka je p prost broj i neka je
a € Z, (a,n)=1. Tada a?~' = 1 mod p.

Dokaz Prema Langranzeovoj teoremi za podgrupe, i kako je red(Z}) = p — 1, za
x#0uZ;, dakleiu Z, vazi 2*~' = 1. S obzirom da je (a,p) = 1, to & = p,(a) # 0,
prema tome 2P~ =1 u Z,, gde je p, funkcija ostatka po modulu p. S obzirom da
je pp:Z — Z,, imamo jednakosti p,(1) =1 = 2P~ = p,(a)?P~! = p,(aP™1), odakle
pp(1) = py(aP™1), tj. Pt = 1modp. O

1.2.6 Posledica Neka je p prost broj i a ceo broj. Tada a? = amod p.

Koristedi ideje kao u dokazu prethodne teoreme i algebarska svojstva funkcije
ostatka, na slican nacin se moze dokazati ova Guventa teorema elementarne teorije
brojeva.

1.2.7 Teorema (Vilsonova teorema). Neka je p prost broj. Tada vazi sledeéa
kongruencijska jednakost: (p — 1)! = —1mod p.

Dokaz Kako smo videli u prethodnom dokazu, u Z, vazi identitet 2#~' = 1 za
z€{1,2,...,p—1}. Dakle, 1,2,... ,p—1 su (medusobno razli¢iti) koreni polinoma
2P~1 — 1. Kako je ovaj polinom stepena p — 1 i pobrojanih korena takode ima p—1,
to onda u Z, vazi sledeéa faktorizacija:

2 —1l=(@-x—-2)...-(x—(p—1)).

S obzirom da je p = 0 u Z,, dodeljujuéi vrednost p promenljivoj = u navedenom
identitetu, dobijamo da u Z, vazi:

(p_l)p(P—Q)pplz—l

Otuda p,((p—1)-(p—2)-...-1) = p(—1), odakle sledi Vilsonova teorema. 0

U sledetem primeru pokazuje se kako se mogu primeniti Mala Fermaova teo-
rema i Vilsonova teorema u resavanju kvadratne jednacine z? + 1 = 0 u polju Z,,
odnosno kongruencijeske jednac¢ine > = —1 mod p. Dokaz istovremeno daje resenje
ove jednacine u slucaju kada ono postoji.

1.2.8 Primer Neka je p > 2 prost broj. Tada jednacina z 4+ 1 = 0 ima redenje u
Z, akkop € 4N + 1.
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ResSenje. S obzirom da je p neparan prost broj, to onda postoji £k € N takav da je
p =4k + 1 ili p = 4k + 3. Neka je m = (p — 1)/2. Sledeéi racun izvodi se u Zy, tj. + 1 -
odnose se na operacije sabiranja i mnozenja po modulu p.
1°. Pretpostavimo da je p = 4k + 1. Dakle m je paran i Prema Vilsonovoj teoremi vazi
1) 1-2-...-(m—=1mm+1)(m+2)-...-(p—1)=—1.

Kako je p = 0 u Z,, otigledno m+i+1 = —(m—1),:=0,1,... ,m—1. Otuda, prema
(1), nalazimo da je —1 = (p — 1)! = (—=1)"(m!)? = (m!)?, tj. (m!)? je redenje jednacine
224+ 1=0u Z,. Prema tome z? + 1 = 0 ima reSenje u Z, za p=1mod 4.
29, Pretpostavimo da je p = 4k + 3. Dakle m je neparan. Pretpostavimo da je b € Z,
koren polinoma z? + 1, tj. da je b* = —1. Otuda i prema Maloj Fermaovoj teoremi sledi
1=0""1=0? = (-1)" = —1, tj. 1 = —1, &to je kontradikcija pretpostavci da je p > 2.
Prema tome jednacina 22 + 1 = 0 nema resenje u Z, za p=3mod 4.

1.3 Karakteristika polja

Prva i najjednostavnija klasifikacija polja je prema njihovoj karakteristici. U tom
pogledu razlikova¢emo polja konacne i polja beskonaé¢ne karakteristike. U uvodenju
ovog pojma koristéemo ¢injenicu da je svako polje F = (F, 4+, r,0p, 1) modul
nad prstenom celih brojeva Z (F je Z-modul). Drugim re¢ima, moze se uvesti
spoljasnja operacija mnozenja izmedu celih brojeva i elemenata polja F: ako je
ne€ NVtizeF,definisemon-z=z+z+...+z (nsabiraka), (—n)-z = —p(n-2),
0-x = 0p. Dakle, vrednosti ove spoljasnje operacije leze u polju F. Tada za
m,n € Z ixz,y € F ustrukturi ((F,+r,0r),Z,-) vaze sledeée jednakosti:

m(z+rpy)=(m-z)+r(m-y), (m+n)-z=(m-z)+r(n- ),

(mn)x=m-(n-z), 1-2=ua

Primetiom da u ovoj definiciji i navedenim identitetima uéestvuju dve ope-
racije sabiranja (u Z i F) i tri operacije mnozenja (u Z, F i uvedena operacija
spoljasnjeg mnozenja). Mada su to razli¢ite operacije, radi jednostavnije notacije
u svim slucajevima koriste se iste oznake. Tako, umesto x +p y pisaéemo = + ¥,
umesto m - x pisaéemo mx, i kontekst ¢e odredivati na koju se operaciju odnosi
simbol +, odnosno - u izabranom algebarskom izrazu.

1.3.1 Definicija  Polje F je beskonacne karakteristike ako za svaki pozitivan
prirodan broj n i sve x € F* vazin-x = 0. Polje F je konacne karakteristike ako
ono nije beskonac¢ne karakteristike.

1.3.2 Primer 1° Brojevna polja Q, R i C su beskonaéne karakteristike. Za polje
F beskonacne karakteristike takode kazemo da je F karakteristike O i tada pisemo kF = 0.
29, Polje Z, ostataka po prostom modulu p je polje konacne karakteristike, s obzirom da
unjemu vazi p-x =0, z € Z,,.

Neka je F polje konacne karakteristike. Dakle skup

S={neN7| \/ n-x =0}

xzEc F*
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je neprazan. Prema Principu najmanjeg broja za prirodne brojeve, S sadrzi naj-
manji prirodan broj, neka je to p. Dakle za neki a € F*, p-a = 0. Ocigledno p > 1.
Dokaza¢emo da je p prost broj. Pretpostavimo suprotno, da je p = km, 1 < k,m,
k,m € N. Otuda (km)-a =0, tj. (k-1z)(m-a) = 0, odakle sledi k-1 = 0 ili
m - a = 0, suprotno izboru broja p. Dakle, p je prost broj. Ovaj broj nazivamo
karakteristikom polja F 1 piSemo kF = p.

Prema prethodnom, svakom polju F dodeljena je karkteristika kF i kF € N.
Ako je kF = 0 onda je F karakteristike 0 (beskonacne karakteristike). Ako je kF > 0
onda je kKF prost broj i tada kazemo da je F proste karakteristike. Prema tome,
polje Z, je proste karakeristike p. Ako je F proste karaketristike p, onda za sve
x € F vazi p-x = 0. Zaista, pretpostavimo kF = p. Tada za nekia € F*, p-a = 0,
odakle je (p-a)-(a™'z) =0, tep-x =0.

1.3.3 Teorema 1°. PoljeF je karakteristike 0 akko F sadrzi izomorfnu kopiju
polja racionalnih brojeva Q.

29, Polje F je proste karakteristike p akko F sadrzi izomorfnu kopiju polja Z,.

Dokaz 1°. Neka je kF polje karakteristike 0 i neka je h:Q — F definisano sa
him/n)=(m-1g) p(n-1p)"', me Z,ne N*. Tada h : QﬁF, dakle hQ CF i
hQ = Q. Prema tome F zaista sadrzi izomorfnu kopiju polja racionalnih brojeva,
to je hQ.

2°. Neka je F proste karakteristike p i neka je h: Z, — F definisano sa h:z — x-1p,
z € Z,. Tada h : ZI,TF, dakle hZ, CFihZ,=7Z,. O

1.4 Homomorfizmi polja

Kao i kod drugih algebarskih struktura, pojam homomorfizma, a posebno au-
tomorfizma, ima klju¢no mesto u teoriji polja. Ispostaviée se da se analiza resivosti
algebraskih jednacina svodi na izucavanje strukture grupe automorfizama odgo-
varajuéeg polja. Podsetimo se da su homomorfizmi preslikavanja izmedu domena
koja odrzavaju struktura polja.

1.4.1 Definicija Neka su F i E polja. Preslikavanje h: F' — E je homomorfi-
zam polja F u polje E, sto zapisujemo h: F — E, ako vazi:

hrz+ry)=x+py, Wz-ry)=x-py, h(0p) =0g, K(lp)=1p, z,y € F.

Pojmovi utapanja (monomorfizma), homomorfizma na (epimorfizma), izomor-
fizma 1 autormorfizma kod polja definisu se na uobi¢ajen nacin kao i kod ostalih
algebarskih struktura. Naravno, vaze osnovne teoreme kao i kod opstih algebri, na
primer, da je funkcijski proizvod homomorfizama takode homomorfizam, ili da skup
svih automorfizama AutF polja F ¢ini grupu AutF = (AutF,0,ir) u odnosu na
slaganje funkcija o. Sledece tvrdenje odnosi se na vazno i karakteristi¢no svojstvo
homomorfizama kod polja. Ono je posledica aksiome 0 # 1 teorije polja i ukazuje
na odredenu rigidnost ovih struktura.
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1.4.2 Teorema Neka suF, E polja i neka je h:F — E. Tada je h utapanje.

Dokaz Neka je a € F i pretpostavimo da je h(a) =01ia # 0. Tada 1 = h(1) =

h(aa™") = h(a)h(a™') = 0, $to je kontradikcija. Dakle, vazi implikacija:
h(a)=0=a=0, a€ F.

Otudaza z,y € Fiz hx =hysledi h(zr —y) =0,tj. z—y=0. Dakle hje1—-1. O

S obzirom na prethodnu teoremu, prema kojoj se pojmovi homomortizma u
utapanja kod polja poklapaju, ubuduée ova dva pojma kod polja ne¢emo razlikovati.

1.4.3 Tvrdenje Neka je Q potpolje polja ¥ i polja K i neka je h:F — E.
Tada je h|Q = ig. Sli¢no, ako je p prost broj i Z, je potpolje polja F i polja K i
ako je h:F — E, tada h|Z, = iz,.

Dokaz Zaista, ako jen € Nt onda: h(n) =h(1+1+...4+1) =h(1)+h(1)+...+
h(1) = nh(1) = n. Dalje, 0 = h0 = h(n+(—n)) = h(n)+h{—n), tj. A{(—n) = —h(n).
Otuda za m € Z, h(m/n) = n='(h(n)h(m/n)) = n=(h(n(m/n)) = n='h(m) =
m/n. Dakle, h|Q = ig. Drugi deo tvrdenja dokazuje se na slican nacin. O

Navodimo nekoliko primera homorfizama, odnosno automorfizama kod polja.
1.4.4 Primer 1°. Neka je Q(v2) = {4+ yv/2 | 2,5 € Q}. Tada je algebra
Q(V2) = (Q(V2), +-0,1) polie | AwtQ(VZ) = {0,i}, oia + yv/2 > @ — yv/2, @,y € Q,
dok je i je identi¢ko preslikavanje domena Q(v/2). Zaista, neka je h € AutQ(v/2), neka
suz,y € Q ineka je b = v/2. Tada, prema prethodnom tvrdenju, he = z,hy = y i
2 = h(2) = h(b*) = h(b)?, tj. h(b) € {~/2, —/2}. Dakle,

/\ h(z+yvV2) =z +yvV2 ili /\ h(z +yV2) =z — yV2.

z,y€Q z,y€Q

pa h € {i,0}, tj. AutQ(v/2) = {i,0}.

29, Neka je p prost broj i neka je F polje karakteristike p. Ako je 0,: F — F definisano
pomoéu o,(z) = 2P, x € F, tada je o, utapanje polja F u samog sebe. Zaista, ocigledno
je 0p(0) = 0, 0p(1) = 1 i op(zy) = op(x)op(y). Dalje, kako je p prost broj, to je za sve
i€ N,1<1i<p, (i,p) = 1, te je za isto 1, (il,p) = 1. Otuda, kako je (‘7’) ceo broj 1
(I;) =pp—D(p—-2)-...-(p—i+1)/il,sledidapdeli (p—1)(p—2)-...-(p—i+1), tj.
p deli (f), pa (’:) =0 u polju Z,. Ovim smo dokazali:

p—1
op(+y)=(@+y) =a"+ Y (z;) P P =af P = op(@) + 0p(y).
=1

Dakle, o}, je saglasan sa svim operacijam polja F, te je o, utapanje. Ako je polje F kona¢no,
s obzirom da je o, 1 — 1, prema Dirihleovom principu sledi da je o, presikavanje na, tj.
u ovom slucaju o, € AutF. Ovaj automorfizam naziva se Frobeniusovim automorfizmor.
Kompozicijom preslikavanja op, nalazimo i ove homomorfizme (odnosno automorfizme u
konacnom slucaju) polja F: o, (z) = mpk, x € F, k € N. Primetimo da ako je F kona¢no
polje, tada je {o,x | k € N} konacan skup, s obzirom da u tom slucaju preslikavanja iz F
u F' ima samo konac¢no mnogo.
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Slededi primer pokazuje da bez obzira $to domen polja moze biti veoma prostran
skup, broj automorfizama tog polja moZe biti jako mali.
1.4.5 Primer Neka je R polje realnih brojeva. Tada je AutR = {ir}. Dokaz ove
¢injenice razlaze se na nekoliko koraka. Neka je h € AutR.
19 Prema Tvrdenju 1.4.3 vazi h|Q = ig.
29 h je monotono rastuée preslikavanje. Zaista, neka je z < y, x,y € R. Tada postoji
b € R\{0} takav da je y = = + b?, odakle hy = h(z) + h(b*) = h(z) + h(b)?. Kako je
h(b)? > 0, sledi hx < hy.
3% h € C(R), tj. h je neprekidna funkcija na R: Neka je ¢ € RT, neka su ,y € R takvi
da je |z —y| < ¢ i neka je ¢ € QT takav da je [z — y| < ¢ < e. Recimo da je y < . Tada
y < & < y+q, odakle prema 1° i 29 sledi hy < hz+hg = ha+q, pa |hz—hy| < g < e. Sli¢no
razmatranje imamo i za y < z, te nalazimo: A__, A lx —y| < e= |hx —hy| <e).
Odavde sledi da je zaista h € C(R).
49 S obzirom da je Q gust u R, prema poznatoj ¢injenici iz realne analize imamo: Ako su
f,9€ C(R) i flQ = g|Q tada f = g.
5% Prema 3° A je neprekidna funkcija. Prema 1°, h|Q = ir|Q, odakle, prema 4° odmah
sledi h = ig.

z,y€R(

1.5 Potpolja i rasirenja polja

Videli smo da svako polje F sadrzi potpolje Q (ako je kF = 0) odnosno potpolje
Z, (ako je F proste karakeristike p). Drugim rec¢ima svako polje je natpolje nekog od
ova dva polja. U kasnijim lekcijama vide¢emo da je problem resavanja algebarskih
jednacina povezan sa izgradnjom ekstenizija baznog polja nad kojim je jednacina
postavljena. Tada bazno polje postaje potpolje ekstenzije.

1.5.1 Definicija Neka su F 1 E polja. Polje F je polpolje polja E, odnosno E
je rasirenje (ekstenzija) polja ¥ akko je ¥ podalgebra polja E. Cinjenicu da je F
potpolje polja E zapisujemo F C E. Dakle, ako je F C E onda: O = Og, 1y = 1g,
THrY=TH+e Y, T rY=2 Y, T,y € F.

Na primer Q € R C C. Svako potpolje polja C naziva se brojevnim poljem.
Dakle Q(/2) je primer brojevnog polja.

Primetimo da je svako potpolje jedinstveno odredeno svojim domenom. Dru-
gim rec¢ima, ako su F,F’ potpolja polja E i F i F’ imaju jednake domene, onda
F = F’, tj. odgovarajuée operacije u ovim poljima se poklapaju. Otuda potpolje
nekog polja identifikujemo sa njegovim domenom, pa umesto F C E moZemo pisati
F C E. Takode, koristimo iste oznake za operacije i konstante u baznom polju F
kao i u ekstenziji E 2 F.

Sledeéa konstrukcija omoguéava uvodenje stepena raSirenja polja, vazne nu-
mericke konstante za dato rasirenje F C E.

1.5.2 Teorema Neka je F potpolje polja E. Tada je & = ((E,+,0),F,")
vektorski prostor, gde se za proizvod skalara « € F i vektora x € E uzima proizvod
o g .

Dokaz ove ¢injenice je ocigledan i jednostavan, pa dokaz izostavljamo.
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1.5.3 Definicija Neka je E rasirenje polja F. Stepen (rasirenja) polja E nad
poljem F je dimenzija vektorskog prostora . Za stepen rasirenja polja E nad
poljem F koristimo oznaku |E : F|. Dakle |E : F| = dim &g.

1.5.4 Primer 1° |Q(+v2): Q| = 2; baza prostora Q(v/2)q je {1,v2}.

2° |C : R| = 2; baza prostora Cr je {1,i}.

30 IR : Q] = co. Da neka baza H prostora Rq postoji dokazuje se uz pomo¢ aksiome
izbora i svaka takva baza naziva se Hamelovom bazom. Svaki vektor — realan broj — je
kona¢na linearna kombinacija elemenata iz H sa skalarima u Q. Otuda, ako bi H bio
prebrojiv skup, onda bi i tih linearnih kombinacija bilo prebrojivo mnogo, s obzirom da
je @Q prebrojiv. S druge strane R je neprebrojiv, dakle H je ne samo beskonacan veé
neprebrojiv skup. Moze se dokazati da ‘H ima mo¢ kontinuuma, c.

1.5.5 Teorema Neka su F, E, K polja takva da je F C E C K. Tada vazi
jednakost K : F| = |K: E|-|E: F|.

Dokaz Neka je (a;| i € I) baza prostora &g i neka je (b;] j € J) baza prostora
Kg. Dakle, |E: F| = dimér = |I| =m i |K : E| = dimKg = |J| = n. Dokazimo
da je {a;b;| i € I,j € J) baza prostora Kg:

1°. Vektori a;b;, @ € I, j € J, prostora Kg su linearno nezavisni. Zaista, pret-
postavimo da je neka kona¢na linearna kombiacija nekih od ovih vektora jednaka
nuli, tj. da je za neke r,s € N*, razlicite a,,as,...,a, € {a;| ¢ € I}, razlicite
biba,... . boef{bljeJtia;eF,1<i<r 1<j<s, 2, Qb = 0. Otuda

i (i aijai) b; =0,
j=1 \i=1

i=1

pa kako 3; € E, j = 1,2,...,s, gde 3; = >.._, a,ja;, to su (; skalari prostora

Kg i pritom Zj B;b; 0. S obzirom da su by, by,...,b, vektori iz baze istog
prostora, dakle linearno nezavisni, sledi 8; =0, ..., 8, = 0. Otuda vaZe jednakosti
> e, =0,7=1,2,..., s Sobziromdasuai,as,,... ,a, bazni vektori prostora
&r 1 da su oy, skalari istog prostora, sledi o;; = 0,¢=1,2,...,r, j =1,2,... s,

¢ime je tvrdenje 1° dokazano.
2%, Vektori a;b;, i € I, j € J, prostora Ky generiSu ovaj prostor. Zaista, neka
je x € K\{0} proizvoljan vektor prostora Kg. S obzirom da je (b;] j € J) baza

prostora Kg, to je za neki s € NT, neke by, by, ... b, € {b;| j € J} i neke skalare
€1,6,... ¢, € B, x =3 e;b;. Kako su e; vektori prostora & i (a;| i € I) je
baza istog prostora, postoji r € N+, postoje a; € F,i=1,2,...,r,j=1,2,... 3,
1ay,as,...,a, € {a;| i € I} takvida je e; = >, ay;a5, 5 = 1,2,...,s. Otuda
x =37 e;b; =3, aab;, cime je tvrdenje 2° dokazano.
Prema prethodnom (a;b;| (j,4) € J x I) je baza prostora Kg, tj.
K:F|=dimKg=|JxI|=|J|-|I|=nm=|K:E|-|E:F| 0

Primetimo da u prethodnom dokazu nismo pretpostavljali da su stepeni rasire-
nja konacni. Dakle, prethodno tvrdenje vazi za proizvoljna rasirenja polja, prema
tome neki od kardinalnih brojeva |K : F|, [K : E|, |E : F| mogu biti beskonacni.
Naravno, |K : F| = co akko |K : E| = o0 ili |E: F| = co.
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1.5.6 Posledica NekajeF,; CF,C...CF,, ne€ N, lanac polja. Tada,

|Fn : Fll = 'Fn : anl} . |F’n71 : Fn72| el |F2 : Fll' D

1.5.7 Primer Neka je R polje realnih i neka je C polje kompleksnih brojeva.

Rasirenje R C C ne sadrzi medupolje, tj. ako je R C E C C, onda
2=|C:R|=|C:E|-|E: R,

odakle |C: E|=1itada E=C,ili [E: R| =11 tada E = R. Primetimo da sli¢no

tvrdenje ne vazi za grupno rasirenje (R, +,0) C (C, +,0). Na primer, za skup celih brojeva

Zi1A=(R+1iZ,+,0) vazi (R,+,0) C A C (C,+,0), A # (R, +,0), (C,+,0).

Sledeée tvrdenje pokazuje koji su prirodni brojevi moguéi kardinalni brojevi
konaé¢nih polja.

1.5.8 Teorema Neka je E konacno polje. Tada za neki prost brojpin € N*
vazi |E| = p™.

Dokaz Neka je E kona¢no polje. Ono je karakteristike p za neki prost broj p, inace
bi sadrzalo potpolje racionalnih brojeva koje je beskona¢no. Dakle E je vektorski
prostor nad Z,. S obzirom da je E konacno, to je vektorski prostor £z, konacno-
dimenzionalan, recimo dimenzije n € N*. Tada je £z, izomorfan vektorskom pros-
toru n-torki elemenata iz Z, sa skalarima u Z,, odakle sledi (%, +,0) = (27, +,0),
te |E] = [Z)| = |Z,|" = p". o

Zadaci

1.1 Neka je p prost broj. Dokazati da u polju Z, vaze identiteti

» 1 p—ll P—ll
—1\ . ~ B
a. (k )_(—1),kez,,. b. ;;_o. c. ;5_0,p>3-

1.2 Dokazati da vazi obrat Vilsonove teoreme:
Akojen e Nt i(n—1)l = —1modn, tada je n prost broj.

1.3 Navesti primer polja: a. od devet elemenata, b. od 8 elemenata.
1.4 Neka je F polje. Dokazati: Ako je F* ciklicna grupa, onda je F konacno.

1.5 Jednacine u kojima se kao nepoznate javljaju funkcije nad nekim domenom
nazivaju se funkcionalnim jednacéinama. Funkcionalna jednacina (f. j.)

(C) fla+y) = fl=)+ fly),
sa nepoznatom funkcijom f nad poljem realnih brojeva R naziva se Kogsijevom
funkcionalnom jednacinom. Dokazati:
a. Ako je f neprekidno regenje f. j. (C), tada postoji a € R tako da je f(x) = ax.
b. Postoji resenje f. j. (C) koje nije neprekidno.
ct Funkcija f: R — R je ogranicena ako vazi: \/, n. A,cp |f(2)] < M. Ograni-
Cena resneja f. j. (C) su neprekidna na R.
d: Lebeg-merljiva reenja f. j. (C) su neprekidna na R.
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1.6 Dokazati da postoje operacije 4+, - na skupu racionalnih brojeva @ takve
daje (Q(vV2),+,-,0,1) = (Q,+',,0,1).

1.7  Neka je E polje, 0 € AutE i neka je F' = {z € F'| o(x) = z}. Dokazati:
a. F je potpolje polja E.
b. Ako je o drugog reda, tj. 02 = ip, 0 #ip, onda [E: F| = 2.

1.8 Dokazati: ako je F konac¢no polje, onda postoji prost broj p i n € N tako
da za sve z € F vazi 27" = x.

1.9 Dokazati da polja Q(v/2) i Q(v/3) nisu izomorfna.

1.10*  Dokazati da postoje neizomorfna polja F i E takva da je F* = E* i
(F.+,0) = (B, +,0).

1.11  Telo je svaka algebarska struktura K = (K, +,-,0,1) koja zadovoljava sve
aksiome polja osim eventualno komutativnog zakona xy = yx. Ukoliko u nekom
telu nije zadovoljen zakon zy = yx, onda se ono naziva i nekomutativnim poljem.
a. Neka je Ky = (K, 1), Ks = {1,-1,4,—i,5,—j, k, —k}, grupa kvaterniona i
neka je K = (K, +,-,0,1), K = {z+yi+zj +uk| z,y,2,u € R} grupni prsten
nad poljem realnih brojeva R. Dokazati da je K nekomutativno polje (telo
kvaterniona).
b. Dokazati da je svako konac¢no telo polje.

1.12 Neka je R polje realnih brojeva. Dokazati da potpolja polja R ima nepre-
brojivo mnogo, preciznije 2¢, ¢ = 2% je moé kontinuuma.

1.13* Neka je F prebrojivo polje i neka je F skup svih potpolja polja F. Dokazati
da je | F| < Ny ili |F| = 2%,



2. Polinomi

Kljutno mesto u teoriji algebarskih polja imaju polinomi, poschna vesta alpo-
barskih izraza. O tome svedoée stariji i mozemo reéi, alternativni nazivi za teoriju
polja: teorija jednadina, odnosno teorija polinoma. Postoje razne teorije u kojima
su predmet izu€avanja polinomi. Pojam algebarske jednafine ima glavno mesto u
svim ovim teorijama.

1.1 Decfinicija polinoma

Ncka je F polje i ncka su ay,aq,as,... ,a,, n € N, clementi domena . Izraze
oblika
oY= fo+ fix+ for® + ...+ fuu®
uobi¢ajeno nazivamo polinomina promenljive x nad poljem F. Mada na prvi pogled
izgleda da su ovim opisom polinomi delinisani kao specijalni algebarski terazi teorije
polja, sa stanovista savremene algebre ova definicija nije sasvim korektna. Naime,
ako je f{z) zaista algebarski izraz, onda je f{z) term nekog algebarskog lerika
I.. § obzirom da u navedenom opisu udestvuju elementi polja F koji nisu simbolt
jezika L = {+,-,0, 1} teorije polja, postavlja sc pitanje nad kojim sc to algebarskim
jezikom polinomi zapravo uvode. Ovaj problem notacije, odnosno korcktnog defini-
sanja polinoma moZe se razresiti na nekoliko nacina.
2.1.1 Prva definicija polinoma. Kao $to je pomcnuto, jezik teorije polja je
L = {+,.,0,1}. Tada je svako polje F = {F,+F, 5,0, Ir) jedna inlerpretacija
ovog jexika. Radi jednostavnije notacije isputame indek g u zapisima operacija
i konstanata sirukture F, pa otuda Imamo iste oznake, na primer, za operaciju
sabiranja u polju F i simbol operacije sabiranja jerika 7. Dalje, uvedimo za svaki
o £ F novi simbol konstante g. Ovaj novi znak nazivame imenom elementa a. Neka
je za domen I, Ly = {a| a € F'}. Tada, polinome promenljive X nad poljem F
definiSemo kao algebarske izraze (ferme) vida
alr) = dag + ayx + a1 + .+ a, 72", dg,di, ... a, €F

Sunbole gq,4,, ... ,4, nazivamo koelicjjentima polinoma a{x}. Radi jednos-

tavnije notacije, i kada to kontekst dozvoljava, donju ertu u simbolu g, ispustamo.
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Tako dolazimo do uobi¢ajenog naéina zapisivanja polinoma. Polinom a(x) takode
zapisnjemo afr) = E»_u agrt. Ako jo a, # 0 kazomo da je a{x) stopena n, 1 tu
Cinjenicn zapisnjemo pomocn degaf{x) = n. Ako jon =01 gy = 0 {mula polinom),
onda nzimamo da jo dega{x) = —1. Za polinome vagi slodedi
2.1.2 Princip identiteta. Nekasu f,g € Flz], f(z) = T, fizh, g(z) = 20 giz’.
Tada, f =gakkom=degf=degg=nizasved<i<n, f; = ¢.

Skup svih polinoma promenljiive @ obelezavamo sa £]z], dakle (N je skup
prirodnih brojeva):

Flz] = {f(&)| f(=) je polinom promenljive x nad F}

Vi
{Z a;x'| ar,ag,...,a, € F,nc N}
i=D
Na slican naéin se uvode polinomi nad ma kojim komulativnim prstenom P. U
tom slucaju. koeficijanti se biraju u domenu P prstena P, dok Plz] oznacava poli-
nome nad P. Na primer, Z[z] oznacava palinome sa celobrajnim koeficijentima.
Primetimo da u definiciji polinoma uéestvuje zapravo samo domen strukture (polja,
prstena), dakie n prineipu moZzemo govoriti o polinomima nad bilo kojim skupom.
Polinome vise promenljivih uvodimo na siededi naéin.

2.1.3 Definicija Skup polinoma P[z;. 22, ... ,2,] promenljivih 2y, 29, ... . 2y
nad poljem (komutativnim prstenom) F je skup izraza vida

Flag,mo, ... ) = Z oS tas? . alt . a= (oo, ... )
aflS

gde S C N™ i 8 je konadan, a, € F, a € S.

I definiciji prstena polinoma nad poljem F znaéajm ulogu imaju slededi poli-
nomi: nula polinom, G = {, I jediniéni poiinom, T = 1.

Sabiranje 4 1 munozenje - polinoma promentjive » definiSe se na uobi®ajen nadin.
Neka su fog € Fla), flo) =" fia', glo) = E;.‘_ﬁ g7 i neka jo k = max(m, ).
Tada

e
(f+ag){e)= fle)+gle) = ng:t“‘., gle as = fs+rpgs. O<s<hy
5=}

eventualno dopunjnindi nivove koofichionata polinoma f 1 g mulama. Projevod poli-
noma [ i g definiSemo ovako:

i)
(J-9)(@) =D ba®, gde bo= Y fig;a®, 0<s<m+m.
s=0 i+f=s

2.1.4 Tvrdenje Neka je F poljeineka su f,g € Flz]. Tada:
17 deg (f +¢) < max{deg f,degg} 27 [.g# 0= deg(f g) =deg[+degg.

Pomoéu ovake uvedenih aperacija sa polinomima promenljive & nad poljem F,
mozemo uvesti algebrasku strukturu Flz] = (Fla], +,-,0,1).
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2.1.5 Teorema Neka je F polje. Tada je Flz] domen, tj. kommtativan prsten
sa jedinicom hez delitelja nule.

Dokaz Dokazimo, na primer, da Flz] zadovoljava asocijativni zakon za mnozenje.
Neka su za proizvoljan polinom u € Flz], u; (u); kocficijenti polinoma wu, tj.
ulx) Sor olu)at i ncka su fog.h € Flzl. Tada, koristedl éinjenicu da vade
odgovarajunédi zakoninpoln F.za0 < s <ptgtr.p=degf, g =degg r = degh,
nalazimo

> o= 3 X (= X fush

((fa)h).

tik=s tth=sit+i—1 iljihk=s
= > Y flghe) =Y flgh)e = ({(gh))s
iti=s gt k=t +f—a

odakle sledi (fg)h = fgh). Na slican ili jednostavniji nadin dokazuje se da u Flz]
mze ostale akstome komutativoth pretona,

Pretpostavimo da je f,g # 0. Tada f, # 01 g, # 0, odakle sledi (fg),+y # O,
tj. fg # 0. Dakle, Flz] je domen. O



