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ITPEATOBOP

OBa KipUra HacTaJjla je Ha OCHOBY BUIIIETOUIIIEeT UCKYCTBAa KOoje je ayTop CTeKao Jp-
’kehu mpefjaBama U Bexkde Ha MareMaTudykoM ¢akysareTy y beorpazy. IIo TpeHyTHO Ba-
»kehoj akpeguTavju HaMelkeHa je CTyJleHTUMa KOju IIpaTe KypceBe 'eomeTpuja 1, 'eo-
MeTpHja 4 u 'eoMmeTpyja 5.

/JlBa oI HEKOJIMKO HajsHa4yajHUjuUX gorahaja y UCTOPUjU TeOMETPHje NOroAuIa Cy ce
KaCHUX TpuJeceTUX rogurHa 17. Beka y ®paHIlyCcKoj. JeraH je oTKpuhe U cuCTeMaTCKa
yII0Tpeda KOOpAWHATA 3a KOjy Cy 3aCJIy>KHU, HE3aBUCHO jefjJaH Of APYTOL, [[eKapT [24]
u ®epmal [30]. KoopguHaTe cy oMoryhmie HHTEH3UBHY YIIOTPedy ajredpe U aHaJIM3e
y OCHOBaMa M pasBojy reoMeTpHje, Te je TAKO HacTala aHaJIMTUYKa reoMeTrpyja. Jpyru
norahaj je mpBo M3y4yaBame QUrypa Koje Cy IIepCIIeKTUBHO MHBapHjaHTHe 3a IIITa je 3a-
CIIy>KaH ﬂesaprE [22], a 1TO je masbe yCIIOBUIIO HaCTaHAK IIPOjeKTUBHE reoMeTpHje.

[IpepMeT M3y4yaBama OBe KIbUTe Cy aHAJIUTUYKA, IIPOjeKTUBHA U aprHa reoMeTpHja.

[IpojekTBHA reoMeTpHja da3upaHa je Ha YII0eHUKY [IpojeKiiusHa leomeitipuja pagHu
[3]. TeomeTpHjy IIPOjeKTUBHE paBHU 3aCHUBAMO CHHTETUUYKHU TaKO IIITO IIOCTEIIEHO YBO-
IOVMO aKCHOMe U cTporo ¢popmasiHO ZoKa3syjeMo ojarosapajyhe teopeme. IlapasiesHo ce
CIy’KUMO aHAJIUTUUYKUM MeToZaMa Jja SMCMO IIocMaTpaHa CBOjCTBa JeMOHCTPUpPAIA y
HajBa)KHUjeM CIIeI[Hja/THOM C/Iydajy peasiHe IIPOjeKTUBHE PaBHU.

CekI1iMje Koje Cy 03HaUeHe CUMO0JIOM ® CaJip>Ke MaTepHjajl KOjU je YCKO CIIeliyjaIns3o-
BaH WJIU [I0CTa HAIIpeJjaH, Te Ce MOKe IIPeCKOUYUTHU IIPU/IMKOM IIPBOT (MJIU IPyror) YuTa-
’a.

Kmura cafip>Ku BeJIMKH 6POj CJIMKa Koje ¢y KperpaHe romohy rporpama GCLC.

y beorpazny 2021.
B. Aunipejuh

1René Descartes (1596-1650), ppaHIycKr GHUI030( K MaTeMaTH4Iap
2pierre de Fermat (1601-1665), ppaHIlyCKH MaTeMaTH4ap U IIPaBHUK
3Girard Desargues (1591-1661), paHITyCK1 MaTeMaTH4ap U HHKEEbep
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ItaBa 1

AHAJIMTUYKA TEOMETPHJA

EjleMeHTapHa reomMeTpHja (Koja ce y4ud y IIIKOJIH) SaBU Ce OCHOBHUM IeOMeTPHjCKUM
KOHIIeIITHMa Kao IIITO Cy TauyKe, IIpaBe U paBHH, O/IaKJIe Ce [JaJbe U3B0/ie KOMIITMKOBAHU-
j¥ KOHIIEIITH Kao IITO Cy pacTojame, yrao, KpuBa U IoBpIIL. OHa ce 3aCHHUBA Ha BU3YeJl-
HOM YTHUCKY, & 0COOMHe TeOMeTPHjCKUX 0djeKaTa GOpMyJIHIIe KPO3 aKCHOMe, HeCYMIbHU-
Be UCTHUHe (KOje He 3aXTeBajy [0Kas3) 40 KOjUX CTHIKEMO UHTYUIUjOM. 13 TUX aKCHOoMa,
JIOTUYKO JIeAYKTUBHUM apryMeHTHMa Ce M3BO/le pasHe TeopeMe Koje yIJIaBHOM TaKohe
HMMajy YIIOPHIIITe Y BU3yeJTHOM YTUCKY. CHCTeMaTH3alija reoMeTpHje KyJIMUHUpa Y Ey-
KJIUJ0BUMH EflemeHiliuma KOju Cy BeKOBMMa CMaTpaHU 3a MOJjeJI CaBplileHe MaTeMaTH4-
Ke Teopyje.

Ca pyre cTpaHe, aHaJIUTUYKa reoOMeTpHja Ce CYLLITHHCKU 6aBU TUM UCTHUM reOMeTpHj-
CKHUM 06jeKTHUMa, IIPU YeMy je pasjuKa Y MeTOAH U3ydaBama. AHaJIUTHYKA reOMeTpHja
ce dasypa Ha aJredapCKUM MeTo/laMa, OJJHOCHO Ha HYMEPUYKOM OIIUCY TeOMeTPHjCKUX
odjekaTa U BLUXOBUX 0C06MHA. [Ipesrasak ca reOMeTPHjCKOT OIIKca HA HYMepPUUYKHU 0CTBa-
pyje ce yBoljereM KOOpAMHATHOT cicTeMa. OCHOBHA H/leja je /1a ce TauKe IIPOCTOpA IIpef-
CTaBJbajy KOOPAMHATAaMa, 0K Ce OCTaJI TEOMETPHjCKU 06jeKTH (IIpaBe, paBHH, KPHUBE,
II0BPILIM) OIIMCYjYy jefHaYrHaMma. /lakie, TeOMEeTPHjCKU 08jeKTH U3pa’keHU Cy HyMepUuyY-
KUM MHQOpMaIjaMa, a UCIIUTUBAK€ lbUXO0BUX Mel)yCOSHUX 0fHOCA YIJIABHOM Ce CBOIU
Ha pelllaBambe CUCTeMa jefHauYrHa.

CMaTpa ce ja je OCHOBe MOJiepHe aHaJIUTUUYKe TeOMeTpHje II0cTaBuo PeHe /lekapT Ka-
Iaje 1637. romyHe 06jaBUO ecej 10/, HASUBOM [ eomeilipuja, Kao jelaH Off TPU eceja BberoBe
Pactipase o meitiogu [24]. MehjyTuM, Bpei HaTlloMeHyYTH fa je U Iljep ne PepMa Takolje pa-
3BUja0 aHAJIUTUUYKY T'eOMeTPH]y, HaKoO je leT0B paJ TeK IIOCTXYMHO 06jaBsbeH [30].

1.1 BexTOpu y reomMeTpMju

Y 0BOj KEbH3H, OCHOBA 3a YBOl)ele aHaIUTUYKe TeOMeTpHje je eYKIH/CKa paBaH UIx
eYKJIUZCKU IIpocTop E, II1TO je IIPOCTOP Ca KOjUM Ce cCycpeheMo y CBaKOJHEBHOM >KHUBOTY.
Jaxiie, cuM60J1 E, OCUM IIITO 03Ha4YaBa CKYII Tavyaka (BOJHUMEeH3HOHOT UJIN TPOJAHUMEH3HU-
OHOT) eyKJIHUCKOT IIPOCTOPa, UMILIMITUTHO I10/ipasyMeBa U CBe OHe UUHheHUIle eJleMeH-
TapHe reoMeTpHje Ha Koje CMO HaBUKJIH, a Koje heM0 KOPUCTUTH 6e3 ToKa3a (IIpu ueMy
ce I0Ka3H CBaKaK0 MOT'y U3BECTH U3 aKCHUOMa).

BeKTop y eyKIHUACKOj TeOMETPUjHU UeCTO 3aMHUIII/baMO Kao AYy’K Ca CTPeJIMIIOM, OJHO-
CHO Kao ycMepeHy ayX. MeljyTumM, cTpora ferHUIM]ja [10jMa BEKTOPA je HeIlITO KOMILIU-
KOBaHUja. Yod14ajeHo, I101a3suMo o ckyna E x E ypeljeHUX mapoBa TadyakKa eyKJIUCKOT
rpocropa E, mpx yeMy 06HMYHO II0CMaTpaMo IIpOCTOpe AUMeH3Hje ABa (paBaH) WX TPHU
(mpoctop). ExemenTu cky1a E x E cy geoinauke, a 3a BUX YBOJAUMO peJialiyjy eKBUIIOIeH-
Iyje Ha ciaefehu HauuH. Ka)keMo 1a je fBoTavaka (A, B) € E x E y peJsialiyju eKeuiio. 1eH-

'Eykiun us Anekcauzpuje, EDKAE(SNG (3. U 4. BeK ILH.e), TPUKM MaTeMaTHdap



maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

uuje ca 1BoraukoM (C,D) € E x E yKoIHuKO Ay>K" AD u BC Majy 3ajeJHUYKO CPeUIIITE,
IITO 03Ha4yaBaMo ca (A,B) ~ (C, D).

Jlodpo je TO3HATO [1a je 4eTBOPOYrao mapaJseorpaM ako U caMo aKo My Ce HjaroHa-
Jie TI0JI0BE, Te 0Ba JepUHUIIM]ja Ka)Ke [1a Cy ABoTauke (A, B) u (C,D) y pesaliyju yKOJIUKO
je ABDC miapaJiesiorpaM, IIpy 4yeMy JIello IIOKPUBA U [leTeHeprcaHe ciIydajeBe Kaj, Cy CBe
YeTHPU TauyKe KOJIMHeapHe (febUHUITY]a [TapajeorpaMa IIopasyMeBa Jia Cy lheroBa Te-
MeHa pasInuuTe TaukKe, Kao U Jia ce IIpaBe o/peljeHe leroBUM CTpaHHUIlaMa He IIpeKJia-
najy).

B D D

A C A

Moxe ce pehu u fja cy gBoTauke (A, B) u (C,D) y peJjaliiju ako II0CTOjU TpaHCJIaIyja
npocropa E Koja TauKy A IIpecjvKaBa y Tauky C, a TauKy B IipecjuKaBa y Tauky D. V
CBaKOM CJIy4ajy CYILITHHA je [1a Cy ABoTauke (A,B) u (C,D) y peylalilju YKOJIHUKO UMajy
jeqHaKe Iy>KUHe U jefHaK cMep.

AydtcuHa [BoTauke (A, B) ofpeleHa je pesaliyjoM IIOLYAAPHOCTH AY>KU U jeTHAKa je
Oy>KUHU Oy>KU AB. AKO je A # B, ca [A, B) 03HauaBaMOo II0JIyIIpaBy YUjU je IIoUeTaK TayKa
A ¥ Koja cafp’KU Tauky B, a cmep ngBoTauke (A, B) oxpelyyje mmosymipaBa [A, B), O4HOCHO
HeHa I1apaJsieTHOCT. IlapasieTHOCT IIOJIYIIpaBUX je 3allpaBo II0YeTHa IlapasIeIHOCT Koja
ce YBOJU Y aIICOJIyTHOj FeOMEeTPHjH, a M0>KeMo pehu f1a cy ABe 1mosayiipase [A,B) u [C,D)
I1apaJiesIHe YKOJIUKO cy IIpaBe AB u CD mapaJiesiHe, IIpU ueMy cy B 1 D ca UCTe CTpaHe
npase AC ako je C ¢ AB, OIHOCHO YHHja THUX IOJyIIPpaBUX je TaKolje IlosymipaBa ako je
C € AB. /IpyTuM peurMa, YKOJIMKO IMaMOo I1apaJIeTHOCT IpaBuX AB u CD, IIpHu ueMy CBe
YeTUPU HaBeJleHe TauKe HUCY KOJIMHeapHe, UCTH CMep II0/ipasyMeBa /ia je 4eTBOpOoyrao
ABDC Tparies.

Jema 1.1. VgegeHa penauuja ekguiloieHuuje je peaayuja ekeusaieHyuje.

Joka3. PepieKCUBHOCT U CUMETPUYHOCT je OUUIVIeJHa U3 JepUHUIIMje, I0K je TpaH3U-
THUBHOCT II0CJIeVIIa TPaH3UTHUBHOCTH IIOAYAAPHOCTH AYKU U TPAH3SUTHUBHOCTHU Ilapa-
JIEJTHOCTH IIOJIYIIPAaBUX Y €YKJIUJCKOM IIPOCTOPY. O

Pestariyja eKBUIIOJIEHITY]je pacTaBsba CKYII E x E Ha KojeM je neprHMCaHa Ha JUCjYHKT-
He II0/ICKYIIOBe KOje HasuBaMO KjlacaMa eKBUBaJseHIMje. CBaKa KJjlaca eKBUBaJIeHIIHje
CacTOjH ce Of ABOTaYaKa Koje Cy CBe Mel)yCoOdHO y peJsialivju, IIITO HaM oMoryhasa /ia yBe-
ZleMO I10jaM BeKTOpa Kao IIITO je TO ypajguo Besraputrch 1835. ropuHe [7]. Bekiuop je xi1aca
eKBUBaJIeHIIHje N0dUjeHa CeuemeM CKylla CBUX ABOTauaka E x E I10 pesaljuju eKBUIIO-
JIeHIyje.

BeKTOp, 0JHOCHO KJIaca eKBUBaJIeHIMje, KojeM IIpUIlajia ABoTauykKa (A, B) jefHOCTaBHO
odeJsierkaBaMo ca

AB = [(A,B)] = {(X.Y) €Ex E: (X,) ~ (4,B)}

U KaXkeMo J1a je (A,B) jelaH eeKillop uipegciia8éHuUK BeKTOpa AB. TIoceSHO ce CTHYe
BEKTOP YUjU je BeKTOP IIpe/[CTABHUK ABOTAa4Ka (A, A), 30BEMO ra Hy.1a 8eKimop U odeje-

KaBaMoO Ca N
0 — AA — BB.

Hopma (gys#cuHa, uHieH3uiuein) BeKTopa v je HeHeraTHUBaH peasiHU dpoj ||7|| KO-
j¥ je jemHAK Iy>KUHU HeroBOI BeKTOpa IpeJcTaBHUKA. Kako JBOTaukKe y OKBUPY HCTe

2Giusto Bellavitis (1803-1880), ©TaMjaHCKA MaTeMaTHJap U CEHATOP



1.1. BekTopwuy reomeTpujmn

KJIace eKBUBaJIeHITHje UMajy jelHaKe Ay,KHMHE TO je HOpMa BeKTopa v I0dpo redpuHuCa-
Ha U je[HaKa je y)KUHU Ay>KU XY, T7e je V = XY. OUHIIeHO Hy/la BEKTOP HMa HOPMY
jemHaky HysH (|| 0 | = 0) ¥ TO je jefUMHU TaKaB BeKTOp. CBU 0CTaIkd BEKTOPU Cy HEeHyaa
geKinopu 1 OHU II0peJ; HOpMe UMajy U CMep KOjU UX KapaKTepHILIe.

Cmep HeHyJIa BEKTOpA je CMep HBeroBor BeKTopa IIpeficTaBHUKA. KakeMo /1a Cy Bek-
TOPH Ié’ U CD uciuol cmepa yKOJIUKO Cy mosyipase [A,B) u [C,D) napasesHe. Hemrto
Sﬂaml%ICJIOB 3axTeBa CaMO I1apaJIeJIHOCT IpaBuUX AB U CD, Te Taja KakeMo Jja Cy BeK-

TOpu AB u CD ucimot lipagua. 3a BEKTOpe KUCTOT IIpaBIja KayKeMO U Jia Cy KO.IUHeapHU,
IIPH YeMY JIOJIaTHO IT0 KOHBEHITHjH CMaTPaMo JIa je HyJia BEKTOpP KOJIMHeapaH ca CBaKUM

BEKTOPOM. AKO Cy BEKTOpH AB 1 CD ucror IIpaBIia, aJIi He ¥ UCTOI CMepa, KaXkeMo Jja Cy
OHU CYyUpouiHOl cmepa.

Ha oCHOBY IpeTXOZHO yCIIOCTaB/beHUX Be3a HUje TEeIIKO 3aK/bYYUTH J1a BaXKU cilefie-
he 0CHOBHO TBpljeme Koje jefHO3HAYHO Oipeljyje BeKTOpe, a Koje je y CKJIay ca HallloM
reoOMeTpPHjCKOM UHTYUIIH]jOM.

Teopema 1.2. HeHy.a 8eKiliop je jegHO3HAYHO ogpeljeH HOPMOM U CMEPOM.

BeKTop je Ky1aca eKBUBaJIeHIIH]je pesialiije eKBUIIOJIeHIIHje, a CKYII CBUX BeKTopa Ha
eyKJIUCKOM IIpoCcTOopy E 03HauaBaMmo ca

V= (ExE)/.={XV:(X,Y) €E x E}.

Ha ckyI1y V MOXeMO YBEeCTH OIlepaliyjy cadupara 1 ollepalriijy MHOYKeHa CKaJIapoM, alu
HajIIpe HaM je IIOTpedaH Iap IOMOhHUX TBphema.

Jema 1.3. 3a csaky tauky A € E u ceaku 8exKiuop Vev doctuoju jeguHcilgeHa WauKa
B € E maxea gaje V — AB.

Jokas. Axo je V= C‘Al)) 3a Heke C,D € E, Tazia je Tauka B jeJMHCTBeHa TayKa Koja je (1ies-
TpasIHO) cUMeTpu4YHa TadyKu C y OHOCY Ha CpefuIlTe Iy>KU AD. O

Jlema 1.4. 1@ = 6‘75 axKo u camo aKOjeR = ﬁ)
Jokas. OuuryienHa Iocjaenlla CUMeTpUje v AeUHULUU peJslaliyje eKBUIIoJieHIyje. [

ITo Jlemu @ CBaKH{ BEKTOpP MO>KeMO HM3pas3sUTHU IIPeKO BeKTopa IIpefcTaBHUKA KOjU
IIOYU€ IIPOU3BO/BHOM TAaUKOM, Te ciaefieha meprHUIIM]ja [jaje 36UP U 3a CBaKa J[Ba IIPo-

M3BOJbHA BEeKTOpa. 36up eexiopa ABu BC je BeKTOp

AC = AB+BC.

OBa_/;;e(IDI/IE;IU;I/I]a je ,U;OSp‘alep 3a_A>§ _ AB uBC — B'C', mo ]IeMI/I‘Q HMamo AA" = BB
U BB’ = CC, opaxie je AA’ = CC/, mito omet 110 JleMu @ naje AC = A'C', 1 KOHa4YHO
— " —
AB +BC=AB +BC.
YmHoodicak eeKkimopa Vevy CKaJIapoM a € R je BEKTOp Q - Vevy 4Mja HOpMa U3HOCHU

la- V| =lal | V]

MoK 3a V 0 Baxku Jla Cy BEKTOpU V ua-V ucror cMepa y caydajy a > 0, 0fHOCHO
CYIIPOTHOT CMepa y cay4ajy a < 0.

[IpeTxoHa nebuHUIIM]a HajIIpe ogpeljyje HOpMY 3a A - v, Te YKOJIMKO je OHa HyJ1a (3a
a=0mwmV = 0), jeIHO3HaYHO UMaMo Q - V = 0. Huaue (a =+ ouv + ﬁ)jea-V
HeHyJIa BeKTOp KOMe OIIHCYyjeMO CMep, Te je jefHO3HAa4YHO o/peljeH Ha 0CHOBY Teopeme

3



maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

. VY cBaKoOM cjy4ajy BeKTOp d - v, OTHOCHO Kpahe av, jeqHO3HAaYHO je oapeljeH 1ITO
HaM [iaje oIlepaliyjy MHO>KeHha BeKTOpa CKaJapoM.

V crieniyjasiHOM CIydajy MHOXKeHa ca @ = —1, yBOZUMO 03HaKy V= (-1)- V, M KaKe-
MO /1a je BEKTOp -V CyUpoiliaH BeEKTOpY V.Ha IIpuMep, BeKTop XY je cyIpoTaH BEKTOPY

. 36up ABa BeKTOpa Beh MMaMo Ha pacliojiaramy, J0K ce pasjnKa MoXKe feprHUCATA
yBoljereM KpaTke 03HaKe, U — V = U + (—7).

. —

ITo reduHULIV]U, BEKTOPHU UnV =ad Cy UCTOT IIpaBIia (3a U # 0 ua # 0), ayii BaXKu
U 06paT. 3a BEKTOpe UCTOT IIpaBlia UuVv II0CTOjU a € RTako raje V = aU. HarMe, KaKo
Cy JaTH HeHYyJIa BEKTOPU UCTOT IIPaBlia, y C/Iydajy ia Cy UCTOT CMepa MOKeMO IIOCTaBUTHU
a = ||7H/ 7||, OJTHOCHO a = —||?H/||7|| y ciy4ajy pasjM4uTor cMepa, IIph yeMy he ce
Teopema IIOSPUHYTH 3a 0CTasIo. Tako 3a KoJIMHeapHe BeKTOope Ba)KU Jia je jeaH Of
B UX jeJHaK CKaJIAPHOM YMHOIIIKY JIPYTOT.

OBako fedprHMCaHe ollepaliHje cadupama BeKToOpa U MHOXKeH-a BeKTOpa CKaJiapoM Cy
OCHOBHE OIlepaliyje Ha CKyIy )V, a UCIIOCTaBJ/ba Ce /Ia CKYII V ca TUM ollepaliyjaMa uMa
CTPYKTYPY BEeKTOPCKOT IIPOCTOpa.

Teopema 1.5. Ckyll V je eKilopcKU UpOCiiop, 0GHOCHO 3a 8eKIope 7, 7, wevu ckaaape
a, B € R saxcu:

U+(V+W) = (U +V)+w; (1.1)
U+V=V+1U; (1.2)
T+ 0=1: (1.3)
U4+ (-d)=0; (1.4)
(a+PB)U =ald + BU; (1.5)
a(7+7) = a7+a7; (1.6)
a(BU) = (aP)U; (1.7)
1. U=1. (1.8)

Joka3. Heka je U - AB (cBaKH BEKTOpP UMa CBOj BeKTOp IIpe/iCTaBHUK). 1o JleMu @ (3a
TauKy B U BEKTOP V) rocToju C Tako fa je V = BC, a 3aTEM 1 D TaKo Iaje W = CD.
AcoI1jaTUBHOCT (El]) I0SHjaMO AJUPEeKTHUM PauyyHOM:

U+ (V+W)=AB+ (BC+ CD) = AB + BD — AD
—AC 1 CD = (AB+BC)+CD = (U + V) +W.

3a KOMyTaTUBHOCT () 110 JleMu @ YBOAYMO TauKy E Tako fia je AF = B? Te 110 JleMu
@Hmamo,ﬁ:fé. Camaje U + V —AB+BC=AC=AE+EC=BC+AB="7 + 1.

Heytpasnu enemeHT ([1.3) U+ 0 = AB + BE—AB-Uwu UHBEP3HU eJIeMeHT (@)
7+(—7):ﬁ+ﬂ: :6>C€JIaKOBI/I,Z[e.
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3a JUCTPUSYTUBHOCT y OJHOCY Ha cabupame BeKTopa (@) YBOJMMO TauKy M Tako fja
je MB = ail (110 JIeMu @ Tako 1ia je BM - —aW)n TauKy N Tako fa je BN = aV (moHO-
BOo Jlema ). Ako U u HUCY KOJIMHeapHU 110 06pHYyTOj TasecoBoj® TeopeMu (BULETHU
CJIKY) UMaMoO @aﬂeﬂHOCT npaBux AC 1 MN, Kao U oaroBapajyhu ogHOC Iy>KHUHA Ty>KU
noTpedHUX 3a MN = aA?‘, OJHOCHO Ba’KU a(ﬁ + 7) _ MN = MB + BN = atl +aV. Ako
cyumwu v KOJIMHeapHH, Taza je V = AU 3a HeKo A € R, Te ce J0Ka3 CBOXH Ha IpeocTasie

crake ([L.5), (1.7 u (1.8).

JUCTPpUSYTUBHOCT y OJJHOCY Ha cadupame cKaJjlapa (@) 0/IMax Ba)KH y CJIydyajeBUMa

=0,a+p=0,a=0up =0.Y CcyIIpoTHOM j0Ka3 Ce U3BOJIU U3 feUHUIIU]je caduparba
IOUCKYCHjOM 110 3HAaKOBMMaA CKaJslapa a, f U a + B.

KoMrmtaTuduiIHOCT (@) OUHIIEHO BaskKH 33 U = 6>, a=0up =0.V cyripoTHOM, 360T

la(BW)|| = |al - |BHE| = |al|- B ||| = |aB| - @] = ||(aB)U|, BexTop; a(BU) u (aB)U
HUMajy UCTY HOpMY, aJIl U UCcTHU cMep (jep sgn(af) = sgn(a)sgn(p)), Te cy o Teopemu
OHU jeTHAKHU.

JemuHUYHM eJIeMeHT (@) je dpoj 1 € Ry ckiagy ca ZeHUHUIMjOM MHOXKEHha CKasa-
poM u Teopemom . O]

IlomceTMO Cce HEKMX CTBApU M3 JIMHeapHe ajredpe. 3a CKyIl HeHyJa BeKTOpa
{\7{, \75, ey v_>n} C YV Ka)keMO /1a je 1UHeapHO He3a8UCAH YKOJIUKO a1ﬂ>+a2\72>+...+anv_>n = ﬁ
3a a1,Qy,...,ap € RIIOBJIAYM @1 = Ay = ... = Ap = 0. YV CyIIPOTHOM Ka’KeMo Jia je OH AU-
HeapHo 3a8UCAH U TaJla Ce HEKU O BEKTOpa M0>Ke U3pasuTH Kao JIMHeapHa KOMOHUHa-
Iyja oCTaJIMX. MakcUMaJIaH dpoj JIMHeapHO He3aBUCHUX BEKTOpPa BEKTOPCKOT IIPOCTOpPA
je gumeH3uja BeKTOPCKOT IIPOCTOPA, a 3a Te BEKTOpe ce Kajke Jla YNHe 6a3y BEKTOPCKOT
mpocTopa.

Teopema 1.6. JumeH3uja geKilopckol tipociiopa V jegHaKa je guMeH3Uju eyKaAugckol upo-
ciiopa E.

Joka3. Heka je E paBaH (dimE = 2). Kako y paBHU I10CTOje TpU HEKOJIMHeapHe Tauke K,

L u M, TO Cy BEeKTOpH ﬁ U KM HeKoJIMHeapHH, Te CY OHU U JIMHeapHO He3aBUCHU. Heka
cy 7, Vuw IIPOM3BOJPHU HEHyJIa BEKTOPH U3 paBHU. IlocTaBuMoO Tauke A,B,P,Q € E
TaKo 71a je U = zﬁ, V= ﬁ HW = lﬁ Axo cy mpaBe AP u BQ 11apaJieiHe TO Cy BEKTOPH

0w KOJIMHeapHU U CaMHUM THUM JIMHeapHO 3aBUCHH. Y CyIIpOTHOM IIpaBe AP U BQ ce
CeKy U II0CTOjH IIpeceyHa Tauka C. BekTopu APuA Cy KOJIMHEapHU Kao U BEKTOPH Lﬁ u
BC, Te m1oCTOje cKasiapH a, B € R TaKBH J1a paku AC — aAP u BC — BBQ. OpaBe 1od6ujaMo
6> — AB + BC + CA=1 + ﬁW —aV,Te Cy BEKTOpPH U, vuw JIMHEeapHO 3aBUCHHY, IIITO
Iokasyje faje dimVy = 2.

Hexka je E mpoctop (dim E = 3). Kako y IIpoCTOpy II0CTOje YeTHUPU HeKOILIaHApHe Tau-
Ke K, L, M 1 N, TO Cy BEKTOpH I?z, m 51 ﬁ\f HeKOIlJIaHapHY, a KaKo je fUMeH3Hja paBHU
jelHaKa Ba TO Cy OHHM JIMHEapHO He3aBUCHU. [IpeTIIocTaBUMO Jia IIOCTOjU YeTHUPH JIU-
HeapHO He3aBHCHHUX BeKTOpa U = Oj V= @ W= O? X = 075 W3 jimHeapHe He-
3aBUCHOCTH, OAB 4UiHU paBaH 77, a OCD YuHU paBaH 7. AKO Cy paBHHU 77 U T I1apaJjeslHe
TO Cy jegHake (O € 7 N 7), BEKTOPHU Cy KOIUIAaHAPHU U CaMUM THUM JIMHEapHO 3aBUCHU. Y
CYIIPOTHOM Ce 7T U T CeKy II0 IIpaBoj p > O u noctoju Tauka O # E € p = 7 N 7. BeKTOp

O? je y paBHHU 7T, Te O? :_)aﬁ + [37, aJIl U y PaBHHU T, OJlaKJIe O? = yW/) +6X. ﬂgSHjaMo
ad + ,87 - yv_v> ~-8§X =0, I7e CBU KoeQUIlMjeHTU HUCY Hysla (MHauve je OF = 0, anmu u
E # O) Te cy BeKTOpHU JIMHEapHO 3aBUCHY, IIITO Jj0Ka3yje fa je dim ) = 3. O

3Tasec 13 Musieta, OaAfg (6. U 7. BeK ILH.e.), [PUKU QU030 U MaTeMaTHUap
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1.2 BekxTopcka ajaredpa

Yiao usMel)y 1Ba HeHyJ1a BeKTOpa OA u OB je MamH of; yIJI0Ba U3Mel)y IoJIyIipaBux
[OA) 1 [OB), 0HOCHO
£(OA,0B) = £AOB € [0, 71,
pu ueMy Jlema @ omoryhasa fia ce I1ojaM yIJia IIpOLIMPH 3a IIPOU3BOJbHA /IBA BEKTOpA.
CkanapHu tipouseog BexTopa U U V je dpoj

U-V = |d| |V] cos£(U,V)eR.

VKOJIUKO je U -V = 0 kKaKeMo fia €y BEKTOpH UunVv (MelycobHO) opinoioHaaHu U

numemo ¥ L V, IITO ce JelraBa Kaz je T=0wmV = 0 wm 4(7, 7) = 11/2. OCHOBHe
0COSHMHE CKaJIapHOT IIPOM3BO/la BUIUMO Y HapeJHOj TeOPEMHU.

Teopema 1.7. 3a sexiuope 7, 7, wWevu ckaaap a € R sajxcu

TV =V.1 (1.9)
U-V+W)=Ud -V +d W (1.10)
(@) -V =a(d-V); (1.11)
U-U>0; (1.12)
T d-0su=0. (1.13)

Jlokas. ITUpeKTHO U3 fedUHHUIIHje CIe i KoMyTaTUBHOCT ([L.9), Kao U II03UTHUBHA fedu-
muTHOCT (1.12) 1 (1.13). KommatusmrHocT (1.11)) ce T1aKo padyHa:

(@U)-V = ||ad]| || V] -cosL(aU, V)
=la| - | @||- | V] - sgn(a) - cos L(U, V) =a- (U - V).

[IpeocTaje goKas3aTH JUCTPUSYTUBHOCT (). [TocTaBUMO BeKTOpe IIpe/ICTABHUKE Ta-
KO J1a BaXKH V :1@, W= R‘Hﬁ = AD. YBeguMo paBHHU /T U T TaKBe fjla BaXKu B € m | AD
uC et L AD, ok B' u C' repurHUIIIeMO Kao HOpMaJIHe IIpojeKIiHje Tauaka B u C Ha IpaBy
AD, ogHocHO {B'} = mnNADu{C'} =tnAD.
) — —
U3 TIpaBoyIIoT TPoyIia AB'B MOkeMo H31BojuTH ||AB|| — |AB]| - |cos £(AB', AB)|, trTo
Hac MOTHUBHUIIIE /Ia ITI0Ka)KeMO

(¢ -AB)- U = |7 |2AB’
Us||(d- V) 2| =& - V|- 7] =[R2V ][cos £(X, V)| = | & |]?|AB|, mocmaTparm Bex-

TOPHU UMajy jelHaKe HOpMe, aJIk U jeflHaKe cMepoBe 360T sgn( U - V) = sgn(cos 1(7, 7)),
Te Cy jeJHaKHU.
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CacBuUM CJIMUYHO IIpaBOyIiIv Tpoyrao AC'C paje ( ﬁ = ||7||2R3 [IOK je 3a U3-
paxaBarbe BeKTOpa ( B? U Some rocMarparH ( 7 B/E 7 rge je E Tauka Aara ca
B’E BT?> OJlaKJIe JIAKO CJIe,/II/IE € t. [IpaBoyru Tpoyrao B'C'E /:(a]e 7 B_’E> U = HﬁHzB’C’

ObjequbaBambeM IIPeTX ﬁAHI/IX pesyJITaTa 1/13 c1) MyJIe \|7H2AB’+ Hﬁ”zﬁ 7“21@
ﬂ06§aMo ﬁ 7 ﬁ+ ﬁ_> U = ( , Te KOHAYHO y3 yrnoTpedy ([1.5) Baxxku

U - (V+w). O

BekTOpcKHU MpOM3BOJ YBOAUMO Kao SUHAPHY OIlepalidjy Koja he BeKTopumMa UuV
IPUAPYKUTU BEKTOP. IIpPUPOHO je 3aXTeBaTHU ja pe3yJITyjyhu BEeKTOp Sy/ie OpTOroHaJIaH
Ha 06a JlaTa BeKTopa. YKOJIUKO cy U U V JUHeapHO He3aBUCHU, OHU pa3allliby paBaH,
a pesyuaTyjyhu BekTop nMahe mpaBal] HopMaJie Ha Ty paBaH. Kako je mpaBal; HopMaJsie
jemHO3HayHO ofpeheH caMO y TPOAMMEH3UOHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY, TO BEKTOPCKH
IIPOM3BO/ YBOAUMO UCKJ/BYUYHBO Y cay4dajy dimV = 3.

Kaxko 11ocToju 6eCKOHa4YHO MHOTO BeKTOpa OPTOrOHAJHUX Ha Uuv, ¢UKCcHUpameM
HOpMe heMO UX IPUJIMYHO PeCTPUKOBaTHU. IIpUPOAHO je 3aXTeBaTH Jla HOpMa Oyfie jen-
Haka IIOBPIIUHU P(ﬁ 7) IIapaJieIorpaMa Kojer pasalliiy BeKTopy U 1 V. BUCHHA ToT
IapaJjesiorpaMa Koja oAroBapa OCHOBUIIM ofpeheHoj ca U w3HOCH h = ||7\| -sin 4{(7, 7),

Te je
P(U, V)= U -h=|U|-|V] sin(d,V).

2

u

HaxoH oBora 3a pe3yJITyjyhu BEKTOp 0CTajy ABe MOI'YhHOCTH, IIOIIITO Y OKBUPY IIpaB-
I1a IMaMo JiBa pasjquTa cMepa, IITO MOYKEMO PelllUTH yBol)emeM II0jMa OpHjeHTal-
je. Hexa je (X, Y, 7) mpousBosbHa ypeheHa 5asa o V. [IocMaTpajMo ¢ Bpxa BeKTOPa
08HMJIa3aK 0Jf BEKTOpa X Ka BeKTOpy Y KpahuM IyTeM. YKOJIHKO je Taj 05MIa3aK y Ma-
TeMaTU4YKHU ITI03UTUBHOM CMepy (CYIIpoTaH cMepy Kasa/bKe Ha caTy) KakKeMo Jia je 6asa
gecHo opujeHiuucaHna. Y CyIIpOTHOM O08MUJIa3aK je y MaTeMaTU4YKU HeTaTUBHOM CMepy
U Ka’KeMo [1a je 6a3a .1e80 opujeHiuiucaHa. Ha oBaj HauuH cBe ypeheHe 6ase of V feie
Cy Y ZiBe KJIace eKBUBAaJIEHI[Hje Ha IeCHO OpHjeHTHCaHe U JIEBO OpHjeHTHUCaHe.

H3dopoM IIpuBUJIerOBaHe dase oxpelhyje ce opujeHTalja 1 oHa je 110 AebUHULUJU
lo3uintueHa. Hajuenrhe ce 3a MpUBUJIETOBAaHY a3y Y3UMa HeKa JIeCHO OpHjeHTHCaHa 6a-
3a, [IpK YeMy Cy OHJIa [IeCHO OpHjeHTHCaHe II03UTHUBHE, a JIEBO OpHjeHTHCaHe HeraTUBHe.
Kopucrehu opujeHTaniyjy 101a3UMO 10 jeJHOSHAYHO Off eheHor pesyJTyjyher BeKTopa.

Bekiuopcku iipou3eog BeKTOpa % V je BeKTOp ca ciaegehuM ocoduHaMa.
HopMa BeKT x V m3HOCH | U x 7|| = Wu 7WH sm4 U, V). Ako je | U x V|| # 0,
BeKTOp U X § je OpTOrOHAJIaH Ha BeKTOpe U aJIu TakKaB Jia je 6asa ( 7, X 7)
II0O3UTUBHO OpPHjeHTUCaHA.

Hopmy cMo dupasu Tako ,ua]e Hﬁ 7“ = 7 7 ). Kako je Hm\ ||7H sin £( U, 7 =0

caMoyCJIyqa]eBHMaﬁ_ 0, 7_ 0, £ 7 7 =0m L 7 7 =TI, T0]e7 7 0 aKo
U CaMO aKO Cy BeKTOpPH Uu ? KOJIMHEeapHH, a Tajia ¥ HeMaMo IlapaJjiesiorpaM pasarHyT
ca U 1 V, OJHOCHO Her0Ba OBPIIKHA je Hysa. Y CYIIPOTHOM U B V Cy JIMHeapHO He3a-
BUCHU, OPTOTOHAJHOCT Ofpeljyje mpaBaii 3a U x V, IOK OpHUjeHTallfja I04aTHO ofpelyje
cMep.

Kako gujaroHasa fieju mmapaJieJiorpaM Ha [Ba II0AyJapHa TpoyIjla ©UMaMO MOTHUB Jia
IIPaKTUYHO U3padyyHaMo IOBPIIUHY TPOyIJIa ca

P(AABC) = 773 (AB,AC) — fHE x AC|.
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Teopema 1.8. 3a sekiuiope 7, 7, wWevu ckaaap a € R gadxcu

UxV=—(VxU); (1.14)
(@U) x V =a(U x V); (1.15)
74—7 XW=UXxW+VxW. (1.16)

/Jlokas. AHTUKOMYTaTUBHOCT (-) CTaHapAHO nodujaMo mo TeopeMu [1.2, jep HOpMa U
IIpaBal] BeKTopa Cy OYUIVIEHO jeJHAKHU, IOK je CMep II0CTaBJ/beH KaKo Tpe6a 3a ()
CMep je OUMIJIEHO jefHaK (MJIM Cy HyJla BEeKTOPH), Te 0CTaje caMo HOpMa:

(@) x V| = |ad|||V|sin£Lad, V) = |a|| L[| V|| sin £(U, V)
=|a||U x V| = |la(d x V)|

Jlokas popmyie () ocTaBMheMO 3a KaCHHUje jep je TaKo jeJHOCTaBHU]je. O
Mewoguinu iipou3eog BeKTopa U, Vuw je 8poj
U, V, W= (U xV) W

FEOMETpI/I] CKa I/IHTepHpeTaI_H/I]a MENIIOBHUTOT Hponng/:(a MOJKe Ce BUAETHU IIOCMaTPamkeM
IIapaJieseIrrvuiieia KO]eI' pasaliiiky BEKTOPHU 7 7 uw.

Kaxko je H = ||jw| - |cos 4(7 <V, 17v>)] BHUCHUHA I1apaJjieslelInIIe/ia Koja oArosapa CTpaHU
KOjy 06pasyjy BeKTopd U U V, TO UMaMO

W, V, W)= (U x V)-W|=|U x V|[|W]|cos £(U x V,W)|=P(U, V) -H
IIITO je laJbe jeIHaKO 3allpeMUHU TOT I1apaJjiesielluIie/ia ¥ 0TyAa ciefieha TeopeMa.
Teopema 1.9. 3atipemuHa Gapasenetiutiega Kojel pasaiiury geKilopu U Vuw jegHaka je
V(U,V, W) =|[U,V, ]|

[IpakTHU4aH IIpodJIeM MOKe SUTH pauyHambe 3allpeMUuHe TeTpaezpa. Kako ce mapaie-
JIEIIUIIe], Ie/IU Ha ABe IIoAyJapHe IIpHU3Me, a IIpU3Ma UMa TPHU IIyTa Behy 3allpeMUHY O
IMpaMu/ie, TO y IlapasiesielIuIie]; MO>KeMO CMeCTUTH IIIeCT TeTpaeZapa U 3aTo je 3alipe-
MUHa TeTpaeapa ABCD jeqHaka

V(ABCD) = f| [AB,AC,AD)|.

MeIItoBUTH IIPOU3BOJ, ce TaKolje JIello MoHallla y 0/THOCY Ha yBe/leHe oIlepalluje.

Teopema 1.10. 3a seKiuope 7 7 W Xevu ckaaap a € R saxcu

U, V, W] =V, U, W, (1.17)
W, V, W) = [V, W, (1.18)
ad,V, W] =a[U,V W] (1.19)
U+ V., w % X =[U, W, X+ [V, W, X]. (1.20)
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Jloxas. Axo dopmyure (1.14) () CKaJIapHO IIOMHOKHMMO Ca w IodujamMo () u ().
I[MKJIMYHO HoMepambe (1.18) je mocieauiia TeopeMe @ I10 KO0jOj Cy JieBa U JleCcHa CTpaHa
jeqHaKe II0 allCOJIYyTHO] BPeJHOCTH, JIOK je 3HAK je[lHAK 350T jelHaKe OpHjeHTaIlhje Ha
I[UKJIUYHO IIOMepeHo] 6a3u. JUCTPUSYTUBHOCT (| ) je nocnem/ma @) aau CMO Ta]
I0Kas3 IIPeCKOYMIH. MehyTHM Ba’KU U 06paT jep Kako je (W X

w,
110 GopMYyIHn (-)]e;LHaKo w x? 7+ (w ><?> V= W X, 7 é TO]e(-)

TIOCJTe/HIIA ITPETXOHO 0Ka3aHOT ()

M3 fokasaHe ocodHHe (-) 3a CBaKO X BaXkH 7+7 7 [7, w, 7] =0,
IIITO 110 e UHUIINJHU MeIlIOBUTOTI IIPOMU3Boja 1 TeopeMu @ ,zgonocn

(T + V) x W) — (U x W)~ (V xW))-X =0.

3a KOHKpeTHO X = (U + V) x W) — (U x W) —( X W) modujamo X - X = | X2 =0mn
oTyza caenu (( 7 + 7 ) X W 7 X W (7 X W) = O IIITO KOHAYHO [J0Kasyje () 4uju
CMO /IOKa3 paHuje HpeCKquJII/I

JleociipyKku éeKitopcKu upous3eog 3anpaBo je BEKTOPCKO MHOXXeHe IIPUMeHeHO
IBa IIyTa 3apeZioM, OJHOCHO OOJIUK 7 7 ) X W. OcHOBHa uzejaje f1a ,I[OSI/I]EMO eKCILIH-
LIATHY Cl)OpMYJIy 3a payyHame 0BOT 1/13pa3a Y ciy4ajy 1a cy BeKTOpHU KOJIMHeapHU
TO je UxV = O U CAMHUM TUM 7 7 X W = 0, Te heMo IIpeTIIOCTaBUTH J1a CY UuVv
JIMHeapHO He3aBUCHU. Taja je 7 v # O Te BEKTOPH ( 7 V.U x 7 4urHe jeJHy dasy
BEKTOPCKOTI IIpocTopa V. IlocMaTpajMo u3pas ( 7 7 x U KOjH PacIKCyjeMo y HaBe/leHO)j

dasu
(U x V)x U =al + BV +y(U x V).

CkaslapHUM MHOKEHEM ca BeKTé)OM (7 X 7) KOjHU je HOpMaJlaH Ha (7 X 7) x U, Ha U
U Ha V, ogMax 06HjaMo yHﬁ |?> = 0, omHOCHO y = 0, Te UMaMo

(U xV)xd =ad +BV. (1.21)
BekTOpcKuM MHOKereM ca U, 13 (L2 je (U x V) x W) x U) = a(U x U) + B(V x W),

OZHOCHO
(U x V) x W) x U =—B(U x V).

[Ta>KJbBUM II0OCMaTparkbeM BEKTOpa Ha JIeBOj CTPaHU IIPETXOJHOT u3pasa KojH je jeHaK
IBOCTPYKOM BEKTOPCKOM IIPOM3BO/Y Mel)yCOSHO OpTOTOHAJIHUX BeKTopa (( g) 1,
Te (U x V) x U L U) MOXKeMO 3aK/BYUHTH /Ia je HCTOT CMepa Kao M BeKTOp (7 x V),
ITo HaM zaje B > 0. Ca gpyre cTpaHe, yrmopeljyjyhu HopMe JieBe U JieCHe CTpaHe UMaMo

1T x V|- [ L2 = (L x V)x ) x U = |-BU x V)| =Bl x V],

omaxe je |B] = || ¥||2 & camuM THM, 350T B > 0 mosujamo B = | U2
CkaslapHUM MHOXEHeM ca U, u3 ([1.21) mosujamo 0 = «a 7 7 ) + B( v 7 ), OJlaKJIe
caeny na je aHﬁHZ = —HﬁH U - 7 1 KOHaYHO a = —( ). 3aMeHOM a U B y ()

“UMaMo
UxNxUdU=—U - NU+ (U - UV, (1.22)

IIOK HaM CHMeTpHja I10 Uuv naje (7 X 7) x V= —(7 : 7)7 + (7 : 7)7, OJTHOCHO
Ux V) xV=-(V-NU+(U-V)V. (1.23)

IIpeocTaje /Ia y pauyH YK/bYUHMO 1 BeKTOP W KOjH ce TaKolje MO>Ke PacIIHCaTH y HAIIIOj
sasmca w = Ui +vV +E(U x V). IIpEMeHOM 0COSHHA BEeKTOPCKOT ITPOM3BOJia 13 TeopeMe

9
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@, Kopucrehu ¢popmysie () u (), Kao U UMILEHUILY [1a je (7 X 7) X (7 X 7) = 6>,
nodujaMo
(U x V) xW=u(U xV)x L)+ V(U x V) x V) +E(U x V) x (U x V))
= —u(U - NU +pd- )V —v(V-NU +v(U - V)V
=™ - V)+v(V V)L + - )+v(d - V)V,

MeYD{TI/IM, CKaJIJapHUM MHOXKeHeM jeTHaUNHe W=yt +vV+ 6(7 X 7) cauluVv roduja-
MOW U = y(ﬁ : 7) +v(7 : 7), OHOCHO WV = ‘u(#l- 7) +v(7 . 7), Te UMaMo JBOCTPYKHU
BEKTOPCKU IIPOU3BOJ, (7 X V) x W = —(W- )7+ (1715-7)7 Yy BUZly eKCIUIUITUTHE QopMyJIe.

[Ipeocraje 1poBepa godujeHe popMyJie y cnyqﬂy JIMHEeapHO 3aBUCHUX BeKTopa U U
V, I7le IIOCTaB/batbeM V = KU OUHIIEJHO BAXKU 0 = —(W . (Kﬁ))ﬁ + (W : 7)1(7, IIITO
KOMILJIETHPa HapegHy TeopeMy.

Teopema 1.11. 3a seKiuope 7, 7, W €V savxcu

(U xV)xW=(U W)V - (V- -WTU. (1.24)

1.3 Koopaunarte

Axo je (\71> e v_,)l) dasa BEKTOPCKOT IIpocTopa V Taza 3a CBaKo X eV II0CTOje jeJHO3HAau-
HO o/ipeh)eHU CKaJIapU X1, ..., X, € RTakKBU a je X = X1V] + ...+ XnVy, A OHH Cy KoopguHaiue
geKkmmopa X y naToj 6asu. KoopauHaTe BeKTOpa X OSHYHO 3aImcyjeMo Kao ypeheny n-
TOPKY (X1, ..., Xn), LIITO YCIIOCTaBJba SUjeKIIUjy U3Mel)y mpocTopa V u R™.

/lBa BEKTOpa Cy jefHaKa aKo ¥ CaMO aK0 UMajy jeqHaKe KOOpAUHATE Y OAHOCY Ha UCTY
da3y. 3 ocoduHa TeopeMme JIAKO BUJUMO JIa je KOOpAMHATa CyMe BeKTOopa jeJHaKa
CYyMH OZiroBapajyhux KoopiHaTa, Kao 1 /ia je KoopAruHaTa yMHOIIIKa BEKTOpa CKajJlapoM
jeAHaKa IIPOM3BO/ly CKajlapa U oAroBapajyhe KoopHHarTe.

HcriuTajMo Kako GYHKITMOHMUIIIE BEKTOPCKa ajiredpa y KoopJuHaTrama, Te IrocMaTpa-
MO BEKTOPCKHU IIPOCTOp V JUMeH3Hje Tpu. V3 iMHeapHe anredpe I1o3Har je I'pam-IIImu-
TOB IIOCTYIIaK OPTOTOHAJIM3allMje KOjU Off IIPOU3BOJbHE Sa3e BEKTOPCKOT IpocTOpa KOjU
je CHad/ieBeH CKaJlapHUM IIPOM3BOJOM IIpaBU OpTOHOpPMUpaHy da3y. Heka je (eq, e_2>, e_3>)
HeKa OpTOHOpMHUpaHa 5a3a BeKTOPCKOr mpocTtopa V. Tajza je

- =
ei-ej:6l~j,

r7e je 6;; KpoHekepoB CHMS0I M M3HOCH 1 3a i = j, OfIHOCHO 0 3a i # j.

Hexka cy X = xle_{ + xze_z> + xge_g,> Hu 7 :yle_l> +yze_z> +yge_3> IIPOU3BOJFHU BEKTOPHU U3 V.

Ha ocHOBYy Teopeme HMaMo

XY= (in?Z) ' (ZJ’@) =Y xjle &) = Y xSy = Y X
i j i ij i
Jlakiie, y OpPTOHOPMUPAHOj 6a3u BaKu

XY = X1y1 + X9y + Xays,

JIOK caMy KOOP/IHHATY X; BEKTOPa X MOKeMO JIOSHTH CKaJTapHUM MHOKeEeM Ca 0jIr0Ba-
pajyhuM 6asHHUM BEKTOpPOM, X - €; = X;.

Jla d1CcMO U3padyHaIkd BEKTOPCKHU IIPOU3BOJ, HeOIX0Ha J’e opujeHTaIyja, Te CTaH-
IapHO IPeTIIoCTaB/baMo Jia je OpPTOHOPMHUpAHA dasa (eq, €3, e3) IIO3UTUBHO OpHjeHTHCa-

Ha. BekTop e1 x e, UMa HOPMY |le1 x ey = He_{HHe_gH = 1, a/Jik ¥ IpaBall OpTOroHaJaH U
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1.3. KoopguHate

— — . — L= — = =
Ha e U Ha ey, IIITO je IIpaBal] BeKTopa e3. Kako je ||e3|| = 1, a 6asa (eq, €3, €3) IOSUTUBHO
OpHjeHTHUCaHa, TO je ]aCHO_> na gamm e; x e; = e3. CacBUM CJIMYHO J06HjaMO ITUKJINUHE
jenHayvHe e; X €3 = €] U e; x e = e;. A1<o IPOMEHHMMO PEZIOCIIE], MHOKETbA, TO 110 (-)

— = —
HMaMo €5 X €] = —e3, es x € = —e ue x e3 = —€;, 0K MHO’KeTbe JIHHeapHO 3aBHCHHX

BEKTOpa Jiaje Hyy, e x e = e_z> X e_z> = e_§ X 93 = 0

Kopucrehu ocosuHe u3 TeopeMe [1.8 1ako je M3pauyHaTH

X xy

Doxier | x| Doyje | =D xyler x )
i j ij
— (X2V3 — X3Y2) €1 + (Xay1 — X1Y3)€5 + (X1Yz — Xo¥1)€3
:B(z Xse—>_E’(1 Xse—>+B1 Xze—>
2 Y3 1 Y3 1 Y2

3
LITO ojroBapa ¢popMasHoOj JeTeEpPMUHAHTHA

- = =
e € €3

7 X 7 =1X1 X2 X3
1 Y2 V3

Koja ce JIaKO IIaMTH.
MeIIOBHUTH IIPOU3BOZ, (X, Y, Z| pauyHaMo 10 AeduHUIUu [X, Y, Z] = (X x ¥)
Te aKo JI0ZJaTHO IIOCTaBUMO Z = Zj€] + Z3€3 + Z3€e3, 110 IIPETX0/THO YCTaHOB/bEHOM je

X 7_@2 X3 _Bl X3 B1 X2
X.5.7 2 ys|” v el 2 b s

IITO Ce TaKOI']e MOZKe JIaKO 3aIllaMTHUTH Kao IeTepMHUHAHTa

Z3,

X1 X2 X3

[77777]: 1 Y2 Y3|-

Z1 Zp Z3

He yMamyjyhu onIIToCT IIPETHIOCTaBUMO /Ia PAIIMO Y TPOJMEHSHOHOM BEKTOPCKOM
npoctopy V. KoopguHaTe BeKTOpa X eV y OTHOCY Ha 6a3y e = (el, ez, €3> mpocropa V
4yuHU ypeleHa Tpojka (X1, Xz, X3) 3a KOjy je X = X181 + X285 + X3€3. [IpupopHo ce Hamehe
IUTam e Bese usMely KoopArHaTa yKOJIMKO [johje 10 mpoMeHe da3e. Heka je e/ = (e?, ez, z)
HOBa 6a3a mmpocrtopa V. HoBu 6a3HU BEKTOPU Cy BEKTOPH IIPOCTOPa V U CaMUM THUM MOTY

ce M3pasuTH y cTapoj dasu e,

— — —
Y11€1 +V21€2 + V3163,
— — —
V12€1 + Vo282 + V3363,

— — —
Y1n€1 + V2n€2 + V3363,

SANINNAGNS

Te Ce ofiroBapajyhu KoeQHITHjeHTH y; MOTY YIIUCATH y KOJIOHe MaTpHILe

Y11 V12 Vi3
F'=1|{VYa Va2 Vo3
V31 V32 V33

KOja ce 30Be mailipuua lipeaacka ca 5ase e Ha a3y €, a mpehalma Be3a ce MOYKe Ma-
TPHUYHO 3aIIHCaTH ca

e€=e-T.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

AXO ITPOM3BOJbAaH BEKTOP X M3Pa3sHMO Ha Ba Pa3IMUMTa HAUMHA MOYKEMO BHJIETH Be3y
n3Mely crapux ¥ HOBUX KOOp/IMHATA.

- 7 / — 1) 5
% = Sonet = g = S (Sl ) = 5 (S ) @
i j j i i J
OfiaKJIe 33 CBaKO [ IMaMoO X; = ) ;YyX/, IITO Cy YIPaBo TpakeHe Bese n3Mely Hammx

KOOpAMHAaTa. VKOJIUKO CTape KOOpAWHaTe odeye)kKuMo ca X = (X1,X2,X3)", a HOBe ca
X = (x|,x,,x5)" cucTeM [J0SHjeHHX jeHaYMHa MMahe MaTpUYHU 06/HMK X = I' - X', ofi-
HOCHO

/

X1 Y11 Y12 Vi3 X3
— /

X2 | = | Va1 Vo2 Vo3 Xlz
X3 Va1 V32 V33 X3

- =

VKOJIHKO Cy §ase e ¥ e/ OpPTOHOPMHPaHe MO)KeMO PauyHaTH CKalapHH IIPOU3BOJ €; - ]
Ha JIBa HAUHHA

Z"Ef): (i) - & =D Vial@k &) = > Vi = Vi
K K k

=& (Ve = S Vi€ ) = 3 Vi = V).
k k k

Ize cy y;.j eJleMeHTH MaTpHIle IIpesiacka ca 5ase €/ Ha e, 0fHOCHO MaTpulle I' 1. Onasze
3aK/by4yjeMO ia BaXKH j; = ygj, ogaocHo I'™! = I'7, mTo 3sHauYM Ja je MaTpHIla Ipeacka
I' ca opTOHOpMUpaHe 6a3e HA OPTOHOPMUpPAaHyY 6a3y OpTOroHasHa. /lolaTHO BUAUMO Ja
BakKH

1=detE=det(T- T !)=det(l'-T") = det(T') - det(I'") = (det(T))?,

Tako Ja je 3a wy detI' = +1.

ITos07kaj TauKe MOJKe Ce OIKMCAaTU TaKo IITO ofladepeMo HeKy Tauky O € E, Kojy 30Be-
MO KOOPpGUHAUHU lo4eillak, a 3aTUM CBaKOj TauKU M € E IPUAPYKUMO jeJHOSHAYHO
ofipeleH BeKTOp OM € V, KOjU 30BEMO @eKillop uoaodicaja inauke M.

Koopgunaiunu cucinem (O, e) cacToju ce off TauKe O U HeKe dase e = (e_{, es, e_3>) IIpo-
cropa V. KoopguHnaine inauke M Ccy KOOpAiMHaTe BeKTOpa II0JI0>Kaja (W/[ Yy OJHOCY Ha
3a/1aTy 6a3y e. AKO Cy BEKTOPH dase jeJUHUUYHU Ka>KeMo Jia je KOOpAUHaTHU cucreM Je-
Kapiuoe, a ako cy MeljycodHO yIIpaBHU Ka’kKeMo /ia je OH Upaegoyiiu.

Jlo KoopHaTa Te MCTe TaykKe Yy HOBOM KOOPAMHATHOM cucrteMy (O, e’) mosasuMo

TpaHCJIalMjoM KOOPJUHATHOT II0YeTKa, OJJHOCHO KopucTUMO OX = OO0’ + O'X. AKO Bek-
TOpe pacIIUIeMO Kao IIPOKU3BOJ dase U KOJIOHe KOOpPAMHAaTa UMaMo eX = eP + e'X/, rre
KOJIOHA P nipeficTaB/ba KoopAauHate Tauke O’y 6asu e. Kako je e/ = el' To je eX = eP +el'X/,
0fHOCHO X = P + I'X'. KoopguHate Tauke X y CTapOM CUCTeMY jeflHaKe Cy 36Upy KOOp-
nyHara Tadyke O y cTapoj 6asv U KoopAyrHaTaMa Tauyke X y HOBOj da3su YMHOXKeHUX Ca
MaTpUIIOM IIpeJiacKa ca cTape ase Ha HOBY:

[X]oe = [0']oe + Teser - [X]orer-

1.4 IIpaBa u paBaH

Kao mITo je 1mosHaTo M3 aKCMOMa eyKJIHJCKe reoMeTpHje, IIpaBa je 0djeKaT KOju je
jeqHO3HAYHO ofpeljeH ca ABe pasjanuuTe Tadke. Heka je mmpaBa p ofgpeljeHa Taukama
A(ai,ay,as) u B(bqy,b,, bs). Tauka X mpunaza 1pasoj p (Tauke A, B 1 X Cy KOJIMHeapHe) ako
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1.4. MNpaBa 1 paBaH

Cy BEKTOpHU AX u AB KOJIMHEapHH, OJJHOCHO YKOJIMKO IIOCTOjU CKasap K € R Takas Jia je
AX — KAB. [IpeTxX0AHA jefHAUNMHA IJIaCHU (?Y - 07 = K(@ - 07), O/laKJIe u3jeHavYaBabeM
KOOpAWHara fodujamo x; — a; = k(b; —a;) 3ai=1,2,3.

BexkTop AB oapelyyje mpaBaij mpaBe, Te je IIpaBa jefHO3HAYHO ofpeljeHa TaukoM (pe-
IIUMO A € p) U TUM IIpaBIieM. AKO IIpaBall, OGHOCHO BeKTop AB(b; — a1, by — az,bs — as)
3aMeHHUMO ca (v1,Vy,V3), I06HjaM0 apameimapcke jegna4uHe upaee

X1 = a; + Kvq,
X9 = Ay + KV, (1.25)
X3 = d3 + KV3.

[IpaBar mpaBe p Kpahe odejie;kaBaMo ca LTp> = (v1,V2,V3) ¥ OH je jeTHO3HAYHO o/ipehjeH 10
Ha MHOXKele HeHyJla cKaslapoM. Kazia mapaMeTap K Ipolje CKyII peaJlHUX dpojeBa IIpeT-
XOJIHe jeJHauYMHe OIIUCY]Yy CBe TauKe X(X1, Xy, X3) Ca IIpase p.

M3 mapaMeTapcKux jegHaurHa ([1.25) eITMMHUHAIINjOM IIapaMeTpa K, 3alIpaB0 FbeTOBUM
H3pa’kaBameM, 106HjaM0 KAHOHCKe jegHa4UHe upaee

%1 Vs V3

X1—a1_X2—(12:X3—(13 (1.26)

KaHOHCKe jegHauynHe () Cy 3alpaBo cKpaheHM 3amuc IapamMeTapCKUX jeHauWHa
(), Te Ce 103B0JbaBa /la HeKU of] SpojeBa v; dyze HyJia (aJid He CBH).
PaBaH je 110 akcromamMa ojpelheHa ca Tpu HeKoJIMHeapHe Tauke A, B 1 C, ajIv je Mo-

’KEMO OJIPe/IHTH TadKOM A U Ca JBa JIMHeapHO He3aBHCHA BEKTOpa U = Iﬁ(ul, Uy, U3) B

V= EZ‘(VL vy, V3). Tauka X mpHIIajia paBHU aKo Ce EbeH BEeKTOP I10JI0’Kaja Yy OTHOCY Ha Tad-
Ky A MO>Ke BUJIETH Kao JIMHeapHa KOMOUHAIWja BeKTopa U W V, OJHOCHO aKo IIOCTOje

CKaJIapy K U A Tako Jia je AX = kT + A V. PacIHcHBaIeM OBe jefHaYMHe y KOOpAHUHaTaMa
IodujaMo itapameinapcke jegHa1uHe pagHuU,
X1 = a1 + Kuq + Avq,
Xy = Ay + KUy + Avg,
X3 = a3 + Kuz + Avs.
MehyTuM, paBaH ce JIaKllle MOYKe 3aIlMCaTH YKOJIMKO JIMHeapHy KOMOHUHAIU]y BeK-
Topa U ¥ V 3aMeHMMO BeKTOPOM HOpMaJle, OGHOCHO ca 1 = U x V.BeKTop HopMase

paBHU a Kpahe odeJjie;kaBaMo Ca Ny U OH je TaKohe jeJHO3HAUYHO oipeljeH 10 Ha MHOXKeHe
HeHyJIa cKajlapoM. Cazia je KU +AV LT, OJlaKJIe CJIe[IU 8eKINOPCKA jegHauuUHa pasHuUu

AX T = 0. (1.27)

BeKTOpCKy jeqHauMHYy MO>KeMO pacIiucaTy ca (()7( - O?) 7 =0m roryefaTu Ko-
opAuHaTe. AKO Cy KOOpAHUHAaTe Tavyaka A(dq, ay, as) 1 X(Xy, X2, X3), @ BEKTOpa ﬁ(nl, Ny, Nn3)
I0d1jaMo jeHaYMHY paBHU

nq (X1 — Cll) + nz(Xz - az) + ng(Xg - Clg) =0. (1.28)
AKO u3pauyHaMo CJI080HU WiIaH Ny = —N1A; — Npdy — N3dz UMaMOo JIHHeapHY jeJHa4YUuHY
niXq + NaXy + N3Xxz +ng =0, (1.29)

IIITO je oNWINGA jegHAYUHA PAGHU.

ITocmaTpajMo caZja IBOAMMEH3NOHU BEKTOPCKU IIPOCTOP, OJHOCHO JelllaBaba y paB-
HU. ITo y30py Ha IIpH4y U3 IIPOCTOPA, MOXKEMO HallMCcaTH llapaMeTapcKe jefHaurHe IIpa-
Be PeCTpPUKOBaHe 3a jeHY JUMEH3HU]Y: X1 = a; + KV1, X2 = dy + KVo. MHOXKeHeM IIpBe jefi-
HauHHe Ca Vg, IpyTre ca V| U (b UX0OBUM OlySUMameM JO0SHjaMO X1V, — XaV1 = A1Vy — daV1.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

VKOJIMKO yBeJIeMO HOB€ O3HaKe Ny = Vg, Ny = —V1 U N3 = —(A1V2 —ayVq), AOSHjaMO olluiny
jegHauvuHy Gipaee y pagHU Koja IJIaCHU:

Nnixi + NyXxy +n3z = 0. (1.30)

Jlo oBe jemHauyMHe MOKe ce OhU U Ha Apyrd HauuH. Ha IipuMep, IpaBa y paBHHU je
ojpeheHa TaukoM A(aj, a;) U BEKTOPOM HOpMaJie ﬁ(nl, ny), Te II0 y30py Ha jeHAUUHY
PaBHU Y IIPOCTOPY ) UMaMO BEKTOPCKY jeJHaYUHY

AX-T =0.

VropehuBameM Tako T06HjeHUX jeTHaYNHA MOKEMO 3aKJ/bYUUTH J1a aKO je (V1, Vy) BEKTOP
IIpaBlia [IpaBe OH/iA je IbeH BEKTOp HopMaJle 1 (nj, ny) cpasMepaH BeKTOPY (Vz, —V1).
Omrrra jefHayMHa IIpaBe (@) je Ba’KHa jep ce CBaka IIpaBa y paBHU MO)Ke U3pasu-
TH Ha TaKaB HauuH. Ca pyre cTpaHe, y CJIy4dajy fa je ny # 0 (ogHOCHO v, # 0) yUTaBy
jeqHauYrHYy () MO>KeMO IIOZIeJIUTH Ca Ny U TOOUTU eKCUAUUUTIHY jegHAYUHY Tipage

Xy = kx1 +n,

Ize je k = —ny/ny U n = —ns/ny. He Tpeda UCIIyCTUTHU U3 BUJA [ja [IpaBe ca KOHCTaHTHUM
X1 HeMajy oBaKaB 08JIMK. Bpoj k 30Be ce koedpuuujeHin vipaee 11 je[HAK je TAHTEHCY yIJIa
KOjH IIpaBa Irpajiu ca II03UTUBHUM JIeJIOM X1 OCe.

1.5 Pacrojama u yIJIOBH

BpaTtuMo ce Ha TPOAUMEH3HOHU IIPOCTOP y KOjeM MMaMO paBaH 7 3a/aTy JIMHeap-
HOM jeTHAaUUHOM (| ), N1X1 + N2Xy + N3Xx3 + ng = 0. AKO HeKa TaukKa UMa KOOpAuHaTe
P(p1,p2,p3) MOXKeEMO Ce YIIUTaTH KOJIMKO U3HOCH pacTojare TaukKe P off paBHHU T.

ITocTaBUMO IIpaBy n Kpo3 TauKy P Tako /a je HOpMaJiHa Ha paBaH 7. Heka je B mmoj-
HO)Xje Te HOpMaJie, OJHOCHO TayKa TakKBa /ia je {B} = nN 7. PacTojame 1U3Mel)y 1Be Tauke
jeHaKo je HOPMU BeKTOpa KOjU je ’briMa ofipeljeH, Te je

d(P,7) = infd(P, X) = inf||PX|.
Xet Xert
MehyTum, PX = PB + BX IIpH YeMy je PB L BX, Te CKaJlapHU IIpou3Boj ([luTaroprHa

TeopeMma) faje |PX|? = ||1ﬁ|]2 + ||BX||? > ||ﬁ”2, IIITO 3HAYH Jia ce MHPHUMYM JOCTIDKE Y
Tauku B u Baxxu d(P, 7) = |PB|| = ||BP||.

Heka je T (ny, Ny, N3) BeKTOp IIpaBIia mpase n (M = ;) ¥ BeKTOP HOpMaJe PaBHH T
(71 = n7). Kako ce Tauke B u P Hajase Ha IIpaBoj n TO Cy BeKTOpU BP u I KOJIMHeapHH,
Te je KOCUHYC yIia usMel)y »ux 1 wiu —1, ofakiie BaXKu |B7>> . ﬁ| = Hl?lgu . HWH. Ca zmpyre
CTpaHe, B € 7, Te U3 jeqHa4YUHe () BaKHU AB - =0, Ime je A(aq,ay,as) HeKa Tayka
paBHU 7. To HaM f1aje

BT —AP- T —AB- T —AP- 7

:(ﬁﬁ—(ﬁﬁ = p1nq + p2ny + psng — ANy — azny — aznsg,
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1.5. Pactojama v yrnosu

a Kako je ng = —a;ny — azny — asng 360r A € 7, UMaMo 1@ = pini + p2ng + p3ns + na.
Ob6jemumaBameM pesysTaTa 106ujaMo Hﬁ’” : Hﬁ” = |p1n1 + p2ny + p3ns + Ny, a KAKO BaXKU
|70 ||2 = n2 + n% + n%, To go5ujaMo cirepehy Teopemy.

Teopema 1.12. Pacinojarse ttiavike P(p1,p2,P3) 0§ PABHU T: N1X1 + NaXg + N3X3 + Ng = 0

UsHocu
_ |p1n1 + pany + p3ng + Ny

2 2 2
\/ Ny +n; +n3

; —
TIpeTIIoCTaBHMO /ia je IIpaBa q ofjpeljeHa TaukoM Q M ITpaBIfeM v = Ug. AKO ITOCTaBEMO

d(P, 1)

IapaJieJiorpaM Koju pasalliiby BEKTOPHU @ u V Tajia ce pacTojare Tauke P o] IIpaBe q
MO>Ke BUJIETH Kao HeroBa BUCHHA U IOBPIIMHY TOT IIapaJjiesorpamMa Mo>KeMO U3pasuTu
Ha /IBa HAYMHA, TeOMeTPUjCKHU P(@S, 7) = |]7|| -d(P,q) 1 anredapCcku P((ﬁ’, 7) = H@g X
7||. H3jeqHauaBameM IIOBpPIIMHA [06MjaMO HapeIHy TeOpeMy.

P
v T
Teopema 1.13. Paciuojare tiavuke P og Upase q Koja uma upasay, Vu cagpaocu mavky Q
U3Hocu
ap.q) — 19V,
V]

HapaBHO, aK0O “MaMO0 KOHKpeTHe KoopauHaTe P(p1,p2,Ps3), Q(q1,92,93) A 7(\21, Vg, V3),
IIPETXO0IHY TEOPEMY, MOKeMO eKCIIUIIUTHO pacIIucaTy ca
V3

P2—q2 P3s—Qqs
d(P,q) vz Vs
q) =
\/ Vi + V3 + V3

PacTojame Tauke of IpaBe Y paBHU MO>Ke Ce IIoCMaTpaTH Kao dJia)ka BapHjaHTa IIpeT-
XOHUX TeopeMa. Haume, pacTojame Tauke P(pq,p;) Off IIpaBe l: n1X; + NyXs + N3 = 0y
paBHH, I0OMCTOBehyjeMo ca pacTojarkbeM Tauke (p1, P2, 0) O paBHU nyXx; + NpXe + N3 =0
IIPOCTOPY, jep Ce 06a pacTojama peayn3yjy Ay>K ucTe HopMaJie. [I[ppumeHoM Teopeme @
nmodujamo oaroBapajyhe TBpheme.

P1—q1 P2—Qq2 ?

2
| P11 P3— Qs
V1 V1 1%

2
"

Teopema 1.14. Pacitojarse ttiavke P(p,,p2) og tpase l: nyx, +nyx, +ns = 0y pasHu usHocu

_ |pimy + pang + 13
\/ N3+ n3

Mumouna3sHe iipage Cy IIpaBe y IIpOCTOPY KOje He IIPUIIaZiajy jelHOj paBHH, OJJHOCHO
HUTHU Ce CeKy HUTH Cy I1apaJjiesiHe. II03HATO je /1a 3a iBe MUMOMIa3He IIpaBe [I0CTOjU Tad-
HO je[lHa IIpaBa Koja UX cede ¥ HOPMaJIHa je Ha BUX. Ta IIpaBa HasHBa Ce 3ajegHuU4Ka
HOpMaAa MUMOUJIAa3HUX IIPaBUX.

KoHcTpyKItHja 3ajefHIYKe HOpMaJle 3a MUMOMJIasHe IIpaBe p U  MOXKe Ce U3BPIIUTH
Ha ciefiehy HauuH. Kako 3ajejHUYKa HopMaJia Mopa SUTH HOpMaJslHa U Ha IIpaBall IIpaBe
p Y Ha IIpaBal] IIpaBe ¢ TO MOpa SUTH HOpMaJsIHa Ha paBaH 77 Koja CaJ{p>XH p, a llapaJiesiHa
je ca q 1 Ha paBaH T Koja CaJip>KU ¢, a I1apaJiesiHa je ca p. CBe OTeHIIWjaJlHe HOpMaJle
HaJslasuhe ce y paBHHU KoOja Cafp KU p U HOpMaJlHa je Ha paBaH 77, Ka0 U y paBHU Koja

d(P, 1)
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

CaJip>K¥ ¢ U HOpMaJIHa je Ha paBaH 7, Te je CAaMUM THUM 3ajeJHUYKa HOpMaJia IIpeceK TUX
IBejy paBHU.

Pacrojame n3Mely MUMOMIIa3HUX IIpaBUX peasinsyje ce dalll Ay>K 3ajeJHUUKe HopMa-
Jie. HauMme, ako je MN 3ajeqHUYKa HOpMaJia 3aIlpaBep S Mug> N, to3aX epuYeq
paku XY = XM+ NY+MN, Te a3 XM, NY | MN crequ 1XY)? = HXMHWHZHH\WVHZ > H]\W\T”z
u koHauHo d(p, q) = infxep yeql XV| = |MN].

ITocTaBsba Ce MUTae KaKO eKCIUIMITUTHO U3padyyHaTH d(p, q), aKo je IIpaBa p ofpe-
hena TaykoM P U IIpaBIieM LT,;, a mpasa q ofpelieHa TaukoM Q U IIPaBIIEM Ug, IIPH YeMY
MMaMO Ha pacIiojaramy KOopJHHaTe TUX JaTHUX eJleMeHaTa. AKO [TocMaTpaMo IapaJesie-
IUIles; ogpeleH BeKTopuMa Iﬁ z,Tp> u I,Tq> HUje TeIllKO 3aK/bYUYUTH [JIa 3ajeJHUYKA HopMaJa
MN sa1ipaBo IIpeficTaB/ba BUCUHY TOT I1apaJieslellnIlefia Y OFHOCY Ha a3y KOjy pasallumy
LTp> u IT(;. 3arnpeMUHy I1apaJiesielliiie/ia MoKeMO padyHaTH Ha /1Ba HAUMHA, TeOMeTPHjCKHU

V(PQ, Uy, y) = ||y x igl| - d(p, q) m anresapcku V(PQ, iy, g) = |[PQ, iy, ig]|, Te KoHawHO
Ba’XH1
PG, iy, g
adp.q) = == =,
[up x uqll

Vrao je jeraH o7, OCHOBHHX II0jMOBa y TeOMeTpHjU. Yrao usMel)y mosyrpaBsux je Beh
pasMarpaH y febuHUNUjU yIJIa U3Mel)y 1Ba BEKTOPa, JOK IIpeocTaje [1a jefHaunHaMa UH-
TepIIpeTHUpPaMo yrao usMel)y aBe 1pase, yrao usMmel)y ripase u paBHH, Kao U yrao usMelhy
IiBe paBHU.

Yrao usMmeljy iBe ImpaBe p U ¢ je MawkbHU Of YIJIOBa Koje oapel)yjy lbUX0Be II0JIyIIpaBe,
Te je TaKo £(p,q) € [0,7/2]. CkaJapHHU IIPOU3BOJ, BeKTOpa IIpaBalia IIpaBUX ce MOXKe pa-
3JIMKOBAaTH 10 Ha 3HAK, jep CYy YIJIOBH £ (p,q) A A{(ITI; , LT(;) jeHaKH! WU CYILZIEMEHTHH, Te je
TaKo

Up - gl = [y - g - cos £(p. q).

Vrao usmeljy mpaBe p U paBHHU q je yrao usMmely npaBe p U l-eHe OPTOTOHAJIHE IIPO-
jeknimje Ha paBaH a. Taj yrao, Wid HeMy CyIUIeMeHTaH, BUUMO Y IIPaBOYIJIOM TPOYIJTY
KOjH YMHe XUIIOTeHy3a Up U HaclIpaMHa KaTeTa Ny ¥ 0TyJa

— = I o
Up - Na| = [[Up]| - [|Na]| - SIn £ (p, @).
Yrao usMmel)y iBe paBHHU a U S jefHaK je yIi1y u3Mely BUXOBUX HOpMaJia, Te je 3aTo

— — —
Na - ng| = |[nal| - gl - cos £(a, B).

1.6 IlosapHe KoOpAUHAaTE

Y 0B0Oj I1aBU orpaHUYrheMo ce Ha paBaH, OJHOCHO ABOAWMEH3HOHU IIpocTop. Hajjen-
HOCTaBHHUjU 0&jeKaT I10cJIe IIpaBe je KpyT. Kpyl je CKyIl CBUX TayaKa paBHU II0/jjeJHAKO
yAa/beHUX 0ff HeKe Tauke. O3HaKY K(S, r) KopucTrheMo 3a Kpyr 4Hje Cy Ta4Ke Ha pacroja-
BY ' Of] TauKe S, IIpU yeMy Ka’keMo Jia je S ueHiuap Kpyra k, a r 1eTOB H0/1yupeHHUK.

JacHo je ma ce xpyr k(S,r) Moke omrcaTH ca ||SX|| = r, Te aKo je IpOU3BOJ/bHA TauKa
Kpyra X(x1,Xz), @ lber0B IieHTap S(S1, S2), LOSHjaMO jefHAYUHY

(1 = $1)* + (0 = 82)* =12,

Ha rmpumMep, je JMHUYHY [IeHTPUPaHU (IleHTap My je y KOOPAHHAaTHOM II0YeTKY) KpyT
k(0,1) nma jegHauuHy X? + X3 = 1. KpyT ce MOKe 3aIIMCaTH U Y TapaMeTapCcKOM 08JIHKY,
a jemHOCTaBHA IlapaMeTpusanyja Kpyra k(0, 1) riracu x; = cos 6, x, = sinf, 3a 0 € [0, 27).

[IpaBoymiu /leKkapTOB KOOPAUHATHU CUCTEM KOjU CTaHIapAHO KOPUCTUMO je HajjeTHO-
CTaBHUjH, aJI U HAJIIOTOSHUjU 3a U3parkaBaibe JIMHeapHUX ejleMeHara (IIpaBa, paBaH).
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1.6. lNonapHe KoopanHaTe

MeljyTuM, 3a HeKe KBajipaTHe eJieMeHTe (Ha IIpuMep KPYT) IIOTOAHYje je KOPUCTUTH JIPY-
rauyuju KOOPAMHATHU CUCTEM.

IMonapHu KoopguHaiiHu cuciiem je KOOpAUHATHU cucTeM y paBHU (dim E = 2) Koju
KapakTepuille Tayka O € E Kojy 30BeMO 10 U IIojyIpaBa [Ox;) ca II04eTKOM y O Kojy
30BeMO oca. Tauka X € E pasinuuyuta of, O jefHO3SHAUYHO je ozxpeheHa pacTojatbeM r > 0
ox 1tosa (r = d(0, X)) 1 opyjeHTHCAaHUM yIJIoM 0 Koju ItosylipaBa [OX) 3akJialia ca 0CoM
[Oxq). IlonapHe KoopguHaiuie YUHU ypeheH nap (r, 0), mpu yeMy yrao 0 ogrosapa dmio
KOM o[ yIs10Ba 6 + 2nst 3a 11e0 6poj n. Tauky O omrcyje camo r = 0 U y TOM ciydajy yrao 0
He II0CTOjH.

BeoMma Ba’kHa je Besa II0JIapHOT Ca IIPaBOYIVIUM /[eKapTOBUM KOOPAWHATHUM CHCTe-
MOM. AKO ra II0CTaBHMO TaKoO /ia ce 1101 O IIOKJIOIH Ca KOOPAUHATHUM II0YeTKOM, a I10-
JIapHY OCY IIOKJIOIIMMO Ca X7 0COM UMaMo Be3y

X1 =rcosf, x,;=rsin6.

Ob6paTHe Bese je TaKohe J1aKo UCIIKCATU. YBEK je

r=/x3+x3,

IOK Y 3aBHUCHOCTH Of TOT'a /ia JIU je X1 # 0 WiIH X, # 0 MO>KeMO ITHUCcaTu

_X2 _X
tge_xl, ctge_xz.

Ha mipumep, 3a X; # 0 MOKeMO 3alMcaTy eKCIUTUITUTHY GOopMyJTy

0= arctg% + g(l —sgn(xy)).

[IpuMeTHUMO Ja jeAUHUYHU [[eHTpUpaHU KpyT k(O, 1), Koju y IIpaBoyIyioM JlekapTo-
BOM CHCTEMY UMa jeJHAYHHY X3 + X3 = 1, y T0;IapHOM KOOPAUHATHOM CHCTEMY HMa Beo-
Ma jeJHOCTaBHY jefHa4YUHy r = 1.

I'eomeiupujcke mupaHcopmauuje pagHu Cy IpecjaIruKaBamka paBHU E Ha caMy ce-
6e. OHe reoMeTpHjCcKe TpaHCcHopMaIllvje Koje He IIoMepajy Tauky O MOTy ce jeJHOCTaBHO
HU3PasuTHU y I10JIapHOM KOOPAUHATHOM CUCTeMYy ca 1mosioMm O. IlorienajMo 1ITa cy CIUKe
HeKe Tauyke (1, 0) IpH HeKUM II03HaTUM TpaHcopMaljama.

Ciuka IIpu poTaluju oKo Tauke O 3a yrao a je Tauka (r, 0 + a). IleHTpasiHa cuMeTpHja
ca 1ieHTpoM O faje ciauky (r,0 + ). OCHa cuMeTpHja y OLHOCY Ha X7 Jlaje CIUKY (r,—0).
OcHa cuMeTpHja y 0fHOCY Ha IIpaBy Kpo3 O Koja je 1o, yIJIOM a Y OJTHOCY Ha X; [jaje CJIIUKY
(r,2a — 0). XomoteTHja ca IieHTpoM O U KoedurmjeHTOM k > 0 faje ciauky (kr, 0).

[TostapHe KOOpAUHATe MOTY HaM OJIaKIIIaTH YT Ka jeJHaYMHaMa HeKUX TpaHchopMa-
[Yja y IpaBoymuM /lekapToBUM KoopAuHarama. Ha mpuMep, IIoMeHyTa poTalija 0Ko
Tauke O 3a yrao a IIpejcTaB/ba IIpecjivKaBame (r,0) — (r,0 + a) y IIoJlapHUM KOOpAHHa-
TaMa. AKO je TO IIpec/IMKaBame y IIPaBOyIJINM /leKapTOBUM KOOpJUHAaTaMa 3allkCcaHo ca
(X1,X2) — (X}, X5), JIaKO JOSHjaMO jefHAUMHE

xy =1 cos® =rcos(6+a)=r(cosfcosa—sinfsina) = x; cosa — x, sina
Xy =1r'sin@ =rsin(6 + a) = r(cosfsina + sinf cosa) = x; sina + x, cosq,

Te 10dHUjaMo jeHAUNHe poTaliyje
X] =X1c0sa —Xpsina, X, = Xx;sina + x;cosa. (1.31)
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

1.7 KoHuke

ITocmaTpajMo mpaBe [ U S y IIPOCTOPY KOje Ce CeKy II0[ OLIITPUM yIJIoM y Tauku V. IIpa-
68U KpyJiCHU KOHYC [10dHja Ce poTaI[ujoM IIpaBe [ 0KO S, 0/HOCHO y IUTAay je YHHUja IIpa-
BHX Kpo3 V Koje ca S 3aKJIaliajy dalil OHOJIMKH (oIlITap) yrao KoJIMKH [ 3akiaria ca s. [IpaBa
S Has3uBa Ce oca, Tayka Vje epx, JOK Cy IIpaBa [ Kao U lbeHe CJIMKe Y POTalliju U380gHUUEe
IIpaBOI KPY>KHOI KOHYyca.

KoHycHu Tipecex je IIpeceK IIpaBor KPY>KHOT KOHyca X HeKe paBHU. Ciryyaj KaJ, paBaH
cajp Ky BpX V je mereHepHcaH U y IIUTalky MOYKe SUTH CaMO Tadyka V, jefHa U3BOAHUIIA
WJIY IBe U3BOAHUIle. HaMa HajUHTepeCcaHTHUjHU CIy4daj AelllaBa ce KaJi paBaH He IIpoJjasu
KpO3 BpX HUTH je HOpMaJIHa Ha 0OCy (jep aKo jecTe y IIpeceKy A0dHjaM0 KpyT), a TaKBU
IIpeceriy HasuBajy ce KOHUKe.

Heka je K m1paBU Kpy>KHHU KOHYC Ca OCOM S, BpXOM V 1 USBOJHHUIIOM [, a T IIPOM3BOJbHA
paBaH Koja He cajip>Ku V U HUje HOpMaJsIHa Ha S. Huje Tellko rmokasaTH fa IocToju cdepa
0 Koja je ymrcaHa y K ¥ Koja foaupyje paBaH 7. llITaBullle, y OIIIITEM CIy4ajy (eIUIICa,
xurepdoJia) II0CToje ABe TaKBe cdepe, ajlk aKo je paBaH 7 I1apajieJlHa HEKOj U3BOTHUITA
(cirydaj 1apadoJie) IOCTOjU caMo jemHa TakBa cdepa. OBe cepe ce 30By JaHgeauHoase
cgepe” 1 oMoryhasajy HaM Jia je JHOCTaBHO JOKa>keM0 BeoMa Jielle 0COdMHE KOoje KOHUKe
Iocenyjy.

Coepa o momupyje KOHyC K II0 HEKOM KPYI'y W HeKa je w paBaH y K0joj ce Taj KpyT
HaJla3y. PaBaH w je ounIyIe[HO HOPMaJIHa Ha S, 38 PasJjIUKY O] paBHU T, Te Ce OHE CeKY I10
1paBoj d = wN 7. IJocMaTpajMo KOHUKY I' = KN 7T HU G € I IPOU3BOJ/bHY TauKy ca lbe. Heka
je A TIofHO>Kje HopMaste U3 G Ha d, a B TIOfHO>Kje HopMaJie u3 G Ha w. IIpogop mpase VG
KpO3 w 03HaYMMO ca M, a Ba’KHO je IIPUMETUTH /ia ce M Halasu Ha KPYyTry U3 paBHU w.

Kako je yrao usmel)y paBHU w U paBHHU 7 jefHaK <GAB, U3 nmpaBoyIjor Tpoyria ABG
padyHaMo pacTrojame Tauke G of I1paBe d ca

d(G,d) = ||GA| = 10

“Germinal Pierre Dandelin (1794-1847), ppaHIlyCKH MaTeMaTHUIap
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1.7. KoHuke

Ca zipyre cTpaHe, Kako je GB HOpMaJIHO Ha w TO je U IlapaJiesiHoO ca S, OJaKje Caefy 1a
je yrao {BGM = £ (s, VM) jegHax yIiy usMmel)y s ¥ SUJI0 KOje U3BOJHUILE, OFHOCHO 4 (S, [).
TaHreHTHHU ofceud Ha chepy cy Mel)yCOSHO IIoAyJapHH, Te UMaMo IIoAyAapHe AyXu GF
U GM, r7e je F roqupHa Tauka cdepe o ¥ paBHU 7, {F} = 7 N 0. 13 IIpaBOyIJIOT TPOYIJa
MBG caequ

IGB|

cos £(s, 1)
ObjequmaBameM IIPEeTXOJHUX jeJHAaUYMHA L0S1jaMo OAroBapajyhu ogHocC

=
d(G,F) = |GM|| =

dG.F) |GM|| sind(w,7)

dG.d) ~ |GA|  cosd(s.) O

KOjH He 3aBHUCH Of] U360pa Tauke G ca KOHUKe I, jep PuKcHUpameM KoHyca K U paBHHU T
bUKCcUpaHU Cy U VIJIOBU £ (W, T) U £(S, l), IIITO J0Ka3yje HapeIHY TeOPeEMY.

Teopema 1.15. 3a ceaky koHuKy I' y pasHu tiocitioju tuavka F u tipasa d tiaxkea ga je ogHOC
pacitiojarba tipouseo/bHe Wauke ca KOHUKe og tiauke F, ogHOCHO og Uipase d, KOHCIUaHIUAH.

Tauka F 30Be ce drcudica (1iu hokyc), mpasa d 30Be ce eogusba (WIu gupeKimpuca), a
opoj e je eKcueHilipuyuitiein KOHVKe. EKCIIeHTPUIIUTeT KOHUKE je I10 e UHUITU]U CTPO-
r'0 II03UTUBAH, a UCIIOCTaBJ/ba Ce Jja BPeJHOCT 1 pasjiy4yyje TpU TUIla KOHUKA Ha ciefehu
HauuH. KoHuKa je 3a 0 < e < 1 eaudica, 3a e = 1 iapadoaa, 3a e > 1 xuiiepdoaa.

Haxo cM0 KOHUKe epHUHUCAIN Ka0 06jeKTe Y TPOAUMEeH3UOHOM IIPOCTOPY, OHE Ce CY-
IITHHCKY Haslase y paBHH. TeopeMa [1.15 omoryhaBa fia 5e3 kopunrhema Tpehe IuMeH3Hje
HU3Be/IeMO jefJHaUMHe KOHUKA Y PaBHU.

HcriocTaBsba ce ja je 10 jefHAYMHA JIaKIlle J0hH y IToJIapHOM KOOPAUHAaTHOM CHUCTEMY.
[TocTaBUMO KOOPAMHATHU CUCTEM TaKO Jia je )Ku>Ka F I10J1, JOK je I10JIapHa oca II0JIyIIpaBa
ca moueTKoM F Koja je HOpMaJiHa Ha JUPeKTPHUcy d U ceue je. Ca L 03HAYUMO jeJHY O[]
IIpecevyHUX TayaKa KOHUKe I ¥ IIpaBe Kpos3 F I1apaJjiesiHe JUPeKTPUCH U HeKa je | = d(F,L).
ITocMaTpajMo IIPOM3BOJbHY TAUKY ca KOHHKe G € I Koja je ca UCTe cTpaHe IIpase d Kao U
Tauka F. Heka je A mogHOXje HopMaJle U3 G, a B II0JHOKje HOpMaJie U3 L Ha 1mpasBy d.

B
A

/ d
AKo cy (r,0) Tos1apHe KOOpAHUHaTe Tauke G, Tafia BaKu
r=d(F,G)=e-d(G,A) =e(d(L,B) —r-cosf) =1—ercos9,
OJlaKJIe 1081jaMo II0JIAPHY jeJHaYNHY KOHUKE
r=1-ercoso, (1.32)

IIITO Ce MOJKe 3aITMCcaTH U ca
o
1+ ecosb
VKOJIMKO IIOCTaBUMO O/IroBapajyhu mpaBoyriu JleKapToB KOOPAUHATHU CUCTEM (KOjU
MMa II0UeTaK y I0JIy, a IToJIapHa oca ce IIpeKJjalla ca 0COM X;), jeTHOCTaBHO JI0JIa3UMO 10
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

jeqHaunHa KOHUKe. KBasjpupameM jefHauUNHe () y3 CTaHJapJHe Be3e x; = rcosf u
Xy = rsin 0, rodujamo
X3+ x5 = (1—exq)?,

IIITO Ce MOZKe pacCIIkCaTH Ca
(1—e*)x3 + 2elxy + x5 = 2. (1.33)

[IpMMETHMO /A je HEeOIIXOHO U3BPIIINUTH AUCKYCH)y IT0 TOMe Ja JiH je 1 —e? = 0.V ciyuajy
Iaje e # 1 Baxxu

el x5 12
X%Jrlel—e2 * 1—2e2 T 12
OJlaKJIe je
(Xl + el>2 + 5 _ L + er b
1-—e? 1-e2 1-e2 (1-e€%2)2 (1-e2)2

[IpeTxo0/iHa jefHaYMHA HAaC MOTUBHUIIIE [la YBeLEMO [0CTa 3TOAHUjU KOOPAUHATHU CHU-
cTeM KOjHu JI0oSHjaMo TpaHCIaI[ujoM 3a BekTop (—el/(1 — e2),0), jep Taga x; + el/(1 — e?)
II0CTaje HOBO X1, [IOK Ce X, He MeHa. Y TOM HOBOM KOOPAWHATHOM CHUCTEMY IIPeTXO/Ha
jefHaYMHA IJ1acu

24 x5 2
TT1 ez (1-e)?
OJITHOCHO
2 2
X1 X3 1
2 2
a-e7  [1-&)

AKO yBeIeMO O3HaKe
l l

a=——, b=——,
11— e?| V1= e
I0JIa3UMO [0 O[irOBapajyhe KaHOHCKe jefTHAUHE

2 2
X1 2\ X2 _

E+sgn(1—e )ﬁ =1.

PasmaTpaH ciy4aj (e # 1) peiraBa mpodésieM esurice (e < 1) u xumepdosie (e > 1), rae
KaHOHCKe jeTHauUUHe peioM IJiace

2 2 2 2
ORI .
a? ' pz 7 a?2 b2
(0,b)
o (a,0) o (a,0)

IIpeocraje ciy4aj mapadoJsie, KOju KapaKTepHIlle yCI0B € = 1 y II04YeTHO] AUCKYCHjH.
JemHaumHa () Taja m1acu 2Ix; + x5 = [2, IITo ce MOXKe 3aIIKCATH ca

x%:Zl(é—xl).
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1.7. KoHuke

JlomaTHa M30MeTpHjCKa TpaHCchopMaliija Koja IIpe/icTaB/ba OCHY CUMEeTPHjy PaBHHU Y OJI-
HOCY Ha IIpaBy x; = l/4 Mema l/2 — X; HOBHUM X1, [IOK Ce X, He Me’a. KoHauHOo, y HOBOM
KOOPAWHATHOM CUCTEMY jeTHAYMHA IapadoJie 106Huja CBOj KAHOHCKHU 08JIUK

X% = 2[X1

/A

Ejnurice u xuiiepdosie UMajy /iBe JKIDKe U [[Be qupeKTpuce. JKrboKe esvIice Hajlase ce
usMel)y IupeKTpHCa, JOK CY Y CIy4dajy XUIlepdoJie TupeKTpuce usMmel)y skrxa. ITo Teope-
MU 3a CBaKy O] JKIM>Ka Ba>KH [1a je O[JHOC pacTojamha TauKe Off )KIKe U Off JUPeKTPHCe
jeqHaK eKCIIeHTPUIIUTETY.

DZ M D1
Dyl | |Da
M
/
/
(0]

Fz 0 Fl FZ Fl

dz dl

Heka je M n1por3BOJ/bHA TayKa Ca eJIMIICe MM Xuriepdosie I' U HeKa cy Fy U Fy sXuKe
4yuje cy ofgrosapajyhe pupekrpuce di u dy. Heka cy Tauke Dy € dq U D, € dy IIOgHOX]a
HopMaJsia u3 M Ha dy u d,. U3 ocobuHe KoHUKa Baxku d(M, F;) = e-d(M,d;) = e-d(M, D;) 3a
i =1,2.V ciayyajy esuIice oBa pacTojamka cadupamo U 106HjaMo

d(M7F1) + d(M7F2> = e(d(M>D1) + d(MaDZ)) =e- d(DlaDZ) =e- d(dlvdZ)v
JI0K UX Y CJIy4ajy XUIIep5oie o/[y3uMaMo
|d(M,F,) —d(M, F;)| = e|ld(M,D1) — d(M,D;)| = e-d(Dy,D) = e-d(dy,dy).

JlecHa cTpaHa MPeTXO/HUX jelTHAaYWHA je KOHCTAHTa jep He 3aBUCH o1 u3dopa M € T, Te
I0d1jaMo HapeqHy TeOpeMy.

Teopema 1.16. 36up paciuojarba ceake mavKe e/aulice go HeHUX HCUNXCA je KOHCIUaHIua.
AtliconyiiHa 8pegHOCTL pasauke pactiiiojara ceake WaUvke Xuiepdoae go HeHUX HUNCa je
KOHCIuaHma.

[IpeTxoHA TeopeMa MOKe ITOCIYKUTH Jjla U3padyyHaMO eKCI[eHTPUIIUTET e IIPEKO
OCHOBHUX IlIapaMeTapa KOHUKe (KOjU ce BUle Y KAHOHCKO] jefHaYWHU). PacTojame (SUJ10
KOje) )KIDKe Of IleHTpa KOHHUKE 30Be Ce IUHeapHU eKCUeHIllpuyuineit 1 06UJIHO odeJie-
’KaBa ca ¢. [IppuinKoM n3Bohemha KaHOHCKHX jeTHaYMHA KOHUKAa UMaJId CMO TPaHCJIaIujy
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

3a BeKTOp (—el/(1 — €?),0), Koja ImoMepa KKKy M3 KOOJUHATHOT II0YETKa, Te JOSHjaMO Be-
3y usMely JITMHeapHOTr ¥ OSHYHOT eKCIIEHTPUIINTeTa, ¢ = |el/(1 — e?)| = el/|1 — €?| = ea.
Kaxko 3a eKCIIEeHTPUIIUTET BaXKU € = C/a, HajIIpe padyyHaMo Be3y usMel)y dpojeBa a U b us
KaHOHCKe jeJHauYrHe (TaKO3BaHU BeJIUKH U MaJIH II0JIYIIPEYHUK) U Spoja ¢, ajlv je Heoll-
XO/THO TUCKYTOBAaTH CIydajeBe.

b|B

dz dl

AKO je KOHHKA eJIUIICa KOja UMa KaHOHCKY jefHaYHHY X3 /a®+x5/b* = 1, amocTaB/beHa
TaKo Jja BakKu a > b, Tazia cy meHe xuxke Fi(c,0) u Fy(—c,0). Teopemy IpUMeRYjeMO0
Ha TeMeHa eJIUIICe, OJHOCHO Ha Tauke A(a, 0) 1 B(0, b) ca KOHUKe Koje ce HaJla3e Ha ocaMa.
Ca jemHe cTpaHe je d(A,F1) + d(A,Fy) = (a—¢) + (a+ ¢) = 2a, IOK ca Ipyre CTpaHe BaXkKu
d(B,F1)+d(B, Fy) = 2v/b? 4 ¢%, omakJie gosujamo ¢ = a?—b?. Tako I0J1a3|MO JI0 TPaXKeHUX
Besa,

2
c=+va?— b2 e= 1—22.

Ba’kHO je HalIOMEHYTH Jia Ce y Cay4ajy a < b >KiKe Hajlase Ha X»-0CH (a He Ha Xi-
0CH), OTHOCHO MMajy 0&/UK (0, 4-C), T0K je ¢ = v'b% — a?. YKOJIUKO 08jeTMHIMO CIydajeBe
MO>KeMO pehu fa Baxku ¢ = +/|a? — b2| V3 cTaHgapAHo e = c/a

\

a\ c a\/i
d, di

CacBHMM CJIMYHO pelllaBa ce CIydaj Xumepsoite x5/a* — x5/b? = 1. Teme A(a, 0) cBaKako
KOPHMCTHMO, aJId KaK0 X,-0Cca He ceue XUIIePSOJIy, Ipyra Tauka ca XHUIIepSoJIe je KOMILIH-
KOBaHHja, peruMo B(av/'2, b). OBako umaMo |d(A,F,) — d(A,F,)| = |(¢c — a) — (c + a)| = 2a,
aJIH ¥ I0CTa KOMILIMKOBaHHje

|d(B,F) — d(B,F)| = W(a\fz — )2 +b2—\/(aVZ +c)? + b2

IIprmeHnoM Teopeme Ha Tauke A U B, Te KBaJpUpameM J0dHjaMo

4@’ = (aV2 — 02 + b* + (aV2Z + 0)? + b* — 2/ (av2 — )2 + b2/ (aV2 + ¢)2 + b2,

OJlaKJIe CJIeTH

4a? = 4% + 2¢% + 2b% — 2\/(2a? + ¢ + b?)2 — (2acV/2)?,
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1.8. KpwuBe gpyror pega

II1TO ITIOBJIAYH

¢ + b = \/(2a? + c + b2)? — 8a2c2.
KBasipupameM IIpeTXOofHe jeJTHaYNHE 1061jaMOo
c* +2¢%b? + b* = 4a* + ¢* + b* + 4a’c? + 4a’b? + 2¢%b? — 8aPc?,

mITo Aaje 4a* — 4a®c? + 4a*b? = 0, ogakiie fesbemeM ca 4a? # 0 uMamo ¢ = a® + b?. Tako
I0JIa3MMO /10 BayKHUX Be3a y CIydajy XHUIIepSoJIe,

2
c=+va2+ b2, e= 1+ZZ.

1.8 KpmuBe gpyror pega

Kpuea gpyioi pega je cKyIl Tauaka paBHH (X1, X3) € R? Koje 3a/[0B0/baBajy jefHAUNHY
f(Xl,Xz) = 0, (134)

I7e je f IIOJIMHOM JPYror CTelleHa II0 X U X, Ca pealHUM KoeduilyjeHTUMA. [[pyruMm pe-
4uMa, BaKU

f(Xl,Xz) = allx% + 2a13X1Xg + Clsz% + 2a13X1 + 2ay3Xy + dss3, (1.35)

I7Ie CY a11, A1z, A2, A13, d23, A33 € R, TIpU UeMy je a?, + a2, + a2, > 0 (;mocToju SapeM jeaH
KBaJ[paTHU WwiaH). [[1b KojeM TeKMMO je KiIacupuKalirja KpUBUX APYIor peza, OMHOCHO
’KeJIMMO J1a TeOMeTPHjCKU OIIUIIIeMO CBe MoTyhe CKyIl0Be TauaKa KOjU 3a/10BOJbaBajy jei-
HauuHy ([1.34).

YKOJIMKO II0CTOjH WiIaH dqp # 0, TO TeOMETPHjCKHU 3HAUH Jia je KpHUBa HeKaKO HUCKOIIle-
Ha y nocrojeheM KoopguHaTHOM cHUcTeMy. Hieja je 1a IIOTpa’kKUMO HOBU KOOPAWHATHU
CHUCTeM Yy KojeM he oHa SUTHU HCIIpaB/beHA, OJJTHOCHO HeMa 4WiIaH dqp. TO MOKeMO IIOCTH-
hu poraryjoM KOOpAHUHATHOI CUCTeMa OKO KOOPAWHATHOT II0YeTKa 3a HeKH yrao 0 € R
(0MHOCHO pOTaIlMjOM TauaKa OKO KOOPAMHATHOT II04YeTKa 3a yrao —0), Iipu ueMy HaM jef-
HauyuHe poTalyje () oMmoryhasajy Be3y

X1 =Xjc0860 —x,sin6B, Xy = Xx;sin0 + x5 cos 6. (1.36)

Ha oBaj HauuH, jefHauYNHa KPUBe () (y makerty ca ()) ce poTalyjoM TpaHCchop-
MHUIIIe Y HOBY jeTHAaUUHY

@y X5 4 20, X)Xy + @y Xh? + 2ahaXy + 2ahsXy + ahg = 0, (1.37)
e je 2ay, = —2aj1 cos0sin 6 + 2a4,(cos? 0 — sin? 0) + 2ay; cos Osin 6. OaBze je
ay, = au(cos2 6 — sin? 0) + (agz — ai1) cosOsin0,

IIITO 350T TPUTOHOMETPH]jCKUX popMysIa cos? O — sin6 = cos20 u 2cosHsin = sin 20
rocraje

1 .
aj, = a12 €08 20 + (az; — all)i sin 26.

[ToTpeSHO HaM je TakBO O Koje he aHyJIMpaTH KOeQUIIHjeHT a),, aJli U3 IIPETXOJHe
jelHaYMHE je OUUIJIELHO Jla Ce TO JielllaBa 3a

1 — Ay
ctg 20 = “2a,
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

[IpruMeTHMO J1a OBJle HEMaMO IIPO&JIeM Jle/beHh-a HYJIOM, jep je y ciIy4dajy a,; = 0 KpuBa Beh
HCIIpaBJ/beHa, Te je HeIIOTPeSHO POoTHpaTH. /lakile, aKo KOOPAHUHATHH CUCTEM 3apOTHPAMO
3a yrao

1 ap —a

0 = ~ arcctg e (1.38)

2 2044
OKO KOOPJAMHATHOT II0YeTKa, jefHaurHa () IIpesiasy y jefHaYuHy () 3a KOjy UMaMo
ay, = 0. Ha oBaj Ha4UH YKJIOHHIH CMO jeflaH KOeQUIHjeHT jefHAUNHe KpPHUBe, Te fajbe
IIocMaTpaMo KPUBY YHja jeJHaUNHa MMa OIIIITH 0S/IHUK

a11X% + azzx% + 2ay3X1 + 2dy3Xy + aszz = 0. (1.39)

Kako BuUllle HeMa MHMKC 4JlaHa, IIPOMEH/bUBE X U X, CY pasfiBojeHe, Te 3a i = 1, 2 yKo-
JIUKO je a; # 0, MOyKeMO IIocMaTpaTH uspas al-l-xi2 + 2a;3x;. Taga ce cTaHIapAHO U3BJIAYH
a;; UCIIpe[ 3arpajie, y K0joj ce Kperpa IIOTIIYH KBaApaT Ha ciaefehyr HaUUH

2 2 2 2
ais i3 a; Aais a:

X} + 2aisX; = ag | X7 + 2x;— + (*l ) - B — g (Xi +—=) - B
Qi Qi Qi '

OBora IyTa TPaHCJHUPAMO X; KOOPAHUHATY Ca X; = X; + Qj3/Q;j, IITO CYIITHHCKA YKJIamba
Koe(UITHjeHT Y3 X;, OJHOCHO aHyIUpa a;3. HapaBHO, YKOJIMKO HeMa KBajipaTa 360r a;; = 0
Taja Beh uMaMo jeaH KoeQUITHjeHT Makbe.

BeoMa je Ba)KHO [1a cy TpaHchopMaliyje Koje IpuMeyjeM0 U30MeTpHjCKe TpaHCchop-
Mallyje, OTHOCHO /ia OHe UyBajy Iy >KUHY AY>KU, U1K eKBUBaJIEHTHO CKaJIapHU IIPOU3BO/L.
360r Tora je SMI0 SUTHO M3BYNhU a;; HUCIIpen 3arpajie y IpeTX0oAHOM KOpaKy. Y CBakoM
cIy4ajy poTaliyja v TpaHcjIalyja jecy U30MeTpHjcKe TpaHchopMalyje U TO Cy IIpBa ABa
KOpakKa y TpeTMaHy KOjUM KPUBY JOBOJHUMO /10 KAHOHCKOT 0OJIMKa.

Ha paHuje omrcaH HauuWH, U3 OIIITe jeJHaUYNHe () YKJIaKaMOo jOIII Ba KoepUIU-
jeHTa, aJIu je HeOIIXOAHO IUCKYTOBATH CIydajeBe. YKOJIUKO 06a KBaZpaTHa KoepUIHjeH-
Ta HUCY HYJIa, d11dyy # 0, Taja TpaHCIayja X1 = X; — A13/A11, X2 = Xy — Ag3/dzy €JTUMHU-
HUIIIEe JINHeapHe KoepUIlMjeHTe U3 je[HaurHe () KOja HaKOH Tora /108Uja 08JIMK

a11X% + (122X% +aszz = 0. (1.40)

V 1IpBOj BapHjaHTH KBaIpaTHU KOeQUITHjeHTU Cy UCTOT 3HaKa, aj1dyy > 0, Te TUCKY-
TyjeMO 3HaK Off d33. AKO Ce 3HaKOBU PAasIUKYjy, aj1ds3 < 0, yBOOUMO a = /—das3/ay1 U

b = \/—as3/ay,, ojakie 1o6ujaMo

2 2
S
az b2 7

IIITO je KAHOHCKA jeTHAUNHA eJIMIICe. Y 0BOM C/Iy4ajy AOLATHO MOXKeMO 3aXTeBaTH yCJI0B
a > b > 0 (mocedHo 3a a = b UMaMO0 KpPYT Kao CIIeI[HjaJIHU CJIy4a)j eJIUIICe), jep Y CYyIIpOoT-
HOM I/ISOMeTpI/I]'CK.a TpaHchopMaIlMja X1 = X,, Xz = X} je oCHa petl)JIer:Hja Yy OJHOCY Ha
IIpaBy X1 = Xy Koja oKpehe KoopAuHaTe X; U X2, Te CAMHUM THM U dPOjeBU a U b Mema-
jy MecTa. AKO cy CBU KoeUIIMjeHTH UCTOT 3HaKa, ajidss > 0, Tajfa 3a a = +/dssz/d; 4

b = \/ass3/az; modujamo jeqHAUMHY

2 2
X | X5

.

a KaKo 36Up KBajipaTa HUKA/l HUje HeraTUBaH, HeMa Tadyaka Koje he je 3agoBosbuTH. OBa
KpHBa je mpasaH CKYI, a/Id CyIITUHCKU y IIUTawy je UMAlUHapHA eAulica, ITo ce BUAU
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1.8. KpwuBe gpyror pega

aKo IIpodJieM ITocMaTpaMo y KOMILIEKCHO]j paBHHU. [IpeocTaje ciay4daj azs = 0 kojusaa =1
ub = ./ai1/ay; naje jeqHaUUHY

2 2
X1 X5
a? b2

KOjy HCIIyEbaBa CaMO KOOPAHUHATHH II0UeTaK, Te je y IUTalby Tauka. IIpodieM ce Moke

IIocMaTpaTH U y KOMIUIEKCHO] paBHU I7ie je pelllee Uap UMAaluHAPHUX Upasux Koje ce ceky
dalll y TOj peaiHOj TAYKH.

0,

YV Apyroj BapHjaHTH KBaJpaTHU KOeQHUIIHjeHTH Cy Pas/IMYUTOr 3HaKa, d11dyy < 0, Te
OUCKYTYjeMO 3HaK Off d33. AKO je ass # 0, He yMawyjyhH OIIITOCT MOKeMO IIPeTIIOCTaBU-
TH JIa BOXKH a11a33 < 0, jep HHave IpuMeHa Beh BuhjeHe ocHe pedieKcHje X1 = X5, Xz = X)
pasMemyje KOOpAHUHaTHe 0ce, CaMUM TUM U KBaJ[paTHe KoepuIlyjeHTe. 3a a = /—ds3/dqq
ub = \/ass/ay; [odujaMo jefHaUNHY

2 2
s R
a? b2

IIITO je KAHOHCKA jefHaUYMHA xumepdosie. V ciaydajy azs = 03aa=1ub = /—aq1/ax
I0SHUjaMo jeTHaUUHY

2 2
b G
az bz 7

KOja IIpe/icTaB/ba ABE MpaBe Koje ce CeKy. Je[HaunHe TUX IIPaBUX Cy X1 /a + X/b = 0.

OBUM CMO HCIIpIIeS I MOTYhHOCTH U3 jeJHaYrHe () KOja je IMpoUCTeKJIa U3 yCI0Ba
ai1ay; # 0. Kako ucnuTyjeMo KpUBY JIPYyror pezia, OHa Mopa MMaTy dapeM jefaH KBa-
IpaTHU 4iaH, Te IIpeocTaje cjay4aj Kaj je TadyHO jeZjlaH OJ KBaJpaTHUX KoepHUIlMjeHaTa
pasuuuT of Hyse. He yMawyjyhu OMINTOCT, MOKeMO IIPeTIIOCTaBUTH Jia je ay; # 0 U
az; = 0, “Ha4ye, Kao U paHUje, KOPUCTUMO OCHY pedJieKCHjy fa pasMeHUMO X1 U Xy OCY.
Tazta TpaHCIaMja X1 = Xj — d13/d11, X2 = X, € IAMHHHUIIE KOeQHUIIUjeHT a3 U jefHauMHa
(1.39) iocTaje

allx% + 2az3xy + ass = 0. (1.41)
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

YV IpBOj BapHjaHTH UMaMo ay3 # 0. /lofaTHa TpaHCIallMja X1 = X, X2 = X, —a33/(20az3)
YKJIaka CJI060/1aH YJIaH dss, Te jefHaurHa () oduja 0dJIUK a11x% + 2ay3x, = 0. JenHo-
CTaBHa CMeHa p = —dy3/d11 JOHOCHU

X2 = 2px;,,

IIITO je jeqHauYrHa mapadosie. VKOJIMKO je p < 0 ToZaTHO MOXKEMO OKPEHYTHU CMEP X, OCU
TaKO IITO MPHUMEHHUMO HU30METPHjCKY TPaHCPOPMAIIH)y X1 = X7, X2 = —Xj,, K0oja he 0des-
deTH KaHOHCKO OrpaHuYemse p > 0.

V mocisiei0j BapyUjaHTH je dy3 = 0. JemHauMHa () je Taya o6HKa a;1X? + azz = 0,
O/THOCHO

X1:C,

IIITO JUCKYTYjeMO II0 C = —d33/d11. YKOJIUKO je ¢ > 0 y IHUTawky Cy mapaJjiejHe IpaBe
X1 = £/, 1ok ¢ = 0 maje jemHy mpaBy x; = 0.V cay4ajy ¢ < 0 jeqHauMHa HeMa peliemna,
O/THOCHO y IUTAY je mMpa3aH CKYII, IIITO Yy KOMILJIEKCHO] paBHU IIpeJiCTaB/ba gee uapa-
JNle/IHe umaluHapHe upase.

1.9 HHBapujaHTe KPpUBHUX JAPYror pega

ITo meUHUIIHjH, KPHBa APYTOT Pefia 3a0B0JbaBa jefHaulHy
A11X3 + 2a12X1X2 + Az2X5 + 2a13X1 + 203X + dz3 = 0,

KOja ce MOyKe 3alIUCaTHU Y MaTPUYHOM OSJIUKY ca

o) () (o) 2@ @) () a0

aip Az
OJJHOCHO ca
a;; a2 ass X1
(x1 x2 1)( a1z axp a3 Xz | =0.
ai3 dz3 as3 1
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1.9. MiHBapwujaHTe KpMBUX Apyror peja

Pajiu1 sTakiner 3arca, yBoAmuMo Kpahe 03HaKe 3a MaTpUIle U3 IPETXOHUX jeJHAYNHA Ha
cjlenehy HaAYMH,

X1 a1 apo _ X1\ aj; A1z A3
X= (X > A= (a a ) ’ X=|Xx2 ), A= a2 axpn az|. (1.42)
’ . 1 aiz Qaz3 dAss
Taza jeqHaurHaA KpUBe IVIacU
X"AX =0,

JIOK 3a KBaZpaTHy GOPMY Barki
a11X% + 2a13X1Xy + azzx% = XTAX.

[IpHU/IMKOM CBOljel-a KpHBe Ha KAHOHCKM OS8JIMK HajIIpe CMO UMaJId POTallHjy 3a yrao
() jep CMO yCTaHOBWJIU [1a OHa eJIMMUHMUILIE 41, U TAKO HUCIIpaB/ba KpUBY. OBaj reome-
TPHjCKH IIOCTYIIaK MO>KeMO II0CMaTpaTH airedapCKy Tako IIITO POTALHjy CXBATUMO Kao
oUjaroHaau3allvjy CUMeTpUUHe MaTpulie A. V Ty CBpXy IOTPESHO je JIa UCIIUTaMO COII-
CTBEHY CTPYKTYPY IIPOM3BOJ/bHE CUMeTPUUYHE KBaJIpaTHe MaTpHIle A, IIpU YeMy CMO OBY
TeopHjy U3 JIMHeapHe ajredpe 104aTHO paspasuan y Cexuuju A 1.

Ilo Jlemu A.2, cBaKa COIICTBEHA BPeJHOCT A CHMeTpPHUHe KBaj[paTHe MaTpHIe A je pe-
asHa (A € R), akako Baxku det(A—A1) = 0, To XoMoreHa jefHadyuHa (A—A 1)V = 0 uma dec-
KOHAaYHO MHOTO0 pelierka. 360T TOra, YBEeK II0CTOjU corlIcTBeHU BeKTOP (V # 0) Koju ofiroBa-
pa COIICTBEHOj BpeAHOCTU A. MeljyTuUM, OH HUKaJ, HYUje jeTHO3HAYHO ofpeljeH, jep cBaKo
0 # a € R reHepwuilie COIICTBEHU BeKTOp aV. YeCcTo paguMo ca jeJUHUYHUM COIICTBEHUM
BEKTOpHMa, a 0dHjaMo UX CKaJupameM jefHUM of ABa Moryha uséopa (a = 1/(|V|| wiu
a =—1/||V|]) 3a aV, rge je V HeKU IIpoHaljeHU COIICTBEHU BEKTOP.

ITocMaTpajMo CUMETPUYHY KBaZpaTHy MaTpPUIly A pefa ABa U3 GopMmyJie (). AKo
Cy A1 U A, HyJIe lbeHOT KapaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMaA, Tajia je

Ya) —det(A— A1) = |1 A @2 |22 ad L detA = (A— A)(A - Ay).
a2 A —A
Axo MaTpuIia A UMa caMmo jeJHy COIICTBEHY BPEHOCT, A; = Ay, TaZla BaXKU dqq + Az = 244
U ay10yy — a2, = A%, ojaksie o6ujaMo (a1 — dzy)? + 4a2, = 0. U3 TIpeTXo/iHe jefHauMHe
crenu a;; = 0, Te je MaTpuIla AUjaroHaHa, IITO TeOMETPUjCKU 3HAUH [1a je KpuBa Beh
HUCIIpaBJ/beHa U HeMa I10Tpede 3a pOTallljoM.

3akspyuyjeMo fja aKo UMa I1oTpede 3a poTaniyjoM (a;, # 0), BaXKU A # Ay, Te IIOCTOje
jeAVHUYHU COIICTBEHU BEKTOPU KOjU UM O[roBapajy, a OHU Cy I10 JleMu Meljyco8HO
oproroHaysiHu. Heka je V = (v1,Vy) jefIMHUYHHU COIICTBEHU BEKTOP MaTpHIle A KOjU Of-
roBapa COIICTBEHO] BPEJHOCTH Aq, OJHOCHO HeKa Baku AV = A,V y3 v? + v = 1. Taga
je BeKkTop W = (—V,, V1) jeJMHUYHU U OPTOTOHAaIaH Ha V, Te caMUM THM OH MoOpa SUTH
COIICTBEHU BEKTOpP KOjH O/Ir0OBAapa COIICTBEHO] BPETHOCTU Ay, OTHOCHO BaxkKU AW = A, W.

OcHOBHa H/jieja je mpoHahy OpTOHOPMHUpPaHy a3y Koja ce CaCTOjH CaMO U3 COIICTBEHUX
BEKTOpa U II0CTaBUTHU Te BEKTOpe Y KOJIOHe MaTpHIIe IIpestacka. KOHKpeTHO, II0CTaB/baMo

MaTpHILy
\% -V
M= (V|W) = ( 1 2)

Vo2 V1

KOja ¥Ma yJIOTy MaTpHlie poTaryje U3 (), IIITO JOHOCHU TpaHchopmarujy X = MX'. KBa-
IpaTHa popMa HAKOH TpaHcpopMarmje mocraje X'AX = (MX)TAMX') = X" (MTAM)X/,
OJTHOCHO 3aBUCH O]] HOBe cUMeTpuuHe MaTpulle A’ = M'AM. Kako cy Vu W jeTUHUYHU
U MeljyCOSHO OpPTOrOHAJIHY, TO je HOBAa MaTpHUlla AUjaroHaIHa

A= (VIWA(VIW) = (VW) (AVIAW) = (VW) e vizew) = (0 ) ).
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

Ha oBaj HAUWH CMO IIPUJIMYHO P30 [WjaroOHaIN30BaId CHMETPUUHY MaTPHUILy U TaKO
WICIIPaBUJIH KPHBY, jep KBajpaTHa popMa a1 X% +2a;2X1 X, +dpp X5 HAKOH TpaHchopMariyje
rmocTaje Alx’lz + Azx’zz. [IppMeHOM OBOT IIOCTYIIKA TaYHO Ce 3HA KaKo U3IJiefia KBaJpaTHU
[le0 jeqHaAUYMHE I10CJIe poTalije U He MOpaMo ra I1ocedHo pauyHaTu. KoepuiiyjeHTH Koju
Cce I10jaBJby]y Y3 KBaJ[paTHe 4YiIaHOBe UCIIPaB/beHe KpUBe HYKHO MOpPajy SUTH HyJIe Ka-
PaKTEPHUCTUYHOT IIOJIMHOMA, a ’bUXO0B peJloce]l IUPEKTHO 3aBUCH Of pefociesia KOjuM
CMO COIICTBeHe BeKTOpe CTaB/baId y MaTpPHUILy IIpesacka M.

VrosHanu cMo TpaHchopMaryjy X = MX/, rie je M MaTpulla Koja ce CaCTOju U3 BeK-
TOpa HeKe OPTOHOPMUpPaHe 5a3e. TakBa MaTPHUILA je OPTOTOHAIHA, 32 by BaxKH MM = 1,
Te 1 (det M)? = 1. Ta TpaHcdopManmja KBafpaTtHy GopMy XTAX = ay1X? + 2a;12X1 X5 + A%
npeBomu y X'TA'X', tiie je A’ = M'AM cuMeTpHUUYHa MaTpHUIla HOBe KBafipaTHe popMe. Jel-
HOCTaBaH payyH 3a KapaKTepUCTUYHU II0JIMHOM HOBE MaTpPHIIE,

Xa(A) =det(A’ — A1) = det(M"AM — MT(A1)M) = det(M" (A — A1)M)
= detM" det(A — A1) det M = (det M)* det(A — A1) = x4 (A),
II0Kasyje 1a ce KapaKTepUCTUYHHU IIOJIMHOM He MeHa IIPUINKOM OBe TpaHchopMaliyje,
OJJHOCHO J1a je lbeHa UHBapujaHTa. MeljyTuM, Kako cy tr A ¥ det A KoeQUITUjeHTHU Kapak-
TEePUCTUYHOT II0JIMHOMA
Xar(D) = xa(A) = 2> = (trA)A + detA4,

TO Cy U Tpar | /IeTepMHUHAHTA MaTpPHUIle KBafpaTHe popMe Takohe MHBapHjaHTe.
CacBUM CJIMYHO MOYKEMO II0CMAaTpaTH CUMETPHUYHY MaTPHUIly A pefia TPH KOjy CMO
nebuHMcaaIn GopMysIoM ([ (-) u TpaHchopmarujy X = MX/, rzie je

0
= M | o
00 1

TaKohje opToroHasIHa MaTpuIlia. MicTH apryMeHTH Kao paHUje ode3denuhe MHBapUjaHT-
HOCT KapaKTepUCTUYHOT II0JIMHOMA,

Xz A) = xz(A) = -2 + (rA)A* - %((trﬁ)z — tr(A%))A + detA,

caMUM THUM U HeroBUX KoeduiiyjeHara. Flako CMO 3aMHTepeCOBaHU 3a JleTepMUHAaHTY
MaTpHIie KPUBe JPYror peja, HHje HEeOIXOJHO /ia JOKaKeMo IIPeTXOAHY GpopMyity, jep
ce MHBapHjaHTHOCT AUPeKTHO BUAK U3 detA’ = det(M'AM) = (detM)>detA = detA. Y
CBaKOM CJIy4ajy ©IMaMo JIoSpe pasJiore 1a AeduHuiiemMo BesuunHe A, D u T Ha ciefehu
Ha4uH,

|11 Q2 a3
A =detA = A2 Ay Az3|, D =detA =

a3 dz3 dAss

a1 ag

T=trA=a a
A1y Qyg|’ 11 + 22,

jep Cy oHe UHBapHjaHTe TpaHchopMallje Koja je oapeljeHa OPTOrOHATHOM MaTPUIIOM.
Hajuenrhe ce oBa TpaHcopMalyja KOHKpeTH3Yyje Kao poTalyja

<x1) B (cos 6 —sin 9) <X’1>

Xy/ \sinf@ cos@ ) \x,/’

Kojy cMmo Beh Bujesin y GopMyiu (). Ta poranyja ce BUAYU y MaTPUYHUM jefHaUMHaMa
X=MX uX=MX,tne cy Mu M opToroHaJlHe MaTpPHIIe aTe ca

cosf® —sin6 cos® —sinf 0
- (sine cos 6 ) , M=|sinf cosé O0].
0 0 1
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1.9. MiHBapwujaHTe KpMBUX Apyror peja

IIpoMeHa MaTpHUIle A IIPIIMKOM Te POTAIHje MoyKe ce Ma’K/BHBO M3pauyHaTH Y CKJIATY
ca jegHaumHOM KpuBe (1.37),

@y = ay1 c0s? 0 + azy Sin® O + 2a;, cos B'sin 6,
ay, = am(cos2 6 — sin? 0) + (agz — ai1) cosOsin0,
a, = an sin? 0 + @y c0S% 0 — 2a4, cos 0sin O,
aj3 = a13C0S 0 + az3 sin 6,
)3 = a3 €0S 0 — ay38in O,
!/
Q33 = A3z,
OJlaKJIe ce I0/aTHO MOKEMO YBepHUTH Jia ¢y A, D u T HHBapujaHTe KpPUBe JPYror peja y
OJIHOCY Ha pOTaIyjy.
CBohjeme KpuBe APyror pefia Ha KAHOHCKU 08JIMK HAaKOH poTaliyje ImoApasyMeBao je

TpaHcaanyjy. MeljyTuM, Kako ce TpaHC/IaIHja He MOyKe IIPUKa3aTH MaTPHUIIOM, IIpeocTaje
HaM /1a popMyJie TpaHCIalHje

X1 :X/1+C1, Xy :X,2+C2,
3aMeHUMO Y jefHaUYNHY KpUBe, OJlaKJle y CKJIALy Ca jeJHAYUHOM () IodHjamMo

/ / /

a;p = 11, Qyp = A1z, Ay = Az,
/

Q13 = C1411 + C2aq2 + A13,
/

Qy3 = C1A12 + C2Ay2 + Q23

a3 = C%an +2¢1C0a12 + C%azz + 2C1a43 + 2Co093 + A33.

(1.43)

13 npeTxofHUX GopMysia BUAMMO Jla ce KOMIUIETHA MaTpHIla KBazgpaTHe GopMe ca-
4yyBaJla, OHOCHO Jla BaKU A’ = A, IIITO 0/iMax II0BJIa4yy UHBapujaHTHOCT Tpara (I = T) u
MaJie feTepMuHaHTe (D' = D) 3a TpOU3BOJbHY TPaHCIAIH]jy. [IpeocTaje MHBapPHUjaHTHOCT
3a A 1rTo heMo UCIUTATH KOPUIIThekheM 0COSHHA IeTePMUHAHTH /la Ce YyBajy IIPUINKOM
eJleMeHTapHUX ollepalyja (JofaBame BpCTe YMHOKeHe HEKHMM CKaJIapoM Ha BPCTY HIU
IoJaBarmbe KOJIOHe YMHOKeHe HeKHM CKaJIapoM Ha KOJIOHY). AKO y OpPUTHHAJIHO]j BEJIUKO)]
neTepMUHAHTHU A Ha Tpehy KOJIOHY [oZaMo IIPBY KOJIOHY MHOKEHY Ca € U JIpyry KOJIOo-
HY MHO>KeHY ca Cy, & 3aTUM Ha Tpehy BpCTy A0ZamM0 IIPBY BPCTY MHOXKeHY ca €1 U JPYTy
BPCTY MHO>KeHY Ca C, 06HjaMo

a1 Qi ag3 ain Az C1a1q + CoQq2 + Aq3 ay @, Ay
A=laiy Gy Q3| =|A1z Ay CiQ12+ CoQgz + Qo3| = @), @Yy Ays| = A,
a3 Q3 dss Qi3 Q3 C1Q13 + C2023 + A33 a3 3 Qg

jep Baxxu

/ 2 2
33 = C1a11 + 2C1C2a12 —+ Cody + 2(:1a13 + 2c2a23 + dss
= €1(C1a11 + C2a12 + A13) + C2(C1A12 + C2A22 + A23) + C1A13 + C2A23 + A33.

Ha oBaj HauMH II0Ka3aJId CMO Jja Cy BeJiuuHe A, D u T 3aucTa MHBapHUjaHTe KaKo Y
O/THOCY Ha poTaIlHjy, TaKo U Y OZHOCY Ha TpaHcaalujy. HapaBHoO, 0OHZa je TO ¥ KapakKTe-
PHUCTUYHH IIOJIMHOM MaTpHIle KBaZipaTHe popMe, x4 (A) = A% —TA+D.

VMHBapujaHTe Koje CMO yCIIOCTaBHUJIM MOI'Y SUTH Off BeJIMKe KOPUCTU IIPUIUKOM CBO-
hema KprBe Ha KAHOHCKHU 06JIMK. MehjyTuM, OHe HaM oMoryhaBajy ¥ fja y3 MaJjIo padyyHa
O/lpeIMO reOMETPH)jCKU TUII KPUBe PYIor pefa. PasMOTpHUMO KaKo fiestyje IIporiec Kia-
cudurKalyje KpUBUX JIPYror pefia Y OAHOCY Ha MHBAapHjaHTe.
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Kilacupukaryja sarroyrme poTarijoM Koja UCIIpaBjba KPUBY, OZHOCHO eJIUMUHMUIIIE
WilaH d;,. HaKoH poTalyje, yKOJIHKO je dj1dy; # 0 BpIIU ce TpaHCIalvja Koja KpUBY [10-
BOJIH Ha 06/THK ([1.40), Q11X + azX3 +as3 = 0. UHBapujauTe A, D 1 T ce He MeIbajy POTAIH-
jOM ¥ TpaHCJIaIl{joM, TaKOo Ja BbUX0Be BpeJHOCTH U3padyHaTe 3a [I0UYeTHY KPUBY MOpPajy
OUTH jefHaKe HOBUM BPENHOCTUMA, A = ay102,as3, D = aj1az, T = a;1 + ayy. Kapakre-
PUCTUYHU IOJIMHOM je Takole MHBapHUjaHTa, a OJ] paHUje 3HaMO Jia FbeHe HyJIe A1 U A,
Kao COIICTBEHE BPeJHOCTU MaTpHUILle KBajipaTHe popMe KpUBe, OAroBapajy BpeJHOCTUMA
ai1 U ayy. Kako oBie pasmarpamo caydaj D # 0, To je Ay # 0 # Ay, IOK CJI060aH WiaH
MO>KeMO U3pasUuTHU ca a3 = A/D, IITO HAC JOBOJU J10 jeJHAUUHE,

Alx% + AzX% + é =0.
D

V 11pBOj BapujaHTH je D = A;A; > 0, oakie modujaMo sgniA; = sgniA, = sgnT u
sgn(A/D) = sgn A. Taga cayyaj AT < 0 maje esuricy, caydaj AT > 0 faje mmpasaH CKyII (MMa-
TMHapHa eJIuIICca), 10K cay4daj A = 0 maje Tauky. Y Ipyroj BapujanTu uMamo D = A14; < 0,
npu yemy je sgn(A/D) = —sgn A. Taga ciay4daj A # 0 1aje XUIepdoIy, Lok ciaydaj A = 0 faje
IIBe IIpaBe Koje Cce CeKxy.

[IpeocTaje HaM /ia UCIIMTAMO IIITa Ce JlelllaBa KaJi HAaKOH II0YeTHe poTalifje KMaMo
ai;1a; = 0, rme HeyMawyjyhu OIIITOCT IIPETIIOCTaB/baMo dy; # 0 U ay; = 0. V 11pBoj
BapHjaHTU UMaMo ay3 # 0, Toe cy uHBapujaute T = a1 # 0, D = 0u A = —a11a%3 # 0,
0/jaKJIe je KpUBa IIapasoJia ca jefHaduHoM Tx3 + 2,/—A/Tx; = 0.

V IIocIe/[10j BapHjaHTH KIMaMo dy3 = 0, I7ie je jefHaYMHa KPUBE dq1X; +ds3 = 0 3a KOjy
Baku D = 0 1 A = 0, ayii ce BpeJHOCT d33 He MOJKe IUPeKTHO U3PasUTHU IIPeKo IIpeocTaie
uHBapujaHTe T. 360T TOTa je KOPUCHO YBECTH cJlefiehe BeJIMUUHe,

a;; a3
a3 ass

azz dzs
azz ass

a;; a3
aiz ass

azy; dAzs

Py = a
23 033

, P=P1+P,=

) )

I7Ie BaXKH1
1

2((nc;x)z —tr(A%) =D + Py + Py,
OZJHOCHO Yz (A) = 23+ (@11 + agy + as3)A* — (D + P)A + A, offaKJIe ce BUZU /ia je P IOJIyHH-
BapHUjaHTa y CMHUCJIIY [la je MHBapHjaHTa caMo 3a POTallHjy, aJik He U 3a TPaHCIaIlHjy.

ITonyuHBapujaHTa P oMoryhasa fia y ciay4dajy D = A = 0 paciuieTeMo Koja MOTYhHOCT
je y IuTamy: IIap lapajejHUX [IpaBUX, jeJHa IIpaBa WU IIpasaH CKyIl. [IppMmeTumo fa
oIItyja az; = 0360r 0 = D = —a%z najea;p = 0,10k 0 = A = —ana%3 naje aps = 0, IO je
moryhe camo 3a P; = 0. CacBUM CJIMYHO, OIIlvja a1 = 0 je moryha camo 3a P, = 0.

T'eoMmeTpHjcKka HHTYHUIIMja HAM T'OBOPH /la KPUBY IIpecedyeMo IIPOU3BOFHOM IIPaBOM
U IJIelaMo 6poj IIpeceyHUX TavyaKa. YKOJIUKO je Taj dpoj Ba, OHJa UMaMo JiBe I1apaJiesi-
He IIpaBe, a YKOJIUKO je Taj 6poj jeiaH, OH/A je y MUTawy IpaBa. Ciyyaj 6e3 IIpeceuHux
TayakKa je KOMIUIMKOBaHUjH, jep OCUM IIpasHOr CKyIla, MOTyhe je 1a CMO IIOTOQUJIU Salll
IIpasall IIpaBe Koja IIpUIlajia KPUBOj, Te 3aT0 HUCMO HAIIUIH IIpeceK. 3a dy; # 0, IIpecek
KpHBe U IIpaBe x; = 0 jaje KBaZpaTHY jefHAYMHY az,X3 + 2dp3X2 + A3z = 0 Koja MMa J{UC-
KPUMUHaHTY 4a%3 — 4ayya33 = —4Pq, 0K 3a ai; # 0, IIpeceKk KpuBe U IIpase X, = 0 maje
jeqHaunHy a11x% + 2a,3x1 + azz3 = 0 Koja UMa AUCKPUMUHAHTY 4a§3 — 4aq1a33 = —4P,.
HammoMmeHUMO ja ce aHOMaJIHja Koja HacTaje Kaji IIOroAMMO IIpaBall IipaBe Koja IIpUuIiaa
KPHUBOj He flelllaBa y CJIy4ajy KBajipaTHe jeJHaulHe.

YKoHKoO je P; < 0 uiu Py < 0, jeqHayMHa IIpeceka je KBajpaTHa ca II0SUTUBHOM JIUC-
KPUMHWHAHTOM, Te KPUBY IIpe/iCTaB/bajy [Be IapaJiesiHe IIpaBe. YKOIUKO je Py > 0 Winu
P, > 0, jemHauynHa IIpeceKa je KBaJpaTHa ca HeTaTUBHOM JUCKPUMHHAHTOM, Te 0d1jaMOo
IBe IapaJjieJIlHe UMaruHapHe Iipase. [[pyMeTHMO /1a U3 IIPETXOAHUX 3aK/by4daka P1Py < 0
HUje OIIyja, Te je P = 0 aKo U caMo ako je Py = P, = 0, a Tajja je dapeM jefHa jefHaUYNHA
IIpeceKa KBajJijpaTHa ca HyJla JUCKPUMHHAHTOM, Te je KpUBa 3allpaBo IIpaBa. Cymupajyhu
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pesysITaTe UMaMo /iBe IlapaJjiesiHe IIpaBe 3a P < 0, jerHy IpaBy 3a P = 0 4 IIpasaH CKyII 3a
pP>0.

OBaKo CMO KOMILUIETUPAJIH pe3yJTaTe KilacuduKalje KpUBUX APYTOT pejia moMohy
UHBApPHjaHTH, a J0OPO je UMaTU Ha YMY HapeAHy TadeJry.

D:A A#£0 A=0
HeJleTeHepHCaHe KpUBe JlereHepHUcaHe KpUBe
D>0 |emuncasaAT <0 Tayka
mpasaH ckyir 3a AT > 0
D <0 | xunepdoJia [IBe IIpaBe Koje ce CeKy
D=0 | napadoJia [IBe I1apaJiesiHe mmpaBe 3a P < 0
npasasaP =0
mnpasaH ckymsa P >0

1.10 IlenTap, TaHreHTa, AUjaMeTap

ITeninap HeKe KPUBE je BbeH IleHTap cuMeTpHje. AKo KpuBa I' iMma 1jeHTap C TO 3Ha4YHU
Ia 3a cBako X € I' Baxku Y € T, r7ie je Y IieHTpasIHO CUMeTpPHUYHa TayKa TauKU X, OZHOCHO
X = —CV. IIpupoHO ITHUTam€e Koje ce II0CTaBJba je Koje KpHUBe APYIor pejia UMajy IieHTap
U KaKoO ra O/ipeIUTH YKOJIHUKO OH II0CTOjH.

[TprMeTHUMO J1a CUMeTpUYHA TauKa TauKHU X(X1,Xy) Y OJHOCY Ha IIOTeHIIHjaIHU I[eH-
Tap C(cq,Cy) jecTe Y(2¢1 — X1, 2Cy — X3). YKOJIUKO &U LIeHTap KpUBe SM0 KOOPAUHATHU II0-
yeTak, TauykKa Y OM MMaJjia MHOTO 3TOHUJU 3aIIUC, (—X1, —X2). 3aTO YBOJAMUMO TPaHCIAIH)y
KOOPJHUHATHOT CHCTEMA, X1 = X} + C1, Xg = X}, + C2, IJie IIeHTap KpHBe ImocTaje Tavka (0, 0).
Taxo KpuBa Ko0ja y OpUTMHaIHOM KOOPZUHATHOM CHUCTEMY UMa jeJHAYUHY

f(X1,X2) = 11X} + 2A13X1X3 + Ag2X5 + 2a13X1 + 203X + az3 = 0,
y HOBOM TPaHCJIMPaHOM KOOPJHHATHOM CHCTeMY /I05H]ja jefHauHy
g(X1,X2) = A1 X5 4 2a),X1 X3 + AyyX5 + 20 3X1 + 2d)3X5 + b3 = 0,
IIPH YeMy Baske Bese
@j3 = €111 + C2012 + A1z, Ay3 = C1a12 + Codpy + Azs, (1.44)

KOje CMO paHHUje UspadyyHalIu y ().

Y HOBOM KOOpPJUHATHOM CHCTeMY, 110 JeGUHUIUJU LIeHTpa, g(X1,X2) = 0 moBrauyu
g(—x1,—Xxy) = 0. 3dor Tora, 3a CBaKy Tauky (Xi,Xy) KpHBe Koja je JaTa jeJHauMHOM
g(x1,Xx2) = 0 1 uma 1eHTap (0,0), Baxku 0 = g(X1,X2) — &(—X1, —X2) = 4a)3X1 + 4d)4X7,
O/THOCHO

ay3X1 + dysxz = 0. (1.45)

VKOJIUKO je () jenHayrHa IIpaBe, OHJa Hallla KpUBa Mopa SUTHU IIOJICKYII Te IIpaBe.
HemMma MHOI0 KpUBHUX JIPYIOr pefia Koje Cy IIO/ICKYII IIpaBe, TO Cy IIpaBa, TaykKa U IIpasaH
CKYII, Te I}bUX II0CeSHO0 UCIUTYjeMo. Huje TellIko IIPUMEeTHUTH /ia IIpaBa UMa 6€CKOHAYHO
I[eHTapa (CBakKa Tauka ca ie), TauKa UMa jefjlaH IleHTap (caMa Ta Tadyka), JOK IIpa3aH CKYII
3a IleHTap UMa CBaKy TauKy paBHHU.

V CyIIpOTHOM, KpHBa APYTOT pefia HHje IOJCKYI ITpaBe Te jeHaunHa ((1.45) Huje jemHa-
YrHa IIpaBe, IITO je MOryhe camMo y cIydajy fa BaXku aj; = ay; = 0. Bese u3 (1.44), moHoCe
jegHauuHe yeHIpa y OpUTrHHATHOM KOOPJUHATHOM CUCTEMY,

ai1€1 + A€z + a3 =0,
A12C1 + Ax2Cy + Qg3 = 0.
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Ca pyre cTpaHe, JIaKO je IIPOBEPUTH [1a aKO OBe jelHAUMHE Ba’ke, KpUBa g(X1,Xy) =0
uMa 1eHrap y (0,0), ogHOCHO Ja KpuBa f(Xx1,X2) = 0 UMa 1jeHTap y (¢1,C). JeqHaunHe
I[eHTpa MOy Ce JIAaKO 3allaMTUTH y 08JIMKY KOjU YK/byUyje IapliyjasHe U3BOJe,

[ (€1,¢2) =0, fi (c1,¢2) =0,

jep BpefHOCT QyHKIHje [y IIeHTPYy Mopa I0CTUhU eKCTpeMHY BPEeJHOCT, Te Cy U3BOIU
Iy>K SWJIO KOT IIpaBIia jefHaK!U HYJIH. Y CBAKOM CJIy4ajy, jefHaYrHe I[eHTpa II0Ka3yjy Ja
je IpoHaJIa’Kemwe I[eHTPpa KPUBe [PYror pejia eKBUBAJIEHTHO pelllaBamky JIMHeapHe Ma-
TPUYHeE jefHauyrHe AX = B, K0ja y pacIICaHOM OOJIMKY IJIacH,

<a11 a12) (Cl) _ (—a13)
(12 Agz/ \Cy —ag3/

VKoUKoO je D = detA # 0, MaTpUlia A je UHBepTUOUIIHA U jefHaurHa AX = B uMa
jemuHCTBEHO pemrere X = A~1B. 360r Tora eJuIica, XUIIepS0JIa U iBe IIpaBe Koje ce ce-
Ky (KpuBe apyror peza ca D # 0 Koje HUCY IIO/ICKYII IIpaBe) UMajy TadyHO jefiaH IieHTap.
JemHOCTaBaH paudyH faje,

-1
<C1) _ (6111 6112) (—611?,) _ 1 < az; —6112) (—6113> 1 <a1zaz3 - azza13>
Co Ay Az —dasz3 detA \—aqy ai —dasz3 D \aiza13 — ay1az3/’

O/laKJie ce BHU/IU /ia CY KOOPJAUHATE TOT jeIUHCTBEHOT I[eHTpa

c <a12a23 — Q213 Q12013 — ‘111023)
a11az2 — A12a12° A110322 — A12012
IIpeocraje ciyuaj D = det A = 0 I7ie je II03HATO /ia jeqHauYrHa AX = B HeMa jeJUHCTBe-
HO pelllere. YV cIy4ajy MaTpHile pefia ABa (He BaKU 3a BUILIE peloBe) TaKohje je II03HATO
[la jefHaYMHa MMa pellene aKo U caMo aKo cy ode KpamepoBe® neTepMUHaHTe

a;; —ag3
aip —ass

9 I

—a a
Dy = 13 a12
—A3 Ay

jemHaKe HyJIU. AKO leTepMUHAHTY A pasBHjeMo I10 Tpehoj KoJIOHU 1,08UjaMo

aj;; a2 Qi3
A=laiy az az|=aps

aiz Qzz ass

ap; dg
aiz Qpo

a;; ap
a3 ass

aip Az
aiz azs

Y

O/IHOCHO
A = ay3Dq + ay3Dy + assD,

pu ueMy je D = ay1az; — a2, = 0. OfaB/e JosujaMo

2 2 2 2

D7 = (a12a3 — A13A322)" = A2(A11a53 — 2A12013023 + A22073) = —A22(A13D1 + az3D,) = —azyA,
2 2 2 2

D3 = (a12a13 — a3a11)” = a11(Az2a73 — 2412013023 + A11A33) = —a11(A13D1 + az3Dy) = —ay14,

OJlaKJIe ce MOYKe 3aK/bYUYUTH 11a je A = 0 aKo U caMo ako je D; = D, = 0. To 1okasyje ga
IBe IapaJiesiHe IpaBe (D = A = 0) ©Majy IjeHTap, CAMUM TUM U 6€CKOHAaYHO MHOTO HUX,
ok 1apadosia (D = 0, A # 0) HeMa ILieHTap.

PasMOTpPUMO TaHTeHTe Ha KPpUBY APYTOT pea I Koja je 3aiaTa CBOjoM CUMETPHUYHOM
MaTpHUIIOM pejla TPU. AKO 3a IOTpeSHe KOJIOHEe ¥ MaTpUILy KpHUBe yBeieMo ciiefiehe 03Ha-
Ke,

X1 P1 %1 a1 agp ais
X=|Xx2|,P=(p2 |, V=|Vv2 |, A=| a2 azxp az|,
1 1 0 a3 Q3 ass

>Gabriel Cramer (1704-1752), IIBajIlapCKyA MaTeMaTHYap
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Tajla MoKeMo pehu /1a Tauka (Xq,X;) Ipumaja I' ykoauko Baxku X'AX = 0. JKemumo na
IIpoHaljeMo TaHreHTe Ha [’ Koje IIpoJsiase Kpo3 Tauky (p1,p2). AKO TpakeHa TaHTeHTa UMa
Ipasari (v1,Vy), TO OHA CaZp KU TauKe 0dJIMKA (pg + tvy, Py + tvy) 3a t € R. OBUM TauKama
0/iTOBapajy KosioHe P + tV, Te TauKe Koje IIpUIIa/iajy U KPUBOj U TAHTeHTH 3a[0BOJbaBajy
jemHaumHy (P + tV)TA(P + tV) = 0. Kako je VTAP = (VTAP)" = PTAV, To 0/1a3UMO [0
jeqHaunHe

(VTAV)t? + 2(PTAV)t + PTAP = 0.

Axo je VTAV +# 0 y IUTamy je KBaipaTHa jeTHAYMHA, a YCJIOB I0AUPa TAaHTeHTe U KPUBe
Ilaje IBOCTPYKO pelllerhe, OFHOCHO HyJIa JUCKPUMUHAHTY, OJaKje Caef U

(PTAV)? = (VTAV)(PTAP).

VKOJIMKO I0AaTHO IIPETIIOCTaBHUMO [JIa TauKa (p1, p,) pumaja I, Tajga je PTAP = 0 1 ycJI0B
nonvpa moctaje PTAV = 0, IIITO y pacIcaHOM O8JIUKY IJIach

(@11p1 + aq2p2 + A13)v1 + (A12P1 + APz + A23)V2 = 0.

360r TOra, aKo je f(xq,x2) = 0 jeiHaunHA KpUBe Apyror pexa I' 1 (vq,v,) IIpaBal] TAHTEHTe
Ha I'y Tauku (py,p2) € T, Tama Baxu (fy, (p1, p2))v1 + (fy, (P1,P2))v2 = 0. JIaKo je IpUMETUTH
ma mpasa (fi (p1,p2))X1 + (fi, (P1,P2))x2 = 0 ©Ma a1 Taj mpasail, Te HaM IIPeocTaje fia je
rapaJsieTHO IIOMePHUMO TaKo Jia IIpolje Kpo3 TauKy (P, P2 ), LITO HAC TOBOJIH JI0 jefHAULHE
TAHTEHTE,

(fx,(P1,D2)) (X1 — P1) + (fx, (P1,P2)) (X2 — p2) = 0. (1.46)

V orrreM ciy4dajy TaHIeHTa Ha KPUBY (He HY)KHO APYTOr pefia) MOXKe Ce Tpa>KUTH Me-
ToJaMa MaTeMaTHU4yKe aHaause. KoeQuiiyjeHT IIpaBlia TaHIeHTe Ha KPUBY Koja je faTa ca
X2 = f(x1) y Ta4uKu (p1,p2) Kpuse (p; = f(p1)) jeAHAK je IIPBOM HU3BOAY QYHKIIH]je KPUBE Y
P1, OLHOCHO f(p1). AKO X, CXBaTUMO Kao QYHKIH]Y 110 X1 U jefHAYUHY f(Xq,X2) = 0 gu-
depeHIIpPaMo II0 X1 JOSHjaMO 2d11X1 + 2a12(X2 + X1X5) + 2A22X9X5 + 2a13 + 2a3X5, = 0,
O/THOCHO

(2a11X1 + 212Xz + 2a13) + (2a12X1 + 2a22X2 + 2a23)X; = 0,

IITO Ce JIAKIIle MO>Ke 3alKCcaTH ca fy (x1,X2) + (fy,(X1,X2))x; = 0. BpeHOCT U3BO/A X, ¥
TauKH p1 jeJHaKa je KoeQUITHjeHTY IIpaBlia TAHTeHTe Ha KPUBY Y Ta4YKU (pq, P2) Ca KPUBE,
Te j€ 3aTO IIpaBa JiaTa jefHauuHOM (f, (P1,P2))X1 + (fy, (P1,P2))X2 = 0 daIll TOT IIpaBIia, IITO
IOTBpPh)yje Halll pe3ysTaT U3 jeqHaduHe ([1.46).

V ciy4dajy ma je VAV = allv% + 2d19v1Vy + a22v§ = 0 HeMa KBaJlpaTHe jefHa4yUHe, Te
3a PTAV +# 0 mokeMo pehH [1a je Ipyra IpecedyHa Tayka IIpaBe U KpHUBe (IIpBa HacTyIla
3at = 0) y deCKOHAUYHOCTH (HaIuIeMo t = 1/s ¥ IIyCTUMO [Jia S TeXKU Ka Hysu). Tazga 3a
mpasarj (vq,Vy) BaXKHu

vi A+ \/ @3, — a11ay; _ —app+vV-D Ao

%) an an —ay2 FvV-D'

To ce HUKa/a He [el1aBa y ciay4ajy esaurice (D > 0). YV ciydajy napasdosie (D = 0), pelreme
ce CBOJIM Ha jeZlaH IIpaBal] KOjH je 3alIpaBo IIpaBall oce I1apadoJie, IIITO 3HA4YH /ia IIpaBe
rapaJsieTHe OCH MMajy caMo je[JHY 3ajeTHUUYKY TauKy ca TOM I1apadoJioM, a y TUTaky HU-
Cy TaHTeHTe. Y ciaydajy xurepdosie (D < 0) IOCToje [ABa TaKBa IIpaBlia, a TO Cy IIpaBIU
rapaJjieJTHU aCUMIITOTaMa XUIepsoJre.

KoHKpeTHO, YKOJIMKO ITI0OCMaTpaMoO KaHOHCKE jeTHaUNHe eJIUIICe, XUIIepSoJie U mapa-
doJle,
2 2 2 2
Ti2oq BT g =2,
at b a’ b
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TaHTeHTe y TaUKH (P, P2) Ca Te KpUBe IJace,

p1Xa | PaX P1X1 _ D2X3
2 T pz =1, 2 1, p2xg =1(x1+p1).
ACHMITTOTe XUIIepS0JIe Cy IIpaBe Koje 0UPY]y KPUBY Y 5eCKOHAYHOCTH, OTHOCHO OHe
ce y 5eCKOHAYHOCTH II0OHAIIajy Kao KpHBa. AKO ITojeMo 07 KaHOHCKe jefHauiHe XUIIep-

5oJre IhbeHe aCUMIITOTE MOKEMO BHUIETH KPO3 jeTHAUUHY
2 2
a’ b? a b a b

CaMUM THUM aCHMIITOTe Ha XUIIepSoJIy Cy IIpaBe 05/IMKa

b
Xp = £—X1.
2 P
[Tox, gujameimpom euiice MU XUIlepSoJIe II0ApasyMeBaMo CBaKy IIpaBy Koja IIpo-
Jla3d Kpo3 I[eHTap Te KpHBe. AKO MCKOPUCTHMO jeflHAYHHE IeHTpA fi (€1,¢;) = 0 |
fx, (€1, €2) = 0, MOYKEMO TIOCMAaTPATH jeTHAYHHY
Ufy, (X1, X2) + Uafy, (X1, X2) = 0, (1.47)

3a IIPOM3BOJbHE PeasHe U; U U, KOjH HHUCY HCTOBPEMEHO jeJHAKH HYJIH, uZ + u3 > 0. Kako
Cy TapIiujaIHu U3BOIH f, (X1, X2) U fy, (X1, X2) IMHEAPHH 110 X1 U X2 TO je je[HaYnHa ()
HajBHUIIle TMHeapHa. [IperiusHHuje, y paclucaHOM 08IHKY jefHaurHa ([1.47) TIacH,

(W1a11 + Up@12)X1 + (U1A12 + UpA22)X2 + (U1A13 + UgAp3) = 0,

T€e OHa HI/Ije JIMHEAapHa aK0 ¥ CaMO aKO Ba’KHu

(@ 8-
a1z A2/ \Up 0/

MehyTuMm, Kako IrocMaTpaMo caMo eJIMIICe U XullepdoJie, To umaMo detA = D # 0, Te Ma-
TpHUYHa jefHaunHa AX = 0 UMa je[UHCTBEHO pelllekhe X = 0, 0MHOCHO Uy = Uy = 0. /lakiie,
jefHaunHa () jecTe JIMHeapHa U 3aTO je y IUTaky jeJHAYMHa HeKe IIpaBe. Ca gpyre
CTpaHe, IleHTap KPpUBe (€1, C2) OUUIVIEHO UCIIYHhaBa Ty jelHAYHHY, Te je y IIUTakby IIpaBa
Koja ITpoJIasy Kpo3 IleHTap. 3aK/bydyjeMo fa jeHaurHa ([1.47) omucyje AujaMeTpe Hallle
KpHBe, a 106MjaMO UX TaKoO IIITO 3a U U Uy IIIeTaMO peaiHe SpojeBe KOjU HUCY UCTOBpe-
MeHO HYyJIa.

[TocedHy yJIOTY 3a eJIMICY U XUIIEPS0JIy UMajy KOHjyloeaHu gujameiupu. AKO n3a-
depeMo HeKH [rjaMeTap, ’bbeMy KOHjyroBaH duhe 0Haj KOjU ce T06Hja TaKo IIITO IIOKYIIU-
MO CpeJHUIliTa CBUX TeTHBA I1apasie/IHUX I[I0YeTHOM AujaMeTpy. KoHjyroBaH nujaMeTrap
eJIMIICe MOJKe Ce BUJIeTH U Kao OHaj KOjU MMa IIpaBal] TaHTeHTe y TayKaMa y KojuMa I10-
4eTHU AUjaMeTap cedye KpuBY. OCHOBHA HJieja je [a je esIUIIca YIIMCaHa Y IlapaJiejorpaM
KOjU YMHe /1Ba IIpaBlia MeljycodHO KOHjyTOBaHUX AUjaMeTapa.

T eMa 1.17. Jujametap KoHjylosaH gujameiupy ca upasuem (U, Uy) je gaiti jegHa4uHOM
()

/Joxa3. Heka je P(p1,p;) TauKa ca KpHBe U yje[lHO TayKa ca IIpaBe Koja MMa IIpaBall
(uq,uy), a mpoJsiasy Kpos neHrtap C(cp, ;). KoHjyroBaH nujamerap 3a aujamerap CP uma
IpaBal] TaHTeHTe Ha KPUBY y Tauku P. TaHTeHTy cMo u3pauyHasH y ([1.46), Te axo je ma-
pastesTHO TToMepuMo fa mpohe Kkpo3 C umamo (fy, (P1,P2)) (X1 —¢1) + (f, (P1,P2)) (X2 — C2) = 0,
IIITO je jefHAaUYMHa KOHjyroBaHOTr AujaMeTpa. Y pacIucaHOM 08JIUKY jefHauYMHa IJIach

(@11p1 + A12p2 + A13) (X1 — €1) + (A12p1 + A22P2 + A23) (X2 — C2) = 0,

34



1.11. MNoBpLin apyror pesa

IIITO HAaKOH IpyIIHcama 110 p; U p, fAaje

(a11X1 + A12X2 — A11C1 — A12C2)P1 + (A12X1 + A2X2 — A12C1 — A22C2)D2
+ (a13X1 — A13C1 + A23X2 — A23Cy) = 0.

W3 jeqrHauMHA LIEHTPA, d13 = —A11C1 — A12Cy Y A3 = —A12C1 — AyCy, HAKOH OATOBapajyhux
3aMeHa [10d61jaMo jeHaYMHY KOHjyTrOBaHOT AyjaMeTpa

(a11X1 + Q12X2 + A13)P1 + (A12X1 + Az2X2 + A23)P2
— (a11€1 + A12€2)X1 — A13C1 — (A12€1 — A2C2)X2 — A3C2 = 0,

IIITO II0CJIe cpeljuBama I10CTaje
(@11X1 + A12X2 + A13)(P1 — €1) + (A12X1 + Ag2X2 + A23) (P2 — €2) = 0.

[ToueTHHU gujaMeTrap CP rMa IipaBarlf (p; — €1, P2 — C2) = (U1, Up), T IIPETXOAHA jefHAUHA
TIacH Usfy, (X1, X2) + Usfy, (X1, X2) = 0, IIITO /T0Ka3yje TBpherbe. O

Hexka cy caza k; u ky xoepuiirjeHTH IIpaBania Meljycod6HO KOHjyrOBaHUX JHjaMeTapa.
AujaMeTap KOHjyroBaH OHOM KOjU UMa KoepUIIMjeHT IIpaBlia K, je I10 IIPeTXO0JHOj Teo-
pemu 1 'f;l + ky 'ﬂ(z = 0, OTHOCHO ay1X1 + A12X2 + 13 + K1a12X1 + Kiagoxe + kKyagzs = 0.
KoeduiujeHT mipaBIja OBe IIpase je

_ann +kiagp
app + kiaz,’

Te UMaMo Ky (aiz + k1ayy) + a1 + k1a2 = 0, 0OJHOCHO
ayy + arp(ky + kg) + azk ks = 0,

IITO je popMyJia 3a KOHjyroBaHe IIpasBlie.

1.11 IloBpIiuu apyror peaa

3a cazja cMO HCIIUTAIN KPHBE APYTOT pefia Koje >KHUBe Yy TBOAUMEH3NMOHOM IIPOCTO-
py, a caga moBehaBaMmo AuMeH3Hjy 3a jefaH. Iloepwu gpyiol pega je CKyIl CBUX TadyaKa
(X1, X2, X3) TPOAUMEH3HNOHOT IIPOCTOPA KOje 3aJ0B0JbaBajy jeJHAUUHY f(X1, X2, X3) = 0, TIe
je f IoJTMHOM JIpyTOoT CTelleHa I10 IIPOMEeH/bUBUM X1, X2 U X3, OHOCHO BayKU

2 2 2
f(Xl,Xz,Xg) = anXxy + a2 X5 + a33X3 + 2(112X1X2 + 2a13x1x3 + 2(123X2X3
+ 2(114X1 + 2a24x2 + 2a34x3 + Qyq,

; ; 2 a2 4@ 4P+ a2+ a2
I7ie II0CTOjH SapeM jeflaH KBaJpaTHH WIaH, aj, + a5, + d5s + aj, + af5 + a5 > 0. JeqHaunHa
IIOBPIIIH IPYTOT pejja MOJKe Ce 3aIlMCcaTH II0MOhy MaTpHIa

X1 a;; A2 ag3 aqq
X=| X2 |, A= a2 axp a3 |, B=| axy |,
X3 a3 Qaz3 dAss aszq

Tae y MaTpHUYHOM 3allCy UMaMoO
fix1,X2,X3) = XTAX + 2B"X 4 @44 = 0.

ITo y30py Ha TeOpHjy KPUBUX APYTOT pe/ia, KeJIMMO /1a pOTallijoM HCIIpaBUMO IIOBPII],
IIPH YeMy TO PaJKMO IPOCTOPHOM POTaIUjoM. AJIreSapCcKH, TO 3HAYH IHjarOHAIHU3aIljy
CUMeTpPUYHe MaTpHUIle A, Te HaM je II0TpedHa ClieKTpasiHa TeopeMa (Teopema @).
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

Hexka je P MaTpuIia IIpeJjiacKa ca cTape dase e Ha HOBY 6a3y € U3 CIIeKTpaJsIHe Teope-
Me, KOja Ce CacTOjH Off jeIMHUYHUX COIICTBEHUX BeKTopa MaTpulle A. [[poMmeHa dase faje
e’ = e-P, IOK ce KOOpIHAaTe Memajy ca X = PX'. U3pa3 X" AX+2B"X + ay, TI0CTIE OBE TPAHC-
dopmarruje mioctaje (PX')TA(PX')+2B"PX’ +ay4, omHOCHO X' (PTAP)X' 4+ 2(B"P)X' + a44. HoBe
yJIoTe IpeysuMajy Matpurie A’ = PTAPu B'" = B'P, ipu ueMmy je

A' = PTAP = PTA(E,|E,|E3) = PT(AE1|AE,|AE3)

AL 0 0
= (E1|E2|E3)"(ME1|A2E2|A3E3) = 0 Az O
0 0 A

IvjaroHa/IHa MaTpUILa, I7je Ha AxjaroHaIk UMaMo yIIpaBo COIICTBEHE BPeJHOCTH MaTpH-
e A. Ha oBaj HauMH poTHpaId CMO KOOPJUHATHU CHUCTEM IIITO HaM je oMoryhwuio fa
UCIIPpaBUMO IIOBPIIL, Te je f0dUjeHa jefHAUYNHA 00JIMKA

AX3 + QoX5 4+ A3x + 22U X1 + 2UyXg + 2UUsX3 + Ggq = 0.

AHaJIOTHO CBOljely KpHBe IPYror pejia Ha KaHOHCKHU 06JIMK, Ha pacliojiaralkby UMaMo U
TpaHcJIanujy Koja 3a i = 1,2, 3, yKOJIUKO je A; # 0, ykiIama KoepHUIihjeHT y;. Harume, 3d0r

2 2
}KiXiz + 2[.1in' = )\i (Xi + l)t) — ‘;‘li’

YBOAMIMO TPAHC/IALH)Y X; = X; + U;/A; KOja eJITUMUHHUIIIE [i; U3 SyAyhuX jeHaYHHA.

Kriracudukaryjy IOBpIIM APYTor peja pagjvMoO AUCKYCHjOM II0 paHIy MaTpuliie A.
[IpeTriocTaBEMO HajIpe fa je rang(A) = 3, IIITO 3HAYU Jja Cy CBe COIICTBEHE BPeIHOCTHU
pasiuuuTe off HyJe, OGHOCHO A1A;A3 # 0. HakoH oaroBapajyhe TpaHcianyje 108HjaMo
jemHaunHy 08JIMKa

/’\1X% + AzX% + AgX% +p=0.

YV IIpBOj BapHjaHTH, KBaJpaTHU KoeQUIlHjeHTH (OZHOCHO COIICTBEHE BPeSHOCTH II0-
YeTHe MaTpPHIIe) Cy UCTOT 3HaKa, SgNn A1 = sgn A, = sgn A3, Te AUCKYTYyjeMO 3HaK O p. AKO

ce OH pasJivKyje, pA; < 0, yBoAUMO CMeHe a = /—p/A, b = \/—p/A, uc = \/—p/A3, Te

I0d1jaMo jefHaYHY

2 2 2
R

a2 b2 ¢ ’
KOja Ipe/iCTaB/ba eAulicoug. AKo Cy CBH KoeQHUITHjeHTH UCTOT 3HaKa, pA; > 0, Taja 3a

a=./p/A1,b=+/p/A; uc=./p/As3 {odujamo jeqHAUNHY

IIITO je umaluHapHu eauticoug (1pasaH ckymn). IIpeocraje ciydaj p = 0 Koju Iocjie yBe-
IEeHUX CMeHA a = /A3, b = \/A1A3 ¥ ¢ = /A1, aje jemHAYUHY

BN

V7
)’:‘;‘»"’ 7/
=
KD

K R
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1.11. MNoBpLin apyror pesa

V Ipyroj BapujaHTH, KBaipaTHU KOeQUIIMjeHTH HUCY CBU UCTOT 3HAKa, a 6e3 CMambeha
OIIIIITOCTHA MO>KEMO IIOCTaBUTH SgNA; = Sgn Ay = —Sgn A3 jep MHaUe U30METPUjOM pas-
MemyjeMOo o[roBapajyhe KoopguHaTHe oce. AKo je pA; < 0,3aa = +/—p/A,b=+/—p/A, 1
¢ = \/p/A3 [odujaMo jefHAUNHY

2 2
X5 X X8

az b2 2

2
X3 _

=1,

IIITO je jegHOgeaHuU xuiiepdoaoug. YKOIUKO je pA; > 0,3a a = /p/A, b = /p/A, 1

¢ = +/—p/A3 ©MaMo

2 2 2
S R

az b2 2

[Ipeoctaje p = 0, rme cMeHe a = \/—AyA3, b = \/—A13

9

ILIITO je geogeaHu xuiepdonoug.
H C = /A1, IOBOJE 10 jefHAYTHE

S
1)
= "y///

[IpesiasuMoO Ha HapeJHU BeJIUKHU CIy4aj, rang(A) = 2. He yMamwyjyhu OIIIIITOCT IIpeT-
II0CTaBHUMO Jia je A1 # 0, Ay # 0 1 A3 = 0. IIpeTX0AHO HaBeJjeHe TpaHCIalllje eJIMMUHICa-
he uy u .

YV 1IpBOj BapHjaHTH je U; # 0, Iae JofaTHa TpaHCAalUja X; = X3 + Qaq/2U5 YKIAHA
CJ1060/jaH WIaH U JOBOAU HAC JI0 jefHauYNHe

/11X% + AzX% + 2[13X3 =0,

IIPX YeMY I0/JaTHO MO>KeMO 05€35eJUTH YCIIOB [isA; < 0, jep y CYIIPOTHOM IIpUMeYjeMo

M30METPH)Y X] = X1,X; = Xz,X3 = —X3 Koja oKpehe cMep X3-oce. YKOIHKO je A1A; > 0,
CMeHe a = \/—U3 /Ay U b = \/—l3/A, [OBOZE HAC 10 jefHAUHHE
2 2
X; X
1 2 _
@ TP

ILIITO je eAuRiuU4KU iapadoaoug. [[pyru caydaj mpejcrasiba A1 A, < 0, Tie HAKOH CMeHa

a=./—ls3/A1 ub = ./lus/A; {OSHjaMO jefHAUUHY

2
X1

IIITO je Xuilepdoauuku iapadooug WiuTu cegao.

37



maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

YV Ipyroj BapHjaHTH UMaMo [i; = 0, OTHOCHO jelHaYHHY

A1x2 + Ax3 +p =0,

y3 A14; # 0. BayKHO je IPUMETUTH Jia OBa jelTHAYNHA He CaJIp>KU X3, T€ CMO je cTora Beh
aHa/IM3WpaIy y KIacu$uKaliju KpUBUX Apyror pefa. CBe IITO je SHJIO pelllere Hallle
jenHaurHe y Be TUMeH3Hje, cajia Cce IIIUPU Ha Tpehy JUMeH3Hjy 3a IIPOU3BOJbHY Tpehy

KOOpPJHHATY, OJHOCHO 08yXBaTa IIpaBe Koje Cy HopMaJIHe Ha Ox;X
e je MUINHAPUYHA II0BPIII (JeTa/be MoyKeTe BHUleTH Yy CeKIuju
Beh BuhjeHa KpuBa Apyror pefa. JeqHaunuHa

2 2
X1 X3 _

az bz_l’

paBaH. /lakJe, perre-
) Uuja je fUpeKTpUca

IIpeZICTaBJba eJIUIICY Y PABHH, a IIUJIUH/IAP HaJZ eJIUIICOM je eAURlUYKU YUAUHgap. Jef-

Ha4MHa

2 2
XX

@t =t

IIpeficTaB/ba UMarkMHapHY eJIUIICY Y PaBHY, a IWIMH/AP Hafl TUM je UMaiuHapHu eauii-

u4KU yuauHgap (IIpasaH cKym). JeqHauYMHa

2 .2
Xy | X3

a? bZ_O’

pejicTaB/ba TaUKy Y PaBHY, a [TUINHAP HaJ TAUKOM je upaea. JeqHauruHa

2 2
X
az? bz

IIpe/ICTaB/ba /IBe IIpaBe Y paBHU Koje ce CceKy, a IIIINHAAP HaJl TUM Cy gee pasHuU Koje ce

CeKy. JerfHauYMHa

2 2
X1 _ X2 _ 4
a’? b2 ’

IIpe/ICTaB/ba XUIIePSOJIy Y PaBHH, a IMJIMH/AP HA/l TUM je XUllepsoaudku yuauHgap.

38



1.11. MNoBpLin apyror pesa

VK

(AN
(RN

[N

IIpeocTaje ma ce UCIIKTA IIOC/IENHU BeJIUKU cy4daj, rang(A) = 1 (cay4aj rang(A) = 0
HeMa KBaJ[paTHe YWIaHOBE, Te jeHaYMHa HUje APYTOor cTereHa). OBie ©UMaMO Ta4yHO jeJHYy
COIICTBEHY BPEHOCT PasIMYUTYy OJf HyJIe, a He yMakyjyhi OIIIITOCT MOYKeMO IIPeTIIOCTa-
BUTH J1a je TO A;. HaKoH TpaHc1aIiyje Iy>K X1-0Ce T061jaMo jefTHaUYUHY 006JIUKa

A1xE + 2415Xp + 2U15X3 +p = 0.
IIpeocTaje HaM Jjla UCKOPUCTUMO TpaHchopmaliyje y paBHU OX,X3, a OCHOBHA HJeja je a

YHUTaB U3pas 2[i,Xy + 2[i3X3 IIOCTaHe HEKO HOBO X; MHOKEHO OAroBapajyhuM cKaJapoM.
VKOJIHKO je p3 + uZ # 0 y IHTamsy je poTanyja y paBHU OX,X3 3a/iaTa jeJHaUNHOM

Uy U3
2X37

/
2 2 272 2
us + us us + us3
O/THOCHO H-€HHUM ITapHaKoM

—U3 Uy
X9 + X3.
ui+ g " pd+

/
X3:

OuwuriefHa poTaliyja eJJUMHUHUIIE jeJHY OJf IPOMEH/bUBHUX, a 0JJaTHa TpaHCIalHja IyxK
IIpeocTa’sie IPOMeH/bHBE eJIMMUHHIIE U CI050/aH WIaH OfaKJIe je A1x? + 2u,x, = 0. Jlo-
OUJIM CMO jeTHAUYMHY 00JIMKA

2
X] = 2pXxy,

KOja IIpe/icTaBJ/ba I1apadoJly y paBHHY, a [UINH/AP HaJl TUM je HapadoaudkKu yuauHgap.
[Tocsenwmy ciy4daj HacTyIIa Kaf je y% + y% = 0, OIHOCHO Kaf je x% = p, Te UMaMO JIUCKYCHjy
II0 3HAKYy Of p. JemfHauMHa

Yy paBHHU IIpeficTaB/ba [ABe IapasiejHe IIpaBe, a IHJIMHAAD HaJl TUM Cy gée uapaenHe
PaseHuU. JefHAYMHA

X} = —a?,

y PaBHHU IIpeJiCTaB/ba iBe UMarvHapHe IapaJjiesiHe IIpaBe, a IUJINHAAP HaJ TUM Cy gee
umaluHapHe uapaaeaHe paeHu (IIpasaH CKyIl). JeqHaurHa

x2 =0,

y PaBHHU IIpeZicTaBJ/ba IIPaBy, a ITUJIMH/AP HaJl IIpaBOM je paeaH.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

I TTIT]1]]]

I

1.12 IIpaBO/IMHH]jCKEe IOBPIIH

[TocToju IyHO pPa3IMYUTHX HaYMHA Jia Ce HallpaBU IIOBPII Y TPOAUMEH3HNOHOM IIpO-
cropy. IlpaeoauHujcke wogpuiu Cy II0BPIIN KOje MOKeMO BUJIeTH Kao YHH]y IIpaBUX,
OJTHOCHO 3a IUX Ba)XH [la Kp03 CBaKy TadyKy IIOBPIIHU IIPOJIa3sy HeKa IIpaBa Koja JIeXKU
Ha TOj ITOBPIIIH. YoSWUajeHOo II0CTOjU HeKa IIPOCTOPHA KPHBa KOjy 30BEMO gupeKiupuca,
I10 K0jOoj ce Kpehy IIpaBe Koje 30BEMO U380gHUUe WU leHepailipuce, a IIpaBOJIUHUjCKa
IIOBPIII MOXKe Ce OIIMCaTH Kao CKyII CBHUX TadyaKa Koje IIPUIIaajy TUM U3BOAHHUIIaAMA.
VKOJIMKO U3BOJHUIIA, Kpehyhu ce 110 JUPeKTPUCH CBe BpeMe 0CTaje I1apaJjiejiHa CaMoj
cedH, OH/Ia OHA OIIHCYje UUAUHGPUHHY 08P UTU UUAUHGAap. /laKile, IUIUHAP 05pa-
3yje KpeTame HeKe IIpaBe Koja 3aZp>kaBa UKCHUpaH IIpaBall ¥ IIpX TOM ceue TUPEKTPUCY.
[MuiMHzAp je 3aTo YHHUja I1apaJle/IHUX IIpaBUX, a Hajuellrhe ce 3a JUPeKTPUCY Y3UMa KpH-
Ba KoOja JIe>KU Y paBHHU KoOja HUje IlapaJie/iHa U3BOJHHUIIAMA.

[IpuMeTHMO la CBaKa KpUBa y paBHH JlaTa jefTHAYUHOM f(X1, X;) = 0 ©Ma oxroBapajyhy
WIMH/PUYHY II0BPIII KOja je [aTa TOM KCTOM jeJHaYHMHOM y IIpocTopy. TakaB MIMHAD
3a JUPeKTPUCY UMa Ty II0YeTHY KPUBY, IOK Cy U3BOJHUIle I1apajlesiHe X3-0CH. YKOJIUKO
3a AUPEKTPHUCY ITI0CTaBUMO eJIUIICY, ITapadoJry UIU XUIIePS0JLy, 3a IIMJINHPUYHE II0BPIIU

pesioM 08HjaMO eJIUIITUYKY IUJINH/AP, 1apadonyKy IUINHIAP WIN XUIIEePSOJIUUKU

VJIMH/AP, IIITO CMO BU/IeIN Y KJIacuGUKaIlHjU IOBPIIIH APYTOr pefa.
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ITocedaH ciiyyaj MUINHPA je paeu KpyHCHU UWUAUHGap KOjU 1061jaMo POTAaIIUjoM
IIpaBe 0KO K-0j ITapaJjiesiHe IIpaBe. KapakTepuille ra To 1a y IpeceKy ca paBHHU Koja je Hop-
MaJIHa Ha U3BOJHMUIIE 0OSHjaMO KPYT. 3a pas/IMKYy OJf OIIIITeT [IWJIMHAPA, IIpaBU KPY>KHU
IIMHAAP (Kao poTarjroHa II0BPII) MMa 0CY, Te Ce y lhera Mo)Ke yrucaTty cpepa. Y mura-
Y je CKYII CBUX Tayaka Koje Cy IIofjjefHaKO yJa/beHe Ofl lbeT0Be 0ce, Te HaM Off IIoMohu

Moske sutH TeopeMa [1.13. Ha IIpHMep, IpaBK KPY>KHH ITHIHHIAD KOJH MMa 0Cy S (Koja
CaIp>KU TAuKy S M MMa IPABAIL Us) ¥ CAAPKU TauKy M, MO>Ke Ce OITHCATH Kao CKYII CBHX

Tayaka X 3a Koje BakKu .
ISX x | = |SM x .
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1.12. TNpaBoanHMjcKe NOBPLUN

VKOJIMKO U3BOAHUIIA, KpehyhH ce 110 AUPEKTPUCU CBe BpeMe IIPoJIasy Kpo3 HeKY yYHa-
pef, UKCHUpaHy TauyKy, OHZa OHa OIIHCYje KOHYCHY lloeput WiH KOoHyc. Ta 3ajeTHUYKA
TayKa CBHUX M3BOJHUIIA 30BE Ce 8pPX WU illeme KOHyca, a MoXKeMo pehu Jja je muiuHgap
CIIeIffjaJIHU CIy4yaj KOHyca KOju UMa BPX Y 6€CKOHAYHOCTH.

ITocedaH ciydaj KOHyCA je IIpaBU KPY>KHU KOHYC KOjU 061jaMOo poTallyjoM jeHe IIpa-
Be OKO JIpyre, IIpX YeMy Ce Te IIpaBe CeKy II0f OIITPUM YIJIOM, a C UM CMO ce Beh y110-
3Ha/H y CeKkiyju [1.7. 3a pasjMKy Of OIIITEr KOHYCa, IIpaBU KPY>KHU KOHYC UMa 0CY, a Y
IIpeceKy ca paBHU KoOja je HOpMaJsIHa Ha 0CYy J06HjaMO KPYT, Te Ce y Ilbera MoyKe yIIUCaTU
coepa.

[TpaBU Kpy>KHU KOHYC je YHUja IIpaBUX KOje Y BPXY CeKy 0CY 10/ KOHCTaHTHUM YIJIOM.
MehyTuMm, 1a SUCMO HU3BeJIM jefHAUMHE, Haj3TOJHU]e je IIoCMaTpaTH HeKY TauKy S ca oce,
KOja je pa3uuuTa off Bpxa V, Te IIpaBU KPY>KHHU KOHYC OIIUCAaTH Kao YHU]Y IIPaBUX Koje
mpoJiase Kpo3 V, a Koje Cy Ha KOHCTAaHTHOM pacTojamy Off Tadke S. AKO Taj KOHYC Ccajip-
KU TadyKy M, Tajia ce CKyII CBUX HheHHUX Tadaka X, 3axBasbyjyhu TeopemMu @, O/THOCHO
IIOBPIIWHU Tpoyriia VSX, Mo)Ke U3pasuTH jefTHaUMHOM

VS x V]| _ ||VS x VM|
VX VM|

BpaTuMO ce Ha OIIITH KOHYC, I7ie KaJ, 3a JUPEeKTPUCY Y3MeMO eJIUIICY A0SHUjaMOo eJIUII-
TUYKH KOHYC U3 KJIacuUKallje II0BPIIU APyror pega. Mehjytum, y KiacupUKarivju HU-
CMO BHJIeJIM ITapad0JIMYKU KOHYC HUTH XUIIEPSOJIUYKU KOHYC, aJIk TO He 3Ha4H Jia ce He-
KU Of] BbUX He KpHje TaMO 1107, IPYTUM UMEeHOM. AKO 3a TUPEKTPUCY Y3MeMO HeKYy KPHUBY
IPYTOT pefia, a BpX He IIpUIIaZila paBHHU Y K0jOj ce Ta KpHUBa HaJlasH, IIPUPOJHO Ce I10CTa-
BJba IIUTaK€ a J11 he ogrosapajyhu KOHyC SUTH IIOBPII APYTOT peja.

PasMOTpHMO KaKO U3pauyyHaTH jefHaYMHY KOHyca. MHOre padyyHCKe IJIaBOS0J/be MO-
’KeMo M36ehu Tako IITO BPX TPaHCJIMPaMO Yy KOOPAWHATHU IloveTtak, V(0,0,0). Takole,
paBaH 7 y K0joj ce HaJIasu AUPeKTPHCca MO>KeMO 3apOTUPAaTH TaKo Jia Sy/ie HopMaJIHa Ha
X3-0CYy, Te UMaMO jefHauUUHe AupeKTpuce f(xy,x;) = 0, x3 = ¢, e je c = d(V,7) > 0. 3a
IIPOM3BOJbHY TauKy X (X1, X2, X3) KOHyCa II0CTOj1 U3BOAHUIIA KPO3 1Y, KOja IIpoJIasyu Kpos3
BpX V U ceue JUPEKTPUCY Y HEKOj TauKu U(uq, Uy, €), the je flug, up;) = 0. KomuHeapHOCT
Tadaka V, X, U IoBj1a4ud cpasMepHOCT BeKTopa VX u WI OJlaKJie II0CTOjH cKajap A € R Ta-
KaB J]la UMaMo (X1, Xg, X3) = A(Uq, Uy, C). OmaBrie je A = X3/C, Te 3a X3 # 0 BaXKU U = CX1/X3 U
Uy = CX3/X3, IITO Jlaje jeqHAYNHY KOHYca f{CcX1/X3,CX2/X3) = 0. AKO je IUpeKTpHca KpUuBa
OpPYyror pefa, fje IoJIMHOM APYTor CTelleHa, U KOHYC je oApeljeH jeqHaUMHOM

A11C2X5 + 2152 X1Xg + A22C%X5 + 2a13CX1X3 + 2053CXpX3 + A33X5

2
X3

0.

HakoH MHOXKeIba Ca X5 3aHCTa J0SHjaMo IT0JIMHOM APYTOT CTeIleHa, OHOCHO jefHAuYHHY
TIOBPIITK ApyTor pexa. Mehjytum, moryhe je ma yciioB X3 = 0 HUCK/BYYH HeEKe O] IPABUX,
TaKo J]a je 0BaKaB KOHYC caMO IIOZCKYII HeKe TIOBPIITH APYTOT peja.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

Ha nipumMep, ako je [upekTprca napadoJsia Win xumnepdoJia, oaropapajyha jefHaunHa
KOHyCa HaKOH MHO>KeHba ca X3 Suhe jefHauYMHA eJHITHYKOT KOHyca. Jla 81 SHJI0 jacHU-
je Tomie[ajMo reOMeTpPH)jCKY UHTepPIIpeTalijy 0Bor GeHOMeHa. AKO eJTMIITUYKU KOHYC
3aceueMo Ca paBHHU TaKo [1a Y IIpeceKy A081jeMo I1apadosly UIn XUIlepdoJry, a OHAA Taj
IIpeceK y3MeMo 3a JUPEKTPHUCY KOHYCa, IIPU YeMy BPX 3a/Ip>KHUMO, I06H1jaM0 HOBU KOHYC
KOjH je OYUIJIeTHO IO CKYII IIOYETHOT eJTMIITUYKOT KOHYca. Pa3jrka je y ToMe IIITO IIpaBe
KOje ce HaJjla3e y paBHH Koja Caip KU BpX U I1apaJiejiHa je MpecevyHoj paBHU, HUKAKO He
MOTy IIpecehy JUPeKTPHUCY, TAKO Jla OHe HUCY YK/by4deHe Y HOBU KOHYC. V ciIy4ajy mapaso-
Jle y IUTAaWY je jefHa IIpaBa, oK Y cIydajy XulepdoJie II0CToje ABe TaKBe IIpase. /lakiie,
I1apadoJIMYKU KOHYC je eJIMIITUUYKY KOHYC 6e3 je[iHe IIpaBe, JOK XUIIepSdOJINUYKOM KOHYCY
daste 1Be mpaBe JJa 6U IOCTA0 €IUIITUUYKU KOHYC.

Jour jemaH ox HauuHa Jja ce HaIlpaBU IIPaBOJIMHUjCKA IIOBPII je Zja OCUM TUPEKTPHU-
ce QUKCHpaMo IIpaBy KOjy 30BEMO O0ca U paBaH KOjy 30BEMO gupeKiiopHa pagaH. CBe
TayKe Ca IIpaBUX KOje CeKy U 0Cy U TUPEKTPHUCY, Ik TaKO Ja Cy I1apaJiejiHe TUPEeKTOP-
HOj paBHU $OpPMHPAjy IIOBPII KOjy 30BEMO KOHOUGHA 08puL NN KOHOUg. 3a KOHOU],
Ka)KeMo [Ia je ipaeu KOHOUg YKOJIUKO MY je 0ca HOpMaJsIHa Ha JUPEKTOPHY paBaH.

Ha npumMep, ako 3a JUPEKTPUCY Y3MeMO XeJINKC, Kao 3aBOjHUILY KOja je TapaMeTapCKHu
OIlMCaHa TauykaMa (acost,asint,vt) 3at € R, riie cy v ¥ a QUKCHUpaHU HeHyJla CKaJapy, a
3a 0Cy X3-0Cy, OHJia je oAroBapajyhu nmpaBu KOHOUJ, IIOBPIIL KOjy 30BEMO Xeaukoug. Il1a-
paMeTapcKe jefHaUYUHE TOT XeJUKO/la Cy X; = I'COSt, Xo = rsint, xg3 =vt3at,r € R.

JlpyTH IIpUMep A0SHjaMOo aKo ITIOCTAaBUMO I1apadoJIy X3 = —X3, X = 1 3a AUPEKTPHLCY,
IIOK 3a 0Cy y3MeMO X,-0Cy. I[lapaMeTapcka pelpeseHTallyja jaje

Xu,v) = (1,u, —u?) + v(=1,0,u?) = (1 —v,u, —(1 — v)u?)

3a U,V € R, IIITO Ce MOYKe OITHMCATH jeIHAUNHOM X3 = —X1X5 U IIPE/[CTaB/ba apasoauuKu
KOHOuUg.

XeJIMKOW[ U Iapad0oJIMUKU KOHOUJ, OUUIJIeJHO HUCY IIOBPIIU APYTOT pefa, alu Kao
KOHOMJU CBaKaKo jeCcy IIpaBOJIMHUjCKe. I[pUPOAHO ce IIOCTaB/bha IIUTaEk€E Koje Off II0OBP-
M JPYTOT pefia jecy IIpaBOJIMHUjCKe. EJTUIITUYKY KOHYC, Ka0 U CBU MOTyhy IIMJIMHIPU
CBaKakKo jecy IIpaBOJIMHUjCKe IIOBpIIU. Ca pyTe CTpaHe, 3a eJIUIICOU], eJTUIITUYKH I1apa-
S0JIoH], U IBOJIe/THU XUIIepSOJION], II0CTOjU paBaH Koja UX He ceye, TaKo [1a OHe OUUIJIe]l-
HO HUCY IIPaBOJIMHU]jCKe II0BPIIIH.

[IpeocTajy jeHOMETHU XUIIEPSOJIOU U XUIIePSOJIUYKHU I1apadosIon, Kao Haj3aHU-
MJbUBUjU CIy4yajeBU. McIiocTaBsba Ce 1a OHM He caMo Ja jecy IIpaBOJIMHU]jCKe Beh Ccy 1BO-
CTPYKO IIPaBOJIMHUjCKE, OHOCHO KPO3 CBAaKy TAUKY IIOBPIIIU IIOCTO]€e IBe IIpaBe Koje JIeXKe
Ha II0BPIIIH.

[ToryieamMo KaKo TO pauyHCKHU U3miefa. [lohuMo oy KaHOHCKe jeJHauYnHe jeTHOIeTHOT
XUIIePS0JION/Ia, KOja ce JIaKO MOKe TpaHCHOopMUcaTU Y 0SJIUK

(-0 -0 63)
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1.13. CdepHa reomeTpumja

OpmaBfe 3a cBako t € R ©MaMo [iBe JIMHeapHe jefHa4YHUHe,

B (1-), (B =14
a ¢ b a ¢ b

KOje HUCIIyE’aBajy IIPeTX0AHY KAHOHCKY jefJHauMHYy. [eOMeTpHjCKU TO 3HAYH /ia [IpecevHa
IIpaBa paBHU Koje opel)yjy Hallle IMHeapHe jefHaYMHe JIe>KU Ha jeTHOeTHOM XUIIep&0-
JIOHUAY. 3a IIPOU3BOJBHY TauKy U(ug, Uy, Us), IIOCTOjU jeJUHCTBEHO t 3a KOje IIpaBa U3 Hallle
dbamuyje caap>xku U, a ogpeheHo je ca

:(%-%):(1—%) WUIHN t:(1+%>:(%+%),

ocuM y cayvajy 1 — uy/b = 0 = uy/a + uz/c xag U nipuriazia mpaBoj ca XUIIepS0I0Uaa
1-x,/b =0 = x1/a+x3/c. lakiie, 3a CBaKy TauKy ca IIOBPIIIH II0CTOjU oAroBapajyha rpasa
ca IIOBPIIIHU Koja je HaBeJjleHOT THUla. CaCBUM CJIMYHO MOKEMO HAIlpaBUTH GaMUIIU]jy

X X X X X X
J_j:t<1+72)’ t<—1+—3): _72,
a c b a c b

IJle TaKole II0CTOJH je fJMHCTBEHA IIpaBa Koja cagp>Xu Uninn je To 1+x2/b = 0 = Xy /a+Xx3/c,
IIITO JI0Ka3yje [1a je jefHOAEeIHU XUIIePS0IOU], IBOCTPYKO IIPaBOJIMHMjCKa II0BPIIL

Ciyyaj XUIIepSOJIMYKOT I1apadoJIonza ce CIMYHO pellleBa, jep ce HheroBa KaHOHCKa
jeqHauyrHa Mo)Ke TpaHCPOpPMUCATH Y

(B-5) (5o

OfaB/ie ce MOTY HAaIIpaBUTH /iBe GaMIIHje IIpaBUX, IIPBa

X2 oy t<ﬁ+ﬁ):xg

a b a b
I/I,Epr'I‘a

X1 Xz _ X1 X2\ _

w b t<a+b)_2’

a Kao U paHuje, 3a IPOU3BOJ/bHY TAUKY Ca IIOBPIIH y CBaKoOj of daMUIrja KMaMo jeIluH-
CTBeHY IIpaBy Koja je cagp Ky (MIU je TO Y LPYyroM ciay4dajy npasa x3 = 0 = xj/a + x3/b),
Te je ¥ XUIIePSOIMYKU I1apad0I0U ] IBOCTPYKO IIPaBOJIMHM)jCKA IIOBPIIL.

1.13 CdepHa reomerpuja

CdepHa reoMeTpuja je reoMeTpHja Ha JBOJAUMEH3HNOHO]j IIOBPIIHU chepe, a IPaKTUUHY
IpUMeHY UMa Y HaBUTaIlUjU U acTpoHOMUjU. ChepHa reoMeTpHja UIyCTPYyje MaTeMaTH-
Ky KOjy &U IioceoBajia duha Koja >kuBe Ha coepu. Ha ripumep, pacTojame usMmehy nBe
Tauke Ha chepHr Hehe SUTHU IIPOCTO eYKIHUCKO pacTojame, Beh ny>K1Ha Hajkpahe KpuBe
Ha cdepH Koja II0Be3yje Te [Be TauKe.

YKOJIMKO II0CMaTpaMo paBaH U cdepy, II0CTOjU HEKOJIHUKO MOTYhHOCTH 3a FbUXOB Me-
hycodHU mos107Kaj. V Kpajlbe HEMHTEePeCAaHTHOM CJIy4ajy paBaH he mpomainuTu cdepy.
YV cynpoTHOM, paBaH U cpepa UMajy 3ajeJHUUYKUX TayakKa, I7ie je IIpBa MOTyhHOCT fia ce
paju 0 caMo jeJHOj 3ajeJHUYKOj TAYKU U Ta/la je y IIUTaly TaHTeHTHA paBaH Ha cepy.
[IpeocTaje MOTyhHOCT KaZja ce paBaH U cdepa CeKy II0 Kpyry. JIaKo je IPUMETUTH Jia je
IIpeceuyHU KpyT HajBehu Kazja paBaH IIpoJiasy Kpos IieHTap cpepe. Takas Kpyr ca chepe,
YMjHU Ce [JeHTap II0KJIalla ca [IeHTPoM chepe, 30BeMO geauku Kpyi. 'eorpadCcKu IpuMepHu
Cy MepHU/HjaHU KOjU CY II0JIOBMHE BeJIMKOT Kpyra, IOK Cy CBe IlapaJjiejie MaJl KpPYroBH,
O0CHUM eKBaTopa KOjH jecTe BeJIUKU KPYT.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

Besirkuy KpyroBH /106HMjajy Ha 3Ha4uajy KajJja CXBaTUMO Jla ce Hajkpahe pacTojame us3-
Melhy 1Be Tauke Ha chepu peasusyje Salll 110 JIYKY BeJIUKOT Kpyra Koju ux craja. Kpuse
Ha II0BPIIIH KOje MUHUMHU3Yjy pacTojamka y reoOMeTPHjU Ce Ha3sUBajy ieoge3ujcke, Te TaKo
MO>KeMo pehH Jja cy IIpaBe reofiesyjcKe y paBHH, a BeJIMKH KPYTOBU Treofiesujcke Ha cde-
pu. OCHOBHHU KOHIIENITH Y paBaHCKOj reOMeTPUjU Cy TauKe U IipaBe. Kako Ha cdepu He-
MaMo IIpaBe Kao TaKBe, BeJINKU KPYTrOBH Kao Teo/[e3UjCKe Cy aZleKBaTHa 3aMeHa 3a BhUX.

ITocMaTpaMoO HajjefHOCTaBHU)Y chepy Yy TPOAUMEH3UOHOM IIPOCTOpPY, chepy IOJIy-
IIpeYHUKa je[jaH, ca IIeHTPOM Y KOOPJAUHATHOM II0YeTKY,

S% = {(X1,X2,X3) : X3 + X5 + x5 = 1}.

CBaky Tauky ca chepe X € S? MO’KeMO IIOHMCTOBETUTH Ca H-€HUM BEKTOPOM I10JI0Kaja y
O[THOCY Ha IIeHTap chepe U yjeJHO KOOPAUHATHHU I10UeTak O, IITO je jeJUHUYHU BEKTOP
OX. Cdepnu poyiao ABC nipejicTaB/bajy Tauke A, B, C € S?, Ipu ueMy 3aXTeBaMo Jia Cy
HBbUX0BU BEeKTOPH I10J105Kaja, (ﬁ, OBuoO JINHeapHO He3aBUCHU.

PasJior 360r Kojer yBOAUMO 0Baj AOIATHU YCJIOB JIMHeApHe He3aBUCHOCTH je [ja U3der-
HeMO JBOCMHUCI€HOCTH. HanuMe, YKOJIMKO CY BEKTOPH 07 OB 1 0C JIMHeapHO 3aBUCHH,
TO cy Tauke O, A, B, C KoIUIaHapHe, oJlaKje cjaefu fa A, B, C mpumnazajy HeKOM BeJIMKOM
Kpyry. AHaJIOI¥ja ca paBaHCKOM I'eOMETPH)OM je Ta /ia He MOKeMO T'OBOPUTH O TPOYIJIY
ABC yKOJIUKO Cy TauKe KOJIMHeapHe.

3aTauke A, Bu C KakeMo Jia cy itemeHa chepHor Tpoyriia ABC. Ba>KHO je IpUMeTUTH
Ia Mehjy TeMeHMMa HeMa aHTHUIIOMA/JIHUX (JUjaMeTpaIHO CYIIPOTHUX) Tadyaka, jep ako Cy
A U B aHTUIIO[AIHE, TO BaKU OA = —OB, U3 yera cjIe4 JIMHeapHa 3aBUCHOCT HaIIUX
BeKTOpa I10JI0Kaja, IIITO ce KocH ca AeduHurpjoM. To HaM oMoryhaBa Jia jeJHOSHa4YHO
nebuHUIIIEMO cilipaHuue chepHOTr TpoyIyla Kao Kpahe JiyKoBe BeJIMKHUX KPyroBa KojU
Criajajy TeMeHa. /ly>KrHe CTpaHHUIla MOKEMO 06eJIeKUTH Ca a = BC,b=ACuc = AB, a
CBaKakKo BaXku a, b, ¢ € (0, ).

Viao usmely cTpaHuIia coepHOr Tpoyrjia IPUPOLHO je yrao usMmely oarosapajyhux
TAaHTeHTH Y TeMeHHMa. [I0KyIIajMo /la Ope/FMO TaHTeHTY y TAYKH A Ha CTPaHHUIT AB,
OJTHOCHO [J1a U3pa3suMO BEKTOp @ KOjH je HopMasiaH Ha OA U HaJlas3! Cce Y paBHU BeJIU-
KOT Kpyra OAB. JegHO3HauHy ofpeljeHOoCT My MOKeMO JaTH YCJIOBOM [ia je jeJUHUYaH U
»,yCMepeH Ka B“, 0THOCHO /1a je yrao Koju 3akJara ca OB ouirap.

[IpBU Kopak I'paM-IlIMUTOBOT IIpoIjeca OPTOrOHAIM3aIlkje AUPEKTHO ofpeljyje Tpa-

>KeHH BEKTOP
. OB—(OA-OB)OA

Tap — . (1.48)
* " |0B - (04-0B)04]|
Kako Cy BEeKTOPH I10JI0’Kaja OA u 0B jeMUHHYHE HMaMO
OA - OB — |OA| - | OB|| - cos £AOB — cos AB, (1.49)
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1.13. CdepHa reomeTpumja

Te IIpoBepaBaMo /1a JIu @ UCIyH-aBa HaMeTHYTe ycaoBe. OUUIIeHO je O? - (Oj . O?)(ﬁ
HopMaJiaH Ha OA (CKaJlapHU IIPOX3BOJ, HyJIa) U ITpuIiaia paBHU OAB (Kao JIMHeapHa KOM-
sumarmja OA u 0B). Kako je OB - ((7B> — ((ﬁ : O?)Oj) =1- ((ﬁ : (ﬁ)2 —=1-cos2AB > 0, To
O? — (OA- @)(ﬁ ca @ 3aKJIaIla OILITap yrao, a le/belkheM ca FhbeTOBOM HOPMOM J[061jaMO

jemIMHUYHU BeKTOp T4p KOjU CMO TpaKWin. Ha oBaj HAUMH /10/1a3UMO 10 YIJIOBa CGepHOT
Tpoywia ABC Koje neduHUIIIEMO ca

@ = £BAC = £(Tap, Tac), P = £ABC = 4(Tpa,Tpe), y = £ACB = £(Tca,Tch),

IIpU YyeMy Takolje Baxxu a, B,y € (0, 7).

Bese usMmehjy crpaHunia u ymoiz;\ chepHOr TPOyIyia MOXKEMO HOSUTH aKO IaKJbUBO
PasMOTPHUMO TaHTeHTHU BeKTOop T4p U3 popmyIie (). 13 ¢opmyiie () CMO UMaJI
Oj . O? = c0S AB, ofjakJie 106H1jaMo

|OB — (OA - OB)OA|> = | OB — cos AB - OA|1?
— ||OB||% — 2 cos AB(OB - OA) + cos? AB - | OA|?
—=1—2cos?AB + cos?AB = 1 — cos? AB = sin’ AB.
Kako je AB € 0, 77), *MaMo SiNAB > 0 H oTyza ||O? - (Oj : O?)(ﬁ” = sinAB. Opmaspe
jeqHaunHa (1.48) Iocraje
— O? - (cosAB)O?
Tap = —
SsinAB

)

OJlaKJIe 108ujaMo R
OB — (cosAB)(ﬁ + (SINAB)Tgp.

CacBUM CJIMYHO (periuMo IepMyTaliijoM TeMeHa) BaXKu U
(TC‘> = (cosAAC)(ﬁ + (sinAAC)fC.
CxkaslapHUM MHOXeHeM 0BUX jeJHauYMHa J081jaMo
cos BC — OB - OC — ((cos;@)oj + (sinz@)T—;B) . ((cosAAC)O? + (sinAAC)ﬁc),
Te KaKo je 0A OPTOrOHAJIHO U Ha YT:B U Ha ﬁc IodujaMo
cos BC = (cos@)(cos@)(ﬁ .0A + (sinZE’)(sinAAC)@ . ﬁc.

Kaxo je Tap - Tac = || Tag|| - | Tacll - c08 £(Tap, Tac) = cos £BAC KOHAUHO JOSHjaMO OCHOGHY
ieopemy ciepHe ieomeiupuje y By Gopmysie

cos BC = cosAB cosAC + sin ABsin AC cos <BAC.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

OcHoBHa TeopeMa chepHe reoMeTpHje je TaH/LaH KOCUHYCHOj TeOpeMHU eYKJIH/ICKe reo-
MeTpHje, Te U By MOXKEMO 3BaTH KOCUHYCHA illeopema. AKO UICKOPHUCTUMO paHUje yBe-
ZleHe O3HaKe 3a CTPaHHUIle U YIJIOBe CGepHOr TPOyIya, KOCHHYCHY TeopeMy MOXKeMO 3a-
IMcaTy Ha cilefiehy HauuH.

Teopema 1.18. 3a cghepHu iipoylao eaxcu cos a = cosb cos ¢ + sin b sin c cos a.

CUMIIaTUYHO je YOUUTH NaHzAaH [luTaropruHe TeopeMe KOjU HACTyIIa y cay4dajy fAa je
yrao a IIpaB U Tajia je cosa = cos b cos c.

Jla d¥CcMO IIPOHAIIIN HaHaH KOju OAroBapa CHHYCHOj TeOpeMH, U3 KOCUHYCHE Teo-
peMe M0’KeMO U3pasuTH yrao,

cosa —coshcosc
cosa = - - ,
sinbsinc

a 3aTHUM H3pauyyHaTH

(1 — cos?b)(1 — cos? ¢) — (cosa — cos b cos ¢)?
sin®bsin®c
~ 1—cos’a—cos’b —cos’c+2cosacosbcosc

sinfa=1-cos’a =

9

sin?bsin’ ¢

OflaKIIe je
sina B sinasinbsinc

sina /1 —cos?a — cos?b — cos?2c+ 2cosacosbcosc
Kaxko je mecHa cTpaHa u3pasa CUMeTpU4YHa 110 a, b U ¢, TO j061jaM0 CUHYCHY Tieopemy
3a cpepHU TpOoyrao.
sina sinb  sinc

Teopema 1.19. 3a cghepHu itipoylao eaxcu sma ~ smpB sy’

AJITepHaTUBHHU /I0Ka3 CUHYCHE TeopeMe MOKeMO J0OGUTH TaKo IIITO Ha TeOMeTPHjCKHU
— — .

Iﬂ-II/IEI;ISPaSI/IMO yrao a = £(Tap, Tac). [locMaTpajMo yrao A(OTLK X (ﬁ, (ﬁ X O?‘). BexkTopu

Tap, Tac, Oj x OB 11 OA x OC CY OYHIJIEHO HOPMaJ/IHU Ha (ﬁ H 3aTO npnnﬂajy jemHoj

paBHU, Ha IIpUMep TaHTeHTHOj paBHU Yy TaUKU A Ha cdepy. Ca fpyre cEaHe T4p IpunIafia

paBHU OAB ¥ caMUM TUM HOpMaJiaH je Ha OA x @ a CaCBUM CJIMYHO T4 IIpUIIaZia paBHUA

OAC 1 HOpMasaH je Ha OA x OC. 3axbyuyjemo 1a cy £ (Tap, Tac) 1 £(OA x OB,04 x 0C)
VIJIOBH ca HOPMaJIHHM KpaIlMa y je/JHOj PaBHH, Te Cy OHH jefHAKH FUIH CYIZIEeMeHTHH,
U 3aTO MMajy jelHaKe CHHYyCe

sini(m, ﬁc) = sini((ﬁ X @,(ﬁ X CTC)‘).

[TocMaTpajMo caja BEKTO (ﬁ X @) X 07 X (f). AXO IBOCTPYKHU BEKTOPCKHU IIPOU3BO/L
pauyHamo 110 bopmyau ([1.24) Teopeme IodujaMo

(OA x OB) x (OA x OC) = (OA - (OA x OC))OB — (OB - (OA x 0¢))0A
— _[OA,0¢,0B|0A — (04, 0B, OC|0A.

OBaKo MO’KeMO M3padyyHaTH KeroBy HOPMY, || ((ﬁ X @) X (O7§ X (TC>)|] = ][(ﬁ, @, (7C>]\ =V,

I7le je V 3ampeMHHa IlapaJiejlelHIle[ia KOju je reHepucaH BekTopuMma OA, OB u OC. Ca
IpyTe cTpaHe, HOPMY BEKTOPCKOT IIPOM3BO/ja MO>KEMO pauyHaTH ca

I(OA x OB) x (OA x OC)|| = |OA x OB| - ||(OA x OC)| - sin £(OA x OB, 0A x OC).
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Kaxo je |OA x OB|| — | OA|-|OB|-sin AB — sin AB ||OA x OC|| = sin AC, To 05je/mbaBarmem
ca IIPeTXOJHUM /1081jaMOo

V — ||(OA x OB) x (OA x 0€)|| = sin ABsin ACsin £ (Tag, Tac).
Axo npehjeMo Ha cKkpaheHe 03HaKe 3a CTpPaHUIIE U YIJIOBe ChepHOTr TpoyIyia UMaMo
Y =sincsinbsina,
a Kako ce V He Mema IIepMyTOBabeM TeMeHa, TO 0/iMaxX M0>KeMO JIOIIKCATH jOIlI IBe je[I-
HauyuHe
VY =sinasincsinf,
VY =sinbsinasiny,

Te HU3jeHAUYaBaIbeM TOSUTHU Beh U3Be/leHy CHHYCHY TeopeMy 3a chepHHU TPOyTao.
Pa3MOTPHUMO IIOHOBO OCHOBHY TeopeMy chepHe TeOMeTpHje, OTHOCHO KOCHUHYCHY Te-

opemMy (Teopema ),

Huje TelKo IIPUMETUTH J1a Ce Y H0j KPHjy aJiUIMOHe TPUTOHOMETPH]jCKe GopMyJie, KaKO
3a KOCHUHYC 361pa, TaKO U 3a KOCUHYC pa3JIfKe, IIITO HaC MOTUBHIIIE J]a 3aIIUIIIeMO

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa.

cosa = cos(b +¢) +sinbsinc(cosa + 1),
cosa = cos(b —¢) +sinbsinc(cosa —1).

Kako je sinb > 0, sinc > 0, (cosa+ 1) > 0u (cosa — 1) < 0, To U3 IIPeTXOJHUX jeJHAUYMNHA
BasKe HejeTHAaKOCTU

cos(b + ¢) < cosa < cos(b — ¢).
dyHKIMja cos je onafajyha Ha uHTepBany (0,77), Tako fa y cayvajy b + ¢ < m godujamo
b + ¢ > a. HapaBHO, HejefHAKOCT b + ¢ > a Ba’XKH U Y IIPe0CTaJIOM CIy4dajy b + ¢ > 7T jep je
CBaKako a < 7. Ca gpyre cTpaHe je |b — c| € (0, ), Te KaKo je pyHKIIH]ja cos Ty onazgajyha,
cirenu |b — c| < a. lodujeHe HejeTHAKOCTH MOXKEMO 06jeJUHUTH ca

Ib—cl<a<b-+ec,

IIITO IIPe/ICTaB/ba HejegHaKOoCilt ipoyina y USBOPHOM OSJIHKY.

CacBUM CJIMYHO, U3 coS(b + ¢) < cosa = cos(2m — a) MOKeMO 3aK/BYUYUTH [ja BakKu
b + ¢ < 2m — a jep KocHUHYC pacTe Ha (71, 27), 0K 3a b + ¢ < 77 HejeJHAKOCT caMa II0 cedu
Ba’ku. Ha oBaj HauUH TOOUJIU CMO HejeJHAKOCT 3a 36Up CTpaHuIla y cGepHOM TPOYIILY,

a+b+c<2m.

Ha cdepu MmorkeM0 pauyHaTH IOBPIIINHE HEKUX jeTHOCTaBHUX purypa. CdiepHu geo-
ylao je durypa Ha chepH Koja je orpaHHUEHA Ca [IBa BeJIMKa II0JIyKpyra KOjU Cy I10[
ymioM 6. UurtaBa cdepa je gBoyrao 3a yrao 0 = 257, a 3HaMO Jja FbeHa II0BPIIIHA U3HOCHU
P(27) = 4. Kako je moBpIIKHA chepHOT ABOyIJIa P(0) AUPEeKTHO cCpasMepHa yIay 0, J1ako
MO’KEMO 3aKJ/bYUMTH /1A je KoeQUITUjeHT CPa3sMepPHOCTH jeJHaK 2, OMHOCHO P () = 26.
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maBa 1. AHanuTmnyka reomeTpuja

ITocmaTpajMmo chepHU Tpoyrao ABC U TpU BesIMKa KpyTra Koju ofpel)yjy lerose cTpa-
HUlle. AKO Yy UTPY YK/BYYHMO oAroBapajyhe aHTunogamHe tauke A’, B', C' BUAUMO [1a Be-
JIMKU KPYTOBH [leJle YUTaBy chepy Ha 8 06s1aCTH, OFHOCHO 8 chepHUX Tpoyriosa: AABC,
NA'BC, NAB'C, NABC', NA'B'C, NA'BC', NAB'C', AA'B'C’. AKO ICKOPHUCTHMO Be3e ca IBOY-
IJIOBUMa,

P(AABC) + P(AA'BC)
P(AABC) + P(AABC)
P(AABC) + P(AABC')

P(a) = P(AAB'C)) + P(AA'B'C),
P(B) = P(AA'BC) + P(AA'B'C),
P(y) = P(AA'B'C) + P(AA'B'C)),

HaKOH CyMHpama J0d1jaMo
2P(a) + 2P(B) + 2P(y) = P(2m) + 2P(AABC) + 2P(AA'B'C).

[IpumeHoM ¢popmyJie P(0) = 20 U 3aXBasbyjyhu TOMe IIITO CY aHTUIIOJA/IHHA TPOYIJIOBU
AABC u ANA'B'C’' mofylapHY, Te UCTUX OBPIIINHA, UMaMo 4a + 4 +4y = 4+ 4P(AABC),
OJTHOCHO

P(AMABC)=a+B+y—m.

HammomeHuMoO [1a je oBy dopmyay jour 1603. rogquHe oTKpuo Tomac XepI/IOTE. Kaxo je 1o-
BpPIIIKHA TPOYyIJIa YBEK II0O3UTHUBHA, JUPEKTHA II0CIeIUIIE je 1a 36Up yIJIoBa y chepHOM
TPOYIJIy yBeK Mopa SUTHU Behu of 77,

a+p+y>nm

Axo 1oh)emM0 of, IIPOU3BOJBHOT CchepHOr Tpoyria ABC, M0XKeMO KOHCTPyHCaTH HOBU
cbepHU TPOyTao KOjU je SJIUCKO II0Be3aH ca BbUM Ha cieflehr HauuH. 3HaMO Jja BeJIUKU
KpyT Koju cIiaja TeMeHa B u C fenu chepy Ha [iBe xeMuchepe, 0Jf KOjUX jeHa Cafp KU
TeMe A, a 1oJI Te XxeMucdepe o3HaUUMO ca A’. /lakiie, YKOJTUKO je BEJIUKU KpyT Kpo3 Bu C
eKBaTop, a TeMe A Ha CeBepHOj XxeMHuchepH, OH/a je A’ CeBepHH II0JI, @ CJIMYHO MOXKEMO
neduHMcaTH TaukKe B’ 1 C'. 3a HOBU Tpoyrao A’B'C’ kaxkeMo [1a je iioarapaH Tpoyriay ABC,
a HaBeJleHe peJsialiyje MOYKeMO 3allicaTH Ha ciiefiehr HauuH,

A'A<m/2, AB=m/2, AC=m/2,

BA= /2, BB < /2, BC= /2,

CA = /2, CB = /2, CC< /2,
KOje ra jefHO3HauYHO ofpel)yjy. 3 ciMeTpHje IpeTXOAHUX jeJHAaUYMHA JIAKO MOKEMO 3a-
KJBYUHUTH J1a Ba>KH U 06paT, OHOCHO Jia je Tpoyrao ABC 1iosiapaH Tpoyriy A'B'C'.

HcriocTaBsba ce 1a Cy CTpaHUIe II0JIapHOT TPOyIJIa ¥ SJIMCKOj BesH ca yIJIOBUMa OpH-

TMHAaJIHOT Tpoyria. [JocMaTpajMo mmpecek B/C’ ca BeJIMKUM KPyroBUMa O/ipeljeHUM JIYKO-
BUMa AB 1 AC 1 HeKa cy To Tauyke D u E. I[IpyMeTHUMO Jja Ba>kKu a = DE, kao U DC' = 11/2,
EB' = /2. Caga je @ = B'C' = EB' + DC' — DE = 7 — a. To M0’KeMO U3BeCTH 3a CBe CTpa-
HHIIe I10JIapHOT TPOYIJIa, Ka0 ¥ 06paTHO jep je IoJiapaH TpoyTrao II0JIapHOM TPOYIJIY OHaj
OpUTHUHAJIaH, IIITO HaM fjaje ciaefehe Bese:

a+d=B+b=y+c=d+a=p+b=y +c=nm.

H3BeieHe jelHaUMHe 3a II0JIaPHU Tpoyrao oMoryhasajy fja U3 Beh I103HaTHUX jefHAKO-
CTU U HejeJTHAKOCTH 10dUujaMo HOBe. Ha IipuMep, U3BefieHe HejeTHAKOCTU d + b + ¢ < 27
U a-+ B+ y > mcy ekBUBaJleHTHe. Takohje MOXeMO IIOIVIeflaTHU CYIIJIEeMeHT KOCUHYCHe
TeopeMe Koja cajja Iyiacu

COSy = —cosacos f + sinasin S cosc.

SThomas Harriot (1560-1621), eHIJIECKH aCTPOHOM M MaTeMaTH4ap
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I'taBa 2

ITPOJEKTUBHA TEOMETPH]JA

[IpojeKTHBHA reoMeTpHja IIPOUCTEKJIA je M3 IIPaKTHUYHOT IIpodjeMa reoMeTpHjCKe
(JimHeapHe) IIepCIIeKTUBe Y YMEeTHOCTH, a Koja IIo/ipasyMeBa LipTamkbe HUiIysHje IIPoCcTop-
He IyduHe, OHAKO KaKo TO peaJlHO BUAMMO. 'eoMeTpHjcKa IlepCclleKTUBa 3aCHUBA Ce Ha
IIPUPOJHOM 3aKOHY Jia Ce ya/baBamkeM 0] IIocMaTpayda JIMKOBU CMamyjy CpasMepHO yja-
JbeHOCTU. 1 MaTeMaTH4yapy U YMETHUIM SUJIU CY 3aUHTepeCOBAaHU 3a IIPUHIIUIIE OBe
TeXHUKe, Te Cy II0YesIH /la U3y4yaBajy OCHOBe Koje CTOoje M3a BbUX. YMEeTHHUIU Cy SHUJIH 3a-
MHTepecOoBaHU 3a I1apaJiesiHe IIpaBe KOje KOHBepPIrupajy U CeKy ce y HeJoIJIefy, 0K je
MaTeMaTH4yape 3aHUMaJjla TeopHja Koja he 06yXBaTUTHU Te IIPUHITUIIE.

[IpojekTHUBHA reoMeTpHja Byde KOpeHe 13 paHe peHecaHce y MTanujy, Kaja je OTKpU-
BeHa reOMeTpPHjCKa IIePCIIeKTUBA, IIITO je 0CTaBUJIO JlajIeKOCeXKHe II0C/Ieulle Ha PasBoj
C/IMKapCTBa peHecaHce. 3a U3yMUTe/ba TeOMeTPH]jCKe Heé)CHeKTI/IBe cMartpa ce BpyHeiie-
CKHU", aJIk 3acjIyre HOCH U HeroB CaBpeMeHUK AJISePTHE KOjU je aHaJIU3Upao IIPUPOLY
C/IMKama U UCTPa’KUBao eJieMeHTe IIepCIIeKTUBe U KOMIIO3UIIHje.

Jlesapra M0>KeMO CMaTpaTH OCHHUBa4deM IIPOjeKTUBHe reoMeTpHje. OH je yBeo II0jaM
SeCKOHAauHO JlajieKe TauKe, MaKo Ce Taj I10jaM He3aBUCHO I10jaBHO paHuje Kox Keruiepa
y [45, cTp. 93]. Zlesapr je HaIMCao KHBULY O IIePCIIEKTUBH, Ka0 U KIbUI'Y 0 KOHYCHUM IIpe-
cerMa [22], a mocTaBHoO je ¥ CJIaBHY TeopeMy Koja HOCH HeroBO UMe. IheroB paj Ha Ko-
HHKaMa yTHuIlao je Ha [lackasa® fa Kao I1eCHaeCTOTOAUIIbaK II0CTaBU BeoMa 3Ha4YajHy
TeopeMy. [IpuiyaH JOIIPUHOC IIPOjeKTUBHOj TeoMeTpUju 17. BeKa fao je u Jla Mpe.

Jlesaprosa Ki¥-Ura 0 KOHyCHUM IIpecelirMa [22] cMaTpa ce 3a lbeT0BY HajBa)KHUJY Kb U-
I'y, Kao ¥ 3a IIPBY KIbUTY U3 IIPOjeKTUBHE reoMeTpHje yorre. OHa HUje d1jla HaMeHheHa
IIpoJiajy, IITaMIIaHa je y camo 50 ImprMepaka Koju Cy SWJIH II0fieJbeHU HerOBUM IIpuja-
TeJbMa, ajId Cy yop30 Ullryesu. BUJIo je MOTpeSdHO fa IIpohe f1Ba BeKa [Ja jefHa Of KO-
nuvja (xojy je HapaBuo Jla Up) dyze moHoBO npoHaljeHa. /lofaTHO, /le3aproBoM pajuy je
HeJi0CTajajia jacHoha M3pa’kaBama, TaKO JjJa MHOTH HHUCY MOIVIM Y IIOTIIYHOCTH Jja pasy-
Mejy ’beroBe uzeje. bosbeM pasyMeBawky CBAaKaKO0 HUje TOIIPUHEJIO TO IITO je yMeCTO MHO-
I'MX MaTeMaTUYKUX TEPMHHA KOPHUCTHO S0TaHHUKe HM3pase (IrasiMa, cTadJio, ApBo, Iam,
...[18]). CBe To yTHIIasIO0 je fa /lesapros paj He Sy/e IIpeBUILIe I[elheH BaH Kpyra lbeTOBUX
IpyjaTesba ¥ Koslera. Kag Ty 1oaMo ycreliaH pasBoj aHaJIUNTUYKe reOMeTpHje U 3a0KY-
IUBEHOCT MaTeMaTH4dapa 0BOM AUCIIMIUIMHOM, He Yy[IU IIpeBUIIE IIITO je IIPOjeKTUBHA
reoMeTpHja ocTajia HeTaKHyTa BUIIe O] BeKa.

3a 1a/bu pasBoj IIpOjeKTUBHE TeOMeTpHje 3aCIy>KaH je MoKt KOjH je KpajeM 18. BeKa
HU3/IBOjUO HALIPTHY TeOMeTPH]jy Kao II0CeSHY MaTeMaTUUKy AUCITUILIMHY U MOJXKe ce pe-

Filippo Brunelleschi (1377-1446), uTaJInjaHCKH apXATEKTA, Bajap U HEXKEELEP
’Leon Battista Alberti (1404-1472), UTaJHjaHCKH apXUTEKTA, CIMKAP U GHUI030d
%Johannes Kepler (1571-1630), HeMauKH acTPOHOM M MaTeMaTH4ap

“Blaise Pascal (1623-1662), paHIyck1 MaTeMaTHuap, pusudap U Guaosodh
SPhilippe de La Hire (1640-1718), dpaHIlyCKX MaTeMaTH4ap X aCTPOHOM
SGaspard Monge (1746-1818), dpaHI[yCKH MaTeMaTH4ap
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hu a je 610 nipBU IpaBU reoMeTpuyap. I[louerak 19. Beka I0HeO je dyhjere U yCIIOH IIPo-
jeKTUBHe reoMeTpHje. Kako Halll BU3yeJIHU CBET UMa reOMeTPHU]jy SJIMIKY IIPOjeKTUBHOM
HeroJIH eyKJIHUICKOM IIPOCTOpY, MaTeMaTU4YapHy Cy II04eJIu CBe BUIIIe /1a BepPYjy Y 6eCKo-
Ha4YHO JjajleKe TaukKe, T0>KUBJ/baBajyhy OCHOBHE KOHIIEIITe TeOMeTpHje Kao IIPOjeKTHUBHE.
JlerioTa U eJjieraHiiyja IIpojeKTUBHE TeOMETPH]e II0CTEIIEeHO je IIPUBYKJIA TeOMeTpU4Yape,
KOjU Cy IOXPJIMJIM y Ty 3JIaTHY PU3HUILY U 6P30 U3BYKJ/IM HAjIIPUCTYIIAuYHUje Aparolie-
HoCTH. HeouekuBaHe U 3ad0paB/beHe TreOMeTPHjCKe H/leje Koje cy raTupasie U3 17. Beka,
aJIi ¥ OHe M3 aHTHUUKOT J1oda 1oyt [lanmocoBe! Teopeme, IOHOBO Cy OTKPHUBEHE U LyOJbe
UCTpa’kKUBaHe.

OcHUBa4 MOJiepHe IIPOjeKTUBHE reoOMeTpHje SHO je Toncesnel, KOjH je IIpeyseo uzeje
CBOT yuuTesba MOH)Ka ¥ pa3paZyio UX Ha BUILIEM allCTPaKTHOM HUBOY. OH je 1822. roxu-
He y CBOM uyBeHOM Tpaxiuainy [64] n3yyaBao 0COSHHE KOje 0CTajy MHBapUjaHTHE II0[,
IIpojeKIifjaMa, a ’beroB Paji CaJip>KU CBE OCHOBHE HJleje KapaKTEePUCTHUYHE 3a IIPOjeKTUB-
HY reOMeTPH]y, Kao IIITO Cy XapMOHHU]jCKa YeTBOPKA, [IePCIIEKTUBUTETH, IIPOjeKTUBUTETH,
UHBOJIYIIY]ja, a TaKol)e je yBeo SeCKOHAYHO JajieKy IIpaBy Ay>K Koje ce ceKy Mel)yCcoSHO I1a-
paJiesiHe IIpase.

IIpojeKTHBHA reoMeTpHja II0CTajJa je CMHOHUM 3a MOJepHY reomerpujy 19. Beka, a
y IIOYeTHUM [lelleHHjaMa IJIaBHe YyJIore Urpaid Cy reoMeTpruyapu U3 dpaniycke u He-
Mauke, [Topen IToHceslea, GpaHITyCKY IIIKOJIY IIPOjeKTUBHUX reoMeTpruUapa 3acTyIlalu Cy
KapHoE Cepsoa™, JKepron=, bpujanios®= u [llanx*, rok cy Hemauky mipejcraspanu Me-
SH]yc IHTa]Hep@ ITImrkep= u HITayT

3HauajHa cTBap y IPOjeKTUBHOj TeOMETPHjH 361JIa Ce KaCHUX JBaJleCeTUX rofgrHa 19.
BeKa Kajia Cy yBeJleHe XOMOreHe KOOpJHUHAaTe, 3a 11ITa Cy CACBUM He3aBHCHO 3aCIy>KHU
Mebdujyc, ®ojepdaxtd, bodujujet2 u Ilnrkep. XoMoreHe KOOpAUHaTe U lbUX0BA IIPEHOCT
Ila JIeIIo IIpefcTaB/bajy 6€CKOHAYHO JlajleKe TaukKe, OMOI'YhMJIO je IJIOAHY IIPUMEHY aHa-
JIUTUYKe MeTO/ie V IIP0jeKTUBHOj TeoMeTpHju. [Ip0jeKTUBHOj TeOMeTPHjU TaKO Ce MOIJIO
IIPUCTYIIUTU Ha /IBa HAaUWHA, aHAJIUTUYKU U CUHTEeTUYKH.

AHaJIUTUYapHU Cy pafio yIIoTped/baBal aHAaJIUTHUKe U ajiredapcke TeXHUKe U3 APy-
rUX 06JIaCTU MaTeMaTHKe, [IOK Cy TeOMETPHjCKe peJialilje u3pakaBaJIy IIpeKo KOOpArHa-
Ta ¥ jeHa4YHHAa. YBOHE pa,ZLOBe Yy aHaJIUTUYKY IIPOjeKTUBHY reOMeTpHjy faau cy Medu-
jyc u Iliukep, a IIopef BUX, y IPYyILy reOMeTquapa Koju cy $paBOpU30BaIU aHAJTUTUYKU
OpuCTyII criagajy Ilas, Ke]JII/I u CasmonZ!

CuHTeTHYapH Cy SUJIN UHCIIUPUCAHU Anononn]eM@ U 3aCTyIlaJIu YUCTO TeOMeTpHj-
CKe MeToje. Boguyu UM je Sua MHTYUIH]ja, & JIOTUKA MHCTPYMEHT 3a CTPOro ¢opMasHo
peaoHOBaH,e, IIOK Cy M36eraBajid ajaredpy U Mepema. Bogehu reomeTpruyapu Koju cy ¢a-

%I/IZ%OB&UII/I CHUHTeTHUUKU IpUcTyl duu cy [IoHcese, KapHo, IlITajHep, IlITayT 1 Kpemo-
[IITajHep je IIPOYYUBIIIH CBY Tafa I1ocTojehy stuTepaTypy y EBpomy, cuicTeMaTcKy U

"Tlamoc u3 Anexcauzpuje, IIAmnog (3. BeK H.e.), TPUKH MaTeMaTHIap
8Jean-Victor Poncelet (1788-1867), ppaHIyCKH HHYKeH-€P M MaTeMaTHIap
9Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753-1823), ppaHIyCKH IIOJUTAYAD, HHIKEH-ep ¥ MaTeMaThJap
19Francois-Joseph Servois (1767-1847), ppaHIlyCKH CBEIITEHUK U MaTeMaTHUap
"Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), paHIlycKy MaTeMaTHdap
12Charles Julien Brianchon (1783-1864), ppaHIlycKX MaTeMaTHUap ¥ XeMHUJap
13Michel Chasles (1793-1880), ppaHIlyCcKH MaTeMaTH4dap
4 August Ferdinand Mobius (1790-1868), HeMauku MaTeMaTH4Yap
5Takob Steiner (1796-1863), IBajIiapcKy MaTeMaTHYap
%Julius Pliicker (1801-1868), HeMauKu MaTeMaTHUap U GuUsuUap
17Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), HeMauky MaTeMaTHdap
18Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), HeMauKHu MareMaTudap
Etienne Bobillier (1798-1840), paHIlycKK MaTeMaTHJap
2 Arthur Cayley (1821-1895), SpUTaHCKHA MaTeMaTHUap
?1George Salmon (1819-1904), MpCKK MaTeMaTH4ap U TEOJIOT
22 AnrosoHuje us [leprama, AToAA®VLOG (3. BEK ILH.e.), [PUKU MaTeMaTH4ap U aCTPOHOM
2Luigi Cremona (1830-1903), UTaIujaHCKH MaTeMaTH4dap
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CHUHTETUUYKHU U3TPAJH0 IIPOjeKTUBHY reOMEeTPHjy U IIOCTABUO jOj TeMesbe Kao CaMOoCTaJl-
HOj Hay1u. HakoH Tora, IllTayT [71] je y TOTIYHOCTH IPUXBATHO CTPOTH IIPUCTYII U IIOKY-
11140 /1a TeOPHjy 3aCHyje caMO Ha aKCOMaMa UHITHUIeHITH]e, 0K CY HbeTOBU IIPeTXOTHUITA
TOBOPMJIH O METPUIIH, VIJIOBUMA U APYTUM 06jeKTHMa KOjh HeMajy YJIOTrYy y IIP0jeKTHUBHO]
reoMeTpHUju.

[ITaJ1, KOju ce HHUje JIMGHO JJa KOPUCTU aHAJIUTHUYKHU IIPUCTYII U CYIITUHCKHA SM0 aHa-
JIUTHAYAp, SPaHUO je CHHTeTUYKHU IIPUCTYIL. 3a Bbera ce Mo)ke pehu ja je MUC/IMO aHAIH-
THUYKH, aJIU je CBOje JoKase ru3jarao reOMeTPHjCKH, IIITO je S0 KOMOHMHOBaHU IIPUCTYII
KOjU Cy KaCHHUje yIoTped/baBalv U Ipyru MareMaTudapu [46, ctp. 850]. V kom6uHOBa-
HU MeTOJi MOKEMO YK/bYUYUTH U OPUTHUHAIHOCT KOjy je HCII0/bHO0 JINE3, KOjU je MUCIIHO
CUHTETHUYKHU JIOK je pe3ysTaTe KeJleo /ia IIpe3eHTyje aHaJIUTUUKH [73, cTp. 54].

EykinnoBu EslemeHiiu SUIU Cy IIpBa akCroMaTH3alja MaTeMaTuke. MejyTum, Tex
mpez Kpaj 19. Beka, OHU Cy JOKHBeJIH CTpOre IIpellpaBKe Koje Cy IIOIIyHUJIE MHOTe py-
e y gepuHUIIUjaMa U ToKasuMma. Ha éBehI/I YTHUILIa] Ha MaTeMaTHUYKy jaBHOCT Y 08JIaCTH
aKcuoMaTHKe OCTBApUoO je XuiudepTs, HanucaBIIu OcHoge leomeitipuje [A1]. Kpajem 19.
BeKa pasBoj IpOjeKTUBHe TeOMeTpHje SHO je TOTOBO IIOTIIYHO 3a0KPY’KeH 3aXBasbyjyhu
pazoBuMa Koje cy gaau ®aHo= U Iljepusd, a y KojuMa Cy aKCMHOMAaTCKH 3aCHOBAJIU IIPO-
JeEKTUBHY reOMeTpH]y 110 y30py Ha IllTayra.

3a 1ajbe ynTame U IpoayS/bUBak-e 3Hatha U UCTOPH]je IIPOjeKTUBHE reOMeTpHje IIpe-
nopyqy]eMo cinepehe ayrope: Kokcere b4 [20], ij3@ U Hajnep@ [42], XapTcxopHE2 [38],
Be6JIeH U Jaur=? [76], Puxrtep-T'edept==2 [67], Kitajue2 [46], XejTunr= [40], CTpayM@ [[73].

IIITo ce THUe pa3sBoja MPOjeKTUBHE reoMeTpHje Ha MOAPYYjy SUBIIIe JyrocjiaBHje, Ha-
IIOMEHUMO J1a Cy IpBU ayTopu duir Huueld [59] u IIpsanoBuhe? [66]. Jolll HEKU ayTopHU
Ha HallIUM IpocTopuMa cy: MutpoBuh™= [55], bokan® 1 BykmupoBuhts [11]. MehyTum,
KOHIIEeIITYa/IHO ¥ CYLUTHHCKH, MOYKeMO IIPeIIOpPYUUTH IIpojeKiuusHy tleomeiupujy Kojy je
Hanucao ITaamaned [60].

[ITo ce TUYe IpaKTUYHe IIPUMeHe IIpOjeKTUBHe reoMeTpHje y 3aZjaljriMa, Ha HallluM
IIPOCTOPHMA IIOCTOjU HEKOJIMKO 30MPKHU 3aZjaTaka. 3a CUHTeTHUYKU IIPUCTYII MOXKe ce
KOHCYJITOBaTH AJIHMHI/Ih@, BokaH u H_IHaj,uep@ [2], a 3a aHasuTHUKU BykmupoBuh u
CTaHHh@ [[75].

24Marius Sophus Lie (1842-1899), HOpBEIIKK MaTeMaTHYap
%David Hilbert (1862-1943), HeMauKHl MaTeMaTH4ap

26Gino Fano (1871-1952), UTaJIUjaHCKU MaTeMaThyap

2TMario Pieri (1860-1913), UTa/IMjaHCKX MaTeMaTHYap

28Harold Scott MacDonald Coxeter (1907-2003), SpHTaHCKO-KaHa[CKH MaTeMaTHIap
ZDaniel R Hughes (1927-2012), aMepHYKO-SpUTAaHCKH MaTeMaTHIap
39Fred C Piper, SpuTaHCKH MaTeMaTH4ap

$1Robin Hartshorne (1938), aMepHYKy MaTeMaTH4Iap

320swald Veblen (1880-1960), aMepHUUKH MaTeMaTHUap

3John Wesley Young (1879-1932), aMepHUKH MaTeMaTHIap
%Tiirgen Richter-Gebert (1963), HeMauKu MaTeMaTHYap

$Morris Kline (1908-1992), aMepHUYKH TeOMeTpHYap

%Arend Heyting (1898-1980), X0/IaHCKH MaTeMaTH4ap U JIOTHYAp
7Eldar Jens Straume (1946), HOPBEIIKH reoMeTprUYap

8Vilko Ni¢e (1902-1987), XpBaTCKU reoMeTpHYap

$Muiresa [IpBanosuh (1929-2016), cpricka reoMeTprUYapKa
“0Muian MUTpOBHR, CPIICKA MaTeMaTHJap

“IHepma BokaH (1947), cpIicKa reoMeTpHYapKa

42Cphau Bykmuposuh (1971), CpIICKK TeoMeTpryap

“Dominik Palman (1924-2006), XpBaTCKH reOMeTPHYAp

“ppanka Anummuh (1935), cpIicka MaTeMaTHYapKa

“53aropka IlTHajgep (1926-2003), cpIicka MaTeMaTHYapKa

%630pan Cranuh (1975), CPIICKK MaTeMaTHUap
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2.1 AKCHOMATCKH METO]

Pa3Boj MaTeMaTHKe HEH30e)KHO je IIpaTHjia YOBEKOBa JKejba Jla CUcTeMaTH3yje COIl-
CTBeHa 3Hama. OBa TeH/IeHIHja II0CEeSHO je yIeyaT/bUBa KOJ aHTUYKUX ['pKa, I7ie KyJIMU-
HUpa cucTeMaTusanujoM reometrpyje y EykinugoBuM Esnemeniiuma. ['puKku MmaTeMaTH-
JapH Cy reOMeTpHjy IIOCTeIleHO IIpeTBapaIl y akCHOMAaTCKy TeopHjy, Koja Kox Eykima
IOCTHYKe CBOj KOHAYHM 08JIMK. MHOI0 BeKOBa BeT0BU E/lemeHiliu cMaTpaHU Cy 3a MOJieJl
caBpllleHe MaTeMaTU4Ke TeOpHje, a TeK IIpef Kpaj 19. BeKa, JOKUBEJH Cy CTpoOre IIpe-
IIpaBKe Koje Cy IIOIIyHHUJIe MHOTe pyIle y feGUHUIIMjaMa U JOKasuMa.

V TeopHju HOBe II0jMOBe YBOJUMO gefuHuyujama, YuMe Ux OIMCyjeMO IIpeKo He-
KUX Beh 1osHaTux nojMoBa. Ha camoM nmoueTky EsiemeHailia, Eykiny IoKyIiasa ja feu-
HUIIIe CBe TeOMeTPHjCKe II0jMOBe KojuMa he ce daBUTU. MeljyTuM, y MIHUTawky HUCY CTPO-
re repuHUIMje Beh caMO KpaTKa 0djalllikheha eJleMeHTapHUX FeOMEeTPHjCKUX I10jMOBa,
HM3JI0’KeHa ca HaMepoM [ia Y CBeCTH YMTaolla CTBOpe MHTYUTHUBHeE IIpefcTaBe [53, cTp.
41]. /la ducMo CIipeuyryId 3adyapaH Kpyr (rebuHUCamke jeJHOT II0jMa IIPEKO APYTOr, a TOT
IPYTOT IIPEKO IIPBOT, Te TAKO Y KPyT) HeKe II0jMOBe MOPaMO IIPUXBAaTUTH Ka0 OCHOBHE U
BUX He TepuHUIIeMOo. OCHOBHE II0jMOBeE JIeJIMMO V [IBe KJlace, Ha OCHOBHE 08jeKTe (Kao
IIITO CYy TauKe, [IpaBe, paBHU) U OCHOBHE peJialiyje U3Mel)y TUX odjeKkaTa (Kao IITO Cy UH-
UAeHITHja, K3Mel)y, II0IyAapHOCT).

Tephere y akcCOMaTCKOj TEOPHUjHU je HCKa3 y KOjeM Ce jaBjbajy CaM0 OCHOBHHU I10jMO-
BU TeopHje Kao U JIOTUYKHU I10jMOBU. AKCUOMATCKU MeTOJ, Ce KOPUCTH Jia IIPY>KU I10y3/a-
He U 00jeKTHBHE pasJsIiore 3alllTO je HeKa XUIIoTe3a 0 MaTeMaTUYKUM 08jeKTUMa HMCTHU-
HUuTa. OH Cce 3aCHUBA Ha JIOTUYKO Je[yKTUBHOj apr'yMeHTalllju Koja yTBphyje gokase
3a HeKa TBphema y TeopHju Kojy rrocmarpamo. /[okasu TBphema cy apryMeHTH dasupa-
HU Ha UCTUHUTOCTH IIPETXO0HO JOKa3aHUX TBphema, ajli KaKo Ta IIpeTX0Ha TBphema
Takolje 3axTeBajy IIPeTXOJHO J0Ka3aHa TBphemwa, MopaMo U3dehu SeCKOHAUHU perpec
(beckoHayHa XUjepapXyja HOBUX U HOBUX TBphjerha HEOIIXOJHUX 3a JOKasUBambe OHUX
IIPeTXOHUX). 360T TOra TEOPHjy 3aCHUBAMO Ha OCHOBHUM TBphel1Ma Koja He 3axXTeBa-
jy JOKa3 1 30BeMO UX aKcuome Teopuje. /lakie, TBpljerse BaKH aKo je y IUTalkby aKCUOMa
WJIU YKOJIMKO je IeAYKTUBHO U3BeJeHO 13 aKCHOoMa, Te Tajla KaKeMo Jia je OHO illeopema
(UM 1ema YKOJIUKO jOj je IIpUMapHa yJjIora /la yCTaHOBUY 3HauajaH KopakK y J0Ka3y HekKe
dynyhe Teopeme).

OCHOBHH I10jJMOBHU Y aKCHOMAaTCKO] TEOPHjU 0CTajy HeIlpeIu3upaHu, 0K aKCUOMe MO-
JKeMO CMaTpaTH BUXOBUM HMIUIMITUTHUM JeHUHUIIHjaMa. CBAKO OKpYKeme Y KojeM
OCHOBHHU II0jJMOBU HMajy UHTepIIpeTaliyjy y Kojoj CBe aKCHOMe TeopHje Bake 30BEMO
mogea Te TeopHje. ICTOPUjCKH, dapeM HEKHU MOJe/Id aKCHUOMAaTCKe TeopHje IIpeTxXofe
Teopuju. Ha nmpumep, Eykiuy je >kesieo a U3derHe IIpOU3BOJ/BHOCT Y UHTepIIpeTalltju
OCHOBHUX II0jMOBA jep HHUje MOTao Jia [03BOJI /ia TaukKe, IIpaBe U paBHU Oyy HHTepIIpe-
THUpaHe SHUJIO KaKo Jpyravyvje 40 OHaKO KaKo je TO YMikeHO y [i1aToHoBOj= AKazeMuju
[53, cTp. 43].

MelhyTuM, y MOJlepHOj aKCMOMAaTHUIIX Koja II0TH4Ye off XUadepTa, akcCuoMa Cce BHIIle
He I10CMaTpa Kao HeCyMBUBa UCTHHA 10 KOje CTM)KeMO MHTYHUIIHjoM. [ToeHTa je 1a MU
He nU3y4yaBaMo 08jeKTe, Beh pesariyje usMel)y odjekara y KOjuMa ce BUIU caMa CYILITHHA
MaTeMaTHU4YKOrI KOHIIellTa. IIpeMa ToMe, reoMeTpHjCcKa aKCHOMaTH3alHja I1ogpasyMeBa
yKJIakhame SUJI0 KaKBe 3aBUCHOCTH Off 06jeKaTa peasIHOT CBeTa ca KOjMa je IIPBOSUTHO
MOIJIa SUTH I0Be3aHa. XHUIoepT je, aKo je BepoBaTH HerOBOM YUEeHUKY BJIymeHTaJIy@,
II0J1 yTUIlajeM allCTPaKTHOT II0IJIe/la Ha TeOMETPH]jCKe II0jMOBE U3jaBHUO JIa MaTeMaTHu4dap
MOpa yBeK SUTH Y CTay /1a YMeCTO Wauke, iipage u pagHu, TOBOPH Cillo/108U, CIUOUUE U
Kpulne 3a uueo [9, ctp. 402-403].

Y TnatoH, IIAATwY (4. U 5. BEK ILH.e), TPUKK GUII030( U SeceHHK
48Ludwig Otto Blumenthal (1876-1944), HeMauyKu MaTeMaTH4ap
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HapaBHO, 0BaKaB alICTPaKTHU IIPUCTYII HUje YKIOHUO CJIMKe 13 TeOMeTPHjCKUX Kb U-
ra. AKo je KipbUra 106p0 HallrcaHa CJIMKe MOTy SUTHU HU30CTaBJ/beHe de3 T'yOUTKa JOCeI-
HOCTHU. OHe HUCY OJf CYLUTHHCKe Ba>KHOCTH, a ’bUXO0B IJIaBHU IIWJb je 1a HaM OJIaKIlajy
namheme, Ipaheme U pasyMeBame CI0KeHHUX [JoKasa. Ca [pyre cTpaHe, CJIMKe YBeK IIpe-
Te Jla HaC HaBeJy Ha IIOTpellaH IIyT HEKOPeKTHOM YIIOTPedOM IIPOCTOPHE UHTYHUIIH]e.
MopaMo S6UTH jaKO 06a3pUBHU 350T 0Be OIIaCHOCTH Koja je IIPpoy3poKoBajia MHOTE Ipellike
4aK U Y OJINYHUM pPafiloBUMa U3 akcruoMaTuke [40, cTp. 4].

YKOJIMKO U3BeJIeMO HeKy TeOpeMy Y HeKOj aKCMOMAaTCKOj TeEOPHjH, MU CMO TaKolje f10-
KasaJIi TeopeMe oJiroBapajyhe I104eTHO] y CBUM MO/ie/IMa Teopyje. Ha oBaj HAUMH aKCH-
OMAaTCKU MeTO/{ HaM /103B0JbaBa OIPOMHY YIIITely Ha floKasuMa. CBaka TeopeMa y TeOpH-
j¥ je TayHa y CBaKOM MOJieJly TeOpHje, ajlk TBpleme MoKe SUTU Ta4HO Y HEKOM MOJIEJLY,
a Jla Hyje y IUTawy TeopeMa. [locedHy ITaXKwy y KEbU3U 0dpaTuheMo Ha Mojiesie TeOpHje
IIITO OIIPaBZaBajy ciefehe ocodmHe aKkCHOMa Ha Koje ce 4ecTo GOKyCHpaMo.

3a aKkCMOMAaTCKy TEOPH]y Ka’KeMo /1a je HellpoiiuepeHHa YKOJIUKO Ce U3 e He MOXKe
HU3BECTH JIOTUYKA KOHTPAAUKIHja, OJHOCHO YKOJIHMKO He II0CTOjU HeKO TBpljeme 3a Koje
Cy ¥ OHO U KeT0OBa Heraliyja TeopeMe y Toj TeopHju. Hajyiakiiy HauMH [1a JOKaKeMo He-
IIPOTUBPEYHOCT TeOpHje je 1a 06e36eJUM0 HEKH HheH MoJiesl. 3a aKCHOMY Ka)keMo [1a je
He3aeucHa yKOJIUKO Ce He MOyKe J0Ka3aTH HU OIIOBPTHYTH U3 OCTaINX aKCHOMa TeopHje.
AKCHOMATCKa TeopHja je He3a8UCHAa YKOJIUKO je CBaKa O/f FhbeHUX aKCHoMa He3aBHCHa.
He3aBHUCHOCT akCHOMe YOSHYajeHOo Ce T0Ka3yje KOHCTPYKIIHjOM Mojiesia Y KojeM Bake
CBe aKCHOMe OCUM Te. YKOJIMKO Ce CBaKO TBpleme y TeOpUjHU WM FheroBa Herarjyja Mory
I0KasaTU Ka’KeMo [1a je TeopHja uoiltityHa. /lakiie, y IIOTIIYHOj TEOPUjU He II0CTOjU TBP-
heme Koje MOKeMO TOAaTH Ha CUCTEM aKCHOMa U TaKO IOSUTH HEIPOTHUBPEUHY TEOPH]Y.
YKOJIMKO Cy CBaKa /iBa MOjiesla aKCHOMaTCKe TeopHje U30Mop¢Ha (CYIITHHCKH, II0CTOjH
caMo jeflaH MoOJieJsI TeOpHje) KaXkeMo Jja je OHa KailtelopuvHa. KaTeropuyHa Teopuja je
06aBe3HO IIOTIIYHA, aJIi OOSPHYTO He MOpa Jia Ba)KH. Y HEKUM CHUTyaljhjama KaTeropuy-
HOCT HUje 3aXBaJIHa OCOOHMHA jep Ce TeopHja He MOKe JJa/be YOIIIIITaBaTH.

2.2 AKcuoMe nMpojeKTHBHE paBHU

[IpojeKTUBHY IeOMeTpPHjy PaBHU 3aCHHUBAMO Ka0 aKCHOMAaTCKy TeOpHjy, Te Hajlpe
YBOJMMO OCHOBHe I10jMOBe. [lIocMaTpaMo /jBa OCHOBHA CKYIIa U BbUX 0deJiekaBaMo ca 7 U
P. EleMeHTe CKyIla 7 30BeMO iiauKe 1 0dejie;kaBaMO BeJIMKUM JIATUHUYHUM CJIOBHMa:
A,B,C,D,... 10K eJIeMeHTe CKyIla P 30BeMO lipaege U 0dejie;KaBaM0O MaJIuM JIATUHUYHUM
CJI0BUMaA: a, b, c,d, ... FIsMel)y 0BHUX CKyII0Ba YBOJUMO OCHOBHY pesaiikjy Z C 7 x P KOjy
30BEMO peaauuja uHuugeHuuje.

Peuenuna , Tauka A je UHUUgeHIUHA ca Upagom p“ UMa CUMOOJIUYKU 3alIUC AZp WIHA
(A,p) € Z, a ekBUBaJIeHTHO MO>XeMO pehu ,JIpasa p je UHUugeHuHa ca aikom A“ uin
3arumcaTy pZA. YecTo ce I10 y30py Ha MHTYUTHUBHY PaBaH, YKOJIUKO He II0CTOjU MOryhHOCT
3adyHe, KOPUCTU UHTYUTUBHU HAaUMWH H3pakaBama. Ha IpumMep, IpeTXofHe pedyeHuUIle
MO>KeMO HCKasaTH ca ,Jauka A sexcu Ha tpagoj p“ unu ,Tauka A tputiaga upasoj p“, y
03HAaI A € p, OIHOCHO ca ,,[/Ipasa p tipoaasu Kpo3 inauxky A“ uiu ,,JIpaga p cagpacu inavxky
A% yosHai p > A.

VKOJIMKO TauKa A HUje UHITU/IeHTHA ca IIpaBOM p, MOKeMO mucaTtu AZp uiu (A,p) ¢ Z.
Ta Heramyja ce MHTYUTUBHO MOKe MCKas3aTH ydalluBamkeM peulle ,He“ Ha ofrosapajyhe
MecTo (He s1edcu, He tiputiaga, He Upoaasu Kpo3, He cagpicu), OFHOCHO 3allucaTu A ¢ p.

U3 mostasHUX I10jMOBa JAebUHUIMjaMa MOXKeMO TOSUTH HOBe HM3BefleHe I10jMOBe. AKO
II0CTOjU 3ajeJHUYKA IIpaBa Cca KOjOM Cy UHIIUJeHTHe HeKe TauKe, OHJla 3a Te Ta4ykKe Ka-
JKeMO Jia CY KOAUuHeapHe. AKO II0CTOjH 3ajeJHUYKA Ta4yKa ca KOjoM CY MHIIU/IeHTHe HeKe
IIpaBe, OHJ|A 3a Te IIpaBe KakKeMO /la CY KOHKypeHiliHe. UeCcTo HaIlalllaBaMO Ty 3ajef-
HUYKY TaUKy WJIU IIPEKO e IIpaBLaMo KOHKYPEeHTHOCT IIpaBUX, Te KaXKeMo Jia Cy IIpaBe
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KOHKYpeHIUllHe y TOj 3ajeJHUUKO] TaUKH.

3aKOHUTOCTH Koje Bake M3Mel)y 0OCHOBHUX I10jMOBa y TeOMeTpPUjU OIIUCYjy Ce aKCHO-
MaMa. YooHhuajeHo je /1a ce HajIIpe II0CTaBe aKCUOMe MHITHeHITY]je (aKCHOMe Bese) Koje
OIIKCYjy OCHOBHE OCOSHHE peJialiyje HHITUeHIIY]je. Y CBaK0j TeOMeTPHjH je TaKohe yoou-
4ajeHo Jja ce HajIIpe II0CTaBU ciefieha akcroma.

Axcuoma 2.1. Iociioju jeguHctugeHa Upasa Koja je UHUUGEeHIHA ca gee pa3uvuine mayke.

OBa akcroMa 3aIIpaBo je 0djeubere IIpBe IBe XuidepToBe akcruoMe. [IpBe, Koja Ka-
Ke J1a TI0CTOjU IIpaBa Koja IIpoJiasy Kpo3 /iBe pasjIMuuTe Tauyke, U Apyre, 10 K0joj He II0-
CTOJU BHUILIE OF] jefiHe TaKBe IIpaBe. 3a pas/IM4yuTe Tauke A U B, jeIUHCTBEHY IIpaBy U3
Axcuome KOja UX CaJip>Ky 30BEMO CUOjHUYa mauaka A u B u odesexaBamo ca AVB.
Tako cMO KOSHIIN oflepauujy ciajarsa Koja [BeMa pasInduTUM TauKaMa Jofesbyje Of-
roBapajyhy npany, lbUX0BY CIIOjHUILY.

HemocpepHa mmocieguna AKCHoMe [1] je ma mpaBy ofpel)yjy 6HUJI0 Koje Be HbeHe Tau-
Ke, OZHOCHO ako cy C u D pasjIuuuTe Tauke IIpaBe AVB, Taga cy A 4 B Tauke I1paBe CVD.
Takohe Ba’ku [1a ABe pasjMyUTe IIpaBe He MOTy MMAaTH BHUIIIe Of je[{He 3ajefJHHUYKe Tad-
Ke, OJHOCHO Ca [IBe pas/IM4yuTe IIpaBe MO>Ke SUTHU MHITUEHTHA HajBUIIlE jefHa TaykKa.
JlomaTHO, MOXKeMo pehu f1a cy cBake JiBe TauKe KOJIMHeapHe.

VIeuaT/bHBa OJJIMKA IIPOjeKTUBHE TeOMETPUje je CUMeTpHja y yJIoraMa Koje Urpajy
Tauke U IIpaBe y AeduHUIIUjaMa U TeopeMaMa. OBJle 0 U3parkaja /0jIa3u allCTPaKTHU
Iorief, Ha aKCHOMAaTCKy reOMeTPH]y, Te 0BOj CUMETPHjU MOXKeMO IIPUCTYIIUTH KPO3 je-
3UK. CBaKo TBpljeme y IIp0jeKTUBHO] paBHU (K CKa3 KOjU YKJ/byUyje TauKe, IIpaBe U UHIU-
IeHIUjy usMel)y ’UX) MoXKe ce MOZUGUKOBATHU TAKO IIITO PeUM TauyKa U IIpaBa 3aMeHe
MecCTa, IIpA YeMy Ce eBeHTyaJIHO U3BpIIle II0TpedHe rpaMaTUUKe KOpeKIyje.

Ayaano imepherwe HeKOM TBphiewy je TBphjere Koje ce 108Uja 3aMeHOM peyH TauKa
U IIpaBa y II04eTHOM TBphemwy. [IpelrisHuje peueHo, pey ,TauKa“ Mema ce peyjy ,IipaBa‘,
a ped ,IIpaBa“ Mema Ce peyjy ,Tayka“. Ba’)KHO je HAIIOMEHYTH [la YKOJIUKO TBpheme ca-
IOPoKU o/laTHe TeEpMUHe MOpaMO U3BPIIUTH U JolaTHe IIPOMeHe Y CKJIaAy ca BUXOBUM
nepuHuIjaMa. Ha mpumep, 3a fodHjamse AyaTHor TBplerma MOpaMo y II0YeTHOM TBplje-
By y3ajaMHO 3aMEHUTH peuH ,JIeKd Ha“ ca ,IIpoJiasy Kpos“, ,IIpuiaza“ ca ,cagpxxu®, a
»KOJIMHeapHOo“ ca ,KOHKYpPeHTHO“. CuMeTpuja usMely ckymosa 7 U P K0jy CMO HajaBHJIU
BU/IY Ce KPO3 TaKO3BaHU [IpUHITUII AYaTHOCTH.

Tepheme 2.1 (IIpUHIMI AYaJIHOCTH). AKO je HEeKO tligpherse teopema, OHga je remy gy-
a/1Ho tuepherse twakohe itieopema.

[TpUHIIUII AyaJTHOCTH je MeTaTeopeMa jep je 3aIpaBo IIpe TeopeMa 0 MaTeMaTUIU He-
TOJIM TeopeMa YHyTap caMe MaTeMaTHKe. [[pyruM peunma, [IpHHITUII 1yaTHOCTH je Teo-
peMa o TeopeMama. /lokas 0Be BeoMa jaKe TeOpeMe BPIIIU Ce IIPOBEPOM JyaJTHUX TBphema
3a CBe aKCHOMe Y TeOpHjH, KOje CBaKaK0 Bayke YKOJIUKO je IIpHHIINII yaTHOCTH Ha CHa3H.
AKo je HEKO TBphjere TeopeMa, TO 3a Hera II0CTOjU J0Ka3 U3BeJleH U3 aKCUoMa. YKOJIUKO
UMTaB JI0Ka3 IIpeBeleMO yaIHo, JOSHjaMOo J0Ka3 AyaTHOT TBpljema pacIiucaH IIpeKo Iy-
aJja akCuoMa, Koje ce fasbe pacIIrcyjy IIpeKo caMUX aKCHoMa, OJlaKJie CJIe U [ia je AyaHO
TBpljeme TeopeMa.

[IpeTxogHa AUCKYCHja TOBOPU a [IpUHITUII AyaJITHOCTH BaXKH aKO U CaMO aKo je ryast
CBaKe akcuoMe BayuujaH. Kako >xesmmo fa IIpyuHIMI [yaJTHOCTH CTaJTHO UMaMo Ha pac-
IoJ1aramy, IomiefajMo Kako IJ1acu gyajt AKCI/IOMELI@ U YBeIMO r'a Kao HOBY aKCHOMY.

Axcuoma 2.2. ITocilioju jeguHcilieeHa Ta4Ka Koja je UHYUGeHIIHA ca gee pasautduilie upase.

ITogceTMO Ce ariCoOJIyTHE TeOMeTpHje paBHY, Y K0jOj Ce YBOAH I10jaM ITapaJIeTHOCTH,
IJle Kpo3 TauKy BaH IIpaBe IIOCTOjU IIpaBa Koja He ceue IIOUYETHY IIpaBy. Y eyKIHU/ICKO]
PaBHU II0CTOjH TAYHO je/IHa TaKBa IIpaBa (HﬂejQ)epOBa@ aKCHOMa), 0K Y XUIIePSOJIUUKO]

“Tohn Playfair (1748-1819), IIKOTCKY HayYHUK U MaTeMaTH4ap
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paBHU UMaMo &ap [IBe TaKBe IIpaBe (aKcruoMa JIoSaquCKor@). MehyTuM, y IIp0jeKTUBHO]
paBHU TaKBe IIpaBe He II0CTOoje, jep AKCHoMa 2.2 Ka>Ke [la ce CBaKe iBe pasIMuUTe IIpaBe
CeKy, IIITO yjeJHO 3Ha4YH U /la HeMa ItapaJleIHUX IIpaBUX.

HanoMeHMMO /1a ce AKCHOMa 2.2 MOJKe 0CJIaSUTH TaKo Jja rapaHTyje CaMO er3UCTeHIH-
jy 3ajeIHMYKe TayKe jep jeAUHCTBEHOCT OH/Ia CJIe/IU 13 paHUje IIOMeHyTe 0COSHUHe AKCU-
oMe 2.1 MeljyTuM, KaKo >KeJIMMO yIleyaT/bUB I10IJIe]f Ha [IpUHITUII 1yaTHOCTH O/I/TYYHIIN
CMO /1a Ka0 aKCHOMY HIIaK 3aJp>KUMO JUPeKTaH AyaJl AKCHOMeE

3a passuuuTe IIpaBe p U ¢, jefUHCTBEHY TayKy U3 AKCHoMe 2.2 KOja UM IIpUIIaZia 30Be-
MO ceuuutitie ipaegux (IIpecevyHa Tayka) p ¥ q 1 odesie;kaBaMo ca pAq. Tako cMO J0SHUIU
oulepauujy ceuera Koja IBeMa pas/IMUUTUM IIpaBaMa [ofe/byje OAroBapajyhy Tauky,
BUX0BO ceruilTe. [IpHMeTHMO [1a Cy Cllajalbe U ceuele yasHe ollepaliyje, O4HOCHO Jia
CY CIIOjHHUIIA U CEIUIIITe TyaJITHU II0jMOBHU.

Kaxko 11pasHu CKyIlOBH, 7 = P = Z = () OUUIVIEHO UCIIYH-aBajy 06e aKCuOMe, II0Tpes-
Ha HaM je akCHOMa KoOja rapaHTyje er3sUCTeHIIH]y OCHOBHUX 06jeKaTa 0/ KOjUX MOKeMO
II0YETH II0CTeIleHO /ia TPafiMO TeOPHJy.

Axcuoma 2.3. [Iociuoje veitiupu tauke mehy Kojuma Hema wpu KOAUHEapHe.

AxcuoMma @ CJIY>KY [ja Iope] Beh HaBeleHUX IIpasHUX CKYIIOBa eJIMMUHHUIIIE jOIII He-
Ke HEHMHTepeCaHTHe cjJyyajeBe. YKOJIUKO Ba’KU AKCHOMa d u AKcuoMa , ajau He U
Axcuoma é Ka’KeMoO Jia je y IIUTaky geleHepucaHa lpojeKiuueHa pasaH, a jeJHo-
CTaBHOM IIpeTparoMm I1o Moryhum cjydajeBUMa, HCIIOCTaBJ/ba Ce /ia rpazie IBe CYIITUHCKHU
pasinuuuTe paMUuIyje.

[IpBa ¢pamMmiirja JereHeprUCaHUX paBHU IIpefcTaBj/ba Ce Ta4yKOM T Koja HUje UHIU-
IleHTHa ca IIpaBOM p, TaKO Ja II0CTOJU IIPOU3BO/baH (He HY>KHO KOHadaH) CKyIIl A U Ko-
JIMHeapHe Tauke T, 3a @ € A UHIUJIEHTHE Ca p, Kao U IIpaBe Koje Cy CIIOjHUIle TauKe T ca
CBaKOM oJ1 Tayaka T,. CTporo ¢popmassHo 0By GpaMUIMjy MOKEMO 3aIlMCaTH Cca

T=A{Ttu U {Ta}, P={ptu U {pa}, I= U {(T.Pa); (Ta: Pa): (Ta: D) }-

aclA ach achA

[IpuMeTHMO [1a je 6p0oj Tayaka paBHU U3 0Be GpaMIIje jefHAaK dPOjy IIpaBUX, Te je H0j
IyasiHa paBaH HUCTOT THUIIA.

pyra pamuivja fereHeprcaHUX paBHU IIpeJicTaB/ba Ce ca /iBa IIPOM3BOJbHA CKYIIa
HHJeKca A U L, TaKo Jja cy cBe Tauke Ty 3a @ € A KOJIMHEapHe, a CBe IIpaBe pg3a f € X
KOHKypeHTHe. ®opMaHO MOKeMO 3aIlCcaTh

T=U{Ta}, P=U{pst, ZT=J{Tw.p)} U |J{(T.pp)}, 3ameKOTET,pEP.

acA BeL ach BeL

SHukosait HBaHOBHY JlodaueBckuii (1792-1856), pycKH MaTeMaTHYap
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ITocedHo, y ciy4ajy A = () # £ ©“MaMO caMo je[lHy IIpaBy, ogHocHO P = {p},T =Z =,
IOK y ciay4dajy A # () = £ mMamo caMmo jegHy tauky 7 = {T},P = Z = 0, Te Beh BuhjeHO
T=P=I=03aA=X=0.

IIpojexiuuena paean je mopei cucrema (7,P,7) KOjU UCIIyEaBa AKCHOMeE [1]
u @?CI/ICTEM TayaKa U IpaBUX Ca peJallyjoM UHITUJeHIHje KOjU UCIIyHkhaBa HaBeJeHe
aKCHUOMe je IIPOjeKTUBHA PaBaH, a KAK0 CMO YK/bYUUIU AKCHOMY 2.3 MOKeMO pehu f1a je
OHa HeJlereHepricaHa. PasMOTpHUMO KaKaB yTHUIla] Ha [IpUHITUIL AyaTHOCTU KMa YBOhjeme
HOBe akcruoMme. Kako cy AkcruoMa [1] " AKcroMa 2.2 jerHa APyroj AyajHe ocTaje IIpoBepa
Ila JIX Ba)KU iyajl AKCHoMe , OJITHOCHO [1a JIY II0CTOje YeTUPHU IIpaBe Mel)y KojuMa HeMa
TPU KOHKYpPEeHTHE.

Kako 1rmo AkcuomMu @ ocroje Tauke A, B, C, D Mel)y KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe, OHe
Cy cBe pasiauuyure. [Io AkcuoMu El] ocToje 1pase AVB, BVC, CvD, DVA, a UCIIOCTaBJba Ce
[la OHe UCIIyH-aBajy TpakeHe ycsoBe. [IpeTIiocTaBUMO CYIIPOTHO, 1a Meljy BbuMa I10CTOoje
TPU KOHKYpPEeHTHe, Te HeKa Cy, He yMawyjyhu onrroct, AVB, BVC u CVD UHITUJeHTHe ca
HEKOM TauKoM S. AKo je S = B, 360r SZ(CvD) umaMo KoyimHeapHe B, C, D. IHaue je S # B,
ofakie u3s SZ(AVB) u SZ(BVC) nodujamo AVB = SVB = BVC, Te cy KoJuHeapHe A, B, C.
OBOM KOHTPAaAMKIIMjOM II0Ka3aIHd CMO /ia aKo je (7,P,Z) IpojeKTUBHA paBaH, OH/a je TO
u (P, T,I), To foKasyje [IpUHITUII yaTHOCTH.

Teopema 2.2. Y UpojekiuugHoj pasHu gaxcu IIpuHyutl gya/aHociuu.

[IpUHIUII yaTHOCTH je BeoMa KOPHUCTaH, MO>KeMO ra MeXaHUUKU IIpUMEeHUTH Ha CBa-
KO TBphjerbe y TeOpUjU U TAKO JOOGUTH HOBe pesysTaTe. Hekas je pesysiTaT eKBUBaJeHTaH
II0YeTHOj TeOpeMH, HeKa/l lbeHOM 06paTy, ajIk 4eCTo je y IIUTalky HOB pe3ysITarT, TakKo Jja
y IPUHITUITY MOKEMO CMaTpaTH Jia Ce Ha 0Baj HAYWH 5P0j TeopeMa yaBocTpyuyje. Ko
yBoherma HOBUX aKCHMOMa yBeK uUMaMmo y BUAy IIpuHiun ayaaHoctd (TBpheme R.1), Te
heMo 3a cBaKy HOBY aKCMOMY UCIIUTUBATHU HeH Ayall.

Otkpuhe IIpuHIHIIa [yaJIHOCTH Besyje ce 3a ABajieceTe roguHe 19. Beka U iBa UMeHa.
[IpUHIIUII AyaJTHOCTU IPBHU je eKCIUIMITUTHO ITocTaBuo JKeproH y [34] xoju je yjemHo u
yBeO TEPMUH /IyaJHOCT Zja &1 03HAaYMO Be3y H3Mel)y OpUTHHAIHE U HK0j yaJIHe Teope-
Me. Ca gpyre cTpaHe, [IoHceIe je HEIIITO paHUje YBU/E0 AYaJHOCT Y Be3H I10J1a U I10JIa-
pe u3y4yaBajyhu KOHUKe, 0 yeMy je 1mrcao y [64], a orga GopMysancao OIIITUHjU METOJ, Y
[65]. IsMel)y BUX ABOjHUlle yCIIeAMO je IyT U HellpyjaTaH CIOpP 110 IIUTalky IIPUOPUTETA
Ha oTKpuhe IIpuHIMNa gyasHOCTH. Ca CTAHOBHUIITA MOJepHe aKCHOMaTuKe [IpuHITUIT
IyaJHOCTH je IIPUJIMYHO OUYMIJIe[Ha CTBap, aju [OK je IIpOjeKTUBHA reoMeTpuja dua
y II0BOjy HHje SMUJI0 KOpeKTHe GpopMasiHe TeopHje, Te je Taja LyaJHOCT SUjIa JaleKo Of
OUYMIJIeTHOT.

2.3 HHTYMTHBHA ODpPOjeKTUBHA paBaH

EyKJIMJICKU IIPOCTOP, KOjU II03HAjeMOo U3 eJleMeHTapHe TeOMeTpHje, 0djeIumbyje Ka-
KO OUMIJIe[IHEe, TAKO U OHe HeOUHuIJIe[JHe reOMeTPHjCKe 0COSHHe 0djeKaTa KOjU II0CTOje
y CTBapHOM CBeTYy OKO Hac. EyK/IH/iCKa paBaH TaKo Ipe/CTaB/ba paBaH JBOJAUMEH3UOHHU
IIPOCTOP KOjU [aje CJI0’KeH U IMPUJINYHO J0dap OIIUC CTBApPHOI CBeTa 3aCHOBAH Ha Ha-
I1IeM TeOMEeTPHjCKOM OHakaky U UCKYCTBY. MeljyTuM, mocTojame I1apaaeJHUX IpaBUX
OIIOBpraBa AKCHOMY .2, TaKO /ja eyKJIH/CKa paBaH CBaKaKo HHje IIP0jeKTUBHA PaBaH.

Eykinzcka paBaH yK/bydyje IpUINYaH 6p0j CTBApH KOje MOYKeMO /Ia MepPHUMO, IOy T
pacTojama, yIJIoBa U IIOBPIIIUHA. AKO Ce OIpeKHEMO Te MeTPUUKeE CTPYKType U 3a/IprKU-
MO caMO KOHIIEeIIT MHITH/IeHIIMje, OCTaje HaM Jiella U HeTpUBHjaIHa TeoMeTpuja adpuHe
paBHU. Heka je E = (Tg, Pg, Zr) €yKIUACKA aprHA paBaH, I7e cy T Tauke, Py IIpaBe, a Zx
BeHa peJialiyja UHITHUIeHIYje.

Peasn3aiiyja npojeKTUBHE paBHU BPIIH Cce KPO3 MO/lesI KOjU UCITyH-aBa yBeJleHe aK-
cruoMe HMHIHeHIHje. KaKo OCHOBHHU IPOS&JIEM eYKIHUICKE PaBHU JIEKH ¥ AKCHOMU ,
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2.3. VIHTynT1BHa NpojekTBHa paBaH

IIOTPESHO je U3SMUCIUTH HEKe ,IMaruHapHe"“ TaukKe y KojuMa he ce cehu rmapaJsiesiHe 1pa-
Be. To MO’KeMO OCTBAapUTH TAKO IIITO 33 TauKe HOBe PaBHU IIPOIJIACUMO IIpaMeHOBe IIpa-
BUX y paBHHU E. llako Ha IIpBH II0IVIe]; 0Ba KOHCTPYKIHja [eJlyje IIPUIUYHO allCTPAaKTHO,
IIpaMeH KOHKYPeHTHUX IIPaBUX Koje Ce CeKy Y HeKOj TauKHU U3 Ty IIPUPOJHO Ce MOXKe I10-
HCTOBETUTH Ca TOM TauyKOM. Y eyKJIM/ICKOj paBHU IpaMeHOBHU IIPaBHUX Ce jaBJ/bajy V [Ba
08JIMKa, OTHOCHO OCHM IIpaMeHO0Ba KOHKYPEeHTHUX IIPaBUX II0CTOje U IIpaMeHOBH I1apa-
JIeJTHUX IIPaBUX, IIITO je AofaTaK KOjU 0)KUBJ/baBa AKCHOMY .

Jlakiyie, TauKe HOBe paBHU Cy IIpaMeHOBH IIpaBUX y E, IIpaBe CMO 3ap>Kajly, JOK HO-
BY peJlallyjy UHIU/IeHIIYje YBOAYMO Ha IIPHUPOZAH HauuH. Heku IipaMeH IIpaBUX, Kao
TauKa HOBe paBHHU, Srhe MHITU/IEHTaH Ca IIpaBOM YKOJIMKO je CaJp>KH, OHOCHO aKo je Ta
IIpaBa je[fHa Oof] [IpaBUX U3 [I0UeTHOI IIpaMeHa. CBaKoj IIpaB0j Y 0BOj KOHCTPYKITU)U IIpU-
IPYy’KyjeMo [olaTHY TadyKy Koja IIpe/icTaB/ba IIpaMeH IIpaBUX I1apajle/THUX ca BoM. Tako
Cy apaJiejiHe IIpaBe MHIUJIeHTHE Ca 3ajeJHUUYKOM TaKBOM Ta4yKOM 3a KOjy Ka>KeMo Jia
je deckoHauHa Mmauka (beCKOHA4YHO gaaeka mauka [55], deckpajHo ganeka mauka
[66], HeusmepHoO ganeka auka [59], ugeaana mauka, Hellpaea mauka [60]).

CBaka IIpaBa p € Pg, OCUM peryJlapHHUX TadyakKa Koje joj IIpUIIaziajy, Cagp KU U SeCKo-
HAYHY Ta4YKYy ooy, [7I€ je [p] Klaca eKBUBaJIEHITHje CBUX ITPAaBUX ITapasIeJHUX ca p. lofaT-
HO YBOJIIMO 6deCKOHAaU4HYy Uipaey Koja CaJip>KU CBe SeCKOHauHe TadyKe, a KOjy yodru4dajeHo
odeJsierkaBaMo Ca U,. OBaKo feprHICaHe 0CHOBHE CKYIIOBe U peJlalitje MoXXeMo popMa-
JIN30BaTH ca

Too =Tr U U {oo[p]}, POOIPEU{UOO}, Too =TI U U {(oo[p],p),(oo[p},uoo)}.
PEPE PEPE

Jla I 0BaKO KOHCTPYHCAH UHTYUTUBHU MOZIEN EP? = (75, Pao, Lo ) 3aMCTa UCIYE-aBa CBE
aKCHOMe IIPOjeKTUBHE paBHU?

Kaxko mocToje fBa THUIla Tayaka (06HMUHe U deCKOHayHe), 3a pasjIMuUTe Tayke U3 AK-
cuoMme [1] OTUCKYTYjeMO TPH ciIydaja. AKO Cy 06e TaukKe U3 g TO II0 eYKIUCKOj aKCUOMHU
II0CTOjU jeIMHCTBEHA IIpaBa U3 Py Koja je ca lbUMa MHIIM/eHTHA. Ta IIpaBa je 10 fedu-
HUIIUjU U IIpaBa U3 P, KOja UX Cafp>KH, JOK UX J0JaTHA IIpaBa U,, He CaApiKy, jep je
MHITH/IEHTHA CaMO Ca §€CKOHAYHUM TaukaMa. AKO je jefiHa Tayka A € Tg, a ipyra ooy, 3a
HEKO p € Py, T0 110 I111ejpepoB0j aKCMOMU IIOCTOJU jeJUHCTBEeHAa eYK/IU/CKa IIpaBa ¢ Kpo3
A Koja je mmapaJjiesiHa ca p, OTHOCHO oop, = oc[q. KOHauHO, aKo Cy 06e TauKe SeCKOHAYHE,
jeAHCTBeHa IIpaBa KPo3 BhUX je OUUIJIEJHO U, JOK CBe OCTaJle IIpaBe cagprKe CaMo jeJHY
S0eCKOHAYHY TauyKy.

3a pasyimuuTe IIpaBe U3 AKCHOMe 2.2 TaKol)e UMaMO AUCKYCH]jY. AKO Cy 08e IIpaBe p U
q eyKJIHJICKe K Mel)yCOGHO I1apaJiesiHe, ’bHMa OfiIroBapa jeJUHCTBEHA TauKa oo = oQ[q-
AKo cy 06e IIpaBe eyKJIMJCKe U HUCY I1apaJjlesiHe, OHJla UMajy 00UYaH eyKINUICKU IIpeceK
U TO je jeJUHCTBEHA Tauka. IIpecek mmpase U., ¥ eyKJIHJCKe I[IpaBe p je jeAUHCTBeHa TauKa
[p]-
3a ucnymeme AKCUOMe @ IIOBOJBHO je jeTHOCTaBHO M3adpaTH YeTHPHU TeMeHa IIpo-
HU3BOJHHOT KBa/IpaTa, Te OHa OUUIJIeTHO BaXKU. VICIIUTaIM CMO CBe TPH aKCHOMe ¥ CAMUM
THM II0Ka3aJjI¥ [ja je MHTYUTHUBHA [IPOjeKTUBHA paBaH EP? = (75, Puo, I ) 3aHUCTA IIPOjEK-
THUBHA paBaH.

Teopema 2.3. HuiliyuitiugHu mogen EP? jecilie UipojeKiliu6Ha pasax.

AxcuomMme @ U @ YHHe MUHHUMaJIHU CKYII aKCHOMa IIpOjeKTUBHE PaBHHU, a KACHU-
je YBOAMIMO JIpyTre aKCHOMe Koje IIP0jeKTUBHY paBaH I10Be3yjy ca ’beHUM reOMeTPHjCKUM
mopeksoM. HaltoMeHMMO J1a HaM Y aHa/Iu3U MHTYUTHBHOT Mofiesia EP? Hucy Suie IIo-
TpedHe CBe aKCHOMe eyKJIH/ICKe TeOMeTpHje, Beh caMo aKCHoMe MHITHeHIIUje ca Iliej-
$epoBOM aKCMOMOM jep CMO eyKJ/IH/CKY paBaH IIocMaTpau Kao apuHy pasaH. IIpume-
THMO [1a je eyKJIH/CKa reOMeTpHja paBHU CaMo jeflaH II0CKYII IIPOjeKTUBHE reoMeTpHje
paBHU. UHTYyUTUBHE Moges EP? HaM 3aTo oMoryhasa jja 3afaTke U3 eyKJIHJCKe paBHU
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npedarriMo y IIP0jeKTUBHY paBaH, TaMO UX PeIlINMO, Te Ha Kpajy 3aK/bydKe BpaTHUMO Ha-
3aJl y eYKJIU/ICKY paBaH, IIITO je IIpolie/iypa Kojy 0dMIaTo KOPUCTHUMO Yy 3aZariuma.

HcTopujcky, KOHIIENIT SeCKOHaYHe TauKe II0THYe ca Io4yeTKa 17. Beka. IIpBo ce moja-
BHO Ko Kerutepa [45, cTp. 93] xoju 1604. moMube fja mapadosia uMa JIBe KIKe O] KOjUX
je jeqHa 6eCKOHAYHO JlajieKa, a Hajlasu ce y IIpeceKy IIpaBUX IlapajleIHUX ocu. [lesapr
[22] je 1639. y cBOM Aes1y mHcao KaKo ITapasiesHe IIpaBe NMajy 3ajeJHUYKU 3aBpIleTaK Ha
0eCKOHAauYHOj y/1a/beHOCTHU.

2.4 AHa/JIMTHYKA IPOjeKTHBHA paBaH

Hako ce decKOHa4YHa IIpaBa UHTYUTHUBHE IPOjeKTUBHEe paBHU (IIPOIIUpPEHE eyKIIH/I-
cke paBHM) EP? jaB/ba Ha ClleIudrUaH HauKH, HeHa YHYTPallikha IPHUPO/a He PasIuKyje
ce OJ1 OHe K0jy MMajy ocTaJle IpaBe. KOHCTpyKIlHja Te IIpOojeKTUBHE pPaBHU Ha JIpyrauyuju
HauyMH II0Kas3yje /ia ce IIpaBe reOMeTPHjCKHU He pasyinKyjy. OCHOBHA Hjieja KOHCTPYKITHje
je Ia rmocMaTpaMo TPOJHUMEH3UOHU BEKTOPCKU IIPOCTOP, Te /ia TauKe IIPOjeKTUBHE paB-
HU SyZy IIpaBe Koje IIpoJsiase Kpo3 KOOPAWHATHU II0YETaK, a Jla IIpaBe dyAy paBHU Koje
IIpoJiase Kpo3 KOOpAWHATHU Io4yeTak. HajBaXKHUjU cilydaj THUYe ce BEeKTOPCKOT IIPOCTOpa
HaJl II0/beM peasIHUX SpojeBa, ajli KaKo KOHCTPYKIIHja IIpoJiasy 3a IIPOU3BOJBHO I10JbE,
np>xaheMo ce yoIIlITeHe IIpUye.

Heka je F IIpou3BOJbHO I0Jbe. [TocMaTpajmMo F3, cKyI cBUX ypel)eHUX TPOjKH ereMe-
Harta U3 F, Koju UMa CTPYKTypy TPOJUMEH3HUOHOT BEKTOPCKOT IIpocTopa Haz IF. 3a IIpou-
3BOJbHO HEHyJIa X € I3, mpaBy Kpo3 KOOPAMHATHH ITOYeTaK Koja CaJp>KH X OITHCYje CKYII
{Ax : A € F}, 1ITO je BEKTOPCKH ITOTIIPOCTOP Off F3 mumeHsuje jemaH. CACBUM CIHYHO,
3a JIMHeapHO He3aBHCHE X U Yy u3 F3, paBaH Kpo3 KOOPAMHATHU IIOUETaK Koja UX Cap-
KU OITHCYje CKYIT {AX + uy : A, u € F}, a OH je BEKTOPCKH IIOTIIPOCTOP o F3 mumeHsuje
nBa. OBaj ABOAVMEH3HMOHH IIOTIIPOCTOP CafpP KU jelHOJUMEH3HOHE IIOTIIPOCTOPe 08JIU-
Ka Span{Ax+ uy}, rme cy A ¥ y GUKCUpaHU CKaapH, IIpU YeMy pasIMuuT U360p A U | KOjU
Cy Y UCTOM OJTHOCY oApel)yjy HUCTU IIOTIIPOCTOP.

Ctporo ¢popMasIHO OCHOBHE eJleMeHTe IIpOjeKTUBHe paBHU HaJ I10JbeM [F M0>KeMO Jie-
buHMCcaTHU Ha CIelehy HauWH:

7Tr TIpe/ICTaBJ/ba jeIHOJUMEH3HOHE IIOTIIpocTOpe of F3;
Pr IIpeJICTaB/ba ABOAMUMEH3HOHE IIOTIIPOCTOpe of F3;
Nunupennyja UZyV 3Hauu f1a je U € Ty TIOTIIPOCTOP Of V € Pp.

KOHKpEeTHY KOOPJHUHATHY pellpeseHTallHjy BEKTOPCKUX IIOTIIpocTopa of F3 mosujaMmo
Kao KJacy ypeleHHUX TPOjKHM HeHy/Ia BeKTopa u3 F3 Koje ceueMo II0 peJaliiju cpasMep-
HOCTH . Y IUTa®Wy je pesaliyja eKBUBAJIEHIUje , 3a KOjy BaXKU (X1, X2,X3) x (V1,V2,V3)
aKo M caMO aKo II0CTOjU HeHyJla cKasap A € F TtakaB fja jey; = Ax; 3ai € {1,2,3}. CKyIm
CBUX KJlaca eKBUBaJIEHIIHje OBe peJialiije 03Ha4YUMO ca

K:F?’\{O}/o( :FB\{(()?O?O)}/F\{O}

AKO je TIOTIIpocTOp of F3 [uMeHsHje jesiaH, OH je reHeprcaH HEKUM HeHyJla BEKTOPOM
(X1, X2, X3). CKyII Tauaka je Tr = K, @ YKOJIUKO A € Ty UMa BeKTOP IIpeACTaBHUK (X1, X2, X3)
Ka’KeMo Jla TauKa A UMa XOMOleHe KoOOpguHaiue (X1 : Xy : X3).

[oTirpocTop of 3 muMeHsuje ABa je 08IuKa {(X1, X2, X3) € F3 : uixy + UsXy + Usx3 = 0}
3a HEeKH HeHyJla BEKTOP HopMaJe (Ui, Uy, Us) € F3 Koju je jefHO3HAUYaH 70 Ha cpasMep-
HOCT. OBaKo Ce yCIIOCTaBJ/ba dUjeKI[hja u3sMel)y IBOAUMEH3INOHUX U jeTHOTUMEH3UOHUX
BEKTOPCKHUX ITOTIIPocTOpa off F3, mrro Ham oMoryhasa fia ImpaBe Takohje BUIHUMO Kao CKYII
Pr = K, @ YKOJIUKO p € Pr UMa BEKTOP HOpMaJie (Uj, Uy, U3) KaKeMo J1a IIpaBa p UMa Xo-
MoieHe KoopguHaiue [u; : Uy : Us].
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2.4. AHannTV4Ka NpojeKkTnBHa paBaH

CkymoBe 7r = K 1 Pr = K Tpeda CXBaTUTH Kao AUCjYHKTHeE KOIIHje IIpocTopa K. 3a paj
Yy aHaJIUTHUYKOM MO/eJIy IIOIOJHO je YBeCTH O3HaKe 3a BEKTOp IIpe/CTaBHUK eJeMeHTa
us3 K, jep oH ozpelyje leroBe XoMoreHe KoopAuHaTe. BeKTOp IIpeicCTaBHUK TauyKe WU
IpaBe odesiekaBaheMo cTpesunioM usHaz,. Ha npuMep, X o3HadaBa HEKU BEKTOP IIpef-
CTAaBHHK Tauke X, 0K X 03Ha4aBa HEKH BEKTOpP IIpe/ICTaBHUK IIpaBe X. Kako Tauke u
IIpaBe UMajy MHOI'O BeKTOpa IIpe/icTaBHUKA (CBU OHU Cy Mel)yCOGHO CpasMepHH), YKO-
JIUKO je SUTHO KOjU O BbUX CMO QUKCUpaH, TO heMo I1oceSHO HariacuTy. [ToBpaTak
ca BeKTOpa Ha Ta4yKy WJIH IIpaBy MO’KeMO U3BeCTH KoprcTehu yriacre 3arpaje 3a Kjacy
eKBUBaJIeHIIHje, Ha IIPUMep Baku [7] = X, 0JHOCHO [7] = X.

BexTOope MOXXeMO yjeJHO cMaTpaTH ¥ KOJIOHa MaTpUIlaMa, IIITO HaM oMoryhasa /ia He-
Ke 13pase WIM CUCTeMe jeJHaYMHa jeTHOCTaBHO 3alIUIIIeMO Yy MaTPUUYHOM 0&JIUKY. [Ipu
TOM Ha paclrojarawkby IMaMo CTaHAapAHY BeKTOPCKY aaredpy y TpPOZUMEH3HOHOM BeK-
TOPCKOM IIpocTOopy u3 Ceknuje (ckayslapHU, BEKTOPCKHU U MEIIIOBUTHU IIPOU3BOJ).

IIpeocTaje UCIIUTATH peJIaliyjy HHITUIEeHIIHUje Zr. JeTHOZUMEH3HUOHHU IpocTop U € Tr
caJprKaH je y IBOJAUMEH3HOHOM IIpocTopy V € Pr ako je U jesaH of mpasana y V, 1To ce
IelraBa Kaj je U HopMaJiaH Ha BeKTOp HopMaJie of V. Tako je Tauka A = (Xq : X2 : X3) € T
HHIYIEHTHA Cca IIPaBOM p = [Uj : Uy : U3] € Py U IIHIIIEeMO AZpp aKO B CaMO aKo je Xﬁ =0,
IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca UjX1 + U2Xz + UsX3 = 0, OHOCHO ca (?)TZ> = (X)Tﬁ> =0.

OBaKo CMO OITHCAJIH aHAJIATUUYKY MOJeJI IIPOjeKTUBHE paBHU FP? = (g, Pr, Zr), IIITO
I0KasyjeMo IIpOBEpPOM yBeJleHUX akcruoMa. Heka cy A = (a; : a : ag) U B = (by : by : b3)
pasIuUNTe TauKe U3 AKCHOMe El] IIpaBa p = [u; : Uy : U3] UHIU/IEHTHA je U ca A U ca B
aKo H CAMO aK0 BaXKH 4 - ﬁ =0uB- ﬁ = 0, IIITO ce MOJKe MaTPUYHO 3aIlHCcaTH ca

a, ap; das U 0
<b1 b, bg) = (o> '
us
MatpHIia ca JieBe CTpaHe je paHra /iBa jep ce CacTOjH OJf IMHeapHO He3aBUCHUX BeKTOpa
Au KOjU Cy yIHcaHHU y BpcTe. CaMUM THUM, IIPOCTOP pelllemha MaTpU4YHe XOMOIeHe
jeqHaurHe je IIOTIIPOCTOP AUMEHsHje jefjaH, Te II0CTOjU jeJMHCTBeHAa IIpaBa [Uy : Uy : Ug)
ca Tpa>keHUM 0COSHHaMa.

IIpoBepui CMO AKCHOMY @, a caCBUM CJIMYHO, U3 Jya/JHUX CHMeTpHja, IIpoBepa-
BaMO AKCHOMY . IIITo ce TUYe AKCHOMeE @ JIAKO je IIPUMETHUTH Ja Meljy Taykama
(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)m(1:1:1)HemMa TpU KOJIUHeapHe.

OBHMM CMO II0Ka3aJIy /ia CBaKo I10Jke F reHepHIlle jelaH aHaJIUTUYKHU MO/IeJsI IIPOjeK-
TUBHE paBHU FP? = (T, Py, Ir), IIITO HaM oMoryhaBa /ia II0Be>KeMO TeOMETPH]y ca ajire-
SpPOM UM TaKO MHOTe pesysTaTe L08HjeMOo JUPeKTHUM pauyHoM. Hyje Jioliie HalloMeHyTH
Jla TIPeTXOHU PavyH IIPOJIasy U 3a IIPOU3BOJLHO TeJIo F, TaKo IITO IocMarpamo F3 kao
Mozays Hazj F U wmeroBe IIOAMOJYJIE, IIITO heMo pasMaTpaTy KacHUje (BUugeTu TeopeMy

).
Teopema 2.4. AHaautiuuku mogen FP? je lipojeKiiueHa pasam 3a ceaxo tiosve F.

IIpojeKTHBHA paBaH HaJ IoJbeM F je aHaJIUTHYKA IIPOjeKTHBHA paBaH FP?, oK ce y
suTepaTypu cpehe u osHaka PG(2, F). IlpoBepa akcroMa 3a FP? Moyke ce KOHKPeTH30Ba-
TH [0 Kpaja, OfTHOCHO MO>KeMO IIPeIl3HO U3pasHUTH /IBe 0CHOBHE OIlepalilje reHeprcaHe
aKCHoMaMa, OIlepaliyjy cliajama \V ¥ ollepaliijy ceuema A.

Heka cy A = (ay : @y : az) U B = (by : by : b3) pasnuuute Tauke y FP?. Kako cy Tauke
A ¥ B MHITWJIEeHTHe ca IpaBoM p = AVB, To je ? HOpPMAaJIHO U Ha X H Ha ﬁ Te UMa IIpa-
Ball BbUXOBOI BEKTOPCKOT IIPOM3BO/A, IIITO HAC AOBOAHU 10 popmysie AVB = A x ﬁ, IIOK
KOHKpeTaH payyH Jaje

o= |

a, das
b, b3

a, as
b1 b3

a; a
b1 by
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HapaBHO, KaKo Cy TauKe A U B pasjxuure TO Cy X " ﬁ JIMHEeapHO He3aBUCHU, Te IbUX0B
BEKTOPCKU ITPOX3BO/] HUje HyJla BeKTOP ¥ CAaMUM THUM He II0CTOjU MOTYhHOCT Jia To5uje-
Mo HerocTojehy mmpasy [0 : 0 : 0].

CacBUM CJIMYHO, HEKA CY p = [p1 : P2 : P3] U q = [q1 : G2 : 3] pa3siu4uTe IIpaBe y FP2.
Kaxko cy mpaBe p U ¢ UHIIUJIEHTHe ca TAYKOM A = pAg, TO je Z HOpPMaJIHO U Ha ﬁ U Ha 7
Te je pAq = P x (¢, JOK KOHKpeTaH pauyH faje

P2 D3 p1 P3| . |1 Pz>.

=
@2 g3 91 93| |91 92

Jlakite, ¥ CIIajarbe U CeUere ce pean3yjy Kao BeKTOPCKH IMpou3Bo. Kako Taj pesysaraT
YeCcTo KOPUCTUMO Y padyHy, 3antrcahemo ra y Buny ciefehe jeme.

_>
JIlema 2.5. 3a pasauuuinie iauxe A u B'y FP? sasxcu Av§ = A x ﬁ 3a pasauuutte upase p
uqyFP? eaxcu pihg =7 x q.

PasHe aHa/JIUTHUKe IIPOjeKTUBHE paBHU FP? moSujamMo 3aMeHOM KOHKPETHOT I10Jba
yMecTo F. 3a F Mo>keMO y3eTHU 11oJbe C KOMILJIEKCHUX dpojeBa WX Q pariioHaJIHUX Spo-
jeBa M 0SHUTH oAToBapajyhe npojektuBHe paBHHA CP? 1 QP2. MeljyTuM, Hajuenthe 3a F 110-
CTaB/baMoO I10/be R peasHUX dpojeBa, IITO HaC JOBOJU /10 peasiHe ipojeKiliueHe pasHuU
RP? = (Tg, Pr, Iz ). YBOheH-eM KOOPAHHATHOT CUCTEMa, OHOCHO XOMOTeHHX KOOPAHHATA,
§0Jbe MO’KEMO CXBaTUTH paHUje yBeJleHy MHTYUTHUBHY [IPO0jeKTUBHY paBaH EP? (o1aBa-
e 6eCKOHAYHUX TauyaKa U SeCKOHauvHe IIpaBe Ha eYKJIM/CKY paBaH) Ha YUCT ajiredapCcKu
Ha4uH.

Eyximacka paBaH E ce moMohy KoOpAHHATHe pelipeseHTalltje uaeHTHGHKYje ca R2.
HamMme, cCBakoj Tauku U3 E ce IpHAPYXKYyje (X1, Xz) € R?, 0K ce cBaKa IpaBa CacTOjH U3
Tayaka (Xq,X;) € R? Koje 3a7j0B0JbaBajy jefHAUHHY UiX{ + UsXy + Uz = 0. MelhyTum, Tpe-
THpame IIpaBe Kao jeJMHCTBEHOT 06jeKTa, a He Kao CKyIla Tayaka, JJOBOAHU Hac /10 leHe
pelipeseHTallMje IIpeKo IapaMerapa (Ui, Uy, uz). Hamomenumo ga (0,0,1) oBie He mpe[-
cTaBJ/ba IIPaBY jep Taja HaBefeHa jefHauYnHa y1acu 1 = 0.

[TocMarpajMo E Kao paBaH CMEIITeHY Y eyKIU/CKH IIpocTop R3. To Morke SUTH paBaH
IaTa jefHaAUYMHOM X3 = 1, Ile CBaKOj TaUKU eyKJIHNJCKe PaBHHU (X1, Xy) OAroBapa BEKTOP
(x1,X2,1). Heka je (X1, Xy, X3) BeKTOp u3 R3. AK0 My Ioc/Ie/ilba KOMIIOHEHTa HUje jelHaKa
HyJH (X3 # 0) MOXKeMO ra IIOMCTOBETUTH Ca jeJHOOUMEH3UOHUM IIOTIIPOCTOPOM KOjU
je ’bHMe pasallHyT, a OH ceue CMelITeHY eYKJIUCKY paBaH y (X1/X3,X2/X3,1), OGHOCHO Y
Ta4KH (X1/X3,X2/X3) € E.

[IpeocTasy BEKTOPH Cy O8JIMKA (X1,X2,0) € R3. Ako moheMo oj Tauke (p1,p;) € Eu
IIpaTUMO IIpaBy ca npasiieM (ki, ky) ;odujaMo BeKTope 0dJMKa (p1 + tky,p2 + tky,1). OBH
BeKTOPH CpasMepHHU Cy BeKTOpHUMaA (p1/t + kq,p2/t + kz,1/t), IpK yeMy Kaf, t TeXKH Ka
+00 WJIH —o0, HAlll BEKTOP TeXXHU Ka (Kq, Ko, 0). CaMUM TUM, BEKTOPU 08JIMKa (X1, X2, 0) OfI-
roBapajy deCKoOHaUYHUM TauKaMa, WU KOHKpeTHHje, (X1, X2, 0) je SecKoHauHa Tayka Koja
O/iTOBapa IIpaBoj YHjU je mpaBall (Xq, Xz).

JemHauwHa IIpaBe y XOMOIeHUM KOOpAMHAaTaMa I10CTaje Ui X1 + Uy Xy + Usxs = 0. IIpecek
ca eyKJIM/ICKOM paBHHU X3 = 1 /1aje jeqHaUUHY IIpaBe y paBHU U1 X1 + U Xy + Us = 0. JequHU
THUII BEeKTOpa KOMe He 0/iroBapa IIpaBa je OHa ca u; = Uy = 0, us # 0, KaJ jeqHavYMHa I10CJIe
IeJberba Ca Us I1ocTaje x3 = 0. V muTamy je mpaBa ca XOMOreHUM KoopauHaTtaMma [0 : 0 : 1]
KOja caJp>KU CBe 6eCKOHAa4yHe TaukKe, Te je y IUTawky SeCKOHavYHa IIpasa.

XoMoreHe KOOpAMHAaTe Cy OTKpUBeHe KaCHUX [Ba/leceTuX rofguHa 19. Bexa, a 3aHU-
MJBUBO je 7ia je 10 ’bUX He3aBUCHO JIOLIIO YaK YeTUPU MaTeMaTu4dapa. MedujycoBa opy-
rvMHaJHa GopMyJialiyja XOMOTeHUX KOOpAUHAaTa I10jaBUiIa ce v [56], Ie je yBeo Koopau-
HaTHU CUCTEM Y KOjeM je IIO3UIIMja TauKe ofpeheHa I[IeHTPOM Mace (SapUIleHTPOM) CH-
cTeMa KOjH Ce caCToju off TPU TeMeHa Tpoyriia. bodujuje je y [10] mpBU yIIoTpeduo TpUIu-
HeapHe KOOpJAHHAaTe y KOjUMa je II03UIHja TauKe ofpeljeHa peslaTUBHUM OJHOCKMaA pa-
CTOjara OJf TPU CTPaHUIle TPOyIJIa U TaKo AOIIao A0 XOMOreHUX KoopauHara. dojepdax
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je XoMOoTeHe KOOp/IMHAaTe yBeO Y CB0joj KibU3H [31], BeT0oB IIPUCTYII SHO je TeOMEeTPHjCKHU
yMeCTO MeXaHUUKH, IIpU YeMy je Y TpU AUMeH3H]je IIOKPHUOo OHO IITO je MeSHjyc ypaguo
y paBHHU. CBa TpojHIla MaTeMaTH4apa Cy 0 CBOjUX pe3yJITaTa JoIllla CACBMM He3aBUCHO
U CUMYJITAaHO, OGHOCHO 1827. roguHe. HelllTo KacHUje, [IIMKep je A0IIa0 10 XOMOTeHUX
KOOpAWHATA, aJI 3a Pas3jIUuKy Off CBOjUX IIPEeTXOJHUKA OH je ’hHUMa IIPUCTYIINO Ha IOT-
IIyHO HOB HaUMUH paspajuBIIU MeTOL0JI0THjy II0OCMaTpamka IIpaBe Kao eJleMeHTa, a CBOj
KOOpPAUHATHU CUCTEM oI1ucao je y [63].

2.5 KoopaunaTrusanuja npojeKTHBHE PaBHU ®

ITo TeopeMu @ aHaJUTHUYKa paBaH FP? je jefjHa IIpOjeKTHBHA paBaH 3a CBAKO I10Jbe
F. [IpupoAHO ce IOCTaBJ/ba IIUTake 0dpaTa 0BOT TBphemwa. /la Jiv je cBaKa IIPOjeKTHUBHA
paBaH aHaJIUTUYKa? MOJKe JIM ce CBaKa IIPOjeKTUBHA paBaH KOOPAWHATHU30BaTU?

YV IUJby 1a OIIUIIIEMO KOHKPEeTHE IIPOjeKTUBHEe PaBHU U eBeHTYaJIHO OJpearMO KaJ, Cy
HeKe /IBe IIPOjeKTUBHE paBHU U30MOP$HE MOXKEMO Ce IOCTY>KUTH KOOPAUHATU3ALHAjOM.
Kopuctumo ckyn cumoéosia K KOjU je UCTe KapJUHAJIHOCTH Kao CKYIl CBUX TadyakKa ceM
jeqHe Koje cy MHITUIeHTHe HeKoj IIpaBoj, Tako Ja rocraBpaMo 0,1 € Ky3 0 # 1. 3a omnuc
HUCKJbyUYeHe TauKe 4eCTO KOPUCTHUMO allCTPaKTHHU eJIeMeHT oo KOjU He mpuraza K.

[TostasuMo of, ueTBOpoTeMeHUKa OXYI UMjy ersUCTeHIIN]y V IIPpOjeKTUBHO] paBHU ra-
paHTyje AKCoMa @ OCHOBHa HJleja je MMUTAIIHja XOMOTeHIX KOOPAHUHATA Y paBHU FP?
TaKo Jla TeMeHa yOUeHOr YeTBOpOTeMeHUKa dyy 6asHe Tauke: O(0 : 0 : 1), X(0 : 1 : 0),
Y(1:0:0),I(1:1:1). IIpaBy XVY TpeTupaMo Kao SeCKOHA4HY, a pajy JaKIIUX 03HaKa
KOPUCTHUMO [IeXOMOI'eHU30BaHy BapHjaHTy KOOPAMHATA (X1 : Xz : X3) — (X1/X3,X2/X3) 3a
X3 # 0, OMHOCHO (X7 : X2 : 0) — (X1/X2) 3@ X2 # 0.

YBenuMo Tauky | = (OVI)A(XVY) M HeKa je T SHjeKIiyja Koja II0Be3yje TauKe HHITH/eHT-
He 1paBoj OVI, 6e3 Tauke ] (K0Ojy TpeTHUpaMo Kao deCKOHa4vHYy), ca eJleMeHTHMa CKyIa K,
Tako za je 7(0) = 0u 7(I) = 1. Ckyn K omoryhasa /1a ce KoopAguHaTe yBefy V 11eJIOKYITHO]j
paBHH.

Hajmpe KoopauHaTHU3yjeMo caMy IIpaBy OVI Tako IITO TauKaMa P # | mozesbyjeMo Ko-
opauHare (7(P),7(P)). lIpaBa XVY nipeficTaB/ha 6€CKOHAYHY IIPABY, TAKO /ia TaukKe P BaH
e YiHe aQUHY paBaH, Te YKOJHUKO je A = (PVY)A(OVI) u B = (PVX)A(OVI), Tauku P
IozesbyjeMo KoopauHare (7(A), 7(B)), IITO yoIIIIITaBa IIPeTX0AHY KoopArHaTH3anyjy. Ha
0Baj HAYMH CBaKoj ,KOHAYHO]“ TaYKH JIO/eJIMJIN CMO /IBe apHrHe KOOPAHUHAaTe, OFHOCHO
ypeheH map u3 K x K. beckoHauHUM Taukama Q ca mpase XVY 10/es/byjeM0O caMo jeIHY
KoopauHary (q) us K, YKOJIHMKO CMO II0 IIPeTXOAHOM Tadku P = (QVO)A(YVI) momenuiu
kooppuHare (1,q) € K x K. IIpeocTaje deckoHauHa TaykKa Y K0j0j 0e/byjeMo (co) U TUMe
KOMILIETUPaMO KOOPAUHATHU3aIHjy IIP0jeKTUBHE PABHU Y K0j0j pas/IMuUTe TauKe J0dU-
jajy pasjnyuTe KOOpAUHATe.

(0,0

KoopauHaTH3ayjy IIpaBUuX YBOJUMO TaKo Jia CKJIaAHO IIpaTy Beh yBeieHe KOOpAUHa-
Te Tayaka. AKO IIpaBa p HUje UHITUIeHTHA ca Y oHZja UMaMo pA(XVY) = (a) 1 pA(OVY) =
(0,b), Te 1IpaBOj p KOLe/bYjeMO KOOpAUHATeE [a,b]. Y CyIIpOTHOM je IIpaBa p UHIHU/IeHTHA
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ca Y, Te mpaBoj XVY ozesbyjeMo [oo], JOK MHaue uMaMo pA(OVX) = (a,0) 1 1paBoj p Koze-
JbyjeMo [al.

OcHOBHa HJieja je Jja reOMETPHjCKe 0COSHHe IIpeBe/leMO y ajredapcke, a OH/a Aa IIpu-
MeTHMO IIITO BHUIIle ajJreSapCcKUX CTPYKTypa Ha cKymy K. OcoduHe IpojeKTUBHE paBHU
oMmoryhasajy f1a Ha ckyny K yBezieMo orepaliyjy cadupama Ha ciaeiehy HauuH. 3a Tauke
A(a,0) u B(0,b), Tauka P = (AVY)A(BV]) he uMaTu KoopAHUHaTe 06JIMKA (a, C), IIPU YeMy
neduHUIIEMO a + b = c¢. [la)KJbUBUM H3y4yaBambeM OBe e QUHUIIMje Cadupamka MOKEMO
npuMeTUTH fa je 0 € K HeyTpaJ 3a cadupame, Kao U Jla CBaKU esieMeHT U3 K 1iocenyje u
JIEBU U IeCHU UHBEP3 3a cadupambe, IITo heMo foKa3aTu KacHuje y Jlemu 2.8.

Ha ckyny K yBOAMMO U ollepaliyjy MHOXKeHa TaKo II1TO 3a Tayke A(a, 0) ¥ Q(q), Tauka
P = (AVY)A(OVQ) nMa KoopAHHaTe 06JIUKa (a,C), IIpU 4yeMy JepUHUIIIEMO a - ¢ = ¢. Ca-
CBHUM CJIMYHO IIPETXOJHOM, Ta)K/bUBUM II0CMaTparkbeM MOXKEMO IIPUMETHUTH Jia ce MHO-
JKele HYJIOM U MHOJKeHe jeJUHUIIOM IIOHallla Ha yoSHYajeHW HauuH, Kao U [ja CBaKu
ejleMeHT U3 K, ceM HyJIe, II0Ce/yje U JIEBU U [eCHU UHBEP3 38 MHOXKEHe.

V aHaJIUTHYKO] paBHH FP?, cBe IpaBe ce MOTY OIIMCATH Kao CKYIIOBH TayaKa Koje 3a-
I0BOJbABAjy JIMHEapHY jefHauYuHy Y = X - q + ¢. HaykasIocT, cadupame U MHOXeHe Koje
CMO febUHMCATU He MOpa HY>KHO [Jla OIIHIIIe CBe IIpaBe Ha TaKaB HauMWH. 3560T TOTa CKYII
Tayaka IIpaBe OIucyjeMo TepHapHOM omepanyjoM T: K x K x K — K Kojy yBogUMO Ha
cinenehu HaumH. 3a Tauke A(a,0), C(0,¢) u B(b) yBogumo Tauky (AVY)A(CVB) Koja uMa
KoopauHare (a,d), mpu yemy pgepunruiemo I'(a,b, c) = d.

ITpumetrMo fa 3a ¢ = 0 umamo C = O, te je T(a,b,0) = a- b, noxk 3a b = 1 umamo B = ],
Te je T(a,1,c) = a + ¢. 3aTO yBeJleHO cadupame U MHOKeke IIpe/iCTaBJbajy CIIellrjalHe
cIy4yajeBe TepHapHe orepanyje T. [UpeKTHO U3 fepUHUITHje CIeiy 1a je TadyKa (X,Y) UH-
IIU/IeHTHA ca CIIOjHUIIOM [b, c] Tayaka (0, c) u (b) ako 1 caMo ako je y = T(x, b, ¢), Tako fa
BaXkH
T(a,b,c) =d < (a,d)Z[b,c].
OBako reoMeTpHjCcKe 0COSMHE IIpeTBapaMo y anredapcke. Mcrmurajmo T(a, b, ¢) 3a HeKe

nocedHe a,b,c € K. U3 [1]A[b,0] = (1,b) cnegu T(1,b,0) = b. U3 [a]A[1,0] = (a,a) cnegu
T(a,1,0) = a. U3 [0]A]b, c] = (0, ¢) cegu T(0, b, ¢) = c. U3 [a]A[0, c] = (a,c) je T(a,0,c) = c.
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JemvHCTBEHa CeIUINTa U CIIOjHUIlE (Koje HaM oMoryhaBajy AKcruoMe [1] U ) najy
ImonraTHe ajaredapcke ocoduHe 3a a,b,c,d € K. U3 ((a,d)Vv(b))A[0] = (0,y) iMaMoO jeUH-
CTBEHO y TakBo za je T(a,b,y) = d. 3a a # c us [a,b|\[c,d] = (X,y) AMaMO jeJUHCTBe-
HO X 3a Koje je T(x,a,b) = T(x,c,d). KoHauHo, 3a a # ¢ umaMo ((a,b)Vv(c,d))A[0] = (0,y)
U ((a,b)v(c,d))A[oc] = (X), IITO [aje jeAUHCTBEHO (X,Y) TakBo Aa je u T(a,x,y) = b u
T(c,x,y) = d. IlpeTX0gHU pe3yITaTH HaC MOTHUBUIILY /1a YBeZeMo I10jaM (paBaHCKOT) Tep-
HapHOT IIPCTeHa.

Tepnapuu iipcitien (K, T) unnu ckyn K > {0, 1} ca TepHapHoM onepanmjom T: K3 — K
KOja 3a/1oBoJbaBa cieziehe ocoduHe:

(Va € K)T(1,a,0) = T(a,1,0) = a; (2.1)

(Va,c € K)T(0,a,c) = T(a,0,c) = ¢; (2.2)
(Va,b,d € K)(3ly € K)T(a,b,y) = d; (2.3)
(Va,b,c,d € K)(a # ¢) = 3x € K)T(x,a,b) = T(x, c,d); (2.49)
(Va,b,c,d € K)(a # ¢) = (3'(x,y) € K?)(T(a,x,y) = b) A (T(c,x,y) = d). (2.5)

[TpeTx0Ha AUCKYCHja [I0Ka3yje 1a CBaKU UeTBOPOTeMeHUK OXY] y IIp0jeKTUBHO] paB-
HU IIpeKOo KOOp/AMHaTa reHepullle TepHapHU npcTeH (K, T), IIITO MOoKeMO GopMyJIrcaTh
Kao TeopeMy.

Teopema 2.6. Heka je UpojeKiuueHa pagsaH KoopguHaitiuzosaHa ckyuom K. Axo je T gedu-
HucaHo ca T(a,b,c) = d < (a,d)Z[b,c] oHga je (K, T) iuepHapHu UpCilieH.

MehyTuwMm, Ba>K1 ¥ 06paT 0BOT TBphjewa, IIITO HaM oMoryhasa /la U3 TEpHapHOT IIpPCTe-
Ha KOHCTPYUIIIeMO KOHKPeTHY IIpOjeKTUBHY paBaH.

Teopema 2.7. Ceaxu tiepHapHu tipciieH (K, T) leHepuwe tipojekiuugHy pasaH (T,P,Z) Ha
c/negehu HAHUH.

T=J (@byu|J(@u(x)

a,bekK ack
P= | la,bju [ Jla] U]
a,beK ackK
= |J ((aT(ab,c),b,c)u [ J ((ab)la)u | (a)[ab])
a,b,ceK a,beK a,beK
U (@), [ee]) U [ ((00), [a]) U [ ((00), [<])
ack ack ack

Joka3. TIoTpedHO je IPOBEepPUTH Jja 0BAKO AebUHUCHO (7, P,Z) UCIIykhaBa aKCUOME IIPo-
jeKTUBHe paBHU. AKCHOMY 2.1 IIpoBepaBaMo JUCKYCHjOM I10 PasJIMYUTUM TUIIOBHMA Ta-
yaka. AKo cy Tauke (a,b) u (c,d) ca a # ¢, 110 (2.5) mocroju jeqMHCTBEHO (X, y) € K? Tako fa
je T(a,x,y) =buT(c x,y) =d, IITO je eKBUBAaJIEHTHO ca (a,b)Z[x,y] 4 (c,d)Z[x,y], OlSTHOCHO
[X,y] je BUXOBA jeJUHCTBeHa CIIojHULIA. Tauke (a,b) U (a,d) Cy OUUIIEZHO UHITHU/IEHTHE
ca [a], a eBeHTyaJIHA [0/laTHA UHIIU/IEHIIY]ja ca [X,y| 3Hauwiaa édu b = T(a,x,y) = d 1ITo je
HeMoryhe 3a pasinuuTe Tauke. CBaKa IIpaBa MHIIHIeHTHA Ca (C) je WIH [co] WU 06IUKa
[c,d] 3a HeKoO d € K, Tako [ja 3ajefHUUYKA IIpaBa UHIIUJeHTHA ca (a,b) Mopa 8UTH [c, d] rie
je d jeTUHCTBEHO pellee jerHaunHe T(a,c,d) = b us (B). Kako cBaka IIpaBa pasjiiuuTa
0J1 [oo] KOja je MHIIIEHTHA ca (oo) UMa 08JIHK [€] 3a HEKO ¢ € K, TO je jeIUHCTBEHA CIIOjHU-
asa (a,b) u (o) mpasa [a], a 3a (a) ¥ (co) IIpasa [co]. KoHauHo, Tauke (a) ¥ (b) ounrie Ho
HUMajy jeIUHCTBEHY CIIOjHULLY [00].

CIMYHO BPIIMMO IIPOBepy AKCHOMe , IIpU YeMY je T0BOJbHO aHAJIU3UpPaTH CaMo er-
3UCTEHIH]Y, jep he jeIMHCTBEHOCT CeIlUIIITa JOHEeTH AKCHOMa [1] Axo cy 1paBe [a,b] u
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[c,d] ca a # ¢, 110 (@) II0CTOjHU jefUHCTBEHO X € K Tako 1a je T(x,a,b) = T(x,c,d) omakiie
UMaMo jeqUHCTBeHO ceruiuTe (x, T(x,a,b)) = (x,T(x,c,d)). [Ipase [a,b] u [a,d] cy uHIIU-
neHTHe ca (a). Tauka (x,y) MHIIMJEHTHA ca [a,b] u [c] mopa fma ucnynu T(x,a,b) = y u
X = ¢, Te je y IMTa®y jeJUHCTBeHO ceruiiTe (¢, T(c,a,b)). IIpaBe [a, b] ¥ [oo] HHITUZEHTHE
Cy ca (a), IOK Cy IIpase [a] U [co|, OHOCHO [a] U [b], MHITUAEHTHE ca (00).

Tauxke (0,0), (0), (c0), (1,1) oOUMITIEHO YMHE UeTBOPOTEMEHUK, IIITO IIpOBepaBa AKCU-
oMy 2.3 ¥ KOMILJIeTHpa [0Ka3. O

YV TepHapHOM IIpCTeHY SHMHapHe ollepalyje cadupama U MHOXKeHa He Mopajy SUTH
yHa1pez, febpuHUCAHe, aJI1 UX 3aTO MOYKeMO HaKHaJHO yBecTu ca a + b = T(a,1,b) u
a-b=T(a,b,0).Ilox keasuipyitom (S, x) moApasymMeBaMo HellpasaH CKYII S ca SMHapHOM
OIlepalivjoM * TaKo Ja 3a a,b € S jemHa4ynHa a « X = b UMa jeJUHCTBEHO pelllewme X € S
U jeqHa4YUHa y * a4 = b UMa jeJUHCTBEHO pellewe y € S. KBasuUrpyy Koja uma HeyTpaJl
(es1leMeHT e € S ca OCOGMHOM € x X = X x € = X 3@ CBaKO X € S) 30BeMO ueiisba. Moxe ce
II0Kas3aTH Jia ycI0BU feduHUIYje ntoBiiave fa (K, +) 1 (K\ {0}, -) ©Majy CTPyKTypy IeT/be.

Jema 2.8. Axo je (K, T) ituepHapHu tpciueH tnaga cy (K, +) u (K \ {0}, -) uetusve.

JAokas. 3a cBako a € K us (El]) umaMo 0 +a = T(0,1,a) = auna+0 = T(a,1,0) = a,
IIITO 3Ha4Y! /ia je 0 HeyTpaJI 3a cadupame. I1o (@) (xopucrehu ([1])) HUMaMO jeITUHCTBEHO
pellese x jegHauuHe T(a,1,x) = a + x = b. Ilo (2.4) (xopucrehu (El]) U (2.2)) umamo
jeIUMHCTBEHO pelllerse X jenrHaunHe T(x,1,a) = x+a =b = T(x,0,b). OBUM CMO [oKasaIu
naje (K, +) metsba ca HeyTpasom 0.

IIITo ce MHOXKeHa THYe, MOpPaMO HajIIpe II0Ka3aTH 3aTBOPEHOCT oleparyje - y K\ {0}.
Axo ducmo uManu x # 0,y #0u T(x,y,0) = x-y = 0 = T(x,0,0), 10 (@) (jepy # 0) umamo
jeIUHCTBEHO pelllere 3a X, IIITO je KOHTPAaJAUKTOPHO ca TUM Ja X = 0 jecTe OUUIJIEHO
pememe. 3a cBako a € Kus .1) mmamo 1-a = T(1,a,0) = auna-1 = T(a,1,0) = q,
IIITO 3HAYH /A je 1 HeyTpasa 3a MHOXeme. 13 (@) 3a a # 0 jemHauuHe T(a,x,y) = bu
T(0,x,y) = y = 0 UMajy jeJUHCTBEHO 3ajeJTHUUKO pellewne (X,y) = (x,0) 1 3aTo I10CTOjHU
jeqUHCTBeHO pellese x 3a T(a,x,0) = a-x = b Ilo (2.4) 3a a # 0 ©UMaMO jeJUHCTBEHO
pelterse x jeqHaunHe T(x,a,0) = x-a =b = T(x,0,b). OBuM cMo mokasand za je (K\ {0}, -)
IeT/ba ca HeyTpayoMm 1. O

[IpeTxo/iHa J1eMa /laje HeKe 0coduHe CTPYKType (K, +, ) Koja je U3BefieHa U3 TepHap-
Hor npcreHa (K, T), a1y HallOMEHHUMO /1a y OIIIIITEeM CJIy4ajy OH HHje IIPCTeH y TpaJuIiu-
OHAJIHOM aJiredapckoM cMuciy. He Mo)keM0o MHOIO Tora pehu o airedpu y TepHapHOM
IpcreHy. MeljyTuM, Kajja HaMeTHeMO ofipeljeHe reoMeTpHjCKe yCI0Be 3a IIPOjeKTUBHY
paBaH, CTBapH Ce MeW-ajy Ha 50/be U I06HjaMOo JIelle aJredapcKe yCIOBe 3a TePpHAPHU IIp-
cTeH. CBe ce YMHU MHOIO JIeIIlle y CIy4ajy /a fofaTHO Baku T(a,b,c) = a-b + ¢, a 3a
TaKaB TepPHAPHU IIPCTEH Ka’KeMO [1a je AUHeapaH.

HcTopujcky, TepHapHU IIPCTeH je 1943. rofyHe 0TKPUO Xastd [36]. MehyTum, neprHu-
I1{ja KOjy CMO H3JIOKWU/IN HUje OpUTrHHaHa XajioBa, Beh Mmogudukaliija Koja ce BpeMe-
HOM yCTaJIijIa Kao cTaHaapaHa. Moagudurkaiiyje cy Mmoryhe 1y caMoj KOOpJUHaTU3aIIHjH,
Te MaK0 MU KOPUCTUMO XaJIoB MeTO[, II0CTOje U Ipyre MeTo/le, Ha IIpUMep He3HaTHY pa-
3JIUKY UMa HI/IKepT@ [62], moxk je MeTO KOjU Cy HU3JI0KUIU Xjy3 U Ilajiiep [42] spyrauuju.

2.6 KoHauHa nmpojeKTHMBHa paBaH

KoHIIeNT IpojeKTUBHE paBHU 3aCHOBaH Ha yBeJleHe TPU aKCHOMe HHIHJEHITHje je
IIPHIMYHO OIIITH. MTHTYUTUBHY Mozies1 EP? je camo jegHa o MOTyhHOCTH, 0K je IIUTaHe

S1Marshall Hall (1910-1990), aMepHYKHX MaTeMaTHYap
52Giinter Pickert (1917-2015), HeMauKy MaTeMaTH4ap
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KOMIUIeTHe KyacupUKaliyje CBUX MOIYhUX IIPOjeKTUBHUX PaBHU IIPUJINYHO 1aJIEKO O
JBYZICKOT pasyMeBama. [IpojeKTUBHa paBaH He Mopa [ja UMa deCKOHadaH 5poj eJleMeHara,
a IIPUPOJHO Ce II0CTaBJba IIUTaKke KaKo M3IJle/la HajMama Moryha IIpojeKTHUBHA paBaH,
O/THOCHO OHa KOja MMa HajMame TadyakKa.

oC C

A B /A A A

AxcuomMma P.3 rapaHTyje esTUCTeHIUjy Tadyaka A, B, C, D, Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIU-
HeapHe. OHe Cy pa3/IMUUTe jep UHaUe JBe UCTe Ca IIPOU3BOJLHOM TpehoM jecy KoIuHe-
apHe. ITo AxcuoMu CBAaKH IIap TUX Tadaka ofipel)yje jeAMHCTBEHY CIIOjHUILY, IIITO Ie-
HepHUIlle YKYITHO 6 pas/IMuYUTUX IIpaBUX. AKCMOMa 2.2 3aXTeBa /ia CBaKU I1ap pasaInyUuTUX
IIpaBUX UMa jelMHCTBEHO celfuITe. IIocToje TAYHO TPU CEeIUIITa Koja HeLoCTajy U TO
cy E = (AVB)A(CVD), F = (AVC)A(BVD) u G = (AVD)A(BVC), LITO TapaHTyje HOBe TPHU
Tayke E, F u G. [lIoHOBHA IIpUMeHa AKCUOMe 3axTeBa II0CTOjalbe HOBUX IIpaBUX EVF,
EVvG u FVG Koje ce pasjIUKyjy O IIOYETHUX II1eCT, aJId MOI'y SUTHU ucTe MeljycodHo. Kako
CBaKaK0 UMaMo 6ap jelHy HOBY IIpaBy, 6p0j IIpaBUX He MOKe SUTH MawHU Of 7, Kao HU
opoj Tauaka. HajjenHocraBHUje je mtocTaBUTHU E, F U G TaKO Jja dyy KOJIMHeapHe, YuMe
ce KOMILIeTHpa IIpOjeKTUBHA paBaH. OBakBa KOHCTPYKIHMja UMa 7 Tauaka U 7 IIpaBUX, a
jeJHOCTaBHO Ce IIpOBepaBa Ja UCIyHkhaBa CBe TPU aKCHoMe. Tako KOHCTPYHCaHy MUHU-
MaJIHy IIpOjeKTUBHY paBaH HasuBaMo PaH008a paeaH.

daHOOBa paBaH je UMe Joduia II0 ,0Ily KOHaUHe reoMeTpHje“ KOjU je y CBOM pafy
[29] mpBU KOHCTPyHCao KOHAYHU TPOAMMEH3UOHU IIPOjeKTUBHU IIPOCTOp ca 15 Tavaka,
35 mmpaBuX U 15 paBHH, TAaKO [ja CBakKa IIpaBa CcaJp>KU TauHO 3 TauykKe, JOK Cy CBe PaBHU
3anpaBo ®aHOOBe paBHHU ca 7 Ta4yaka.

KonauHa tipojeKinueHa paeaH je IpojeKTUBHA paBaH (7, P,Z) 3a KOjy Cy CKYIIOBHA T
U P KOHayHU. Hajirakiire je 1odujaMo Kao ClleliyjaaaH caydaj aHaJIuTHUYKe IIPOjeKTUBHE
paBHH FP? Kaj 1o/be F 3aMeHHMMO HeKMM KOHauHHMM I10JbeM. HajjefHoCcTaBHHj! IIpruMe-
PHU KOHaYHUX I10/ba Cy IIPOCTa I10/ba (MMHUMAJIHA II0TIIO/ba KOja caiprKe jeIUHULLY). 3a
CBaKH! IPOCT 5P0j p ©MaMO CKYII ITeJIUX SpojeBa I10 MOAYJY P,

Zpy="1[pz ={0,1,....p -1},

I7le CBaKHU ejleMeHT a # 0 3axBaJbyjyhu Majioj PepMaoBoj TeopeMHU UMa MYJITUILIMKaTUB-
HU WHBeP3 aP~2, Te je Zp 10/pe. MUHUMAJIHO I10Jbe Z; BMa caMo JBa eseMeHTa (0 1 1), a
EbEMY O/ITOBapa aHAJHUTHYKA IIPOjeKTHBHA paBaH Z,P?.
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AKO ITa’K/bUBO HAIIPTAMO CJIHKY, JJaKO MO’KEMO IIPEIIO3HATH Jia je Z,P? yIpaBo IIpeT-
XoHO MTeduHHcaHa PaHOooBa paBaH. CBaka IpaBa PaHOOBE paBHU Ca/Ip>KU Ta4HO TPU
TayKe, a MO>KeMO I10Ka3aTH [Ia je TO MUHUMaJIaH 6p0j TadaKa Ha IIpaB0j y CBaKoj IIPOjeK-
TUBHOj PaBHU.

Jema 2.9. Cgeaka tipasa UpojeKiliugHe pasHU UHYUGEHIUHA je ca dbap tupu maukxe.

/Jlokas. Heka je p € P nIpou3BoJ/bHAa IIpaBa Koja je UHIU/IEHTHa Ca HajBUIIIe [iBe TauKe.
AxcroMa @ yTBphyje IIocTojarbe YeTUPHU TauyKe Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe.
Heka je A Tauka Koja HUje UHIIHIeHTHa ca p (II0CToje dap ABe TaKBe TauykKe), a HeKa Cy B,
C u D nipeocrase. [IpaBe AVB, AvVC u AVD WHITUJIeHTHe Cy ca A, Mel)yCOSHO Cy pasinuyuuTe
U passuuuTe of p. 360r Tora cy ceruiuTa pA(AVB), pA(AVC) u pA(AVD) TpHU pasiuyuTe
TauKe MHITUJIEHTHE Ca IIPaBOM p, IIITO je KOHTPaAUKIIHja. O

[IpuHIUI gyaaHocTy U3 Teopeme oMmoryhaBa [la 6e3 jloKasa II0CTaBUMO HOBY Te-
opeMy Koja je AyasiHa HeKOj Beh moKasaHO] TeopeMH. /[[MpeKTHa IIpuMeHa Ha Jlemy @
IOHOCHU HaM H»-€H JiyaJl.

Jema 2.10. Ceaxa iia4ka UpojeKiliugHe pasHU UHUUGEHITHA je ca dap tupu upase.

YV ®aHO00BOj paBHY, CBaKa IIpaBa UHIIU/IeHTHA je ca Ta4YHO TPHU TauykKe, a CBaKa TaykKa
UHIHW/IEHTHA je ca TaYHO TpH pase. [lojaB/bBamke UCTUX SpojeBa HUje CIIy4YajHO, 0 UeEMY
TOBOPU HapeHa jeMa.

Jema 2.11. 3a KoOHa4Hy UpojeKiliusHy pasaH UoCoju KOHCIuaHitia k, akea ga je ceaxka
lpasa UHYuUgeHiiHa ca WavHo k wavaxka, gok je ceaka Wavka UHUUGEHIHA ca Wa1Ho k
upasux.

Jokas. Heka je p mpaBa Koja je HHIIUIeHTHA ca Ta4yHO k Tauaka. Heka je g # p IIpOU3BOJb-
Ha I1paBa u A = pAq. Ilo JleMu II0CTOjU IIpaBa rZA pasjuuuTa Of p U ¢, AOK I10 JleMu

II0CTOjU TayKa SZr pasjnyuTa of A. CBaka Tauka X MHITH/IEeHTHA Ca p TeHepHUIlle Tau-
Ky (XVS)Aq MHIIUIEHTHY ca IIPaBOM (. AKO 3a HeKe Tauke X U Y HHITU/IEHTHE Ca p BaXKu
(XVS)Aq = (YVS)Aq, 6umto du XVS = YVS (= ((XVS)AqQ)VS) u opatiie X = Y. PasinyuTe Tau-
Ke Ca p TeHepHIlly pasJIMyuTe TadyKe ca ¢, Kao ¥ 06paTHO, Te je U IIpaBa g MHIIH/eHTHa ca
Ta4yHO Kk Tauaka.

s

A fX \Y p

Heka je S mpousBoJ/bHa Tauka. Kako cBe IIpaBe HUCY KOHKYPEHTHe (jep AyaHo, CBe
TayKe 10 AKCMOMU 2.3 HUCY KOJIMHeapHe), TO II0CTOjU IIpaBa p Koja HYje UHITUeHTHA ca
S. CBaka Tauka X MHITUJIeHTHaA Ca p TeHepHuIlle IIpaBy XVS, aJikd ¥ 06paTHO, jep CBakKa IIpaBa
UHITMJeHTHA ca S Mopa /ia ©UMa celuIlTe ca p. OfgaBze cIeH 1a aKo je p MHITU/IEHTHA ca
Ta4yHO K Tayaka, TO je S MHIIHU/IeHTHA Ca TaYHO K IIpaBUX. O

[IpeTxo/Ha jleMa IIOMa’ke /ia JIaKO M3padyyHaMo Spoj ejleMeHaTa KOHAYHUX CKyII0Ba
T 1 P. Peg KOHa4He lipojeKiiueHe pagHu je 5poj 3a jeflaH MamH 0ff 6poja TayaKa UHITU-
IeHTHUX ca CBAKOM IIpaBOM, OJJHOCHO TO je &poj r = k — 1 1zie je k dpoj us Jieme . Axo
je r pes KOHauUHe IIPOjeKTUBHE paBHU, OH/A je 6p0j TauaKa Ha CBAKOj IIpaBoj r + 1, 11ITo je
U 6poj IIpaBUX KpPO3 CBaKy Tauky. CBaka of; r + 1 IIpaBUX Koje IIpoJia3e Kpo3 IIPOU3BOJbHY
TauKy Ca[P KU JOAATHUX I TadaKa. CBe OBe TauKe Cy pa3/IMunTe, HHa4Ue dU HeKe Off TUX
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IIpaBUX IIOpe] ITI0YeTHe TauKe UMaJle jOII jelHO CeIUIIITe, TAKO Jja YKYIIaH 6poj TadyaKa
U3HOCH (1 + 1)r 4 1, ogHOCHO 12 + 1 + 1.

Jlema 2.12. KoHauHa UpojeKiliueHa pasaq pega r cagpxicu r> +r + 1 imauaka u r> +r + 1
upasux.

PasMOTpHUMO ITIOHOBO KOHAaYHa I10/ba UJIA TaoaoBabd mospa xaxo ce jorr HasuBajy. bpoj
eJleMeHaTa KOHAYHOT I10/ba 30BEMO peg 110./6a, a Zy 3a IIPOCTO p je IPHUMep I10/ba pejia p.
Heka je F, KOHAUHO I10/b€ pefa r, a F,P? ogrosapajyha aHaJMTHYKA [IPOjeKTUBHA PaBaH
us Teopeme @ Bpoj Tauaka Te paBHH u3HOCcH (13 —1)/(r — 1) = r? + r + 1, mro ce Mo-
JKe OITPaBIAaTH THMe Jla UMa > Kjlaca eKBUBAJIEHIIHje Ca BEKTOPHMa IIpeCTaBHUIIMMA
(x,y,1) 3a Ipou3BOJEHO X,y € [y, 3aTHUM r KJIaca ca IpeacTaBHHIIEMA (X, 1,0) 3a IIpou-
3BOJBHO X € [y, Kao U jelHy KJIacCy ca IipeficTaBHUKOM (1,0, 0). /lakiie, pef aHaIUTUUKe
IIPOjeKTHBHE PaBHU jeIHAK je pesly KOHAa4YHOT I10/ba Of] KOjer paBaH IIOTHYe.

KoHauHO 110Jb€ pefia r IIOCTOjU aKO U CaMO aKO MY je pef CTeIleH IIPOCTOoT dpoja, Of-
HOCHO aKo je r = pX sa mpoct &poj p u mpupogan &poj k. JlofaTHO, cBa KOHAYHa I10Jba
maTor pefia cy MeljycoSHO n3oMopdHa, TaKo /ia Ce 3a IoJbe pefia ' = pX MOTy KOpUCTUTH
HeIBOCMUCIIeHe 03HaKe Fy v GF(r). 3a CBaKH CTeIIeH IIPOCTOr Spoja r = pX mocToju f(x),
HUpeyIIUOHUIHHU II0JIMHOM CTelleHa K, IIpU 4eMy I10Jb€ pefia ' 40S1jaMo ceuereM IIPCTeHa
Zp[X] CBHX IIOJITMHOMA HaJ, Zp 10 UJealy TeHepHUCaHuM ca f(X), OGHOCHO F = Zy[x]/f(X) je
oJbe peza pk.

Ha mpupoiHO nuTame KOju Cy MOTyhH peZjoBU 3a KOHa4YHe IIPOjeKTUBHE PaBHU IIpU-
JIMYHO je TEeIlIKO JaTH IIpel3aH oArosop. OHO IIITO 3a caZja 3HaMo je /ia peJi KOHauHe IIpo-
jeKTHBHE paBHU MOKe SUTH CBaKH CTeIleH IIPOCTOr &poja r = pX. Kako moCToju KOHAYHO
I10/b€ pejia I, aHaJIMTUYKa paBaH Koja My o/iroBapa je Takohe peza r. MehjyTuM, Hako He
IIOCTOjH KOHAYHO IT0Jb€ pefla KOje HHje CTeIleH IIPOCTOT dpoja TO He Mopa Ja 3Ha4Hu Ja
He II0CTOjU KOHAYHa IIpOjeKTUBHA paBaH TOT pefa, jep II0CTOoje IIPojeKTUBHE paBHU Koje
HICY UH/IYKOBaHe I10JbeM, OJHOCHO HHUCY CBe IIPOjeKTUBHe paBHU aHaJIUTU4Ke. Ca py-
re CTpaHe, 0 caZja HUje II03HaTa HUjeJHa IIPOjeKTUBHA PaBaH Koja 3a peJ; HeMa CTelleH
IIPOCTOT §pO0ja, IIITO je PasJIoT [a Ce Bepyje [1a Cy TO jelTUHU N03BOJbEHU PeIOBU.

2.7 JIaTHMHCKH KBaJIpaTH &

KoHauyHe 11pojeKTHBHe paBHU MOTY Ce II0Be3aTH Cca JIJATUHCKUM KBaZipaTUMa, a 3a Je-
Ta/bHY aHaJ/IM3y JIATUHCKHUX KBaJpara II03MBaMO UMTaolla Jia IIpOYUTa HeKe KibUre U3
KOMOUHATOPUKE IIOIYyT OHE KOje Cy Halucaau BaH JIMHT2A 1 Briconts [48].

ITox keagpaimiom pepa n, mogpasyMeBaMo IpecaruKaBame L: Vx K — S, OlTHOCHO ype-
heny uetBOpKY (V,K,S; L), e cy V, K 1 S KOHaUYHU CKYIIOBH OJf n ejleMeHaTa. EleMeHTH
ckyna V cy epciuie, eleMeHTH CKyIla K Cy KO/10He, a eJIeMeHTH CKyIIa S Cy Cumo0.1u KBa-
npara. KaxeMo 71a je KBaZjpaT 1ailtuHCKU YKOJIVKO jefHa4ynHa L(i,j) = X ©UMa jeJUHCTBe-
HO pelllewe j € K3acBako i € V, x € S, Kao U jeUHCTBEHO pelllewe i € V 3a cBakKo j € K,
xeS.

ITojam J1TaTUHCKOT KBapaTa [I0THUYe Off OjJIepaE KOjH je 3a CUM0JIe U3 CKyIla S KOpH-
CTHO JIATUHCKA CJI0Ba, Te 0TyZAa U UMe. JIJAaTUHCKH KBaJpaT ce yodHuUajeHo 3allKCcyje Kao
KBa/ipaTHa MaTpulla YMju yjas y BPCTU [ U KOJIOHU j oATOBapa cuMdouy L(i,j), IpH de-
My MMa OCOSHHY Jla Ce CBAKU CUMOOJI I10jaBJ/byje TaYHO jeTHOM y CBaKOj BPCTU U CBaKOj
KOJIOHM.

S3Evariste Galois (1811-1832), ppaHITycK: MaTeMaTHIap

4Jacobus Hendricus van Lint (1932-2004), X0JIaHICKHA MaTeMaTH4ap
SRichard Michael Wilson (1945), aMepHUKy MaTeMaTHdap
$Leonhard Euler (1707-1783), IBajjapcKy MaTeMaTH4ap U QH3HIap
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A|/B|C|D|E
B|D /A E|C
C/E|D|B|A
DA E|C|B
E|C|B|A|D

[IpuMep JIaTUHCKOT KBa/ipaTa pefia 5 ©UMaMo Ha CJIMIU rope, a Bpeqy HallOMEHYTH Jia
Cy HIOIIyJIapHU IIPUMepPHU KJIaCU4YHe CYLO0KY 3arOHeTKe Koje Cy JIJaTUHCKU KBaJpaTH peja
9. YecTo ce CBY CKYIIOBU ITIOUCTOBETE, OMHOCHO ITIocTaBu ce V=K=8=S§,={1,2,...,n},
IIPX YeMy JIaATUHCKH KBaJpaT I10CTaje KBasUrpyIa S, ca SUHapHOM OIIepaliidjoM o, ITie je
Xxoy = L(x,y). CireriiijaHo, JIAaTUHCKe KBaJipaTe M0>KeMO TOSUTHU Kao Tadesly HeKe IpyIIe.

3amBakBagparal;: VXK —SuLy: Vx K — TcaHuCTUM CKyIIOBUMa BPCTa U KOJIOHA,
Ka’KeMo J1a Cy OpilolOHAAHA YKOJIUKO 3a CBaKU ypeleH 11ap (s, t) € S x T II0CTOjU jeJUH-
CTBEHO (X,y) € V x K Tako fa je L1(x,y) = S 1 Ly(x,y) = t. OpTOTOHa/JIHOCT Ba KBajpara
MOJXKe Ce IIpeAcTaBUTH jeqHaurHOM S X T = {(L1(x,y),L2(X,y)) : (x,y) € V x K}, anu je
TO Hajd0Jbe WIYCTPOBaTH Ha IIpuMepy. [locMaTpajMo [Ba JlaTUHCKa KBajipaTa peza 4 1
IIPEKJIOIIMMO UX jeZjlaH IIPeKo APYTor, Ha ciaefehu HauuH.

A|K[Q|] NI AN [KOQO [ J#
K[ATJ1Q]  [O]s|a[0]  [KS[A&[]4 [QU
Q|J |A|K & 0|0 N Q& | JO | AV | K&
JIQ|K|A MIEIEIES JO | Qb | K& | AG

HoBu KBajipaT 06HjeH CYIIepIIO3UIINjOM MMa CBe pasInuuTe CUMS0JIe, OJHOCHO ypelje-
He IIapOBe OPUTMHaJIHUX CHUMG0JIa, IIITO 3HaYH /la Cy II0YeTHa /iBa JIaTUHCKA KBajparTa
opToroHasiHa. KBajipaT 106HjeH CyIlepIIO3UIlMjOM [iBa OPTOrOHAaIHa JIaTUHCKa KBazpa-
Ta 30BEMO IPUKO-1ATUUHCKU Keagpail, a TepMUH Takohje moThye of Ojyiepa KojH je 3a
CrMbo0JIe U3 S KOPUCTHO JIaTUHCKA, [TOK je 3a cuM&0JIe U3 T KOPUCTHO I'pUKa c1oBa. Ojiep
je OpUTrMHAaIHO 06jaBHO JiBa pajia Ha TeMY I'PUKO-JIaTUHCKUX KBajpaTa. Y CBOM KpaTKOM
pamy us 1776. roguHe [26] OH je 1IocMaTpao MarvuyHe KBajpaTe KOjU CYy Y SJIMCKOj Be3u
Ca rpUYKO-JIAaTUHCKUM KBaJ[paTUMa, /10K je y APYroM, IIPU/IMYHO OIIIMPHOM pajay us 1779.
roguHe [27], ©3ydaBao ersucTeHINjy IPUKO-JIaTUHCKUX KBaJ[paTa.

[TocTaB/ba Ce IPHUPOJHO IIUTAKE O TOMe KOJIMKO JIATUHCKHUX KBaJ[paTa KOHKPETHOT
pejla Mo>KeMO HallpaBUTHU TAKoO /ia Cy CBaKa JiBa Mel)ycodHO opToroHasnHa. Ha mpumep, 3a
pez n = 4 Mo)keMo ITohH oJf TaTUHCKOT KBazipaTa Koju popmupa KitajHoBa rpytma Z; x Zs,
a OHJla IlepMyTaljaMa BPCTH JOSHUTH jOIII 1Ba JIAaTUHCKA KBajpara.

11234 11234 11234
211143 314|112 41321
314|112 41321 211143
413121 211143 314|112

JeTHOCTaBHOM ITPOBEPOM MO’KEMO YCTAHOBUTH JIa CMO OBAKO JIOSHJIM TPU MelyCcoSHO
OpTOTOHAJIHA JIATUHCKA KBajipaTa pefia 4, a UCIOCTaB/ba Ce []a je Y IUTAy TeOPeTCKHU
MAaKCHUMYM.

Jema 2.13. He tiocitioju euwe og n — 1 mehycodHO opitiolIOHA/THUX AATHUHCKUX K8agpaiia
pegan.

Jokas. Heka cy Lq,...,L, MeljyCO6HO OPTOTOHAJ/IHU JIATUHCKHU KBaJipaTH peaa n. Kako cy
KBa/IpaTH JIAaTUHCKHU TO 3a CBAKO [ € S, IIOCTOjU S; € Sy Tako fa Baxku L;(1,s;) = Li(2,1)
(pa3sHOJIMKOCT IIPBe BPCTe), IIPU yeMy je S; # 1 (pasHOJIUKOCT IIpBe KOJIOHe). Y cIy4ajy
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2.7. JlaTHCKM KBagpaTn &

fajes; = s; = s émimo &u (Li(2,1),Li(2,1)) = (Li(1,s;),L;(1,s)), Te 360r (2,1) # (1,s), KBa-
AipaTH L; 1 Lj HUCY OPTOTOHAIHHU. /laKJIe, 3a | # j BAXKHU S; # Sj, IIPH UEMY je §; # 1, IITO
IIPOTHBPEYH Z[HpHXJIeOBOM@ IIPUHITUILY. O

TeopeTckHd MaKCMMYM Ce IOCTIDKE Y CIy4ajy KOHA4YHOr I1o/ba F pefa n, rae 3a CBako
a € F\ {0} Mo)xeM0 KOHCTPYHCATH Lq(X,Y) = ax +y. OBaKo HallpaB/beHU KBagpaTH (n — 1
B UX) Cy JIJATUHCKY jep Taga UMaMo Lq(X1,y) = axy +y # axz +y = Lq(X2,y) 32 X1 # Xo, Ko
ULya(X,y1) = ax +y1 # ax +y2 = La(X,y2) 3a Y1 # y2. J0AATHO, YKOJIHUKO IIPETIIOCTaBUMO
(Lay (X1,¥1); La, (X1,Y1)) = (Lay (X2,¥2), La, (X2,Y2)), TO BOSHjaMO Ay (X1 — X2) + (V1 —Y2) =0 |
Az (X1 — X2) + (y1 —y2) = 0, Te oTyAa (a1 — az)(X1 — Xz) = 0, INTO Jiaje X1 = Xz K Y1 = Y. Tako
je (x1,y1) = (X2,y2), IIITO 3HAYH Jia CY HAIIIM KBaJpaTU Mel)yCOSHO OpTOTOHAJIHH.

3a cucteM of n — 1 MeljycodHO OpPTOrOHa/IHUX JIATUHCKUX KBaZ[paTa pejia n KakeMo
71a je KomilaeimaH, 0K ’bbUX0BOM CYIIepPIIO3UIIUjOM J0SoHUjaMOo KBaZpaT KOju 30BEMO XU-
llep-IpuKo-1aiiuHCKU Keagpaiu. MehjyTuM, Kperupame MeljyCodHO OPpTOroHaJTHUX JIa-
TUHCKHUX KBa/ipaTa He MO>Ke HhU IIpOU3B0OJbHO. Ha mpuMep, 3a JIAaTUHCKU KBa/ipaT

W DN
=N W

DO | = W

B W N =

He II0CTOjU JIATUHCKU KBaJIpaT pefa 4 KOjH je ca UM OPTOrOHAJIaH.
Hexkazia je IIOrofHO yBeCTH [jBa HOBa KBajipaTa pefa nca L, (x,y) = xu L_(x,y) =,
IIITO Cy y CJIy4ajy pefia n = 4 HapeHU KBaJpaTH.

1111 1[2]3]4
212712713 1234
L+_3333 L—_1234
41444 1234

OBH [j0[jlaTHU KBaZipaTy HaM oMoryhaBajy /ia IpoBepaBaMo CaM0 OPTOIOHAJIHOCT jep OpU-
TMHAaJIHU KBaJipaTH Cy JIATUHCKU aKO ¥ caMO aK0 Cy OpTOTOHaJHU M Ha L, uHa L_.

JIaTUHCKe KBajipaTe MO>KeMO IeOMeTPHjCKU I10Be3aTU ca KOHAYHUM IIPOjeKTUBHUM
paBHHMa Ha ciefehy HauuH. Heka je (7,P,7) KOHa4yHa IIpOjeKTUBHA paBaH peza r. He-
Ka je u € P IpoX3BOJbHA IIpaBa, a Cy, Cy, ..., Cr CBe TauKe UHIIUJeHTHe ca BoM. IlocToju
r IIpaBUX UHITWIEHTHUX ca C; pasyiMuuTUX Of U, ¥ HyMepHuIleMmo ux ca p(i,1), p(i, 2),...,
p(i,r), Tako ma je fi(p(i,j)) = j. 3a Mpou3BOJ/bHY TaukKy TZu mmocMaTpaMmo ca HOM HHITU-
neHTHe npase: TVCy, TVCy,..., TVCy, Te HeKa je fo(TVvCy) = x u fi(TvCy) = y. 3a CBaKo
k € {2,3,...,r} mocrtaB/baMo Li(x,y) = fx(TVCy) 1 IIocMaTpaMoO 0COSHHE 0BAKO JieGUHU-
CaHOr IIpecyiuKkaBama Ly: Sy x §p — Sp.

Co C C, ... Cr .. Cr u

Axoje Li(x1.y) = Li(X2,y), Tana cy Tauxe p(0,x1)Ap(L,y) 1 p(0,X2)Ap(1,y) HHIJIeHTHe
catpaBoM p(k,Li(x1,y)) = p(k, Li(X2,y)), Kao ¥ ca tpaBoM p(1,y), TaKo fja I10 AKCHOMH

>’Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), HeMauKu MaTeMaTHUap
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

UMaMo X1 = Xp. CaCBUM CJIMYHO, aKo je Li(X,y1) = Li(X,y2), Taga cy Tauke p(0,x)Ap(1,y1)
U p(0,x)Ap(1,y,) UHITUAEHTHe ca IIpaBoM p(Kk, Lx(x,y1)) = p(K, Lx(X,y2)), Kao ¥ ca IIpaBOM
p(0, x), omakJie UMaMo y; = Y. 360T Tora je L, JIaTUHCKU KBa/ipart.

Axo je (Lj(x1,y1), L(x1.y1)) = (Lj(x2,Y2). Li(X2,y2)), Taja cy 1 Tauxa p(0,x;)Ap(1,y1)
U Tauka p(0, xz)/\p( ,y2) MHITU/IEHTHE ca IpaBoM p(j, Lj(x1,y1)) = p(j, Lj(X2,y2)), Kao u ca
paBoM p(j, Li(X1,y1)) = p(, Lk(x2,y2)), anu Kako je u = C;VCy, TO MOPA SUTH X| = Xz U
Y1 =Y. OBHM CMoO /foKa3as jia ¢y L; u Ly Melyyco6HO OpTOrOHAIHU JIATHHCKU KBaZIpaTH
3a pasiauuure j, k € {2,3,...,1}.

Jlakiie, er3sUCTeHIHja KOHaUHe IIPOjeKTUBHE PaBHU pejia I' I0BJIaYy er3SUCTeHIHjy r—1
Mel)yCO6GHO OpPTOrOHaJIHUX JIJATUHCKUX KBazpara peza r. OBaj pesysaTaT Hac HaBOLU A
II0Be’KeMO JIaATUHCKe KBaJipaTe ca KOOPAUHATHU3all1joM, OZHOCHO TepHAPHUM IIPCTEHOM.
HapenHa jiema Masio yrpoithaBa febHUHUIIN]Y TEPHAPHOT IIPCTEHA Y C/Iy4yajy KOHa4YHe
IIPOjeKTUBHE PaBHU.

JIema 2.14. Ycaos (@) u3 gegpuHuyuje twepHapHol tipciieHa (K, T) je cysuwaH 3a KOHAHHO
K.

/Jloxas. YciioB (@) U3 neduHUIMje KayKke 1a 3a a,b, ¢, d € K ca a # ¢ II0CTOjU je TUHCTBEHO
(x,y) € K? tako ga je T(a,x y) =bmu T(c x ,y) = d. Vkosuko (x,y) — (b, d) HUje dHjeKiiyja
Ha K? umasu ducmo T(a,x,y) = T(a yu T(c,x,y) = T(c,x',y') 3a Heke (x,y) # (X,y')
IIITO 3a X = X' IPOTUBPEUYU YCIOBY (@) a 3a X # X' mpoTUBpeuu ycaoBy (2.4). O

Kopuctehu Be3y usMel)y opToroHaJIHHUX JIATUHCKHUX KBa/ipaTa U TepHAPHOT IIpCTeHa
y MOTYhHOCTH CMO J1a Jo0KaKeMo TeopeMy Kojy je 1938. moctaBuo boycRe y [8].

Teopema 2.15 (boyc). IIpojexitiusHa pagaH pega r GOCioju aKo U Camo axko uocitioju Kom-
usettiaH cucitiem melycodHO OpOIOHA/THUX NATUUHCKUX Keagpailia pegar.

JAoka3s. Axo 1ioctoju TepHapHu npcreH (K, T) 3a K = {0,1,. -1}, MOKeMO KOHCprH-
caTH OpTOTOHaJIHe JIJaTUHCKe KBajparte ca Ly(i,j) = T(k,i ]) 3a k #0.3aT(k T(k,i,y)
o (2.3) ciequ x = y ofakje Cy CUMOOJIU Y KOJIOHAMa pasjindyuTu. 13 (@) cemy na je
k = 0 pemiewe jeguauuHe T(k, x,j) = T(k,y,]), Te LPYIO pellerne 360T (@) IIOBJIAYU X =Y,
OJlaKJie Cy CUMOOJIM y BpCcTaMa pasIu4yUTH, Te Cy CBHU KOHCTPYHCAHU KBaApaTH JIaTHUH-
cku. Ako T(x,a,b) = T(x, c,d) ©Ma [iBa pelllermna OH/ia U3 (@) CIeh a = C, a 3aTUM U3 (@)
nodujamo u b = d, ofHOCHO (a, b) = (c, d), Te Cy HalllM KBaJIpaTH OPTOrOHAJIHU. /laKJle, aKO
II0CTOjU IIPOjeKTUBHA paBaH peja r, 110 Teopemu 2.6 mocToju TepHapHU 11pcTeH (K, T) pe-
Iia r, 1 ofatie KOMIIETaH CUCTeM Mel)yCOSHO OpTOTOHAJIHUX JIATUHCKUX KBaJpaTa peja
r. HartoMeHUMO [1a je 0BO CaMO APyradyuju foKa3 TBphema Koje CMO IIPEeTXO0JHO ITI0Ka3alIn
reOMeTpPHjCKHU.

PasmoTpumo odpart. IIpeTriocTaBUMO ja ©UMaMO KOMILJIeTaH CUCTeM MeljycoSHO opTo-
TOHaJIHUX JIATUHCKUX KBajparTa peza r. IlepMyTaliyja CiMo0J1a ¥ IAaTUHCKOM KBajpaTy
octaBuhe KBaJpaT JaTUHCKUM, a OUUIJIETHO He yTHUYe HU Ha OPTOTOHAJJIHOCT, TAKO /1a MO-
’KEMO KOPUCTUTH TaKO3BaHy HOPMAAHY hopmy Y K0joj CBU KBaJpaTH UMajy UleHTHUY-
HY IIPBY BPCTY KOjy UrHe peioM 6pojeBu 0,1, ... r—1.IlepmyTaniyja BpCTH, UCTOBPEMEHO
Ha CBUM KBaj/IipaTuUMa, TaKolje He yTHUYe Ha OPTOrOHAJIHOCT, TAKO JJa UX MOKeMO JioTepa-
TH JjJa IPBU O[] BbUX MMa IIPBY KOJIOHY KOjy Takohe yuHe pexom dpojeBu 0,1,....r — 1.
OcraJsie KBazjpaTe M0>KeMO HyMepHCaTH TaKo Jla UM je peJHU dp0j jeflHAK eJeMeHTy Ha
nosunyju (1, 0). /lakiie, II0UeTHHU YCJIOB je eKBUBaJIeHTaH er3UCTeHIINjU KOMILIETHOT CH-
creMa Lqi,Lj,...,L,_1: K x K — K MeljycodHO OpTOTOHaJIHUX JIATUHCKUX KBajipaTa pefa
r,raeje K = {0,1,2,...,r — 1}, mpu uemy je Lq(0,j) = j, L1(j,0) = j 1 Lq(1,0) = a 3a cBaKo
jeKuaeK)\{0}. ZLOKa)KI/IMO [la TepHAPHU IIPCTEH JIaKo fodujamo ca T(a, b, c) = Lq(b, )
3a a # 0ysHeonxonHo T(0, b, ¢) = c. YeioBu (ﬁ) u (@) OYUIJIEHO BaXKe TUPEKTHOM IIPO-
BepoM. YCiI0B (.) BakU jep Kako je L, JIaTUHCKU TO jeqHauuHa T(a,b,y) = Lq(b,y) = d

8Raj Chandra Bose (1901-1987), HHIHjCKH MaTeMaTH4ap
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2.8. ErsucreHuymja KOHauYHNX PaBHU &

UMa jeJUHCTBEHO pelllese Y. YCI0B (@) Ba’KH jep OPTOTOHAJIHOCT KBajpaTa rapaHryje
na jeqHauvHa Ly(a,b) = T(x,a,b) = T(x,c,d) = Lx(c,d) “Ma jeJTUHCTBEHO pelllene X. Ka-
KO je K KOHauaH cKyIl, (2.5) He MopaMo IIpoBepaBaTu 360r Jleme , Te je (K, T) 3aucra
TepHapHU IIpcTeH. KoHauHo, I10 TeopeMHE, TepHapHU IPCTEH reHepHUIlle IIP0jeKTUBHY
paBaH HUCTOT peaa. O

HajMamU 5poj Koju HHje CTeIleH IIPOCTOT 5poja je r = 6, Tako fa 1o TeopeMu .15 muTa-
e er3sUCTeHIIYje KOHauYHe IIP0jeKTUBHE PaBHU pejia 6 je eKBUBaJIeHTHO eTr3UCTeHITUjU 5
MeljyCO6HO OpTOTOHA/IHUX JIATUHCKUX KBaZparTa peza 6. MeljyTuMm, ucriocrassba ce fia 3a-
IIpaBo He II0CTOje HU iBa OPTOTOHAaJ/IHA JIaTUHCKA KBajpara pefia 6, 0[{THOCHO He II0CTOjU
I'PYKO-JIaTUHCKU KBaJpar pefa 6.

JlereHa Kaske na je KarapuHa Besmkabd mocrasma Ojsiepy 1podseM 36 oduitupa.
O¢unupu fosase U3 6 IIyKoBa ¥ UMajy 6 pasJIM4UTUX YMHOBA (jejlaH OQUITUP CBAKOT YH-
Ha 13 CBAKOT IIyKa) ¥ IOTPeSHO UX je pasMeCTUTH Ha TadJIu 6 ca 6 Tako /ia cBaka BpCTa U
CBaKa KO0JIOHA caZip Ky 0QUITMpa CBaKOT YMHA, Kao ¥ 0QUITMpa CBaKor ITyKa. OUUIIefHO je
Ila pelliere 0BOT IIpodJieMa I10pasyMeBa I'pUKo-JIAaTUHCKU KBaipaT pefa 6. Ojirep je mpo-
dseM pasmarpao 1779.y [27] u ydenuo cede fa je To HeMoryhe, ajy HUje IMao HUKaKaB
3alMcaH /okas. Y npenucru us 1842. rogune, [llymaxep® je mucao l“aycy@, Jla je Beros
yueHHK KiayceHP4 moKkasao ja OpTOroOHaIHU JIATUHCKU KBaJpaTH pefia 6 He 1ocToje [33].

3a IIpBU cauyyBaH KOpeKTaH [I0Ka3 OBOI IIpodjeMa 3acay>KaH je Tapue?d [[74]. FberoB
mokas u3 1901. 610 je IPUINYHO Ayravax, jep je mocMarpao 9408 moceSHUX ciydajeBa
KOje je mojequHavHO pasMarpao [47]. Bpegu HartoMeHYTH fia je 1984. CtuHcoE? y [[70]
[lao KpaTak JI0Ka3 OBOI TBphewma. Y cBaKOM CJIy4ajy Spoj 6 je UCTOPUjCKU IIPBU SPOj 3a
KOjH je I0Ka3aHO Jja He MOKe SUTH peJi KOHa4YHe IIp0jeKTHBHe paBHHU.

2.8 ErsmucreHnyja KOHAYHUX PaBHHU &

KonauHe IIpojeKTUBHE paBHU pefia N MOTY Ce IIpe/icTaBUTH IomMohy MaTpuria. Ma-
mpuua uHUUgeHyuje je KBagpaTHa SHHapHa MaTpUIia pega n? + n+ 1 (3sor Jleme ),
I7ie Cy IIpaBe IIpeJicTaB/beHe BpCTaMa, a TauKe KOJIOHaMa, TaKo Jla BpcTa i UMa 1 y KOJIOHU
J YKOJIMKO je IIpaBa KOja OiroBapa BPCTH [ MHITHIeHTHA Ca TAYKOM K0j0j 0AroBapa KoJIOHa
J, Y CYIIPOTHOM Ha TOj I103uyju cToju 0. Ha ripuMep, PaHOOBOj paBHU o/irOBapa cieneha
MaTpulla UHITUIEeHIH]e.

1110000
1001100
1000011
0101010
0100101
0011001
0010110

BpcTe MaTpHIle MHITUIEHIIM]je MOKEMO CXBaTUTU Kao BeKTope. Kako cy Be pasiuuu-
Te IIpaBe UHITUJeHTHE Ca TaYHO jeTHOM 3ajeTHUYKOM TauKoM (AKcuoMma P.2) TO je cKa-
JIapHU IIPOU3BO/J IBe pas/IMunTe BpcTe jegHak 1. /lyasHo, KaKo Cy [Be pasjIuuuTe TauKe
HHITUJIeHTHE Ca Ta4HO jeJHOM IIpaBoM (AxkcroMa 2.1) TO je cKaJlapHHU IIPOU3BOJ, IBE pa-
3JIMYMTeE KOJIOHE jefHaK 1. CKaslapHU IIPOU3BOJ, BPCTE, OJHOCHO KOJIOHE, Ca CAMOM CO60M

SYExarepuHa II AnekceeBHa (1729-1796), pycka IlapHIia

80Heinrich Christian Schumacher (1780-1850), HeMayKoO-IaHCKU aCTPOHOM
61Carl Friedrich Gauf} (1777-1855), HeMauKHu MareMaThyap

52Thomas Clausen (1801-1885), JaHCKH MaTeMaTH4ap X aCTPOHOM
83Gaston Tarry (1843-1913), dpaHI[yCKH MaTeMaTHUap

64Douglals Robert Stinson (1956), kaHaZiCKX MaTeMaTH4yap
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

jeqHaK je 6pojy Tadaka MHITUEHTHUX Cca IIPaBOM, OTHOCHO SPO0jy IIpaBUX UHITUIEHTHUX
ca Ta4uKoM, IIITO je y HallleM C/Iy4dajy n+ 1. YVKoJIMKO MaTpUIly HHITHUIeHIYje 03HaYUMO Cca
A, HaBeJleHe 0COSHHE CKaJIapHOT IIPOM3BO/ia BPCTa, OAHOCHO KOJIOHA, [1ajy jeJHaUUHY

AAT = ATA = n1+], (2.6)

I7e je 1 jeyfMHUYHA MaTPUILa, a ] MaTpUIia Koja ce caCcToju caMo Of jequHUIa. Ha mpumep,
jemHaunHa (@) oMoryhaBa /la J1Jako CpadyyHaMO JleTePMUHAHTy MaTpUIle UHIU/IEHIIHje
A. AXo o/ly3MeMO IIpBY BPCTY OJf CBUX OCTAaJIUX BPCTH, a 3aTUM [[0/laMO CBe KOJIOHe Ha
IIPBY KOJIOHY, 061jaMO

n+1 1 1 n+1 1 .- 1
1 n+1 --. 1 -n n --- 0
det(ATA) = | . ) . =1 . ) .
1 1 n+1 -n 0 n
n+1)?% 1 1
0 n )
= = (n+1)*n™ 7,
0 0 n

OZHOCHO
nz n
detA =+(n+1)n"z".

Jla d1cMO IoBe3asid KOHaYHe IIPOjeKTUBHE paBHU Ca MaTpULIOM UHITH/eHITHje duhe
HaM IIOTpeSHU HEeKH CTapy pe3yJITaTH U3 TeopHje SpojeBa Koje CMO UCTAKIU y CeKInju

2

[IpeTiocTaBUMO Jja II0CTOjU KOHAaYHa IIPOjeKTUBHA PaBaH pejia n U HeKa je A beHa
MaTpulia uHyAeHnyje. I1o Jlemu &poj Tayaka y paBHH je N = n? +n+ 1, 1rto je oHza
pen xkBagpaTHe MaTpulle A. Heka je X = (Xq,...,Xy) BEKTOp ca paljOHAJIHUM yJasuMa
U HeKa je Z = (z1,...,Zy) TaKaB Jla Baxku Z = AX, OHOCHO BpPeJHOCTH Z; Ce 05Hjajy Kao
JIMHeapHe KOMSHUHaIMje BpeHOCTH X;. [I[puMeHoM jerHaurHe (2.6) modujamo

Z'Z = X"ATAX = X" (n1 )X = nX"X + X'JX,
TeKaKojeZ'Z =25+ ...+ 25, X' X=X} + ...+ X3 u X"JX = (X1 +... + Xy)%, ©IMaMo
24z =n(E XA+ (g x)E

V caydajy rajen =1,2 (mod 4) umamo N = 3 (mod 4), ogHOoCHO N + 1 je nesbuB ca 4.
Kaxo caSHpKe >KeJIIMO Jia II0ZeIMMO Y YeTBOPKE [I07ajeMOo Nx3, 1 Ha 06€ CTpaHe jeHAYH-

He. Jlarpamkesabd Teopema o uetnpu kBazpata (Jlema [A.6) Ham omoryhasa a yBezeMo
3aMeHy n = b% + b} + b3 + b3 u Tako fosujeMo

24z = (Xt xy)?
+(bE+ b5+ b5+ b5) (0G + 3G+ x5+ x5) +.. + (g + X5 1 + XK+ Xkep1))
Tlo Jlemu |A.5 TpoK3BOJ] 36Mpa UeTHPH KBa/paTa je 36Hp YeTHPH KBa/[paTa, Oflak/Ie CJIeH
2242y G =YY A Yh (X XN,

I7e y; JINHeapHo 3aBHUCe off X;. MehyTuM, Kako je Besa us Jleme @ SUjeKTHUBHA TO JIMHe-
apHO II0BE3yjeMO H X; IIPEKO Y;, Te KaKo Ce Z JIMHeapHO U3pajkaBajy IPeKo X; KOHAYHO
MMaMo Jia Z; JIMHeapHO 3aBUCe O] ;, IpU ueMy Cy KoepUITHjeHTH palloHaIHH.

%5Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), uraujaHcKo-GppaHIlyCKHA MaTeMaTHJdap M aCTPOHOM
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2.9. [esaproso TBphere

HapepHy uzejy cripoBoguMo y N kopaka. Ha kopaky i ©3pakaBaMo y; Kao JIMHeapHy
KOMSUHALIH]Y OA Y, 1, - - ., YN+1 Ca PAIIMOHAIHUM KOeQHUITMjeHTHMa TaKo Ja BaXKU y? = Z7.
To pagrMo TaKo IIITO HajIIpe y3UMaMO U3pa’kaBame 3a Z; [IPEKO Yy, . . ., YN+ 1, T€ KAKO CMO Y
IIPeTXOMHUX [—1 KopaKa JOSUIN U3PpaXkeHo Yy, . . ., Y;_1, MOKEMO JJOSUTHU Z; Ka0 INHeapHY

KOMOUHAIU]Y O Y;, - . ., Yn+1- HEKa je z; = ¢jy;+. . .+Cni1Yn+1 3@ HEKe pallioHaIHe dpojeBe
Ci,...,CN+1. Y CIIYUAjY C; # 1 IOCTABBAMO Y; = (Ciy1Vis1 + - - -+ Cnr1YN+1)/ (1 — ¢;), LIITO Haje
Z; =y;, IOK je HHaAYe ¢; = 1 Te Tajia II0CTaB/baMoO V; = —(Ciy1Yir1 + - - - + CN+1YN+1)/2, LIITO

faje z; = —y;. Y CBaKoOM CJIy4ajy ;oSHjaMo y? = zZ.

HakoH oBHUX N KOpaka JOSHJIM CMO H3pa’kaBambe 3a yq,...,YN U Yy,q Kao CI0S0faH
rmapamMeTap, OMHOCHO V1, ..., Yy Cy HEKH PAIMOHAHN YMHOIIIIH Of Yy, 1, QJTH JIMHeapHa
Be3a ca II0ueTKa Kayke JIa Cy TO TaKohje H Xy, . .., Xy 1. Kako cMo o&e3senuiu yi = z2, y3 =
23, ..., y% = z%, mocjie cpehjuBarba Hallla jeJHAYMHA I10CTaje

2 2 2
NXyy1 =Yne1 + (a0 + ..+ Xn)7,

I7e je X1 = q1YN+1 U X1 + ...+ XNy = q2Yn+1 3@ HeKe palioHaIHe dpojeBe g1 U ¢;. Kako je
VN1 IPOU3BOJBHO, II0CTaBUheMO ra Ha HajMabkhH 3aje JHUUYKU cafiprKaJiall o7, MUMeHUOoIa
dpojeBa g1 U (3, 1a SUCMO JOSUIIU 11eJie dpojeBe Xy 1 U Xg +. . . + Xy. KOHauHo, IIpodiieM ce
CBOJIM Ha pelllaBaibe jeJHaurHe nx* = y? + z2 y CKyIIy IeJINX SpojeBa, e 10 JleMu @, n
Mopa dUTH 36Uup [Ba KBajapara. To KoMILIeTHpa TeopeMy Kojy cy 1949. nokasasiu bpyk
u Paj3ep@ [14].

Teopema 2.16 (Bpyk-Paj3ep). Vko.auko tiocitioju tipojekiiugHa pasaH pegarsar = 1,2
(mod 4) tuaga je r 36up gea keagpaiua.

[TosuTUBaH OATOBOP Ha er3suCTeHINjy KOHAYHUX IIPOjeKTUBHUX paBHU pejia ' UMajlu
CMO y CJIy4ajy [ je r CTeleH IpocTor Spoja (Ha mpuMep F,P2), a caza ©MaMo TeopeMy Koja
Ilaje HeraTUBAH OJrOBOP, HAa IIpUMep pelllaBa ciay4dajeBe r = 6,14, 21,22, ... Kao nocienu-
Iy ©UMaMo Jia Spoj 0dIuKa 8n + 6 He MOXKe SUTH pef IIPOjeKTUBHE PaBHU.

[luTame ersucTeHIHje IIPOjeKTUBHUX PaBHU pefia I je IIpeBUllle KOMILIMKOBAHO jep
nopen Beh HaBe/leHUX pellleH je jefrHO ciay4daj r = 10. Haume, Jlamed, Tren®d u CBepu™ cy
1989. Ha JIyKaB HaUMH WCKOPUCTUIIN UCLPIULYjyhy IIpeTpary padyHapa U JOSUIU KOM-
IIJyTepCKHU J0Ka3 Jja KOHauHa IIpojeKTHBHA paBaH pena 10 He moctoju [49, 51]. Hartome-
HUMO JIa CYy U Jla/be 0CTaIu OTBOPEHU ciay4ajeBu r = 12,15,18, 20,24, . ..

2.9 [Jesaproso TBpheme

[Tox, putypom mnogpasyMeBaMO SHJIO KOjU CKYII TadyaKa U IIPaBUX IIPOjeKTUBHE PaB-
HU. AKO y TPy YK/BYYHUMO U pesaliyjy UHIIUeHII1je U3Mel)y Tadaka U IIpaBUX Heke Qu-
rype fodujaMo Kongulypauujy. V ckiazny ca Akcuomama 2.1 , KOHUTypaIyja uMa
CBOjCTBO Jia II0CTOjU HajBUIIIe jeiHa [IpaBa UHIIMJEHTHA Ca /IBe pasJIMuUTe TadykKe, Kao U
Ila II0CTOjU HajBHIIIe jeJHA TayKa Koja je UHIHW/IEHTHA Ca [iBe pasjiinuuTe rpase. I'eome-
inipujcka koHdulypauuja je KoHOUTypaIivja KoJ Koje je cBaKa IIpaBa UHIUIEHTHA Ca
KOHCTaHTHUM SpojeM Tadaka, a CBaKa TaykKa MHITU/IeHTHA ca KOHCTaHTHUM SpojeM IIpa-
BUX. AKO je KOHCTaHTa 3a 6p0j TauaKa Ha IIpaBoj jefHaKa KOHCTaHTH 3a 6P0j IIpaBUX KPoO3
TAauKy OH/IA je Y IUTaky cumMeilpu4Ha ieomeimpujcka kKonduilypauuja.

Heke ¢purype u KoHQUTypaIije MMajy 1oceSHy Ba>KHOCT. Hu3 itauaka YrHe CBe Tau-
Ke UHITUJIeHTHe ca HeKOM IIpaBoM. H13 Tauaka MHIIUIeHTHUX Ca IIPaBOM p 06eJjierkaBaMo

6Richard Hubert Bruck (1914-1991), aMepHUKy MaTeMaTHdap
8"Herbert John Ryser (1923-1985), aMepUYKH MaTeMaTHUap
88Clement W H Lam , KaHaJICK{ MaTeMaTH4ap

89Larry H Thiel, kaHafcKu mporpaMep

"%Stan Swiercz, KaHaJ[CKH [TporpaMep
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

ca (p) ¥ KaKeMo [ia je IIpaBa p HOCWJIAll HU3a (p). [lyasHa ¢urypa HuU3y Tadaka je apa-
MeH tipaeux, a YAHe ra CBe IIpaBe UHIIUeHTHe ca HeKOM TauyKoM. [IpaMeH IIpaBUX UH-
[IU/IeHTHUX Ca TAYKOM A odeJsie;kaBaMo ca (A) ¥ KakeMo Jia je TaukKa A HoCUJIall IIpaMeHa
(A).

JemaH of passora IITO 3a HHU3 TayaKa KOPUCTHMO O3HAaKy (p) YMeCTO CaMor p je Taj
IIITO YeCTO PajuMO ca IPUINYHO allCTPaKTHUM KOHCTPYKIHMjaMa (IIOIIyT KOHCTPYKIIHje
aHaJINTHYKe paBHU FP?), IJie je HesTofHO IIHMCcaTH UHITUAEHIH]jy ca P € p. 3axBabyjyhu
HOBOj O3HAIl¥ MO0>XeMO ITMCaTU YHUCTO CKYIIOBHO P € (p), yMecTO /la MHCUCTHUPAMO Ha
3amucy PZp.

durypa Koja ce cacToju off n Tayaka Meljy Kojuma HeMa TPU KOJIMHeapHe, ¥ CBUX CII0j-
HUIa BUMa ojpehieHnM, 30Be ce (@oilityHU) n-iiemeHuK. durypa Koja ce caCcToju of n
IpaBUX Meljy KojuMa HeMa TpU KOHKYpPeHTHe, ¥ CBHUX CelluIlTa BbUMa ofpeljeHrUM, 30-
Be ce (MotiiyHU) n-ciupaHuk. Tauke 0BUX QUTypa 30BEMO llemMeHa, 0K IIpaBe 30BEMO
cilipaHuuye, Kako 3a n-TeMeHHUK, TaKo U 3a N-CTpaHUK. HalloMeHUMO /1a Cy n-TeMeHUK U
Nn-CTpaHUK Mel)ycoSHO AyasiHe QUIYpe, ajlu KaKO N-TeMeHUK uMa n TeMeHa U n(n — 1)/2
CTpaHUILA, a N-CTPaHUK uMa n(n — 1)/2 TeMeHa ¥ n CTpPaHUILA, TO CY OHHU jelTHAKHU CaMO y
ciay4dajy n = 3.

Hajuenrhe paguMo ca ciaydajeBuMa n € {3,4,5,6}. durypa Koja ce cacToju of TpH He-
KOJIMHeapHe TauyKe ¥ TPU HEKOHKYpPeHTHe IIpaBe Koje Cy lbMMa o/ipeljeHe 30Be ce ipo-
iilemeHuK (n-TeMeHUK 3a n = 3), a Ta UcTa QuUrypa 3oBe ce U MPOCMPaHuK (n-CTpaHUuK
3a n = 3). YeiigopoiiemeHUK (n-TeMeHUK 3a n = 4) je purypa Koja ce cacToju oJf YeTUPHU
TauKe Off KOjUX HUKOje TPU HUCY KOJIMHeapHe, a OHa UMa YeTHUPU TeMeHa U IIIeCT CTpa-
HuUI1a. [IppMeTHMO 1a AKCHOMA @ 3alIpaBo rapaHTyje II0CTOjare YeTBOPOTeMeHUKa. Ye-
inieopociupaHuK (n-CTpaHUK 3a n = 4) je weMy AyajiHa GUrypa, a iMa 4eTUPHU CTPaHUILle
U 111eCT TeMeHa. PUrype y ciay4dajy n = 5 30BeMO HeiloilieMeHUK U UeilloCipaHuK, a y
cay4ajy n = 6, weciioiieMeHUK, OJHOCHO WeCilloCiupaHuK.

OcuM IIOTIIYHUX N-TeMeHUKa U n-CTpaHUKa MMaMo II0Tpedy /ia JepUHUIIIEMO U He-
IIITO peCTPUKTUBHUje ¢urype. IIpociu n-inemeHux je purypa T1 T, ... T, Koja ce cacToju
ox ntavaka Ty, To,. .., Ty JaTUX y oApeljeHOM IIMKJINYHOM pefloce/ly TaKo [ja CBaKe TPU
y3aCTOIIHEe HUCY KOJIMHeapHe U oA n mpaBux T1VTy, ToVTs, ..., TyVT, KOje Cy CIIOjHHUIIE
y3aCTOIIHUX Tadaka. IheMy fyanHa ¢urypa soBe ce pociui n-CillpaHuK, a eBULeHTHO je
Ila je OH KCTO IIITO U IIPOCT n-TeMeHUK. Tauke, OHOCHO IIpaBe, IIPOCTOr n-TeMeHUKa he
U la/be SUTH TeMeHa, OHOCHO CTpaHHuIle. 3a iBe CTpaHHUIle IIPOCTOTI N-CTPaHUKa Koje Cy
UHITUJeHTHEe ca UCTUM TeMeHOM Ka’KeMo Jla Cy CyCegHe, Kao U 3a [jBa TeMeHa IIpOCTOor
n-TeMeHHKa Koja Cy MHIIH/IEHTHA Ca UCTOM CTPaHHIOM. 3a /iBa TeMeHa T; U T; IpocTor
2n-temeHuka T T, . .. Ty, KaXKeMoO J1a Cy HACUpAMHA YKOJIUKO je |i — j| = n.

Hus Tauaka U IIpaMeH IIpaBUX Cy jeJHOOUMEH3HOHU 06jeKTH U3Mel)y KOjUX IIPUPOJ-
HO MO>XeMO yBeCTH OCHOBHA IIpeCc/IMKaBama I10 y30py Ha /10Ka3 Jleme . Heka je p 1ipa-
Ba, a S TauKa Koja HUje UHIU/IeHTHa ca p. [TocMaTpajMo HU3 (p) u ntpaMeH (S). IIpamMeH
(S) MO>KeMO BHUJIETH Kao CKYII CBUX CIIOjHMUIIA SVX, Ife cy X TauKe U3 HU3a (p). Baxxu u
IyaJslHOo, HU3 (p) MOKeMO BHeTH Kao CKYII CBUX CEIIHIITa pAX, IJie Cy X IIpaBe U3 IIpaMe-
Ha (S). Ha oBaj HauMH yCIIOCTaB/beHY SUjeKIINjy U3Mel)y Hu3a (p) U mpaMmeHa (S) 30BEMO
llepcueKinueuinein (MIM IepCcreKTUBHO IIpecauKaBame). Ca (p)x(S) odesmerxaBaMo I1ep-
CIIEKTUBUTET f: (p) — (S) maT ca f(X) = SVX, 1ok ca (S)x(p) odeserxaBaMo BlbeMy UHBep3aH
nepcreKTuBUTeT f: (S) — (p) mat ca f(x) = pAX.

V muTamy Cy OCHOBHA IIpec/IMKaBaba IIPojeKTUBHE reoOMeTpHje U yodHu4ajeHO paju-
MO Cca BbUXOBHUM KOMIIO3HIIMjaMa. [la SCMO KOMIIOHOBAJIU [iBa IIePCIIEKTUBUTETA HEOIl-
XOJTHO je Zia Cce IIPEKJIOH JOMeH IIPBOT ca KOZOoMeHOM Apyror. Tajga 106KMjaMo KOMIIO3H-
IIHjy Kao IIpec/IMKaBame Ko/ Kora Cy ¥ JJOMeH U KOJOMeH MCTOI THUIIa (HU3 TayaKa WU
IIpaMeH IIpaBux). OBaKBO IIpecjIrKaBame TaKolje 30BeMO llepciieKinuguinein, ajii y TOM
C/Iy4ajy HaBOJAMMO Y OJHOCY Ha IIITa je OHO IIePCIIeKTUBUTET.

IlepcrieKTHUBUTET (p)3(q) je IpecirKaBame f: (p) — (q) Aato ca fiX) = (SVX)Aq, ITo je
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2.9. [esaproso TBphere

3arpaBo kommosumyja ((S)x(q)) o ((p)x(S)), Ipu yeMy S € T HHUje UHITUEHTHO ca p,q € P.
KaxeMo fa je (p)%(q) IIepCIIeKTUBUTET HU3a (p) Ha HU3 (q) Y OZHOCY Ha UeHiuap uep-
cuieKiiuge S, a OCHOBHA OJIJIMKa je KOJIMHeapHOCT Tadaka X, f(X) u S.

S

X

CacBUM CJIMYHO II0CTaBJ/bAMO AyasaHy neduHUIyjy. llepcriekTuBuTeT (P)2(Q) je mpe-
caukaBame f: (P) — (Q) maro ca fix) = (sAX)VQ, 1ITo je KoMmriosunyja ((8)x(Q)) o ((P)x(s)),
IIPH YeMy S € P HHje HHIHAEHTHO ca P,Q € 7. Kaxxemo 7a je (P)3(Q) IepCIIeKTUBUTET
IpaMeHa (P) Ha mpaMeH (Q) y 0fHOCY Ha ocCy liepciieKinuee s, a ’eHa 0OCHOBHA 0COSMHA
je KOHKYpPeHTHOCT IIPaBHUX X, f(X) U S.

[TepCIIeKTUBUTETH U3 IIPETXOAHUX TepUHUIIM]a Cce ca HU30Ba Tayaka U IIpaMeHOBa
IIpaBUX MOI'Y YOIIIITUTH Ha ¢Urype. 3a Be QUType KakeMo /ia Cy ilepciueKiuueHey og-
HOCY Ha ma4Ky (IjeHTap) S aKo II0CTOjU dUjeKTUBHO IIpecIruKaBamhe TaKBO /la CY CBaKe
IIBe 0/ITOBapajyhe Tauke 3ajefHO ca S KOJIMHeapHe. 3a IBe QUType KakeMOo [1a Cy ilepcitek-
iiueHey 0gHOCY Ha tipagy (0Cy) S aKO0 II0CTOjU SHjeKTUBHO IIpecIuKaBame TaKBO /ia CY
CBakKe JIBe o[iroBapajyhe 1pase 3ajeTHO ca S KOHKYpeHTHe.

H3yseTaH 3Ha4yaj y IIpOjeKTUBHO] reoOMeTpUjU umMma /lesaproa Teopema 0 Ba TpOTe-
MeHUKa Koja Cy y IIepCIIeKTUBHOM II0JI0’Kajy. 3aHUMJBUBO je fa [lesapr 3alipaBo HUKAJ,
HUje 08jaBUO CBOjy TEOPEMY, a FbeHO IIPBO I10jaB/bUBalbe BE3aHO je 3a IPaKTUYHY KEbUTY
0 IIePCIIEKTUBH KOjy je 1648. 06jaBuo /le3aproB IIpujaTesb U yueHUK boc™ [12].

Tepheme 2.17 (Je3aproso tBpheme). AKo cy gga ilipollemMeHUKA liepCUeKiU8Ha y 0gHO-
Cy Ha HeKy auKy, OHga cy OHU UepCleKiuU8HU Y OJHOCY HA HeKY Upasy.

JlesaproBo TBpheme 3alpaBO Kake /la akKO /IBa TPOTEMEHHKA MMajy I[eHTap, OHJa
OHU HUMajy U OCy. Y paciucaHoM 08JIUKY OBO TBphjemwe IJlacu: ,,AKO Cy TPOTeMeHUIIH
A1B1C, 1 AyB,C, TakBH Jia cy 1npase A1VAjy, B1VB; u C1VCy KOHKYpPEeHTHe, TaZia Cy Tau-
Ke (A1VB1)A(A3VB3), (A1VC1)A(A2VCy) U (B1VC1)A(B2VCy) KOTHEapHe.“

MO>Ke T0Ka3aTH KopHIThekeM A0calallibIxX akcroMa (AxcuoMe 2.1, 2.2 11 2.3). OHo Baxku
y (TPOAIMeH3HMOHOM) IIPOjeKTUBHOM IIpoCTOopyY (BHUeTH Teopemy 2.24), aiy He yBeK KaJja
je oIepaTUBHU IIPOCTOP CaMo IIpOjeKTUBHA paBaH, IIITO heMo yCKOpo II0Ka3aTH.
/Je3apioea paeaH je 1IpojeKTUBHA paBaH y K0joj Baku [lesaproso TBpheme. KoHpu-
rypanyja /[lesaproBor TBphema cacToju ce Off eceT TayaKa U JieceT IIpaBUX, [IPU YeMy je

JoIII je paHO Jja 0BO 3HAaMeHUTO /le3aproBo TBphieme 30BeMO TeopeMa, jep OHO ce He
2.24

" Abraham Bosse (1604-1676), ppaHITyCKH YMETHHUK
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

CBaKa IIpaBa UHIW/IeHTHA Ca TPU TaykKe, a CBaKa TauykKa MHIW/IEHTHa Ca TPU IIpaBe, Te
je y IuTawky CUMeTpHUYHa reoMeTpHjcKa KoHuryparuja. OHa ©Ma MHOT0 CUMeTpHja jep
yJI0Ta pasjIMunTUX Tauaka HUje QUKCHUpaHa, OJHOCHO SHJIO0 KOja Off leceT TadaKa MOJKe ce
y3eTH 3a IleHTap IlepClleKTUBe [[Ba TpOTeMeHUKa. TBphemwe fyaniHo /le3saproBoM 30BEMO
O6pHyTO /le3aproBo TBpheme.

TBpheme 2.18 (O5pHYyTO JAe3aproBo TBpheme). AKo cy gea ipoctupaHuKka tepcieKiuuus-
Hay 0gHOCY Ha HeKy Tpasy, OHga cy OHU UepCleKIUU8HU Y 0gHOCY HA HeKY TUaUKY.

Hcnocrassba ce fa je O5pHYTO /le3aproBo TBphewme (TBpheme ) IUpeKTHa I10CcJIe-
muita caMmor /lesaproBor TBphewa (TBpheme ).

Teopema 2.19. V Je3sapiosoj pagHu eadxcu OSpHyiuo /le3apioso tiepherse.

/Jlokas. Heka cy TpOCTpaHHUIIM KOjU Cy IIePCIIEKTUBHU y OJHOCY Ha IIpaBy 3alpaBo TPO-
TeMeHUIU B1B,P u C1C;Q, Te cy Tauke S = (B1VB)A(C1VCy), A1 = (B1VP)A(C1VQ) 1
A; = (ByVP)A(C2VQ) KosmHeapHe. /lodHhjaMo fja cy TpoTeMeHU A1B1C1 U AB,C, T1ep-
CIIEKTUBHU y OJHOCY Ha S, Te cy II0 /lesaproBoMm TBphewy Tauke P = (A1VB1)A(A2VB)),
Q = (A1VC1)A(AvCy) 1 R = (B1VCy)A(B2VCy) KOJIMHEapHe, OJlaKJIe CIeLH /ia Cy IIpaBe
B1VvC(Cq, ByVCy 1 PVQ KOHKYPEeHTHE Y R, IIITO je ¥ Tpedasio JoKas3aTH. O

Kako je TpoCTpaHUK UCTO IIITO U TPOTEMEHUK, TO Ce /[e3aproBO TBphjerme MoKe TpeTH-
paTu Ha ciefehu HauUH: ,,/[Ba TPOTEMEHUKA Cy IIePCIIeKTUBHA Y OLHOCY Ha HEKYy TauKy
aKo M caMO aKo Cy IIepCIIeKTUBHA Y OHOCY Ha HeKy IIpaBy.” 3axBaspyjyhu Teopemu ,
[TpuHITUII AyasTHOCTH U3 Teopeme ﬁocmje Ha CHasH.

Teopema 2.20. Y Je3apiosoj pagHu eadxcu IIpuHyuUil gyarHociu.

MehyTuMm, ucriocTaBsba Ce /ia II0CTOje IIPpOjeKTUBHE PaBHU Koje HUCY [lesaprose. Eie-
raHTaH IIpuMep He-/lesaproBe paBHU 1902. je mpezioxuo MosToH™ [57], a MU IIpUKa-
3yjeMo jefHy Bapujalnyjy Ha Ty TeMy. MoaiioHO8y paeaH 10dujaMo MogubUKaIijoM
IIPOLIUpeHe eyKINCKe PaBHU EP? = (T, Puo, Ioo ). 3aaprkaheMo Tauke U3 T, Ko U IIpa-
Be U3 P, KOje Cy BepTHUKaJIHe (X = n) WX UMajy HeIl0O3UTUBaH Harus (y = kx+n,3a k < 0).
[IITO ce TUUe IpaBUX U3 P, Ca ITIO3SUTUBHUM HarudoM (y = kx + n, 3a k > 0), 3agp>xkahemo
CTaHAapAHy MHITUIEHIIH]jYy caMO Ha FbeHOM Jiesy I7e je X < 0, Kao U 3a lbeHy 6eCKOHaYHY
TauKy, JOK hemo 3a x > 0 ygBOCTpy4UTH Harud. HoBe IIpaBe Cy TaKO U3JI0MJ/beHe IIpaBe
OITHCaHe jelTHAaYMHOM

B kx+n 3ax<0
" |2kx+n 3ax>0

(3a k > 0), 1pu yeMmy je U3JIOMJ/beHa IIpaBa MHIIUEHTHA Ca S€CKOHAYHOM TauyKOM Koja
oiTOBapa IpaBoj y = kx + n us P,.. HUje Telko IpoBepUTH [1a je 0BAKO KOHCTPyHUCaHa
MoJiToHOBa paBaH 3aWCTa IIpOjeKTUBHA paBaH.

Yy

"2Forest Ray Moulton (1872-1952), aMepHU4IKH aCTPOHOM
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2.10. lNpojekTnBHM NpoCTOp

3a xoHKpeTHe Tauke A;(—1,1), B1(—1,-1), C1(—2,0), ogHOCHO A2(—3,2), By(—3,-2),
C,(—5,0) umamo TpoyrioBe A1B,C; 1 AyB,C, ca IapajieJIHUM cTpaHuIliama A1B; || AzBy,
A1Cq || AyCy, B1Cy || ByCy. Kako ce mapasiesiHe IIpaBe CeKy y SeCKOHAUYHUM TaykKaMa, a
CBe 6eCKOHAUYHe TaukKe Jieske Ha §eCKOHAYHO] IIPaBOj U, TO CY TPOTEeMeHUIU A1B1C; U
AyB;,C, TIEPCIIEKTUBHU Y OJTHOCY Ha 0CY U.,. Mel)yTUM, OHU HUCY IePCIIeKTUBHU Y OHOCY
Ha HeKH IleHTap jep 1pase A1A,, B1B; u C1C, HACY KOHKYpeHTHE, IIITO Ce JIaKOo IIpoBepa-
Ba (BUeTH CIUKY). lakiie, y MOJITOHOBO] paBHU He Ba)Ku OSpHYTO /[e3aproBo TBphemwe,
Te 110 TeopeMu ﬁHe Ba’ky HU /le3aproso TBphemwe, OAHOCHO MOJITOHOBA paBaH HUje
JlesaproBsa paBaH.

Kaxko /lesaproBa KoHUIypalija 3axTeBa JjeceT Tayaka, y PaHO0BOj paBHH jeJHOCTaB-
HO HeMa JJ0BOJPHO TayaKa 3a KOHTpaIlpuMep, Te /lesaproso TBplerme TpHUBUjaTHO BaXKHU.
[IITaBUIlle, CBe KOHaYHe IIPOjeKTUBHE PaBHU pefia r < 8 cy [lesaprose. MeljyTum, 1ocroje
TPHU pasjvnyuTe He-/lesaproBe paBHHU pejia IeBeT, IIITO Cy ¥ HajMakb U KOHTpallpuMepH, a
cBaka oJ bux nMa 91 tauky u 91 npasy [78].

2.10 IIpojeKTHBHU IIPOCTOP

Hako cMO IIpe cBera 3auHTepeCcOBaHHU 3a IIPOjeKTUBHE PaBHU HUje JIOIIe a aKCHO-
MaTCKHU yBeJIeMO U I10jaM IIP0jeKTUBHOT IIpocTopa. LUk je meMoHCTpUpaTH fAa [le3aprono
TBpljeme jecTe IIPUPOIHA 0COSMHA IIPOjeKTUBHE PaBHU YKOJIUKO je OHA CMeIlITeHa Y IIPo-
JEKTUBHU IIPOCTOP. AKCHMOMAaTH3allyja IIP0jeKTUBHOT IIPOCTOpa HUje JIaK 3a/aTakK, Mopa-
MO JIoflaTH HeKe aKCHOoMe, a HeKe MOAUGHUKOBaTH. YBOJHMO jOIII jeflaH OCHOBHH CKYII R
YHUjU Cy eJIeMeHTH pasHU, a Ty Cy peJialiyje MHITUIeHITH]e KaKo M3Mel)y Tadaka ¥ paBHH,
TaKO U U3Mel)y IIpaBUX U paBHU. 3a TauKe KOje Cy HHITUIeHTHE ca UCTOM pPaBHU Ka’KeMo
Ila Cy KolliaHapHe, [IOK Cy V CYIIPOTHOM HeKOU laHapHe. AKCUOMe UHITUJIeHITH]je IIPo-
JEKTHBHOT IIPOCTOPa MO>KEMO YBECTH Ha ciiefiehr HauyuH:

ITocToju jeqiHCTBEHA IIpaBa Koja je UHIW/IEHTHA Ca [Be pasIuyuTe TauKe; 2.7
ITocTOju jeqUHCTBEHA PaBaH Koja je MHIIUAEeHTHA Ca TPU HeKoJIMHeapHe Tauke; (2.8)
(Vp € P)(Va € R)((pZa) = (3'A € T)(AZp) A (AZQ)); (2.9
(VA eT)VaeR)((Ip € P)AIp) A (pZa)) = ALa; (2.10)
ITocToje yeTHpPHU HeKOIJIaHAPHE TauKe Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIUHeapHe; (2.11)
CBaka ITpaBa MHIIW/IEHTHA je ca dap TpU TadkKe. (2.12)

ITox, ([7]) HaJiasy ce AKcruoma El], TaKO /1a MO>KeMO 3ap>KaTH 03HaKY 3a CIIOjHULy XVY
KaJ rof cy Tayke X U Y pasiauuute. V IIpOjeKTUBHOM IIPOCTOPY HeMa MecTa 3a AKCHOMY

jep ZBe pasjMuuTe IIpaBe Ce CeKy caMO aKO Cy MHIW/IeHTHe ca UCTOM paBHU. OBaj
podiieM pelraBaMo ca (2.9) rme rapaHTyjeMO ersucTeHIIH]jy U jeJUHCTBEHOCT IIpeceyHe
TauKe IIpaBe U paBHU (Koja je He caapyxy). 3aap>kaheMo 03HAKy U 3a CeILUIlTe, TaKo Ja
heMo Ty 3ajefHUYKY TauKy IIpaBe p ¥ paBHU a KOja ca BbOM HHje UHITUJ[eHTHA 00€eJIe’KUTHU
ca anp.

JlopaTHa ocodmHa AKCHOMe 2.2 6UJIa je 1a OTpaHUYU JUMEeH3H]jy IIPOjeKTUBHEe paBHU
Ha /1Ba, 10K (2.9) Ha c/iMyaH Ha4YWH OrpaHuyaBa JUMeH3Hjy IIP0jeKTUBHOT IIPOCTOpa Ha
TpHU. CHUCTeM aKCHOMa KOjH je U3JI05KM0 XapTCcXOpH y [38] rapaHTyje caMo ersucTeHIHjy
3ajeJHUYKe TayKe IIpaBe U paBHH, 360 Uera yBOJU HOBY aKCHOMY II0 K0jOj Cy /iBe paBHHU
UHITUJIeHTHeE ca 6ap jeJHOM 3ajeJHHYKOM IIpaBOM. TakaB IIPUCTYII IIPUINYHO KOMILIH-
Kyje [joKase, IIpe cBera JoKa3 Hape/He JieMe Koja je 0BaKo JUpeKTHa I10C/eulla jeJuH-
cTBeHOCTH U3 (2.9).

Jema 2.21. AKO je pagaH UHUUGEHITIHA Ca gee pa3auvuilie ayke OHgaA je OHa UHUUGEeHIUHA
Ca HUX0B0M CUOJHUUOM.
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PaBaH je HOBU II0jaM KOjH je II0 (@) jeIHO3HayHO ofpelheH ca TPU HEKOJHMHeapHe
Tauke. PaBaH Kojy jefJHO3Ha4YHO ofpel)yjy Tauke X, Y u Z odesiesxaBaMo ca (XYZ) Kaz rop
Cy Te TauKe HeKOJIMHeapHe. Kako CMO yBeJIM paBHH, CAMUM THUM UHIIUJEHIU]Y U3Mel)y
Tayaka U paBHHU, OJHOCHO M3Meljy IIpaBUX U paBHHU, HEOIIXOHA HaM je TPaH3SUTUBHOCT
peJaIiyje HHIMAEHIIHje Kojy BUAUMO y (2.10).

AxcuoMmy 2.3 Koja HaM je rTapaHTOBaJIa e3rUCTEeHINjy OCHOBHUX I10jMOBa MOAUPUKY]e-
MO ca (), TaKoO J1a U lajbe II0CTOjU YeTBOPOTEMEHUK, MeljyTUM OH je OBJie IIPOCTOPaH,
O/THOCHO H-eroBa TeMeHa Cy HeKoIIaHapHa. Kako HaM je moTpedaH U KOILIaHapaH 4de-
TBOPOTeMeHUK fojajeMo (£.12), mTo je paHuje duia Jlema @

Jema 2.22. Ceaxka pasaH UHUUGEHIUHA je ca Hetuupu tuauxke mehy Kojuma Hema tpu Koau-
HeapHe.

Joka3. Heka cy A, B, C, D HeKoIIaHapHe TauKe U3 () Mely KojuMa HeMa TpPU KOJIMHe-
apHe. OHe MOpajy SUTHU pas3/IMUUTe, a KAKO HUCY CBe UHITH/IeHTHE Ca paBHU a, IIPeTIIOCTa-
BUMO DZa. Tana je (AvD)Za, jep nHaue () U3 (AvD)Za ca DI(AvD) nioByiauu DZa. Casa
1o (2.9) mocroju Tauka A’ = aA(AVD), a caCBUM CJIMYHO I10CTOje U TauKe B’ = aA(BVD) 1
C' = an(CvD). IIpetnoctaBUMO [Ja cy Tauke A’, B', C' kostmHeapHe. Tauke A’, B, D cy HeKo-
JIMHeapHe (MHave Cy ca bUMa KoJInHeapHe U A, B, ), Te tocToju paBaH (A’B’'D). OHa je 110
Jlemu @ MHITUIEHTHA ca A’VB', caMuM TuM 10 (2.10) 1 ca TaukoM C'. Ilo JleMu pa-
BaH (A'B'D) je nasbe uHIIUeHTHA ca DVA’, DVB' 1 DVC’, caMUM TUM II0 () ucaA,B,C.
Jaxkuiie, A, B,C,D cy UHIIU/IeHTHe Ca ¢ U CaMUM THUM KOIUIaHapHe, II1TO je KOHTPaJgUuKIIHja.
OBHM CMO [J0Ka3aJIy /ia je IPOKM3BOJ/bHA PaBaH a MHITHW/IEHTHA cCa TPU HeKOJIMHeapHe Tay-
ke A',B’,C'. Tlo () MO>KeMO usadpaTtu HoBe Tauke A"Z(A'VC') u B"Z(B'vC') Te toduTHU
ueTBOpoTeMeHUK A’A”B'B” unja cy TeMeHa UHIIUIeHTHA ca d. O

Jema 2.23. I[Ioctuoju jeguHcitigeHa tipasa Koja je UHUUGEHIIHA ca gee pasAuyvuile pagHu.

/Jlokas. Heka cy a ¥  pasinuuTte paBHU. 1o JleMu II0CTOje HeKOoJIMHepHe Tauke A, B, C
KOje cy MHIU/IeHTHe ca a. [1o () CBe OHe HUCY MHITHJIeHTHe ca 3, Te HeKa je CZ 3, IITO 1o-
Biauu (AVC)ZB u (BVC)ZPB, omakiie mmocroje Tauke M = BA(AVC) u N = BA(BVC). KoHauHo,
Jlema Jlaje 3ajeMHUYKY IpaBy MVN. O

OcHOBHa HJieja je a cBaKa paBaH IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOPA YWHU IIPOjeKTUBHY paBaH
y cmucay nebuHuUIMje. AKO je A # B ca AZa v BZa, Taja 1o (@) II0CTOjH CIIOjHUIIa AVB,
Koja je 110 JIeMI/II/IHuI/I,aeHTHa ca a, IIITO IIpoBepaBa AKCHOMY [1] Heka jep # q ca
pZa u qZa. ITo @.11) rmocToju Tauka AZa. Heka je paBaH 8 = (ABC), e cy B u C Tauke
us (2.12) uHItueHTHe ca p. Kako qZf, To riocToju Tauka S = fAq. 3a SZp uMaiu SUCMO
B = (SBC) = a, rTO fj0Kasyje a je S 3ajeIHUUKa TayKa ca KOjoM Cy UHITUJIEHTHE P U ¢, Te
IIpoBepaBa AKCHOMY . Kako je Akcuoma Beh mmpoBepeHa y JleMu @ CBaka paBaH
IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOPA jecTe IPOjeKTUBHA paBaH. /l0/1aTHO, Y IIP0jeKTUBHOM IIPOCTOPY
Ba’kd /le3aproBo TBpheme.

Teopema 2.24. PagaH UpojeKilugHol Upoctuopa je /lezapioga pagaH.

/Joka3. Beh cMo0 I10KasaJsIH [ja je cBakKa paBaH IIPOjeKTUBHOT IIPOCTOpPa je/iHa IIP0jeKTUBHA
paBaH, TaKo /1a M0>KeMO KOPUCTUTHU I10CTOjehy 03HAKy p/Ag 3a CEITUIITe, KaJl TOL CYy P U ¢
pasinuunTe IIpaBe UHITUIEeHTHE ca UCTOM paBHU. IIpeocTaje HaM J1a JoKaXkeMo /[e3aproBo
TBpheme.

Heka je Tauka S IjeHTap IepclieKTHUBe TpoTeMeHUKa A1B1C; U A;B,C,, Te HeKa je
71 = (A1B1C1) U 7o = (A2B2Cy). V IIpBOM (M jegHOCTaBHUjEM) CIy4ajy IIPeTIIOCTaBUMO
Ty # Ty. llpaBe A1VB1 U A,VB; MHITUJIEHTHE Cy Ca paBHU (SA;Bj) U 3aTO MUMajy CeIllu-
mre P = (A1VB1)A(A2VBy). CacBUM CIUYHO A0dHUjaMO Tauke Q = (A1VCy)A(AVCy) U
R = (B1VCy)A(ByVCy). Kako cy Tauke P, Q,R HHITUIEHTHE U Ca T U Ca Ty, I10 JlemMHu @
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Cy UHIIUJIeHTHE U Ca BbUXOBOM jeJMHCTBEHOM IIpeCeyHOM IIpaBoM U3 JleMe , Te MO-
pajy SUTHU KOJIMHeapHe.

V ciay4ajy 71 = T, = T dMpaMo IIpaBy UHIUJEHTHY ca S Koja HUje UHIIUJeHTHA ca
7, a OHZIa Tayke S; U S; Koje Ccy ca BOM HMHIUeHTHe. Kako je § = (A1VA2)A(S1VSy), TO
Cy KOILUIaHapHe Aq,A,,S1,S, ¥ 11ocTOjU cenuinTe A = (S1VA7)A(S2VA). CaCBUM CIIMYHO
rocroje cermiuTta B = (S1VB1)A(S2VB2) U C = (§1VC1)A(S2VCy). PaBaH (ABC) je pasiau-
4uTa Of 7, Te MOXKeMO IIPUMeHUTH Beh [J0Ka3aHU ciydaj TeopeMe Kaj Cy paBHU TPOTe-
MeHHKa pasnuyute. Kako cy nmpase AVAq, BVB; u Cv(Cy HHIIUJEHTHE ca S1, TO Cy Tay-
Ke Py = (AVB)A(A1VB1), Q1 = (AVC)A(A1vC1) U Ry = (BVC)A(B1VCy) KotnHeapHe. Ka-
KO cy mnpaBe AVA,, BVB; u CvC; HHITUIEHTHEe ca Sy, TO Cy Tayke P, = (AVB)A(A2VB;),
Q2 = (AVC)A(AaVCy) U Ry = (BVC)A(B2VCy) KoTMHeapHe. Tauke Py U Py Cy HHITUIEHTHE U
ca paBoM AVB U ca paBHU A1A;B1B;, ofakiie Mmopa dUTu P; = Py = (A1VB1)A(A2VB;y). Ca-
CBUM CJIMYHO BaXKU Q1 = Qy = (A1VC1)A(AvVCy) U Ry = Ry = (B1VC1)A(B2VCy). KoHauHO,
Tayke P; = Py, Q1 = U Ry = R, cy HHIIUJIeHTHe U ca T U ca (ABC), Te Cy KoJIMHeapHe
(JIema U Jlema ﬁ). O

2.11 IIpojeKTUBUTETH

[lepcieKTUBUTETHU U3 YBeleHUX TebUHUIIM]a Cy SHjeKTUBHA IIpecIuKaBamba Yiju Cy
IOMEHHW ¥ KOJOMEHU HH30BU TadyaKa WIK IIPpaMeHOBH IIpaBux. IIpojeKkiiueuiniein je
KOMIIO3HUIIHMja KOHAYHO MHOTO IIepPCIIeKTUBUTETA, a 06eJIe)kaBaMo ra 03HaKOM (X)A(Y), e
Cy (X) u (), IOMeH U KOJIOMEH, jeJHOOUMEeH3NOHHU 06jeKTH (HM30BU TavyaKa WU IIpaMe-
HOBMU IIpaBUX). Kako yecTo pafiMo ca KOMIIO3UI[HjaMa HeKUX IIPojeKTUBUTeTa (IIITO CBa-
KaKO0 MOpajy SUTHU IIPOjeKTUBUTETH), TO je J0SPO0 YBECTH HOTAIIHjy Y BUAY JIAHIIA, ITe Ce
IIpeKJIaliajy oAroBapajyhu KoJloMeH! U JOMeHU CyCeJHUX IIpecIMKaBama. Ha mmpumep,
KOMIIO3UITH}Y ((V)A(2)) o ((X)A(Y)) MOKeMO jefHOCTaBHHUje 3amucaTu ca (X)A(Y)a(z), 0K je
(P)7(S)7(q) 3ampaBo (p)3(q)-

Teopema 2.25. [Iociuoju Upojekiiuguiieil Koju pasauvuine mavke A,, By, C; upase p, tipe-
CcAUKasa pegom y pasauduite wavke A,, By, Cy tipase p;.

Jokas. PasMOTpUMO HajIipe ciay4aj p; # pz. buheMo IIa)kK/bUBH jep KeJIMMO Jia [TIOKPHU-
jeMo cBe Moryhe 1pojeKTUBHe paBHU. Ha nipumMep, y PaH00BOj paBHHU CBaKa IIpaBa UMa
Ta4HO TPHU TauKe, Te CBe TauKe Ca IIpaBUX p; U P2 MOPajy SUTHU YK/bydeHe, T0K CeIUIITe
p1/\pP2 MOpa SUTHU KakKo jefHa of Tauaka Aq,Bq, C1, TaKO U jegHa 01 Ay, By, C,. Kako je Haj-
BHUIIle 1Ba cj0Ba U3 {A, B, C} YK/bYUYEHO Y p1/A\pP2, TO IIPETIIOCTAB/bAMO A1 # p1/ApP2 # Aa,
MHade IIeEpPMYTYjeMo c10Ba A, B u C. OBaKo cMo 08e35eiiiu A1Zp,, AoZp1 B A1 # Aj, TIITO
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oMoryhasa ersucreHiyjy tadaka B = (A1VB2)A(AVB1) U C = (A1VCy)A(A2VCe), Kao U
Tauke A = (A1VA2)A(BVC) ca ipaBe p = BVC. TpakeHH IIPOjeKTUBUTET je KOMIIO3HUIIHja

(P1)2(0)% (p2)

jep 3a wera BaXku (A1,B1,C1) — (A,B,C) — (A3, By, Cy).

C1 Bl A1 pl

IIpeocTao je ciy4aj p; = p2. [JOBOJBHO je MU3adpaTU IIPOU3BOJbHY IIPaBY P3 # P1 U TAUKY
S BaH p; U p3, Te Y UIPY YK/BYIUTH II€PCIEKTUBUTET f = (p1)3(p3). KaKo je ps # p,, o Beh
II0Ka3aHOM II0CTOjU IPOjeKTUBUTET (p3)A(p2) Koju ciuKa (f(Aq),f(B1),f(C1)) — (Ag, By, Cy),
Te je Tpa’keHU IIPOjeKTUBUTET KOMIIO3UIIH]ja (pl)%(pg)x(pz). O

V Iokasy IIpeTX0/fHe TeopeMe BH/e/IU CMO IIPOjeKTUBUTET KOjH Ce YCIIOCTaB/ba U3Me-
hy Tpu 11apa ofgroBapajyhux ejjeMeHaTa Kao KOMIIO3HIHjY IBa (AKO Cy HOCHOIIH pas3IU4HU-
TH) WIH TPU (aKO Cy HOCHOIIY UCTH) IlepcIieKTuBUTeTa. OBa 0COSGMHA reHepaIHO BaXKU y
/le3aproBoj paBHHU, OJHOCHO CBaKH IIPOjeKTUBUTET MOYKe Ce HAaIlCaTH Kao KOMIIO3HIIHja
IiBa (3a pasjIMynUTe HOCUOLIE) WU TPHU (3a MCTe HOCHOLle) IIepCIIeKTUBUTETA.

Jema 2.26. V /le3apiogoj pasHU, 3a KOHKYpeHIUHe Upase p1, P2, P3, KoMuosuyuja tiepciex-
wueutnewia (p1)~(p2)(ps) je uepcuexkiiusuiuer.

Joka3. Heka cy IipaBe pq, P2, p3s KOHKYpeHTHe y Tauku T, Te fi = (pl)sil(pz) uf, = (pz)siz(pg).
3a Tauke A,B ¢ (pl) \ {T}, IIOCTaBHUMO A1 = fl(A), Ay = fz(A1) uB = fl(B), B, = fz(B1)
[TocMaTpajMo TpoTeMeHUKe AA1A; v BB1B,. Kako cy AVB = py, A1VB1 = py U AyVBy = p3
KOHKYpeHTHe, TO je T IleHTap IlepClieKTUBe TpoTeMeHUKa. I1o /lesaproBoM TBphewy 0HU
HUMajy 0oCy IIepCIIeKTHBe S Ha K0j0j Cy Tauke S1 = (AVA1)A(BVBy), Sy = (A1VA2)A(B1VBy) 1
(AVA2)A(BVB,). [lakiie AVA,, BVB; 1 S1VS; Cy KOHKYPEHTHE, Te je f, o f] IIepCIIeKTUBUTET
ca IeHTPOM (AVA )A(S1VS)). O

Jlema 2.27. V /lesaploeoj pasHu, komuo3uyuja tepcuexiuusuiteiia f = (p1)~(p2)x(p3) modice
ce paciiasuitiu Ha Komuo3uyujy tepciuexiuusuiieiia f = (p1)~(pa)~(p3), Ige je p4 ipouseo.s-
Ha Upasa Koja Huje UHyugeHuHa ca p1/A\ps u Huje ciuojHuuya XVf(X) 3a Heko X € (p1).

S1 Si / S3 S,
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Jokas. Heka je f = (pl)SA:l(pz)S—KZ(pg), a p, IIPOM3BOJbHA IIpaBa Koja MCIIyHaBa yCJIOBe JIe-
Me. O3HaYuMO P = piAp2, Q = p3sAp2, R = p1Apa, T = ps3Aps U HeKa je ps = RVQ. 3a
IIPOU3BOJBHO Ay € (p1) HeK?@Az = flAg) 1 A3 = (Ao\/Sl)Aps Kako cy ps,pz,pg KOH-

KypeHTHe y @, TO II0 JleMH umamo f = (p1)%(ps)%(p2)2(p3) = (P1)2(s)2(ps), TE
je 83 = gSNS (Az\/Ag) Kaxko cy P1,DP5,Pa KOHKYPEHTHE Yy R TO IIO JIeMH @ UMaMO

= 00)2(Ps)2(pa)2(p3) = (P1)%(Pa)2(ps), The je Su = (S1VS3)A(AgVAs), TIpU Uemy je
Ay = (A3V33)/\P4 n

Jema 2.28. V /le3aplogoj pasHu, ceaku Upojekinusuiueiul usmely gea pasauduina Hu3a ma-
yaka Koju je komuiouyuja iwpu tepcueKiuuguitieitia je Komuosuyuja gea uepciuexiuuguite-
wa.

Jokas. Hexajef = (p1)3(p2)%(p3)% (pa) up1 # pa. Tlo JleMu .26, 3a KoHKypeHTHE p1, P, P3
jef= (P1)i(P3)S;3(P4), JI0K 38 KOHKYPEHTHE Py, P3, P4 IMaMO f = (P1)S%(Pz)i(l74)- AKO p1,D3,Pa
HUCY KOHKYpPEHTHe, y3MMaMo IIPaBy ¢ Koja je HHITUIeHTHA ca P3/A\D4 U IIPUMerbyjeMo Jle-

My .27 110 kojoj je f = (p1)7(q)7(p3)%(p4), @ Kaxo cy ¢, ps, pa KOHKypeHTHe 110 Jlemu 2.2 je
f= (p1)a(q)(p4). CaCBUM CJIMYHO PafIMO aKO P1, P2, P4 HACY KOHKYpPEHTHE. O

Teopema 2.29. V Jlesapiogoj pasHu, ceaku tipojeKiuuguitieiti usmely gea pasauvuiia Husa
avaxa je komuosuyuja gea tiepciieKiiuguinieinia.

Joxa3. TIpojeKTUBUTET je KOMIIO3UIIMja IIepClIeKTHUBUTETA. BHUIIeCTPYyKOM IIPUMeHOM
Jleme KOMIIO3UITHje Off TPU IIepCIeKTUBUTETA PeIyKyjeMo Ha KOMIIO3UIIHje Ba I1ep-
CIIEKTHUBUTETA. JeJUHU IIPOSJIeM IIpe/icTaB/ba KOMIIO3UIIMja (p1)x(P2)A(P3)A(pa)x(ps), THeE

je p1 = pa 1 pz = ps. Tana xopuctumo Jemy .27 32 (p1)7(P2)3(p3) = (P1)7(@)7(p3), T je
q # ps ¥ MOKeMo IIpUMeHHUTH Jlemy [2.28. O

Kao mupekTHy mocienuiy TeopeMe UMaMo cJiefiehy TeopeMy.

Teopema 2.30. V Jle3aplogoj pasHu, ceaxku UpojeKiiuguiieill je Komuouyuja Hajeuwe wmpu
uepcliekinuguiueta.

HammoMeHMMO Jja caM KOHIIeIIT IIpojeKTUBUTETa IIoTHUYe off IIoHcestea [64], KOK je x Kao
O03HAKy 3a IIpojeKTUBUTET IIPBHU yBeo llItayT [71]. O3HaKa 7 3a IIepCIIeKTUBUT I10jaBUJIa
ce KacHUje, a 3a 1By je 3aciayxaH BedieH [76].

2.12 AHa/IMTHYKA IIPOjeKTHBHA IIpaBa

ITocMaTpajMo aHAJIUTHUKY IIPOjeKTUBHY paBaH FP? = (T, Py, Ir) HHAYKOBAaHY I10/bEM
F. Heka cy A ¥ B [jBe pasjiMuuTe TauyKe U3 Tp faTe CBOJUM XOMOTeHUM KOOpAHWHaTaMa.
[IpUpOAHO ce II0CTaB/ba IUTAKE€ KaKO OIIHCAaTH CBe TauKe ca criojHurie AVB. Tauka C npn—

Iaja IpaBoj AVB ako ¥ caMo aKo je (ﬁ) ? = 0, akako 110 Jlemu 2.5 Ba2Xku AVB = A X B
061jaMo yCJI0B (X X ﬁ) C = 0, OTHOCHO | A ﬁ ? =0,1meje [A, ﬁ 3 det A,ﬁ,?

MEeIIIOBUTH NIPou3BoJ BeKTopa. Kax C pacniuiiemoy dasu A, B, A x B nodujamo ciaenehy
JieMy.

JIema 2.31. Badxcu C € (AVB) ako u camo ako je ? = quLvﬁ 3aHeke U, v eFdezu=0=v.

AHaauimuuky upojekwueny lipagy UrHe CBe TaukKe UHITU/IeHTHe ca HEKOM IIpaBOM
u3 FP? 1 odestexkaBaMmo je ca FPL. KOOpB)I/IHaTHI/I CHCTEM Ha ITpaBoj AVB YBOJHUMO TaKo ITITO

duKcupaMo BeKTOpe Ipe/ICTaBHUKe A U ﬁ mocste gera Jlema .31 TPOH3BOJbHY TAUKY C
IpaBe AVB jeJHO3HAUHO, 10 HAa MHOKeH-€e CKaJlapoM, h3parkaBa ca C = uA + VB 3a HeKe
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U, v € F Koju HUCYy UCTOBpPEMeHO HyJia. Tako 1061jaMo XOMOI'eHe I1apaMeTpe (U : V) TauKe
Cy ogHOCY Ha KOHKpPEeTHe BEKTOpe IIpeicTaBHUKe A v B Tauaxa A u B.

JlyaJjiHo, 3a iBe pas/IM4yuTe IIpaBe p U (¢, IPOU3BOJbHA IIpaBa I' Kpo3 TauKy pAg MOXKe ce
U3PasuUTU Kao BEKTOP 7= E?+C 7 3a Heke ¢, ¢ € F KOju HUCY UCTOBpeMeHO HyJs1a. To HaM
Ilaje XoMoreHe rmapameTpe (¢ : {) IpaBe ' y OJHOCY Ha KOHKPEeTHE BEKTOpe IIpe/[CTaBHUKE

u 7 IIpaBUX p U (.

YecTo MMaMO OTPeESY [la U3 XOMOTeHUX ITapaMeTapa (U : v) (KOju HUCY jeJHO3HAYHO

o/ipeljeHN) YKIIOHUMO HeoIpeljeHOCT, II1TO HacC JOBOAU [0 IIPUPOLHOT IIpecInKaBamha

(‘u:v):(%:1>|—>%.

TaKo ce TauKe (U : V) aHaIUTHUKe IIpaBe FP! ca v # 0 moucroBehyjy ca eJleMeHTHMA I10/ba
[F. IIpeocTasa Tayka (4 : 0) = (1 : 0) je HAJIMK 6€CKOHAYHO] TAYKU U3 UHTYUTHUBHE PaBHU
U 10j JI0/IeJ/byjeM0 CUMGO0JI oco. OBO IOBOJIU 10 TIPOIITHpea o/ba F = F U {oo}, IIe nedu-
HUIIIEMO IIpec/InKaBambe : FP! — Fca (1 : v)* = /v Koje 30BeM0 gexomoleHUsauuja.
V cBaKo0j aHaINTUYKOj IIPOjeKTHBHO] paBHM FP? MpuUpoHo Baku Jlesaproso TBpheme.

Teopema 2.32. AHa/uiiuuka UpojeKiuiusHa pasaH je /lesapioea pasaH.

Joka3. Heka cy TporeMeHUI A1B1Cqy U A;B;Cy TIEPCIIEKTUBHU ¥ OHOCY Ha ueHT@ S
KojeM QUKCHUpaMO BeKTOp IpeAcTaBHUK S. Kako je S Ha mpaBoj A1VA,, TO IIOCTOje A1 U
Zﬁ, TaKo Jia je S = Ki +XZ> (y muTam’my Cy BeKTOPH IIPeICTaBHUIU UA1 U sz) us Jleme ).
Ciu4Ho, HOCToj%),IgFOBapajng BEKTOPH TaK0 ia BXXH S =] B_1> +£72>, OAHOCHO S = a + C_‘z> .
U3 jeqHaKOCTU A1 + Ay = By + By = ? BaXu A; — By = By — Ay = P. IIpuMeHUMO JIA
HeMy@] Ha Tauky P = [?] nodujamo PZ(A1VBi) (360r P - Zl) - E)) u PI(AZVBQ (360r
? = By — Ay), Te je P = (A;VB1)A(AVB;). CacBUM CJIUYHO U3 E{ + E; = C_‘l> + Cy =

HMaMOo ]?i — C_‘1> = C_‘; —]?; = 6 U BaXxu Q = (B1VCy)A(B2VCy), IOK U3 C_‘I + C_‘; = X; +Kz> = ?
nodujamo C_‘1> —Ei = X; —C—‘; = ﬁ UBaXUR = (A1VC1)A(A2VCy). I3 TIPETXOMHUX jeJHAUHA

nosujamo B + Q + R = (A; — By) + (B1 — C1) + (C; — A;) = 0, To cy 1o Jlemw .31 Tauke
P, Q,R Ko/IMHeapHe U YMHe 0Cy IIepCleKTUBe TpoTeMeHUuKa A1B1C; 1 AB,Cs. ]

[IpojeKTUBUTETHU Cy KOMIIO3HUITHje IIepCIIeKTUBUTEeTA U paJi Ha lbMa MOKeMO HacTa-
BUTHU YIIOTPeSOM XOMOI'eHUX KOOpAHUHaTa. Kako »KeJIMMo /1a U3BeieM0 popMyJle IIpojeK-
THUBUTEeTA, HajlIpe heMo ce m03adaBUTH IlepClIeKTUBUTETHMA. Heka cy marte IIpaBa S U
Tauka SZs, Te HeKa Cy A U B pa3juunuTe TaukKe HHU3a Tadaka (S), a p U q pas/IMuuTe IIpaBe
TpaMeHa IPaBHX (S). PukcupameM KOHKPETHUX BeKTOpa IIpeficTaBHUKA Au §>, OJlHO-
CHO p U 7, ofpeljyjeMo XoMoreHe KOOpAHMHAaTHe CUCTeMe Ha (S) U (S), IIph YeMy Hallo-
MHEE€MO JIa OHHU Cajia UMajy KOOpAHUHAaTe Ay>KHHE [IBa, a He TPU Kao IIITO je paHUje U0
CIIy4aj.

ITocMaTpajMo IIepCIIeKTUBUTET (S)A(S) KOjU TauKy X € (S) CJIMKa Y IIpaBy X € (S) Tako
Ia BaKH X = XVS, ofHOCHO X = XAS. AKO Tayka X HH3a (S) ¥Ma KOOpAHHATe (U : V), a
IIpaBa X IpaMeHa (S) uma KoopauHare (¢ : ), To UHIIUeHITHja U3Mel)y BbUxX X7Zx faje

XX =(EP+{q) WA +vE)=0

OpmaBfie 106HjaMO OTHOC

(€:0)=((-q WA +vE): (P (A +VvE)),

KOjH MO>KeMO 3aIIHCaTH § MATPUYHOM 0SJIUKY

O-(FF 3D
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2.12. AHannTuuKa NpojekTBHa Nnpasa

Besa usMmeljy BeKTOpa KOOpAUHATA je jefHa JUHeapHa TpaHcpopMaliyja faTa MaTpUIIOM

G379

M

4yuja je JeTepMUHaHTa

det(M 7§?A ﬁ§<72=7?? (7-B)q)-4
< (B xq))- ?7,X1[,, % q]
:Axﬁ-?xa ﬂﬁ?

U3 SZs modujamo det(M) = 5.3 # 0, Te je MaTpuIla M peryjapHa U odpaTHa Be-
3a (u : v) npeko (& : {) mara je ¥H0j UHBEP3HOM MaTPHI[OM M. CaMMM THM OCHOBHH
IepCIeKTUBUTET y FP? je MHIyKOBaH peryiapHoM JHHeapHoM TpaHcopMarjoM. Kako
je TIPOjeKTUBUTEeT KOMIIO3UIIMja KOHAYHO MHOI'0 TAKBUX IIEPCIIEKTUBUTETA OH/IA je U OH
UHIYKOBaH peryJlapHOM JIMHeapHOM TpaHCPOopMaIiyjoM.

Teopema 2.33. IIpojexinusuinieii y FP? je uHgyKoeaH peltyAapHOM AUHEAPHOM TPaHCPHOp-
Mauyujom.

Besa usMeljy XoMoreHuX KOOpIMHAaTa (JIOKaJHe KoopauHate y FPP!) mpu mpojekThBu-
TeTy je jefHa peryjapHa KBaJpaTHa MaTpHIla peja [Ba ca KoepunujeHtruMa us F, a Ba-
JKHO je HAaIIOMEHYTH /1a 360 XOMOI'€HOCTH, MaTpuLie M u AM 3a A # 0 IIpe/icTaBJbajy UCTU
IIPOjeKTUBUTET.

HcriurajMo TpOMEHY KOOPAMHATHOT CHCTEM. Heka je IpBU KOOPAUHATHU CUCTEM 3a-
laT BEKTOpHUMa A u B, a Ipyru BeKTOpHUMa ? 8 e cy A, B, P, Q Tauke us3 F]P’l ITpou-
3BOJbHA TauKa C MOXKe ce u3pasutu ca C = yA + v? ammuca C =€&P + ( Q Kako cy
P 1 Q Tauke 11paBe AVB TO II0CTOje HEKH CKaJIapI/I a, B, y, § TakBH Jia je P-ad + Bﬁ u

6 =YyA A +8§B. Umamo uA AvB=C-= ¢(aA +B§ +{(yA +6§>) = (aE+y()X+(,BE+6()§,

oJlaKJIe 1061jaMo
1(0)-G 5@

Kaxko cy P u Q pasiuuuTe Tadyke TO je ad # By U IpoMeHa KOOp/IMHATA je TaKolje HHAYKO-
BaHa peryJiapHOM MaTpPHUIOM.

Teopema 2.34. IIpomena KoopguHaitia y FP! je ungykoeaHa pelyiapHOM AuUHeapHOM
wparcpopmayujom.

[Tocseii-e IBe TeopeMe TOBOpe Zia je Be3a U3Meljy XOoMOreHUX KOOpAMHATA KaKo IIpU
IIPOjeKTUBUTETY TaKO U IIPU IIPOMEHH KOOPAUHATHOT CUCTeMa, MHAYKOBAaHa jeTHOM pe-
TyJIapHOM MAaTpPHUITOM. CYIIITUHCKU PaJiy ce 0 UCTOj CTBApH II0CMAaTpPaHOj Ha JIBa pasJiu-
YHUTa HAUMHA, a Y TUTaKy CY aKTUBHU (IIpecIMKaBalbe MeHha TauKe, a 0CTaB/ba UCTH KO-
OpIMHATHU CHUCTEM) U IaCUBHHU (TauKa 0CTaje UCTa, aJIi Ce MeHha KOOPAUHATHU CUCTEM)
MIPUCTYIL

Teopema 2.35. Heka cy gailiu XoMOIeHU KOOPGUHATIHU cucitiemu 3a ipase p u q us FP?. ITo-
CIOjU JegUHCTUBEHO UipecAUKA8arbe UHGYKOBAHO pely1apHOM AUHEAPHOM WpaHCHopmayu-
JoM Koje tipousso/bHe tpu pasauduitie wavke ca p UpecauKasa pegom y upoussos/bHe wpu
pasauduiie wayvke ca q.

/Jlokas. [JoBOJBHO je II0Ka3aTH [ia II0CTOjH jeITUHCTBEHO IIpecIuKaBame HHAYKOBAaHO pe-
I'yJIapHOM JIMHEapHOM TpaHchopMaliijoM Koje I10Be3yje Sa3sHe XOMOreHe KOOpAUHAaTe
(1:0),(0:1)m(1:1)caTpu IPOMU3BO/bHE TAUKe (i : V1), (Uy : V2) U (U3 : V3) HEKE
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

npase. Tazia M0>KeMO II0Be3aTH 6asHe XOMOTeHe KOOpAUHAaTe ca TPU TauKe IIpaBe p pery-

JIapHOM MaTpHIIOM M;, Kao U ca TPU TadKe IIpaBe ¢ peryJlapHoM MaTpULioM M,, ofaKie

1oSujaMo Be3y u3Mely TPOjKH Tayaka ca p U ca ¢ IIPeKo peryaapHe MaTpurie My o M;?
Tpa’keHa 1IpojeKTUBHA TpaHcPopMaIiyja je 06JIMKa

2 (#') _ (mn m12> <H)
v/ myo1 My v/’

N3 (1:0)— (uy : vi) IMaMO A4, = Myq ¥ A1Vy = My, JoK U3 (0 : 1) — (U, : vo) ©IMaMo
Aoty = My U ApVy = myy. U3 mociienme Bese, (1 : 1) — (U3 : v3), J0SHjaMO jelHAYH-
He Asli; = My + My ¥ A3V3 = My + Myy. OBUX IIeCT XOMOTeHUX jefHauYMHa Ca CejaM
HeIl03HATHX /1ajy jeJUHCTBEHO pellleke. Ha IIpruMep, MOXKeMO CBe II0YeTHe jeHadrHe
CMEHUTH Y IIOCIIe[Ebe [IBe 3a Aslls = Ajlly + Aglly B A3V3 = A1V + AyVy, IIITO Y MATPHYHOM

Kaxo cy Tauke (u, : v1) ¥ (U, : V2) PasIMUUTeE TO je MaTPHIla Bese peryjapHa 1 1051jaMo
110 Ha MHOJKeHbe CKaJIapOM jeIMHCTBEHO pelllele 3a A, Ay U A3 KpO3 jefHauuHY

-1
1 (M) _ <u1 #z) (#3) _ 1 <Vzu3 - l~‘zV3)
A3 \ Ay Vi V2 V3 UiVa — UyV1 \HqV3 — Viliz/)’
OoflaKJIe TUPEeKTHO MMaMO yJIasHe BPeHOCTH [I0YeTHe MaTpHUIle

(mll m12> ~ <H1(V2H3 — UyV3)  Uy(UqVs — Vlﬂg))
My Moy V1(Vollz — UyV3) Va(UyV3 — Vil3)/)’

IITO 3aBpIIaBa JA0Kas. O

ITpeTxX07Ha TeopeMa oMoryhasa /ia IIpOjeKTUBUTETe Y FIP? IIOMCTOBETHMO Ca peryJap-
HUM KBaJIpaTHUM MaTpHIlaMa pefia Ba ca KoepuirpjeHTUMA y FF, ITIOCEUeHUM II0 peJia-
[IUjHU CPa3MEepHOCTH.

Teopema 2.36. IIpecauxagarse usmely jegHogumeHsuoHux osjexainia y FP? je tipojexiniu-
guilleitt ako U camo ako je OHO UHGYKOBAHO pelyapHOM JAUHEeAPHOM WpaHCHopmayujom
XOMOTeHUX KOOpguHatua.

Jokas. Tlo Teopemu CBAKHU IIPOjeKTUBUTET je MHAYKOBAH peryJapHOM JIMHeapHOM
TpaHcpopMaIHjoM, Te IpeocTaje odpaT. Heka je f HHAYKOBAHO peryJapHOM JIMHEapHOM
TpaHchOpMaIljoM XOMOTeHUX KOOpAUHAaTa. AKO Ccy A1, By, C; pasjiMyUTU eJIeMeHTH U3
noMeHa of f (KoJiMHeapHe Tauyke HHM3a TadyaKa WM KOHKYpPeHTHe IIpaBe IIpaMeHa IIpa-
BHUX), ofroBapajyhe pasinuuute (KoJIMHeapHe UIN KOHKypeHTHe) eJIeMeHTe 13 KOJlOMeHa
nodujamo ca A, = f(A1),By = f(B1),Cy = f(Cq). Ilo TeopeMu E II0CTOjU IIPOjeKTUBUTET
KOju ciuKa (Aq,B1,C1) — (Ag,By,Cy), a 110 TeopeMI/I @ OH je MH/IYKOBaH peryjaapHoM
JII/IHeapHOM TpchcpopMauHJOM XOMOT'€HUX KOOpJAWHATa YHjy jeJUHCTBEHOCT rapaHTyje
TeopeMa [2.35, Te je y IUTamy Sa f. O

Teopeme - 6 HaM TOBOpe /ia je IIpojeKTUBUTET y FP? jemHO3HAuHO ofipeheH ca
TpH Hapa oaroBapajyhux esemeHara. To je 0COGMHa KOjy 30BeM0 OCHO8Ha eopema
lipojexinueuineima, o ueMy he xkacHuje dutH peuu (TBpheme -)
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2.13. /Bopa3smepa

2.13 /IBopasmepa

HacTaBuMO ca U3yyaBarkbeM XOMOTeHUX KOOpAMHATa Ha aHAJIUTUYKOj IIP0jeKTUBHO]
mpaBsoj. Heka cy A, B, C, D pasiIMunTe KoJIMHeapHe Tauke 13 FP!. 3a b UX0Be BeKTOpe IIpej-
CTaBHHKe XOMOreHHUX ITapaMeTapa y HeKOM KOOPZAHHATHOM CHCTeMY MO>KeMO IT0cMaTpa-
TH H3pas

— =
28 ¢ det(A,?) det(ﬁ, D)
(A,B,C,D)= — B ﬁ ? :
det(A,D)det(B, C)

BeKTOopHu IIpe[CTaBHUITA yBeJeHUX TadaKa Cy 0OJIMKaA aX, ﬁﬁ,y?,éﬁ 3a HeKe He-
HyJa cKamape a,fB,y,8 € F, npu yemMy Hu3 det(x?,ﬁ?) = K‘)Ldet(Y,?) modujamMo

(aX,BB, y ,63) = (Z, ?, ?, B), IIITO 3HAYU [Jla II0YeTHU HU3pa3 He 3aBUCHU O] U3dopa
BeKTOpa IIpeiCTaBHUKA. 3a peryJlapHy KBaJlpaTHy MaTpuly M peza fBa je

det(MX,MY) = det(M(X, Y)) = det(M) det(X, ¥),

oflaKJie Cjaeau (MX,MB,M?,MB) = (Z, B, ?, B). [IpomeHa KoopauHara je 1o Teope-
MU UH/IyKOBaHa peryJiapHOM JIMHeapHOM TpaHCPOopMallljoM, Te IIOUETHH U3pas3 He
3aBUCH HU 0] ©3d60pa KOOPAUHATHOT CUCTeMa, YMMe CMO 06e30eIU/IH Jla je HapeHa Jie-
buHULYja Kodpa.

Heka cy A, B, C, D pasauunTe Tauke y FP!, Tazia je muxoBa geopasmepa (ABCD) cka-
Jap us FF 1aT ca

det(A, C)det(B, D)
det(4, D)det(B, C)

ITo Teopemu IIPOjeKTUBUTET je MHAYKOBaH peryJapHOM JIMHeapHOM TpaHCop-
MaIjoM (Kao IIITO je TO ¥ IIpOMeHa KOOpAHHAaTa), TaKo /ia Ce ABOpasMepa He Mema IIpu-
JINKOM IIPOjeKTUBUTETA.

(ABCD) = (2.13)

Teopema 2.37. /[gopasmepa je uHeapujaHilia tipojexiuusuineina.

YecT HAUUH paqua}bguBopasmep%e YIIPaBO y KOOPUHATHOM CHCTeMy oxpeheHUM
caXnﬁ.Ta/:gaje o/:g/[axA =(1,00u B = (0,1),/101<3a? = aX+B§>H D = )/Z>Jr6§>
rMamo C — (a,f)u D = (y,§). AluupeKTaH payyH 110 GOpMyJIH () naje

_B(=y) _By B S
(ABCD)_W_OTS_E.;,

IIITO je pa3Mepa JBe pasMepe U TAKO OIpaBAaBa HMe ABopasMepa. JupektHo u3 (2.13)
pauyHaMo IBOopasMepe 3a IIepMyTaIlyje Tauaka

(CDAB) = EIZ_BBS’; = g(’; = (ABCD);

(—a)s a76 B 1
(-y)B By (ABCD)’

(ACBD) = 1("66; y) _q_ g(’; — 1 (ABCD).

(BACD) =

Pepmociies; Tayaka IiocMaTpaHe YeTBOPKe je BeOMa BakaH, a JBOpasMepe CBUX IIep-
MyTaliydja MOKeMO TOSUTU KOpUIlThelkheM IIPeTXOAHUX IIpaBUiIa Koja heMo Imomnucaty y
HapeHOj TEOPEMH.
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Teopema 2.38. 3a pasauuuine auke A,B,C,D us FP! gaxcu:
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA);
(BACD) = (ABCD)™ 1,
(ACBD) =1 — (ABCD).
KopuihemeM gexoMoreHusanmje «: FP! — F 1ako MoyKeMOo U3pasUTH ABOpasMepy ca

(A"~ C*)(B*-D*) AC BC
(A*-D*)(B*-C)  AD BD
OpaB/ie ce BUAM reOMeTPHjCKU CMHCA0 ABOpasMepe Kao 0OHOC oroBapajyhux pacrojama
usMeljy Tayaka, MM OJHOCa OAroBapajyhux ny>xuHa Ay>Ku. /[BopasMepa je fepuHucaHa

3a pas3/INYUTe KOJTMHeapHe TauKe, TAKo Jla OHA He MO>Ke SUTH jeHaKa 0 viIH 1 (HHTH o),
TIOK Cy CBH OCTaJIH CKaJIapH Ha pacIiojiaramy, IIITo Imokasyje ciefeha yeMa.

(ABCD) = (2.14)

Jlema 2.39. 3a ilipu pasauquitie iauxe A, B, Cy FP! u ckaaap a € F\ {0, 1} @iociioju jegun-
ciueeHa mauka D tuaxea ga je (ABCD) = a.

Jokas. Kako BpeHOCT BOpasMepe He 3aBUCH 07 U360pa KOOPAUHATHOTI CUCTeMa, I10CTa-
BHUMO I'a TaKo JIa ITI0UeTHe TauKe UMajy dasHe KoopauHate: A(1:0),B(0:1)uC(1:1). Ako
Tauka D nMa KoopauHare (d : 1), Tajia jefHOCTaBaH pauyH faje (ABCD) = d, ojakJie cieu
Iaje tauka D(a : 1) jequHa Koja UCIIyHhaBa TPa>keHH yCJIOB. O

YKOJIMKO 6MCMO JBOpasMepy IIPOLIUPUIN Ha IIPOU3BOJbHE, He HY>KHO PasIMuyuTe, KO-
JIMHeapHe Tauke, 32 KOJIOMEH SUCMO 0SWiIM uuTaB F. HauMme, y cy4ajy GUKCHpaHHX
pasnuuuTux A, B, C uManu 6ucMo (ABCA) = oo, (ABCB) = 0 u (ABCC) = 1, 1rTo ompaspa-
Ba Jla TH CKaJIapu He MOI'y SUTH BpeJIHOCTH OPUTHHAHe ABopasMepe. [IpeTxogHa 1eMa
oMoryhasa /ja jefHOCTaBHO JI0OKa>keMo cJefiehy TeopeMy.

Teopema 2.40. Hexka cy A,B,C,D u A’,B’,C’', D’ gee ueitisopke pa3Auquiiux KOAUHeapHux
mauaka y FP?. Taga tociioju jeguHciliseH tipojexiniusuinieiti ca (A,B,C,D) — (A',B',C’,D)
ako u camo ako je (ABCD) = (A'B'C'D").

Joka3. Kaxko je 1o TeopeMu BOpasMepa MHBapujaHTa [IpOjeKTUBUTETA TO je jelaH
cMmep ounriieraH. Ca gpyre cTpaHe, 1o TeopeMu II0CTOjHY jeAUHCTBEH IIPOjeKTUBUTET
fxoju cuka (A,B,C) — (A’,B',C'). VkonuKo je f(D) = X, Taga 110 TeopeMu & nodujamo
(A'B'C'D’) = (ABCD) = (A'B'C'X), omakiie Jlema naje D = X. O

JlBopa3sMepa je HajcTapHja U HajOCHOBHHUja IIPOjeKTUBHA WHBapHjaHTa. 3Ha4ajHo Jie-
JIO M3 aHTUUKOT 1oda je Kibura 7 [1ariocoBOT 360pHUKA KOje je I_%ITI/Ipao [ITas1y cBOM Hciuo-
pujckom tpeinegy [15] 1 TaKo CKpeHYO a>Kiy Ha Wera. [Jonc™ ra je 1986. mpeBeo Ha eH-
IJIECKH, a 3aTUM y KOMeHTapHMa I10Ka3ao Kako ce ITarrocoBe sieMe I1oBe3yjy ca MOJepPHOM
TEPMUHOJIOIHjOoM [43], IIITO HeBOCMUC/IEHO TOBOPHU 0 TOMe [1a je ITarioc 610 cBeCcTaH KOH-
[ernTa ABopasMepe ¥ UMIUIUIIUTHO ra yrorpedspaBao. Bapujanra gBopasmepe y chepHOj
reoMeTpUjU II0jaBJbyje Ce jOlll paHUje Y KBbU3U Chepuka Kojy je mucao MeHesaj™=, 10K je
BepoBaTHO U caM EyKJHnJ 3HA0 3a MHBapHjaHTHOCT ABOopasmMepe [18].

2.14 TIIamocoBo TBphemwe

PasMOTpHMO IOHOBO CHHTETUYKH 3aCHOBaHY IIPOjeKTUBHY paBaH. [locmaTpajMo Ha-
pesHO TBpheme Koje je y eyKINUACKO] TeoMeTpHrju 0TKpHoO Ilamoc [43] 1 mo3HaATo je Kao
[TarrocoBa TeopeMa.

3 Alexander Raymond Jones, aMepHYKH HCTOPHYAP MaTeMAaTHKe
"“Meneaj u3s Amexcaaapuje, Mevéiaog (1. ¥ 2. BeK H.e.), [PUKH MaTeMaTHyap ¥ aCTPOHOM
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2.14. MNanocoBo TBphewe

Tepheme 2.41 (IlamocoBo TBplhjeme). Hexka cy p; u p, pasauvuiie upase u Heka cy
A1, B1, C1 pasauvuiie tuadke uHYUgeHilHe ca p1, a Az, By, Co pasauduiie twadke uHyugeHi-
He ca p,, WaKo ga ce cee Wauke pasaukyjy og p1/A\pz. Taga cy ceyuwita (A1VBy)A\(AsVBy),
(B1VC)A(BaVvCe) u (C1VA2)A(Co VA1) KOWUHeapHe tuauke.

C,
B,
Ay

A1 Bl Cl

Tpu nipeceuHe Tauke 13 [lariocoBor TBphemwa Cy 3allpaBo CeIUINTa HaCIIpaMHUX CTpa-
HUIIA IIPOCTOT IllecToTeMeHuKa A,B,C1A,B,C,. IIpaBy Kojy oHe oxapelyyjy HasuBaMmo Ila-
ilocoea tipaea, a y OIIIITEeM CIy4ajy OHa He IIPOJIasu KpPo3 p1/Aps.

[TarrocoBa paBaH je IIpojeKTHBHA paBaH y Ko0joj Baku [lartocoBo TBpheme. KoHdury-
paruja [TarrocoBor TBphema cacTojH ce o1 IeBeT TauaKa U [leBeT IIPpaBUX, IIPU UeMy CBaKa
IIpaBa CaJip>KU TPU TaukKe, ZIOK Ce Y CBaKOj TaUKU CeKy TpH IIpaBe. CBaKa IIpaBa Te KOHQU-
rypanuje Moxke ce y3eTH 3a [IartocoBy IIpaBy Ha K0joj Jie>ke TpPHU TauKe, 0K IIpeoCTaJIux
IIIeCT Ta4vaka Jie)ke 110 TPU Ha /iBe IIpaBe KOHQUryparuje. IlarrocoBo TBphemwe IoBIauu
COIICTBEHHU JiyaJl, TaKo [jla KMa MecTa 3a caefiehy Teopemy.

Teopema 2.42. Y Ilatiocosoj pasHu sadxcu IIpuHyuilt gyaaHocitu.

pP1 P2 D3
Ay \ \ B, Cq

q1

)

JAoka3. Heka cy A; 1 A, pasjiMuuTe TaukKe, Te pP1,P2,P3 € (A2) U q1,42,q3 € (A1) Tako Ja ce
Mel)y mUMa He Hajlasu A, VA;,. lepuHUIIMMO Tauyke B; = pyAq1, By = p1/Aqs3, C1 = p3Aq1 A
Cy, = p1/qq. Tauke A1,B1,C1 € (q1) U Ay, By, Cy € (p1) HCIIy®aBajy ycio0Be IIariocoBor TBp-
hema u 3aT0 cy (A1VB2)A(A2VB1) = q3/\D2, (C1VA2)A(C2VAL) = p3Aqs B (B1VCy)A(BaVCr)
KosimHeapHe. OfaBe BUAKMMO fia Cy IIpase (q3Ap2)V(psAgz), BiVCy = (p2Aq1)V(P1Aq2) B
ByVvCy = (p1/q3)V(p3Aq1) KOHKYpeHTHe U 3aTO Ba)KU TBpherbe IyasHo I1artocoBoM. O

Hcnocrassba ce fa je [IartocoBo TBphemwe jaue o [le3aproBor, IIITO je pe3yJaTaT KOjH je
1905. mocraBuo Xecendepr= [39]. Heka cy A;B1C; U AyB,C, TpOTEMeHUIH Y I1alioCcoBoj
PaBHU KOjH Cy IePCIIEKTUBHY y OJTHOCY Ha I1eHTap S. IIoTpeSHO je [oKa3aTH /Ia Cy TaUKe
pP= (A1\/Bl)/\(A2\/Bz), Q= (B1\/C1)/\(B2\/C2) UR= (A1VC1)/\(A2\/C2) KOJIMHEeapHe.

SGerhard Hessenberg (1874-1925), HeMauKy MaTeMaTAYap
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Heka je D = (A1VC1)A(B2VCy). IlppMenuMo ITarrocoBo TBpheme Ha Tpojke S, By,By U
A4,D,Cyq, opgakiie cy Tauke E = (SVD)A(A1VB1), Q u F = (ByVA1)A(C1VS) KosmnHeapHe. Ho-
Ba mpumMmeHa IlarrocoBor TBphewa Ha Tpojke S,Aq,A; ¥ By, Cy, D KaxKe [ja Cy KOJIMHeapHe
Tauke F, R u G = (A;VBy)A(DVS). Tpeha nnpuMeHa IlariocoBor TBphema, oBora Iyra Ha
Tpojke A1, By, Fu G, E, D aje KojinHeapHe Tauke P, Q = (B, VD)A(EVF) (13 IIpBe IIpUMeHe)
UR = (A1VD)A(FVG) (U3 gpyTe IIpUMeHe), I1ITO je 0ca IIepClIeKTUBe HAIllUX TPOTeEMeHHKa.

OpurvHa/JIHU apryMeHT KOjU CMO HaBeJIM Cafp KU IIPOIYCT KOjH je IIpuMeheH moJsia
BeKa KacHUje, Kaja je KpOHxajM@ [21] xoMIuieTHpao oBy Iipuuy. HauMme, mpodiieM Ha-
CTaje KaZia He MOKeMoO Jia TpuMeHUMO [1artocoBo TBphjeme jep je jefHa of TauaKa yIIpaBo
CeIIUINTe ABejy IIPaBUX Ca KOjUX y3UMaMo Tauke. KOHKpeTHO, IIpBa IlpuMeHa [larrocoBor
TBpljerwa HUje Moryha yKoJIMKO je Tayka D Ha 11paBoj SVBi, IIITO je fa/be eKBUBaJIEHTHO
TOMe 1a je D = B, OJHOCHO [1a cy A1, By, C1 KostHeapHe. /[pyra ripruMeHa [1arrocoBor TBp-
hemwa HUje Moryha yKoJIMKoO je Tauka D Ha IIpaBoj SVA1, IIITO je la/be eEKBUBAJIEHTHO TOME
naje D = A1, OTHOCHO J1a Cy A4, By, C; KOJIMHeapHe. 3aT0 XeCeHSeproB apryMeHT IIPoJjIasyu
YKOJIUKO UCTOBPEMEHO MMaMO HeKOoJIMHeapHe A1, By, C1 1 HeKoJIMHeapHe A4, By, Cy, Uu
Te HeKOJIMHeapHOCTH Yy HeKOj IlepMyTalidju Tadaka.

RS

MeljyTum, 11peocTtaje ciay4aj Kaza cy KoauHeapHe A, By, Cy, KoJlMHeapHe Bq,A;,Cy U
KoJsInHeapHe Cq, Ay, By (MM y IepMyTalllju KOJIMHeapHe Ay, B, C1, KOJIMHeapHe By, A1, C;
U KosmuHeapHe Cy, Aq, B1) IIITO Ce He MOJKe JOSUTH Kao ImepMyTallyja IIpeTX0JHOT CIy4a-
ja. Tama yBoguMo Tauke K = (SVA)A(PVCy) u L = (SVB1)A(PVCy). IlpuMeHa IlartocoBor
TBphewma Ha Tpojke S,Cy,C, U P, By, A, [jaje KoJHeapHe By, K, R, oK npuMeHa Ilamoco-
BOT TBphewa Ha Tpojke S, Cq,Cy, U P, A1, B1 jaje KoJIMHeapHe A,, L, Q. KoHauHO, IprUMeHa
[TamocoBor TBphewa Ha Tpojke K, A,,A, U By, L, B, 1aje KoiuHeapHe P, R, Q.

"5Arno Cronheim (1922-2005), HeMauKo-aMepPHYKH MaTeMaTHIap

88



2.14. MNanocoBo TBphewe

Teopema 2.43 (XeceHdeprosa TeopeMa). Ilaiiocosa pagaH je /[esaploga pasaH.

Jlajbe ce IPUPOJHO II0CTaB/ba ITUTAkLE 1107, KOjJUM YCJIOBHMA je HEeKH IIPOjeKTUBUTET
f: (p1)~(p2), 3a p1 # D2, 3aIIpaBO NepCcHeKTUBUTET. Kako CBaKU IePCIeKTUBUTET (p1)x(P2)
¢UKcHpa 3ajeTHUYKU eJleMeHT P = p;Ap, ©UMaMo I0TpedaH ycJIoB. [la v je yciioB f(P) = P
UM T10BOJbAH?

AKoO HcTpa’kuBame BpIIUMO y [1artocoBoj paBHH, 110 XeceH5eproBoj Teopemu (Teope-
Ma ) OHa je /lesaproBa ¥ MOXeMO UCKOPUCTUTHU TeopeMy I10 K0jOj je CBaKH IIpo-
JEKTUBUTET 06JIUKA f = (pl)sil(p)siz(pz). VKOJIUKO CYy p1, P, P2 KOHKYPEHTHe, TO je fIIepCllek-
tuBHTeT (Jlema [2.26). IIpeTriocTaBUMO 3aTo P ¢ (p), Te TOCTOje CelMInTa By = piAp U
Ay = pApy pasuuuTa of P.

B.l

Heka cy faspe By = (B1VSy)Ap2 U A1 = (A2VS1)Ap1, OGHOCHO TaKBe [ja BaXKHU f(A1) = Ay
U f(B1) = By. AKo je friepcrieKTUBUTET S = (A1VA3)A(B1VBy) 81 MOpao SUTHU HeroB IieH-
Tap. 3a IPOM3BOJBHY Tauky X; € (p1) je X = fi(X1) € (p) U Xz = f2(X) = fiX1) € (py). U3
rpernioctaBke f(P) = P AUPEKTHO CJefy KOJIMHEeapHOCT Tadaka Si, P, S;, TOK IIpuMeHa
[TamocoBor TBphewa Ha Tpojke S1, P, Sy 1 By, X, A, € (p) Baje KoJiuHeapHe Tauke X1, X5, S.
OpaBpe cBaKa CIIOjHUIIA X7 VX, IIposasu Kpo3 S, OTHOCHO S je IleHTap U f jecTe mepcrex-
TUBUTET. CaMHUM THUM Y [1alt0cOBOj paBHU BaXkKu ciefiehe TBpheme.

Tepheme 2.44 (TBphleme 0 mepcneKTUBUTETY). [Ipojekitiuguitieiti usmeny gea pasauydu-
a Husa mavaka je tepclieKimuguitieil ako U Camo ako Gukcupa 3ajegHuuKU eseMeH .

HcriocTtaBsba ce J1a BayKU U 056part, ofHOCHO I1artocoBo TBphewe 1 TBpheme 0 mepcriex-
TUBUTETY Cy eKBUBaJIeHTHA.

Jema 2.45. Tepherwa u Cy eKeusa 1eHIli Ha.

Jokas. IIpeocraje HaM fa II0KakeMo 1a TBpheme nossauyu TBphewe . Hexka cy
p1 U p, pasiuyUTe IIpaBe U HeKa Cy Aj,Bi,C1 pasjyyuTe TauKe UHIIUJIEHTHE ca pq, a
Ay, By, Cy pa3iuuuTe TaukKe HHIUIEHTHE Ca p;, TAKO /1a CY CBe IIOMEeHyTe TauKe pasjiu-
quTe of p1/Ap2. CaZia je MOTpedHO JoKasaTHu fAa cy tauke K = (A;VBy)A(AaVBy), L =
(B1VC2)A(BavC) B M = (C1VA2)A\(C2 VA1) KOJIHHEapHe.
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VBenuMo Tauke P = (A1VBy)A(AVCq) U Q = (C1VBy)A(CyVVA1), Te IOCTaBUMO IIPOjeK-
THUBUTET ca f = (Al\/Bz)i(Az)pil(Cz)i(Clsz) 3a KOjH BaXKU

(A1,K,P,By) — (A1VA2,B1VA;,C1VAz, p2) — (A1VCs, B1VCy, 1V, p2) — (Q,L, Cq, By).

Kako f ¢ukcrpa 3ajefTHUYKU ejleMeHT By, OH je mepcreKTUBUTET (TBphemwme ) U II0-
CTOjH IJeHTap S TaKo 7a je f = (A1VBy)3(C1VB,). OfaBpe cy npase A;VQ, KVL u PVC; KOH-
KypeHTHe y S, Te 360r A1VQ = A;VCy, u PVCy = AyVvCy, ciiegun S = M u tauke K, L, M cy
KoJIMHeapHe. O

ITo TeopeMu II0CTOjU IIPOjeKTUBUTET f KOjU cIuKa (A1,B1,C1) — (Ag, By, Cy), I
cy A1, B1,C{ KOJIMHeapHe TaykKe IIpase p1, a Ay, By, C) KOJIMHeapHe TauKe IIpaBse py # P1.
IIpuUpoAHO ce IoCTaBJ/ba IIUTAaKE [1a JIU je TaKaB IIPOjeKTUBUTET jeJHOSHAYHO O/ipeljeH.
Teopema .29 j03B0JbaBa /ja IPOjEKTHBUTET f PACTABUMO ca f = (p1)% (p)2(p,), IpH yeMy
IIpaBy p M0>KeMO pasHOBPCHO dupatu (Jlema ), Ha IIpuMep ca p = A,VB; (YKOJIHKO
je A1 # p1Ap2 # By). AKO je g IPOjeKTUBUTET KOjU CIuKa (Aq,B1,C1) — (Ag, By, Cy), Taza
MO>KeMO I10CMaTpaTH IIPOjeKTUBUTET h = (p1)§(p2)5i2(p) U IIepCIeKTUBUTET (p1)“¢%(p) KO-
jY jefHaKO CIUKajy TPOjKy (A1,B1,Cq). MehytuM, Ty je QUKCHUpaH 3ajefHUUKU eJleMeHT
piAp = A1, Te je h IlepcIeKTHBUTET 110 TBphemsy 2.44. IleHTap IepcIeKTUBUTETa MOPa
dutu (B1Vh(B1))A(C1Vh(Cy)) = S1, 0flaKJIe cieqy jefJHO3HAYHO g = f. OBaKO CMO II0Ka3aJIu
na y IlarmocoBoj paBHU Baku ciefiehe TBpheme.

Tepheme 2.46 (OcHOBHO TBphieme npojeKTUBUTETA). [0Cilioju jeguHCI8eH TipojeKiuu-
guitielll Koju pasauvuilie Ko/AuHeapHe mauke A1, B1, C1 Upecaukasa pegomy pasauduine Ko-
JIUHeapHe tauke Ay, By, Cs.

OCHOBHO TBpljeme IPOjeKTUBUTETA je IIojauarme TeopeMe KOja HaM je rapaHTo-
BaJla er3sUCTeHIIHjy IIP0jeKTUBUTETA, JOK Cajla Ha pacriojiaralkby KMaMo U jeIJUHCTBEHOCT.
HcnocraBJba ce 1a BayKH M 06paT, 0OJJHOCHO aKo BaKu OCHOBHO TBpljee IIpojeKTUBUTETA
Tazia ce HajasuMo y IlariocoBoj paBHHU.

Teopema 2.47. IIatiocoso tuephere, Tephere o Uepcuexkinusuiueinty u OCHO8HO wepherse
upojextuueuineiia (Tephersa 2.41 P.4dup.4 Cy eK8UBAN1eHIlHA Y UPOjeKIUBHO] Pa8HUL.

Jokas. IIpeocraJio je mokasaTu ga TBpheme nossayu TBphemwe . IlepcrieKTUBU-
TeT CBaKaKo pUKcHUpa 3ajeJHUUYKU ejleMeHT. Heka je caza f: (p)A(q) IIPOjeKTUBUTET KOjU
¢UKCcHpa 3ajeJHUYKU ejleMeHT P = pAq, 0fHOCHO BaXkH f(P) = P. Heka cy A u B Tauke ca
p pasiuuute of P, Te A’ = flA) u B’ = f(B) ®ux0Be cyIuKe. [IepClIeKTUBUTET g': (p)%(q) 3a
S = (AVA'")A(BVB') ounrienHo cauka (P,A,B) 8,(P,A’, B’), a Kako To pagy U f, 1o Tephemwy
2.46 MaMo f = g, Te je f IepCIIeKTUBUTET. O

Jlokasayiu cMo fa cy IlarocoBo TBphewe, TBphewme 0 mepcreKTUBUTETY U OCHOBHO
TBpljeme IIpojeKTUBUTeTa Mel)yCOOHO eKBUBaJIeHTHA Y IIP0jeKTUBHOj paBHU. MehyTum,
BUX He MOKeMO I0Ka3aTH y IIp0jeKTUBHO] paBHU jep IlariocoBo TBpleme 11oBayu /Jle-
saproso (TeopeMma 2.43), a 3HaMO /Ia OHO y OIIIITeM CJIydajy He Bakul (MOJITOHOBA paBaH).
360r Tora HeKo of TBphema y3suMaMo Kao akCUOMY, Ha IIpuMep Ilariocoso.

AxcuomMma 2.4 (IIamocoBa TeopeMa). Basxcu I1atiocogo tusphere (Tepherse .

HaIrmoMeHHMO Jia YKOJIHKO 33 aKCHOMY y3MeMo OCHOBHO TBpljerse IIp0jeKTUBUTETA, Y3
MHOTO Mak-e MyKe M0>KeMO H3BecTH I1artocoBo TBpljerbe 1 IIOHOBO MMATH I[eJIy TEOPH]y
Ha pacIiosiaramy. KOHKpeTHo, J0BO/FHO HaM je CaMo OHO IIITO CMO 3aITHCaJIH Y JOKa3HuMa
Jleme u TeopeMe , oK HaM JleMe .26, 2.27 1 2.28 HuCy HeoIrxo/He.
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2.15. KoopavHaTtusauwnja [lesaprose paBHU ®

YBoljeweMm AKCI/IOM 3arpaBo paguMo y I1arrocoBoj paBHY, a TPU €KBUBAJIEHTHA
TBphema u3 TeopeMe .47 f06Hujajy craTyc TeopeMe. TaKo MOKeMO TOBOPHTH 0 ITamoco-
BOj TeopeMH, TeopeMu 0 IepcClieKTUBUTETY, OCHOBHO] TeOpeMH IIpOjeKTUBUTETA, a Ha-
paBHO nocsiequuHO (Teopema ) U 0 [lezaprosoj TeopeMu. [1o TeopeMu y Ilaroco-
BOj paBHU Ba)Ku [[pUHIIUII AyaJTHOCTH, TAKO /Ia 0OMax T06HUjaMo AyaJie HAlllUX TeopeMa.
Y OpUrHMHa/JIHUM TeopeMaMa IIPOjeKTUBUTET je YCIIOCTaB/beH u3Mely HHu30Ba Tadyaka, a
y AyasHUM, U3Mel)y IpaMeHoOBa IIpaBUX. Kako CyIIITHHA OCTaje MCTa 3a TeopeMy U lbeH
IyaJl IPUPOLHO heMo 3agp>KaTU UMe TeopeMe.

Teopema 2.48 (Teopema 0 mepcneKTUBUTETY). [Ipojexiuusuinieit (usmely Hu3oea uau
upameHosa) je Uepcuexkituguilieiti ako U camo aKko uxkcupa sajegHudKuU e/1leMeHill.

Teopema 2.49 (OcHOBHA TeopeMa NpPOjeKTUBUTeETA). [IpojeKitiusuilieill je jegHO3IHAUHO
ogpeheH ca tupu oglosapajyha tiapa esiemeHaiua.

IIITo ce TMYe aHAJIUTHUUKE IPOjeKTUBHE paBHU FP?, paHuje cMo u3 Teopeme U
Teopeme KOHCTaTOBAJIU JIa BaKK OCHOBHA TeOpeMa IIPOjeKTUBUTETa, Te CAMUM THM
B&@I/I u IlamocoBa TeopeMa. /lakie, aHaJIUTHYKaA PaBaH HCITyHhaBa AKCHOME El], @,
Hu

Teopema 2.50. AHaauiiuuka UpojekitiueHa pasax FP? je Ilatiocosa pasa.

2.15 KoopaunaTrusanuja /lesaprose paBHH @

VKOJIMKO Ha pacliojaralkby UMaMo /lesaproBy TeopeMy, MHOI'e CTBapH y KOOpAWUHAaTU-
3aIyju oIrcaHoj y CeKyju 2.5 moiase Ha cBoje MecCTo. 2KeJImMo 1a UCIIUTaMO aJredapeKy
cTpyKTypy (K, T) y ciy4dajy Jlesaprose paBHH, Te HajIIpe I10Ka3yjeMo /ia je oAroBapajyhu
TepHapHU IIPCTeH JuHeapaH. [locTaB/baMo pasuuuTe Tauyke A(a,a), B(b,b) u C(0,c), Te
KOHCTPYHIIIEMO

P(1,b) = (XVB)A(YVI), Q(b) = (OVP)A(XVY),
Ula, T(a, b, c)) = (CVQ)A(AVY), M(a,a-b) = (OVQ)A(AVY),
N(a-b,a-b) = (XVM)A(OVI), V(a-b,a-b+c) = (NVY)ACV]).

Tporemenuiy CQJ u YMN cy IIepClIeKTUBHU y OAHOCY Ha IleHTap O, Te UMajy 0Cy KOjy
unHe (CVQ)A(YVM) = U, (CV])A(YVN) =V, (QV)A(MVN) = X. Kako cy X, U(a,T(a,b,c)) u
V(a-b,a-b+c) xomuHeapHe TO je T(a,b,c) = a-b+c, ogHocHO T je IrHeapHO. IMHeapHOCT
TepHapHOT IIpCTeHa oMoryhaBa HaM /ia M36erHeMO TepHapHy onepanujy T ¥ 1a TOBOPU-
MO caMo 0 cTpyKTypH (K, +, -) jep ©IMaMo jelHO3Ha4YHO ojpeleHo T(a,b,c) =a-b +c.

Caduparme je KOMyTaTUBHO, OTHOCHO y K Baku a + b = b + a. IlocTaB/baMO PasjiunTe
Tauke A(a,a) ¥ B(b,b), Te KOHCTPYUILIEMO

C(0,a) = (XVA)A(OVY), D(0,b) = (XVB)A(OAY).
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Tporemenuii ABY u CDJ cy I1epCIIeKTUBHU Y OJHOCY Ha IleHTap X, Te UMajy 0Cy KOjy
ynHe Tauke O = (AVB)A(CVD), P(a,a+ a) = (AVY)A(CV]) u Q(b,b+b) = (BVY)A(DV]). 360r
KOJIMHeapHOCTH Tauaka O, P, Q, TporeMeHUIH YJP 1 DBQ Cy IIepCIIeKTUBHU Yy OHOCY Ha
neHrtap O, Te ©UMajy ocy Kojy uuHe Tauyke X = (YV/)A(DVB), R(a,a + b) = (YVP)A(DVQ),
S(b,b+a) = (JVP)A(BVQ). Kako cy X, R(a,a+b) uS(b,b+a) xosiuHeapHe TO je a+b = b +a,
IIITO J0Ka3yje KOMYTaTUBHOCT cadHpama.

Cadupasme je acoIujaTUBHO, OAHOCHO y K Baxku (a + b) + ¢ = a+ (b + ¢). IToctaB/baMo
pasinuuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasimuguTte of O, Te KOHCTPYUIIIEMO

E(0,b) = (XVB)A(OVY), F(0,c) = (XVC)A(OVY),
Q(a,a+b) = (EV])\N(AVY), D(a+b,a+b) = (QVX)A(OV])
S(a+b,(a+Db)+c) = (FV])\(DVY).

Tporemenuii BXY u JQS cy IepClIeKTUBHU y OGHOCY Ha ILieHTap D, Te MMajy ocy
KOjy unHe Tauke E = (BVX)A(JVQ), R(b,b + ¢) = (BVY)A(JVS), K = (XVY)A(QVS). 3a
L(0,b + ¢) = (RVX)A\(OVY), 360r KosIMHeapHOCTH E, R, K, TpoTeMeHUIU LJR u YQK cy 11ep-
CIIEKTUBHU y OTHOCY Ha IieHTap E, Te UMajy ocy Kojy uuHe P(a,a+ (b+c)) = (LV)A(YVQ),
X = (LVR)A(YVK), S = (JVR)A(QVK). Kako cy Tauke X, S(a+ b, (a+b) +c)uP(a,a+ (b+c))
KOJIMHeapHe, TO [odujaMo (a + b) + ¢ = a + (b + ¢), IIITO TOKa3yje acoI[UjaTUBHOCT Cadu-
pama.

OBHM CMO II0Ka3aJIy [ja ce caduparbe JIelo I[I0Hallla y /le3saproBoj paBHH, OJHOCHO /1a
je (K, +) jerHa KoMyTaTHBHA Ipylia, Te UCIIUTYjeMO II0HAalllalkhe MHOXKeha. MHOXeRe je
acoIujaTUBHO, OMHOCHO Y K Baxku (a-b) - ¢ = a- (b - ¢). [locTaB/baMO pasIuuTe TayKe
A(a,a), B(b,b) u C(c, c) xoje cy pasinuuute of O U I, Te KOHCTPYHUIIIEMO

R(1,¢) = (XVOA(YVI), S(1,b) = (XVB)A(YVI),
U(b,b - c) = (OVR)A(BVY), T(1,b-c) = (XVU)A(YVI)
E(a,a-(b-c)) = (OVT)AN(AVY), V(a,a-b) = (OVS)A\(AVY)

F(a-b,a-b) = (WWX)AOV)).
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Tporemenuriy BUF u STV cy IepCIIeKTUBHU Y OJHOCY Ha IjeHTap X, Te UMajy 0Cy KOjy
unHe Tauke Y = (BVU)A(SVT), O = (BVF)A(SVV), K = (UVF)A(TVV). I3 KOTMHEeapHOCTHU
Y, 0, K, tporeMmenurti OTU u YVF cy IIepClIeKTUBHU Yy OJJHOCY Ha IieHTap K, Te UMajy ocy
Kojy uuHe E = (OVT)A(YVV), X = (TVU)A(VVF), G(a - b,(a-b) - ¢) = (OVU)A(YVF). Kako cy
Tauke X, E(a,a- (b-c)) uG(a-b,(a-b) - ¢) konuHeapHe, To fodujamo (a-b)-c=a- (b- ),
IIITO J0Ka3yje acolijaTUBHOCT MHOKEHA.

OBHM CMO II0Ka3aJIu [ja ce ¥ MHO>KeHbe JIeIlo II0HalIa y /lesaproBoj paBHH, OZHOCHO /1a
je (K\{0},-) rpy1ia. M3 acorijaTUBHOCTU MHOKeHha CJIeIH [1a CY JIeBH U JeCHU UHBeP3H 3a
MHOXeHe je[JHaKH, IIITO MO’KeMO Jia/be KOPUCTUTHU. IIpeocTaje a I10BeXKeMO cadHhpame
U MHO>KeH€e KpO3 JUCTPUSYTUBHE 3aKOHe.

ITocTaB/baMo pasinuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasiuuute ox O U I, Te
KOHCTPYHIIIEMO

Q(b,c) = (XVC)A(BVY), N(0,c) = (XVC)A(OVY)
H(1,b) = (XVB)A(YVI), P(1,c) = (XVC)A(YVI)
V(a,a-b) = (AVY)A\(OVH), F(a-b,a-b) = (VWX)A(OVI)
T(a,a-c) = (AVY)A(OVP), U(0,a-c) = (XVT)A\(OVY)

HakoH Tora yBOAuMO R = (FVY)A(OVQ) = [a- bJA[b~1 - ¢,0] = (a- b,a - ¢), omakse cy X, U, R
KosinHeapHe. TporemeHU NQB u URF Ccy IlepCIIeKTUBHU Y OJHOCY Ha IfeHTap O, Te UMa-
jy ocy kojy uuHe X = (NVQ)A(UVR), K = (NVB)A(UVF), Y = (QVB)A(RVF). KostHeapHOCT
X, K, Y naje TporeMeHurke NJU U BYF KOjU Cy IIepCIIEKTUBHU Yy OJHOCY Ha IieHTap K, Te
UMajy ocy Kojy uuHe D(b,b + ¢) = (NV])A(BVY), O = (NVU)A(BVF), S = (JVU)A(YVF). OnaB-
me cy mpaBe DVO = [b~1. (b +¢),0],JvU = [1,a- c|, YVF = [a - b] KOHKypeHTHe y S. Ca jeqHe
cTtpaHe umaMo S = (JVU)A(YVF) = [1,a-c]Ala-b] = (a-b,a-b + a- ¢), IOK ca Apyre cTpaHe
uMamo S = (DVO)A(YVF) = b=t - (b +¢),0]Ala-b] = (a-b,a- (b + ¢)), omakie [OSHjeMO
a-(b+c)=a-b+a-c, mro f0Ka3yje AeCHY AUCTPUSYTUBHOCT.

ITocTaB/baMo pasinuuTe Tauke A(a,a), B(b,b) u C(c, ¢) Koje cy pasiuuute ox O U I, Te
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KOHCTPYHIIIEMO
M(0,b) = (XVB)A(OVY), D(a,a+ b) = (AVY)A(MV])
H(1,c) = (XVC)A(YVI), P(a,a-c) = (AVY)A(OVH)
Q(b,b-c) = (BVY)\(OVH), N(0,b-c) = (XVQ)A(OVY)

R(c) = (XVY)A(OVH),

Tporemenuiiu JYB u DNX cy IIepClIeKTHUBHU Yy OJHOCY Ha IieHTap M, Te uUMajy ocy Kojy
yuHe K = (JVY)A(DVN), F(a+ b,a + b) = (JvB)A(DVX), Q = (YVB)A(NVX). KoslmHeapHOCT
K,F,Q nmaje TporeMeHuKe YDF U RNQ KOjU Cy IIepCIIeKTUBHU y OJHOCY Ha IieHTap K, Te
HMajy oCy Kojy uuHe S(a,a-c+ b -c¢) = (YVD)A(RVN), Ula+ b, (a+b) - ¢c) = (YVF)A(RVQ),
X = (DVF)A(NVQ).Kakocy X, U(a+b,(a+Db)-c)uS(a,a-c—+Db-c) koJruHeapHe TO UMaMO
(a+b)-c=a-c+b-c, 1ITO fOKA3Y]jE JIeBY JUCTPUSYTUBHOCT.

Jlokasanu cMmo 1a je (K, +) KomyTaTUBHA I'pyna, Aa je (K \ {0}, -) rpy1ia, Kao u fja Bake
JIEBU U [IeCHU TUCTPUSYTUBHU 3aKOHHU, IIITO 3Ha4H 7a je (K, +, -) Tes10, 0{HOCHO /1a My 10
CTPYKTYpe Io/ba paIr caMo KOMyTaTUBHOCT MHOKeHa. Ca jpyre CTpaHe 3a IIPOMU3BOJHHO
Teso (K, +,-), aHaIMTUUYKY paBaH 0dHjaM0 Ha UCTHU Ha4YMH Kao U y cay4dajy mnosba (Teo-
pema P.4), Tako 1mto mocMatpamo K3 kao Moy Haz K U iberoBe mogMozyJie. KoOHKpeTaH
I0Kas ce JIaKO [0dMja jeJHOCTaBHOM IIpoBepoM ja je ca T(a,b,c) = a- b + ¢ 3apaT jegax
(imHeapaH) TepHapHU IpcTeH (K, T) y cMucay geduUHUIH]je, IT0CIIe yera ce II03SUBaMo Ha
Teopemy @

Teopema 2.51. Csaka /le3apioga pagaH je aHAAUTUUUKA pA8aH HAG HEKUM THE/10M.

IIpeocTaje KOMyTaTHUBHOCT MHOXeHa. [IocTaBUMO pasiuumnTe Tauke A(a,a) u B(b,b)
Koje cy passmuute of O u I. Heka je P(1,a) = (AVX)A(YVI) 1 Q(1,b) = (BVX)A(YVI). Yo-
YHMO [Ba I1apa KoJauHeapHUX Tadyaka O,A,B u Y,Q, P, OfHOCHO IIPOCT IIIeCTOTEeMEHUK
OQBYAP Koju 3a celyIIITa HaCIIpaMHUX CTpPaHUIla UMa Tauke: R(a,a - b) = (OVQ)A(YVA),
X = (QVB)A(AVP),S(b,b - a) = (BVY)A(PVO).

VKoJIUKO je paBaH IlamocoBa, To Ba)ku IlarocoBa TeopeMa U Tauke X, R(a,a - b) u
S(b,b - a) cy komuHeapHe, IITO faje a-b = b - a, OHOCHO JT0Ka3yje KOMyTaTUBHOCT MHO-
JKema. YKOJIMKO paBaH Hyje IIariocoBa, II0CTOje TPOjKe KOJIMHeapHUX TayakKa 3a Koje He
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Baku IlariocoBo TBpheme, Te MOXKeMO U3BPIIUTU KOOPAUHATHU3AIIU]jy TaKo /1a TO Syay
dalll TauKe IIPOCTOT I1ecToTeMeHUKa OQBYAP, IIITO JOHOCH I1ap CKajlapa 3a Koje He BaXKu
KOMYTaTUBHOCT MHOKema. [TartocoBa paBaH je /lesaproa (TeopeMa ), Tako /1a TeJao
(K, +,-) us Teopeme IOIaTHO 0dHja KOMYTaTUBHOCT MHOKeHha U I10CTaje I10Jbe.

Teopema 2.52. Ceaka Ilatiocosa pasaH je AHANUTUUUKA pA8AH HAY HEKUM UO/beM.

KoHauHO cMO y CTawy Jja UWIyCTPYjeMO HeKe IIpuMepe IIPOjeKTUBHUX PaBHU Koje jecy
Jlesaprose, ajiu Hucy llarrocose. Ha ocHOBY Teopema ﬁ I/I% 3a TO je TOBOJHHO IIPOHA-
hu HeKo TeJio Koje HHUje I1o/be. KilacuuaH IIpUMep je TeJsio KBaTepHHOHA H Koje je 1843.
TOLUHE OTKPHUO XaMurToH! ] [37]. KBaTepHroHU H IIpefiCTaBJ/bajy aaredapcKo IpoIIrpe-
e KOMIUIEKCHUX dpojeBa. Y IIUTawky je 4eTBOPOAUMEH3UOHU BEKTOPCKU IIPOCTOP Haj
peasIHUM SpojeBuMa (CKyIIoBHO Bayku H = R*) ca dasoM 1,1,j, k, t1e cy i,j, Kk IMarnHapHe
jeIMHMIIe 3a Koje BaXkH i = j2 = k? = ijk = —1. JlakJle, aHaJIMTHYKa paBaH HP? HHIYKO-
BaHa TeJioM H jecTe /lesaprosa, ayjiu Hyje [lamrocoBa.

MelhyTuM, KOHaUYHU IIpUMepPU HUCY MOTYhHU 3axBasbyjyhu BeﬂepéepHOBoj@ TeopeMHu
KOja Ka’ke J1a je CBaKO KOHAYHO TeJIO 3allpaBo I10Jbe. BemepoepH [77] je IpBU IOCTaBUO
CBOjy Teopemy 1905. roguHe, ajiv je OpUTHHAIHU JT0Ka3 Caip>Kao IPOIYCT KOjU je HCTe
rofgyvHe OTKJIOHUO JJukcoH™ [23]. 3a “HTepecaHTaH UCTOPUjaT U XPOHOJIONIKY JIUCTY /10-
Kasa BenepdepHoBe TeopeMe M0o>KeMO KoHcysiaToBaTH [61] u [1]. V cBakoM ciy4ajy, Kao
IOCJIeJUITY 1061jaMO HapeAHYy TeopeMy.

Teopema 2.53. KoHauHa UpojekiuugHa pasaH je Ilatiocosa ako u camo ako je /lesapiosa.

JAokas. 11o TeopeMu , [TarocoBa paBaH jecTe /le3aprosa, Tako /Jia je IIOTPESHO oKasa-
TH OOPHYTH cMep. AKO je paBaH /le3aproBa, 1o Teopemu 2.51 0Ha je aHaJIUTUUKa HaJl He-
KHUM TeJIoM. Kako je To Tes10 KOHaYHO, 110 BeZilep6epH0BOj TeOpEeMH OHO je I10Jbe, 8 aHaIU-
THUUKa IIPOjeKTUBHA paBaH HaJ HEKUM I10JbeM je cBaKako IlarocoBa (Teopema E). O

OBJie CMO UCKOPUCTUIIN ajIredapcKe pesysITarTe ia je KOHAYHOCT TeJla J0BOJBHO jaKa Jia
II0By4Ye KOMYTaTUBHOCT MHOKeHa. MeljyTuM, Mo>KeMo ce yIIUTaTH J1a JIU 10 OBe TeopeMe
MO>KeMO 0hu reoMeTpHjcKu. Ha’kaloCT, YMCTO reOMeTPHjCKU f0Ka3 TeopeMe HUje
IT03HAT, a HeIlITo Hajsrke ToMe 2015. cy osjaBuutu Bamsepred u Ientunat! [6], koju cy
y CBOM /I0Ka3y KOPUCTHUJIN CaMO eJleMeHTapHe ajaredapcke pesyJrare.

2.16 Konuke IlariocoBe paBHH

KoHuke ce Mory fe¢puHICAaTH Ha BUIIe Pa3/IMYUTUX HAUMHA, KOjU Cy yIJIABHOM eKBU-
BaJIEHTHH, & MU UX YBOAUMO y ITariocoBOj paBHH, OJHOCHO I10/IpasyMeBaMo /ia Bake AK-
cuoMe @ , u @ KopuctuMo 11pojeKTUBUTET U3Meljy IpaMeHOBa IIpaBUX U TaKO
nocraBsbamo Illinajuepogy gedpunuuujy [72] Ha ciegehu HaumH. Heka je f: (P)A(Q) 1Ipo-
JeKTUBUTET yCIIOCTaB/beH U3Meljy mpamMeHoBa IpaBuXx y IlariocoBoj paBHU. KOHuUKa je
CKYII TauaKa Koje ce Hajiase y IIpeceKy oAroBapajyhux nmpaBux IIpU TOM IIPOjeKTUBUTETY.
AKo je P # Q U fHUje IepCIIeKTUBUTET KaXkKeMo /1a je KOHUKa HegeleHepuUcaHa.

""William Rowan Hamilton (1805-1865), mpcku ¢pu3rdap, aCTPOHOM M MaTeMaTHJap
"8Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948), IIKOTCKHA MaTeMaTAYap
"Leonard Eugene Dickson (1874-1954), aMepHUK: MaTeMaTHdIap

8John Bamberg, aycTpa/injcKu MaTeMaTHUap

81Tim Penttila, MaTeMaTH4Yap
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[IpensHUje, IIpecek oAroBapajyhux IIpaBUX IIPU IIPOjeKTUBUTETY [ : (P)A(Q) 3HaUMU
Iia je X TauKa KOHHUKe aKo II0CTOjU IIpaBa | MHIIUIeHTHa ca P, Tako fa je X UHIITUAEeHTHO U
calucaf{(l). VoduuajeHo je f(l) # l 1 Tasa cy TauKe KoHUKe cenuinta X = IAf(1), au Mmoxke
ce moroguTH Aa je f(l) = [, Te je y ToM ciy4dajy X cBaKa Off TayaKa MHITUeHTHa ca L

AKo je koHMKa I' ofjpeljeHa mpojekTUBUTETOM [ TO Kpahe odeeskaBaMo ca f = (P)L(Q).
Hocuonu rpamMeHoBa CBaKaKo IIPUIIa/iajy KOHUIM, 0 Y4eMy TOBOPH HapeHa JieMa.

Jlema 2.54. Ako je f= (P)L(Q), inaga eaxcu P,Q  T.

Joka3. 3aP # Q npaBa PvQ ce ciiMKa y mpaBy npaMeHa (Q), caMHUM THUM Taudka Q je Ha 0&e
IIpaBe, Te ¥ Ha KOHUIU. CIMYHO, HHBEpP3Ha CJIHKa o QVP je y ipaMeHy (P) Tako ia U P
IIpUIlafa KOHUIU. 3a P = Q CTBAp je O4YHUIJIeTHA jep CYy CBe IIpaBe (M OPUTHMHAJIU U CIUKE)
Yy UCTOM IIpaMeHy. O

[Ipouen/bajMo lereHeprcaHe CIlyyajeBe KOHUKe, Te HeKa je Hajipe I KoHMKa ozpele-
Ha IepcIreKTUBUTeToM f = (P)3(Q) 3a P # Q. Kako je Taga flPVQ) = QVP (TeopeMa 2.48), TO
cBe Tauyke HU3sa (PvQ) npunaznajy I'. IIporsBosbHa IipaBa [ mpaMeHa (P), ’beHa ciauka f(1)
U 0ca S Cy KOHKYpeHTHe IIpaBe, TaKo Jia IlpeocTasie TauKe KOHUKe I' Ipunazajy Husy (S).
KoHUKy y 0BOM CJIy4dajy IIpefCcTaB/bajy ABe IIpaBe (Koje ce HapaBHO ceKy), I' = (s) U (PVQ).

V nereHepucaHoM ciay4dajy P = Q IIOTPeSHO je UCIIUTATHU Spoj GUKCHUX IIPaBUX IIPHU
npojekTuBuTeTy f = (P)L(P). AKo f HeMa QUKCHHX IIpaBUX UMaMo I' = {P}. Ako f uma
jenHy ¢ukcHy npaBy p = f(p) oHza je I' = (p). AKo f uMa /iBe QUKCHe IIpaBe p U q OHJA
uMamo fajeI' = (p) U (q). Ako frMa dap Tpu GUKCHe IIpaBe oHJA 10 OCHOBHO] TeOpeMU
npojexTuBHUTeTa (TeopeMa 2.49) Mopa SUTH f = 1, cBe IIpaBe cy GUCKHe 1 3aTo I = 7. 13
IIPEeTXOJHUX AUCKYCHja MOKeMO 3aK/byUUTH JIa leTeHeprcaHe KOHUKe MOTY SUTH TadkKa,
IIpaBa, [iBe IIpaBe (Koje ce CeKy) UM CBe TauKe IIPOjeKTUBHE PaBHU.

JIlema 2.55. HegeleHepucaHa KOHUKA U Upasa Moly umaitiu Hajeuule gee 3ajegHuuKe tmayke.

Jlokas. Heka je T HemereHepucaHa KoHMKa ofipehjeHa ca f = (P)L(Q) koja ca mpaBom [
“Ma dap TpH 3ajefHHUUKe Tauke X,Y,Z € I' N (). YkoauKo | He cagp>Xu HU P HU Q, Taja
je (PVX,PVY,PVZ) — (QVX,QVY,QVZ). Kako I1epCIIeKTUBUTET (P)%(Q) IIpecjauKaBa TPU
esieMeHTa (X, Y,7) Ha UCTU Ha4YWH Kao U f, OHU Cy UCTU 110 OCHOBHOj TEOPEMHU IIPOjeK-
TuBuTeTa (Teopema ), TaKo Jja je f IIepCIIeKTUBUTET, OFHOCHO I je mereHepucaHa. ¥
CYIIPOTHOM, IIpaBa [ cagp>xu P UIH Q. AKO [ caip>KU caMo jeJHYy Off BbUX, PeIuMo P, Taza
npeocrasie aBe Tauke X, Y € I' N (l) Hapy11aBajy dujeKTUBHOCT jep QVY = f(l) = QVvX. Ciy-
4yaj [ = PvQ y3 gomaTtHO X € I' N (1) maje f(PvX) = QVvX, ogakiie ciaenu f([PVQ) = PvQ, Te je f
IIePCIIeEKTUBUTET 110 TeopeMu O

ITo mpeTXOAHOj JIeMH YKOJIMKO KOHHUKA CaZip KU CBe TauKe IIpaBe, OHla OHa Mopa SUTH
IereHepricaHa. MeljyTum, I10CTOje IIpaBe Koje ca HeJlereHepruCaHOM KOHUKOM MMajy Tad-
HO je/THy 3aje JHHUKY TauKy. Ha mpumep, ako je f = (P)L(Q)ul = fiPvQ) ramaje I'n(l) = {Q},
jep ducmo 3a Q # X € I' N (1) umanu f{PvX) = QvX = |, ogakie je PVQ =PVvX (=QvX=Dmu
1o TeopeMu 2.48 KOHTPaZUKTOPHO f(PVQ) = PVQ = l. TaHieHiia Ha KOHUKY [ je 1IpaBa
Koja ca I *Ma TauHO je[IHy 3ajeJHUUKY TauKy.

V I1ariocoBOj TeopeMH II0JIa3UMO Of TPOjKU A1,B1,C; € (p1) U Ay,By,Cy € (p2), BOK
TeopeMa TBPJH Jia cy ceruInTa (A1VBy)A(A2VB1), (B1VCy)A(ByVCqp) ¥ (C1VA2)A(Cy VA1) KO-
JIMHeapHe TauKe. AKO CXBaTHUMO /iBe IIpaBe (p1)U(p2) Kao fereHeprucany KOHUKY, MOKeMO
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ce YIIUTATH Jja JIX Ce HEIIITO Mea aKo ITI0UYeTHUX II1eCT TavyaKa II0CTaBUMO Kao TaukKe He-
IereHepucaHe KOHUKe. [IoKyIlIajMo ja *MUTHpPaMOo oKa3 [larrocoBe TeopeMe U3 Teopeme
0 IIepCIeKTUBUTETY (oKas Jleme 2.45).

Hexka cy A1, B1,Cq,A2, By, C) pasjinunTe Tauke HeJlereHepucaHe KOHUKe I ogpeheHe ca
(A2)E(C,). IpupoaHo mHUTame Koje ce IocTaB/ba je a Jiu cy Tauke K = (A1VB;)A(A;VBy),
L = (B1VCy)A(BaVCy) U M = (C1VA2)A(Cy VA1) KOJIMHeapHe.

YBenuMo Tauke P = (A1VBy)A(AzVC1) U Q = (C1VBy)A(CyVA7), Te TIOCTABUMO IIPOjeK-
TUBUTET ca f = (A1VB,)7(A2)L(Cy)7(C1VB,) Koju UyBa CYIITHHY jep Ha MCTH HaYMH Kao
paHUje ciIuKa oronsapajyhe ejieMeHTe,

(A1,K,P,By) — (A1VA2, B1VAy,C1VAy, p2) = (A1VC2, B1VCy, C1VCy, p2) +— (Q,L,Cq,By).

Kaxko fukcupa 3ajeJHUUKU eJIeMeHT By, y TUTAKY je IIePCIeKTUBUTET U II0CTOjU IIeHTap
S Tako ma je f = (Alsz)%(Cl\/Bz). Opaspe cy npaBe A1VQ, KVL ¥ PVC; KOHKYPEeHTHE V S,
Te je S = M u tauke K, L, M cy KoJIMHeapHe.

Jema 2.56. Heka cy A1,Bq,Cq,A3, By, Cy pasauuutiie tiauke HegeleHepucaHe KOHUKe Ko-
ja je ogpehena Upojexiuusuitieiilom usmehy upameHosa (A;) u (Cy). Taga cy ceyuwina
(A1VB2)A(A2VB1), (B1VCy)A(B2VCq) u (C1VA2)A(C2 VA1) KoAuHeapHe tauvke.

[IpeTxomHa jieMa je BapHjaHTa dyBeHe IlackasioBe TeopeMe. /la 84 0Ha TO 3aWCTa II0-
cTaJia II0TPedHO je rtokasaTH llITajHepoBy TeopeMy Koja rapaHTyje fa UCTY KOHUKY T0OU-
jaMO He3aBHCHO OJf U360pa [IBe pa3/InyUTe TauKe KOHUKe Koje he SUTH HOCHUOIIU IIpaMe-
HOBa M3Mel)y KOjUX je yCIIOCTaBJ/beH IIPOjeKTUBUTET KOjU je oapehyje. /IBe Tauke Koje Cy
HOCHOLY IIpaMeHO0Ba U TPU TauykKe KOHHKe Koje 110 OCHOBHOj TeOpeMH IIPOjeKTUBUTETA
jeqHO3HAYHO Ofpel)yjy IIPOjeKTUBUTET 3aTUM jeTHO3HAYHO ofpelyjy KOHUKY.

V HapegHUM TeopeMaMa yMeCTO N Tayaka Ca HeJleTeHeprcaHe KOHUKe roBopuheMo
0 TeMeHUMa n-TeMeHUKa, jep 3axBasbyjyhu Jlemu @ 3HaMo Jja Meljy ’bMa He I10CTOje
TPHU KOJIMHeapHe.

Teopema 2.57 (IllTajHepoBa Teopema). IIociioju jeguHCu8eHA HegeleHepucaHa KOHUKa
Koja cagpacu lemeHa Hekol tellloilleMeHUKA.

Jokas. CyliTHHA foKasa oIjlefia Ce y TOMe Jia Ce SHJIO KOje [IBe TauyKe HeJleTeHeprcaHe
KOHMKe MOI'Y y3eTH 3a HOCHOIle IlpaMeHoBa U3 llITajHepoBe gebuHuUIMje. [locMaTpajMo
HejlereHeprcaHe Kouuke I' u I xoje cy oxpehene ca f = (A)L(B) u g = (A)Y(C), mpu uemy
je (AVC,AVD,AVE) f,(BVC,BVD,BVE) u (AVB,AVD,AVE), 8 (CVB,CVD, CVE). IIo OCHOBHO]
TEOPEMH IIPOjeKTUBUTETA f U g CY jeAHO3HAYHO ofpeleHu u Baxku A,B,C,D,E ¢ T N T’.
3a rpousBosbHO F € T umamo f{AVF) = BVF, Te HeKa je G IIpeceuyHa Tayka IipaBe AVF u
koHUKe I, omHOCHO (AVF) NI = {A, G}.

[IpumeHa Jleme @ Ha D.E F,A,C,B € T faje xosiuHeapHe Tauke K = (DVC)A(AVE),
L = (EVB)A(CVF) u M = (FVA)A(BVD). MehytuM, nipuMeHa Jleme Ha Taudke
D,G,E,A,B,C ¢ T' maje xomuHeapHe Tauke M = (DVB)A(AVG), L' = (GVC)A(BVE) u
K = (EVA)A(CVD). lasee je L = (EVB)A(KVM) = L', ojakie CVF = CVG, Te KOHa4HO F = G.
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36or Tora Baku I' = I” 111TO 3HAUM Jja ITpaMeH (B) M0O>KeMO 3aMeHUTH ITpaMeHoM (C).
Ha cjimyaH Ha4MH M0’KeMO 3aMeHUTH IIpaMeH (A) IpaMeHoM (D), IIITO JoKa3yje II0UYeTHY
Hjejy. AKO IBe KOHHKE ca/ip>Ke TeMeHa HeKoT meToTeMeHuka, A, B, C,D, E € TNI’, To ibuMa
MO>KeMO QUKCHpaTH HocHolle A U B, Te Cy 06e KOHHKe ofpeljeHe IIPOjeKTUBUTETOM 3a
Koju Baxku (AVC,AVD,AVE) — (BVC,BVD,BVE), TejeT =T". O

TeopeMa omoryhasa fja us Jleme YKJIOHMMO HOCHOIle IIpaMeHO0Ba IIPOjeKTH-
BUTETA U TAaKO JJOSHjeMO UHCTYy TeOpeMy Kojy je IIpBU popMystrcao [lackas maBHe 1639.
TOJ{MHE JIOK je jOIll 6MO IIeCHAeCTOroAUIIbaK [17].

Teopema 2.58 (IlackasioBa TeopeMa). Tpu ceyuwinia HaAaCUpaMHuUX ClpaHuya uapocitol
wectuoitieMeHUKa YuucaHol y HegeleHepucaHy KOHUKY Cy KOJIUHeapHe thauke.

A1 1

KoukpeTtHOo, ako cy A;,B1,C1,A;,B;,C, TeMeHa IleCTOTEMeHHKa Koja IIpUIlaja-
jY HelereHepHCaHO] KOHUIIW, Taza Cy ceruinTa (A;VBy)A(AyVB1), (B1VC)A(ByVCy) H
(C1VA2)N(Cy VA1) KOoTMHeapHe Tauke. IIpaBy Koja cafp>KU KoJIMHeapHe Tauke y Ilacka-
JIOBOj TeopeMH, HasuBaMo Ilackaaoea uipasa.

BaxHo je HatoMeHYTH fa [lackajioBa TeopeMa BakKy U y TpaHUYHUM C/IydajeBUMa
KaJla ce IBe CyceJHe TayKe IIPOCTOI IIeCTOTeMeHUKa II0KJIoIe. Ha mpuMep, ako y IIpo-
CTOM IIIeCTOTeMeHUKY A1B,C1A;,B1C, yAyILIaMO TeMeHa ca A, = B, 06UjaM0 TpaHUYHU
IIeTOTEMEHUK, Y KOjeM CIIOjHUILY A1VB, TpeTUpaMo Kao TAHT'eHTY Ha KOHUKY Y TOj TAUKHU
A;. CymrTuHa je [ja IIpojeKTUBUTET KOjU ofpeljyje KOHMKY MMa OCOSHHY Jia II0Be3yje 3a-
jeJHUYKU ejleMeHT IIpaMeHo0Ba ca oAiroBapajyhuM TaHreHTaMa, TaKo /ia CBU JOKasU Koje
CMO MMaJIy IIpoJiase U 3a rpaHUyYHe CIy4dajeBe.

98



2.17. TpojekTBHA KONHeaunja

CIMYHO MO0’KeMO YAYILJIaTH jOIl jefHY Ta4Ky U [TIocMaTpaTU rpaHUYHU YeTBOPOTeMe-
HUK, WIH Y HajOApacTUYHHjeM cy4ajy TpaHUYHU TPOTEMEeHUK KO/ Kora Cy CBa TeMeHa
yAyILIaHa.

Ca mpyre cTpaHe, Ba’KH U 06pat TBphemwa, TakosBaHa OdpHyTa [lackasoBa TeopeMa "
OHa je OCHOBA 3a KOHCTPYKIIHjy KOHUKE KOja je 3aJaTa ca I1eT TadyakKa. Ty KOHCTPYKIIH]y
je 1733. roguHe M3JI0KHO0 bpejkeHpUIIPE, aji IIPUOPUTET OKO TOTra KO je IIPBU OTKPHO
TeopeMy, OCIIOpHO je MakiopeH®d. Ta mpuya IIyHa KOHTpaBep3HU 3aBplileHa je TaKo IITO
TeopeMa JlaHac HOCHU UMe odojutie [54].

Teopema 2.59 (bpejkeHpui-MakjIopeH). VKOAUKO Cy WpU CeUUina HacupamHux ciupa-
HUuua upocitiol wectuoilieMeHuKa KoAuHeapHe wauvke, waga twemeHa wol wecitioitieMeHU-
Ka Uputiagajy HeKoj KOHUUU.

Joka3. Heka je A1B,C1A;B1C, TIPOCT IIeCTOTEMEHUK TaKaB Jja Cy CeIJUIIITa HaCIpaMHUX
cTparHunia K = (A1VBy)A(A2VB1), L = (B1VCy)A(BaVC1) M M = (C1VA2)A(Cy VA, ) KOTUHeap-
He TauKe. 3a IPOjeKTUBUTET AT Kao KOMITO3HUIHja (Az)7(A1VB2)Y(C1VB,)7(Cy) Barku

(A1VAy,B1VA,,C1VA,, BoVA;,) — (A1,K,P,By)
— (Q,L,C1,By) — (A1VCy,B1VCy,C1VCy, B2V ().

KoHuka ozipeljeHa TUM IIPOjeKTUBUTETOM II0 AeUHUIIUJU Cafp KU Tauke Aq, By, Cq, By,
Kao U Ay, C, 110 JleMH . O

V ciIydajy [1a je IMpojeKTUBUTET U3 IIPETXOTHOT I0Ka3a IMEePCIEKTUBUTET, KOHHKA SU
dusa iereHepricaHa U TeopeMa IocTaje odpart [lartocoBe TeopeMe. YKOIMKO TOBOPHUMO O
TeMeHHMa IIOTITYHOT, a He IIPOCTOT IIIeCTOTeEMEHHKA, Ta KOHHKA je CBaKaKo HeJleTeHePH-
CaHa U y TUTAay je odpar [lackasoBe TeopeMe. /lakiie, YKOJHKO CY CEITUIIITA HaCITPaMHHUX
CTpaHHIIA IITeCTOTeEMEeHUKa KOJIMHeapHa, TaJla je Taj IMIecTOTeMeHHUK YIIHCaH y HEKY He-
nereHeprcaHy KOHUKY.

2.17 IIpojeKTHBHA KOJIMHealHja

[IpojeKTUBUTETH Cy IIPOjeKTUBHA IIpecIUKaBama jefHOANMMEH3NOHUX 06jeKaTa, 0OJI-
HOCHO JIOMeHHU U KOJJOMEeHU Cy HU30BY TauaKa WU IIpaMeHOBH IIpaBUX. /lajbe YOIIIlITeHhe
TUYe Ce IIpecIrKaBama JBOJUMEH3HOHUX odjeKkaTa. Kako je Halll onrepaTUBHU IIPOCTOP
IIPOjeKTUBHA paBaH, TO TOBOPUMO 0 ayToMOpdU3MUMa paBHU, OJJTHOCHO U30MOPPU3IMHU-
Ma paBHHU Ha camy cede. KoauHeauuja je ayToMoppr3aM IIPOjeKTUBHE PAaBHU KOjH UyBa
pesialyjy HHIUIeHITYje.

[IpenisHUje, 0/ KOJIMHEAINjoM IIpOjeKTUBHe paBHU (7,P,7Z) moAapasyMeBaMo SU-
jeKTHBHa IIpecIuKaBama fr: 7 — T U fp: P — P Koja 4yBajy HHIHEHIIH]jY, Y CMHUCIY [Ia
aKo BaKU AZp 3a HEKO A € T U p € P, Tajia BaXXu U f1(A)Zfr(p). UTHBapHjaHTHOCT peJia-
I¥je UHITUIeHIHje 3a pasjnuuTe Tauke A, B € T naje fp(AVB) = fr(A)Vfr(B), OHOCHO 3a
pasimu4yuTe 1Ipase p,q € P paje fr(pAq) = fr(p)Afp(q). OfaBne ciaefu fa IpecivKaBambe
fr nHAYKyje fp, Ka0 U 06paTHO, IIITO je pasJsIor Aa 0da IIpec/IMKaBama 0desiekaBaMo UC-
THUM CJIOBOM, Ha IIPUMeED f, OK caMy KOJIMHealHjy J0KUB/baBaMO0 Kao TpaHChopMariyjy
OUCjYHKTHe YHUje T U P.

KosimHeanyja fipecirkaBa KOJIMHeapHe TauKe Y KOJIMHeapHe TaukKe, IIITO OIIpaB/iaBa
HEeHO UMe, 10K KOHKYPeHTHe IIpaBe IIpecInKaBa y KOHKYpPeHTHe IIpaBe. AKO 38 HEKO X €
7 BaxH f(X) = X, KakeMo [1a je X pukcHa maukKa, a ako 3a HEKO X € P BaxH f(x) =
X, KaXkeMo 7ia je x gpuxcHa uipaea. Kaxo Baxxu f(AVB) = flA)Vf(B) u f(pAq) = fip)N(Q),

82william Braikenridge (1700-1762), IIKOTCKKA MaTeMaTH4ap
8Colin Maclaurin (1698-1746), IIKOTCKKA MaTeMaTH4ap
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TO CelUIlTe GUKCHUX IIPpaBUX Mopa SUTHU QUKCHA TauyKa, a CIIOjHUIla QUKCHUX TadyaKa
Mopa 6UTHU QUKCHA IIpaBa. MeHTHUUKO IIpecjIuKaBame 1 UMa CBe TauKe QUKCHe U TO je
TPUBHjaJIHU [IpUMep KoJIMHeallyje.

Tauke Koje cy MHIIUIeHTHe ca UKCHOM IIPaBOM He MOpajy Hy>KHO SUTU GUKCHe Tay-
Ke. VKOJIMKO je HUCIYEeH jaud YCJIOB, [la Cy CBe TadyKe WHIIHJeHTHe Ca HEKOM IIpaBOM
¢HUKCHe, Tazla 3a Ty IIpaBy Ka’keMo [ia je iMauKa o ma4ka GukcHa upaea. YKOJIUKO
HeWJIeHTUUYKa KoJIMHealllja UMa TadKa I10 TaukKa QUKCHY IIpaBy, OH/IA Ce Ta IIpaBa 30Be
oca KoauHeayuje. YKOJIVKO HeUIeHTUYKa KoJIMHeallyja UMa TauKy 3a KOjy BaKU 7ia je
CBaka IIpaBa Koja je ca lbOM HHITU/IeHTHa QHUKCHA, OHJa Ce Ta TaUuKa 30Be UeHillap Koau-
Heauuje. lcrioctaBsba Ce JJa YKOJIUKO KOJIMHeallyja UMa 0Cy OHJja OHa MMa U LieHTap, a
Ba’KU U OSPHYTO.

Teopema 2.60. HeugeHiuu4ka KoAuHeayuja uma ocy ako u Camo ako uma yeHmap.

/Jloka3. Heka je s oca HeHJIeHTHUYKe KoJIMHealyje f. VKOJIMKO IIoCToju GUKCHA Tauka SZs,
OH/Ia IIPOM3BOJbHA IIpaBa pZS MOpa UMaTHU CelUIlTe P = pAS, Te KaKo je p HUHIIUEHTHO ca
pasIuuuTUM GUKCHUM TaukaMa S ¥ P, TO je p UKCHa IIpaBa, IIITO JoKasyje fa je S 1ieHTap.
[IpeTriocTaBUMO cajia a Cy cBe QUKCHe TauKe yIIpaBO OHe KOje Cy MHIIM/eHTHe ca S. 3a
IIPOM3BOJbHY TauKy AZs je f(A) # A, Te IIOCTOju crojHUIIA a = AVf(A), a KakKo je S = ans
¢HKCcHa TauKa, TO je fla) = flTAVS) = flA)VS = a, ogHOCHO a = AVf(A) je duKcHa pasa. Oca
S je cBakKako QUKCHa IIpaBa, Te HeKa je pZS Mpou3BOJbHA IIpaBa ca p # S. IIocToju Tauka
BIp ca B # S, a 360r BZs 110 IIpeTX0/{HOj aHaau3u b = BVf(B) Mopa dUTHU QUKCHA IIpaBa.
CenuinTe QUKCHUX IIpaBUX a ¥ b Mopa dUTH QUKCHA TayKa, a KaKo Cy CBe QUKCHe TauKe
UHITUJeHTHE Ca S, TO Cy IIpaBe a, b ¥ s KOHKypeHTHe. Kako je S = aAS TO je S UHITUIEHTHO
cab = BVf(B), Te je p = SVB = b puKCHa IIpaBa, IIITO [j0Ka3yje fa je S rieHTap. [Tokasanu
CMO Jla aKo KOJIMHeaIlHja uMa 0Cy, OHJla OHa MMa U IieHTap, 0K 06paT OBOI TBphema
ciequ us [IpunHituiia gyaaHocty (Teopema ). O

[TocedaH THUII HeHJIeHTUUYKe KOJIMHealldje Koja MMa 0Cy, a cCaMUM TUM I10 TeopeMu
U LIeHTap, 30BEMO llepcileKiiueéHa KoauHeayuja (W1U ueHipaaHa KoauHeauu-
ja). BaKHO je 3allaMTHUTH Ja 3a [IeHTap U 0Cy IIepClIeKTUBHE KOJIMHealldje YBeK Bake
IIpaBHJIa U3 HapeIHe JieMe.

Jema 2.61. 3a liepcueKiuugHy KoauHeauujy saxce caegeha tpasguaa. IIpousgosbHa mavka,
FeHa CAUKA U UeHIlap cy KoauHeapHe tauke. IIpousgos/bHa Upasa, HeHa cAuKa U oca cy
KOHKYpeHIuHe upase.

Jokas. lleHTap S je QUKCHaA TaykKa, /10K je CBaKa IIpaBa UHIIHUJeHTHA Ca BHUM QUKCHA,
ofakJie ciaenu na je AVS = flAVS) = fTA)VA(S) = flA)VS, Te cy 3aT0 A, f(A), S KoJIMHeapHe.
Oca s je puKcHa IIpaBa, [JOK je CBaKa TaukKa MHITUJeHTHA ca /oM QUKCHA, OfjaKJie CIequ
naje ans = flans) = fla)Af(s) = fla)As, Te cy 3aT0 a, f(a), S KOHKypeHTHe. O

OBa mpaBMJIa Cy IOBOJbHA /Ia Ce MU3Be/le jeTHO3HAUHOCT IIepCIIeKTUBHE KOJIMHealyje.

JeMma 2.62. IlepclieKiiugHa KoAuHeauuja jegHO3HA4Ho je ogpeheHa 0CoM, UeHWPOM U Ua-
pom oglosapajyhux wmauaka.

Joka3s. 1leHTap S U 0ca S IlepClIeKTUBHEe KOJIMHeallyje NMajy 0COdHHe Koje jeTHOCTaBHO
crenumo (Jlema ). [TpuMeTHUMO HajIIpe 1a ako A 1 A’ yrHe ofroBapajyhu rap radaka,
TO Ccy Tauke A, A’, S Hy’)KHO KojinHeapHe. Heka je B IIpou3Bo/bHA TauKa KoOja HUje UHITU-
IeHTHa ca SVA HUTH ca S, a B’ weHa ciuka. Tauke B, B, S cy KoJIMHeapHe, [OK Cy IIpaBe
AVB,A'VB', s KOHKYpeHTHe, ofjakiie je BZ(SVB)u (AVB)A(A'VB') = XZs.Tauka X = (AVB)AS
je jemHO3HA4YHO ofipeleHa, a HaKOH Tora U B’ = (SVB)A(A'VX). VKonuko je CZ(SVA) Mo-
JKeMO HCIIepMyTOBaTH CjI0Ba A U B Te nodutH jegqHosHauyHo C' = (SVC)A(B'VY), 1ne je
Y = (BVC)As. O
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2.17. TpojekTBHA KONHeaunja

MehyTuM, ersucTeHIIHja IIepClIeKTUBHe KOJIMHealllje HUje TaKo jeTHOCTaBHa jep 3a-
xTeBa /lesaproso TBpheme. V /le3aproBoj paBHU I10CTOje ,,CBe MOor'yhe“ IepcrieKTUBHE KO-
JIMHeallyje, IIITO BUJAUMO Y TEOPEMH KOJjy je II0CTaBHO Bep@ 1942. rogune [5].

Teopema 2.63 (Bep). Axo cy A,A’,S KoauHeapHe tayke /le3aploge pasHu u S upasa ca
A A" ¢ (s), llaga Uoctlioju jeguHciugeHa UepcClieKilu8Ha KoAAUHeayuja ca 0Com S U UeHIUpom
S Koja upecaukasa Ay A'.

Jokas. JepUHUIINUMO IIpecJIruKaBake paBHU TAKO IITO HAjIIpe II0CTaBUMO TauyKe MHITU-
IeHTHe ca S 3a QUKCHe. 3aTHUM, 110 y30py Ha JleMy 3a Tauke BZ(SVA) mocTaBUMO
B' = (SVB)A(A'VX), te je X = (AVB)As. HakoH Tora ¢uUKcHUpaMo HeKO B U 3a Tauke
CZ(SVA) moctaBuMo C' = (SVC)A(B'VY), tme je Y = (BVC)AS. OBaKO yCTaHOBJbEHO IIpe-
C/IMKaBambe je OUUIJIeTHO OMjeKTUBHO, jep IlepMyTOBambeM Tadyaka A U A’ 1odujaMo me-
My MHBEpP3HO IIpecIHKaBame. [IpeocTaje HaM /1a JOKaKeMO MHBApPHUjaHTHOCT 38 KOJIU-
HeapHOCT. Kako cy Tauka, lbeHa CJIMKa U S KoJIMHeapHe 110 caMoj AebUHULUU, TO CY
CBaKU TPOTEMEHUK U HeroBa CJIMKa IIepCIIeKTUBHHU y OJHOCY Ha S ¥ MO’KeMO IIpuMe-
HUTH [lesaproBo TBphewe. Ha npumep, TporeMeHUid AMN u A’M'N’ cy n1epCIlIeKTUBHU
Yy OTHOCY Ha S, Te Cy IIepCIIEKTUBHU y OJHOCY Ha IIpaBy Kojy uuHe (AVM)A(A'VM')Zs,
(AVN)A(A’VN')Zs u (MVN)A(M'VN'), 1ITO je mpaBa S. [lakie, IfeHTap U 0ca KoJIMHealyje
IIOKJIAllajy ce ca IEHTPOM M 0COM TPOTeMeHUKa, offakyie cy MVN, M'VN' B s KOHKYpPeHT-
He. 3a TauKy PZ(MVN) cy MVP, M'VP' 1 s KOHKYpeHTHe, aJli Kako je MVN = MVP, To je
ouyurnegHo u M'vN' = M'VP', ogHocHO P’Z(M'VN'). OBUM CMO [T0KasaJsIy Jia je Hallle IIpe-
C/IMKaBame KOJIMHeallyja, OJHOCHO IIepCIIeKTUBHA KoJIMHeallyja ca HaBeleHUM 0COOU-
HaMa. O

[lepcrieKTHUBHE KOJIMHeAlWje 1eJIMMO V IBe KJlace y 3aBUCHOCTH OJf, TOTa ja JIU je IleH-
Tap UHIUIeHTaH 0CH. IlepclieKTUBHA KOJIMHealtja Ko Koje je IfeHTap UHITUIeHTaH 0CU
30Be Ce eaauuja. IlepcrieKTUBHA KOJIMHeallyja Ko Koje I[[eHTap HUje UHIUeHTaH 0CU
30Be ce xomo.oluja.

ITpupopHO je rmocMaTpaTH KOJMHealHjy Kao YOIIIITele IIPOjeKTUBUTeTa, MejyTUM
HCIIOCTaBJ/ba Ce [Ja PeCTPUKIHja IIPOM3BOJbHE KOJIMHealldje He Mopa OUTHU IIPOjeKTUBHU-
TeT (Teopema ), IIITO HAC MOTUBHUIIIE /Ia YBEeEMO I10jaM IIPOjeKTUBHE KOJIMHeallHje.
IIpojexiiuena KoauHeauuja je KoJvHealyja f Taksa /ia je 3a CBaKy IIpaBy p, PeCTPUK-
myja fl,: (p) — (f(p)) npojeKTHBUTET. [la 51 KOJIMHeaIyja S1ja IIPojeKTUBHA, II0TPEeSHO
je IIPOBEPUTH Jja JIU CY BbeHe PeCTPHUKIYje Ha CBaKy IIpaBy IIP0jeKTUBUTETH, /I CACBUM
je OBOJBHO TO IIPOBEPUTH 3a jeHY IIpaBy [38], IIITO ce BUAU U3 HapeLHe JIeMe.

Jema 2.64. AKo je peciipukuyuja KoauHeauyuje f tipojeKilugHe pagHuU Ha HeKy Upasy tpojex-
ueuitett, oHga je f ipojeKiluGHA KoAUHeayuja.

JAokas. Hexa je f KonuHealyja IpojeKTHBHE paBHU TaKBa /[a je PeCTPUKIIHja f], Mpojek-
TUBUTET 3a HEKy IIpaBy p. Heka je q # p mpou3sBoJbHA IIpaBa, a TaukKa S IIpOM3BOJbHA KOja
HEje HHIUAeHTHA HU ca p HH ca ¢. [IepCIIeKTUBHTET (q)3(p) cIMKa Tauky AZq y TauKy BZp
TaKo Jia cy A, B, S KOJIMHeapHe, a KakKo je fKosuHeanyja To ¢y U f(A), f(B), f(S) KosiHeapHe.

PecTpuKItgja o/ f Ha IIpaBy g je 3aTO IIPOjeKTUBUTET f|, = (q)%(p)ﬁ{ (f(p))f(is) (flq))- O

Kaxko cBaka IrepcrieKTHBHA KOJIMHeaIyja f Ma 0cCy S, a pecTpukiyja f|g = 1 je mpojek-
THUBUTET, TO je OHA IIPOjeKTUBHA KOoJIMHealyja. /lakiie, ejaliyje U XOMOJIOTHje CY IIpojeK-
THUBHe KOJIMHeallyje, aJii U OCHOBHe I'PaJlUBHe jeIUHULIEe IIPOjeKTUBHUX KOJIMHeaIHja.
HauMe, Kao 1ITO ce CBaKU IIPOjeKTUBUTET MO>Ke paCTaBUTU Ha KOMIIO3UIIU]Y IIepCIiekK-
THUBUTETA, TO Ce CBaKa IIP0jeKTUBHA KOJIMHeallHja y /le3aproBoj paBHU MOKe pacTaBUTHU
Ha KOMIIO3UITH]jY IIepCIIeKTUBHUX KoJIMHealja. To ce MoyKe U3BeCTHU Cca He BUIIe Of TPU
IIepCreKTUBHE KOJIMHeallyje IIITO BUAUMO Yy HapeLHOoj TeopeMU [68].

84Reinhold Baer (1902-1979), HeMauK: MaTeMaTH4ap
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Teopema 2.65. Cgaka UpojeKiiusHa KoauHeauujay /lesapiogoj pasHu je KOMuosuuuja Haj-
gullle Tpu UepclieKiliugHe KOAUHeayuje 0g Kojux je Hajeuule jegHa Xomoaoluja.

Jokas. Heka je k HeuleHTUYKa IIPOjeKTUBHA KOJIMHealyja /[esaproBe paBHY, a p HeKa

IIpaBa 3a Kojy je k(p) = ﬁp. PecTpukiiyja o k Ha mpaBy p je HpOI/IBI/ITeT Jlesaprose
29 D

paBHH, Te 110 Teopemu 2.29 BaXu K[, = (p)3(r)X(q). TIo Teopemu j TocToju estanyja f

AN
ca IIeHTpoM S U ocoM (pAr)VS Koja ciIuKa p y 1, Kao U eJylarjyja g ca neHTpoM T U ocoM

(rnq@)vT xoja ciuka ry q. Taga je fT, = (p)%(r) u gl, = (r)k(q), ogaxie crequ kip = (&oflp-
KosmHearja h = ko (gof)~! dukcupa cBe Tauke IpaBe ¢, Te je Y MUTaky IIepCIeKTHBHA
KOJIMHeallHja ca 0COM ¢ ¥ KOHaYHO /I06HjaM0 pacTaBjbame K = h o g o f Ha TpH IlepCliek-
THUBHE KOJIMHeaIlrje ol KOjUX Cy dap ABe eJsalfHje. O

ITo IpeTXOHO] TeOpeMH, Y /le3aproBoj paBHU I10jaM IIPOjeKTUBHE KOJIMHealllje eKBU-
BaJIEHTAaH je KOMIIO3UIIMjU KOHAYHO MHOTI0 IIepCIIeKTUBHUX KoJIMHealja. MehytumMm, y
paBHHUMa Koje HHUCY /lesaprose TO He Mopa Ja Baku. Ha nipumep, CtuBeHCcoHE? [69] je
HU3JI0KWO0 KOHKpeTaH IIpuMep IIpOjeKTHBHe KOJIMHealldje Koja HHUje KOMIIO3UIIYja I1ep-
CIIEKTUBHUX KOJIMHeallyja y KOHaYHOj IIP0jeKTUBHOj paBHU pejia IeBeT Koja Huje [esap-
roBa.

ErsucTeHIINjy U jeJHOSHAYHOCT IIepCIIeKTUBHE KOJIMHeallje BU/ieJId cMo Y TeopeMu
, a BpeMe je 3a I1beHO YOIIIIITeH e KOje TOBOPU 0 er3UCTEHITUjU U jeJHO3HAYHOCTH IIPO-
jeKTHUBHE KOJIMHeallyje.

TeopeMma 2.66 (OcHOBHA TeopeMa KotmHeanuje). [ocilioju jeguHciigeHa UpojeKiuusHa
Ko/uHeauuja Ilatiocoge pagHU Koja temeHa HeiugopoiiemeHuka ABCD cauka pegom y ite-
MeHa vetigopoitemeHuka A'B'C'D’.

N

Jokas. Heka cy ABCD u A’B'C’'D’ ueTBOpOTeMeHHUIY, a f IpOjeKTUBHA KoJIMHealyja Ila-
I10COBe PaBHU 3a Kojy je (A,B,C,D) — (A’,B',C',D'). Tauka M = (AVB)A(CVD) ce KoJInHea-
yjoM fMopa npecaukatu y M’ = (A'VB')A(C'vD'), IoK je f1 4, 110 OCHOBHO] TeOpEMH IIPO-
jeKTHUBUTeTA jelHO3HA4YHO ozxpeheHo ca (A,B,M) — (A’,B’, M’). CaCBUM CJIUYHO, KOJTHHE-
arjoM fce Tauka N = (AVD)A(BVC) Mopa 1ipectukatu y N' = (A'VD)A(B'VC'), mok je flaup
110 OCHOBHOj TeOpeMH IIpOjeKTUBUTeTA jeJHO3HA4YHO oxpeheHo ca (A,D,N) — (A, D', N').

[IpousBoJbHA IIpaBa pZA, cede Haille mpaBe Y X = (AVB)Ap u Y = (AVD)Ap, ofjaKJie je
p = XVY, mrTo KosimHeanyjoM fmopa oTUhU y p' = fl 45 (X)Vf1ayp(Y). CBaka Tauka ocuM A
je ceITUIIITe IBe IIpaBe Koje He IIpoJiase Kpo3 A (Jlema ), IITO TapaHTYje je JHOSHAYHOCT
KOJIMHeaIyje f. 3a er3suCTeHIH]Y je JOBOJHHO ITI0Ka3aTH /Ia Ce KOHKYPEeHTHeE ITpaBe CIINKajy
y KOHKypeHTHe. ITocMaTpajMo ¢aMIIIHjy IIPaBUX p KOje Cy KOHKYPeHTHe Y HeKOj TaUKU
S ¥ IIpOjeKTUBUTET

—1
h = (A'VB'Y lave(AVB)S(AvD)'lavp(A'VD')

3a Koju BaxH f(X) — X — Y — f{Y). Aakie, umamo h(f(X)) = f(Y),amuu h(A’) = A, Teje h
IIePCIIEKTUBUTET I10 TeopeMHU 0 IIepCIIeKTUBUTETY, O/laKJIe CJIey /1a CY CBe IIpaBe 08JIUKa
p’ = fiX)Vf(Y) KOHKypeHTHe. O

8Frederick William Stevenson, aMepHUYKH MaTeMaTH4ap
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2.18. XapMOHMjcKa ueTBOpKa

2.18 XapmMoHMjCKa YeTBOpKa

Heka je PQRS ueTBOpOoTeMeHUK. IheroBa TeMeHa cy Tauke P, Q,R, S, a Ma 6 cTpaHU-
I1a. AKO Cy [IBe CTpaHUIle UHITHeHTHe ca UCTUM TeMeHOM Ka’kKeMo Jia Cy OHe cycegHe, Y
CYIIPOTHOM OHe Cy HecycegHe. II0CTOju TpU Iapa HeCyCeJHUX CTPaHUILA, a (bUXO0Ba Ce-
[UIIITa 30BEMO gujaloHaAHum mavkama. KOHKpeTHO, TPU AMjarOHaIHe TauKe HaIller
yeTBOpoTeMeHUKa PQRS cy (PVQ)A(RVS), (PVR)A(QVS) u (PVS)A(QVR).

Pasmotpumo cienehy KoHCTpyKItHjy y [IartocoBoj (wim dap /lesaprosoj) paBHU. Heka
Cy A, B, C pasiuuuTe Tauke 1pase m. Heka je n ripaBa Kpos A pasimuuta og,m (Jlema ),
U HeKa cy P u S Tauke IpaBse n Tako fa cy A, P u S pasiauuurte (Jlema @). JeduHuieMo
Q = (PVB)A(SVC), R = (QVA)A(SVB) 1 xoHauHO D = (AVB)A(PVR).

3a 0BaKO KOHCTPYHCAHY CJIUKY YOUUMO 4eTBOPOTEMEeHUK PQRS U KOJIMHeapHe TaukKe
A,B,C,D. IIlppuMeTHUMO Jia cy A ¥ B [ujaroHajHe TauKe YeTBOpoTeMeHUKa PQRS, a [ja we-
roBe HeCyCeJJHe CTpaHUIle Koje 0dpasyjy Tpehy aujaroHasHy TauykKy Iposiase Kpo3 C 1 D.
YV ToM ciydajy KakeMo [11a je ypeljeHa ueTBOpKa (A, B, C,D) XapMOHHjCKa YeTBOpPKa Taya-
Ka. 3a ypeljeHy 4eTBOPKY KOJIMHeapHUX Tadaka (A, B, C, D) Ka’keMo [ia je XxapMOHUjcKa
yeimeopka u nuiieMo #H(AB;CD) ako II0CTOjU YeTBOPOTeMeHUK PQRS Tako 1a cy A U B
IoyjaroHasiHe Tauke, 10K C U D Jieke Ha HeCyCeJHUM CTpaHHUIlaMa Koje 0dpasyjy Tpehy
IOYjarOHaIHy Ta4Ky.

Jlakiie, Ka>keMo 71a je H(AB; CD) yKOJIMKO IIOCTOjU YeTBOPOTEMeHUK PQRS TakaB Jia
Ba’KH Hallla CJIUKa, OAHOCHO fa je A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C = (SVQ)A(AVB),
D = (PVR)A(AVB). lvjaroHa/IHe TayKe YeTBOPOTEMEHHUKa Cy pasIM4yUTe LITO Jaje A # B,
oK C u D jie)ke Ha CTpaHUIlaMa Ha KOjuMa HUCY A U B, onakie je A C#BuA # D # B.
Vkosiko Tauke A, B, C, D ipu ‘H(AB; CD) HUCY pasjn4uTe, Taga Mopa dSUTu C = D, IIITO ce
IellraBa ako ¥ caMoO aKo Cy AujaroHa/IHe TauKe YeTBOpPOTeMeHUKa PQRS KoJIMHeapHe.

JyjaroHasiHe TauykKe 4eTBOPOTEMEHMKA 3aKWCTa MOIY Zia SyAy KOoJIMHeapHe Y HEeKUM
IIPOjeKTUBHUM PaBHUMa, IIITO U JO3BOJIMJIO MOT'YRHOCT /1a TaUKe XapMOHH]jCKe YeTBOP-
Ke He dyay pasnuuute. Ha nipumep, y $aHO0BOj paBHU He II0CTOje YeTHUPHU pasIUuUdUTe
KOJIMHeapHe TaukKe, CAMUM TUM /iMjarOHaIHe TayKe CBaKOI YeTBOPOTeMeHUKa CYy KOJIU-
HeapHe, Te TaMO KOHIIEIIT XapMOHHUjCKe YeTBOPKe HeMa CMHUCIa. Tora HeMa y peasiHoj
IIPOjeKTUBHO] paBHH, TaKoO Jja KOJIMHeapHe [ujaroHaJiHe TauKe MOXKeMO TpeTHUpaTH Kao
aHOMaJIHjy KOjy OTKJIakbaMOo II0CTaB/bakheM ciefiehe akcHoMe.

Axcuoma 2.5 (PanooBa akcuoma). /JujaloHa1He tauke €8aKol HeilieopoilleMeHUKA Cy
HeKO/IUHeapHe.

CBe UeTBOPOTeMEHHKe MOYKeMO IIOZIeJTUTH Y iBe KJIace Ha ciefjehr HauuH. YKOJIUKO
Cy AUjaroHaIHe TauKe YeTBOPOTeMeHNKa HeKoJIMHeapHe Ka)keMo [ia je 0H PaH008, TOK
je y cynpoTHOM aHitiu-PaHooe. PaHOOBA aKCHOMa Kaske /Ia CY CBU YETBOPOTEMEHHUITH
®aHOOBH, IIITO TAPAHTY]je /la Cy CBe TaukKe XapMOHHU]jCKe YeTBOpKe pasauyute. Kako y me-
GuHUIIIjK Tauke A ¥ B IMajy CHMeTPUYHY YJIOTY, Kao U Tauke C U D, To Baxku ciefieha
JleMa.

Jlema 2.67. Basicu H(AB; CD) < H(BA;CD) < H(BA; DC) < H(AB;DC).
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3axBaJsbyjyhu IpeTX0/IHOj JIeMH, aKo je H(AB; CD), moxxeMo pehu fa je rtap tagaka C, D
XapMOHUjcKu KOHjyloeaH ca I1apoM Tadaka A, B. Pefiociies; mapoBa Takolje HUje SUTaH,
IIITO Ce BU/U U3 Hape/He JieMe.

Jlema 2.68. Basxcu H(AB; CD) < H(CD;AB).

JAoka3. Heka je H(AB;CD) 1 PQRS 4eTBOpOTEMEHUK U3 NePUHUIM]e, OLHOCHO TaKaB Ja
BaxXu A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C € (SVQ),D € (PVR). Heka je T = (CVR)A(SVD)
u U= (CVS)A(PVD).

TpoTremenuriy PQU u SRT cy ITepCIIeKTUBHU Y OHOCY Ha 0CYy KOjy YhHe Tauke B, C, D, Te cy
o O6pHyTOj [lesaproBoj Teopemu (TBpheme , Teopema ) IIEPCIIEKTUBHHU Y OJTHOCY
Ha HeKH IleHTap. Kako ce rmpaBe PVS U QVR CeKy y TauKHU A, TO je A IieHTap IepCleKTHUBe
u npaBa TVvU nipoJiasu Kpo3 A. UeTBopoTeMeHUK URTS nMa Tauke C ¥ D 3a [yjaroHasHe,
oK A ¥ B siexxe Ha UVT ¥ SVR Tako fa je 1o fepununuju H(CD; AB). O

YV KOHCTPYKIIHjHU ca II0YeTKa CeKIHje 3a aTe KoJIMHeapHe Tadyke A, B, C, IOCITy>KWUJINA
CMO Ce IPOU3BOJ/LHUM TaukKama P u S fa ducMo fodunu tauky D. MelyytuMm, Tauka D He
3aBUCH O U3d0pa TUX TayaKa 0 UeMy TOBOPH Hape/Ha TeopeMa.

Teopema 2.69. 3a pasauuuitie KoauHeapHe mauke A, B u C, tioctlioju jeguHcitigeHa wauka
D tuaxea ga saxcu H(AB; CD).

Joka3. Heka cy PQRS u P'Q'R'S' 4UeTBOPOTEMEHUITH U3 II0UYETHE KOHCTPYKIIH]je, OTHOCHO
TakBU Jia je A = (PVS)A(QVR) = (P'VS')A(Q'VR'), B = (PVQ)A(SVR) = (P'VQ')A(S'VR') n
C = (SVQ)A(S'VQ'). TporemeHnurt PQS u P'Q’'S' cy 11epCrieKTUBHU Y OAHOCY Ha 0Cy KO-
jy unHe A, B, C Te Cy IIepCIIeKTUBHH Y OJJHOCY Ha HeKH IfeHTap O, OHOCHO IIpaBe PVP/,
QvQ' u SVS' cy KoHKypeHTHe y O. CaCBUM CJIUYHO, TPOTeEMeHUII RQS u R'Q’'S’ cy mep-
CIIEKTUBHH Y OJHOCY Ha 0Cy KOjy 4HhHe B, A, C Te Cy IIepCIIeKTUBHU y OJHOCY Ha HEKHU
neHTtap O', ofHOCHO IIpaBe RVR/, QvQ' u SVS' cy kKoHKypeHTHe y O'. OunrienHo je O = O
u npase PVP, QvQ', RVR' u SVS' cy koHKypeHTHe. Kako cy TporemeHuri PQR u P'Q'R’
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IIEePCIIEKTUBHU Y OHOCY Ha O TO Cy OHHU IIepCIIeKTUBHU Yy OJJHOCY Ha HEKY 0CY, a 1y YU-
He Tayke A, Bu (PVR)A(P'VR'). OpaBze cy 1paBe AVB, PVR 1 P'VR' KOHKypeHTHe TaKo Jia
je (AVB)A(PVR) = (AVB)A(P'VR'), IIITO je Hallla jefUHCTBEHA Tayka D. O

JlocajaisbuM AKCHMOMaMa [1] , @ @ u @ 3a0KPYKHJIM CMO CIIMCAaK aKCuoMa
UHIUJeHIYje Koje je 1959. roquHe npeioxkuo baxman [4, cTp. 76-93], a KacHHUje 110-
np>kao Kokcetep [19, cTp. 229-234]. IIpojeKTUBHY paBaH Ha KOjy CMO AoAaau IlarrocoBy
TeopeMy (Koja u3sMeljy ocTajior yKjiama He-/[esaprose paBHU) U ®aHOOBY aKCHOMY (KO-
ja omoryhaBa KOHIIEIT XapMOHH]jCKe YeTBOPKE) Y HeIOCTAaTKy 50/peT TEpMHHA 3BaheMo
BaxmaHoea paeaH. BaxMaHOBa paBaH je 3a1paBo [lariocoBa paBaH y K0j0j je CBaKH ue-
TBOPOTeMeHHK PaHOOB.

Teopema 2.70. V FaxmaHo80j pasHu gaxcu IIpuHyuil gya/aHociu.
Jokas. V IlariocoBoj paBHU Ba)ku [IpuHITUII KyatHOCTH (Teopema ) TaKo /ia je J0BOJb-

HO IIpoBepUTH Ayas PaHoOoBe akcruoMe (Akcroma 2.5). [la iU cy aujaroHaJIHe IIpaBe CBa-
KOT YeTBOPOCTPAaHUKa HEKOHKYPEHTHe?

Heka je abcd yeTBOpOCTpaHUK TaKaB [ia 3a AyjaroHaJIHe IIpaBe uMa p = (aAb)V(cAd),
q = (anc)V(bnd)ur = (and)V(bAc). Tauke A = bAd, B = cAd, C = aAb u D = a/Ac Mopajy dU-
TH pasjInyuTe (MHaYe YeTBOPOCTPAaHUK MMa TPU KOHKYPEHTHE CTPaHUIe), OfaKJIe CIeJ1
AVB = d, AVC = b, DVB = ¢, DVC = a. Meljy yBefieHUM TauKaMa HeMa TPU KOJIMHeapHe
(Ha mpuMep KosIMHeapHOCT A, B, CrioBy1auu b = d) Te je ABCD yeTBOpOoTeMeHUK. ITo AKcH-
oMU é IUjaroHasHe Tauke aAd, bAc U pAq Cy HEKOJIMHeapHe, Te cy p, qur = (and)V(bAc)
HEKOHKYpeHTHe. 0

JlyaJTHO XapMOHH])CKOj 4eTBOPIIM TauakKa M0oKeMo ieUHUCATU XapMOHU]jCKY YeTBOP-
Ky IIpaBHUX. 3a ypeljeHy UeTBOPKY KOHKYPEeHTHUX IIPaBUX (4, b, ¢, d) Ka)KeMo fia je Xxapmo-
HujcKa ueigopka ¥ nuiieMo H(ab; cd) ako IOCTOjA YeTBOPOCTPAHUK pqrs TaKo J1a Cy a
U b mujaroHaJsiHe IIpaBe, AOK C U d IIpoJjiase Kpo3 HecyceHa TeMeHa Koje 06pasyjy Tpehy
IujaroHasIHy mpasy. [IpuHIUn gyaaHocTy (TeopeMa ) jasbe oMoryhasa fyasie HaImx
TeopeMa. Ha mpuMep, 3a KOHKYpPeHTHe IIpase d, b, ¢ II0CTOjH jeAUHCTBeHA IIpaBa d TaKBa
Iaje H(ab;cd).

Teopema 2.71. IIpojexiuuguiieit 1y8a XapMOoHUjCKY KOHJYIO8AHOCI.

JAoka3. Kako je IIpojeKTUBUTET KOMIIO3UITHja IIEPCIIEKTUBUTETA, TOBOJHHO je II0Ka3aTHh
MHBApHjaHTHOCT 3a BUX. AKO je H(AB;CD) u O 1pousBo/bHa Tayka, IT0Kazahemo 1a je
‘H(ab;cd), toe cy a = AVO, b = BVO, ¢ = CVO, d = DVO. Heka je Q IIpor3BOJ/bHA TaUKa Ca
IIpaBe ¢ ¥ HeKa cy P = (BVQ)Ad, R = (AVQ)Ad, S = (AVP)A(BVR).

88Friedrich Bachmann (1909-1982), HeMauku MaTeMaTudap
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YeTBOpOoTeMeHUK PQRS uMa fujaroHaHe Tauke A U B, 1ok D jie)xy Ha d = PVR, Te Kako
je H(AB;CD) Tauka C jiexkd Ha QVS, ofakiie je ¢ = QVS. IlocMaTpajMo 4eTBOPOCTPaHUK
uuje cy cTpaHulie PvQ, QVR, RvS u SVP. theMy cy ¢ U d [ujaroHaJIHe IIpaBe, 0K a U b
IIpoJsiase Kpo3 TeMeHa A U B Koja odpa3syjy Tpehy AujaroHasHy IpaBy. Baxku U 06pHYTO,
OJTHOCHO akKo je H(ab; cd) 1 p mpor3BoOJbHA IIpaBa, Taja 3a A = aAp, B = bAp,C = cAp U
D = dNp umaMo H(AB; CD). IlepClIeKTUBUTET UyBa XapMOHUjCKY KOHjYTOBaHOCT, CAMHUM
THUM TO Ba>KU U 3a IIPOjeKTUBUTET. O

Heka cy Tauke A, B,C,D 1ipaBe p TakBe 1a je H(AB;CD), a A',B’,C’, D’ Tauke mpase p’
TakBe Jia je H(A'B’; C'D’). Ilo TeopeMu II0CTOjU IIPOjeKTUBUTET f = (p)A(p’) 3a KojH je
(A,B,C) — (A',B', (). IIpojeKTUBUTET f UyBa XapMOHU]jCKYy KOHjyroBaHocT (Teopema ﬁ)
Te Mopa 6uTH f(D) = D’. XapMOHUjCKa KOHjyTOBAaHOCT je UHBapHjaHTa IIP0jeKTUBUTETA,
aJIu Ba>KU U BUIIIE O] TOTa, OHA je UHBapHjaHTa KoJIMHeallHje.

Teopema 2.72. KoauHeayuja 1ye8a XapMOHUjCKY KOHjyl08AHOCIL.

JAokas. Tlo neduHUIH]jH je H(AB; CD) aKo II0CTOj YeTBOPOTEMEeHUK PQRS Tako [ja BaXku:
A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), C = (SVQ)A(AVB), D = (PVR)A(AVB). MeljyTum, Kaxo
»CJIUKY IIpTaMo caMo ItoMohy Jyieslbupa“ To he KosiMHealyja cauyyBaTH CIUKY U 4eTBOPO-
TeMeHUK f(P)f(Q)f(R)f(S) he dutu 3aciyxaH 3a H(f(A)f(B); f(C)f(D)). O

BHjeKTUBHO IIpec/IMKaBambe ca OCOOMHOM /la XapMOHM)jCKY YeTBOPKY Tadaka Illabe
Yy XapMOHH]jCKY YeTBOPKY TadyakKa 3BaheMo xapmoHujcko uiipecaukaearse [67]. lakie,
XapMOHU]jCKO IIpecIUKaBame je dUjeKlyja Koja dyBa XapMOHU)jCKY KOHjyrOBaHOCT, a
OCHOBHM IIpUMepHU Cy IpojekTuBuTeTH (Teopema ) 1 xostrHeanyje (TeopeMa ).

Kako ce xapMOHUjCKa KOHjyTOBaHOCT KOHKpeTH3yje Y aHAJIUTUUYKO]j IIPOjeKTUBHO]
paBHU? AKO >KeJIMMO JjJa TOBOPUMO O XapMOHM)CKOj YeTBOPII MOpaMo HajIIpe IIpoOBepU-
T ®aHOOBY aKkCMOMy. MU 3HaMO [ia je CBaKa aHaJIMTUYKa IIpojeKTUBHA paBaH IlarrocoBa
(TeopeMa ), a1y 1a Jiv je baxmaHoBa?

Heka je ABCD 1pou3B0J/baH YETBOPOTEMEHUK aHAJTUTHUUKE gpojeKTI/IBHe paBHHU FP?,
Kako cy A, B, C HeKoJIMHeapHe, TO Cy BeKTOPH IpeACTaBHUIU A, ﬁ, JIMHeapHO He3a-
BHCHH, Te UMHe §a3y BEKTOPCKOT mpocTopa F3. Camum L THM L je  EbHX0BA JINHEapHa KOM-
dMHaIMja, Koja ce MOJKe CTaHgapAHO HopMupatu ca D = A + B + C. HauMe, MU IIpBO
(bHKCI/EaMO BEKTOP 1_)>, a 3aTUM dUpaMo BeKTOpe IIpe/[CTaBHUKe Z, ﬁ, € Tako Jla BaXKHU

= A+ B + ? ITo he yrpaBo SUTHU CadUpPIIU U3 OpUTHHAIHe JUHeapHe KOMOUHA-
nyje. Ha Taj HaUWH I10CTaBUJIM CMO KOOPAWHATHU CUCTEM Y OZHOCY Ha YeTBOPOTEMEHUK
ABCD.

ITorserajMo payyH 3a [UjaroHaIHe TaukKe TOr YeTBOpoTeMeHUKa. 3a E = (AVB)A(CVD)
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= (

(A)xﬁ ?XA Ax? ?xﬁ

— (4. ?xA VB—(B-(CxANA+(&- (? B)B - (B-(CxB)A
— [C.A §A+?§A§ Xﬁ? A - B)

3a F = (AVC)A\(BVD), modujaMo F —iA ? B ? A B ? (A + ? ), BOK 3a
G = (AVD)A(BVC) uMamo G — ? B ? ﬁ A B Z‘) ﬁ E? IIITO Ce BUAU U3
cuMeTpHja 10 B u ? OJHOCHO II0 Au ? ITo Jlemu , KOTMHEAPHOCT Ta4aka 3aBHCH
(o) JII/IHeeLEHe 3aBHCHOCTH ILUXOBHX BEKTOPA IPEACTABHIKA. UsaE + ,8? + )/8 -0 Zo-
SHJaMoi 3 F _A- 3 )+B( A+?) y(ﬁ 8)) = 6>, OJIaKJIe I0JIa3UMO [0 jeTHaYrHEe
(B—a)A +(y— a)ﬁ +(B+y)C = — 0. Kaxo cy A 3 JINHEapHO He3aBHUCHU TO J0SHjaMOo
p—a=y—-—a=pB+y=0,00HOCHO B&XXKU a = § = Y U 2a = 0. YKOJIHKO je KapaKTepH—
CTHUKa IToJba F pasuuuTa of ABa, Tafa Mopa SUTH a@ = = y = 0, BeKTOpH ﬁ 7

JINTHEeapHO He3aBUCHH, OTHOCHO [[WjarOHAaJTHe TaukKe HUKAJ| HUCY KOJIMHEeapHe. VKOJII/IKO
je KapaKTepHuCTHKa IToJ/ba [F jefHaKa ABa, Tajla je UCHyHheHo 2a = 0, 0K cBaKaKo II0CToje

a=p=y=1%# 0, ITO 3Ha4YU JIa CY BEKTOPH f ? 8 JIMHEeapHO 3aBHCHU, OTHOCHO
oUjaroHaIHe TauKe Cy YBeK KoJIMHeapHe.

Teopema 2.73. AHaauiiuuka UpojexitiueHa pasa FP? je BaxmaHoea ako u camo aKo io/ve
F Huje kapakiuepucitiuxke gea.

Panuje cmo KoHCcTaTOBaIH 1a PaHOOBa paBaH He UCITyKhaBa PaHOOBY aKCHOMY, a caza
MMaMOo I0JaTHU aprymeHT. Oprosapajyhe rmosbe ®aHooBe paBHU IF = Z; je KapaKTepPUCTH-
Ke JIBa, I1ITO je C/Iy4aj U ca CBUM I10JbUMa KOja 3a pefi UMajy CTeIleH ABOjKe. Y aHaJIUTUUKO]
IIPOjeKTUBHO]j paBHH FP? rjie je F KapaKTePHUCTHKE /IBa, CBAKU YeTBOPOTEMEHHK je aHTH-
-®aHO00B. YKOJIMKO je CBaKU YeTBOPOTEMEHUK IIPOjeKTUBHE paBHU aHTU-PaHOOB, OHJIA je
Ta paBaH /le3aprosa, I1ITO je pe3yJTaT KojH je 1956. roguHe 1a0 Timcont] [35]

HammoMeHMMO [ja II0CTOje IIPOjeKTUBHE PaBHU Yy KOjMa ce Hastase U PaHOOBU U aHTHU-
-daHOOBU yeTBOPOTEMeHUIU. [IpBY TakaB IIpUMep SUJIa je jefHa KOHAYHA [IPOjeKTUBHA
paBaH peza 16 xojy je 1953. roguHe nsioxuo Jlensed [52]. Hemrro kacHuje Hojmans®d je
YOIIIITH/IA TaKBe IIpUMepe, OFHOCHO I10KasaJjla Jja 3a CBaKHU ' # 4 KOjHU je I1apaH CTelleH
IIPOCTOT 6poja, II0CTOjU KOHAYHa IIPOjeKTUBHA paBaH pejia r Koja uMa 1 ®aHO0OBe U aHTU-
-daHOOBe ueTBOpOTEMEHUKE [58].

Heka je F Io/be KapaKTepUCTHKe pasIuduTe of ABa. IIo Teopemu .73 y IHUTamy je
BaxMmaHOBa paBaH ¥ CBU YeTBOpPOTeMeHUIU cy PaHOOBH, Te I10jaM XapMOHU]CKe KOH]y—
roBaHOCTH MMa CMHMCJIa. [[BopasMepa je MHBapHjaHTa IIpojeKTHBUTeTa (TeopeMa .37 ) a
TO je U XapMOHUjCKa KOoHjyroBaHocT (Teopema ), ILITO 3Ha4YH J1a 3a H(AB; CD) uMaMo0
¢ukcupany aBopasMmepy (ABCD). Mehytuwm, 110 JleMu - je H(BA;CD), Te II0CTOJH IIPO-
JEKTUBUTET KO]I/I cnuka (A,B,C,D) — (B,A,C,D), muTo faje (BACD) (ABCD). Kaxko 110
Teopemu P.3§ Ba>xu (BACD) - (ABCD) = 1, To je (ABCD)? = 1, ofakie citenu (ABCD) = —1
jep ABOpasMepa He MO>Ke SUTH jemaH. OdpaTHO, ako je (ABCD) = —1,a X ]e,qHHCTBeHa
Tayka us3 TeopeMme - 3a K0jy BaXKu H(AB; CX), To uMaMo0 (ABCX) = —1, Te us Jleme [/
cienu X = D, ofHOCHO H(AB; CD).

Teopema 2.74. 3a tiose F kapakiliepucitiuke pasauduitie og 2 y FP? gaxcu H(AB; CD) ako u
camo ako je (ABCD) = —1.
8 Andrew Mattei Gleason (1921-2008), aMepHUYKH MaTeMaTH4Yap

8Hanfried Lenz (1916-2013), HeMauyK\ MaTeMaTH4ap
8Hanna Neumann (1914-1971), HeMauKo-aycTpaJjiHjcka MaTeMaTHJIapKa
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2.19 KosmmHeanuja peajHe IIPOjeKTHBHE paBHU

PasMOTpUMO IIPUPOJHO IIUTAKk€ 0 TOMe /Ia JIM PecTpHUKIYja KoJIMHealyje f Ha HeKy
IIPaBy p, OJHOCHO f1,: (p) — (f(p)), MOpa dWUTH NpojeKTUBUTET. Mopa i1 ayToMopdr3zam
IIPOjeKTUBHE paBHU KOjU UyBa XapMOHHU]CKY KOHjyroBaHoCT (Teopema ) SUTH IIpOjeK-
TUBUTET?

Heka je h XapMOHH]CKO IIpec/IUKaBame aHaIUTHUKe IIPOojeKTUBHe IIpaBe FP! Ha camy
cede. IIo OCHOBHO] TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA, IIPOjeKTUBUTET je jeJHO3HAYHO oj/ipeleH
ca TpH I1apa oArosapajyhux Tayaka, Te HeKa je g [IpOjeKTUBUTET KOjH Ce IIOKJIalla ca h Ha
HEeKe TPH pasInyuTe Tauke. AKO ce h pasjIuKyje off £ MO>KeMO IToCMaTpaTH g~ ! o h, IIITO je
TaKolje XapMOHU)CKO IIpec/IMKaBaibe, ali OHO GUKCHpa TPU pasiuduTe Tauke. IlocToju
JIX HEUJIEHTUYKO XapMOHH]jCKO IIpecIruKaBame Koje UKCUpa TPU pasjIudyuTe Tauke?

Jla d1CMO OATOBOPUJIM HA OBa IIHUTamka KOPUCTUMO [[€XOMOTE€HU3AIH]Y *: FP! — F
Koja off XapMoHHjckor h: FP! — FP! mpaBu h* = xoho s 1: F — F. [IpeTIIocTaBEMO Jia
h ¢ukcupa 0CHOBHe Tauke, OMHOCHO a h* ¢ukcupa oo, 0 u 1. Kako je h* dujekiiyja Koja
¢uKcupa oo, T0 je f: F — F nepuHucaHo ca f = h* | SHujekryja 3a Kojy je fl0) =0u f(1) = 1.

KoMmimukariyje y cTporo ¢opMasHOM 3aIIHMCy MOKEMO CMaBbUTH TaKo IITO eJIeMeHT
a € F moucToBeTHMO ca Ta4KOM (). Ha Taj HauMH a < F IpejicTaB/ba TauKy ca XOMO-
reHUM KoOpJAuHaTaMa (a : 1), IOK je oo 3ampaBo Tauka (1 : 0). Ilo peduHUIIUjU pauyHaMO

BOpasmepy (a,b,c,o0) = (a —c¢)(-1)/(-1)(b — ¢) = (a — ¢)/(b — ¢), a Kako 110 TeopeMu
@, H(a,b; c,) gaje (a—c)/(b—c) = —1, To fodujaMo 2¢ = a+ b, I1ITO 3HAYU [ja je TaUKa
KOja je XapMOHH]jCKH KOHjyroBaHa 6€CKOHAYHO] y O[JHOCY Ha HeKH I1ap Tadaka, yIIpaBo
apuUTMeTHYKa CpefHa TOT I1apa.

JIema 2.75. Y FP! eadxicu H(a, b; ¢, c0) ako u camo axo je 2¢c = a + b.
H3 Jleme , 3a MPOM3BOJbHE PA3IHYMTE X,y € F ©MaMo
XTY
H (x,y, 5 oo) .

[IprMeHa XapMOHU]jCKOT IIpecIruKaBama h, 3a Koje je h(co) = oo, faje

(XY

H(f00 S f(F5 ) o)

IIITO HOBOM IIpUMeHOM Jleme , 3a x,y € F naje

f<x ;Ly) _fx) ﬂsz(y)

[TocedHoO, 3a y = 0 ©MaMO
xy _ fx)
! (E) 2

IIITO Y Capajiib!U ca IIPEeTXOJHOM jeJHAUMHOM II0Ka3yje /1a je f MopdHr3aM y OJJHOCY Ha ca-
dupame. 3aK/byuyjeMo [ja 3a CBAKo X,y € F BaXKu

fx+y) =00 +fy). (2.15)

[TocedHo, 3a y = —x uMaMo 0 = f(0) = fix — x) = fix) + f{—x), omaxiie ciaenu f(—x) = —f(x).
Kako pauyH 3a IBopasMepy zaje

—Xx—1x-x*

. 2y XZ o X=X
(=x%1,x%) = ——5-—5 =1

To 1m0 Teopemu R.74 Baku H(—x,x;1,x?). IlpuMeHa XapMOHHjCKOT ITpecHMKaBa-
wa h maje H(f(—x),f(x);f(1),f(x?)), omHocHO H(—f(x),f(x);1,f(x?)), amu kako je Beh

~
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H(—f(x),f(x); 1, (f(x))?), TO 110 Teopemu uMaMmo f(x?) = (f(x))?. lomaTHO PaCIIUCHUBALE
y3 Kopullthemwe IIpeTXogHe popMyIie raje

fx+y)%) = (fx+y)* = (fx) +fy)* = (fx)* + 2f00fy) + (f))?,
flx+Y)?) = fix* + 2xy + y*) = fix?) + fizxy) + fy?) = (fx))* + 2f(xy) + (),

oJlaKJIe je fMopdI3aM y 0OTHOCY Ha MHOYKeH€. /lakJIe, 3a CBAKO X,y € [F BaXKu

fxy) = fOf). (2.16)

XapMOHM]CKO IIpec/IMKaBame Y3POKOBaIo je /1a f Mopa SUTHU MOopdr3aM KakKo y OHO-
Cy Ha cadupame (popmysia ()), TakKo U y OJHOCY Ha MHOXeme (popmyiia (2.16)), 11To
3HauH [a je fayromopéusaM 1osea F. /la s1u mocToju ayromopdusaM Iosea F pasjiuyuT
ox 17?

V ciy4ajy KOMILIEKCHE IIpOjeKTUBHe paBHU, F = C, 3HaMO la BAXKU X +y = X+ Yy H
X-y = X -y, Tako [ia je KOHjyraT X — X ayroMmop¢usam 1osba C pasauuutr of 1. Heka
je f éujeknja KOMIUIEKCHE IIPOjeKTUBHE PaBHU Ha caMy cede KOja MeHha KOMILJIEKCHe
dpojeBe BLUXOBUM KOHJYraTUMa, (21 : Zy : Z3) — (Z1 : Z3 : Z3). Tajia je MHITUIeHITHUja U3Mel)y
TauKe (X1 : X2 : X3) M IIpaBe [Uj : Uy : U] OfpeljeHa yCI0BOM X1Up + XolUy + X3Ug = 0, IIITO je
IlaJbe eKBUBAJIEHTHO YCJIOBY X Uj + XUy +X3U3 = 0, 0flaKJie cilefu 1a fuyBa MHITUIEeHITH]Y,
Te je 3aT0 KoJiMHeanyja. [IpaBap = [0 : 0 : 1] je puKcHa IIpaBa, Koja je MHIIUeHTHA Ca TPU
¢uxcHe Tauke (1:0:0),(0:1:0)u(1:1:0), Te ako je f], TPOjeKTUBUTET 110 OCHOBHO)]
TeOpeMH IIPOjeKTUBUTETA Mopa SUTH f], = 1. MeljyTum, p je nHIMaeHTHa ca (i : 1 : 0)
Kojececsmka y (—i:1:0) # (i:1:0), 1ITO je KOHTPaAUKIIM]ja. /laKile, y KOMILJIEKCHO]
IIPOjeKTUBHOj paBHU II0CTOjU KOJIMHeallrja Koja Huje IIPojeKTUBHA KOJIMHealyja.

Teopema 2.76. V KOMU/EKCHO] UpOjeKTlUBHO] pasHU KOHjylalll UHGYKYje KOAUHeauujy Koja
Huje lipojeKUBHA KoAUHeayuja.

Bpatumo ce Ha ayroMopdusaM 1osba F, Koju y mouetky uma f(0) = 0 u f(1) = 1, a 3a-
THM Jaje f(n) = n 3a cBe npupojHe n € N. To ce fasbe IIpojy>KaBa Ha IieJie SpojeBe Z 360T
f(—n) = —f(n), Te KOHa4YHO U Ha paloHaIHe dpojeBe Q 3dor fim/n)f(n) = f(m). Jakie, ay-
ToMOp¢H3aM I10Jba f UKCHpa CBe palioHaIHe dpojeBe. CaMUM THM, CBaKa KOJIMHeaIluja
palrioHaJIHe IIPOjeKTUBHE PaBHU je IIPojeKTUBHA KOJIMHeallyja.

PasMoTpuMO cajia HajBaKHUjU ciaydaj F = R, cayuaj peasiHe IIPOjeKTUBHE PaBHU.
K/by4HU MOTHB je 0COGHMHA /ia je peasiaH dpoj IIO3SUTHUBAH aKO je KBajapaT HeKOor dpoja
KOjH HHje HyJIa, a KaKo BaXKH f(x?) = (f(x))?, To f IIpeBoiM II03UTHUBHE SPojeBe Y II03UTHB-
He. AKo f He QUKCHUpa HEeKO a € R, OJHOCHO BaXK! f(a) # a, Taja je a < fla) wim a > fla).
[IpeTiocTaBUMO fia je a < f(a). Kako cy paljioHaJIHUA 6POjeBU I'YCTH Y peaJHUM TO II0-
cToju q € Q Tako fa je a < q < f(a). Mehytum, q — a > 0 noByauu flq — a) > 0, anu
flq—a) =flq) —fla) = q—fla) < 0 mITO je KOHTpPagUKIHja. CACBUM CIMYHO Ce U3BO/U KOH-
TpaguKIFja y ciay4ajy a > f(a). MoykeMo 3aK/byYUTH /A je jeflUHU ayToMopdr3aM 110/ba
R MIEHTUYKO IIpecJIuKaBame U 0Tyza ciaefeha TeopeMa.

Teopema 2.77. Ceaka KoOuHeauuja peasiHe tpojeKiiugHe pasHU je tipojeKiusHa KoAuHea-
uuja.

3axBaspyjyhu TeopeMu , CBaka IIpOjeKTHBHA KOJIMHeallrja peasHe IIPOjeKTUBHE
paBHH, CAMHM THM U CBaKa KosmHearja (Teopema 2.77), jefHO3HAYHO ce 3a/aje ca aBa
4eTBOpPOTeMeHUKa. YeTBOpoTeMeHUK ABCD ofpeljyje KOOpAWHATHU CUCTEM TaKO IIITO

— .

BEKTOpH A, ? u ?, Kao JINHeapHO He3aBUCHHU (jep cy Tauke A, B, C HeKOJII/IHenge) YyuHe
dasy mpoctopa R3, a paju jeIHOCTaBHOCTH X SHPaMO Ia HOPMHPaMO B = A+ ﬁ + ?
CacBUM CJIMYHO JPYTd KOOPAWHATHU CHUCTEM je 3afiaT yeTBopoTeMeHUKoOM A'B'C'D’, ca
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= = = =
HopMupaHuUM D' = A’ + B’ + C'. AKO U3pasuMo HOBe da3He BEKTOpe IIPeKO CTapuX JL00HU-
j A" B, ¢y = (4B, ¢

jamMo MaTpuly Ipesacka M ca crape 6ase Ha HOBY: (A’, B’, C') = (A, B, C)M. Ilomrto M

IIpeBOJY dase y IIUTakby je peryJapHa KBaJgpaTHa MaTpHIia pefia TpH.
Axo ca X = (X1,X2,X3) 03HAUMMO KOOpP/MHAaTe BeKTOpa IIpe/[CTaBHUKA HeKe TauKe Y
CTapOM KOOPJHUHATHOM CHCTEMY, 10K ca X' = (X}, X}, X3) 03HAYMMO KOOpJHUHATe BEKTOpa

Te UCTe TauKe Yy HOBOM KOOPJHUHATHOM CHUCTEMY, TO je (X, ﬁ, ?)X = (Z}’, ﬁ’, ?’)X’, oJlaKJie
cnepu X = MX'. Besa usMel)y cTapux U HOBUX KOOpPJHMHATA je jefiHa peryjapHa MaTpHIia.
Kao u paHUje, akTUBHHU IPUCTYII TaKole (IToIryT Beh pasMaTpaHOr I1aCUBHOT IIPUCTYIIA)
MMa 3a Besy peryJiapHy MaTpHILy, IIITO 3HA4YH Jia Cy KOJIMHealldje peajlHe IIPOjeKTHBHE
PaBHU 3alIpaBO UH/YKOBaHe peryJlapHUM MaTpUIlaMa pefia TpH.

Teopema 2.78. KosuHeauyuja peasiHe UpojeKiliugHe pasHU je UHGYKO8AHA PelyAapHOM AU-
HeapHOM WPAHCPHOPMaAyUjom.

Besa usMel)y ctapux KoopAuHaTa X ¥ HOBHUX KoopauHaTa X' fara je ca X = MX/, rae
je M perysiapHa MaTpHIia. IIpupofHO ce I10cTaB/ba IIUTAak€e KaKo Ce IIpecIMKaBajy IIpaBe
IIpHU TOj KOJIMHealluju. BeKTOopH IIpefcTaBHUIIM X TadyakKa ca IipaBe p = [U] ommucaHe Cy
jemHaumrHOM U'X = 0. U3 X = MX' nodujamo UTMX' = 0, IIITO Ipe/icTaBJ/ba jeTHAUYNHY HOBE
npase U''X' = 0, onakie ciaegu AU'T = UTM. TpaHCIoHOBame faje AU = (U'M)T = M'U,
IIITO JI0Ka3yje HapeJHY TeOpeMY.

Teopema 2.79. Ao KoAUuHeayuja peasiHe UpojeKitiugHe pagHu tpecaukasa twavxke opmy-
nom X' = PX, oHga oHa Tipecauxaea upase ca U = (P~1)TU.

PeaJsiHa 1IpojeKTUBHA paBaH (Tg, Pr, Zr) IPUPOJHO Ce ITIOUCTOBehyje ca UHTYUTUBHOM
paBHHU (T, P, Zoo), IIPU UEMY je U, = [0 : 0 : 1] deckoHauHa paBa. Kaja sHaMoO Koja
KOHKpeTHa IIpaBa IIPOjeKTUBHE PAaBHU je SeCKOHAYHAa, MOXKEMO JI0/IaTHO YBECTU HOBE
odjexTe. Heka je fKosIMHeaIriyja THTYUTHUBHE IIPOjeKTUBHE paBHU. IIpoitiueoca je rpaBa
fYus), IOK je xopusoninu 1pasa f(U,,).

ITocedHO je 3aHUMJBUBO II0CMAaTPATHU IIePCIIeKTUBHEe KoJIMHealvje. Heka je s oca, a S
IIeHTap IlepCleKTUBHE KoJIMHealldje f MTHTYUTUBHE IPOjeKTHBHe paBHU. Heka je u Iipo-
THUBOCA, OLHOCHO IIpaBa TaKBa /a je f(u) = U.,. AKO Cy 0Ca U IIPOTUBOCA Pa3/INUUTE IIpaBe
OH/Ia OHe UMajy ceruIuTe A = SAU, anU flA) = Ajep A € s,Ka0 A f(A) € U, jep A € u.
OnaBpe je A € U, LIITO 3HAYH Jla Ce U U S CeKy y SeCKOHAaYHOj TauKH, OJHOCHO /ia Cy OHe
napaJiesiHe. XOpHU30HT je IIPOTHBOCAa MHBEP3HOT IIpec/NKaBama, Te je Takohe ca lbuMa
rapaJiejHa.

Jlema 2.80. Oca, lipotuusoca u XopusoHit cy uapaesiHe upaee.

Aduno uipecaukaesamre je TpaHchopMmalyja aprHOT IPOCTOpPa Koja dyBa Tadyke U
mpase. /lakile, y IUTaKY je KoJHMHealldja Koja KOHayHe ejleMeHTe Illa/be Y KOHayHe, a
deckoHauyHe y 6ecKkoHauHe. To 3HauH Zja aQUHO IIpecjIrKaBame UMa Uy, 3a QUKCHY IIpa-
BY, O/JHOCHO [1a je IIPOTHUBOCA U = Uxc.

PasMoTpuMO aprHe IepClIeKTHBHe KoJIMHealluje. IlepclieKTHUBHe KOJIMHealldje 3a
$UKCHe IIpaBe MMajy caMo 0Cy U IIpaBe KoOje IIpoJjias3e Kpo3 IleHTap, TaKo /ia JIaKO MOKe-
MO KJIaCU$UKOBaTHU IIpUMepe 3a Koje je U = U,,. XoMoJIoTHja (S ¢ S) 3a KOjy BaKU S = U je
Xxomoiuemuja, a XOM0JIOTHja KO, Koje S € U, je IepCIeKTUBHA agpuHOCH, I1ITO je Haj-
yenrhu caydaj ca KojuM ce cpeheMo. Enaryja (S € s) KoZ Koje je s = u je iupaHcaauuja,
a OHa KOJ{ Koje je S € U, # S je paHceeKyuja (M1 cmuyaree).

AduHa IpeciMKaBalka UMajy 0COSHHY [la UyBajy IlapajieTHOCT. Takolje, Kako uyBajy
IBopasMepy, oHa he yyBaTU U OZHOC JleJberba Ty KHU.

ITo TeopeMu aKo IlepCIieKTUBHA KOJIMHeallHja IIpecaIruKaBa Tauke BesoM X' = PX,
3a HEKy peryJlapHy MaTpHIly P, oHJla ce IIpaBe CJIMKajy BesoM U = P'U'. IIpoTuBoOcCa je
IpaBa Koja ce ciarka y [0 : 0 : 1], Tako fa IIpOTUBOCY IIpeficTaB/ba II0Cae/iha Tpeha BpcTa
MaTpHlle IIpecaIrKaBama P. MaTpulia apUHOT IIpecIruKaBamkha 3aTo MOpa UMaTH HyJle Ha
IIpBa /1Ba MeCTa y IOC/Ie/[i0j BPCTH.
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2.20 PUKCHHU eJIEeMEHTH

®UKCHU eJIeMeHTH IIPOjeKTUBUTETA U KOJIMHealdja UMajy BeJIMKU 3Hauaj y Hallloj
Teopuju. Kako nmpoHahu cBe GpUKCHe Tauke IpojeKTUBHUTeTa y RP! min KolMHearuje y
RP?? Kako je H jeqHo 1 T0 UHAYKOBAaHO peryJlapHOM JIMHEapHOM TpaHCcGopMaIiijoM
(TeopeMma , TeopeMa ), II0OCMaTpaMo IIpecaIuKaBambe

AX — AX,

ITle je A peasiHa KBaJipaTHa MaTpulia pegan+13an € {1, 2}.
Tauka X j g ¢UKCHaA TauKa YKOJIHUKO je X = X', 0JHOCHO YKOJIMKO 33 BEeKTOpe IIpe/iCTaB-
HUKe BaXXu X' X . To Hac JoBOAHU 10 jeqHAUUHE

A-ADX =0,

I7e je 1 jeqHUYHA MaTpUIla oArosapajyher pezna. VKoIUKo je A — A1 perysiapHa MaTpU-
118, MHOYKeHeM CJIeBa FbeHUM MHBEeP30M /I06HjaMo jeIMHCTBEHO pelllerbe X = 0, Koje He
IpejcTaB/ba TaukKy y RP". 3aT0 ce UKCHe TauKe jaB/bajy caMO 3a CHUHTYJIapHEe MaTpHUIle
A — A1, tme 3HAMO J1a pelillele HYje jeIUHCTBeHO. Kako je jeqHaurHa XOMOTreHa, HyJla BeK-
TOP jecTe pellemne (MaKo He IIPpe/ICTaB/ba TAYKY), T€ SPOj pelllerkha Mopa SUTHU SeCKOHaYaH.

[MosmmHOM Y 4 (A) = det(A — A1) je KapaKTepPHUCTHYHHU II0JTMHOM MaTpHILe A 110 IIPOMEH-
JbUBOj A, IpU yeMy je A — A1 CHHTYJIapHO KaJ je A HyJla KapaKTePUCTUYHOT II0JIMHOMA,
OZJTHOCHO COIICTBEHa BpeaHOCT MaTpuile A. Tazia je CBako pellemne )_f # 0 COIICTBEHHU BeK-
TOP KOjH O roBapa COIICTBEHOj BpeHOCTH A. IIpodiieM Hasla)kerwha PUKCHUX TauyaKa eKBU-
BaJIEHTAH je IIpodJieMy Hasla’kela CBUX COIICTBEHUX BeKTOpa MaTpHIle A, a Y IUTaky Cy
BeKTOPH IIpeiCTaBHUIIA QUKCHUX TadakKa.

N3 Jleme |A.1 M0>KeMO 3aKJ/bYUHUTH Jja je CyMa COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOpPa JUPEKTHaA, Ta-
KO /1a je JOBOJbHO UCIIUTAaTH CBaKy COIICTBEHY BpPeAHOCT II0Ha0c06. KosinKa je fuMeHsHja
COIICTBeHOT IToTIIpocTopa Ker(A — A 1) 3a HeKy KOHKpeTHY COIICTBEHY BpefHOCT A? OHa je
dapeM jefiaH, jep 3a cBaKy (peaiHy) COIICTBEHY BPeIHOCT II0CTOje COIICTBEHU BeKTOpH. Ca
IpyTe CTpaHe JUMeH3Hja MoyKe MhH HajBUIIIe [10 BUIIIECTPYKOCTH COIICTBEHE BPEeHOCTHU.
3ampaso, 110 CTaBy 0 paHIy U flepeKTy U3 JIMHeapHe ajaredpe BaXkKu

dim(Ker(A — A1)) = (n+1) —rang(A — A1).

AKO je BUIIIECTPYKOCT COIICTBEHE BPeIHOCTH A jefaH, Taja je dim(Ker(A — A1)) = 1,
IIITO I0BJIa4YU II0CTOjakbe Ta4HO jelHe QUKCHe TauKe Koja joj oAroBapa. YKOJIMKO je BU-
IIeCTPYKOCT 3a A jegHaka ABa, uMamo dim(Ker(A — A1)) € {1,2}. V ciay4dajy fuMeHsHje
jeqHaKe jemaH II0CTOjU jefHA oAroBapajyha ¢uUKCcHa Tauka, JOK y CiIy4dajy JUMeH3Uje jeq-
HaKe IBa IIOCTOjU 6€CKOHAYHO MHOT0 0/IroBapajyhux QUKCHUX TauyaKa IIPU 4yeMy Cy CBe
OHe KOJIMHeapHe.

KoJmmko pHUKCHHX TauaKa MOJKe JIa MMa IIpOojeKTHBHUTeT y RP! (n = 1)? MaTpuIa Ipo-

jeKTUBUTeTA je 08JIMKa
a1 a
A— ( 11 12) 7
azy Az

Te padyHaMO KapaKTepUCTUYHU II0JIMHOM MaTpuIe A ca

Xa(A) = det(A — A1) = = A* —trA- A+ detA. (2.17)

az Az —A

apn — A ap ‘

CoIICcTBeHe BpeJHOCTH Cy HyJle KapaKTepPUCTUYHOT II0JIMHOMA, a BbUX0B 6PO0j 3aBUCH O[]
IMCKPUMHHAHTe J0SHjeHe KBajipaTHe jerHaunHe D = (tr A)2 — 4 det A.
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VKOJIUKO je D < 0, oMHOCHO (trA)? < 4detA, HeMa peaTHUX COICTBEHUX BPEIHOCTH
(rTocToje fBe KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHE COIICTBEHE BpeJHOCTH), CAaMHUM TUM HeMa HU pe-
aJIHUX COIICTBEHUX BEKTOPA, Te HU QUKCHUX TauyaKa. OBaj [IPOjeKTUBUTET 30BEMO eAUll-
nuuKu.

VKOJIUKO je D > 0, ofHOCHO (tr A)? > 4 det A, UMaMo JiBe pasJIMUUTE COIICTBEHE Bpe[-
HocTH. Kako je cBaka oJ1 Te IBe BPeTHOCTH jeJHOCTPYKa, (bIMa OJroBapajy je HOJUMeH-
3MOHH COIICTBEHU IIOTIIPOCTOPH, OFHOCHO UMaMO TavyHO JBe PUKCHe TauKe. OBaj IIpOjeK-
TUBUTET 30BEMO XUEPOOAUUKU.

VKOJIHKO je D = 0, omHOCHO (trA)? = 4detA, IMaMoO jeJJHy COIICTBEHY BPEIHOCT A,
aJIi BUILIeCTPYKOCTH [Ba. ¥V ciaydajy rang(A — A1) = 0 umamo dim(Ker(A — A 1)) = 2, cBe
TaykKe Cy QUKCHe U y IUTAaKY je UIeHTUYKO IIpecjIruKaBame. Y ciaydajy rang(A — A1) =1
nMmamo dim(Ker(A—A1)) = 1, Te Ta4HO jefHY QUKCHY TaUKY U Taj IIPOjeKTUBUTET 30BEMO
apadoauHKu.

Ja cymupamo, 6poj UKCHUX TadakKa IIPOjeKTUBUTeTa MOKe SUTHU 0 (eTMOTHUUKMY), 1
(mapadosIMyKy), 2 (XUIepSOSIUUYKU) UIN 6€CKOHAYHO (MIeHTUUYKH), 8 HeKe KOHKpeTHe
IIpUMepe BUUMO Y ciiefiehoj Tadeslu.

| IpojeKTUBUTET | QUKCHe Tauke | IIpuUMep |
0 -1
eJIUIITHYKU 0 A= ( 1 0 )
11
rnapadoyInyKu 1 A= <O 1)
10
XUIIePSOJINUKHU 2 A= 0 2
HIEeHTHUYKHU A= <1 O)
A > ~\0 1

ITprya 0 QUKCHUM eJleMeHTHMa KoJuHeardje y RP? (n = 2) je HEIITo KOMIUIMKOBA-
HUja. MaTpuila KoJIlHealyje je 0dIrKa

a;i; A2 ag3
A=\|ax ay azs|,

as1 asz dass
Te je KapaKTePUCTUYHU IIOJIMHOM X 4 (A) jeqHaK

a;n — A ap as 1
det(A— A1) =| ap Ay — A A3 |=-+trA-A%— E((trA)2 —tr(A%)) - A + detA.
asq as; Az —A

®UKCHe TauKe pPeIIpe3eHTy]y COIICTBEHH BeKTOpH MaTpHIie A. ITo Teopemu .79 axo 3a
Tauke Baku X' = AX, To je 3a mpaBe U' = (A~1)TU, oguocHo U = ATU', Te QUKCHe IIpaBe
IodujaMo Kao coIlcTBeHe BeKTope MaTpuille A'. Kako TpaHCIIOHOBaHe MaTpHIle UMajy Hc-
TH KapaKTePUCTUYHHU II0JIMHOM, TO QUKCHe TauKe U QUKCHe IIpaBe MO>KeMO I1apaJieslHo
pasMaTparTH.

IIpe Heroysi ce yIyCTUMO y KOHKpeTHe IIpUMepe KOJIMHeaIyja, HallOMEHUMO [a
08JIMK MaTpHIie 3aBUCH O] U350pa KOOPAUHATHOT CUCTeMa. AKO je P MaTpHIla IIpesacka,
3a HOBe KoopAuHate Y Baku X = PY, oK KosiMHealtyja fata popmysnom X' = AX, y HOBOM
KOOPHHATHOM CHCTeMy noduja popmyny Y = P~1X' = P~1AX = P~1APY. MaTpuIia KoJu-
HeallHje Y HOBOM CHUCTeMy je A’ = P~1AP, I1IT0O TOBOPH /Jja CJIMYHE MaTpuIie A u A’ UMajy
HUCTU TeOMEeTPHjCKU CMHCAO0.

KapaKTepHCTHYHHU IIOJTUHOM ) 4 (A) ©IMa TP HyJIe, a/Ii OHe He MOPajy HY>KHO SUTH pe-
ayiHe. YKOJIMKO MaTpuIla A UMa KOMILIEKCHY COIICTBEHY BPeJHOCT A, Ta/ia II0CTOjU KOM-
IUIeKCaH BeKTOp X TakaB 7ia je (A — A1)X = 0. KoHjyroBambeM CBUX HHCTaHITU JUPEKTHO
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modujamo (A—A1)X = 0jep ce MaTpHIle ca peaJTHUM yJIasuMa He Memajy. /llakiie, YKOJIUKO
je A HyJla KapaKTepHCTHYHOT II0JIMHOMA, OHZIA je TO M IbeH KOHjyraT A. BeKTop X y TOM
cJIy4ajy He MOyKe SUTHU peasiaH jep SU 610 COIICTBEHU U 3a A U 3a A, IIITO je Y CYIIPOTHOCTHU
ca Jlemom A.1l.

Kako je MmaTpuIia A HellapHOT pejia, a KOMILIEKCHe COIICTBEHe BPeJHOCTH Uy Y I1apo-
BHUMa, TO OHA MOpa UMaTHU dapeM je[lHy peaslHy COIICTBEHY BPeLHOCT, CAMUM TUM dapeM
jelaH peasiaH COIICTBEHHM BeKTOp. Tako 3aK/bydyjeMo Jja CBaka KoJIMHearija y RIP? Mopa
UMaTu dapeM jenHy GUKCHY TauKy Kao U dapeM jeqHy QUKCHY IIPABY.

3aI10YHMMO JUCKYCH]y 110 Pas/IMYUTUM HyjlaMa KapaKTePHUCTHYHOT II0JIMHOMA. AKO
Cy CBe TPH HyJIe peaIHe U Pas/JIMUUTe, CBAKOj O/ F(bHUX OZIT0Bapa jeJHOAUMEH3HOHH COII-
CTBEHH ITOTIIPOCTOP, Te KMaMO TaYHO TPH QUKCHe TauKe YHjH CYy BeKTOPH IIpe/ICTaBHUIIN
JIMHeapHOo He3aBHCHH (JleMa @), Te Cy OHe HeKoJIMHeapHe (Jlema @) CacBUM CJIMYHO
MMaMO U TaYHO TPU HEKOHKYpPeHTHe QHUKCHe IIpaBe, 8 TeOMETPHjCKH OHe CY CIIOjHHUIle
GUKCHUX Tayaka.

AKO cy CBe TpHU HyJIe pa3jiMuuTe, a HUCY CBe peasiHe, TO UMaMoO I1ap KOHjyrOBaHUX
KOMIUIEKCHUX HyJIa U jeHY peasHy. PeasiHa HyJIa [aje jeqHy GQUKCHY TadyKy U TO je CBe.
CacBUM CJIMYHO, UMAaMO U TAa4HO jefHY QUKCHY IIpaBy. [eOMETPHjCKH pasinunuTe KOM-
IJIEKCHe HyJIe 1ajy U KOMIUIeKCHe QUKCHe TadyKe UMja he CIIOjHUIlAa SUTU Ta peaiHa QUK-
CHa IpaBa. /Jlakile, y IIUTawky Cy jeqHa QUKCHA Tauyka U jegHa GUKCHA IIpaBa, [OK OHe
Mel)yCOGHO HUCY UHITU/IEHTHE.

HapengHa MOTyhHOCT je jefHa jeJHOCTPYKa U jeJHa ABOCTPYKa peasiHa HyJiad. JeTHO-
CTpyKa peasiHa HyJia Jaje GUKCHY TAauKy Koja je He3aBHUCHa o ocTanux (Jlema A.1) xoje
3aBHUCe O[f IBOCTPYKe peasiHe Hyse A. 3arang(A — A1) = 1 umamo dim(Ker(A — A 1)) = 2,
TaKOo Jia Cy QUKCHe TauKe Ha IIpaBoj Koja HUje MHIIHUeHTHA ca Beh 1mocTojehoM $UKCHOM
Ta4yKoM, IIITO je XoMoJIoryja. 3a rang(A — A1) = 2 umamo dim(Ker(A — A1)) = 1 1 Ta¥uHO
jenHy QUKCHY TauKy Koja TOj HyJIH oArosapa. /lakjie, M¥MaMO Ta4yHO [iBe QUKCHe TauKe U
Ta4yHO JiBe QUKCHe IIpaBe IIpX UeMY je jefHa Off FlbUX YIIpaBO CIIOjHUIlAa PUKCHUX TavakKa.

ITocsiegma MOTYNHOCT je TPOCTPYKa peasiHa HyJla, Te AUCKYCHja OAJIy4yje 0 AJUMEH3UjU
COIICTBEHOT IIOTIIpocTopa. 3a rang(A — A1) = 0 umamo dim(Ker(A — A1)) = 3, mrTo je
UIeHTUYKO [IpecInKaBame. 3arang(A— A1) = 1 umamo dim(Ker(A—A1)) = 2, Te ¥ TauKa
I10 TauKa QUKCHY IIpaBy, LIITO je esanyja. Y ciaydajy rang(A — A1) = 2 umamo dim(Ker(A —
Al)) = 1, wTo faje jesHy GUKCHY TauyKy U jefHY QUKCHY IIpaBy, ajll OBOra IIyTa OHe Cy
3aBHCHE jep OITOBApajy UCTOj COIICTBEHO] BPeTHOCTH, OJHOCHO OHe Cy UHITU/IeHTHE.

[ITTo ce TUYe HajjeJHOCTABHUjUX IIPUMePa, Haj3rOAHMje je KOPUCTUTU HOPMaJIHy Gpop-
My, OJJHOCHO &JIOK JijaroHa/IHe MaTpuile. Kaz COIICTBEHH ITOTIIPOCTOP He JOCTH Ke MaK-
CHMaJIHy JUMEH3H]Y, MOXKeMO KOPUCTUTHU XopgaHOBe@ SJIOKOBe, a 3a KOMILZIEKCHE HyJIe
SJIOK KOjU CMO BHJIEJIH Y eJIMIITUYKOM IIPOjeKTUBUTETY. HeKe KOHKpeTHe IIpuMepe Ha-
BOJIMO Yy HapeIHO] TadeJIn.

%Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), ¢paHI[yCKH MaTeMaTH4ap
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] KOJIHHeaIja | uKcHe Tauke | IIpHUMep \
1 0 O
TayKa BaH IIpaBe 1 A=10 0 -1

01 O
110

TayKa Ha IIpaBoj 1 A=10 1 1)
0 01
2 00

[IBe TayKe U [IBe IIpaBe 2 A=10 1 1)
0 01
1 00

GUKCHU TPOTEMEHUK 3 A=10 2 0)
0 0 3
2 00

XOMOJIOTHja 00 A=10 1 0)
0 01
1 00

ejlariyja 00 A=10 1 1)
0 01
1 00

HUIEeHTHYKO 00 A=10 1 O)
0 01

2.21 HuBoOIyLH]jE

[Tox uHeoyuujom 1ogpasyMeBaMo IipecjIruKaBambe Koje je camo cedHU MHBepP3. PasMo-
TPHUMO Hajllpe MHBOJYTHUBHE IIPOjeKTUBUTETE, OLHOCHO IIPOjeKTUBHUTEeTe Y RP! ca oBOM

0COSHUHOM. AKO je
a;; a
A < 1 12>
az; Az

MaTpHIla UHBOJYTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA, Tajla je A - A 1, 0THOCHO

(1 0) x A1 =A% = < aj; + 2021 Andiz + a1zazz>
01 A11021 + Q1037 Q12021 + a5, /)’

ogakKJjie rE[OSI/I].EIMO ycCJioBe a%l + 12031 = Q12021 + a%z, ai1aq2 + aq2a9 = 0, a1az1 + a1 asy,
KOjH ce JIellllle MOTY HaIlkcaTH ca a%l = a%z, ap(ag; + azy) = 0, azi(ayr + aze) = 0. YeaoB
ay1 = ayy # 0 1oBJauu a;p = az; = 0, Te UMaMO HUJIEHTUYKO IIpecivKaBame A x 1.V
CYIIPOTHOM je a1 + dyy = 0, OHOCHO tr A = 0, IIITO OIIpaB/jaBa CBe TPH jeJTHAKOCTH.

Teopema 2.81. HeugeHiliuuKu UHE0AYTUSHU Upojexiiuguiniein y RP! uma maitipuuy impaia
HyAQ.

U3 popmyste () je xa(A) = det(A — A1) = A —trA-A+detA = A* + detA, Te Ka-
PaKTepUCTUYHU II0JIMHOM MMa AUCKPUMUHAHTY D = —4 detA # 0, IIITO 3Ha4H Jia He I10-
CTOJH IapadOJIUYKU UHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET. IHBOJIYTUBHE IIPOjeKTUBUTETE 3a-
TO MO>KEMO IIO/IEJINTH Ha eJIUIITUUKE KOJ KOjuX je detA > 0 1 XxunepdoiukKe 3a Koje je
detA < 0, IITO 3aIIMCYyjeMO Y HapegHOj JIeMU.

Jema 2.82. HHg0./yIUUBHU lipojeKiuuguitieiti ca Matllpuyom A je eautiiiuuku 3a detA > 0,
a xutlepdoaudku 3a detA < 0.
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2.22. KoHvKe peasiHe NnpojeKTUBHe paBH

/la 6¥ IIpOjeKTUBUTET SM0 MHBOJIYIIM]ja JOBOJHHO je 1a MMa jefilaH I1ap NHBOJYTUBHUX
Tayaka. HarMe, ako je A MaTpulia IIpojeKTUBUTETA KOjU pasMemyje Tauke P U Q, Taza je

A? = ya HAQ = vP 3aHeKke U,v € R, IITO 3HaUHU J1a Cy P ¥ () COIICTBEHU BEKTOPH
MaTpuIle A% 3a UCTY COIICTBEHY BPEIHOCT UV, Te IIPUIIALajy KCTOM COIICTBEHOM IIOTIIPO-
CTOPY, IIITO je 360r P # Q uMTaB IIPOCTOP OfaKJIe caeau A% 1.

Jlema 2.83. Ako Upojexiiusuitielnl y RP! pasmersyje gee pasauquilie iiauke oHgA je OH UH-
goyyuja.

AKoO 3a pojekTuBHUTET Baxku (X,Y,P,Q) — (X,Y,Q,P), taga 110 Teopemu HUMaMO
(XYPQ) = (XYQP), Te je 110 TeopemMu (XYPQ)? = (XYPQ)(XYQP) = 1, omakJje ciaegu
(XYPQ) = —1, ITO /1aje XapMOHU]CKY UeTBOPKY H (XY; PQ).

Jema 2.84. dukcHe auke XuliepdoAuHKol UHB0AYTUBHOT UpojeKiuusuilleilla cy XapMoHUj-
CKU CUpetHyilie ca C8aKum uapom oglosapajyhux wavaxa.

VHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET jeJHO3SHAYHO je ofpeljeH ca ABa I1apa MHBOJIYTUBHUX
Tayaka. Haume, 1o Jlemu jeflaH Imap MHBOJIYTUBHUX TadaKa Jjaje HUHBOJIYIH]jY, IIPU
yeMy Beh MMaMoO [T0BOJ/bHO Tadaka /a 110 OCHOBHO] TeOpeMHU IIpOjeKTUBUTETa OJpejie
IIPOjeKTUBUTET.

HcrmuTajMo cajja MHBOJIYTUBHE KosuHeanuje y RP2, Ako moheMo oj rmapa HHBOJIY-
TUBHUX Tayaka A U A’ jlako 3aK/by4dyjeMo 7ia je AVA' pukcHa nmpasa. CaCBUM CJIMYHO,
TO BaKH U 3a JPYTU I1ap MHBOJIYTUBHUX Tadaka B u B/, rie B ¢ (AVA’). Kako cy AVA’
U BVB' ¢ukcHe mpase TO je oHfa S = (AVA')A(BVB') pukcHa Tauka. KosmHeanuja y
RP? je IpojeKTHBHA KonHealdja (TeopeMa ﬁ), Te je pecTpUKIlMja Ha HEKy QUKCHY
IIpaBy UHBOJIYTUBHHU IIpOjeKTUBUTET. Kako je S ¢uKcHa Tauka mpase AVA’, a 110 JlemMu
He II0CTOjH! I1apad0oIMuKU MHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET, TO IIOCTOjH jOII jeHa QUK-
CHa Tayka IIpaBe AVA’, a caCBUM CJIMYHO jOII jefHa QUKCHaA Tauka mpase BVB'. Tauka
(AVB')A(BVA') = (A’VB)A(B'VA) je Takolje $MKCHa TauKa, IIITO 3HAYH /1a Beh II0CTOjuU IIpe-
BHUIIle QUKCHUX TadaKa.

YKOJIMKO He TOBOPHUMO 0 UIeHTHYKO] KOJIMHealluju, 10 OCHOBHOj TeOpeMU KOJIMHea-
vje GUKCHe TauKe HUCY TeMeHa YeTBOPOTEMEeHUKa, O/laKJyle CJIefy [1a Ha pacliosiaramy
MMaMO TpU KOoJIMHeapHe QUKCHe TauykKe, a CAMUM TUM I10 OCHOBHOj TEOpPEMHU IIPOjeKTH-
BUTeTAa CBe TauKe Te IIpaBe cy GUKCcHe. [Ipue MaMo GUKCHY TaUKy S BaH Te IIpase IITO
I0Kasyje [1a je HeMJeHTUYKa MHBOJIYyTUBHA KOJIMHealHja 3allpaB0 XOMOJIOTHja.

Axo y BUy ©UMaMmo Jlemy , y IUTawYy je jako crerruyHa xoMmoJsioryja. Hopmasiza
dopma meHe MaTpHULIe je 06IUKa

A 0O
A=(10 u 0],
0 0 u

Te u3 A2 « 1 crenu A = u?. HapaBHO A = yu Jaje HIEHTHUKO IIpecaHKaBame, TaKo Ja
mpeocraje A = —u, OJHOCHO HOpMaJsIHa popMa UHBOJIYTUBHE KOJIMHeaIlHje je

-1 00
A= 0 1 0
0 01

2.22 KoHHKe pea/iHe IIPOjeKTHUBHE paBHU

Kako ommcaTy KOHMKe y peayiHOj IIPOjeKTUBHO] paBHU? Heka je I' HeflereHepHcaHa
KOHHKa ofjpeljeHa mnpojektuBureroM f = (A)L(B). Kako f HUje IMepCIIeKTUBUTET, IIpaBe
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

a=AvVvB,m = fla)un = f1(a) cy pasnuuure. Heka je p IponsBo/bHA PUKCHUPaAHa IIpaBa
IIpaMeHa (A), pasJIMuuUTa O A U N, a ¢ = f(p) l-eHa CJIUKa. AKO 06eJ1eKUMOo Tauke C = mAn
u D = pAg, To he ABCD 6UTH 4eTBOPOTEMEHUK.

ITo OCHOBHOj TeOpeMHU KOJIMHeallyje M0>KeMO II0CTaBUTHU KOOPAMHATHU CUCTEM TaKO
Ila TeMeHa 4eTBOpOoTeMeHHKa UMajy 6asHe koopguHate A(1:0:0),B(0:1:0),C(0:0:1)
uD(1:1:1),ajenHocTaBaH pauyH faje
al0:0:1] =AVB, m[1:0:0] =BVC, n0:1:0]=AVC,
pl0:-1:1]=AvVD, q1:0:-1]=BvVD.
ITo OCHOBHOj TEOpPEMHU IIPOjeKTUBUTETA, f je o%peheHo ca (n a,p) — (a,m,q). 3a Ipou-
3BOJbHY IIPaBy X € (A) II0CTOje U,V € R TaKo ja je y7+vn = (0,v,u), mok 3a f(x) € (B)

rocroje ', v' € R Tako faje f(x) = u’m +Vd. M3a6eprMO BeKTOpe IIpe/iICTaBHUKe y CKJIa-
/:Ly ca Hal'H/IcaHI/IM XOMOIr'eHUM KoopauHarama. [IpoBepom 3a (u : v) — (' : V') modujamo

1 O)I/I3f m(0:1)— (0:1)usf(n)=au(l:-1)— (1:-1)usfip) =q,
? 7 - ﬁ 7 ITo OCHOBHO)] TGOpEMI/I IIPOJeKTUBUTETA, TPU QPUKCHE TaukKe
IoBJIaYe UAEHTUYKO (U : V') = (U : v) 1 3aTO f uﬁ +vd = (u,0,v). Tauka ca KOHUKe

je ceIMIITe IIPaBHUX X U f(X), Te KaKo je

XA = X i) = (0,v, 1) x (1£,0,v) = (V2, g%, —pav),

IbeHe XOMOTeHe KoopAuHare cy (V2 : u? : —uv). MehjytuM, Tauka je odauka (V2 : u? : —uv)
aKo M caMo aKo 3a/J0B0J/baBa jeJHAYNHY APYTOT CTEIEHA X3 — X1 X, = 0.

KpuBa [pyror pefia y eyKJIHACKOj PABHH je CKYII Tauaka (X,y) € R? koje 3a/[0BoJbaBajy
jeIHaYMHY APYIOT CTEIIeHA A11X% + 2a12XY + A22Y? + 2d13X + 2d23Y + dz3 = 0 (IIe HUCY CBU
i1, Ay, Az j€THAKHA HYJIH). AKO XOMOT€HH3YjeMO KOOPAMHATE Ca X = X1/X3 HY = Xy /X3,
IIPETXO/HA je/{HAUNHA, II0CJIe MHOKEEbA Ca X3, [1aCH

allx% + 2a19X1X7 + Clsz% + 2a13X1X3 + 2d3X2X3 + aggxg =0. (2.18)

CBaka KpuBa Apyror peja, O4HOCHO jeJHauYnHa (), MOJKe Ce 3aIIMCcaTH Yy MaTpUYHOM
08JIUKY. AKO 08es1eKUMO0 MaTpHUlie

X1 a;; a2 Qi3
X=|Xx2 ], A= | ap axpy axy|,
X3 a3 dz3 as3

jeqHavyMHa () roctaje X'AX = 0, Ipu ueMy je MaTpHUIla A CHUMeTpUYHA.

BpaTuMoO ce Ha II0YeTHY HeJlereHeprcaHy KOHUKY I'. HaKoH II0roffHOT U360pa Koop-
JUHATHOT CHCTeMa JOSHIN CMO jeJHAaUNHY KOHHKE X3 — X1X, = 0 K0joj (I10C/Ie MHOXKeIha
ca /1Ba) oiroBapa CUMeTpHYHa MaTpHUIla

0 -1 0
A=(-1 0 0]. (2.19)
0O 0 2
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2.22. KoHvKe peasiHe NnpojeKTUBHe paBH

Kako racu jefHaunMHa KOHUKe aKO IIPOMeHUMO KOOPAUHATHU CUCTeM WU aKo IIpecIu-
KaMO KOHUKY HEKOM KoJIHealjoM? OATroBOp Ha OBa IUTamka je UCTH jep y 0da ciayyaja
(macMBHOM W aKTUBHOM) Bes3a H3Mel)y CTapUX M HOBUX KOOp[MHATA je peryJapHa Ma-
Tpuia (Teopema ). KoHKpeTHO, TpaHCcOpMaIije KOOpAUHATA Cy 06auka AX = MX/,
e je det M # 0. 3aMeHOM Yy jegHauuHy X'AX = 0, rodujamo (MX')TA(MX') = 0, 0THOCHO
XT(MTAM)X' = 0. HoBa jeqHaumHa X'TA’X’ = 0 uMa MaTpuiny A’ = M'AM, Ipu yeMy OHa
ocTaje cuMeTpuuHa, AT = (MTAM)" = MTAT(M")" = MTAM = A’. Halta KOHKpeTHa Ma-
Tpuna us (2.19) je perysapHa, a Kako je To ¥ M, ©MaMo peryJapHo M'AM, 1ITo 3Ha4YH Ja
je He[lereHepHCcaHa KOHUKa ofipeljeHa jeJHOM CUMETPUYHOM peryJIapHOM MaTPUIIOM.

PasmoTpumo oépart. /la i cBaKa CUMeTpUYHa MaTpulia A oxpeljyje HeKy KOHUKY?
ITo ciexkTpasHoj TeopeMu (Teopema @), 3a CBaKy CUMeTPUYHY MaTpHIly A pefia n 4u-
TaB IIPOCTOP je JUPEKTHa CyMa COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOPA, YKOJIHMKO 3a MaTPHUILy IIpesa-
CKa M 1ocTaBUMO OPTOTOHAJIHY MaTpPHUILy YHje Cy KOJIOHEe COIICTBEHU BEeKTOPHU KOjU YHHE
OpPTOHOPMHpAHY 5a3y, TaZla KOHUKa JoSuja MaTpuIly A’ = M'AM Koja je qujaroHaJIHa.
JlomaTHO ce MOYKe U3BPIIUTHU TpaHCPopMallyja Koja HOpMUpa eJieMeHTe Ha JUjaroHajIu.
[TorremajMo Kako U3IyieZja padyH Y KOHKPETHOM Ciy4ajy n = 3.

Heka BexkTOopu Vi(myy,myy,msq), Vo(mqg, Moy, msy), V3(mys, my3, ms3) YHHE OPTOHOP-
MHpaHy da3y U3 CIIeKTpaJIHe TeopeMe, TaKo fa je AV = A4V, AV, = AV, AV = A3Vs.
AKO II0CTaBUMO MaTpHUILy IIpesacka

my myy my3
1 1 1 Vil kel Vsl
= < Vi Vy V3> = \r/n% ”ﬁZ‘ m‘is| ’
V |A1| V |A2| V ‘A3| TH311 TTL322 m333
VIal izl Vsl
modujamMmo
T
1 1 1 A A A
M'AM = ( 1] v, V3> <1V1 2y, 3 Vg) :
V1A VA2 V43| Vavsy V12| V143
OJTHOCHO
sgn Ay 0 0
A = 0 sgn A,y 0
0 0 sgn Az

OBaKo [0JIa3UMO 10 AUjaroHaJIHe MaTpUIle KOja Ha JUjaroHaJId UMa caMO BPeIHOCTH 1,
—1 u 0. OBo Ham oMoryhasa Jja jefJHOCTaBHO KJIaCUPHUKYjeMO pasIMunuTe TUIIOBE CHMe-
TPUYHUX MATpPHIla, a CAMUM TUM M KOHUKa. Heka je A peaslHa cMMeTpU4YHa MaTpHIla
peza TpH.

AKo je A paHra 3 (peryJjiapHa), HeMa COIICTBEHHUX BPeTHOCTH jeTHAKUX HYJIX U UMaMO
IBa CYILUITUHCKU pasjiMuMUTa Ciay4aja. Y IIpBOM je MaTpUlia JepUHUTHA (CBe COIICTBEHeE
BPeJHOCTH Cy MCTOT 3HaKa: TPH jeJUHUIle WU TPU MUHYC jeJUHUILe), IIITO Jaje jesHa-
YuHY X3 + X3 + X3 = 0 ca jeguHCcTBeHHUM pemrerseM (0,0,0) Koje He IIPefCTaB/ba TauKy
IIpOjeKTUBHE PaBHY, Te je y IIUTaKy IIpasaH CKyIL, 1ITo I10 [ITajHepoBOj feUHUIIUjU
HUje KOHUKA. Y IPyroM cjIydajy MaTpulia je HeieGUHUTHA (JBe COIICTBEHE BPEIHOCTU CY
jeTHOr, a Tpeha CyIIPpOTHOT 3HAaKa), U OHA Ce OPTOTOHAJIHUM TpaHchopMalijaMma CBOIU
Ha X7 + x4 — x4 = 0, mITO je cIy4aj ¥ ca HAIIKUM X3 — X;X; = 0. CAMHM THM IIOCTOjH Op-
TOTOHAJIHA TpaHCcPopMaliyja o IIoYeTHe MaTPUIIe 10 Hallle IIITO ofpelhyje jeIUHCTBEHY
HeJlereHeprcaHy KOHUKY.

AKo je A paHra 2 UMaMo jelHy HyJIy Ha JUjaroHaJIX U [iBa cjay4aja. Y IIpBOM Cy 0&e
IIpeocTasie BPeHOCTH HCTOT 3HAKA, jeJHAYMHA je X3 + X3 = 0, 1To faje Tauky (0:0:1). YV
IPYTOM Cy Te BPe{HOCTH CYIIPOTHOT 3HaKa, je/fHaYMHa je X2 — x4 = 0, IIITO je YHHja IIpaBUX
X1 —X2 = 0H X1 + X2 = 0, ofHOCHO ABe mpaBe [1: —1:0j;m[1:1:0].
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Matpuria pasra 1 ogpehyje jeqHauuHy x4 = 0 mTo je mpasa (1 : 0 : 0], ZOK MaTpHUIfa
panra 0 je HyJIa MaTpHIla U IIpe/iCTaB/ba CBe Ta4yKe IIPOjeKTUBHE paBHU 7. [I[pUMeTUMO Jja
OUCKYTOBaHU Cly4yajeBU [IOKPHUBAjy CBe [lereHeprcaHe KOHUKe (Tayka, IIpaBa, iBe IIpase,
CBe TauKe) 13 Hallle TUCKYCHje HAKOH yBoljewa IllTajHepoOBe feprHUIIH]jE.

2.23 Kopenamuje

KosmmHeanyja IpojeKTUBHE PaBHU je SHUjeKTUBHO IIpecjrKaBambe Koje IIpeciruKaBa
TayKe y Tayke, a IIpaBe y IIpaBe. /Ipyradyvju TUII IIpeciIuKaBama Ha JBOJUMEH3NOHUM
odjekTHMa 30BeMO Kopesanuja. Kopeaauuja npojeKTHUBHe paBHU je SHjeKTHBHO IIpe-
C/IMKaBame Koje TauKe CJIMKa Y IIpaBe, a [IpaBe y Tauke, IIpH YeMy 4yyBa peJsialiujy UHIIU-
IeHIHje.

[Ipertu3Hyje, 110 KOpeJIallfjoM IIpojeKTUBHE paBHU (7, P, 7Z) IIogpasyMeBaMo SHjeK-
THUBHA IIpecauKaBawa fr: 7 — P U fp: P — T Koja 4yBajy UHIIUJEHIIH]Y, y CMHCJIY [a
aKo BaKU AZp 3a HEKO A € T U p € P, Tajila BaXXu U fp(p)Zf7(A). UTHBapHjaHTHOCT peJia-
I1¥je UHITUIeHIHje 3a pasjnduTe Tauke A, B € T naje fp(AVB) = fr(A)Afr(B), OHOCHO 3a
pasiuuuTe mpase p,q € P faje fr(pAq) = fr(p)Vfr(q). Kao Koz KoMHealyje, IIpecaInKa-
Bame fr HHAYKYje fp ¥ 06paTHO, Te UX 0deJiekaBaMO HCTHUM CJI0BOM [ U TO>KHUBJ/baBaMO
Kao TpaHchopMaIllujy AUCjyHKTHeE YHUje T LI P.

IIpojexiuuena kopeaauuja je xopesanyja f umja je pecrpukuyja fl,: (p) — (fip))
Ha CBaKy ITpaBy p IIpojeKTUBHTeT. Kao y ciIydajy KonuHearuje (Jlema 2.64), 10Bo/BHO je
IIPOBEPUTH [Ia je peCTPUKIIM]ja Ha je[THY IIpaBy IPOjeKTUBUTET.

JIlema 2.85. AKo je pectupuxkuuja kopeaauuje UpojekiuugHe pagHuU Ha HeKy tpasy tupojeKiuu-
guilieill, OHga je OHa UipojeKUSHA Kopeaauuja.

JAoka3. Hexka je f xopesanyja IpojeKTHBHE PaBHU TaKBa /ia je f], MPOjeKTUBUTET 3a He-
Ky IIpaBy p. Heka je ¢ # p IIpou3BOJbHA IIpaBa, a Tayka S IIPOM3BOJbHA KOja HUje UH-
[UeHTHA HU Ca p HU ca ¢. IlepClIeKTUBUTET (q)%(p) C/IMKa TaykKy AZq y TaukKy BZp Tako
Ia cy A, B, S KosHeapHe, ofakie cy f(A),f(B),f(S) KOHKypeHTHe IIpaBe, Te CJIeU Ja je

flg = @SY(fip)Y¥)(flq)) npojexTrBHTeT. O

Teopema 2.86 (OcHOBHaA TeopeMa Kopejanuje). Ilocitioju jeguHciigeHa UpojeKitiusHa
Kopeaauyuja ITatiocoge pagHU Koja iemeHa HeitigopoiiemeHuka ABCD cauka pegomy ciupa-
Huue uettisopociipaHuka a’b’c'd'.

Jokas. Jlokas ce U3BOAU CIMYHO T0Ka3y OCHOBHe TeopeMe KosinHealyje (Teopema ).
Heka je fipojekTHBHa KopeJiaiiyja [IartocoBe paBHY, I7ie je (A, B,C,D) — (a’,b’,c’,d'), ipu
ueMy je ABCD 4yeTBOpPOTeMEHUK, a a'b’c’d’ ueTBopocTpaHuk. Tauka M = (AVB)A(CVD) ce
KopeJialijoM f Mopa Ipecaukaty y upaBy m’ = (a'Ab’)v(c’'Ad'), KoK je f]4,p 10 OCHOB-
HOj TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA jeJTHO3HAYHO ofpeleHo ca (A,B,M) — (a’,b’,;m’). CacBum
CIUYHO, Tauka N = (AVD)A(BVC) ce KopesanujoM f Mopa IIpecjauKaTH y IpaBy n' =
(and’)v(b'AC'), moK je f14,p jesHO3HauHO ofpeheHo ca (A,D,N) — (a’,d',n’).

3a IIpou3BoJbHY IIpaBy pZA uMamo cerumTa X = (AVB)Ap 1 Y = (AVD)Ap, Te ©MaMo
p = XVY, mro ce kopesanyjoM fcauka y P’ = fl4,5(X)Af1avp(Y). LJOBOJBHO je II0Ka3aTH /ia
ce KOHKYpeHTHe IIpaBe CJIMKajy y KoJIMHeapHe Tauke. [locmaTpajMo paMUInjy IIpaBUX p
KOje Cy KOHKYpeHTHe y HeKOj TaUKU S U IIPOjeKTUBUTET

—1
h= (@YY lerr (AvB)S(AvDYan(d/ nd')

3a Koju Baku X' — X — Y — y'. Jlakite, uMamo h(x’') =y, anu u h(a’') = a’, Te je h niepcriek-
THUBUTET, OJJlaKJIe Cy Tauke P’ = X' Ay’ KoJlmHeapHe O

118



2.23. Kopenauuje

IToaapuitiein je THBOJIyTUBHA KopeJialiyja. 3a ImojapuTeT BaxkH f(f(A)) = A, OHHOCHO
us fr(A) = a ciiepu fp(a) = A. YoduuajeHo je fa ce Tauka A = f(a) y TOM cJIy4ajy 30Be 0
iipaee a, 0K ce mpaBa a = f(A) 30Be noaapa mauke A. Tako cy oaroBapajyhe tauke u
IIpaBe CIIperHyTe Be3oM I10JI-I10JIapa.

AKO Tauka A JIe>KM Ha IIpaBoj b, Tazia a = f(A) cagprxu TaukKy B = f(b) v KaXkeMo 11a cy A
U B KoHjyioeaHe ima4kKe, OMHOCHO Jia Cy a U b KoHjyloeaHe iipage. YKOIUKO y3 a = f(A)
BaXu U AZa, OHJIa je A cCAMOKOHjyl08aHA MA4Ka, 0K je a CaMOKOHjyloeaHa iipasa.

HcriocTaBsba Ce [ja CBaKa HeJleTeHeprCaHa KOHUKA ofipel)yje jemaH mmosiapurert. /la du-
CMO IIPUIIPEMUIIH JI0Ka3 TOT TBpheme II0TpesHa HaM je HapeJHa JieMa.

Jema 2.87. HegeleHepucaHa KOHUKA MOJCe UMAlliu Hajeuule gee tliaHIeHile Koje Cy UHUU-
geHiuHe ca galom WauKom.

Jokas. Heka je marta Tauka P ¢ T 1 Heka KOHUKa ' UMa [1Be TaHTeHTe U3 P ca IOaUp-
HUM TaukaMa M u N. AKo je K IIpor3BOJ/bHa TauKa Ca KOHUKe pas3iuyuta o M U N, ne-
¢uHuIMMO S = (MVN)A(KVP), 1 Heka je L TakBa Jja Baku H(PS; KL). IIpojeKTUBUTET
(MVP,MVN,MVK) — (NVM,NVP,NVK) oxpehyje I' u Baxxu H(MVP,MVN; MVK,MVL) 1
H(NVM,NVP; NVK,NVL), Te Taj IIpOjeKTUBUTET caIuKa MVL y NVL, ofakie BaxKu L € T
U PVK HUje TaHTeHTa. O

Teopema 2.88. Ceaxa HegeleHepucaHa KOHUKA ogpelyje uoaapuitieiu.

/Jlokas. 3a HeKy HeJleTeHepHUCaHy KOHUKY ' meGUHUIITNMO IIpecavKaBame f: 7 — P Ha
cinenehu HauuH. Y ciaydajy P € I, Heka je f(P) = p, re je p TaHreHTa Ha I' y Tauku P. V
ciay4ajy P ¢ T mocMaTpajMo Heke IIpaBe m U n ripaMeHa (P) tako faje (m)NT' = {A,B} u
(n) NT = {C,D} (oHe cBaKaKo rocroje o Jlemu 2.87). /ljaroHaTHe Tauke 4eTBOpOTeMe-
HUKa ABCD cy P, Q = (AVD)A(BVC) u R = (AVC)A\(BVD), Te tocTaB/baMo f(P) = p = QVR.

Heka cy U = mAp u V = nAp cenuiTa ceuuria ca f(P). 3 yuetBoporeMeHUuKa CDRQ
cienu H(AB; PU), IoK U3 yeTBOpoTeMeHUKa ABRQ cienu H(CD; PV). CelfUIIITe CEUUIIe U
IIpaBe p IIpeficTaB/ba TAYKY Koja je y I1apy ca P XapMOHHjCKU KOHjyroBaHa ca I1apoM Ta-
JaKa [I0SHjeHUX y IIpeceKy Te Ceuulle U KOHUKE.

3a cBaky ceuuiy m, rige je (m) N I' = {A, B}, IOCTOjU jeqWHCTBeHa Tauyka U TakBa /ia
je H(AB; PU). [IpuMmeHoM [lackaysioBe TeopeMe y TpaHUYHOM CJIy4ajy Ha IIPOCT YeTBOPO-
TeMeHUK AACBBD 1odujaM0 KoJIMHeapHe Tadyke Q, R ¥ aAb, e cy a U b TaHTeHTe Ha
I' y TauxkaMa A u B. IlackasioBa IIpaBa je p = QVR U OHa je UHITW/IEHTHA Ca CeIJUIITEeM
TaHTeHTH a U b. Tako je p ogpeheHa TaukoM U ceuuriie AVB U3 XapMOHUjCKe YeTBOPKe U
CelUIITeM TaHTe€HTH y IIpeCeUHUM TayKaMma Te ceuulie. Kako p cafip>Ku ¥ XapMOHU]jCKHU
KOHjyroBaHe TauKe U CeI[MIITa TAHTeHTH 3a JiBe CeUMIle, TO UX OHJla CaJp KU 3a CBe ce-
4yulle, OflaKJIe CIe[IU [1a IIpaBa p He 3aBUCH OJf U360pa CeUUIla M U n, Te je IIpecIuKaBambe
fmoépo nepmHUCAHO.

HapenHu Kopak je rokasaTu fa P € f(Q) nosyiauu Q € f(P).3aP e ' miu Q € I cTBap je
o4uIIeHa, Te HeKa je P, Q ¢ I'. [IpetriocTtaBUMO P € f(Q) ¥ HeKa je [ IpoM3BOJbHA CeUUIla
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

Kpos Q takBa za je () nI' = {A,D}. YBegumo Tauke B u C Tako fa je (AVP)NT = {A,B}
U (BvQ)NnT = {B,C}. Kako (AVB)A(CVvD) u P npunazajy mnpasoj f(Q) # AVB, To [o6HhjaM0
(AVB)A(CVD) = P uniocieguuHo Q € f(P).

Ca gpyre cTpaHe, MpoKU3BoJbHA IpaBa | = PVQ je ciauka tauke L = f(P)Af(Q), Te ce f
MO’Ke IIPOLIMPUTHU Ha IIpaBe. Ha 0CHOBY IIpeTXO0/JHO II0Ka3aHUX OCOSHHA JIAKO je BUIeTU
Ia je f dujeKIiyja Koja yyBa UHIIUEHIIH]Y, KA0 U MHBOJIYIIHja, CAMUM TUM U II0JIAPUTET.

O

VKOJIMKO IIOCTOje [Be TaHreHTe Ha I' Koje mpoJsiase Kpos P, Taza mosapa o P Mopa
Ipecehy KOHHUKY dalll y JOAUPHUM TauKaMa TaHTeHTH, IIITO HaM Jiaje IIpaKTU4YaH HauuH
ofpehBamka TaHTEeHTU K3 TauKe Ha KOHUKY. 3a [la/by aHA/IU3y [IOTPeSHa HaM je ersu-
CTeHI[Hja XUIIePSOJIMYKOT HHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA Ca KOjUM CMO Ce aHAJIUTUUKU
cycpenu y Jlemama u .

Jema 2.89. 3a pasauuuilie iauxke A u B tioctloju Upojekinuguilieitl huUxoge CliojHuUue Koju
¢uxcupa A u B, gok octuase mauxe X tipecauxkagay Y maxo ga eaxcu H(AB; XY).

Jokas. Axo je H(AB;XY) TO 110 e UHUIIUJU II0CTOjU YeTBOPOTEeMEeHUK PQRS Tako Jja Ba-
XU ciauka: A = (PVS)A(QVR), B = (PVQ)A(SVR), X = (SVQ)A(AVB), Y = (PVR)A(AVB).
Ako o3HauuMo IpaBe p = AVB u l = AVT, izie je T = (PVR)A(SVQ), To je f = (p)3(DE(p)
IIPOjeKTUBUTET KOjH je 10 OCHOBHO]j TeOpeMHU IIpOjeKTUBUTETA jeJHO3SHAYHO ofpeheH ca

(A,B,X) — (A,B,Y).

[ToTpedHO je mokasaTH Aa H(AB;X,Y;) nmoBiaud f(X1) = Y;. 3a IPOM3BOJFHY TauKy
Xy, € (p) nmocraBbamo Ty = (X1VS)Alu Y1 = (T1VR)Ap, mTo oMmoryhasa f(X;) = Yi, Te
IIpeocTaje JoKas3aTH Ja Baku H(AB;X1Yy). 3a Py = (AVS)A(RVTy) 1 Q1 = (AVR)A(SVTY)
TpoTeMeHUII PTQ 1 P1T1Q; Cy IepCIeKTUBHU Y OJHOCY Ha I1eHTap A, Te Ccy I10 /[e3aprosoj
TeopeMHU IIePCIIeKTUBHHU Y OJJHOCY Ha HeKy ocy. Ta oca cagp>xu Tauke R = (PVT)A(P1VT1),
S = (QVT)A(Q1VvTy) 1 (PVQ)A(P1VQ1), OfaKJIe ciaenu fa cy PvVQ, P1VQq 1 SVR KOHKYpeHT-
He, OTHOCHO TaukKa B = (PVQ)A(SVR) nexxu Ha P1V Q. KoHauHO, yeTBOpOTeMeHUK P1Q1RS
nokasyje H(AB; X1Y7). O

JIema 2.90. IToaapuitieit ogpeheH HegeleHepuCaHOM KOHUKOM je UpojeKiulusHa Kopeaauuja.

Joka3. Heka je I' HelereHeprcaHa KOHUKA U HeKa A, B € I'. AKo je f1iosapureT ofpeleH
KOHUKOM I', Tazia je 11oJ1 mpaBe p = AVB, Tauka P = f(p). Kako 1oJsiapa Tauke X € (p) mpo-
J1a3u Kpo3 Y 17ie je H(AB; XY), To je fiX) = PVY, ofakie ciaequ aa je f1, = (p)~(p)x(P) mpo-
jeKTHBUTET IIPH YeMy je (p)i(p) mpojeKTuBHTET U3 JleMe 2.89. Kaxo je f] |, TIPOjeKTUBHUTET,
TO je 110 JleMu P.85 f TIpojeKTHBHA Kopesaryja. O

[TosraputeT f ogpel)eH HefereHeprcaHOM KOHUKOM I je IIpojeKTUBHA KopeJialiyja, ofi-

HOCHO Fer0Ba PeCTPUKIH]a f1, Ha IPOU3BOJbHY IIPABY P j€ IIPOjeKTUBUTET KOjU MOYKEMO

je/THOCTaBHO 06€eJIeXKUTH ca f1), = (P)X(fip)). Makie, cBaKH mIap IoJ-ojapa (P, p) mepuHu-

11e mmpojekTuBHUTET (p)L(P), Kao ¥ HeroB HHBepP3, ITPojeKTUBHUTET (P)L(p).
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2.23. Kopenauuje

[TpumenoM IIpHHITUIIA TyaTHOCTH Ha KOHUKY T06HjaMO gya/iHy KOHUKY, Ka0O CKyII
CBHUX CIIOjHUIIA O/iITOBapajyhux Tayaka Bajy HU30Ba U3Mel)y KOjUX je yCII0CTaBJbeH IIPO-
jeKTUBUTeT. [eOMeTPU|CKH CMMCA0 JyajlHe KOHUKe OIjIefia ce y cjefiehoj TeopeMU Kojy
npunucyjemo Ilasny [16].

Teopema 2.91 (IIlaytoBa Teopema). Cee iliaHIeHille HegeleHepucaHe KOHUKe YUHe gya/iHy
KOHUKY.

Jokas. Heka cy p U q TaHI'eHTe y TauKaMa P U Q HeflereHepHrcaHe KoHHKe [' 1 § = pAq.
3a pojexTHBHTeT f = (p) (P)L(Q)L(q) BaskH (P, S) ~ (p,PVQ) — (PVQ,q) — (S, Q). Hexa cy
Tauke A U B (pasiuuute of P, S, Q) TakBe 11a je f(A) = B. AKo je a 11os1apa of, A, a b mosapa
ox B, tana je anb = T € T. Kako je PvT = a mosiapa o A T0 je AVT TaHTeHTa Ha KOHUKY Y
Tauku T, a Kako je QvT = b mostapa of B TO je 1 BVT TaHIeHTa Ha KOHUKY y Tauku T. 13
jeIVHCTBEHOCTH TaHTeHTe CJIe[IU [1a je AVB TaHTreHTa Ha KOHUKY y TauKH T. /lakJie, CBaKa
TaHTeHTa Ha HeJereHeprcaHy KOHUKY I Koja je ompeleHa mpojektusureToM (P)L(Q) je
3aTo CIIOjHUIIA OATOBapajyhux Tauaka IIpU IIPOjeKTUBUTETY f, IIITO J0Kasyje TeopeMy. [J

[TpumeHuMo [IpUHIUIL AyaTHOCTU Ha IlackasioBy TeopeMy. AKO Cy dq,b1,c1,az, by, ¢y
IpaBe Koje IIpHUIajajy HeJereHepHCaHO] [IyaslHOj KOHHWIIM, OHAA Cy CIOjHUIle
(ayAby)V(azAby), (bincy)V(baAcy) B (c1Aaz)V(CaAap) KOHKypeHTHe. Kako TaHTreHTe
Ha HeJleTeHepHcaHy KOHHKY YHHe AyaTHy KoHHKY (Teopema 2.91), To o5ujaMo TeopeMy
KOjy je 1806. mokasao bpujaHIiuoH [13].

Teopema 2.92 (bpujaHuIoHOBaA Teopema). Tpu CllojHUUe HACUPAMHUX TUeMeHa Upociuuol
WectloCiupaHuKa oiucaHol 0Ko HegeleHepucaHe KOHUKe Cy KOHKYpeHIUuHe tipaese.

[TonyT ITackasioBe TeopeMe U bpujaHIIIOHOBA TeOpeMa BaykKH Y TPaHUYHUM CJIy4dajeBU-
Ma, O[THOCHO Ka/la TAHTeHTe He YHHe I11eCTOCTPaHUK, Beh ITIeTOCTpaHUK, YeTBOPOCTPaHUK
WJIV HajApacTUYHYje TpocTpaHuK. Tauka y K0joj cy oAroBapajyhe CriojHUIle KOHKYPEHTHe
30BeMO BpujaHuioHnoga mauka.

PasMOTpHMO KOHHKE Y peaiHOj IIP0jeKTUBHOj paBHH, I7ie Ce IIPUPOIHO I10CTaBJ/ba IIH-
Tame KaKo IIITO JIaKIlle JohU 110 jeqHauyrHe TaHTeHTe Ha KOHUKY, OJHOCHO KaKO0 peaJiu-
30BaTH Be3y I10JI-110J1apa.

Heka je P Tauka, a | Ipou3BoJ/bHA IIpaBa Kpo3 P Koja ceye HeflereHEPUCaHy KOHUKY
I'y nBe Tauke, I' N (I) = {A,B}. 3Hamo [a 110J1apa p 3a I10J P mmpoJjiasd Kpo3 TauKy X 3a
KOjy BaKu H(AB; PX). AKO II0CTaBUMO KOOPJUHATHU CUCTEM Ha IIpaBoj [, puKkcupameM

BeKTOpa %GACEBHHK&I AuBca HOPMHUpPaHUM P = X+§> us H(AB; PX) je (ABPX) = —1,
OOHOCHO X = A — B Heka je G maTpuiia KoHUKe I, O/IHOCHE> pegﬂapHa CHMEeTpPHYHA
MaTpHIla TakBama Y € I akoucamo akoje Y'GY = 0.Kakoje ATGA =0wu B'GB — 0, To
o BPTCX — (AL BYGA_B) - B'GA_AGB .
je _G) __>(A i ) G_()A —B)=B'GA — A_g; . MehyyTuM, TpaHCIIOHOBawkeM 108HjaMo
BTGA — (BTGA)" = ATGﬁ, OJlaKJIe CJIe[Tx PGX —0.

ITostapa Tauke P je IpaBa Koja caZp>KU Tauke X U 3aTO je ﬁT = BTG, OZTHOCHO ﬁ = G?.
Jlakiie, MHOKeH-eM I10JIa CJleBa MaTPUIIOM KOHUKe 0dHjaMOo I10J1apy.
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lnaBa 2. lNpojekTBHa reomMeTpuija

Teopema 2.93. IIoaapa ttiauke P y 0gHOCY Ha HegeleHepucaHy KOHUKY ggpeheny petyaap-
HOM cuMellipuuHoM maitipuuom Gy RP? je iipasa p ogpehena ca ? xGP.
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I'maBa 3

APNHA TEOMETPHJA

Eykanzicka reoMmeTpHja Ce 4eCTO KOPUCTH Kao CPEICTBO 3a yUere aKCUOMAaTCKOT METO-
na (Bupetu Cekryjy 2.1) Mehytum, eykimcKka reoMeTpHyja CaAp KU IPUJIIMYHO IT0pasy-
MeBaHUX II0jMOBa Kao IITO CY UHIIU/EHIIHja, pacTojamke, AyKUHA, yrao, HeIIPpeKUHOCT,
pacriopefi. AKO yKJIOHHUMO CBe OBe II0jMOBe, a 3a/ip>KUMO0 CaMo I10jaM UHITHU/IeHITHje, IIPU-
MeTHheMoO [1a je IIpeocTajia reOMeTpHja U Jajbe IIPUJINYHO OUapaBajyha 1 BeoMa HeTpHU-
BUjasIHa.

Adguna teomeiupuja je youITeme eyKIHUICKe TeOMeTpHje y KojeM 3a60paB/baMo Me-
TPHUYKe KOHIleIITe. IlojaM Itapajie/IHUX IIpaBUX jellaH je of K/byYHUX II0jMOBa KOjU He
3aBHCe OJf MeTpHKe, TaKO a y apuHOj reomeTpuju IlinejpepoBa akcroma (y I1akeTy ca
aKcroMaMa HHIUJIeHI[Yje) urpa 3HadajHy yJory. Peu aguna motuue ox Ojsiepa, KOjU y
CB0jOj KbU3U U3 1748. ronuHe [25] KOpUCTH JIAaTUHCKY ped affinis, IIITO 3Ha4YU CPOJHO,
O/THOCHO II0B€3aHO...

AdurHa reoMeTpHja MOXKe Ce pasBHjaTHU Ha [Ba CYIITHHCKHA eKBUBaJIeHTHA Ha4YMHa.
[IpBU IIPUCTYII je CHHTEeTUYKHY, Ty je apMHU IIPOCTOP CKYIl TavyaKa KOjU je II0Be3aH ca
CKYIIOM IIpaBHX, TaKO /ia je 3a/l0BOJbeH CIIMCAaK HEeKUX aKCHOMa. /IpyTH IIPUCTYII je aHa-
JINTUYKY, & ’beT0BAa OCHOBA je JIMHeapHa ajredpa. Mu hemo ce oBJie BUIlle 0C/IaBkaTU Ha
0Baj APYTH.

KpuBe 1 IOBPIIIHU CY CKYIIOBU TayaKa ca HEKUM CIIeITUPUIHUM CBOjCTBUMA U OHE KU-
Be Y IIPOCTOPY KOjH Ce cacToju of Tadyaka. [IpeMeT Halller M3y4yaBarmba Cy reoMeTpHjCcKa
CBOjCTBa KOja Cy UHBapUjaHTHa 1107, opehjeHUM TpaHCcHopmalirjaMa, Ha IIpUMep, TpaHC-
JlalijaMa, poTalgjaMa, Ipojeknyjama. Kako ImocraBUTH MojeJ Tadyaka mpocropa? Ilo-
YeTHa HJieja je y3eTH BeKTOPCKU IIPOCTOP 3a MOJeJI IIPOCTOpa Tadaka, ajli 0BO pellleme
HUje 3a710Bo/baBajyhe 13 6pojHUX passora. Ha ripuMep, Tauka Koja oiroBapa HyJia BeKTO-
Py UMa I10CeSHO MeCTO Kao KOOPAUHATHHU I104YeTaK, JOK He II0CTOjU 40dap pasJIor 3alllTo
61 HeKa TayKa SWJjIa IIpUBHIeroBaHa. 3aTUM, I10jaM ITapaJIe;IHOCTH Ce MOYKe peaIn30Ba-
TH CaMO Ha IIPUJINYHO HeIIpUPOAHe HaYHHe...

MehyTuM, 1yd/pU passior je Taj IITO BEeKTOPCKU IIPOCTOP U apUHU IIPOCTOP IIOCERy-
jy pasnuuute reoMeTpuje. [eoMeTpHjcKa CBOjCTBa BEKTOPCKOT IIPOCTOpa Cy UHBapHjaHT-
Ha II0J] TPYIIOM OHjeKTUBHUX JINHeapHUX IIpeC/IMKaBama, 0K Cy TeOMeTPHjCcKa CBOjCTBa
adUHOT IIpoCcTOpa UHBapHjaHTHA 10 I'PYIIOM dUjeKTUBHUX apUHUX IIpecjIrKaBama, a
Te JIBe Irpylie HUCYy u3oMop¢He. I'pydo roBopehu, mma BUIlle apUHUX HETOJIU JIMHEAPHUX
IIpecIuKaBamba.

AHMHU IIPOCTOP IIpYyrKa reOMEeTPHjCKU 50/be OKPY Kere jep HaM omoryhasa Jja pagu-
MO Cca TauKaMa, KpUBUM U II0BPIIIKMa He3aBHUCHO O/f U360pa KOOPAUHATHOT crcTema. Ha-
PaBHO, KOOPAMHATHY CUCTEM MOpPa SUTH M3adpaH Jla 61 ce padyyH CIIPOBEO /10 Kpaja, ajIn
Ba)KHO je [1a ce Cy3Ap KHMO OJf M360pa KOOPAUHATHOT CUCTeEMa CBe 0K TO He II0CTaHe
3aMCTa HeOIIXOHO.

BeJIMKy IpeTHOCT /laje HaM YU -EHUIA /1a CKOPO CBaKM aQUHU KOHIIEIIT UMa CBOj I1aH-
IaH y HEKOM KOHIIeIITy JIMHeapHe ajaredpe. Huje jromre aguHM IpocTop ImocMaTpaTy Ha-
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

IIamaBsajyhu QU3UUKY UHTepIIpeTaliyjy I7ie Cy YeCTHULIe IIpe/icTaB/beHe TayKaMa, a CUJIe
BeKTOopuMa. Ha mprMep, MokeMo IIocCMaTpaTH YeCTHUIly Koja ce Kpehe y TpOAUMEH3HO-
HOM IIPOCTOPY, @ >KeJIMMO /1a OITUIIIEMO IIyTaky Te yecTUlle. YeCTHUILY IIpe/icTaB/ba TauyKa,
JIOK je IToJI0yKaj Te Tauke ogpeleH y oHOCY Ha perep y R3 kao BeKTOp, 0K je perep ype-
hen map (O, (e1, ez, e3)) Iae je Tauka O KOOpPJAUHATHU II0UYeTaK, a (eq, e, e3) dasa.

Ha mmpumep, cTaHgapAHy perep y R3 mma koopauHaTHU modetak O(0,0,0), 0K je Sa-
3a €1(1,0,0), e,(0,1,0), e3(0,0,1). ITomoxaj Tauke X je mebUHMCAH jeIUHCTBEHUM BeK-
TOopoM of O ka X. Y cTaHZapHOM penepy Tauka X = (X1,X2,X3) IMa BEKTOP II0JI0>Kaja
OX = (X1, X2, X3) IIITO Ce IIOKJIAlla ca CaMOM Ta4yKOM, OJHOCHO MO>XeMo pehu fia ce y cTaH-
JapHOM pellepy Tayke ¥ BeKTOPU UNeHTUPUKY]Y.

MehyTuMm, cTBapu ce Merajy ako I1IocMaTpaMo pelrep ca IpyrayvjuM KOOpJAHHAaTHUM
II0YeTKOM Q = (w1, Wy, wW3), HOK dasy (eq, ey, e3) 3agpxumo. Taga 3dor (ﬁ = O@ + ﬁ 51
Oﬁ = (w1, W2, W3) IMaMO = (X1 — W1, X2 — W2, X3 — W3), OAKJIe BUAMMO J1a Ce TauyKe He
UneHTUQUKY]Y ca BEKTOpUMaA I10J105Kaja, OAHOCHO TauKe HUCY BEKTOPH.

Tauke ¥ 0co6MHe Tauyaka IIOTPESHO je nedHHUCATU TAKO Ja dyay MHBapUjaHTHE Y
ofiHOCy Ha periep. IlomiefajMo HajIipe Kako ce IOHAIlIa JIMHeapHa KOMOHHAIMja BEKTO-
pa. Heka cy BeKTOpH u(uq, Uy, Us) ¥ v(vi,Vy,V3) AaTH KOOpPAHWHAaTaMa y OZHOCY Ha 6asy
e = (eq, ey, e3), Tafia au + fv UMa KoopauHare (au + vy, auy + vy, aus + Bvs). 3adepumo
HOBY basy € = (¢/,e),e3), a ca P 03HAaUMMO MaTpHILy IIpeJjacka ca dase e Ha €/, OfHOCHO
3a P Baxxu € = eP. Cajia ce BEKTOPU MOI'y U3pa3suTH Ha JIBa HaUMHA, Te je eu = e'u/, I1ie u
U U’ IIpeicTaBJ/bajy KOJIOHA MaTpHIle ca CTapyuM, OJ{HOCHO HOBUM KoopAuHaTaMa. Ofas/e
je IIpoMeHa KOOpJHHAaTa JaTa ca u = Pu’/, ogHocHO u' = P~1u. Caja 3a IMHeapHy KOMSH-
Hallljy BaXku

au; + pv) . Uy . V1 . auq + pvq
au, +Bvy, | =aP~ | uy | +BP | vy | =P " | auz+ Bvy |,
aus + Bvy Us V3 aus + Bvs

IIITO 3HAYH /1A je IMHeapHa KOMOUWHAIMja BeKTOpa He3aBUCHA 0Jf U3dopa base.

MehyTuM, yKOJIHKO ca periepa (O, e) ipehjemMo Ha periep (2, e), Te je Oﬁ = (w1, Wy, W3),
Taja Tayka A(aq, az, az) Memha KOOpAUHATe y (a7, a,,as) = (a1 — wW1,a; — Wz, dz — W3), JOK
uX Tauka B(by, by, bs) Mmemway (b}, b5, b5) = (b1 — w1, by — w2, b3 — w3). Caja i-Ta KoopAHHATA
(i € {1,2,3}) o aa + Bb y pemnepy (L, e) usHocu aa; + Bb; = aa; + Bb; — (a + B)w; 1ITO Ce
pasuKyje of KOOpAuHaATe aa; + fb; — w; y penepy (0, e) ocuM y ciay4dajy Kagje a + = 1.
OBpe ce BUM K/bYYHA pas/IvKa U3Mel)y BeKTopa U Tauaka. JIHHeapHa KOMOHHAaIMja BeK-
TOpa He 3aBUCH O[] dase, IOK JIMHeapHa KOMOUHAIHMja TadaKa 3aBUCH Off ©360pa perepa.
[TojaM JIMHeapHe KOMOUHAIIM]je TayaKa MOJKe Ce CIIaCUTHU peCTPUKIIMjaMa Koje 3aXTeBajy
Ia cyMa KoeduiiyjeHaTa U3HOCH 1.

Mo>keMO0 HaIllpaBUTH IBe KoIthje o R3, /e mpBa KOIIHja oroBapa Taukama (y CMUCITY
Iia 3ad0paB/baMO CTPYKTYPY BeKTOPCKOT IIPOCTOpPA), a Apyra oAroBapa BeKTopuma (oBje
je CTPYKTypa BEKTOPCKOT IPOCTOPa BakKHa). 3ampaBo, BEKTOPCKH IIpocTop R3 mejerByje
Ha CKYII TauakKa R3, TaKo IIITO 3a CBaKy TaUKy A = (d, dz, A3) ¥ CBAKH BEKTOP V = (V1, V3, V3)
IIOCTOjU TayKa A + V = (ay + V1, Ay + V,as + V3) KOjy LO’KUBJ/baBaMO Kao pesysITaT TPaHC-
Jlarje Tauke A 3a BeKTop v. OBO /igjcTBO +: R3 x R3 — R3 3amoBoJbaBa HeKa K/byUHA
cBojcTBa. Ha ripuMep A+ 0 = A, nok je (A+u)+v = A+ (u+v). IIpune, 3a cBake jBe Tayke
A, B TI0CTOjH jeIUHCTBEHU BEKTOP AB 3a Kojuje B=A + AB.

OBe 0CcO6HHE Cy OHO IIITO HaM je IIOTPedHO Ja allCTPaKTHO yBeAeMO I1ojaM auHOT
rpocropa. OCHOBHA H/ieja je ja ITocMaTpaMo JBa pasiuuura ckyma Eu E, 1ie je E CKyIl
Tavaka (6e3 CTpyKType), 10K je E BEKTOPCKU IIPOCTOP KOjH JIejCTBYje Ha CKyIl E. UHTyU-
THUBHO MOKEMO TOBOPUTH O eJleMeHTUMa U3 F 4uMja cuJla IIoMepa Tauke us E rocmarpajy-
hu ux Kao decturie. EpexaT npuMeHe cuiie U € F na Tauky A € E je TpaHcaanyja. /lakie,
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3.1. AdvHM NpocTop 1 NOTNPOCTOP

IIejCTBO CHJIE U € E je la cBaKy Tauyky A € E IIOMepH y TauKy A + u € E, IIpu 4yeMy ce pea-
JIK3yje TpaHcJIallyja Koja ogrosapa BeKTopy u. Kako ce TpaHciamuje Mory KOMIIOHOBaTH,
IIPUPOJHO CJIeH a je E BEeKTOPCKU IIPOCTOP.

Kao stutepaTypy MoXeMo Ipenopy4uuTu 'anyj eall [32] xao u CKPUIITY KOjy Cy Halluca-
JIA KaJIajI,II/IhE u bopuh® [44].

3.1 Ad¥HU NPOCTOP U NOTIIPOCTOP

Adgunu tipocinop je tpojka (E, f, +), Tie je E CKyII Tadaka, E BEKTOPCKHU IIPOCTOP
TpaHCIanyja, a +: E x E — E 1ejCTBO 3a KOje BaKU:

(VACE) A+0=A4; 3.1)
(VACE)(Vu,ve E) (A+w+v=A+ (U+v) (3.2)
(VA,BcE)3ucE) B=A+u (3.3)

JeIUHCTBEHU BEKTOP U € F us (@) 3a Koju je B = A + u Kpahe odese;xaBaMo ca AB
HUJIH ca B — A, TaKo [a 3a CBaKo A, B € E M0OKeMO ITHCaTHU

B—A+AB

Criermjamio, 3a B — A je A — A+ AA, onakute u3 B.1) ce AA — 0. Takohe, 3a cBako A € E

Uv e E Baxu
A(A+v; =V,

jep je 1o (@) y IIUTaKky jeJUHCTBEH BEKTOp 3a KOjujeA+v=A+A(A + vi.
Us () modujaMo A+AC=C= B+1346>‘ =(A +zﬁ) +l346>‘ =A+ (zﬁJrR‘) 3a IIPOH3BOJbHE
TpHU Tauke A, B, C € E, ofakiie () naje Illanoe ugeHimuineiu,

AC=AB+ BC.

CrienujasiHO 3a C=Aje 0 = AA — AB + ﬂ, OJTHOCHO BA — —A4B.

JlolaTHO, KaKo je AB - B¢ — AC = AD + DC To Ba)KH 3aKOH lapaaeanoipama Koju
Kake f1a je AB — DC ako B caMo aKo je AD = R‘

BekTOpcKHU IIpocTOp F je gupekimpuca agunol iipociuopa, a gumeHsuja agpuHoi
iipociuopa je TUMeH3Hja BHeroBe IUpeKTpuce, OAHOCHO dimE = dim E.

HWHTYUTUBHO, CKYIIOBU E U E IIpe/icTaB/bajy UCTe 08jeKTe, alk ITIocMaTpaHe Ha pasJiu-
yuTe HauuHe. 11360poM Ipor3BoJbHe TauKe A € E, Koja ce MOyKe ITocMaTpaTH Kao KOOPAHU-

HaTHU II04YeTaK, CBe TauKe U3 E M0>KeMO JOSUTH Kao TpaHC/IUpaHe Tauke {A+u:u € E }.
OBy IIpu4uy MokeM0 ¢popMaIM30BaTH Ha ciefiehu HaUMH.

3a ¢ukcupaHo A € E MokeMo epuHUCATH |- F - Eca fluy=A+u xaoug: E— E
ca g(B) — AB. Taza je ui)A+ui>A(A+u3 =u, KaOI/IB,izﬁi)A-i-zﬁ = B, Tako fma
UMaMo gof =13 U fog = 1, OfaKIIe je jaCHO Aa cy fu g Sujekuuje. Kajy ueHTHHKYjeMO
Eca E IIpeKo IIpecarKaBamwa g: B — ,ﬁ, Ka’keMo /1a je BEKTOPCKHU IIPOCTOP I10CTaB/beH
H3560pOM TauKe A 3a KOOpJAWHATHHU IovYeTakK. Pay jefHOCTaBHOCTH 4eCcTO heMo apuHU
rpocrop (E, E, +) odesexxaBaTH caMo ca E.

Jean Henri Gallier (1949), ppaHITyCKO-aMepHUYKH MaTeMaTHIap
2Tojko Kamajiuh (1948), CpIICKHM MaTeMaThdap
$Mupjana Bopuh (1957), cpIicka MaTeMaTH4YapKa
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

Tpeda duTu na>xk/pUB ca KopuitheweM cuMbdoJia +. Cadupame U + v je 1odpo redu-
HIHCAHO 3a BEKTOpe U,V € ? Kao U TpaHcjaanuja A + v Tauke A € E 3a BEKTOp V €
MehyTuwMm, cadupamwe A + B Tayaka A,B € E HeMa CMHCJIa HaKO je 03HaKa OflysSUMame
B — A = AB cMHCJIeHa.

CBaKHu BEKTOPCKH IIPOCTOP F uma CTPYKTYPY aQHUHOT IIPOCTOPA, TAKO IIITO II0OCTaBU-
Mo E = E, 10K je 1ejCTBO + OOUYHO cadUpame y BEKTOPCKOM I1pocTopy E . Tako modujamo
apunu nipocrop (E, E, +), Kao KaHOHCKY aQUHY CTPYKTypy Ha E . IloceSHO, y ciry4ajy BeK-
TOpCKOT nmpocropa R™, nodujamo A" = (R",R", +) peaanu ajpuHu @ipocinop [uMeH3Hje
n. Y OIIITHjOj IIPUYU CBaKU BEKTOPCKHU IIPOCTOP je HaJ HEeKHUM I1o/beM F, Koju He Mopa
HY>KHO SUTH R HaKo je TO HajuellTthH cjIy4daj ca KOjUM paJiIMo, Te TaKo AodujaMo aduHU
mpoctop A = (F™, F™, +).

MehyTum, aduHU IIPOCTOP He MOpa SUTH BEeKTOPCKHU IIPOCTOP, dapeM He Ha O4HIJIe-
naH HauwH. Ha mpuMep, Heka je L = {(x,y) € R? : x+y—1 = 0} c R2. CKy11 L MO>keMo IIO Jie-
GUHUITUjU HAUMHUTU aQUHUM IIPOCTOPOM, TAaKO LITO e GUHUIIIEMO /1ejCTBO +: L xR — L
ca (x,y)+u= (Xx+u,y—u)3acako u € R. OgaBje 3a IIpOU3BOJBHO (X,y) € L 1odHUjaMo
x+u)+(y—-u—-1=x+y—-1=0,Teje (x,y)+ u € L, 10K ce jeJHOCTaBHO IIpOBepasa /ia
HUCIIyHaBa CBe TPU aKCHUOMe.

JIuHeapHa KOMOWHAIIM]a je 0CHOBHU KOHIIEIIT JIMHeapHe airedpe. Oarosapajyhu KoH-
enT y apuHOj TeoOMeTpHjU 30BeMO aprHa KOMOMHAIlMja UIM dapHlleHTap. Heka cy
ai,0qy,...,0a, € F ckajapy, a A1,4,,...,Ax € E Tauke, Taja 3a HEKO B € E M0O>XeM0 I10CMa-
TpaTu TaukKy B+ Z{;l ailﬁ:. Y MOTHUBAIHjH CMO IIPUMETHJIN /1A je HeOIIX0jaH HeKH [0/1aT-
HH YCJIOB Jja du aprHa KOMOMHAIIMja TayakKa MMaJia CMHUcIa. McrocTaBiba ce /1a HaM je
oTpedaH 36up KoebUIWjeHaTa jeJHAK 1, TAKO /1a IPETIIOCTaB/baMoO a1 + Ay + - - -+ q = 1.
HNMaMmo

k K K K
B+Zaiﬂ::B+Zai (J?C)Jr@) =B+ (Zai>l?c>+2aic_/li
i—1 i—1 i—1 i—1

k k
—— —>
:B+B?'+ZaiCAi = C+ZaiCAi7
i=1 i=1
IIITO II0Ka3yje JIa II0UeTHU U3pas He 3aBUCHU O] U360pa Tauke B.
. . . k _
3a pamuinje Tauaka A; € Emckanmapaa; € Fsal < i < k, mpuuemy je > ., a; = 1,
nedUHUIIIEMO dapuueHiuap Kao TauKy

k k
—
E a,-Ai =B+ E al-BAi
i=1 i=1

KOja He 3aBHUCH O U3dopa TaukKe B € E. bapuileHTap je 3alpaBo aprHa KOMOMHAIHja
Tayaka Kojy CMO KeJlesId fia febUHUIIIEMO, IIPU YeMy He CMeMO UCITYCTUTH U3 BU/IA Ja
je HeoIIXOZaH YyCJI0B Zle a; = 1. YecTo yMecTO IojefUHAYHUX paMUINja TOBOPUMO O
TeXKMHCKUM TaukKaMa (4;, ;) € ExF, 0JHOCHO TauKaMa A; KOje UMajy TeXKUHY ;. PUSUUKUA
CMHCAO0 Ce OIVIefia Y IIeHTPY Mace CHUCTeMa Of K TauaKa Koje UMajy CBOj I10JI0Kaj U Macy,
IIpA 4yeMy Cy Mace HOpMaJK30BaHe TaKo Jia je Z{;l a; = 1, IOK Cy 1 HeraTUBHe Mace
TaKolje 103BOJbEHE.

3a dapuneHrap X = B + Zle al«B—AZ us3 (@) “UMaMo BX — Zile aiﬂ:, Te YKOJIUKO HU3a-
depeMo a1 B = X nodujamo Zé{:l ai)a; = 0. V 0BOj popMysH ca SapUIleHTPOM SHUTAH
je caMo O[THOC Te)KMHa, jep Ce jeqHauyrHa de3 I10CIeuIla MoyKe IIOMHOXKUTHU SUJI0 KOjUM
CKaJIapoM.

YV JInHeapHOj ajiredpu IMOTIIPOCTOP Ce MOXKe OKapaKTepHcaTH Kao HellpasaH II0/ICKYII
BEKTOPCKOT IIPOCTOPa KOjH je 3aTBOPEH 3a JIMHeapHe KoMoUHaIje. Y abuHUM IpoCTo-
pHuMa, oarosapajyhu mojam je auHHU IIOTIIPOCTOP M MOXKEMO T'a IIPUPOSHO fePpUHUCATH
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3.1. AdvHM NpocTop 1 NOTNPOCTOP

Kao IIOJCKYII Tayaka aQUHOT IIPOCTOPA KOjH je 3aTBOPEH 3a aprHe KOMOUHAIIH]je, OHO-
CHO dapurieHTpe. AduHu omupocimop aduHor npocropa (E, E, +) je moackymn V ox E
TaKaB Jja 3a cBaKy paMuinjy (4;,q;) € Vx F, i € {1,2,...,k} 3a Kojy je E{le a; = 1, BaXKu
Zle aiAl- ceV.

V ckiiagy ca meUHUIIM]OM IIpasaH CKYII je TPUBUjaJIHO apUHU IIOTIIPOCTOP, a HUje
TEIIIKO IIPUMEeTHUTH [Ia je CBaKH IIpeceK apUHUX IIOTIIPOCTOPa TaKolje apHU ITOTIIPOCTOP.
[TprMep adpHUHOT ITOTIIPOCTOPA MOYKe SUTH cKyll U C R? KojH je mepuHmCcaH ca

U={(x,y) e R*:ax+by+c=0},

I7le IIPETIIOCTaB/baMo /ia a U b HHUCY HCTOBpeMeHo HyJa (a? + b? > 0). V muTamy je CKyI
pelena jefHadyuHe ax + by + ¢ = 0, a IIOTPeSHO je AoKas3aTH [a 3a k Tadaka (x;,y;) € Un
CKaJiape @q; 3a Koje je a; + - - - + ax = 1, BaXKu 25{21 ai(xj,y;) € U.

Kaxo (x;,y;) € U gaje ax; + by; + ¢ = 0, To cyMHUpamaM OBHUX jeJHaUYNHA MHOKeHHX Ca
a; mosujamo YK | aj(ax; + by; + ¢) = 0, ofHOCHO a YK, aix; + bSK  ay; + ¢k ;a; = 0.
350r 3K, a; = 1, Tauxa (XK ; apx;, 2K ai) = 32K ai(x;,y;) 3amoBosbaBa ax + by + ¢ = 0
1 3aTO MpHIaga U, IIITo foKasyje fa je U abuHM IIOTIIPOCTOP Of A2

AduHu notipoctop U 6JIUCKO je IT0Be3aH ca [0 CKYIIOM U= {(x,y) € R? : ax+by = 0},
KOjH je aQUHU IIOTIIPOCTOP Kao CIIeldjaJIHU CIy4daj IpeTXOLHOor pauyHa 3a ¢ = 0. U je
CKVII pelllerha XOMOTeHe jeTHauUrHe ax + by = 0, a KaKo CMO yCJIOB Zf‘zl a; = 1 KopucTuiIn
CaMo Y3 ¢, 6e3 UKaKBUX pPeCTPUKIIMja 3a CKajlape a; BaJKuhe Zﬁ;l a;(x;,y;) € U, opmakie je
U BEKTOPCKH IIOTIIPOCTOP o7 R%. loaTHO Ce MO>Ke ITOKA3aTH Jia 3a IIPOU3BOJbHY TauKy
(X0,Y0) € UBaxu

U= (Xo.Y0) + U = {(X +X1,Y0 +¥1) : (2. y1) € U},

U3 axg + byg + ¢ = 0 max; + by; = 03a (x1,y1) € ﬁje a(xo +x1) + b(yo +y1) +¢ =0,
Te UMaMo (Xg,Vo) + U C U. Ca gpyre cTpaHe (Xx,y) € U nioByiauu ax + by + ¢ = 0, Te je
a(x — xo) + b(y —yo) = 0, 1ITO Aaje (X — Xp,y — Yo) € U, U3 4era ciefu (x,y) € (Xo,yo) + U,
ozmHOCHO U C (Xp,y0) + U.

Jaxiie, apuHa 1paBa U (Kao pelleme jefHaunHe ax + by + ¢ = 0) modujeHa je TpaHC-
JIalT{joM HB0j IapaJsiesiHe 1paBe U (ca jegHauuHOM ax + by = 0) Koja IIpoJsiasu Kpo3 Ko-
OpAMHATHU IoueTak. OBa IIpUYa Ba)KH Y OIIITHjeM CJIy4dajy IZie ce II0CMaTpajy pellemna
cucTeMa JIMHeapHUX jeJHauMHa.

CBaku adpuHU noTpocTop V adpuHor rpocropa (E, ﬁ, +) MOJKe ce BUZeTH Kao apuHU
IpocTop. /la SMCMO OipeIUIN Her0BY JUPEKTPUCY II0CMATPaMO CKYII V_>B = {]fY : X eV}
3a HeKO ¢uKcHupaHo B € V. luHeapHa KoMéuHarujay Vg je Z{-‘Zl a;BA;, tne A; € V, a; € T.
MehyTtuwm, B + Zfzi aiﬂ: +(1- Z{-‘Zi ai)ﬁ je dapuiieHTap, ofaKie je B + Zﬁ;l aiﬁ; ev,

Te UMamo B(B + Z{le aifﬁ:) = Zi-‘zl aiﬂ; € I7>B, IIITO JOKa3yje za je V_>B IIOTIIPOCTOP Of
F.3aneko C € Vumamo CX — BX — BC € V_>B,Teje{7>3 = 70 = {ﬁ:X,YG V}, omakiie
IIPUPOSHO BaKU V= I7B> u(v, 7, +) je 3amcTa jefaH aQUHU IIPOCTOP, I7je je V IIOTIIPOCTOP
BEKTOPCKOT 1pocTtopa E.

Capyre cTpaHe, aKko je 7 IIOTIIPOCTOP Off, ? U A € E, 0H/1a 3a Te)KUIITHe TauKe (A+V;, Q;)
mejevie Vua; e Fpaxu S5 ai(A+v) =A+ S5, qAA +v;) = A + K | av;, omakie
crequnajeV=A+ V= {A+v:ve V}abuHu 110TIIPOCTOP OF E.

Jlakie, cBakyd apUHU IIOTIIPOCTOP adUHOT IIpocTopa (E, ?, +) je obiuka A + 7 Iae
je 7 IIOTIIPOCTOP OZ, f [ToTmpocTopu o E cy apUHU IIOTIIPOCTOPHU Koju caaprke 0. /lej-
CTBO +: V x V — V UHAYKOBaHO fejcTBOM +: E x E — E 06e36eljyje apuHy CTPYKTYypYy
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

(V, 7, +) 0BOM aGHHOM IOTIIPOCTOPY V. AQMHHU IIOTIIPOCTOP AUMeH3Hje 1 30BeMo iipaea,
a IuMeH3Hje 2 30BeMO0 paeaH. AQMHY IIOTIIPOCTOP KOAUMeH3Hje 1 30BeMO0 XuileppaeaH.

Kaxxemo f1a cy apuHu notrpocropu U u V itapateaHu ako UMajy UCTe JUPeKTPHCe.
Kako je Tazma U= ,amamMo U = A + Un V=B-+ U sa IIPOU3BOBHO A ¢ UU B € V, Te je
3aTo V modujeHo u3 U TpaHCIAIlHjoM 3a BEKTOP AB. 3a aQuHe IIOTIIPOCTOPE Pa3IUUYUTHUX
OUMeH3Hja MOXKeMO I03BOJIUTH U peJIaKCUPaHUjy BapHjaHTy tapaeTHOCTH. KaxkeMo fa
Cy aQUHU IIOTIIPOCTOPH Hapa.aeAHU aKko je JUpeKTpHca jeJHOT Of lbUX cajfprKaHa y Au-
PEeKTPUCHU OHOT APYIor, OAHOCHO mumeMo U || V ako U caMo aKo je U CVwumV C U.
OBako fepuHUCaHA peJlalyja IlapaIeIHOCTH jecTe pepieKCUBHA ¥ CHUMeTPUYHA, Ik He
MoOpa SUTHU TPaH3UTHUBHA. AKO Cy IIOTIIPOCTOPU JUCjYHKTHH, a HUCY I1apaJieJIHH, OHJa
KaykeMo J1a Cy OHU MUMOUNA3HU.

IIpaBa je ogpeljeHa TaukoM A € E U HeHyJla BEKTOPOM V € ?, OJTHOCHO Yy IIUTAKy
je ckyIl Tayaka o6suka A + av 3a a € F. KaxeMo f1a cy Tauke A,B,C € E KoAUHeapHe
aKo Cy BEeKTOpH ABu AC JIMHEeapHO 3aBUCHU. PaBaH je oxpeheHa TaukoM A € E U ca JBa
JIMHeapHO He3aBHCHA BEKTOpa U,V € f OJTHOCHO TO je CKYII Tayaka 0dJIMKa A + au + v
3a a,B € F. Kaxxemo fia cy tauke A, B, C,D Koli1iaHapHe ako Cy BeKTOpHU E, R uA
JIMHEeapHO 3aBUCHHU.

3a matu adpunU 1poctop (E, ﬁ, +) ¥ HellpasaH IIOACKYI S C E, HajMawkbU aQUHU II0T-
IIPOCTOP KOjU CaZIp>KU S 30BEMO auHu omoina4 cKylia 1 odeserkaBaMo ca (S). AbpuHU
oMOTaY (S) je 3alIpaBo IIpeceK CBUX aQUHUX IIOTIIPOCTOPA KOjU cafip>Ke S, a OUUIJIEHO Ce
Paju o CKyIly CBUX SapHIleHTapa 3a Tauke U3 S. /lakiie, 3a paMUIHjy Tavyaka Aq, ..., Ax € E
adrHU 0MOTAY je apUHU IIOTIIPOCTOP

k k
<A1,...,Ak> = {ZaiAi : Zai = 1} .
i=1 i=1

OBy Teopujy aHUHUX IIPOCTOPA MOXKEMO II0Be3aTH ca aKCMoOMaMa eyKIUZCKe (CUHTe-
THUYKe) TeoMeTpHje. Ha mpuMep, cBaka ITpaBa je MHITHUeHTHA ca dap JIBe TauKe, jep IIpaBoj
A + av IpuIaziajy Tauke Koje cy fodujeHe 3a eeMeHTe 0,1 € F Koju I10CTOje Yy CBAKOM I10-
Jby. Takolje, ako jBe paBHU y TPOJAUMEH3HUOHOM IIpocTopy (dim E = 3) uMmajy 3aje JHUYKY
TauyKy OH/Ia UMajy dap jollI jefHY 3ajefHUUKY TadykKy. HanMe, u3 I'pacMaHoBe dpopmyiie
dim(UNV)=dim U +dim V —dim(U + V) 3apaBHu Uu Vumamo dim U = dim V = 2,
Te KaKo je U + v < E JodujaMo dim(ﬁ N 7) =4 dim(ff + 7) > 1.

3.2 AdmuHa npecIMKaBamba

AduHo upecaukaearse je IpecirvKaBame Koje dyyBa dapuileHTpe. [IpernusHyje, 3a
a¢uHe mpocrtope (E, E,+) u (E', E',+') ynje cy JUpeKTPHUCe HaJl UCTUM II0/beM, IIpeCIu-
KaBame f: E — E’ je aQMHO aKo 3a CBe TeXKUIIIHe Tauke (A;,q;) € E x T, r1e je Ele a; =1,
BaXkKU

fO @A) = aflAy).

i=1 i=1

Teopema 3.1. Axo je h: FoE JUHeapHo Upecauxkasarse, tmaga je 3a gukcuparHo A € Eu
B e E' caf(A+v)=B+'h(v) gepunucaHo agpuHo tupecauxasare f: E — E'.
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3.2. AdpuHa npecnvkaBama

/Jlokas. 3a Z;‘Zl a; = 1 uMamo

k k k k
A" ah) = flA+ > @Ay = B+h(> aAAy) = B+ Y ah(AA))

i=1 i=1 i=1 i=1

koo k K
— — —
=B+ aB(B+h(AA) = aiB+h(AA)) =) aflA+AA) =D aflA).
i=1 i=1 i=1 i=1
JlakJie, IIpecIMKaBame fje 3aTBOPEHO 3a SapUIIeHTpE, Te je 0HO apHHO. O

Teopema 3.2. 3a ceako aguHo lipecaukagarse f E — E/, loctioju jeguHCilieeHO AUHEAPHO
upecaukasarbe 7 f E wakxeo gaje flA+v) A)+ 7 ,3ac8aK0A € Euceakov € f

Jlokas. AKO mpec/JIUKaBambe 7 IIOCTOjHU, MOpa SUTHU 7(\;) = flAfA+ v;. OBaj uspas He
3aBUCH OJf 360pa Tauke A jepusB+v =A +zﬁ +AA+v)+ (—l)ﬁ =B+ A+v)+(-1A
cienu f(B+v) = flB) + flA +v) + (-1)f(A), omakie [odHujaMo

f(B)f(B + V) = fiB)f(A+ V) — IBflA) = fLA)f(A + ).

Kaxko ? MopaMo JepHrHUCATHU ca 7(\/) = flA)f(A+ V), jefUHCTBEHOCT je OYHUIJIe[JHa, Te
IIpeocTaje foKa3aTu Jia je [ JIMHeapHO.

KakojeA+av=A+aAA+v)+(1- a)ﬁ a(A+v)+(1—-a)A, To UMaMoO ]e/I[HaT—II/IHy
flA+av) = af(A+v)+(1-a)f(A), ogaxiie ,E[OSI/I]aMO (A)+7> av) = a(flA +7 f(A),
Te 3a MHOYKehe CKaJapoM JjodujamMo f (av) = (v).

CIuHo, I/I3f(A + u+v) =f1A+u)+1(A +v) (—DA) =flA+u)+flA+v)—f(A) umamo

flA) + 7(11 +v) 7( w)+ (flA) + 7( v)) — f(A), ojaKkJie 3a cadupame BEKTOpa BaKu

(Uu+v) = ? +7 ). lakure, 7 je 3aTBOPEHO 3a MHOYKEIh€e CKaJIapOM U CaSuparbe, TAKO
Tia jecTe JIMHEAPHO. O

JInHeapHO IIpecIMKaBamke 7: E - E’ s0Bemo AUHeapHu geo aQUHOT IIpecaInKaBa-
Ba f. Bpegu HanmoMeHyTH f1a ycioB flA + v) = flA) + f (v) cala MO>XeMO eKBUBaJIEHTHO
3anucaTy (3aMeHOM v = Iﬁ) Kao f(B) = fl(A) + f (AB) uiu

1 (AB) = flA)f(B). (3.4)

Takohe, ako je f UHjeKTUBHO WU CYPjeKTUBHO OH/a je TAKBO U 7

Kako apuHO IIpec/iKaBame 4YyBa dapUIleHTPe U KaKo je aQHUHU NOTIPOCTOP 3aTBO-
PeH 3a dapureHTpe, ciauka f(V) apuHor moTipocropa V jecTe apuHU IOTIIPOCTOP Of E'.
Ha nmpumMep, c/IvKa IIpaBe je TaukKa WX IIpaBa, A0K CJIMKa paBHU MOKe SUTHU TadyKa, IIpaBa
WU paBaH. AQHUHa IIpecIrKaBamba UMajy 0CTa MHBapHjaHTH, a IIpe CBera Ty je KOJIMHe-
apHOCT Tayaka. UyBame SdapHUlleHTapa 3alpaBo I'OBOPU Ja Ce YyBajy U OJHOCU y KojeM
TayKa JieJIv AyK. /lofaTHO, 13 feUHUITH]je JIaKO BUAUMO Jla Ce UyBa U ITapaJiesIHOCT. [a-
KJIe, aQUHO IIpecIuKaBambe uyBa: dapUlieHTpe, aprHe IIOTIIPOCTOpe, KOJIMHEAPHOCT, O/
HOC JleJbeba Iy>KU U I1apajleTHOCT.

AdUHY He3aBHUCHOCT MOKEMO CXBaTUTH Kao YOIIIITekhe IMHeapHe He3aBUCHOCTU. 3a
bamMmunjy Taukaka Ag,Aq, . .., Ap U3 E KaXkeMo J1a je ahuHO He3a8UCHA aKO Cy BEKTOPU
ApAq, ..., ApA, TUHEAPHO He3aBUCHU. JIMHepHA He3aBHCHOCT OBUX BEKTOpPa He 3aBUCU
O]l lepMyTalluje Tadyaka, jep 3a i # 0 jeqHaunHa

oZaMZaM&am(Za,-)mxi@am

ji ji ji ji J10
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

3a JIMHEeapHO He3aBUCHE AgAy, . .., AoAn 1aje a; = 0 3a cBaKo j # i (Hajpe 3a CBaKo j # (,0,
a oOH/a U3 ZJ# a; = 0 cnequ u qp = 0).

AKoO cy Tauke Ay, A1, ...,An € E aQrHO He3aBUCHE, OH/]a BEKTOPU A0A1, ..., AgA, UHuHEe
dasyy ? CBaky Tauky X € E MO>KeMO 3anucaTtu ca X = Ay +AL> Te HOCT(M;LHHCTBeHa
ypeheHa n-Topka ckasapa (Xq,...,Xn) TakBa fa je X = Ag + X1ApA1 + . . . XpApAnp, IIITO YUHU
KOOpAUHATe TadKe y OHOCY Ha (A, (Apd1,-..,ApAn)). Kako je

n n n
X=A+ ZXiAo—A:‘ = (1-) x)Ao+ > XA;,
i=1 = =
TO ce U X € E MOXKe jeTHO3HAUHO PacTaBUTHU ca X = Y1, a;A, Ipu uemy je Yt ja; = 1,
rmecycMeHe qp=1->1" x;uaq;=x;3ai=1,..

Hexa je (E, ﬁ +) aduHU nipocTop. ApuHuU peuep ca _O—%JILI/IH@;IM IIOYEeTKOM Aj je
bamuimja (Ao, ...,An) 0L n + 1 Tavyaka u3 E Tako 7a je (ApA1,...,ApAn) 6a3a BEKTOPCKOT
npocropa E. Vpehenu nap (Ag, (Aod1,...,ApAn)) Takole 30BeM0 adpuHu peiiep.

Teopema 3.3. Ako je E agpuHu tpociiop gumeHsuje n u (Ag, A1, ...,An) appunu petiep 3a E,
waga 3a poussosbHU aguHu upociuiop E' u duno kojy pamuaujy (By, B, . .., Bn) wavaka u3s
E', Tiocttioju jeguHciigeHo agpuHo tipecauxagarse f: E — E' tnaxeo gaje f(A;) = Bi3a0 <i<n

Joka3. AKo UCITyEHaBa yCI0Be fMOpa SUTH TaKBO 1A f(agAg+- - -+andAn) = agBo+- - - +anBn,
Igejeag+---+ an = 1, IITO jeJHO3SHAYHO JedUHUIITe aQUHO Ipec/IMKaBame Ha E dynyhu
maje (Ag, A1, ..., Ay) aduHU pemnep. O

V3 moMoh apuHUX penepa, aprHa IIpecarKaBamha MOI'Y ce IIpe/ICTaBUTH MaTpUIlaMa.
Heka je f: E — E aduHO npeciaukaBame. Taga umamo f(Ag + V) = f(Ag) + f (v), 0HOCHO

AdflAo +V) = Aofldo) + F (v) (3.5)

CBe BeKTOpe U3 (@) MO>KeMO M3pa3UTH IIPeKO Sa3sHUX BEKTOpa ca Vv = Y & X;AoA;, Te
Aof(AOS = Y1 1 bAoA 1 Aof(Ao + V) = S 1ViAoA;. AKO Te BEKTOpE 3aIIHIIEMO IIPEKO
KoopauHara ca X = (Xy,...,Xn), B = (b1,...,bn), Y = (y1,...,yn) ¥ TpeTHUpaMo Kao Ko-
JIOHA MaTpulle, TOK ca A 08esIe)XKMMO MaTpUIly JIMHeapHOI IIpecjiuKaBama f y 6asu
(ApAq,...,ApAn), Taja jefHAUYNHA (@) II0CTaje jefHOCTaBHO Y = AX + B.

Huje siome HamoMeHyTH 7a f{Ag) # Ao noBjauu B # 0. Takohje, y omirreM ciay4ajy f

HUje JIMHeapHa TpaHcpopMaliyja, a jecTe YKOJIUKO UMa GUKCHY TAUKY.
AduHa nIpec/IMKaBamka 4yBajy SapUIIeHTpeE, Te cy U IBbUX0Be KOM]’IOBI/IHI/I]e aduHa 1pe-

cmukaBawa. 3af: E—E ug: E — E'je g(flA+V)) 7 )+ ? 7
oJlaKJIe CJIeun N
gof=gof.

U3 iuHeapHe ajreSpe 3HaMO /la CKYII CBUX JUHeapHHUX TpaHcpopMmaliija Ha HEKOM

BEKTOPCKOM IIpoCcTOpy E UMHU JIMHeapHy Ipyny GL(E). YV aduHOj reoMeTpuju mocMa-
TPaMo CKYII CBUX OUjeKTUBHUX apUHUX IIpeciivKaBama f: E — E Koju odesie;kaBaMo ca

GA(% u 30BeMo adpuHa ipyua. Kako cBakoM f € GA(E) oAroBapa HEKO 7 € GL ]45)), TO je

f— f jeman xomomop¢usam rpymna GA(E) — GL(?).
HajjegHocTaBHUje JIMHeapHO IIpeCcIMKaBakhe je KOHCTaHTHO IIpec/IMKaBabhe, ajli 0HO

HUje 6HjeKTHBHo Taxo mos1a3suMO 10 UeHTUYKOr f = 1—, IIITO je OCHOBHU IIpHMep 3a
? € GL( ). Y TOM city4dajy U3 popmysie (@) nuMamo f(A) 7 ﬁ ﬁ, OJlaKJIe 3aKOH
npaBoyraOHHKa Iaje Af(A) = Bf(B). 3aro je fca I/I/IeHTHqKI/IM JIMHEeapHUM [IeJIOM 3aIIpaBo
TpaHcJayja 3a BeKTop Af(A) (IITo He 3aBUCH Off, U360pa TaukKe A).
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3.2. AdpuHa npecnvkaBama

Tpancaauuje cy ripeciukaBama 7y € GA(E)3au € E neduHucaHa ca 7y(A) =A+uu
Taza je u = Aty (A) = Bty (B). KoMIIo3uIMja [Be TpaHCIaIHje je Takohe TpaHCIaIHja jep

(Tuo)(A) =Tw(A+V) =(A+V)+u=A+ (V+u) = Tvu(d)
faje
Tu O TV = Tv+u.

Cky1l cBux TpaHcinanyja T(E) je moarpymia apuHe rpyre GA(E), e je HeyTpaJl TpaHCIa-
IHja 3a HyJIa BEKTOp 7o = 1. llITaBuIIe, KaKo 3a f € GA(E) BaXH

(Foruof 1)(A) = fif {A) +w) =ff 1(A) + ) =A+ f @) =7, (4),

TO je
fO Tu Of_l = T?(u)7
LIITO 3HAU! /ia je T(E) HoOpMaJIHa oarpymna ox, GA(E).
Yecro je 3rofHO 1a abUHO IIpecauKaBamke nMa GUKCHY TauKy. HapaBHO, TpaHc1aiyja
pasiu4uTa off 7o HeMa GUKCHHUX TadyaKa, ajId BaKu cjefieha Teopema.

Teopema 3.4. 3a tipoussobHo P € E, ceako f € GA(E) ce Ha jeguHCIll8eH HAYUH pa3./adice ca
f=tuog igejet, € T(E), a g € GA(E) inakeo ga je g(P) = P.

Joka3. U3 ycioBa TeopeMe ciaend f(P) = t,(g(P)) = ty(P) = P+ u, Te MOpa 6UTHU U = Pf(PS,
LIITO jeAHO3HAYHO ofpelyje TpaHCIaUjy 7, = Tpfp}> @ KaKO Cy y IUTalby dujekiyje TO
HMaMo jeTHO3HAYHO g = (TW)_l of = Ty of. O

Y najbeM TeKCTy
Or={XecE:flX)=X}

O3HaudaBa CKYII CBUX QUKCHUX TadyaKa aQHUHOT IIpecirKaBamwa f: E — E.

VKoJIHUKO je @fHempasaH, To 3a P € @yBaxu f(X) :f(P+ﬁ) :f(P)+?(ﬁ) = P+7(ﬁ),
Te aKo je gomatHo X € @y umamo fiX) = X = P + ﬁ, OJTHOCHO 7(&) _ PX. Jlame je
(7 - ]lf)(ﬁ) = 0, OTHOCHO PX € Ker(? -13) < E. Jlakye, CKyll QUKCHHUX Tavyaka @y =
P+ Ker(? —13) je jefaH aQUHU IIOTIIPOCTOP YMja je AUPEKTPHCa Ker(? —13).

AKo je @y mpasaH, TO 32 UKCHUpaHy Tauky P € E 1 CBaKO V € F umamo fiP+v) #
P +v.Tapa je f(P) + 7(v) # P + Vv, OTHOCHO (? —12)(v) #WD 3a CBaKo v, OflaKJIe cIefu
]W’ ¢ Im(?> — 13). OnaBpe je dimKer(? —1z)=n- dimIm(? —1%) > 1, ogHOCHO

Ker(f —17) # {0},

Teopema 3.5. Ako je @y # () oHga je @y aduHu LOTTUPOCTLOP ca gupeKmpucom Ker(? —13).
AKo je @ = () oHga je Ker(? —13) # {0}

Kaxko je f(A)f(B; = 7}(1@), TO 3a TpaHCIanujy Baxu flA)f(B) = 1@ OJlaKJie CJIeau
napasiesHocT (A,B) || (f(A),f(B)), OGHOCHO TpaHCJIallyja IIpecarKaBa IIpaBy y HO0j Ia-
paJiesiHy mpasy. IlocTaBjba Ce IIPUPOIHO IIUTak€ [1a JIU II0CTOje jOoIll HeKa adpuHa IIpe-
CIMKaBama Koja MMajy OBY JIelly 0COSHHY. [lapaJsieTHOCT IIpaBe U HheHe CJIMKe II0BJIavyH

fLAf(B) = )LA? O/THOCHO 7(@) = )LA? 3a HeKo A € .

ITocmaTpajmo ¢yHKIUjy A: E — F natryca f(x) = A(x)x3ax € E.3a JIMHeapHO Hesa-
BUCHE U,V € F umamo (u+v)= f(u+ f(v),omHOCHO A(U + V)(U+ V) = A(u)u + A(v)v,
Te (A(u+v) — A(u))u+ (A(u+v) — A(v))v = 0, omakiie je A(u+v) = A(u) = A(v). Jakie, aKo
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

je cJIMKa cBakKe IIpaBe I1apasie/IHa CBOM OPUTMHAJLy Taja je 7 = A1y 3a HEKO QUKCHPAHO
A#0.

V cayuajy A = 1 TakBo apUHO IIpecIMKaBambe je TpaHclanyja. Y CyIIpoOTHOM UMaMo
A ¢{0,1} a Kako je Ker(? —13) =Ker((A—-1)13) = {0}, mo Teopemu @ BaXku @y # (), Te

mocToju puKcHa Tauka S € @y KoHauHo, f € GA(E) 1 7 = A1y najy
fX) =f(S +5%) =fi5) + f (5%) = S+ ASX.

IIpecukaBarse Koje je ofjpeljeHo ca xg ,(X) = S+ ASX je xomotmemuja ca IeHTPOM S U
KoepUIIjeHTOM A.
[TorsiegajMo padyyH 3a KOMIIO3UIIH]Y IBE XOMOTeTHje.

Xsa© X15X) = Xsa(T+ BTX) = Xso(T) + Xso(BTX) = S+ aST + aBTX
:P+1¥+aﬁ—aﬁ§+aﬁﬁ—aﬁﬁ

—P+(1-a)PS+a(l— B)PT + aBPX.
V cayuajy fa je af # 1 MmoxeMo usadpaTy dapUIieHTap

1—a8+a—aﬁT

le—aﬁ 1—aB™’

ITO I10BJIavuu (1 — a)}Tﬁ +a(l- B)Pﬁ" = 0, ofakJe ciemgu

Xsa©XrpX) =P+ aﬁﬁ = Xp.ap:
YV cayuajy fa je af = 1 umaMmo

Xsa©XrpX)=P+PX+(1-aPS+(@-DPT=X+(1- TS =7, =(X).

V cBaKoOM ciy4ajy Kako je ]@ = 7 o ? TO TpaHCIalyje U xoMoTeTHje HT(E) yBeK UMajy
JIMHEeapHU Jle0 cpasMepaH UAeHTUTETY U 3aTO YHHe jeJHY IIOATPYILy off GA(E).

3.3 IIapaJjies1HO IPOjeKTOBam€

3a 1Ba a¢uHa normpocropa I u I kaxkeMo f1a Cy cyiiiemeHInapHu YKOJIUKO Cy TaKBe
HBUX0Be TUPEKTPUCE, OHOCHO YKOJIUKO je II @ g = E.V ToM ciay4ajy w € E ce jefHo-
3HAYHO pacTaBjba ca w = 111 (W) + 1y (w) 1he je my(w) € II u myp(w) € I'. Ha ipumep, y
aQUHOj paBHHU JiBe IIpaBe Cy CyIIeMeHTapHe aKo U caMO0 aKo HUCY napasiesHe. CIMYHY
CcTBap Mo>KeMO peh 3a IIpaBy U paBaH y TPOJUMEH3UOHOM apHUHOM IIPOCTOPY.

CymieMeHTapHHU apUHU IIOTIIPOCTOPU MMajy TaYHO jeJHY 3ajeJHUUYKY TauKy. Haume,
Kako jeII =P+ Tul— Q+ T 3aPelluQer,Tagace PQ € E jefMHCTBEHO pacTaB/ba
calﬁ =u-+v,raejeuc ﬁ,v € I''TagajeQ =P+ (u+v) = (P+ u) + v, ogaxkie ciemu
Q-v=P+u=SclInl,teuslINT = {0} ctequIINT = {S}.

3a mpousBoJbHO X € E U cyluleMeHTapHe a¢uHe ntotrpocrope IT 1 I' MoXkeMo mocMa-
Tpatu adpuHU moTmpoctop I = X + I' || T koju je cyruieMeHTapaH ca Il ¥ OCTaBUTH
X € INT.YV ToMm ciay4dajy je SX = S—Xz + )ﬁ( jeIVHCTBEHO pacTaBjbame y F-1 & T
U Baxu (X,X') C I'. IapaaeaHo uipojexitioeare je mpecinkaBame X — X', OTHOCHO

f: E — II ¢ E 3agaro ca f(S+w) = S+ m(w), 3a CBakKo W € E. Kako je mpojexkiiyja Ha
BEeKTOPCKHUM IIPOCTOPHMA JIMHeapHa, TO je IapaJsieiHO IIPojeKToBamke aQUHO IMpecIrKa-
Barbe.
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3.4. AnnaTaunja n TpaHcBeKumja

[TapaJjie/THO IIPOjeKTOBa-€ HHje SHjeKTHBHO U 3a Bbera BaykH f> = f. M0KeMO IIOIOHO
Hn3adpaTy da3y Tako Jia MaTpHUIla l1apaseTHOT IIPOjeKTOBama f, OHOCHO HeroBOr JIMHe-
apHOr fesa f, Syme aujaroHaJiHa MaTpHIla ca HyJlaMa U jeJUHUIIaMa Ha JUjaroHajiy, Te
MHHHUMAJTHU [I0JIOHOM 3a f HM3HOCH A% — A.

JetaH o1 0CHOBHUX U HajCTapHjUX pesyiTaTta apuHe reoMeTpuje je TasecoBa TeopeMa.
[ToreajMo jegHO o, MOTYhUX YOIIIIITER:A.

Teopema 3.6. Heka cy Hy, H,, H3 tupu pa3auduitie iapa/ieiHe XxutieppagHu agpuHol apocitio-
paE, aTl u A gee tipaee Koje Hucy ca vuma tapaneate. Ako je {A;} =T NH;u {B;} = ANH,
3aie {1, 2, 3}, twaga sadxcu A1As : A1Ay = B1B3 : B1B».

Joka3. V13 mapajieJTHOCTU XUIIeppaBHU 106UjaMOo PT{ = 17; = E§ = ﬁ, IoK dimT =1wu
dimT + dim H; = dimE gajy E = I & H. Op 11pojexnyje 7: E=-T & H— T 1o Teopemu
@ rpaguMo apuHo npecyivkaBame f: E — T ca f(By +Vv) = Ay + r1(v). lodujamo

— —
f(Bi) = fiB1 + B1B;) = A1 + m(B1B;) = A1 + 11(B141 + A14; + AiBy)
— —
=Aq +1m(B1A1) + m(A14;) + T(A;B;) = A1 + A1A; = A,

jep je m(B1A1) = m(A;B;) = 0 3860r BlAl,Ai—B}i € ?I a m(A14;) = A1A; 360r A1A; € T. 3ato je
f(B1) = A1, f(By) = Ay, f(B3) = As, Te KaKo apMHO IIpecjIrKaBame UyBa OJHOCe Jie/betha
Iy>KU BakKuhe TBpheme TeopeMe. O

06paT_">FaJ1§>)Be TeOJeMeﬂKaSY]'E? ,ILI/EKTHO. Axo je ﬁ : @ = ﬁ : @ =0,70je
A1B1 =8By —SA; = 9832 - 93A2 = G(SBZ - SAz) = GAsz, OgaKJIe je <A1,B1> || <A2,Bz>.

3.4 [wiaTanMja M TpaHCBEKIMja

Ckym QuKCcHUX Tayaka Oy 3a aduHy TpaHCOpMaIHjy f € GA(E) je abuHH IOTIIPOCTOP.
HajjeqHocTaBHUje je ®r=E3a f= 1. ITocMaTpajMo 110 jeJHOCTaBHOCTH HapeaHU CIyydaj
Kaza f ukcupa n aUHO HE3aBHUCHUX Tavaka, OHOCHO QUKCHpa xumeppasaH II = @y
Tana je fio Teopemu @ ozpeheHo jour ca P — f(P) # P, a MU Ce IIMTaMO KaKo Ce CJIMKa
Tauka X ¢ II.

Vkonuko je (P,X) N II = {S} Tazma ce 4yBajy ogHOCHA & : §>3 = SfiX) : Sf(P), Te je 110
O6patHoj TasecoBoj Teopemu (P, f(P)) || (X, f(X)). V cynpoTrHOM je (P,X) | II, Te mioCTOje
A,B e T ca PX — AB, opaxuie je IPfX) — f(PX) — f(AB) = flA)f(B) — AB — PX, e u3
3aKOHAa IIpaBOyraoHUKa BaXu Pf(P) = Xf(X). 3ak/py4dyjeMo [ja y CBaKOM CJIy4ajy IMaMo
rapaJjieJTHOCT

(P.fIP)) || (X, f1X))- (3.6)

Jlajbe IUCKYTyjeMOo CiIy4dajeBe y 3aBUCHOCTH Jia Jiv IIpaBa (P, f(P)) ceue xuneppasaH II.
TpaHcpopMarirja Koz Koje 1ocToju mpecek (P, f(P)) NII = {Py} 30BeMo guraimauuja.
YV ToM ciy4yajy U3 (8.6) cienu ga mocroju u npecek (X, f(X)) N II = {Xo}, rme je Xy Ipojek-
Iyja Tauke X Ha xulneppasaH I, mapasiesHo pasoj (P, f(P)). AKo je a € F ckaJjiap 3a Koju
=y
je Pof(P) = alr.lg, TaJa Kako aprHO 4yBa OJHOCE UMaMO )ﬁ( : lﬁ = fiXo)f(X) : f(P)f(P),
Te nodujamo Xyf(X) = aﬂ Capza je jacHo rre je f(X), Te HaM je 3a guiIaTalyjy ooTpe-
baH KoeQUIIMjeHT a, IIpaBail Pf(P) u xuneppasaH II. [lorogfHUM H360poM da3e MaTpHUIla
JIMHEapHOT JieJia AujIaTaliyje uMa 08JIUK

0 0 - 1
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

Tpaucdopmarja xop Koje je (P, f(P)) || II 3oBeMmo impaHceekuuja. 113 (@) MO>KeMO
Hanucatu f(X) = X + AX)Pf(P), o,z;aKE;a X=S+vroejeSeclluv eimv[amo fiX) =
fiS+v)=8S+ f(v) =S+ v+ A(S+ V)Pf(P), oBHOCHO 7(\2) =V + A(S + v)Pf(P). Huje Telko
youuTH fia je u: E — F garto ca u(v) = A(S + v) jeqHa imHeapHa ¢popma u u(v) = 0 ako u
caMo akKo v € ﬁ, IIpU yeMy BaXu [ (v) = v+ u(v)Pf(P). llorogHUM 1360pOoM da3e MaTpHUIla
JIMHEapHOT JieJIa TPaHCBEKITHje UMa 08JIUK

1 0 --- 0
0 0 - 1

3.5 EyxkiaMackKu apuHHU IIPOCTOPHU

Adunu mipoctop (E, ﬁ, +) CHadeBeH CKaJlapHUM IIPOMU3BO/IOM (ﬁ, -) (CHMeTpUYHOCT,
KOMIIaTUOUJIHOCT, JUCTPUOYTUBHOCT, IIOSUTHUBHA AeOUHUTHOCT) II0CTaje eyKAUugcKu

adunu upociuop. Ha oBaj HAUYUH CBaKOM BEKTOpPY V € IIPUAPYKYjeMO UHIleH3U-
wmein, |v| = +/v-v. CKaJlapHH IIpOM3BOJ, oMoryhaBa HaM I10jaM OPTOrOHAJIHOCTH, I7ie 3a

BeKTOpe X,y € E KakeMo [ia Cy OpillolOHAAHU U ITUIIIeMO X | y aKo ¥ caMo ako je x-y = 0.
BeKTOpCKHU ITOTIIPOCTOPH ﬁ, VeF CY OpIOIOHANHU U ITUIIIEMO U L V axo u camo
aKo 3a cBaKo X ¢ U H CBaKo y e V Baxkm x L y. OpinoioHaa TIOTIIPOCTOPA YHHU CKYII
CBUX BEKTOpPAa OPTOTOHAJHUX Ha hera U+ = {x € E : x | U}. Mo>keMO IIPUMETHUTH [Ia je
1V aKo U camo axo je U < 7{ OJTHOCHO aKO ¥ CaMo aKo je v < U+,
3a gBa a¢puHa notipocropa II u I' kaxkeMo /1a Cy OpillolOHATHU aKO CYy TaKBe IbUX0Be
nupekTtpuce. Tazga je Il < T't, a ykoswko Baxku Il > T'+ onpa cy I1 u T yipasHu.
OpiuoioHaAHO TipojeKiiogarse je CIIelrjaHU CIy4aj ITapajleIHOT IIPOojeKToBamka Ha
a¢uuu mmormpoctop I1 kaj mpojekTyjeMo mapaJsiesHo ca I1+. Ako je IT apHHM IOTIIPOCTOP

1 A € E Ipou3BoJbHA TauKa, Taja je A + Il jefMHCTBEH HOTIIpoCTOp KopguMeH3uje dim I1
KOjH cafp>KU A ¥ OpTOroHasIaH je Ha II.

Teopema 3.7. IIpasa je opitioloHA/THA HA PABAH AKO U CAMO aKO je OpiliOlIOHA/IHA HA HeKe
gee reHe HellapaienHe upase.

Aoxkas. 3aT; =T;+ Span{u;}, i=1,2 ycaoB I'1 } I'; T0OBJIaYM IMHEapHy HE3aBUCHOCT U U
Up, TOK V L uq,uy faje v L Span{uq,uy}. O

V eyKJIHJICKOj TeOMeTpHjU I103HaTa je Teopema o ilipu Hopmaane.
Teopema 3.8. Heka je A lipousgos/bHa mauka (lipogumeH3UOHOL eyKAUGCKOl agpuHOl Upo-
ctuopa) eaH pasHu I, u Heka ce upasa A Hanasu y I1. AKo je B logHOJ4Cje Hopmaae u3 A Ha

IL, a C ilogHoxcje Hopmasie u3 B Ha A, tiaga je tipasa AC HopmasiHa Ha A.

HAokas. U3 (A,B) L II O A ciaegu (A,B) L A, Te Xako je u1 (B,C) L A, u3 TeopeMme @ UMaMOo
(A,B,C) LA, teun (A,C) L A. O

3axBaspyjyhu ckaJapHOM IIPOM3BOY YBOIUMO paciiojarbe nsMmehy Tauaka A,B € E

S(A,B) = |AB|| = VAB - AB.
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3.6. N3omeTpuje n cumeTpuje

PacTojarbe MMa Heke Jierie 0coduHe, §(A,B) > 0, 6(A,B) =0 < A =B, §(A,B) = §(B,A).
Taxohe Baxu 1 HejegHAKOCT Tpoymia §(A,C) < 6(A,B)+6(B, C), ITo je mocyieauria Komu-
-IlIBap1i0Be HejeJHAKOCTHU X - y < ||x||||y||, K0oja ciiemu us

X y 2_ X-y
o< |~ il =2 2w

3.6 Hs3omeTpHje U cuMeTpHje

ITox usomeiupujom mogpasymMmeBamo IpecarKkaBame f: E — E eyKJIHICKOT IIPOCTopa
KOje uyBa pacTojama, OFHOCHO 3a cBako A, B € E Baxxu §(f(A),f(B)) = 6(A,B). 3a TpaHC-
Jnarnuje Baxku §(7y(A), 7y(B)) = S(A+v,B+v) = |[A+V)(B+ v5\| = ||ﬁ\| = §(A,B), Te cy
OHe OCHOBHU IIpUMepHU usoMeTpuja. Takohe, KOMIIO3UITHja KU30OMETPHja OUUIJIETHO jecTe
HU30MeTpHja.

3a omepaTop ?: E - T xaxxemo Jia je opinoioHaNaH aKo YyBa CKaJIapHU IIPOU3BO/,
OJTHOCHO 3a CBaKoO X,y € F BaXu f(x)- f(y)=x-y.

Teopema 3.9. IIpecauxasarse f: E — E je usomeilpuja ako u camo ako je f agpuHa wpamc-
gopmayuja ca opitloloOHANHUM AUHEAPHUM gesoMm | .

Jlokas. Axo je fusoMmerpuja, pukcupamo P € E U e QUHUIIIEMO 7(\/) =f(P)f(P+v). Ja déu

f d110 apuHO ITOTPEeSHO je U JOBOJLHO II0KA3aTHU /ia je 0BAKO AebUHUCAHO [ JIMHEeapHO.
Kako je fusomeTrpuja ©MaMo

1700 = F0)ll = IFPYP+x) — PP+ )| = IfP +y)fP+ x|
— P+ PR = Ix—yl.

Crieryjasiad ciayvaj 3a 7(0) = 0 IOHOCH jeTHAUHHY H?(X)H = ||x]|, omakse JodujaMo

1F0=F O =1 F0IF=2F () F )+ F 027 [x—y[? = [x]2—2(x-y) + |y|%. Onasge

cirenu f (x)- f(y) =x-y, Teje f opToroHaysHO. I3 OPTOrOHAJIHOCTHU JIAKO CJIeU

I F (ax+ By) —af (x) — BF 0)II = | (ax + By) — ax— By|[* =0,

IIITO 3HAYHU Ja je 7 JuHeapHo. O8paTHO, YKOIMKO je fadUHO ca OPTOrOHATHUM 7, TO

MMaMo 1700~ 7 )]l = Ix~yll, omaxcre [P+ y)fiP + x| = [[(P+y) (P + x|, Te je fuzonre-
TpHja. H

N3omeTpuje cy apuHa IpecIuKaBama, a Oy je jeaH auHU MOTIIPOCTOP. 3aHKUMA Hac

I10/] KOjHM YCJIOBMMA TPaHC/IaIlMja KOMyTHpa ca usoMeTpujoM. Kako je for,of 1 =17 )

. —
TO je KOMYTaTHBHOCT eKBUBAJIIEHTaHAa Ca T = Ty, O/HOCHO Ca V € Ker(? - 1) = ®p
/lakiie, TpaHC/IanIWja 7y KOMYTHpPa ca ©30METPHjOM f aKo U caMo aKo je v || @

MaTpuIla JUHeapHOr Jiejla U30MeTpHje je OpToroHajlHa MaTpHUIla, Te U3 AAT = 1 3a-
K/byuyjeMo detA = +1. AKO je leTepMUHaHTa II03UTUBHA (detA = 1) Ka)keMoO [1a je U30-
MeTpHja gupeKiltHa, 10K je y CyIIpOTHOM (3a det A = —1) uHgupeKiuHa.

Hexka cy A, B € E Ipou3BOJbHE TauKe. Pa3sMOTPHUMO IIITA je CKYII CBUX TadaKa I10/je[I-
HaKo0 yJa/beHUX o BUX, {X € E: §(A,X) = §(B,X)}. [locmaTpajMo HajIpe 11paBy (A, B) u
Tauke ca e, X = aA + (1 — a)B. Kako jeﬁ =1-a)A u BX = aB7§, TO je HBH = HB7H
aKo ¥ caMo axo je |1 — a| = |a|, ofHOCHO Kaf je a = 1/2, ITO OATOBapa CPeIUIITYy Ay>KU
S=(1/2)A+ (1/2)B.
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

Heka je P mpousBoJbHA TauKa 33 Kojy je Hﬁ” = ||B7>3u, aPb OPTOrOHAIHA _Hgoj eKIyja us
P wa tpaBy (A, B). Tama w3 ||APo|? + [ PoP||? = |AP|2 = || BB|? = |[BPo||? + |[PoP|? sawmysy-
jeMo ||APy|| = ||BPy||, ogHOCHO Py = S. [laKJie, Tpa’keHU CKYII TadakKa je MeAujaTprca Ay>KU
AB, 0THOCHO XuIleppaBaH Kpo3 S = (1/2)A + (1/2)B opToroHasHa Ha IIpaBy (A, B).

Teopema 3.10. Ckyli cgux wauaxka eykaugckol aguHol upociuopa E Koje cy UlogjegHako
ygasmeHe 0g A, B € E je megujaitupuca gyxcu AB.

Cumeiipuja y ofHOCY Ha HeKH abuHU 1oTIIpocTop II je mpecinkaBame oy : X — X' 3a
KOje Ba>KH J1a je OpTOroHaJsIHa IIpojeKiirja Xy Tauke X Ha II cpeguInte 1y>Ku XX', O4HOCHO
Xo = (1/2)X+(1/2)X'. CumeTpHja y ogHOCYy Ha Tadky (dim IT = 0) je ueHimipaana, y ogHoOCy
Ha npaBy (dimII = 1) je ocHa, a cllenyjaJiHU Clly4daj cCUMeTpHUje Kaf je II xureppaBaH
(dimII = n — 1) 30BeMoO pedrekcuja.

H
JlOKa>KHMMO J1a je cuMeTpHja usoMeTpuja. 3a Gukcrupaso P € Il Baxxu PX' = ZP_XS _PX.
OpToroHasiHa IIpojeKryja 7 Ha notpoctop II je apuHa (au HUje U3oMeTpHja), OfaKJIe
P .= . = ﬁ
jeonq = 27 — 1, Te je o IuHeapHo. Kako je ﬁ(x) -x=XXo L II O Span{ﬁ(x),ﬁ(y)} u

CJIMYHO 7()1) -yl Span{ﬁ(x), ?(y)}, TO UMaMo
on(x) - on(y) = (27 (x) —X) - (27 (y) —)
= (H(X) + (70 —x) - (W) + (FY) ~Y))
=TX) - HY)+ (X)) —x) - (FY) -Y)
= (R (X) — () —x)) - () — (FY) ~y) =x-,

OJlaKJIe je on OpPTOTOHAJIHO, Te TeopeMa @ II0BJIAYH [Ia je oy U30MeTpHja.

V niorogHo M3adpaHoj a3y MaTpHUIla CHMeTpHUje je AUjaroHaJiHa ca BpeJHOCTUMa +1
Ha gujaroHasd. Taza je det on = (—1)"-UmIl e MoyKEMO AMCKYTOBATH A JIX je CUMeTpHja
TUpeKTHAa WX UHAUpeKTHA. Ha mpuMep, ocHa CUMeTpHja y TPOJUMEeH3UOHOM IIPOCTOPY
je AUpeKTHa, 10K je cBaKa pedJeKcHja MHAUPEKTHA.

Teopema 3.11. H3omeiupuja je cumeiipuja ako U Camo ako je UH80AYyuUja.

JAoka3. CuMmeTpHja je UHBOJIYIIHja, Te IPEeTIIOCTaBUMO Jla je U30MeTpHja [ HHBOJIYIHja.
3a npousBo/bHY Tauyky X € E je X — X' — X, ogakie cnegu S = (1/2)X + (1/2)X — S.
Ckyn GuUKCHUX Tauaka @ > S je HempasaH, a Kako je f ©U30MeTpHja TO Cy UKCHE TauKe
nojjeqHaKo ygasbeHe og X 1 X', Te mo TeopeMu npunaaajy Mmeaujatpucu Il gyxum XX'.
Jakiie, umamo () # @ C IT | (X, X'), Te je fcumeTpHja y ogHOCY Ha @ O

IToz KojuM yCI0BMMa CUMeTpHja oy KOMyTHpa ca u3oMeTpujoM f? Kako je oy THBOJI-
1IHja, TO je fo op o f~! Takolje MHBOJIyIIH]ja, Te 110 TeopeMu ,foorof!jecumerpujay
offHOCY Ha QUKCHE TaukKe @p,q r1 = f@q, = fII. /lakiie, oy ¥ f KOMYTHPAjy aKo U CaMO aKO
je fII = II. Ha mpuMep, TpaHCIalyja 7, KOMyTHpa ca gy YKOJIUKO je v || II.

Teopema 3.12. H3zomettupuja fje pedpaekcuja ako u camo axo je @ xutieppasaH.

Jokas. Axo je ®; xureppaBaH HU3adepuMo IIPOU3BOBHO X ¢ @r. 3a cBako P € @y BaXKu
6(P,X) =6(P,f(X)), Te P ipuniafa Megujatpuci II ny>xu Xf(X). Kako je II xurieppaBaH Koja
cagpoKu cBe QUKCHe Tauke TO Mopa dutH Il = @y, ofakiie je fpedsiekcuja. O

V cnenyjayiHOM CjIy4ajy n = 2 OPeTXO0/IHA TeopeMa 3Hauu Ja je f pedyekcHja ako u
caMo aKo je MHANPEKTHA U UMa QUKCHY TauKy. HauMme, 3a P € &y u X ¢ @y Barku ia P ipu-
rajga Mexujatpucu ny>ku Xf(X) 1mro je Heka 1pasa II. [IpeciiikaBame oy o f je JUpeKTHa
HU30MeTpHja Kao KOMIIO3HIIHja iBe MHAUPEKTHe n3oMeTpHje. Kako fUpeKTHa U30MeTPHU-
ja HUje pedJiiekcyja, a oyjof prKcupa Tauke P U X, Te ¥ XulleppaBaH (P, X), To 3Ha4H ja ©UMa
jorn puKCHEX Tauaka. lakie @, s = E, OTHOCHO o7y o f = 1, offake je f = oy pedirexcuja.

Pediiekcuje cy 0OCHOBHe IpajJiiBHe jelUHUIIe M30MeTpHja. Y3 cTaHJapAHU (TOII0JIO-
IIIKK) AOTOBOP Aa je dim () = —1 MO>KeMO ITOCTaBUTH ciiefiehy Teopemy.
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3.7. Knacndukaumja nsometpuja n CIMYHOCTU

Teopema 3.13. Csaxa usometupuja f je komtosuyuja He suwie og n — dim @, pedrexcuja.

Joka3. basa uHayKIyje je jacHa jep 3a dim®; = n je f = 1, 1ok je f3a dim®; = n — 1 o
Teopemu B.12 pedsrexcuja. 3a Kopak MHAYKITHje TocMaTpaMo X ¢ @y, r7ie je @y carprKkaHo
y Mmeaujatpucu I1 gy>xu Xf(X). HoBa u3omeTrpwuja oy o f pukcupa cBe u3 @r Kao U Tauky X,
Te je dim @ r > dim @y Ha 0OCHOBY HH/IYKITH]CKE IIPETIIOCTABKE Oy o f je KOMIIO3UITH]ja
He Builie of n — dim @, .- pepsiekcuja, Te je f = oy o (oy o f) KOMITO3UITHja He BHIIE Off
n+1-—dim Dy of <N — dim @ B UX, O

ITocedHO, pe3ysITaT 0Be TeEOpeMe Kajke /1a YKOJIUKO U30MeTpHja HeMa QUKCHUX TavyaKa
OHJIA je Y IIUTarby KOMITO3HITHja He BHIIE Off N + 1 pedJrekcHja, 10K je 3a @y # () KOMITI03U-
I¥ja He BUIIIE O n pedeKcHja.

3.7 KiaacudukKanuja H30MeTpHja U CIMUHOCTH

[TojaMm IIOAYZAPHOCTH Y eYKIHUACKOM apHUHOM IIPOCTOPY MOXKEMO AePUHUCATH IIOMO-
hy ekBUBaJjIeHIIje

(Ag,A1) = (Bg,B1) <<=  6(Ag,A1) = 6(Bo,By).

ITo y3opy Ha kiacuyHU cTaB CCC 0 IOAYAapPHOCTH TPOYIJIOBA, TO Ce a/be YOIIIIITaBa Ha

Behu 6poj Tauaka, Te feHUHUIIIEMO IIOLYAAPHOCT (Ag, A1, ..., Ax) = (Bo,B1,...,By) ako u
caMo aKo 3a cBaKo 0 < i,j < k Baxku §(A;, 4j) = 6(B;, B)).
AKo je (Ag,A1,...,An) aOUHO He3aBUCHU CUCTEM Taudaka U (By, By, ...,Bn) lBeMy II0-

oylapaH CUCTeM, Tajia II0CTOjU U3oMeTpHja f TakBa fa je f(A;) = B;3acBako 0 < i < m.
[IITaBUIlle, YKOJIHUKO je m = n Ta ©30MeTpHja je jeAUHCTBEHA, 0K 3a m = n — 1 11ocroje
Ta4yHO /IBe TaKBe u3oMeTpuje. OBo TBpljeme J0Ka3yjeMo MaTeMaTUUKOM HHYKITHUjOM I10
m.

[TpeTIiocTaBUMO /1@ IIOCTOjU U30MeTpHja f TaKBa J1a BaXKU f(4;) = B;3a0 <i<m-1ca
nomaTHUM f(An) = B. Heka je B # By, ”Ha4Ue CMO pellliId Kopak UHAyKIHje. Kako je

8(Bi, Bm) = 6(A;, Am) = 6(flAi), flAm)) = 6(By, B),

TO Tayka B; 110 TeopeMu npunajga Megujatpucu I ny>xu BB,,. Kommosuiiyja oy o fje
H30MeTpHja 3a Kojy Baxku (oy o f)(4;) = on(B;) = B;, Kao " (oyy © f)(Am) = oy (B) = Bm.

Kax nsomerpuja Hema QUKCHY TauKy, 4eCTO Ce I10 y30py Ha Teopemy 3.4 pasyiake Ha
TpaHCJIAIINjy U U30METPHjy Koja UMa GUKCHHUX Tadaka. [oSpo je ma pemocies KOMIIO3U-
II4je HUje SUTaH, OAHOCHO Jla UMaMo f = T, o § = g o Ty, IIITO Ce felllaBa Kaf je g (v) = v,
OJHOCHO @, || v. Tako K01a3MMO 10 TeOpeMe 0 KaHOHCKOM pasjiaramky H30MeTpHje.

Teopema 3.14. Ceaka usomeilipuja ce jegHOSHAUHO pasaadxce ca f= Ty o gy3 ) # Pg || v.

OcHOBHa H7ieja je mocMaTpaTU BEKTOPCKHU IIOTIIPOCTOP Ker(? -1) < Fu Tauky P € E.
Kako je 7) =70 ? = ?, BHIMMO CyIieMeHTapHe mpoctope II = P+ Ker(f — 1) || &y u
=P+ Ker(? —1)L.360rT L ®gje gT L g0y = @y, a KaKO g UMa QUKCHY TAUKy S IZTe
je &g N T = {S}, moxkemo 3akbyuuTH fa je gI' = I, ogHocHo fT' = 7,I'. 3 ycaoBa v || @, ce
JeIMHCTBEHOCT 3a V JIAKO BHU/IH.

Ba’KHO je IpUMETHUTH /1a y CIIeIIHjaJIHOM CIy4ajy Kaj g UMa caMo jelHY QUCKHY TauKYy,
&, = {S}, ycrmoB v || {S} maje v = 0, IIITO 3HAYM J1a HEMa TpaHCIaIje!

Kiracudukanujy nsoMeTpyja BpIIMMO TaKO IITO II0JIa3UMO O MaKUX AUMEH3Hja N
U ujeMo Ka BehuM. Hajrpe ripumersyjeMo Teopemy KOja KaHOHCKH pasJiake U30Me-
TPHjy f = Ty o g T7iE je () # g || V. 3aTUM BPIIMMO JUCKYCH]jY 110 0 < dim @, < n, 171€ ce, 10
Teopemu 3.13, g pasia’ke Kao KOMIIO3HIIHja He BHIlle o1 n — dim ®¢ pediekcHja.
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lnaea 3. AdunHa reomeTpuja

PasmoTpumo Hajipe apuHy mpaBy, n = 1. 3a dim®, = 0 je &, = {S} uv = 0, Te
f= g . IlputoMm @, je XuIneppasas, Te je f pepsiekcHja, 0JHOCHO UEHIPAAHA cumeiipuja
ca 11eHTpoM S. 3a dim @, = 1 je , = E, ogHOCHO g = 1, Te je f = 7, lpaHcaauuja (1
II0CeSHO 3a vV = 0 UIeHTUYKO).

Ciregehu ciayuaj je aduna paBa, n = 2. 3a dim®g = 0 je &, = {S}, Te f = g, omaxie
UMaMo [ = 04 o 03, IPH YEeMY Cy d U b TIpaBe (XuUIleppaBHH) Koje ce ceKy y S, Te je f po-
mauuja. 3a dim®; = 1 je g = 04, TaKo fa Cy omLyje pedaekcuja f = o, ¥ Kausajyha
pedaekcuja f = 7 o 0,. HapaBHo, 3a dim @, = 2 je g = 1, Te je filipaHcaayuja.

Jlo71a3UMO 10 H30MeTpHja (TPOAMMEH3HOHOT) IIpocTopa, n = 3. 3a dim®; =3 je g =1,
Te je fiipancaayuja. 3a dim &, = 2 je g = 04, TaKo Ja Cy omiyje pedaexkcuja f = o, U
Kausajyha pegpaekcuja f = 7t o g,.

Ciayuaj dim®; = 1 je koMIUIEKOBaHHjH. Kako je &, mpaBa, To Kpo3 X € E IIOCTOjHU
jequHCcTBeHa paBaH I ca X € IT 1 @,. Taja je gII L gb, = g, Kao u g(Xo) = Xo 3a opToO-
IpojeKIHjy 13 X Ha ®g, Te Baxku gII = II. PecTpukiiyja gy je u3oMeTpuja y Il ca TauHO
jeqHoM GUKCHOM TauKOM X)), Te je y IUTawy poTaryja. To ce felraBa y CBaKoj TaKBOj paB-
HU II, Te 106asTHA U30MeTpHja [jaje U jeJHAKe YIJIOBE poTalllje U 10d1jaMo Jia je £ OCHa
pomauuja. lofaTHO IMaMo OIILH]Y f = T o g, IIITO je Y OBOM CJIy4ajy 3a80jHO Kpeiuarse.

[ocrenpu cayuaj dim®, = 0 kao U paHuje HeMa TpaHCIAUWjy, f = g U @y = {S}.
Mo>keMO UCKOPUCTUTH LIeHTPaIHy CUMeTpH]Y Os Aa SUCMO KOHCTPYHCAJIN U30MeTpHjYy
OsofKoja je mUpeKTHa (jep je f MHANUpPEKTHA Kao KOMIIO3UIMja TpU pediieKcHje), Te Mopa,
nopeq S ©MaTH joml GUKCHUX Tadaka. [IpBa omIyja je gs o f = 1 Koja J1aje yeHiupaaHy
cumeitupujy f = os. lpyra omnyja je s o f = pr o OCHa poTariija oko mpaBe I' = ;> S
3a yrao 0. Kako je 05 = o pr,raeje S € II L I, To ©MaMo f = 050 Prg = On o Prg, , 4
O8N CMO poiuauuony pedaekcujy.

AKo ce pacTojame IIpecjruKaBameM [ Mewa IIPOIIOPIIMOHAIHO, OJJHOCHO YKOJIMKO Ba-
XU §(f(X),fY)) = A6(X,Y) 3a Heko A > 0, y IUTawy je caudHoci. HapaBHO, ClelyjalHu
CJIy4aj CJIMYHOCTHU 3a A = 1 je usoMeTrpuja. OCHOBHU IIPUMepP CJAUYHOCTH je XOMOTeTH]a
jep 3a By BaXKy,

8(Xs0(X), Xs0(Y)) = 8(S + 05X, S + 65Y) = | (S + 6SX)(S + 05Y)|
— ||6SY — 65X = [|6XY] = [6]|IXY] = 0]5(X, ¥).

KoM1iosuiiyja CIMYHOCTH je CJIMYHOCT ca KoeQHUITUjeHTOM KOjH je jefHaK IIPOU3BOAY
KoeduIlMjeHaTa. YKOJIMKO CJIMYHOCT fUMa KoeQUIIMjeHT pasjIuduT of 1, oHzja f He MoXKe

MMaTH BUIIle o[ jeqHe PUKCHe Tauke. MeljyTum, kako je Ker( f — 1) = 0 To fMopa umMaTu
$UKCHY TauKy, OflaKJle 3aK/by4uyjeMo J1a je GUKCHA TauKa jeJUHCTBeHa. 360r TOra, CJINY-
HOCT ca KoeQUIIjeHTOM A # 1 U UKCHOM TauKOM S MO>KeMO 3aIIMCaTH Kao X, o f Ife
je frusoMmeTpuja Koja ¢ukcupa S. IIposackoM Kpo3 KiacuPUuKarujy I/I30MeTpI/Ija7Ha 0Baj
HA4WH je[THOCTaBHO A081jaM0 KJIaCUPUKAIIH]jy CIMYHOCTH.
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ItaBa 4

3bUPKA 3AJATAKA

4.1 /Je3aproBa TeopeMa

BaxMaHOBa paBaH je 110 fepuHuUIMjU [1aTI0COBA, @ CAMUM THUM 110 XeCeHdEeProBoj Teo-
pemu (Teopema ) u [lesaprosa. lIpuze, 1o TeopeMu , Baxu ¥ O6pHYTO /le3aproBo
TBpheme, IIITO y ITaKeTy ca /lesaproBUM TBpljemeM MokeMo GpopMysIrcaTHh Ha ciefehu
HauyuH. /[Ba TpOTeMeHHKa UMajy IleHTap IIepClieKTUBe aKo U CaMO aKo MMajy ocCy Iiep-
CIIEKTHBE.

3agarak 4.1. YV 1Ipor3BoJ/baH YeTBOPOYIao YIIMCAH je Tpalles Uuje Cy OCHOBe IlapaJjiesiHe
jeiHOj AujaroHaIM YeTBOpOyIJIa. /loKasaTH [ja ce Kpalld Tpallesa CeKy Ha JpyTroj Aujaro-
HaJIu YeTBOPOYIJIa.

Pemiewe. Heka je ABCD dyeTBOpoyrao IIph 4yeMy Tauke P,Q,R,S jexxe pemoM Ha
AB,BC,CD, DA, Tako fa cy nnpase PQ, AC 1 SR nnapasiesiHe. beCkoHauHa TayKa IIpaBUX IIa-
paJiesiHUX ca AC je IjeHTap IepcreKTuBe TpoyrioBa APS u CQR. Ilo /le3aproBoj TeopeMu
II0CTOjH 0Ca Ha K0joj cy Tauke B, D 1 PSAQR, Te cy nnpaBe BD, PS, QR KOHKYpeHTHe.

AJTepHaTUBHO, IpaBa AC je oca IlepCIieKTUBe TpoyrioBa PBQ u SDR, Te 110 OSpHYTO]j
/lesaproBoj TeopeMU UMa IieHTap y IipeceKy IpaBux BD, PS, QR. A

3agarak 4.2. Y Ipor3B0J/baH UeTBOPOYTao YIIHMCAH je Tpalie3 KoMe ce Kpally CeKy Ha jefI-
HOj IvjaroHaIi yeTBOpoyIia. /loka3aTH [ja Cy OCHOBe Tpaliesa I1apaJiesiHe APyroj Aujaro-
HaJTd YeTBOPOYIJIa.

Pemewe. Bapujanuja 3agaTka [1] unjy heMo HoTayjy 3agpskatu. Kako cy TpoyriioBu
PBQ v SDR 11epCIIeKTUBHH Y OAHOCY Ha TAUKY Y K0joj cy IpaBe BD, PS, QR KOHKYpeHTHE, TO
II0CTOjU 0ca Kojy uMHe Tauke A, C 1 PQASR, ozakiie cy AC, PQ, SR KOHKYpeHTHe, OZJHOCHO
nmapaJsnejHe. A

3agarak 4.3. /late cy HeKosimHeapHe Tauke A, B,C u npaBa p > C. Heka cy P u Q 1po-
H3BOJbHE TaykKe ca p U Heka Baxku M = APABC, N = AQABC, U = BPNAC, V = BQANAC.
JlokasaTH ga cy npase AB, MU, NV KOHKypeHTHe.
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lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

Pememwe. Kaxo Tauxke AMABU = P, ANNBV = Q, MNAUV = C jsexe Ha p, TO je p oca Iiep-
crieKTuBe TpoywioBa AMN u BUV. IIo O8pHyTOj /[le3aproBoj TeopeMU OHU UMajy IIeHTap
IIepCIeKTUuBe, Te cy IpaBe AB, MU, NV KOHKypeHTHe. A

3aparak 4.4. /laTe cy KOHKYpeHTHe IIpaBe a, b, c 1 Tauke P, Q, R Koje UM He IIpUIIa/ajy.
Oppenutu Tauke A € a, Be b, C € c Tako 1a Baxxu P € BC, Q € AC, R € AB.

Pemreme. IlocTaBMMO IIPOM3BOJBHY TauKy Z € c. JKestuMo fa Tpoyrao ABC UMHUTHPaMO
TpoyIJIoM XYZ, Te 11ocTaB/baMo Y = ZPAb, a 3aTuM X = YRAa. [la &4 Tpoyrao XYZ 110cTao
Tpoyrao ABC ¢anu My joir camo Q € XZ. TpoyrioBu XYZ u ABC uMajy LieHTap Ilepcliek-
THBe Y IIpeceKy IpaBuX a, b, c. U3 /lesaproBe TeopeMe CIe[H a OHU MMajy 0Cy Ha K0joj
cy Tauke P = BCAYZ, R = ABAXY, M = ACNXZ. Kako cy P, R, M xKo/iiHeapHe To M M0>KeMO
nodutu ca M = PRAXZ, a 3aTuM A = MQAa, C = MQAcu B = ARAD. A

3aparak 4.5. Tpu TpoyIyia UMajy 3aje JHUYKU I[eHTap IIepclieKTuBe. /JoKkasaTu fa Ccy Of-
roBapajyhe TpH oce IlepCIlIeKTUBe KOHKYpPeHTHe IIpaBe.

Pememe. [[e3aproBa TeopeMa Ha TpoyrioBuma A, B1Cy 1 A,B,C, 1aje ocy s3 = P3Qs, T71E je
P; = A1B1NA3By, Q3 = A1C1NA,C,. [lesaproBa TeopeMa Ha TpoyriioBuMa A1B1C; 1 A3B3Cs
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4.2. TlpojekTMBUTETN

naje ocy s, = P,Q, rmie je P, = A1B1AA3Bs, Q; = A1C1A\A3Cs. [lesaproBa TeopeMa Ha TpPo-
ymioBuma A,B,C, U A3B3Cs faje ocy s; = P1Qq, Ie je P1 = AyByAA3Bs, Q1 = ACoNA3Cs.
HOCManajMO TpoyrjiaoBe P1PyP; 1 010,203, 32 KOje je As = P1PyAQ1Qy, Ay = P1P3AQ10Q3,
A1 = PyP3NQ»Q3. Kako cy Tauke Aq,A,, A3 KOJIMHEPHE TO OHEe YHMHE 0OCY IIepCIIEKTUBE,
Te mpuMeHOM OdpHyTe /[e3aproBe TeopeMe TPOYIJIOBU MMajy IIeHTap, OJaKJIe Cy IIpaBe
P1Q1,P2Q;,P3Q3, OHTHOCHO S1, Sp, S3 KOHKYPEHTHEe.

CreriyjaiHU CjIy4ajeBH Ce JIaKO IIpoBepaBajy. Ha mpuMep yKOJIMKO je P; = P,, JIaKo ce
BUU 1a Mopa dUTH Py = P3, ofakie Py =P, =Py e s;3acBakoi=1,2,3. A

4.2 IIpojeKTMBUTETH

BaxMaHOBa paBaH je cBakako [IarocoBa, Te KopucTumo IlariocoBy Teopemy (TBpheme
) 110 K0j0j Cy KOJIMHeapHa CeIUIITa HaCIIpaMHUX CTPAaHUIIA IIPOCTOT IIIeCTOTeMeHUKa
YMja TeMeHa IIPHUIIaZiajy [BeMa IIpaBaMa (fereHepHrcaHoj KoHHIH). ITo Teopemu 2.47 Ha
pacrioslaralby IMaMo jOIll 1Be eKBHUBaJIeHTHe TeopeMe. TeopeMa o nnepcrieKTuBuTeTy (Te-
opeMa ) Ka’ke je IIpOjeKTUBUTET 3allpaBo IIepCIIeKTUBUTET aK0 M CaMO aKo pUKCHpa
3ajeqHUUYKU esleMeHT. OCHOBHA TeopeMa IipojektuBuTeTa (Teopema ) jeTHO3HAaYHO
ozapelyyje IpojeKTUBUTET ca TPHU I1apa oAronapajyhux ejeMeHara. YecTo ce IIpOjeKTUBU-
TeT (M3Mel)y pasJIMUNTUX HU30Ba TadyaKa) pacTaBjba Ha KOMIIO3UIIH]Y [1Ba [IepCIIeKTUBU-
TeTa (TeopeMa ) OJlaKJIe Ce OH je[THOCTAaBHO KOHKPETHO peasinsyje. [IpojeKTUBUTETE
Ha IIP0jeKTUBHOj IIpaBoj y 3aBUCHOCTU 071 6poja GUKCHUX TauaKa JeJIMMO Ha eJIUIITHYKe
(6e3 PUKCHUX Tayaka), mapadosnyke (jegHa QUKCHA) U XUIepdonnuke (aBe PUKCHE). V
cIy4ajy ia IIoCToje dap TpU UKCHe TauKe OHJA Cy CBe TauKe QUKCHE U IIPOjeKTUBUTET
je UIeHTUYKH.

3aparax 4.6. [laTe cy pasyinuuTe Tauke A, B, C1IpaBe p ¥ pasinuute Tauke A’', B, C' ripaBe
p’. OnpesuTH CJMKY IIPOU3BOJbHE TauKe D € p IIpU IIPOjeKTUBUTETY KOje IIpeciruKaBa
A B,Cpenqomy A’ B, C'. [uCKyTOBaTH U cjay4dajp =p'.

Pemewe. OCHOBHA HJieja je paCTaBUTU IIPOjeKTUBUTET HA KOMIIO3UITH)Y ABa (3a p # p/,
Teopema ) WIN TPpH (3a p = p/, TeopeMa ) IIePCIIeKTUBUTETA, jep IIepCIIeKTUBUTETE
JIako peasnusyjeMo. To ce Mo)Ke ypaZTH Ha Ha4MH OIIMCAH y JJoKa3y TeopeMe , aau
cajia He MOpaMo Jia SpUHEMO O OrpaHHUYehbMMa Be3aHa 3a dpoj Tayaka Ha IIpaBoj, Te heMo
H3JIOXKUTH peslaKCUpaHUjy BapUjaHTy KOMIIO3UIIHje.

Heka cy Tauke B u B’ pasiuuurte of pAp’', ”Ha4Ye MOXKEMO UCIIeEpMYyTOBAaTH cjoBa. Ha
IIpaBoj BB’ n3adepUMo IIpOU3BOJbHE TauKe S U §', pasiuuute of, B u B'. O3HaUMMO Jjajbe
A1 = SANS'A!, C1 = SCAS'C', Te By = SS'AA1C;. IIo OCHOBHO] TeOpeMHU IIpOjeKTUBUTETA
Tpa’keHU IIPOjeKTUBUTET je (p)%(pl)%(p’), Ize je p; = A1Cy, jep 3a wera Baxu (A,B,C) —
(A1,B1,C1) — (A',B',C"). Caza je j1ako peajsn30BaTU CJUKY D' IpoU3BOJbHE Tauke D, jep
HajlIpe KOHCTpyuIeMo Dy = SDApq, a 3aTuM D' = S'D1Ap’.
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V cay4ajy p = p’ 6upaMo IIPOU3BOJbHY TaUKy S ¢ p U IIpaBy py # p BaH S, Te YK/byUyje-
Mo f = (p)3(p,), Te peocTaje IpeMoCTUTH TPOjKY fA), f(B),f(C) Ha TpojKy A, B', C', 10 Beh
yTBphieHOM Ha4uUHY jep je py # p. A

3aparak 4.7. Heka je f IpojeKTUBUTET IIpaBe p ca QUKCHOM TaukoM A. /lokasaTH Ja
je f ImapadoIMUKy IIPOjeKTUBUTET aKO M CaMO aKO 3a CBaKy Tadyky X # A ca p BaXku

H(Af(X); Xf(f(X))).

Pemewe. Heka je ¢ mpor3BOJ/bHA IIpaBa Kpo3 A, a S Tauka BaH p U (. 3a IIPOU3BOJ/bHY
Tauky X € p o3sHauuMo X' = f(X) u X’ = f(f(X)). Heka je M = SXAq, N = SX'A\q u
R = X’MAX"N. Ilo OCHOBHO] TeOpeMH IIpOjeKTUBUTETA f = (p)%(q)%(p) jep IIpecjuKaBa
(A, X X')— (A,M,N) — (A, X,X"). AKo je f mapadoIN4KO, A je jefMHCTBeHa QUKCHA Tay-
Ka. Mehyytum, B = RSAp je Takohje pUKCHaA Tayka OfjaKJie ciaefu B = A, OTHOCHO A € RS.
YeTBopoTeMeHUK MNSR noBiauu H(AX'; XX").

A X X/ p X/ !

O6patHo, ako Baku H(AX'; XX), TO II0CTOjU yeTBOpOoTeMeHUK MNSR TakaB Jla UMaMO
A = MNASR, X' = MRANSu X € MS, X" € NR. Axo du B € p 61ia QUKCHA TayKa 3a f UMaIu
d1CMO KoJIMHeapHe B, BSA(q, S, Kao ¥ KosimHeapHe BSAq, f(B) = B, R, ofakie ciaenu B € SR
uortyna B = A.

Kao mocseuity oBOr 3aZjlaTKa UMaMo [ia je I1apadoJIUudKU IPOjeKTUBUTET f IIpaBe p
jenHOo3HavHO offpeljeH cBOjoM QUKCHOM TaYKOM A U CJIMKOM jefHe Tauke X' = f(X). HauMme,
fIX') je jemruHCTBeHa Tauka 3a Kojy je H(AX'; Xf(X')) (TeopeMa 2.69), 1ok OCHOBHa TeopeMa
IIPOjeKTUBUTETA jelTHO3HA4YHO ozipelyyje fca (A, X, X') — (A, X fiX)). A

3aparak 4.8. [lapado/IMUKU IIPOjeKTUBUTETHU IIpaBe p KOoju QUKCUPAjy JaTy TauKy Meljy-
COOHO KOMYTHPA]y.

Pememwe. Heka cy f U g mapadoIMUKU IIPOjeKTUBUTETHU IIpaBe p ca f(A) = g(A) = A. U3a-
SdeprMo IIPOU3BOJBHY IIpaBy ' > A U TaukKe B € p U S, Te HeKa je q = AS, C = f(B), D = g(B).
VBeguMo Tauke R = BSAr, Q = CRAq, T = DSAr. IIpOjeKTUBUTET (p)%(r)%’(p) IIpecIuKa-
Ba (A,B) — (A, (), 1ITO II0 IOCAeAUITH 3a/aTKa @ jemHO3Ha4YHO onpeljyje mapadosImuKu

IIpojeKTUBHUTET f. CacBuM ciu4Ho, (p)B(q)L(p) maje (A,B) — (A, D), o oxpehyje g. Kako
je (fog)(B) = fiD) = TQAp = g(C) = (g f)(B), TO lodHjaMo fo g = gof. A
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3agarak 4.9. /laTe Cy KOHKYpeHTHe IIpaBe a,p, q U TaukKe Aq,A,,As € a. AKO je f;: (p)‘%i(q)
3ai=1,2,3, 10Ka3aTy 1a BaXu fiofy ' ofs = fofy  ofi.

Pememse. 3a IIPOM3BOJLHO Py € p pasiv4uTO Off pAa, HeKa je Q1 = f1(P2) u Q3 = f3(P3),
a satum Py = f;l(Ql) U P = f;l(Qg). [IpuMeHa IlarrocoBe TeopeMe Ha TPOjKe KOJIU-
HeapHUX Taudaka Ai,A,A3 € a u Py,Py,P; € p faje KojiuHeapHe Tauke A1PyNA Py =
Q1, ApP3NA3Py = Qs3, A1P3ANA3P; = Q, oakiie BaXKU Q € Q1Q3 = ¢. [lajbe modujamo
(fiofy' ofs)(P2) = fi(P3) = PsA1nG = QU (fs o f, ' o f1)(Py) = f3(P1) = P1AsAq = Q, ofiaKe
ciegu TBpheme.

AJITEpHAaTUBHO, IPOjeKTUBUTETH f7 o f;l Hf30 fz“l Cy I1apadoJIMUKU Cca jefUHOM QUK-
CHOM TaykoM S, jep je {S} = anpnq, Te 110 3agaTky @.§ MeljycoGHO KOMYTHPajy, OflaKJIe
ciaenu (fy ofz_l) o (f3 of;1) = (f3 ofz_l) o(f1 ofz_l). MHOKe€eM 3/leCHa ca f, J0SHjaMo TpakeHy
jeqHaKocT. A

3agarak 4.10. /[aTe cy KOHKYpeHTHe IIpaBe a, b, ¢, d u Tauke P, Q, R KOje UM He IIPUIIa/ajy.
/loKasaTH Jja II0CTOjU TauKa X TaKBa Jla 3a CBake ueTupu tauke A €e a, Be b,Cec¢,Ded
3aKojejePe€ AB,Q € BC,R e CD,Baxxuu X € AD.

Pememe. /lepunummmo npojektusuret f = (a)2(b)?(c)E(d). Ako cy npase a,b, ¢, d KoH-
KypeHTHe y Ta4dKHu S, Taza je f(S) = S, Te je f mepClIeKTUBUTET, O/JaKJIe IIOCTOjU Tadyka X
TakBa JIa je f = (a)%‘(d). 3aTauke A, B, C, D Koje UCITyEH-aBajy yCJI0Be 3ajjaTKa BaXKu f(A) = D

omakJie ciaequ X € AD. A

4.3 XoMoreHe KoopauHaTe, fBOpasMepa

3a IpaKTUYHO payyHambe ABopasMepe Hajuelrhe KOPpUCTUMO GOpMYyITy (), 110 K0j0j
axo Baxku C — aA + Bﬁ uD — )/X + 63, OoHJa je (ABCD) = (B/a) : (6/y). U3 Teopeme
061jaMO0 OCHOBHE 0COdMHe Ha lepMyTaliijaMa Tadaka: (ABCD) = (BADC) = (CDAB),
(ABCD) - (BACD) =1 u (ABCD) + (ACBD) = 1. HamoMeHUMO U TO [1a je XapMOHUjCKa KOH-
jyrosaHocT H(AB; CD) camo kpahu samuc 3a (ABCD) = —1 (Teopema ).
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3aparak 4.11. Heka Cy Tauke eyK/JIH/CKe pPaBHHU JaTe IIPeKO CBOJUX CTaHJAPAHUX ey-
KJIUACKUX KoopauHaTta: A(1,1), B(3,2), C(3,0), D(4,1). OgpesuTu KOOpAUHATE IIpeceyHe
Tauke IpaBUX AB 1 CD. [IoHOBUTH pauyH y ciay4ajy ga je D(5,1).

Pememse. TaukaMma /10/ie/byjeMO XOMOIeHe KOOpAHHAaTe, O[JHOCHO BeKTOpe IIpe/iCTaBHU-
Ke, Ha IpuMep IpupogHo: A = (1,1,1), B - (3,2,1), (3,0,1), D - (4,1,1). ITo Jle-
—

MU @paquaMo CHO]HI/IHem x A xB = (-1,2,-1)u 6‘4[3 x Z‘) D = (-1,1,3),
Kao u cermTe E = (AVB)A(CVD) ca E o« (AVB)A (CvD5 (AVB) x (CVD) = (7,4,1). Xo-
MoOreHe KOOpAuHaTe Tauke E cy (7 : 4 : 1), Te cy eykiuuzcke (7,4). JexuHUa Ha tpehoj
XOMOT€eHOj KOOPAMHATH Ce CIy4YajHo I10jaBUIa, Te y CJIy4dajy APYror 6poja, eyKIUCKe Ko-
ciPJmHaTe IodHjaMo ofiroBapajyhum fesbemeM TUM SpojeM. YV caydajy D(5, 1) momespyjeMo
D = (5,1,1), Te ce Mmewa pauyH 3a CVD « (—1,2,3), ogakiie 3a E fodujamo F (8,4,0).
Caza Tauka E nMa xoMoreHe KoopauHare (8 : 4 : 0), ogHOCHO (2 : 1 : 0), a eyKIU/CKU je Y
OUTalky 6€CKOHAYHO CEIUINTe ITapaeJTHUX npaBux AB u CD. A

3aparak 4.12. 3a garte Tauke A(0 : 1), B(1:0), C(1 : 1), D(3 : 2), ogpeiUTH ABOpPasMepy
(ABCD).

Pememe. Hpnpo,aHH Hpe,ILCTaBHI/II_H/I cy A= (0,1), B - (1,0), C = (1,1), D= (3,2). Kako
jeC=A+BuD=24+3B,T0je (ABCD) = (1/1) : (3/2) = 2/3. /A

3aparax 4.13. 3aTauke A(1:0),B(2:1),C(4: 1), ompenuTu TauKy X Tako ja je H(AX; BC).

Pememe. 3a JaTe Tauke MOXKEMO Y3eTH IIPUPOJHE BeKTOpe IIpefCTaBHHUKe, NOK U3
H(AX;BC) ciegu X # A(1 : 0), Te II0CTOjU BEKTOP IIpeACcTaBHUK X = (X, 1). FIspasumo
BeKTope B U C IIpeKo BeKTopa AuXma cinenehy HaUMH:

B=21)=2-x010+x1)=2-x4 +X,
C=(41)=@-x10+(x1)=4—x4+X.

N3 H(AX;BC) je (AXBC) = —1, IoK gypeKTaH pauyH faje (AXBC) = (1/(2 —x)) : (1/(4 — x)),
oznakiie je (4 — x)/(2 — x) = —1 ¥ KOHa4YHO X = 3, OfHOCHO X = (3 : 1).

AJITepHaTUBHO, MO’KeMO IIPUMETHUTH [ja je A 6eCKOHAYHa Tayka, Te je X 110 JleMu -
apTHMeTHYKa CpefrHa Tadyaka B(2) u C(4), ogakiie ciaenu X(3), ogHOocHO X = (3:1). A

3aparak 4.14. Heka cy A1, A;, A3, A4 pasjiIMuuTe TauKe peasiHe IPOjeKTUBHe IIpaBe. 13-
padyHaTH IIPOU3BOJ U CYMY JBOpasMepa I10 CBUM IlepMyTaliyjaMa Tayaka, OfHOCHO

) [lpes, (Ao1402403404) = (A1A2434A4) - (A1A2A443) - ... - (A4A3A2A1);

8) Y ges, (Ac1Ac2Ag34cs) = (A1A24A3A4) + (A1A2A4A3) + . .. + (A4A3A2A1).

Pememse. 3a passmuuuTe Tauke A, B, C,D aHaJIUTUYKe IIPOjeKTUBHe IIpaBe I10 TeopeMu
- Baxu (ABCD) - (ABDC) = 1, xao u (ABCD) + (ACBD) = 1.V oba ciaydaja cBa-
Ka of] 24 IepMyTaliyja UMa CBOj 1ap, Te je [[;cg, (Ac1452403404) = 12 = 1, ogHOCHO
Yoes,(Ac1Ag2403404) = 121 =12. A

3aparak 4.15. OxpenuTy IpaBy Koja IIposasy Kpos3 Tauke A(2 : 5: 2) ©u B(8 : -1 : 1),
IoKasaTH /ia joj C(—2 : 16 : 5) mpumaza, a 3aTuM ofpeuTy D Tako fa je H(AB; CD).

Pemiewe. Heka je p = AVB, Taja je je ﬁ xAVBx A x B = (2,5,2) x (8,-1,1). OmaBpge je

[):A\/B:H_S1 i’—’g ﬂ‘g _51H:[7:14:—42]:[1:2:—6].
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Kako je ? : ? =(-2,16,5) - (1,2,—6) = 0 mMaMo ? 1 ﬁ, opakie C € p. U3 ? = aX + B?
crepu (—2,16,5) = (2a + 8B,5a — B,2a + p), oflaKse je_)a = 3, = —1, omHOCHO a = —3p.
Kako je H(AB;CD), To Baxxu (ABCD) = —1,Te3a D = yA + §B mmamo (ABCD) = By/(aé),
ofHOCcHO —1 = —y/(36), omakye jey = 368.3a8 =1,y = 3 je D 34 + B - (14,14, 7),
OMHOCHOD =(14:14:7)=(2:2:1). A

3aparak 4.16. Heka cy A, B,C,D pasjn4yuTe KOJIMHeapHe TauyKe peajiHe IIPOjeKTUBHeE
paBHHU. /loKasaTH [la je TaYHO jefHa HeraTUBHA OJ TpU ABopasMmepe: (ABCD), (ACBD),
(ADBC).

Pememse. 13 ocosuna je (ACBD) = 1 — (ABCD) u (ADBC) = 1 — (ABDC) = 1 — (ABCD)~1. 3a
X = (ABCD) umamo (ABCD)(ACBD)(ADBC) = x(1—x)(1—1/x) = —(x—1)? < 0, ofakJie caegu
HeIlapaH 6Po0j HeraTUBHUX ABopasMmepa. Kako je (ABCD) + (ACBD) =1 > 0, To je dap jegHa
IBOopasMepa II03UTUBHA, Te je TAYHO jeffHa HeraTUBHA, a IIpeocTasle [Be Cy IIOSUTUBHE.
A

3agarak 4.17. Axo cy zrate gBopasMmepe (ABCD) u (ACBE), uspasutu (ADEB).

Pememe. AKO je C—ad + ﬁﬁ, D= VX + 63, F- uX + vf, UMaMo

(ABDE) — ‘; : Z _ (5 : Z) : (5 : i) — (ABCE) : (ABCD).

Kopucrehu ocoduHe gBopasMepe 10d1jaMo

(ADEB)— — L _ _ 1 1 1 B (ABCD)
- 1 - ABCE) ~— 1-(ACBE) ~— _1’
(ADBE) ~ 1 (ABDE) — 1 _ (45— 1 _ 14CBE) — (ABCD) + (ACBE) ~ 1

IIITO pelllaBa 3ajaTak. A
3anarax 4.18. Axo je H(AB;CD), H(AC; BE) U H(AD; EF), uspadyHaTH iBopasMepy (ABEF).

Pememe. Heka je C=ad + ,Bﬁ. U3 (ABCD) = —1 cinenu D xad - BE. U3 (ACBE) = -1
je (ABCE) = 1 — (ACBE) = 2, ofakiie je F x ZaZ> + Bﬁ. N3 (ADEF) = —1, KaKo Baxu
F 204 +[3§ = BaX—(aX—Bﬁ) = BaX—B,Toje? x 3aX+B :4a2—[3§, OJlaKJie
pauyHamo (ABEF) = (B/(2a)) : (—p/(4a)) = —2. A

4.4 TIpojeKTUBHUTETH y RP?

[IpojeKTUBUTETH Y peaHOj IpojeKTUBHOj paBHU (TeopeMa ), Kao U IIpoMeHa Ko-
OpAHHAaTa Ha peaJHoj IIP0jeKTUBHOj IIpaBoj (TeopeMa ) MTHIYKOBAHU Cy peryJiapHOM
JIMHeapHOM TpaHCcPOopMaIlHjoM, IIITO 3HAYH [la je Be3a U3Mel)y KoopAurHaTa HeKa pery-
JIlapHa MaTpHIia peza 2. HarmoMeHUMO Jia je fBOpasMepa UHBapHjaHTa IIPOjeKTUBUTEeTa
(Teopema ).

3aparax4.19. Tauke A1(2:1),A,(3:1)uB(4: 1) raTe XOMOTeHUM KOOpAUHATaMa (X1 : X2)
oZladpaHe Cy TUM peJioM 3a dasHe TauKe HOBOT CHCTeMa XOMOI'eHHUX KOOPJAHHATA (X] : X5).
OppenuTH Besy U3sMel)y cTapuX U HOBUX KOOPAHHATA.

Pememse. [IpoMena koopauHara y RP! je HHAyKOBaHa peryJiapHOM JIMHEapHOM TPaHC-
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e je (X} : X5) — (X1 : Xp) crpera usMel)y HOBUX M CTapHUX KOOPAHMHATA IIPOH3BO/bHE
TauykKe. Y HOBOM CHUCTeMY JiaTe TadyKe Cy da3He, OJHOCHO UMajy KoopauHare (1:0), (0: 1),
(1:1), Te xopuctumo Bese (1:0) — (2:1),0:1)— (3:1)um(1:1) — (4:1)Koje HaC
I0BOJle 10 KoedUITHjeHaTa TpakeHe MaTpulle. /[odHjaMo CUCTeM jefHaUYMHA

ZAl = Mmq
AL =my

3A2 = Mqy
Ay =myy

423 = mqy1 +myy
A3 =my1 + My,

oflakuie ciaequ 4(Aq + Ay) = 241 + 315, OMHOCHO Ay = —2A4. OfjaB/ie je jeIUHCTBEHO pelllerne
My = 2A1, My = A, My = —6A4, Myy = —2A¢, Te Ay # 0. TpakeHa Besa je

(=G DG w22 D).
X3 1 -2/ \x, X 1 -2/ \xy
jep je mpoHaheHa MaTpHIla CIydajHO CpasMepHa CBOM UHBeP3Yy.

HammomeHmMo fja 1ipu ofipehiuBamy KoepHUIljeHaTa TpakeHe MaTPHIle 0IMax MOKe-
MO eJIMMUHUCATU TapaMeTpe A. HauMe, 3a TauKy A; 0AMax UMaMo My = 2Myq, 3@ TAUYKY
B je myy; = 3myy, IOK 3a TauykKy C BaXKu myq + My = 4(my1 + myy). Ha 0Baj HauWH ymMecTo

cucrema 6 je;[Ha‘-II/IHa ca 7 HelI03HATHUX peniaBaMo CHUCTEM 3 ]'e,ILHa‘II/IHe ca 4 HeIllo3HaTe.
A

3aparak 4.20. Hahu ¢opMmyiie IpojeKTUBUTeTa KOjU IIpeciirKaBa Tauke A(0 : 1), B(1: 0),
C(1:1)yrauke A’(1:-1),B'(1:1),C'(1:3).

%
Pememe. [IpojekTuBUTET AX = MxX je MTHAYKOBaH peryJapHoM JIMHEapHOM TpaHCchop-

MalijoM
my; m
M ( 11 12) ‘
Mz My

Bese (0,1) — (1,-1), (1,0) — (1,1) u (1,1) — (1, 3) ogpelyyjy crcTeM jefHaUYNHA

A =My | Ag=myq | Az =myq +Myy
—A1 =Myy | A = Myq | 3A3 = Myg + Myy,
a eHHMHHaHHja IIapaMeTapa ,uaje mqy = —Myy, M1 = Myq, 3(m11 + mlz) = My + Myo.

3aMeHOM IIpBe U pyTe jeqHauuHe y Tpehy, godujamo 2mq; = 4my,, OfaKJiie ce Joduja

wa(2 1) (2 )3

2 1 2 1
IIITO je Tpa’keHa MaTPHIla, OTHOCHO Tpa>keHe Gpopmysie IIPOjeKTUBUTETA. A

3amarak 4.21. Heka je f IpOjeKTUBUTET peaJIHe IIPOjeKTHUBHeE IIpaBe p U Ay € p. YKOJIU-
KO BaXkU A1 = flAn) 3an > 01 Ag = Ap, 0/ipesuTy aBopasMepy (A1A2A4As) YKOJIUKO
IIOCTOjH.

Pememe. YKOJIUKO JABOpasMepa (A1A,A4As) TIOCTOjU, TO 360T UHBapPUjaHTHOCTH IIPOjeK-
TUBUTETA II0CTOje U ABOopasMepe (AyA3AsAg) U (A3A4ApA1), OfaKIIe Ciefu fa Cy Tadke
Ag,Aq,Ay, A3 pasiinunuTe. Ha m1paBoj p yBOAMMO XOMOI'eHe KoopAuHaTte ca Ag = (1 : 0),
A;=(0:1),A2 =(1:1) (Teopema @D), oK je A3 = (a:1)3aHeko a ¢ {0,1}. [IpojeKTUBHU-
TeT je UHAYKOBaH peryJapHoOM JIMHeapHOM TpaHCOpMaIiijoM O/laKJIe je

T mqy My 47
Mn+1 == ( An .
mp; My
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3an=0u3(1:0)— (0:1)cmegumy; =0.3an=1u3(0: 1) — (1:1) ciregur myy = my,. 3a
n=2u3(1l:1)w (a:1)cregua(my+myy) = myg+myy, OJAKIE UIMAMO a(Ma1+Myp) = My,
IIITO HAaC JOBOJU 0 MaTpUIle M IpojeKTUBUTETA [ KOja je 06IUKa

0 a
Mo<(1_a a).
JlaJbuM padyyHOM 081jaMo Tauke Ay, As U Ag ca
A% (0=l o)~ (o)
t%\1-a a/\1) " \a@2-a)) *\2-4a)°
x (0 a)(l)_(Za—a2>
5%1-a a/\2-a) " 1+a-a?)’
?OC( 0 a><2a—a2>_< a(l+a—a?) )O<<1+a—a2>
7 \1-a a/\1+a-a*)  \a(1-a)2-a)+1+a—a?) 3—2a /)’

ITo ycoBy 3azaTka Ag = Ag = (1: 0), Te je 3 — 2a = 0, OGHOCHO a = 3/2, OJIaKJIe CIen

0 3
M x (_1 3) ,
Te Az = (3 : 2) A, = (2 : 1) HMmamo (A1A2A4A5) = (AOA1A3A4) = (2/3) : (1/2) = 4/3 A

3amarak 4.22. Heka je fIIpOjeKTUBUTET peajiHe IIPOjeKTHUBHE IIpaBe p U Ay € p. VKOIU-
KO BaKU Ap1 = flAn) 3an > 0,1 As = A ofipefuTH MOTryhe BpeJHOCTU JIBOpasMepe
(AoA143A4).

Pemrewe. V muTamy je BapHujaluja 3amaTkKa . VKOJIMKO Tpa’keHa [AgBopasMepa
(ApA1A3A,) TIOCTOjU, TO CYy TauKe Ay, Aq,A,,As, Ay pasiuuuTe. Ha IIpaBoj p yBOJZUMO XO-
MoreHe KoopauHate caAg = (1:0),A1 =(0:1),A, = (1:1).V 3agaTky CMO MaTpHULy
3a fuspakaBaJlu IIpeKo aprHe KoOpAUHaTe TaukKe As(a : 1) Kojy He 3SHaMoO. JefTHOCTaBHUje
je KOPUCTUTHU CaMo YCJIOB (Ag, A1) — (A1,A2) OflaKJIe 106HjaM0 MaTPHUILy IIpOjeKTUBUTETa

odJInKa
0 1
M x <b 1> ,

e je 3anpaBo_b>: (l)— a)/a. ,[LamejeXé x MZ; = (1, b+1),TeXi o MKg> = (b+1,2b+1)uHa
Kpajy (1,0) = Ay < A5 o MA4 < (2b+1,b?>+3b+1). OgaBze je b>+3b+1 = 0, ofakJie I10CTOje
nBa pemema, b = (-3 + /5)/2. Kako umamo Az = 140+ (b+1)A; I/IE x (b+1)XO>+(2b+1)Kl>,
TO J0dUjaMO

b+1 2b+1 b*+2b+1  -b 3Fv5  1+V5

1 "b+1  2b+1  2b+1 2(—2++/5) 2

(ApA1A3A,) =

IIITO Cy MOoTryhe BpeHOCTH ABOpasMepe. A

3aparak 4.23. /laTe cy Tauke IpojekTuBHe mpaBe A(0 : 1), B(1: 1) u C(2 : 1). Ogpenutu
CBe IIapadoJInyKe IIP0jeKTUBUTETE KOjU CIUKajy (A,B) — (A’,B’) Tako f1a je (ABCA') =3 u
(ABA'B") = 16/15.

Pemerse. 113 é: A +2BsaA —ad+pBBje3— (ABCA') = (2/-1) : (B/a) = —2a/B,
— —
onmakie cmefu A’ < —3A + 23, OJHOCHO A" = (2: —_}1). 3aB =yA+ SB modujamo 16/15 =
— =
(ABA'B’) = (2/-3) : (6/y), omakue je 5y = —88, Te B’ «x —8A + 5B, ogHOCHO B’ = (5: —3).
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Axo je M MmaTpu1ia ipojektuBuTeTa AX' = MX U3 A — A’ je (myz, myy) < (2,—1), jox
B — B’ naje (mq1 + myy, my1 + myy)  (5,—3). OgaBne fodujaMo jefHaUUHeE Myy; = —2Myy
U 3(mqy; + myy) + 5(my; + myy) = 0, U3 KOJUX je 5my; = myy — 3myq. IIpOjeKTUBUTET je
IapadoJIMYKHU aKo je IUCKPUMUHAaHTa KapaKTepPUCTUYHOT II0JIMHOMA HyJIa, 0{THOCHO aKo
je (tr M)? = 4 det M, I1ITO iaje jeJHAUMHY (Mq1+Myy)? = 4(M11Myy—Mq2My1 ). AICKOPHUCTHMO
JIA IIPeTXOHe jeTHaUHEe UMaMO Sm%1 +10mqyymys + 5m§2 = 20mq1myy +8myy(Mmyy —3myq),
OJTHOCHO Sm%1 +14mqiymyy — Bm%2 = (my1 + 3my,)(5my; — myy) = 0, LITO J1aje ABa pellerna
mqyq; = —3myy U 5my; = my,. KoHauHo,

3 2 5 -50
M“(—z 1) = M“(z 25>

Cy MaTpHIIe IBa TpakeHa IIPojeKTUBUTETA. A

3aparak 4.24. Tauke 1pojekTuBHe 1paBe A(1),B(2),C(3),D(co) faTe Cy CBOjoM apHrHOM
KoopauHaToM. OfpesTy BopasMepy (ABCD). AKo je fTIpOjeKTUBUTET 3a KojU je f(A) = B,

f(B) = C, flC) = D, oppenut f(D).

Pemewe. Kako je B ouHIyIefHO CpefuilTe Oy>Ku AC, a Tauka D 6eCKOHayHa, TO BaKU
(AC; BD) (Jlema [2.75), ofHOCHO (ACBD) = —1. iMaMo (ABCD) = 1 — (ACBD) = 2, Te padyH
naje

(BCDA) = ! = L = ! = ! = 2.

(BCAD) ~ 1— (BACD) ~ 1— jgfyy  1-13

/IBopa3Mepa je UHBapHjaHTa IpojeKTUBUTeTa ofakie je (BCDf(D)) = (ABCD) = 2, a KaKo
uMaMo (BCDA) = 2, To 1o Jlemu Mmopa édurtu f(D) = A.

HapaBHO0, 3a7jaTak ce MO>Ke pelllaBaTH Ha KJlaCU4aH HauUH, yBoljeleM XOMOTeHUX KO-
opguHata A(1:1),B(2:1),C(3:1),D(1:0), a3aTUM TpakermheM MaTpUIle [IPOjeKTUBUTA
(A,B,C) — (B,C,D). IIo OCHOBHO] TeOpeMHU IIPOjeKTUBUTETA, MaTPHUIla MOpPa SUTH

1 -5
M (1 _3>
. =g
jep OHa OUUIJIeJHO UCITYKaBa HaMeTHYTe yciaoBe. [lajbe je f(D) MD - M(1,0) = (1,1),

ozmakie nodujaMo f(D) =(1:1) = (1) = A. A

3agartak 4.25. Axo je (ABCD) = 2, (ABCE) = 3, (ADEF) = —2, a fIpOjeKTUBUTET 3a KOjH je
flA) =D, f(B) = E, f(C) = F, f(D) = G, uspauyHatu (ABCG).

Pemremse. PesysiTaT He 3aBUCH Off 1360pa XOMOI'€HOT CCTeMa KOOPAUHATa, Te ra MO>KeMO
yBecTd ca A(1 : 0), B(0 : 1), C(1 : 1). Caga Tauka X uMa KoopauHarte ((ABCX) : 1), Te je
D2 :1),EB3:1).Kakoje E — A + D u (ADEF) = -2, T0je F x 24 — D, OfHOCHO
F=(0:1)=B.U3f(A) =D, f(B) = E, f(C) = F todujaMo MaTpUIly IpOjeKTUBUTETA

6 —6
M <3 _2> ,
_>
OflaKJIe caemu 8 x MD = (6,4). lakie, G = (3/2 : 1), u KOHauHO (ABCG) = 3/2. A
3azarak 4.26. Hahu GuKCcHe Tauke IIPOjeKTUBUTETA AX] = 2X1 — Xg, AX, = X1 +4X;. Ofpe-
ITUTHA GOPMYyJIe OBOT IIPOjeKTUBUTETA Y HEKOM KOOP/IMHATHOM CUCTeMY Y KojeM je pUKCHA

TauykKa SecKoHauHa.
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4.4. TMpojekTBMTETN y RP?

%
Pememse. /[aT je IIpOjeKTUBUTET AX' = AX 4yja je MaTpULia
2 -1
A (1 4 > '
KapaKTepHUCTUYHU II0JITHHOM

2-1 -1

det(A—/\]l):‘ 1 4_2

=@ NE-N 1= 2 6A 9= (-3

MMa caMo jefHY (IBOCTPYKY) HyJIy A = 3. CoIICTBEHE BEKTOpe X I06HUjaMo pelllaBakbeM

jerHaYMHe
a-a¥ - (7 () -0)

Jlodujamo x, = —Xx; IUTO Jaje X (1,-1), ueMy oaroBapa jefMHCTBeHa QUKCHA TayKa
(1:-1).
[IpoMeHy KOOpAHHATAa IIpe/icTaB/ba MaTPHUIla IIpestacka M ca cTape Ha HOBY 6asy, IIpH

yeMy je Be3a U3Mel)y cTapuxX U HOBUX KoopAuHaTa faTa ca A X = MXy. ’Kesumo f1a QUK-
CcHa Tauka (1 : —1) rmocraHe S6ecKoHa4yHa, 0AHOCHO (1 : 0). BekTop (1,0) je 1IpBU 6a3HU
BEKTOP U HeTOBU KOeQUITUjeHTH Y CTapoj 6asu Cy, periumo, (1, —1), Te UX yIIuCcyjeMo y
IIPBY KOJIOHY MaTpHUlie IIpesacka. Ha oBaj HAUMH UCIIyHaBaMo yCJIOBe 3a7jaTKa, JO0K Ma-
TPHUILy M KOMILJIETUPaMO JPYyrOM KOJIOHOM, TaKO IIITO YITUIIIeMO SUJIO IIITa IITO UCITYHa-
Ba yciioB det M # 0. Ha mpuMep, HOBU KOOPAUHATHU CUCTEM MOKeMO 3aJlaTU MaTpUII0M

Ipesacka
1 1
M= (—1 0)‘

) 1 . — —
[IpojekTUBUTET AX' = A?, IIpeJIaCKOM Ha HOBe KOOpAMHaTe mocraje AMX), = AMXy, of-
HOCHO UMaMo AX), = (M—TAM)Xy, Te je ogroBapajyha MaTpHIla IIpOjeKTHBUTETA

0 -1\ /2 -1\ /1 1 -1 -4\ /1 1 3 -1
—1 _ _ _
Ay o M AM(I 1)(1 4)(—1 0)(3 3)(—1 o)(o 3)'
[IpoMeHa KoOpHHATAa Jjaje IIPOjeKTUBUTET
— _
=5 5 )%
KOjU ouuriefHo pukcupa Tauky (1:0). A

3agarak 4.27. Hahu ¢puKCcHe Tauke IIPOjeKTHBHUTETA AX; = 2X1 + 3X2, AX), = 3X1 + 2Xo.
OnpefuTH HOBU KOOPAUHATHU CUCTEM YV UHUjUM je aQMHUM KOOpAUHAaTaMa Taj IIp0jeKTU-
BUTET XOMOTETHja ca [IeHTPOM y HYJIH.

—>
Pememe. /[aT je IPOjeKTUBUTET AX' = AY, 4uyja je MaTpULia

2 3
A“(s z)'

KapaKTepI/ICTI/I‘-IHI/I IIOJITMHOM

2—-A 3

det(A—/\]l):‘ 2 5

=@ A= @+ D(R-5)
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lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

HMMa IBe jeJHOCTPYKe HyJle A1 = —1 1 A, = 5. CoICTBEHe BEKTOPE 0SHjaMO U3 jeJHAUNHE
(A—A;1)X = 0, a KaKo 3HaMO Jja Cy COIICTBEHH IIOTIIPOCTOPHU JUMEH3Hje jeflaH UMaMo
Ker(A—A; 1) = Span{(—1,1)} uKer(A—A, 1) = Span{(1,1)}, ogakse rodujaMo iBe GUKCHe
Tauke (—1:1)m(1:1).

[IpojeKTUBHUTET je XOMOTeTH]ja aKo PUKCcHpa SeCKOHAUHy TaUKy U I[eHTap, faKJie QUK-
CHe TauKe Y HOBOM KOOPAWHATHOM CUCTeMy Mopajy 6utH (1:0) u (0 : 1). 3agaTax pelia-
BaMO TaKoO IITO IIpecaukamo Tauke (—1:1)u (1:1)y (1:0)u (0 : 1), He HY)KHO Y TOM
perocieny. Tauka K0joj oAroBapa BeKTOP IIPeCTaBHUK YIIMCAaH y IIPBY KOJIOHY MaTpH-
I1e IIpeJsiacka Ipesasu y (1 : 0), OK Tayka K0joj oAroBapa BeKTOp IIpeACTaBHUK YIIUCAaH
y Apyry KOJIOHY MaTpHIie IIpesacka Ipesasu y (0 : 1). 3agaTak 3aTo UMa SeCKOHAYHO
MHOT0 pelllea, a jefHO 0/1 jeJHOCTaBHUjUX je MaTpHIla IIpeacKa

(-1 1 o ,1_1<—1 1>
M<1 1),3aKOJY]eM =501 1)

/lpyra pellleka MOTY ce IOSUTU TaKo IITO APYTY KOJIOHY MaTpuIle M IOMHO>XHMO IIPOU-
3BOJbHUM HeHYyJIa CKaJIapoM.

= —>
[IpojekTuBUTET AX = AY, Yy HOBUM KOOpZAHHaTaMa IlocTaje AXy = (M—lAM))TfV, Te
oAroBapajyha MaTpuIiia IIpojeKTUBUTETA II0CTaje

1/-1 1\ /2 3\ /-1 1 10
1 _ 1 o
Ay oM AM_Z(I 1)(3 2)(1 1)‘(0 5)'
OBa ITpoMeHa KOOpUHATA Jiaje IpecuKaBaibe

= (-1 0\
AX;V:(O S)XN’

Koje ounrneqHo ukcupa tauke (1:0) u (0: 1), Te je y IUTay XOMOTeTHja. A

3aparak 4.28. /lokasaTy ga y RP! II0CTOjH jeIMHCTBEH IIapaSOIMUKH IIPOjeKTUBUTET |
KojeM je aTta Tauka A QUKCHa, IIpu yeMy je f(M) = M’ # M. JlokasaTtu ga 3a M" = fiM')
BaXku H(M"M; M'A).

Pememe. YBeJUMO KOOPAWHATHU CUCTeM Sa3sHUM TaykaMma: A(1: 0), M(0 : 1), M'(1 : 1).
AKo je P ca yiasuMma p;; MaTpHUIlA IPOjeKTUBUTETA f, TO U3 A — A 0dujaMo ps; = 0, 10K
U3 M — M uUMaMo pyy = P22, T€ je

P <P11 Pzz)
0 p2

Kako je kapaKTepuCTHYHU ITOJTUHOM det(P — A1) = (p11 — A)(p22 — A), YCJIOB 7a je f1a-
PadoJIMYKO /laje UCTe COIICTBEHE BPEJHOCTH P11 = P22, LIITO HAC JOBOLHU [0 je JUHCTBEHOT
IIPOjeKTUBUTETA KOjer ofpeljyje MaTpuiia

11
Po <0 1)'
_>
Jlabe je ]\7 x PM' = P(1,1) = (2,1), ogHocHo M" = (2 : 1). Kaxko je 2]\7 = ]W + Mu
24 — M — M, umamo (M'MM'A) = (1/1) : (—1/1) = —1 u 3aT0 je H(M'M: M'A). A

3aparak 4.29. AKO IIpojeKTUBUTET y RP! cimka (A, B, C) — (B, C,A), 0H/Ia je OH eJTUIITHY-
KH.
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Pemremse. 3a/jaTak ce MOJKe pelllaBaTH YBOljeleM KOOPJUHATHOTI CHCTeMa Y KOjeM Cy Jia-
Te TaukKe da3He, HAKOH Uera ce M3padyHa KOHKpeTHa MaTpPUIla IPOjeKTUBUTETA, a OH/Ia
IIPOBepH Zla OHa UMa CaMO0 KOMILJIEKCHe COIICTBEHE BPeJHOCTU. AJITEPHAaTUBHO, MOYKEMO
UCKOPHUCTUTH 3aJaTak . AKo 64 X dria GUKCHA TauKa, 360I UTHBAPHjaHTHOCTH JBO-
pasMepe y 0lHOCY Ha IIpojeKTUBUTeT uMaMo (XABC) = (XBCA) = (XCBA), Te cy (XABC),
(XBAC) = (XBCA)~! u (XCAB) = (XCBA)~! uctor 3Haka 1o je Hemoryhe. 3aT0 IIPOjeKTH-
BUTET HeMa QUKCHUX TayaKa U jecTe eJIMITUYKHU. /\

3aparak 4.30. Oxpenutu popmysie U UKCHE TauKe HHBOJIYTUBHOI IIPOjeKTUBUTETA 3a-
IaTor ca Ba rapa oarosapajyhux tagaka: A(1:2),A’(1:0)uB(2:3),B'(8:1).

Pemieme. 113 A — A’ UMaMO Ay = aq; + 24y, 0 = dy1 + 2ayy, OMHOCHO dy; = —2dy;. U3
A’ — AumMamo Ay = a1, 243 = a1, OMHOCHO dy1 = 2aq1. I3 B — B’ mmamo 843 = 2ay1 + 3aqy,
A3 = 2ay1+3ay;y, ojaxiie je 8(2az; +3ayzz) = 2a;1+3aq2. [IpBe IBe jefHaUYMHE ajy dz; = 241
U ayy = —ay1, IIITO 3aMeHOM y Tpehy naje a,o, = 2a;1, Te Cy TpaskeHe popMmyJie

KapaKTepHCTHYHH MOIHHOM je det(A — A1) = (1 — A)(=1 — A) — 2- 2 = A* — 5, mrTo faje
COIICTBEHE BPeTHOCTH A; = /5 U A, = —/5. OiroBapajyhu corcTBeHH BEKTOPH IIPe/ICTa-
BJbajy QpuKkcHe Tauke (14 v5:2)u (1 -V5:2). A

3agarak 4.31. Mopa Ji1 KOMIIO3UITHja 1Ba UHBOJIYTUBHA IIPOjeKTUBUTETA SUTU UHBO-
JIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET? MOJKe I KOMIIOSHUITH]ja eJTMIITUYKOT ¥ XUIIePSOIMYKOT MHBO-
JIyTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA SUTHU eJIUIITUYKU MHBOJYTUBHU IIPOjeKTUBUTET? MoyKe JIU
KOMIIO3HUIIHja eJTUIITUYKOT ¥ XUIIePSOJINUYKOT UHBOJIYTUBHOT IIPOjeKTUBUTETA SUTHU XU-
I1ePSOIMYKU UHBOJIYTUBHU IIPOjeKTUBUTET?

Pemense. I1o Teopemu R.81, HeMieHTHYKY MHBOJIYTHBHHU IPOjeKTHBUTET UMa MaTPHITY

TO UMaMOo IIPOX3BO/] 1B MHBOJIYIIMje KOjU HUje HHBOJIYIIHja U OATr0BOpP Ha IIPBO IIUTake
je HeraTuBaH. IllTa MO)Ke SUTH KOMIIO3UITHja €JIUIITUUYKOT U XUIIePSOIUYIKOT UHBOJIY-
THUBHOT IIPOjeKTUBUTeTa? AKO je E MaTpUIla eJIUIITUYKOTL, a H MaTpUIla XUIIePSOJIUUKOT
Tagia Baxku detE > 0 u detH < 0 (Jlema 2.82). MeljyyTum, det(EH) = detE - detH < 0, Ta-
KO Jla KOMIIO3UIIYja He MO>Ke SUTH eJIUIITUYKA, IIITO Jlaje HeraTUBaH O/ITOBOP U Ha JPYTo

=

WIyCTPYje IIOTBPZAAH OATOBOP Ha Tpehe muTame. A

3aparax 4.32. YV apuHoj paBHU faTe cy npaBe a: y = 0,b: y = x 1 Tauka S(0, 2). Ha 11paBoj
a yBeJleH je XOMOTeHU KOOPJUHATHU CUCTEM (X7 : Xp) da3HUM TaukaMa A;(1,0), A,(0,0),
B(2,0), 1ok je Ha IpaBoj b yBeZeH XOMOIeHH KOOPJAUHATHH CUCTeM (X] : X,) 6a3HHM Tau-
kaMma C1(0,0), C5(1,1), D(2,2). V gaTUM XOMOTeHHUM KOOpAUHAaTaMa ofpenuTu Gopmysie
IIepCIIeKTUBUTETA (a)3(b).
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Pememse. /la SucMo ofpenwin dopmyite 3a f = (a)$(b) moTpesHa cy, 1o OCHOBHO] Teope-
MU IIPOjeKTUBUTeTa, TPHU I1apa oAroBapajyhux tadaka. Huje jiomre fa ce Meljy THUX IiecT
Tayaka Halje I1IITO BUIIle OHUX YHje XOMOreHe KOOp/AHUHaTe YHallpes 3HaMo (jep cy dasHe),
Ha IIpUMep MOXKeMO pajuTH ca f(A;) = Cy, fiB) = Cy, fIlX) = D.V oBOM ciy4ajy jequ-
Ha HeIlO3HATa Tayka je X, a ca CJIMKe BUAKWMO [1a je y IMTalky 6eCKOHAaYHa TaykKa IIpaBe
y = 0, 0ofHOCHO TaukKa 4uje 64 aprHe KOOpAMHATe HajJlaKIlle oIrcaau ca X(oo, 2). Melhy-
THUM, aprHe KOOpAMHATe HUCY OHe y KOjMa MopaMo 3amucaTH f. 360r Tora je IOTpesHO
Hahwu Be3y usMmely IpupoAHUX KOOpPAWHATA (a; : dy) HA IPaBoOj a, Koje 1odujaMo u3 adpu-
HUX KoopauHara IryreM (x,0) — (x : 1), ¥ HalllMX XOMOTeHUX KOOpPAUHATA (X1 : X3), IIITO
ce MOJKe YpaJiuTh MaTpULioM M Ha ciefehy HaUUH:

(- (s 7 @)
X2 My Mpy/ \dy

KoeduiujeHTte MaTpHile HajJla3UMO U3 II03HaBaka KOOpAUHATa Tadaka Aq,A;,B y 0bda
cucreMa. HanmMe, oBe Tauke y IIPUPOJIHOM apUHOM CHUCTEMY MMajy pefioM KOOpJUHATe
(1:1),(0:1),(2:1), mox cy y HalieMm cucremy dasHe (1 : 0), (0: 1), (1: 1). 3a TauKy A,
IodujaMo myy + Myy = 0,32 A, je myy = 0, IOK U3 TauKe B CJIeu 2myq + Myy = 2Myq + Mys.
PemraBame cuCTeMa jefHauYMHa Jaje myp; = 0, my; = 2myq, My = —2my1, OJaKJIe T06HUjaMo

OBa Be3a HaM CJIy>KH Jia OipeIMMO KOOp/JHAaTe TauKe X KOja UMa [IPUPOJHe KOOPAHUHATe
(1:0). Kako je X = M(1,0) = (1, 2), To godujamo xoopguHaTe X(1 : 2). CBe je cripeMHO /1a
OJlpeJIMO TPa’keHU I1epCIIeKTUBUTET

() =G ) G2):
X'g Ny1 Ng2/ \X2
N3 A(0 : 1) — Cy(1 : 0) cztegut ngy = 0, u3 B(1 : 1) — Co(0 : 1) je ny1 + nyp = 0, a U3

X(1 :2) — D(1: 1) uMamMo ny; + 2n1; = Ny; + 2ny,. PelllaBameM cucTeMa jeJHa4yKMHa
IodujaMo ny; = —nNyy, Ny; = Nig, Npy = 0, IITO KOMIUIETHPA MaTPUILy 3a f U TpakeHe

dbopmyJie
1(3)=(3 o) (o)
Xy 1 0/ \xy
AJITepHaTUBHO MOKeMO ITocMaTpaTy Tauky Y(2/3,2/3) 3a Kojy je f(A;) = Y, HaKoH

yera KOPUCTUMO (A1,A,,B) — (Y,Cq1,C,). basHe Tauke C;1(1:0),C2(0:1),D(1: 1) ca ipaBe
b umajy npupogHe KoopauHare pegoMm (0: 1), (1:1), (2: 1), uTo faje Besy

/ _ !
() -G 0) (@)
X 1 0/ \a,
JlodujeHa Besa off IPUPOJAHUX KOOpAUHATA (2 : 3) TauKe Y [jaje lheHe XOMOIeHe KOOPHU-
Hate (—1: 1), omakiie KOHAYHO MOXXKeMO M3BECTH TpakeHe popMyJie Kao paHuje. A
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4.5. KonunHeauuje

4.5 KosmHeanuje

V peaJiHOj IpOjeKTUBHOj paBHU CBaKa KOJIMHeAIllja je IIpojeKTUBHA KosrHeanyja (Te-
opeMa ). Tako ce KosiMHeaIHja (Kao IIpojeKTUBHA KoJIMHealrja) 110 OCHOBHOj Teope-
MH KoJIMHeanuje (TeopeMa P.66) jeJHO3HAUHO 3ajiaje ca Ba YeTBOPOTeMeHHMKa. XapMo-
HUjCKa KOHjyrOBaHOCT je BaKHa MHBapHjaHTa KosinHeanyje (Teopema ).

3aparak 4.33. AKo KoJIMHealvja 1aT YeTBopoyrao ABCD ciuKa y IapaJiejiorpaM ofpe-
IUTH jOj IIPOTHUBOCY.

Pememe. Kako je A'B’' || CD'u A’D’ || B'C’, To cy Tauke A'B'AC'D' u A’D'\B'C’' 6ecKkOHauHe,
ofakJie ciaenu fa ABACD u ADABC nipuIiaziajy IpoOTUBOCH.

AJITepHaTUBHO, YeTBOPOYTao je IapaJieiorpaM ako U caMo aKo My Ce yjaroHaJie I10-
JoBe. AKo je E = ACABD, meHa ciuka E' Mopa 6UTH cpefuIlTe ay>xu B'D’ u A’C'. To Hac
MOTHUBHUIIIE [1a yBeJieMo Tauke M U N Tako f1a BaKU H(AC; EM) 1 H(BD; EN). IIpyMeHOM KO-
JIMHeallyje UHBAPUjaHTHOCT faje H(A'C'; E'M’') u H(B'D’; E'N’), ojakJie cjiefy 1a Cy TauKe
M’ u N’ 6eckoHauHe (Jlema ). KoHauHOo, M 1 N nipHIiazajy IpoTUBOCH U = MN. A

3agarak 4.34. Heka je ABCD xBajpaT ca IIeHTpOM S U HeKa cy T ¥ R peZjoM CpeauIlITa
ny>ku CD u AD. AKo IIpojeKTUBHA KoJIMHeanyja f npeciaukasa (A,B,C,D) — (B,C,S,T),
KOHCTpyHcaTH f(R).

Pememwe. Heka je f(R) = X. U3 R € AD cinenu X € BT, Te HaM je IIOTPESHO jOII HEIITO.
N3 S = ACABD umamo f(S) = BSACT = D. llocmatpajmo U = RSAu,, = ABACD 3a Koje je
flU) = BCAST = ADAu., = P. ImamMo f(RS) = f(SU) = f(S)Vf(U) = DP = AD, ofakje 360T
R = ADARS nodujamo X = BTAAD, 0fHOCHO X je TauKa CUMeTpHUYHa A y 0OfHOCY Ha D.

AJITepHaTUBHO, MOKeMO IIPUMETHUTH [a je R cpepulnTe Iy>Ku AD, oflakie cjlemu
H(AD; PR), e je P = ADAU.. KaKo je XapMOHMjCKa KOHjyrOBaHOCT MHBapHjaHTa KOJIUHe-
aruje Baxxu H(BT; Qf(R)), rze je Q = f(P) = fTADABC) = BTACS. IIpeocTaje KOHCTPYKIIHja
YeTBPTe XapMOHUjCKe TayKe 3a I03HaTe TpUu B, T, Q. AKo je X cuMeTpyU4Ha A y OJHOCY
Ha D, a Y cuMeTpuuHa B y ogHoCcy Ha C, ueTBOpoTeMeHUK AUCY rMa [ijaroHaIHe TauKe
AUNCY = Bu AYNUC =T, fok je ACABT = Q u UYABT = X, urto 3Hauu H (BT; QX), omakie
jeflR)=X. A
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lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

4.6 IlepcneKTHBHe KOJIMHeaIMje

YV 0B0j CeKIHjU II0CeSHY I1aKby I10CBehyjeMo ITepClIeKTUBHUM KOJIMHealljaMa, I1ITOo
Cy XOMOJIOTHje U eJiallvje, OQHOCHO KOJIMHealldje Koje uMajy 1eHrap S 1 ocy s. CBe 1ITO
3HaMO O KOJIMHeallMjaMa U Ja/be HaM je Ha pacIioJjiaramy, 0K [leHTap U oca IIpy»Kajy HoBe
MoryhHOCTH. BesIMKU 6p0j 3aiaTaKa pelllaBa ce BUIIeCTPYKOM IIpUMeHOM Jleme Koja
yTBphjyje [Ba KOpHCHA IIpaBUJjIa, OJJHOCHO OCOSHHe IIeHTpa U oce. [Ipor3Bo/pHA TaukKa,
HeHa CIMKa U IeHTap Cy KOJIMHeapHe Tauke, 0K Cy IIPOU3BOJbHA IIpaBa, lheHa CIUKa
U 0ca KOHKYpeHTHe IIpaBe. BaH IleHTpa U oce HeMa QUKCHUX TayakKa, OJJHOCHO s U {S}
IIpejcTaB/ba CKYI UKCHUX TadyaKa, IIITO je HeKaJla KOPHUCHO IIPUMeTHUTH. /loSpo je 3HaTHU
7la je IPOTHUBOCA YBEK I1apajesaHa ocH (Jlema 2.80).

3aparak 4.35. /lokasaTH Jia je IlepCclieKTUBHA KOJIMHealldja ogpeljeHa a) [IeHTPOM, 0COM
U IapoM O/iIroBapajyhux Tadaka; 6) IleHTPOM, 0COM U IIapOM OATOBapajyhux IpaBuX; B)
IIeHTPOM, OCOM H IIPOTHBOCOM.

Pememe. OnpeljeHOCT KoJIMHealje ce cBogU Ha OCHOBHY TeopeMy KOJIMHealldje 110 KO-
jOj ce IIpOjeKTUBHA KOJIMHeaIlHja jeJHO3HAYHO AepHUHUIIIe Ca [BA YeTBOPOTeMeHUKa. Me-
hyTuM, y caydajy mepcrieKTUBHe KOoJIMHealldje (ca IleHTPOM S ¥ 0COM S) jeTHO3HAaYHOCT
CMO II0CeSHO pasMaTpasiu y JleMu , a ersucreHnyjy y Teopemu .

a) Ako A u A’ unHe ofroBapajyhu 1ap tadaka, TO y II0CTaBIU 3a/aTka A, A’, S Mopajy
OUTH KoJIMHeapHe (JleMa CJIMKY B’ IpOM3BOJbHE TauKe B ofpeauheMo Kao y JleMu
. ITo Jlemu Tauke B, B, S cy KoliHeapHe, a ipase AB, A’B’, s cy KOHKypeHTHe, 0/1a-
KJe B € SBu ABNA'B' = X € 5.V cinyuajy B ¢ SA xoHcTpyuineMo X = ABAS, a 3aTUM
B’ = A’XASB. HakoH Tora MokeMo0 GUKCHUpaTU HeKO B, u 3a Tauke C € SA IIOCTaBUTHU
C' = B'YASC, tnie je Y = BCAs.

8) AKo p u p’ uMHe oArOBapajyhu nap rpaBUX, TO y IIOCTaBLHU 3ajaTKa p,p’, s Mopajy
OUTHU KOHKYpeHTHe. 3a IIPOM3BOJbHY IIPaBy a > S M0’XeMO JOSHUTH oAroBapajyhu map
Tauaka A = aAp u A’ = aAp/, IITO pelllerhe CBOAY Ha IIPETXOAHO PellleH! CIyy4aj.

B) AKO je u IIpOTHUBOCA, TO Y IIOCTABIX 3ajlaTKa S U U Mopajy dUTH napasiesnHe (Jlema
). Hexka je p # S mpon3BoJ/bHa IIpaBa U HeKa BaKU P = pAuu X = pAs. Kako P € uto je
P’ seckoHauHa TauKa, a Kako cy P, P, S KoIMHeapHe To je P’ 5ecKOHauyHa Tayka Ipasiia PS.
Ca gpyre cTpaHe p,p’, s Cy KOHKYpPeHTHe, offakie X € p’, Te je p’ mpaBa Kpo3 X mapaJiejiHa
ca PS u pelllere cIefid U3 IIPeTXOAHO pellleHor ciay4daja. A

3aparak 4.36. JlaTte cy Tauke A, A’, S u r1paBa u. KoHCTpyHcaTu oCy HepcreKTUBHe KOJIU-
Heallyje ca [eHTPOM S ¥ IIPOTUBOCOM U Koja ciauKa Ay A'.
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4.6. epcnekTnBHe KONMHeaUuje

Pememe. Tauke A, A’, S cy KosTMHeapHe (0COSHUHE IIeHTpa), MHave TpakeHa KOJIMHeaIyja
He 110cTOju. Heka je U € u IIpoM3BOJ/bHA TauKa BaH IIpaBe SA. 13 0CodMHe I1eHTpa, CIUKa
ox U je deckoHauHa Tayka IipaBe SU, omHOCHO U = SUAU... U3 0co8UHEe Oce, TIpaBa AU,
BeHa cirka A'U’ 1 oca s cy KOHKYpPeHTHe IIpaBe, Tako /a je Tauka K = AUNA'U’ Ha ocH.
Kako je oca mmapaJiesiHa IIpOTUBOCH TO je K € S || U, Te je CBe CIIpeMHO 3a KOHCTPYKIIH]Y.
M3adepuMo ITIpor3BObHY TauKy U € u ca U ¢ SA, a 3aTUM KOHCTPYHUIIeMO K Kao CeIfHIlTe
npase AU u npaBe Kpo3 A’ mapasiesiHe SU. Oca s je 1ipaBa Kpo3 K IlapaJiejiHa u. A

3aparax 4.37. [JlaTte cy Tauke A, B, C, D, E Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe, HUTU SUJI0
KOja /IBa Ilapa 4YuHe I1apaJjiesiHe CIIOjHUIle. AKO 3a IIepCIIeKTUBHY KOJIMHealujy f Baku
(A,B,E) — (C,D,E), kouctpyucard f(C).

Pememe. OBaj 3a7jaTak je Hajbo/ba WIIyCTpallfja OCOSHHA IIeHTpa U oce u3 Jleme .
Kako Baxxu f(A) = Cu f(B) = D, To 1ieHTap Mopa dutu S = ACABD. Kako je E puUKCHa
TayKa OHa MOpa OpUNafaTH OCHU (HUje IjeHTap 360r HeKOoJIMHeapHOCTU A, C, E). IlpaBe
AB, f(AB) = CD, s cy KOHKYpeHTHe, ofakye P = ABACD nipu1iazia ocy, Te je oca s = EP. Cazia
je fiepcrieKTUBHA KOoJIMHealyja oapeheHa (o 3agaTky ) 0COM S, IIEHTPOM S ¥ TapoM
Tadaka, peumo A — C. Ako je X = f(C), ocoduHe I1eHTpa Jjajy KoJrHeapHOCT C, X, S, TOK
OCOOHHE OCe /1ajy KOHKYpeHTHOCT CB, XD, s, Te aKko je Q = CBAs uMaMo X = CSAQD. A

3apmarak 4.38. /laTa je Tauka S, 1IpaBa s U yeTBopoyrao ABCD. OnpeiuTH I1IepCIIeKTUBHY
KOJIMHeaIHjy ca 0COM S U IIeHTPOM S Koja JaTh YeTBOPOYrao IIpec/jMKaBa y 4eTBOPOyrao
KOMe Cy 1jaroHaJjie HopMaJIHe.
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Pemrewse. PasMOTPUMO HajIIpe OIIITH CJIy4aj Aa SMCMO YBUJeJIN OCHOBHY HJiejy peaiu-
3aliyje mpasor yra Ha ciauiu. Heka je E = ACABD, X = ACAs, Y = BDAs. U3 X,E € AC
cienut AC = XE, ogaocHo A'C' = XE', ok u3 Y, E € BD cinenu BD = YE, ogHocHO B'D’ = YE'.
Kaxko je A’/C’ | B'D’, o umamo XE' | YE/, ogHocHO /XE'Y = 1/2, Te E’' jIe’KM Ha KpyTy
HaJl IIpeYHUKOM XY, IIITO MOXKeMO jeJHOCTaBHO 3anucatu ca E' € k(XY). Kako cy E,E',S
KOJIMHeapHe, To fodujaMo E' € SE N k(XY). HakoH usbdopa E' € SE N k(XY), mepcrieKTUBHA
KOJIMHealItyja je 1o JleMu jemHO3HA4YHO ofpeljeHa 0COM S, IEHTPOM S ¥ [TapOM TavyakKa
(E,E).

IIpecek IIpaBe W Kpyra MojkKe SUTH IIpasaH CKYII, TayKa WM [Be Tayke. Y OIIITEM
CJIy4ajy y IIUTaly Cy Be TauKe O] KOjUX CBaKa AepUHUIIIe IIepCIIEKTUBHY KOJIUHeallujy
KOja 3a/{0BOJbaBa yCJIOBe 3a/laTKa, Te heMo U3adpaTH jefHy OJf BbUX U YPaJUTH 3aaTak.
VKOJIMKO 3a u3adpaHy Tauky E’, IpoTUBoOca U (IIpaBa I1apajieJlHa ca S Kpo3 TauKy Koja je
mpecek Ipase AC ¥ mpaBe Kpo3 S napaJiesiHe ca XE') ceue yetBopoyrao ABCD cTBapu ce
KOMILJIUKY]Y jep TaZia lerosa civka A’'B'C’'D’' Huje 4eTBOPOYrao y IIpaBoOM CMHCJIYy PeYH.

PasmMoTpuMO HeKe clielyjajiHe ciay4dajeBe. Y ciay4ajy S = E HeonxoHo je ZAEB = /2,
Ila 60U 3a7jlaTaK UMao pelleme. V OIIIITeM CIy4ajy KOjU CMO PEeIInIu I10CToje Tauke X U Y,
OJHOCHO Baku AC ) s 1 BD } s. Vkosuko je AC || s || BD éuo 6u A'C’ || B'D’ mto je
HeMoryhe. V ciyuajy AC || s 1 BD }f s mpecek X He I10CTOjU, ajik Baxku AC || s || A'C’, Te us
B'D' 1 A’C' umamo B'D’ | s. Tama 3a Y = BDAs umamo Y € B'D’, Te je B’ certuinte npaBe SB
U IIpaBe Kpo3 Y HopMaJsIHe Ha S. A

3amarax 4.39. /late cy Tauke A, B, C, S IpaBa S. AKO je f XOMO0JIOTHja Ca 0COM S U IIEHTPOM
S TakBa Jja je cimKa Tpoyryia ABC IIpaBOyIJIM TPOyrao ca IIpaBUM yIJIOM Kof TeMmeHa f(C),
KOHCTPYHCAaTH TauKy f(A).

Pememse. [IpaB yrao kop C' = f(C) peanusyjemo ca C' € k(XY) rie je X = CAAS, Y = CBAS.
Kaxko cy 13 ocoduHa nieHTpa C, C', S KosmruHeapHe, TO je C' € k(XY) N SC, HaKoH uera je f(A)
ceruITe npaBux XC' u SA. A

3aparak 4.40. /laT je veTBopoyrao ABCD xoju Hyje Tpares. OfpelUTH CBe IIepCIIeKTUBHE
KoJIMHealvje KojuMa Cy A U B QUKCHe Tauke, 10K 4eTBOpoyrao ABCD 1ipeBo/ie y IlapaJie-
JIOTpaM.

Pememse. CBe QUKCHe TauKe UnHe sU{S}, I7ie je STieHTap, a s oca. 3a A # S # B UMaJu 6U-
CMO s = AB, opaxkuie cy mpaBse CD, C'D’, AB KoHKypeHTHe. Kako je ABC'D' r1apaJjiesiorpaMm, TO
je AB || C'D’' noryga AB || CD, rTo je HeMoryhe jep ABCD Huje Tpares. OBUM 3aKJ/by4dyjeMO
Ia S Mopa dUTH jeqHa off Tayaka A U B.

VKoJsIHKoO je S = Bu3 ocoduHa IfeHTpa uMamo C' € BCu D' € BD. Ca ipyre ctpaHe ABC'D’
je mapaJiesiorpaM, ofakiie Baxxu BC' || AD/, Te je Tauka D’ cerjuinTe 1ipaBe BD U IipaBe Kpo3
A mapasiesiHe BC = BC/, 1ok je Tauka C' cernuinTe IpaBe BC u mpaBe Kpo3 D’ mmapaJsiesHe
AB. ITo OCHOBHOj TeopeMU KoJIMHealyje, (A,B,C,D) — (A,B,C’,D’) jexHO3HauYHO oxpehy-
je KosrHeanyjy. [Ipyro pelleme noduja ce y ciay4ajy S = A, Tie CIpoBeleMO aHaJIoraH
II0CTYIIaK CUMEeTPHjOM I10 A ¥ B. A

3aparak 4.41. /laT je yeTBOopoyrao ABCD Koju HHUje Tpalie3 U IipaBa S. OfpeJuTH Iiep-
CIIEKTHUBHY KOJIMHeallljy ca 0COM S Koja ueTBOopoyrao ABCD 1IpeBOJH y IIPaBOYIJIM Tpa-
ne3 A’B'C'D’ ca ocHOBUILI0OM C'D’, ¥ TIpaBUM YTIJIOM KOJI TeMeHa A’, TaKo Jja je yrao usmelhy
ABu A'B' jenHax /3.
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Pememse. I1o ycioBy 3azaTka umamo A'B’ || C'D’ ogakie je U = ABACD Tadyka IIPOTUBO-
ce, KOjy Mo>keMo 1o6UTH ca U € u || S. Ao je X = ABAS U Y = ADAS, IIpaB yrao Koj
TeMeHa A’ peasnusyjemo ca A’ € k(XY). logatHu yciaoB Z(AB,A'B’) = m/3 3alpaBo 3Ha4U
/AXA' = 11/3, Te A’ todujaMo y IIpeceKy Kpyra HaJ, IpeyHUKOM XY U IIpaBe Kpo3 X Koja ca
AX 3akJiana yrao 7/3. Tauka U ciuKa ce y 6eCKOHA4YHY TauKy IIpaBe XA’ Tako J1a IieHTap
S KosimHeaIyje Mopa SUTHU ceruinTe AA’ ¥ ipaBe Kpo3 U napasiesnHe XA'. [lepciieKTUBHA
KOJIMHeaIyja je caza ogpeheHa meHTpoM S, 0COM S U ITapoM Tadyaka A, A’. A

3agarak 4.42. [late cy Tauke A, B, C, D, E Meljy KojuMa HeMa TpU KOJIMHeapHe, HUTH OU-
JIO KOja [jBa I1apa YHHe I1apaJjiejiHe CIIOjHUIle. AKO cy A, B, E QUKCHe Tauke XOMOJIOTHje f
Ko0ja ueTBOpOyrao ABCD 1ipecjIMKaBa y Tpares ca 0CHOBUIIOM f(BC), 0lpeUTHU CIUKY TOT
yeTBOpOyIJa f(ABCD) y CBUM MOTYhUM CJIy4ajeBUMa.

Pemewe. XoMoJI0ryja f UMa IieHTap S 4 0Cy S, a CBe GUKCHe TauKe Of f IIpUIlaziajy CKyILy
s U {S}. 360r Tora pasJuKyjeMo Ba cjIy4yaja y 3aBUCHOCTH Jja JIU je TauKa E 1ieHTap.

Axo E HUje [TleHTap UMaMo /iBe OIIl[Hje, y IIpBoj je S = Aus = BE,ay ipyrojS = Bus = AE.
PasMOTpHUMO IIPBY OIIIIM}y I[e HAjIIpe U3 0C0dMHA IleHTpa uMamo C' € ACu D' € AD. U3
Tparmesa caegu AD = AD' || BC/, e je C' ceruinite ripaBe AC U IIpaBe Kpo3 B riapaJjiesiHe AD.
Tauka F = BEACD nipurazia ocy, Te U3 ocoduHa oce F € C'D’, omakie je D' = ADAC'F. ipyra
oIvja Kaja E HUje IjeHTap pelllaBa Ce aHaJI0THO U3 CUMeTpHja Ie IIepMyTyjeMo CJI0Ba
A u B, onHOCHO C 1 D. KoHkpeTHO D' je cerfuiiite mpaBe BD 1 mpaBe Kpos3 A napaJiesiHe BC,
IokK je C' = BCAD'G, tzie je G = AEACD.

IIpeoctao je ciay4aj Kaf je E njeHTap, a Taga AB Mopa 6utu oca. Heka je U = ADABC.
Kaxko je y Tpannesy AD’ || BC' To je U' = AD'ABC’ 6eckoHauHa Tadyka U 3aTo U mpumnaja Ipo-
THUBOCH U. 113 ocoduHa nieHTpa C' € EC, D' € ED, amu u U’ € EU, ofakiie je U’ 6eckoHayHA
Tauka IipaBe EU. 360r Tora C' je ceruiute EC U 1IpaBe Kpo3 B napasiesnHe EU, oK je D'
cerinTe ED U IIpaBe Kpo3 A nmapasiesiHe EU
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AJITepHaTUBHO MOKeMO ImocmaTpaTti P = ABACD, Te Q kao cenuiire DC u mpaBe Kpos B
napasiesiHe AD. Caja je C' certuinte EC ¥ mpaBe Kpo3 Q napaJsiense ED, kao u D' = PC'AED.
Kaxko je AD || BQ, TasiecoBa TeopeMa Jiaje 0fHOC Ay>KUHA Ay>KU PA : PB = PD : PQ, a 3aTuUM
36or DD’ || QC' umamo PD : PQ = PD’' : PC'. labe je PA : PB = PD : PQ = PD’ : PC' u 1o
O6pHyTOj TanecoBoj TeopeMu Baku AD' || BC', Te je ABC'D’ Tpames. A

3aparak 4.43. /laT je ueTBOpOoyrao ABCD 1 ipaBa s. Ogpe Ty TeOMeTPHjCKO MeCTO Taya-
Ka II0TeHIHja/THUX IleHTapa XOMOJIOTHje ca 0OCOM S KOja [aTH 4eTBOPOyTao IIpeciruKaBa
Y LeJITOUL.

Pememe. /lesITON] je 4eTBOPOYrao KOMe Cy JijaroHajle HOpMaJiHe, [IpU YeMy jefHa [U-
jaroHasa mosioBu Apyry. 3a E = ACABD je E' = A’C'AB'D’ 1ipu 4eMy yCJI0Be JIeJITOULA
A’B'C’'D' moxxeMo 3anucatu ca A'E'C’ | B'E'D'’ u A’'E' = C'E'. Ako yBeeMo Tauky U ca
H(AC; EU) umaMo H(A'C';E'U’), a Kako je E' cpepuiTe ny>ku A’'C’, Tauka U’ je deckoHay-
Ha, Te U npunaja IIpoTuBocHU. IIpoTHUBOCa U je I1apajesiHa OCH U KOHCTPYHUIIIEMO je ca
Uecu|s.

Y ommrteM ciy4ajy BaxKU AC Jf suBD Jf s Te uMamMo X = ACAS U Y = BDAS. HopMastHOCT
A'C'XE' | B'D'YE' Hanasu E' Ha Kpyry HaJ IipedyHUKoM XY. Heka je O cpefuIlTe Iy>XKU
XY (O je neHTap kpyra k(XY) > E') u Heka je T = OEAu. 3a 1ieHTap S XOMOJIOTHje BakKu
S = EE'AUU/, Te Kako je T' = STAu,, u3 T € OE je T' = OE'Au, ogakie je ST || OF'.
TasecoBa Teopema aje TS : OF’ = TE : OE, Te je gy>KuHa Ay>KH TS KOHCTAaHTHA, IIITO 3HAYHU
7la Cy IIOTeHITWjaJIHU [IeHTPU Ha HeKOM KpyTy ca eHTpoM y T. KoHKpeTHUje, TasecoBa
TeopeMa U3 u || s gaje TE : OE = TU : OX, mrro 3Hauu TS : OF' = TU : OX, te us OEF’ = 0X
nodujamo TS = TU. [loTeHIIMjasIHe TaukKe S JIeKe Ha KPYIy ca [eHTpoM T IIoJIyIIpeyHUKa
r=TU.

IIITo ce crenyjalIHUX Cay4dajeBa THYe pasMOTPHUMO BD || s, rie HemMaMoO Tauky Y U3
IIpeTXOMHOr pasMarpamwa. Y3 BD || s cienu B'E'D’ || s, Te 36or A'E’ | B'E’ Tauka E’ Mopa
OUTH Ha IIpaBoj Kpo3 X HOpMaJIHOj Ha S. IIoTeHITWja/IHU [IeHTPH S HaJlase ce Ha IIpaBoj
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4.7. TepcnekTneBHe apuHOCTN

Kpo3 U HOpMaJsIHOj Ha S. AKO je gomaTHO U AC || S, Te HeMaMO TauykKy X, UMaJId SHUCMO
Ue AC| s, omgHOoCHO u = AC, Te cy A’ 1 C' decKOHauHe U HeMa JIeJITOUza. A

3agarak 4.44. [lat je Tpoyrao ABC u Tauke M € AC u N € BC. Onpenutu eyanyjy f ca
eHTpoM C Tako fa je f{M)f(N) cpenwa iHUja Tpoyriaa f(A)f(B)f(C).

Pememe. Kako je f{M) cpenuinte ny>xu f{A)f(C), To TauKa X 3a K0jy Baxku H (AC; MX) jiexXu
Ha nnpotuBocu. Kako je f(N) cpepuiute ny>xu f(B)f(C), To Tauka Y 3a Kojy Baxku H(BC; NY)
JIE)KU Ha IIPOTUBOCHU. AKO je U = ABAMN, V = ANACU, W = BMACU, Tajia 3axBaJbyjyhu ge-
TBOpoTeMeHUIMa BNUV u AMUW nodujamo X = BVAACu Y = AWABC, Te je IpoTHUBOCA
u = XY (1 HapaBHO U € u). Oca s je ImapaJsiesiHa IIPOTUBOCH Te je 0dujaMo Kao IIpaBy KpPo3
C xoja je mapaJiesHa ca u. [lepcneKTUBHA KOJIMHeaItHja je ogpeheHa rieHTpoM C, 0COM S U
IIPOTUBOCOM U. /A

3amarak 4.45. V eyK/JIHACKO] paBHHU [aT je mapaJiesiorpaM A'B'C’'D’, Tauka S ¥ mpaBa Uu.
KoHcTpyucatu yetBopoyrao ABCD ca paBUM YyIJIOM KOJ, TeMeHa A KOjHU ce CJIMKa Ha
A’B'C'D’ mpu XOMOJIOTHjH ca IIEHTPOM S U IIPOTUBOCOM U.

Pemewe. I3 M' = A'/B'AC'D’ € u,, umamo M = ABACD € u, 1ok us N' = A’D’'AB'C’ tmamMo
N = ADABC € u. 350r Tora M KOHCTPYHIIIEMO Kao CeIlMIIITe IIpaBe U U IIpaBe Kpos3 S rapa-
JiesHe ca A'B’, toK N KOHCTPYHIIIEMO Kao CEITUIIITe [IpaBe U U IIpaBe Kpo3 S IrapaJiesiHe ca
A’D’. Kaxko je yrao Koji TeMeHa A IIpaB TO A IIpUIlafia Kpyry Haz, IIpeayHUKoM MN, Te UMaMo
A € k(MN)NSA’ (IrTo y OIIIITEM CJIy4ajy JIaje IBa pelllerka). XoMoJIoryja je ogpeheHa 1ies-
TPOM, IIPOTHUBOCOM H jeJHUM I1apoM Tadaka (Ha IIpuMep MOKeMO JJOSUTH 0CY Kao IIpaBy
Kpo3 AMAA'B’ Koja je mapaJiesiHa ca U), Tako Jia je jelTHOCTaBHO 3aBPIIUTH KOHCTPYKITU)Y
yeTBOpoyryia ABCD, pertuMo, B = AMASB', D = ANASD', C = BNADM. A

4.7 IlepcnekTuBHe adUHOCTH

[TepcriekTUBHaA aQUHOCT je XOMOJIOTHja KOJ[ KOje je IleHTap 6eCKOHayHa Tauka. CBe
IIITO 3HAMO O IIepCIIeKTUBHUM KOJIMHeallljaMa OCTaje Ha CHasH, IIpU 4YeMy je IleHTap
SeCKOHauHa TadyKa, I0K 0Ca HUje deCKOHavHa IIpaBa. YKOJIUKO UMaMo I1ap OATOBapajy-
hux Tayaka, oMax 3HaMO U IleHTap, a TO je 6eCKOHAYHa TauKa lbUX0Be CIIojHUIle. CaMUM
THUM CBe CIOjHUIIE OATroBapajyhux Tadyaka cy MeljycodHO I1apajieslHe U YMHe TaKO3BaHe
3pake apUHOCTH.

beckoHauHa IIpaBa je PUKCHa (jep cafpsKu IieHTap), OJHOCHO deCKOHauyHe TauKe ce
CJIMKajy y SeCKOHayHe, IIITO II0BJIaYH /1a IIepClIeKTUBHA aQHUHOCT YyBa I1apaJiesIHoCT. Ka-
KO je XapMOHUjCKa KOHjyrOBaHOCT MHBapHjaHTa KoJIMHeallyje, a 6eCKOHayHa TaykKa Xap-
MOHM]JCKHU CIIpeTHyTa ca CPeJHUIIITeM Ay KH, TO je U CpefuIlTe Iy>KKU HHBapujaHTa. IlTa-
BHUIIIe, aKO Y 063Up y3MeMO MHBApHUjaHTHOCT JBOpasMepe, HOBAa MHBapHjaHTa II0CTaje
OJTHOC y KOjeM TadkKa /eI IyK.
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lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

3aparak 4.46. /laTa je ny>k AB v 11paBe p U S. OfpeJUTH IIepCIIeKTUBHY aQHUHOCT YHja je
oca S, 3paru apuHOCTH Cy I1apaJIejIHHU ca p, a CJIMKa Iy>KU AB UMa JaTy Ay>KUHY d.

Pememe. 3a X = ABAsje X € A’B’, atakohje 3HaMm0 AA’ || BB || p.3aC = AA'AsuD = BB'As
TpakuMo P € BB’ Tako zia je CP || A'B’ jep je Tama CPB'A’ mapaJsiesiorpaMm u CP = A’B’ = d.
KoHCTpyKITHja ITI0UHb€e TaKo IIITO IIpaBe IapaJjiesHe ca p Kpo3 A U B ceKy sy Taukama C U
D. 3aTuM je Py 1ipeceky 1ipaBe BD u Kpyra ca IieHTpoM C U IIOJIYyIIpeYHUKOM d. KoHauHo,
A’ u B’ cy ripeceniy mpaBe Kpo3 X = ABAs napasiesiHe CP ca AC, ofHOCHO BD.

bpoj pemrera 3aBUCH 0f; dpoja IIpeceka npase BD u Kpyra ca [jeHTpoM C U II0JIyIIpey-
HUKOM d. O8es1e>KUMO ca r pacTtojame usmel)y ipaBux AA’ u BB'. AKko je d < r HeMa pelile-
3, a aKo je d = r UMaMOo jeIUHCTBEHO pemiewne A’ = C, B’ = D. V orrreM cay4dajyjed > r
KaJl UMaMo /iBa pelllera. HapaBHO, y ci1y4ajy fa je AB || s 3aiaTak HeMa pelllerha, 0CUM
aKo HUje AB>~d. A

3amarax 4.47. /laTa je mpaBa s U Tauke A, B, C, D'. IlepcrieKTHUBHa apUHOCT €a OCOM S CJIU-
Ka Tpoyrao ABCy jeqHaKoKpaku Tpoyrao A’B’C’ ca ocHoBULIOM B'C’, Tako fa D' j1e>xu Ha
1paBoj B'C’. KoHcTpyucaTu Tpoyrao A’B'C’ y OIILIITEM CIy4ajy.

Pememe. Heka je E cpepuinite ny>ku BC. AQUHOCT uyBa OJHOCe JieJberha AYKU Te ce E
ciauKa y cpepuinTe E' my>xu B'C'. Kako je A'B’ = A'C/, To je E' TIOIHOKje BUCHUHE TPOYyIJa
A’B'C’' u3 teMeHa A’. V omireM ciay4ajy mmocroje mmpecerid X = BCAs u Y = AEAS, 3a Koje
Baxu X € BCuYe A'E'.Kako je BC'XE' | A’YE'u E' € B'C'D'X, To je E' TIOTHOKj€e BUCHUHE
U3 Y Ha D’X. 3aTo E’ Mopa SUTH Ha Kpyry HaJ IIPeYHUKOM XY, Te UMaMoO jeJHOSHa4YHO
X # E € k(XY)nD'X. IlepcriekTuBHa apUHOCT je ogpeljeHa ocoM s ¥ tapoM Tadyaka E U E'.
Tauke B’ u C' odujaMo y IipeceKy 1pase XD’ ca IipaBoM ItapaJjiesiHoj EE’ Kpo3 B, 0THOCHO
C, oK TauKy A’ MOXKeMO 0SUTH y IipeceKy YE' U mpaBe Kpo3 A napaJiesnte ca EE'. A

3amarak 4.48. /lara je ripaBa s ¥ UeTBopoyrao ABCD. OpgpeIuTHy IIepCcreKTUBHY aQUHOCT
KOja MMa 0Cy S, a JaTh 4YeTBOPOyrao IIpecjIuKaBa y KBagpar.
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4.7. TepcnekTneBHe apuHOCTN

Pememe. IlepcriekTUBHA aUHOCT UyBa I1apajeHOCT, Te YKOJIUKO ABCD HUje mapajie-
JIoTpaM 3aZjaTak HeMa pellewna. [locmaTpajMmo Tauky E = ACABD Koja ce cjIMKa y IleHTap
E' = A'CAB'D' xBagipata A'B'C’'D’. Heka cy p ¥ q 11paBe 3a Koje B&XXU E € p | AB || DCu
E € q || AD || BC. Caza je A'/B'C'D’ xBapaT ako ¥ caMo ako je /p'E'q' = n/2 = Z/A'E'B’. Ca
jente crpaHe u3 A’'C' | B'D' Baxxu E' € k(XY), rzie je X = ACAS, Y = BDAs. Ca ipyTe cTpaHe
usp L q Baxu E' € k(PQ), rze je P = pAs, Q = gAS. 3aKbydyjeMo Jia Hajipe E' dupamo
ca E' € k(XY) N k(PQ), HaKOH 4era je IepcrieKTUBHA aQUHOCT o/ipeljeHa 0COM S U ITapoM
Tadaka Eu E'. A

3aparax 4.49. /lata je ripaBa s ¥ UeTBopoyrao ABCD. OpgpeiuTHy IepClIeKTUBHY aQUHOCT
KOja MMa 0CY S, a JaTH YeTBOPOYrao IIpecaIruKaBa y IPpaBOYraOHUK Ca OJHOCHOM CTPaHHIIA
2:1.

Pememse. M0ykeMO y UTPY YK/BYUUTH CPeJUIIITa AYILIO Ty>KHUX CTPAHUIIA, Te KaKo ce I1a-
paJIeJTHOCT U CpeuIlITa Iy>KUA YyBajy ©MaMO 4eTBOPOYrao KOjU ce CJIMKa y KBazpart. Pe-
IIelke CBOAUMO Ha 3aJaTak , 4yja je 0BO Bapujanyja. A

3agarak 4.50. /laTa je 1paBa s u Tpoyrao ABC. OgpefuTH IIepCIIeKTUBHY aQUHOCT ca
0COM S KOja JIaTH TPOyrao IIpecjrKaBa y jeTHaKOKpPaKo IIpaBOYIJIH.

Pemiense. JoI11 jeqHa Bapujanyja 3agaTka . He yMamyjyhH OIIITOCT IIPETIIOCTaBUMO
Iaje yrao ko reMeHa C' jeqrHaKoKpakor Tpoymia A’'B'C’' ipaB. Heka cy A4, B, C; cpeuIiTa
ny-xu BC,AC, AB. Kako apuHOCT 4yBa cpeguiiTa To cy A}, B}, C; ogrosapajyha cpeguiira,
yeTBOpoyrao AjC) B C' je mapasiesiorpaM, a 360T IIpaBor yIjia M KBajapar. Tako JodujaMo
oproroHanHocTu AjC; L B{C) m A’C; L C'Cy. YV omireM ciIy4dajy Iocrojahe celfuinTa ca
ocoM: X = A1C1AS, Y = B1C1AS, Z = ABAS, W = CCyAs. Cafja Tauka C) BUIH U Iy>K XY U
Iy>K ZW 11071 IIpaBUM YIJIOM, Te C; € k(XY) Nk(ZW). IlepcriekTrBHA adHHOCT je ofgpeheHa
0COM S ¥ ITapoM Tadaka C; 1 Cj. A

3agarak 4.51. /laT je yueTBOpoyrao ABCD, Tauka T u 11paBa S. OfpeIuTH I1epCIIeKTUBHY
apHHOCT ca 0OCOM S KOja JaTHh 4eTBOPOyrao IIpecjuKaBa y jeJHaKOKpaKy Tpalle3 Ha 4ujoj
OCHOBHUIIU JieKu T.
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Pememe. He ymamyjyhu ONIITOCT IIPETIIOCTABUMO Jia jefHAKOKpakKu Tpares A'B'C'D’
nMa ocHoBulle C'D' u A'B’ > T. Kako apHUHOCT 4yBa I1apaJesIHOCT Mopa dUTH AB || CD, Te
je HeomrxomHO 1a ABCD &yne Tparies. Heka je M cpeguinTe ny>kui AB 1 Heka je N = ADABC.
Kako aduHOCT uyBa cpepuilira, To je M’ cpepuinte ny>xu A’B’. Tpames A'B'C'D’ je jegHa-
KOKpaky, Te je A'D’ = B'C’, ogaksie 1o TasiecoBOj TeOpeMH UMaMO jeJHAKOKpPaKH TPOyTao
A'B'N' miito oBauul A’M’ 1. M'N’. 3a X = ABAsu Y = MNAs umamo A’'B'TXM' 1 N'YM', Te
M’ nodujamo y mogHOXKjy HopMaste U3 Y Ha TX. [lepcneKTUBHA aUHOCT je cafia ojpeleHa
0COM S U ITapoM oAroBapajyhux rauaka M u M'. A

3aparak 4.52. /lat je Tpoyrao ABC, ipaBa s 4 yK h. [lepcrieKTuBHa apHHOCT f UMa 0oCy
S, a CJIMKa J1aT TPOyrao y jefHAaKOKpaKH! TPOyrao 4uja je BUCHHa K0ja 0/irT0Bapa OCHOBUIIUA
noayzapHa ca h. Onpenutu ciuky f(ABC).

Pememe. AKO je AB cTpaHUIIa KOja Ce C/IMKa Y OCHOBUILY, & S lbeHO CpeJUILITe, TaZla 3SHaMO
naje A'B’ | §'C, mro nnoByiauu S’ € k(XY), re je X = ABAs B Y = CSAs. [lepcieKTHBHA
aduHocT faje CC' || SS', Te je us TasecoBe TeopeMe YS : CS = YS' : C'S’. Mo>keMO IOCTaBUTHU
TauKy U Koja je cuMeTpruHa C y OJHOCY Ha cpefuIlTe nyxu YS, mrto fgaje YU = CS. Ha
IIpaBoj S II0CTaB/baMO TaykKy H TakBy fia je YH = h, a OHZjJa KOHCTPYHUIIIEMO IIpaBy Kpo3
S napaJsiesiny UH koja cedye YH y Tauku P. I3 TasecoBe TeopeMe 3a UH || SP nodujeMo
YS:CS =YS:CS=YS:YU=YP: YH, Te xako je C'S' = h =~ YH mopa éutu YS' = YP,
OHOCHO §' TIpUIIajia Kpyry ca 1eHTpoM Y Koju cagpsxu P. 3ato je §' € k(XY) N k(Y, YP), Te
HaKOH HU3b6opa S’ (y OIIIITeM CJIy4dajy UMa JIBa pelllerha) Jo0SHujaMo jeJHO3SHAaYHO oApeheHo
f-Ha npumep, TeMeHa A’ u B’ jodujamo Ha S'X y IIipeceKy ca IIpaBOM I1apaJieiIHOM SS’ Kpos3
A, omHOCHO B, 10K je C' ceruiite S'Y 1 ripaBe Kpos3 C napaJsiesHe SS'. A

3apgarak 4.53. /laTa je mpaBa s ¥ Tauke A, B, C,D’. OnpequTH NepCIIeKTUBHY aQUHOCT Ca
0COM S Koja ciuKa Tpoyrao ABC y Tpoyrao A’B’C’ ca mpaBUM yIJIOM KoJ TeMeHa C', TOK
npaBa A'B’ mpostasu Kpo3 D'.
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4.8. KonuHeauuije y RP?

Pemewe. O3HaUMMO IIpeceke ca ocoM X = ACAS, Y = BCAs, Z = ABAs. U3 A'C' | B'C
crenu C' € k(XY). Ca gpyre cTpaHe, HeKa IIpaBa Kpo3 C mapaJsiesHa ca AB ceue S y TaUKU
T. Kako nepcriekTUBHa aQUHOCT YyBa I1apaJieJIHOCT To ce IpaBa CT ciauka y C'T Koja je
napaJsesiHa ca D'Z. lakie, C' Mopa dUTH y IIpeceKy IpaBe Kpo3 T IapasiesHe ca D'Z u
Kpyra k(XY). IlepciekTuBHa aQUHOCT je oapeheHa ocoM s 1 mapoM Tadyaka Cu C'. A

4.8 Koauneanmje y RP?

KosinHearyja peaJiHe IIpojeKTUBHE PaBHU je HHAYKOBaHA peryJapHOM JIMHeapHOM
TpaHcdopMarjoM (Teopema ), TAKO [1a je Be3a U3Meljy cTapUxX U HOBUX TayakKa JlaTa
ca X' «« MX, rzie je M peryjiapHa MaTpuIia. Y TOM CjIy4ajy Besa usMeljy cTapux ¥ HOBUX
KOOp/JHHAaTa IIpaBuX jaTa je ca U « (M~ 1)"U miu jemHocTaBHMje 3amucano U o« MU

(Teopema ).

3agarak 4.54. Tauke A;(4:1:1),A(4:4:1),A3(0:4:1),B(2:1:1)ysere cy 3a da3He
TayKe HOBOT KOOPAWHATHOT crcTeMa. OgpequTu popmysie TpaHChoOpMaIija KoopAuHaTa
U3 CTapUX y HOBe.

Pememwe. Popmysie TpaHchopMalivja Cy JUHeapHe, a MATPUILy Te TpaHCPopMaliyje 10-
dujamousBesa(4:1:1)— (1:0:0),(4:4:1)—~(0:1:0),0:4:1)— (0:0:1),
(2:1:1)~ (1:1:1). AKo Te Be3e IIPOByYEeMO KpPO3 MaTPUUHY jeJHAUUHY A0SHUjaMO

A =4a11+ app+az| 0=4a; + axp +axs | 0=4as; + asy +ass
0 =4ay1 +4ax + a3 | Ay =4as +4dax + a3 | 0= 4as; +4as; + ass
0= 4aqy + aq3 0= 4ay, + azz | A3 = 4dasy + ass
Aq = 2a11 + agp + ag3 ‘ Ag = 2ay1 + ayy + azs ‘ Ag = 2a31 + asy + ass

II0CJIe Yera IIpeocTaje pelluTy cucTteM 12 jeqHaurHa ca 13 HemosHaTuxX. KoHKpeTaH cu-
CTeM MMa IIpUJINYaH 5poj HyJIa, Te Ce MOyKe pelllaBaTy JUPEeKTHOM eJIMMHUHAIIHjoM I1apa-
MeTapa A1, Ay, A3. MeljyTuM, y OIIIIITEM CJIy4yajy BEPOBATHO je HajIIOTOIHUje CUCTeM pellla-
BaTU KpaMepoBOM MeTOOM AeTepMHHaHTU. OCHOBHA leTepMUHAHTA 3a IIpBe TPU Bese
je

411 411
D=4 4 1]=|0 3 0/ =12,
0 41 0 41

0K 3aTHM padyHaMo IIoMohHe JleTepMUHAaHTe
D1 =0 Dy = 31, D3y = 313
Dy = —4A1 | Dy =44, D33 =0
D13 =164 | D33 = —16A5 | D33 = 1223
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I7ie je a; = D;j/D. 3aMeHOM Y II0C/IeIhY Be3y UMaMOo

1214 = 0 — 4241 + 1641 = 121
1224 = 61y + 4y — 1645 = —61,
1244 = —6A3 + 0 + 12A3 = 643,

OJlaKJIe je A; = Ay, Ay = —2A4, A3 = 24, ¥ KOHAYHO TpakeHa MaTpHUIia je

0 -4 16 0 -2 8
A= -6 -8 32 ) (-3 -4 16,
6 0 24 3 0 12

npu ueMy je AX' = AX. A

3aparak 4.55. /late cy Tauke A(1:1:0),B(1:3:2),C(1:0:1),D(1:2:1),E(0:0:1)u
mpaBe p: 2x; + x5 = 0 1 q: x3 = 0. Ogpegutu popMyJie KoJIMHealyje f 3a Kojy je f(A) = B,
flC) =D, flE) =Eufip) = q.

Pememe. PopMmyJie KosruHeanyje cy AX’ = MX, Te je U3 [aTHUX yCJIOBA IIOTPESHO OAPEUTH

MaTpHUIly

myp Mz Myg

M=|my my my |.

ms; Mgz Msg
[TosrasvMO 01 HajjefHOCTaBHUjUX YCJI0BA, IIITO CY OHU KOjU caAprKe BeJIUKHU 5POj HyJIa.
VeaoB f(E) = E naje mqys = my3 = 0. KomnHearuja cyiuka rpase ca AU = MU', te us f(p) = q
BaXKU P MTﬁ. Kakojep=1[0:2:1uq=[0:0:1 umamo (msy, msz, ms3) < (0,2,1),
OJTHOCHO M3; = 0 1 m3; = 2mg33, TaKO Jja 3a cajia TpakeHa MaTpHUIla UMa 08JIUK

my; my; 0
M= | my; my 0 .
0 2mg3 mga3
[IpumeHa f(C) = D pnaje M? :_>(m11,m21,m33) x (1,2,1) = B OJlaKJIe je My, = 2Myqyq,
M3z = Myy. YCIOB flA) = B iaje MA = (myq +Myz, 2Myy +Myp, 2Myq) < (1,3,2) = %, oflaKe

je 2my1 = 2(myq + Mqp) ¥ 2myq + Myy = 3(Mqq + My3), OGHOCHO Myy; = 0 U My = Mqp. CBH
eJIeMeHTH MaTpulle M cy u3pakeHH IIpeKo mq; # 0, Te rodujamo popmyse

Xi 100 X1
X, Jx (2 10 Xy |,
X5 0 21 X3

3aparak 4.56. /Jlate cy Tauke A(1:1:1),B(0:-1:1),C(2:1:1),D(0:5:1)umpase
p:x1 =0,q: X, =0ur: Xy = x3. OIpeAUTH MaTPUILy KOJIUHealyje f 3a Kojy je f(p) = q,

flq) =7, flA) = Bufif(C)) = D.

Pemewse. TpakuMo MaTpHUITy M 3a Kojy Baxku X' o« MX, ogHocHO U « M'U'. U3 yciioBa
p[1:0:0]+— q[0:1:0]cregut myy; =my3 =0, 10kU3q[0:1:0]— r0:1:—-1] nodujamo
My1 = M31 ¥ My3 = M33, TAKO Jja 38 II0YeTaK UMaMO MaTPHUILy 06JIUKa

mp; My My3z
M= | ms; 0 0 .
mz; mz 0

Tpa’keHe KoJIMHearyje. A\
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U3A(1:1:1)~ B(0:—1:1)je (mq +my + My3,M31, M3y + M3z) < (0,-1,1), omaxe
oodujaMo my3 = —Mqyp — Mqyy U M3y = —2mg;. Jlajbe pauyHaMo

myp Mz —Myp — My 2 myq
f(?; X M? = | M3 0 0 1] =1{2m3 |,
msq —2m31 0 1 0

SN N myp My —Myp — My myq m3, + 2myyms; 0
JAC)) x Mf(C) < | mg; O 0 2msz | = my1ms; x|5].
msg; —2mgsq 0 0 mpimsq — 4m§1 1

OpaBpe je m3, + 2myamsy = 0, M3y # 0 ¥ myymgy = 5(myymg; — 4mi;), omaxiie KosujaMo
mqq = Smgq, Te 2myy; = 25msq, OMTHOCHO

10 25 -35
Mx|2 0 0 |,
2 —4 0

Kajg MaTpUIly HOpMHUpaMo ca mg; = 2. A
3aparak 4.57. /Jlate cy Tauke A(1 : 1 : 1),B(1 : 2 : 3), umpaBe p: x1 = 0, q: X, = 0,

r: X1 = X3. 3a KosiuHeanyjy fBaxku f(p) = p, f(q) =1, f(A) = B, f(B) = C. OgpeuTH MaTpHUIle
CBHUX KOJIMHealyja f yKosuko jea) C(2:3:1); 6) C(1: 3 :5).

my1 Mqp My3
M= | my my; my3

ms; Mz Ms3

Pemieme. AKO je

Tpa’keHa MaTpPHIlA KOJIMHeallHje f, 0H/la OHa IIpec/JrKaBa Tauke ca AX’ = MX, a mpaBe ca
AU =M'"U'. VcnoB f(p) = p je 3anpaBo [1: 0: 0] — [1: 0 : 0], IIrTo maje myy = my3 = 0. ycI0B
fle =rje0:1:0] — [-1:0: 1], omakie fodHUjaM0 M3y = My U M3z = 0. lOSUIU CMO

MaTpHUIly 06JIUKa
mqq 0 0
M= <m21 (DY) mz3)
mp; mg; 0

U IIpUMeRyjeMo je Ha TaukKe. U3 f(A) = B ciieqyd myq +Myp+My3 = 2myq KMy +Mgp = 3myy,
OJHOCHO M3y = 2mMq1 U My = 2mq1 — Myy — Mys. /lasbe je

mqq 0 0 1 mia
? X Mﬁ x [ 2myg — Moy —My3  Myy  Mos 2| =1 2my1 + myy + 2mys3 | .
myq 2my; 0 3 5my;

Bunumo fa je Hemoryhe ? x (2,3,1), Te 3aaTaK II0[ a) HeEMA pelllerna. 3aiaTaK I10f &)
naje momatHU yesaoB C « (1,3,5) ofmakiie 1odujaMo 2myq + Mgy + 2MmMy3 = 3myq, OMHOCHO
Mgy = Myq — 2My3. To HAC TOBOAH 10 KOJIMHeAIlHja ca MaTPUIIOM

mqq 0 0
M= | mq; +mp3 My —2mMy3 My3
myg 2myq 0
I7Ie je OUMIVIeHO My # 0 1 my3 # 0 36or det M # 0. A

3amarak 4.58. OznpenuTH QUKCHe TauKe M QUKCHe IIpaBe KoJHUHearje Ax]; = 4xq — X,
AX) = 6X1 — 3X, AX5 = X1 — X — X3.
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Pememe. KosmrHearyja je jata cucteMoM jeqHaurHa AX = AX, I7ie je MaTpHUIla KOJIUHe-

anuje
4 -1 0
A=[6 -3 0 |.
1 -1 -1

PauyHaM0 KapaKTepHUCTHUYHH II0JTMHOM
4-1 -1 0

6 -3-27 0
1 -1 -1-2

Xa(A) =det(A— A1) = =@-A)(-3-A)(-1-A4)+6(-1-2),

Te B0dHjaMo Y, (A) = —(A + 1)(A* =21 —12+46) = —(A+1)(A + 2)(A — 3). Kako ©UMaMO TpH
pasIM4uTe peasiHe COIICTBEHE BPeJHOCTHU CBaKa II0HA0COS /iaje I10 jefHY QUKCHY TauKYy.
Tpa’kumMo corcTBeHe BEKTOpe MaTpUIle A, OHOCHO TaKBe X 3a Koje Baxku (A — A1)X =0,
rmeje A e {-1,-2,3}.

5 -1 0 X1 X1 0

3aA=-1je(6 -2 0 X | =0,Te | x | x| O | maje pukcHy Tauky (0:0:1).
1 -1 0 X3 X3 1
6 -1 0 X1 X1 1

3aA=-2je(6 -1 0 Xy | =0,Te [ x | x| 6 | maje pukcHy Tauky (1: 6 : 5).
1 -1 1 X3 X3 5

1 -1 0 X1 X1 1
3aA=3je(6 -6 0 X | =0,Te | x | x| 1] zaje duxcHy Tauky (1:1:0).
1 -1 -4 X3 X3 0
KosunHeanyja nMa TayHOo TpU ¢uKcHe Tauke: T1(0 : 0 : 1), To(1 : 6 : 5), T5(1 : 1 : 0).
CiuuHO, QUCKHe IIpaBe OAroBapajy COIICTBEHUM BEKTOpHMa TPaHCIIOHOBaHe MaTpHIle
AT, K0ja UMa UCTU KapaKTepUCTHYHU IOJIUHOM. M0)kKeMO UX pauyHaTH Kao paHHje.

5 6 1 uq uq 1
3aA=-1je| -1 -2 -1 U, | = 0, e [ upz | < | -1 | maje dpuxcHy paBy
0 0 0 Us Us 1

[1:-1:1].

MehyTuwM, jefHOCTaBHUje je IIPUMETHUTHU J1a CY QUKCHE IIpaBe 3alIpaBo CII0jHUIle QUK-
CHUX Tayaka, Ha IlpuMep fodujeHo [1: —1 : 1] je yrpaBo T,V T3. IlpeocTasie QUKCHe IIpaBe
cyT1VI3=[1:-1:00uT1VT, =[-6:1:0]. A

3amarak 4.59. KoamHeanyja je ata ca Ax; = Xz +X3, AXj, = X1+ X3, AX; = X1 +X;. /loKasaTu
Ila je y IUTalky XOMOJIOTH]ja, Te OLPeJUTH IIeHTap U ocy. OfpefUTH HeKU KOOPAUHATHU
CHUCTeM Yy YMjuM je abUHUM KOOpAUHAaTaMa Ta KOJIMHealldja XOMOTeTHja ca LIeHTPOM Y
Tauku (0:0:1).

Pememe. KosmrHearyja je jata cucteMoM jeqHaurHa AX = AX, I7ie je MaTpHUIla KOJIUHe-

anuje
011
A=11 0 1].
110

PaquaMo KapaKTePHUCTHUYHHU IIOJIMHOM

-2 1 1
detA—A1)=|1 -A 1|=-2431+2=-A+1)*1-2).
1 1 -2

[N
[N
[ Y

X3

3a/\1je<
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4.8. KonuHeauuije y RP?

-2 1 1 X1 X1 1

3adA=2je| 1 -2 1 Xy | = 0, mrTo maje | xp | < | 1 |, oZHOCHO IIeHTap
1 1 -2 X3 X3 1

:1:1).

KakoBaxku (1:1:1) ¢ [1:1:1], Tojey IuTarwy XOMOoJIOTHja. XOMOTeTHja OCUM I[eH-
Tpa XOMOTeTHje QUKCHpa U CBe 6eCKOHAuHe Tauke. [[poMeHOM KOOPAHMHATHOT CHCTeMa
JKeJIMMO 06e35eIUTH fila oca dy/ie 6eCKOHA4YHa IIpaBa, a /ia IeHTap rnocrade (0 : 0 : 1).
MatpuIty 1mpeJiacka IIOIylaBaMo y CKJIaZAy ca yCI0BHUMa. IbeHa IIpBa U ipyra KoJIOHa O/
rosapajy deckoHauHUM TaykaMa (1:0:0) 1 (0:1:0), Tako Jja je Ty HEOIIXOJAHO YIIUCATH
HeKe BeKTOpe IIpe[iCTaBHUKE 3a [IBe TayKe ca oce, Ha IpuMep (1,0, -1) u (1,-1,0). Tpe-
ha xosioHa oxrosapa Tauku (0 : 0 : 1), Te Ty YIKCYjeMO BEKTOp IIpe/ICTABHUK I[eHTPa.
OpHoce u3Mel)y HaBeJleHUX BeKTOpa IIpe/icTaBHUKA MOKEMO BapHpaTH TaKo Jia pelleme
CBaKaKo HUje jeJHO3HAYHO, a jeJHO pelllehe je MaTpUlia IIpejacka

1 11
M=(0 -11].

-1 0 1

( 2)
M=

IOK MaTpHUIla KOJIMHeallHje Y HOBOM CUCTeMY IJIacu
1 1 1 -2 011
M‘lAM:§ 1 -2 1 101 —1 1
1 1 1 1 10
1 -1 -1 2 1 -1 0 O
:§—12—1 0—11 0O -1 0],
2 2 2 -1 0 1 0O 0 2
IIITO OYUIJIETHO UCIyHaBa yCI0Be 3a/iaTKa. A\
3agarak 4.60. OnpenuTu QUKCHe TauKe U QUKCHe IIpaBe KOoJIMHeallyje Koja je mata ¢pop-
MysnaMa Ax) = 10xq + 6x3 — 6x3, AX), = —3Xx1 + Xz + 3x3, AX5 = 3x1 + 3x2 + Xx3. M3adparu

KOOPAWHATHU CHUCTEM y KOjeM je KoirmHeanyja apuHa Tako fa je Tauka (0 : 0 : 1) decko-
HayHa ¥ HamucaTu ¢popMyJie KOJIMHeaIlje Y HOBUM KOOpAUHaTaMa.

(1

HheH MHBep3 je MaTpHUIla

Pemewe. MaTpulia KoJIMHeaIyje je

10 6 -6
A=(-3 1 3 ].
3 3 1

HakoH Kpaher pauyHa 05ujaMo x4 (A) = det(A — A1) = —(A —4)3, Te je jepHa cocTBeHa
BpexHOCT 4 (TpocTpyka Hysta). U3 jemrHaunHa (A —41)X = 0u (AT — 41)X = 0 modujamo
ukcHe Tauke {(a : b : a+b) : a> + b* # 0}, mox cy {[a : b : b — 2a] : a*> + b*> # 0}
$UKCHe IIpaBe, Te je y IUTa®y ejanyja ca meHTpoM (2 : —1 : 1) mocom [1 : 1 : —1].
AduHa KoIMHeallja UMa 6eCKOHAYHY IIpaBy 3a QUKCHY IIpaBy, a KaKo >KeJIMMO /ia TauKa
(0:0:1) dyze deckoHauHa, TO OHA MOpa SUTHU Ha OPUTHHAJIHO] GUKCHO] IIpaBoj. 13 cKyIia
pellerba GUKCHUX IIPaBHUX Y3UMaMO OHY Koja CcaZ[p KU Hallly TauKy, a To je Irpasa |1 : 2 : 0].
V npBe iBe KOJIOHe MaTpHUIle Ipesiacka M ynrcaheMo iBe Tauke ca Te IIpaBe, Ha IPUMep
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(2:-1:0)u (0:0:1),ayTpehy duo 1mrtTa Tako fa Baxxu det M # 0, Ha mpuMep (1:0: 0).

Taxo godujamo
2 01 0 -1 0
M=|-100), M=[0 0 1],
0 10 1 2 0

IIOK je MaTpHUIla KOJIMHeaIHje Y HOBOM CUCTEMY

0 -1 0 10 6 -6 2 01 7 -3 3
MlAM=(0 0 1 -3 1 3 -1 00)=(3 1 3].
1 2 0 3 3 1 0 10 0 0 4

HamoMeHuMO fia aprHa KoJIMHeallja Mopa UMaTH HyJle Ha IIpBa /iBa MeCTa Y I10C/Ie/IHh0j
BPCTH H-eHe MaTpHUlle, IIITO HaM fiaje jeflaH BUJ, KOHTPOJIE Ja CMO II0C/Ie/by MaTpUILy
I0dpo u3payyHam u. A

3asarak 4.61. Heka je KosMHeariyja fata opMmyrama Ax; = —2Xq — Xz — X3, AXy, = X1 + X3,
AXxg = 3Xq1 + 3Xg + 2x3. Fi3adpaTv KOOPAMHATHH CHCTEM Yy KOjeM je KoIMHealldja apuHa
Tako f1a je Tauka (0 : 0 : 1) deckoHauHa. HartrcaTtu popMyJie KoJIMHealje y HOBUM KOOp-
TUHaTaMa.

Pemiewe. OBaj 3a/1aTax je CAaCBUM CJIMYaH 3aaTKy . Marpuila KoJIMHealyje je

-2 -1 -1
A=(1 0 1 ].
3 3 2

Hajrpe pauyHaMo KapaKTePUCTUYHU IIOJTUHOM ) 4(A) = det(A — A1) = —(A + 1)%(A — 2).
COoIICTBeHU BEKTOPH 3a BPeJHOCT A = —1 fajy Tauka I10 Tauka GUKCHY mpasy [1 : 1 : 1],
IOK 3a BpegHOCT A = 2 najy ¢ukcHy Taduky (—1 : 1 : 3). lakiie, y IATa®ky je XOMOJIOTHja
caocoM [1:1: 1] umeHrpoM (—1 : 1 : 3). AprHa KosiMHealyja iMa QUKCHY SeCKOHay-
Hy IIpaBy, a IIpHe 3axTeBaMo fa Tadka (0 : 0 : 1) mocTaHe SeckoHauHa. /la SMCMO 0BO
OCTBapUJIM HEOIIXO/IHO je [ja IIpoHaljeMo UKCHY IIpaBy Koja cagp>xu (0 : 0 : 1). To Mmoxe-
MO YpaZuTH TpakehH cOIICTBeHe BeKTOpe MaTpHuIle AT, aTk KaKo CMO 3aK/bYUHJIU Jia je ¥
IUTalky XOMOJIOTHja, TpakeHa pUKcHa mpasa je [1 : 1 : 0] kao criojHuIta Tauke (0 : 0 : 1)
U neHTpa (—1 : 1: 3). V 1IpBe [Be KOJIOHe MaTpHUIie IIpesacKa YIIMCYjeMO BeKTope IIpe/-
CTaBHUKEe 3a [IBe TayKe ca Te IIpaBe, Ha npumep (0 : 0 : 1) (Zodpo je y3eTH dalll By f1a duU
Ce jacHO BUJEJIO Jja ITocTaje deckoHauHa) U (—1 : 1 : 0), KoK je Tpeha Ipor3Bo/bHA TAKO
Ila leTepMHHaHTa He dyze HyJa, Ha Ipumep (1 : 0 : 0) (mo>keJbHO je UMaTH IIITO BUIIIE

HyJ1a). Tako fodujamo
0 -1 1 0 01
M=(0 1 o), M!=(010],
1 0 O 110

0 0 1 2 -1 -1 0 -1 1 2 0 3
M3lAM=(0 1 0 1 0 1 01 0)J=[(1 -1 1
110 3 3 2 1 0 0 0 0 -1

MaTpHUIla KoJIMHealldje Yy HOBOM CUCTeMY. A

IIOK je

3amarak 4.62. KosmHeallyja je gata opMytama Ax; = 5x1—3X; —X3, AXYy = —3X1+5X2+X3,
AX5 = 2Xx1 — 2X3 + 4x3. OfpenuTy cBe GUKCHe IIpaBe KOJIHMHealldje, a 3aTHM H3adpaTy
KOOPAWHATHU CUCTEeM Yy KOjeM je Ta KoJIMHealyja apuHa, Te HanucaTy GopMyJie y HOBUM
KOOpAWHaTaMa.
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4.8. KonuHeauuije y RP?

Pemewe. MaTpulia KoJIMHeaIyje je

5 -3 -1
A=(-3 5 1 ].
2 -2 4

PauyHaMo y,(A) = det(A—A1) = —(A*—142* + 601 —72) = —(A—2)(A — 6)2. dUKCHe TIpaBe
TPa’kKKMO Kao COIICTBEHe BEKTOpe TPaHCIIOHOBaHe MaTpHUIIe.

3 -3 2 uq uq 1
3aA=2je(AT-21) U= -3 3 -2 u; | =0, mro maje [ uy | oc [ 1 .

— 1 2 Us Us 0

1 -3 2 Uy Uy 1
3aA=6je(AT-61) U= -3 -1 -2 U, | =0,mromaje | up | oc | 1 |.

-1 1 -2 us us 1

Jlakiie, mocToje nBe UKCHe I1paBe, [1 :1: 0] u[-1:1: 1]. AbuHa KoIMHealyja uMa
SeCKOHayHy IIpaBy QUKCHY, Te SHpaMo jefHY of, IIpoHaheHUX, Ha Ipumep [1 : 1 : 0], a
3aTHUM Ca e [iBe IIPOU3BOJbHE TauKe, Ha mpuMep (0 : 0 : 1) u (1 : —1 : 0), yuje BeKTOpE
IIpeJicTaBHUKE YIIMCYjeMO Y IIpBe [Be KOJIOHe MaTpHIle IIpesacka. Tpehy KoJIOHY IIOITy-
HhaBaMoO IIPOM3BOJBHO, &I Jla MaTpHIia 6y/e peryjapHa. JefHa o MHOIO MOTYhHOCTHA

je
0 1 1 0 0 1
M=[0 -1 0), M'=(0 -1 0],
1 0 0 1 1 0
IOK je MaTpHIla KOJIMHealdje y HOBOM CUCTEMY
0 0 1 5 -3 -1 0 1 1 4 4 2
MlAM=(0 -1 0 -3 5 1 0 -1 0)=(-18 3}.
1 1 0 2 -2 4 1 0 0 0 0 2

IIpBa [Ba yJasa y IIOC/Ie/ib0j BPCTU HOBE MaTpHIle CYy HyJle, IIITO 3HA4YH /ia je JoSHjeHa
KoJIMHealyja apuHa. A

_ W

3aparak 4.63. OmpenuTy MaTpHUIly XOMOJIOTHje Koja je ogpeljeHa eHTpoM S(—1 : 1 : 3),
0COM S: X1 + X2 + X3 = 0 M IPOTHUBOCOM U: 3X1 + 3X2 + 2x3 = 0.

Pememe. [IpoTHBOCA Cce peanusyje Ay>X Tpehe BpcTe, TAKO /la MOKEMO OZMax y By yIIU-
caTH (3, 3, 2) WM HellITO CpasMepPHO TOM BEKTOpY,

a;; a2 ass
A= | ay axpy axy|.
3 3 2

CBe Tauke ca oce [1:1: 1] cy puKCHe, TaKO 1a heMo U3ABOjUTHU HeKe JIaKe 3a payyH (IIITO
BHUIIIe HyJIa TO doJbe) monyT (—1:0:1)u (0: —-1:1).

apn Az a3 -1 a3 — an -1 1
ay1 dyy Q3 0 |=|as—axy | x| 0 | x| O |,ogakiuejea;; = a3 —1,
3 3 2 1 -1 1 -1
azi = azs.

a1 iz a3 0 aj3 — aiz 0 0
ar1 Ay A3 1 )]=(a3—ay | x| 1]« 1 , OlaKJjIe UMaMoO dqp = dq3,
3 3 2 1 -1 1 -1

A9 = A3 — 1.
MoykeMO ogMaxX YBPCTUTH A3 = X, Q12 = X, A1 = X — 1, OMHOCHO Az3 =Y, Agy =y — 1,
az1 =Y, Te UCKOPUCTUTHU YCJIOB /1A je S QUKCHA TaukKa.
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x-1 x x -1 3x+1 -1 -2
y y—-1yy 1 |=(3y-1] x| 1 | x| 2 |,omakmeje3x+1= -2,
3 3 2 3 6 3 6

3y —1=2,omH0CHO X = —1,y = 1. Tpa’keHa XOMOJIOTHja UMa MaTPUILy

-2 -1 -1
A=(1 0 1 ].
3 3 2

3a Kpaj, JOBOJBbHO je IIPOBEPUTH /1A je joIll jerHa Tauka ca [1 : 1 : 1] pukcHa, Ha IpUMep
(=1:1:0), unMme ducMmo odesdequnu fa [1: 1 : 1] dyzme oca, a S(—1 : 1 : 3) pukcHa Tayka.
Kako xoJyIMHeallyja gaTa MaTpUIIOM A HUje UIeHTHUTeT OHa MOopa SUTHU XOMOJIOTHja ca
Tpa>kKeHUM O0COSHHaMa. A

3aparak 4.64. Hahu ¢opmysie KosiMHealyje kojampase a: X = 0, b:y = 0, c: x+y =
1 nmpecsiKaBa pefioM Ha b, ¢, a, JOK TeXKHIILITe TPOyIVIa KOjeM CTpaHUIle IIPUIIafajy TUM
IIpaBaMa IIpec/IvKaBa y IIpecek IpaBux X —y = 0 u x — y = 2. Koja mpasa ce cjiuka y
deckoHayHy? IlITa je c/IMKa Kpyra OIIMCAaHOT OKO TOT TPOyIya?

Pememe. AKO KoJIMHeallMja UMa MaTpUIly M, oHa cIvKa Tauke ca AX' = MX, a IipaBe ca
AU = M'U'. XoMoreHe KoopAauHaTe IpaBux cy afl : 0: 0], b[0:1:0], c[1:1: —1], Te>KuIITe
Tpoyriaje T(1/3:1/3:1)=(1:1:3)uoHoce cimuka y T'(1 : 1 : 0). KoMIiukaiiuje oKo
IIpaBUX U3deraBamMo BUX0BUM cenuintMa C=arb=(0:0:1),A=bAc=(1:0:1),B=
cna=(0:1:1), HaKoH yera KOpucTuMo popmyJie caMo 3a Tauke C— A +— B+— C, T— T.
MehyTuM, HeKaZja KOJIMHeallyjy HUje Moryhe ogpeauTy caMo IIOMOhy C/IMKa Tadyaka, Te
0Baj 3a/laTaK PajMO JUPEKTHO.

N3a[1:0:0]+— b[0:1:0]umaMo myy; =my3 =0.1M3b[0:1:0] — c[1:1:—1] modujamo
mqq + My — Mg = My3 + My3 — M33 = 0, OTAKJIe CJAeou Mgy = Mqq + My U M33 = My3. U3
c[1:1:-1]—a[l:0:0]jemy; =myy = —My3, TAKO Jja MaTpHUIla UMa 0SJIUK

myp Mqp My3 mq1 myp —My
M= myq1 Moo Mys = myq 0 0 .
ms; mMmMszy; Mass mq1+my; Mgy —Myq

Kaz yBpcTHMO 7 «MT modujaMo

myq myp —Myq 1 —myy 1
moq 0 0 1) = moq x (1],
myp +myy Mzp —Myy 3 My1 + M3y — 2myy 0

OJlaKJIe je —Mqy1 = Mgy, My + M3y — 2mMyq = 0, IIITO KOHAYHO Jaje

1 1 -1
Mx|{-1 0 0 ].
0 3 -1

MHoXewmeM MaTpulle M ca U = (0,0,1) modujamo mpotusBocy uf0 : 3 : —1|, 0oMHOCHO
mmpaBy y = 1/3. Kako Ta IIpaBa cede KpyT y iBeMa TauKaMa, TO Ce OH CJIMKa y XUIIePSOJLy.
A

3agarak 4.65. OxrosapajyhomM MaTpHUIIOM OAPEeAUTH CBe MoTr'yhe KoJIMHeallyje Koje uMa-
jy TauHo 1Be ¢ukcHe Tauke (0 : 0: 1) u (—1: 0 : 2), duxcupajy npasy 2x; + x3 = 0, oK

npaBy 3xy + x3 = 0 IIpecjaHUKaBajy y IIpaBy X1 + Xz + X3 = 0.
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Pemreme. Kako je (0 : 0 : 1) duKcHa Tayka TO UMaMo my3 = 0 ¥ my3 = 0, a KaKo je "
(=1:0: 2) dukcHa To modujaMo my; = 0 U 2my; = 2ms3 — myy. PuUKcHa 1pasa [2 : 0 : 1]
IOHOCU M3y = —2My, U Beh BUleHO 2my; = 2msz3 — m3q, 10K [0 : 3 : 1] — [1 : 1 : 1] maje
M31 = —My1 B Mqy + Myy + M3y = 3m33. OfaB/ie 3aK/bydyjeMo Ja je MaTpHUIla KOJTHHeaIyje

2a b 0
M x 0 3a+b 0].
-2a -2b a

0611 CMO 06JIMK CBUX KOJIMHealyja Koje IIpecJnuKaBajy CBe IIITO Tpeda, aid IIpeocTaje
HEeUCKOpHIITheH yCJIOB [ja KOJIMHeallja UMa TavyHo JiBe UKCHe TadyKe. Y TOM CIy4ajy He-
OIIXO/THO je JJa MaTpPHIla UMa Ta4yHO JIBe COIICTBEHE BPEIHOCTH, /IOK Cy Hallle COIICTBEHE
BPEeIHOCTH a, 2a ¥ 3a + b. Kaxko je 2a # a # 0 36or det M # 0, TO JUCKYTyjeMO JBa C/Iy4aja.
YV npBoM ciy4ajy je 3a + b = 2a, 0fHOCHO b = —a, IIITO HacC JOBOAH [10 MaTpHUIle

2 -1 0
Mx| 0O 2 0
-2 2 1

KOja 3a COIICTBEHY BPeJHOCT 2 UMa jelTHOZUMEH3UOHHU COIICTBEHH IIOTIIPOCTOP KOjeM OfI-
rosapa ¢ukcHa Tauka (—1 : 0 : 2) ¥ 3aTO jecTe pelllere. Y IpyroM cayvajy je 3a + b = aq,
OJHOCHO b = —2a, IIITO HAC JOBOJH 10 MaTPHUIle

2 -2 0
M 0 1 O
-2 4 1

KOja 3a COIICTBEHY BpeJHOCT 1 MMa JBOAMMEH3UOHU COIICTBEHHU IIOTIIPOCTOP KOjeM O/ITO-
Bapaoca[l: —2:0]>(2:1:0)u3aTo HUje pellewme. A

4.9 IliTajHepoBe KOHMKE

YV 0BOj CeKIIHjU [0Ka3yjeMo /1a je OIIMCaHO IeOMeTPHjCKO MeCTO TadaKa jeZJHa KOHHUKA
o IlltajHepoBOj AePUHUITHjU. [eOMeTPUjCKO MeCTO TadaKa yodHUdajeHo je OIKCaHo Kao
CelUINTe HeKUX IMpaBux X = pAq. IloTpedHoO je na mpoHahu mpojeKTUBUTET f: (P)A(Q) 3a
KojH je f(p) = ¢, a OH je 4eCTO KOMIIO3UIIHja [I03HATUX IIPOjeKTUBUTETA, KOjU Cy WUJIH I1ep-
CIIEKTUBUTETU WU IIPOjeKTUBUTETH OfpeljeHH HeKOM KOHUKOM. Ba)kKHO je na y nepuHu-
IIMjaMa KOPUCTUMO HUCK/BYUYHUBO eJIeMeHTe KOjU Cy Y 3ajaTKy QUKCUPaHH, JOK Bapupajy
eJIeMeHTH Koje IIpecauKaBamo. Ha mpuMep, IpaBa p Bapupa, a 3a P MopaMo y3eTH HeKy
yHaIpe  UKCHpaHy Tauky P € p. OBako ce mpUpoAHO HaMehe 11Ta he SUTU IpaMeHOBH
(P) 1 (Q), Te je IOTpPedHO caMO MaJIO UHTYHUITHje 1a SU Ce pellro KOHKpeTaH 3a/aTak.

HcnuTtuBame (He)ereHeprucaHOCTU KOHUKe CBOJHU Ce Ha IIUTambe /ia JIU je fIIepcriek-
TUBUTeT. To pemtaBa TeopeMa 0 IIepCIIEKTUBUTETY, T€ pauyHaMO CJIMKY 3ajeJHUUKOT eJie-
MeHTa. YKOJIUKO je f(PQ) = QP, KOHUKa je lereHeprcaHa, a y CyIIpOTHOM HeflereHeprca-
Ha.

3agarak 4.66. Kpos Tauky D cTtpaHuile BC Tpoyria ABC I1poJjia3y IIpaBa p Koja ceye CTpa-
Hure AB u AC pezioMm y TaukaMma P u Q. IIpaBe CP u BQ ceky ce y Tauku X. IlITa je reome-
TPHjCKO MeCTO Tayaka X Kaja p > D?
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Pememe. Kako je X = CPABQ, IOTPeSHO je HaIlpaBUTU IIPOjeKTUBUTET [ 3a KOjH je
f(BQ) = CP. To MokeMo ypaguTu ca f = (B)A°(D)28(C) jep je Tag BQ — p ~ CP u Tpa-
’KeHO reOMeTPHUjCKO MeCTO TauakKa je KOHUKa 110 [lITajHepoBoj fedpuHuimju. Kako Baxxu
BC — BC — BC, fje IepCIIeKTUBUTET, Te je KOHUKA JereHepucaHa ¥ Baxku I' = BCU s. U3
AB +— AD +— AC ciiepi ABNAC = A € T, oakiie je I' = BCUAX, t7ie je X HeKa TauKa KOHUKe.
A

3aparak 4.67. [laTe cy I1paBe a U b, Kao U Tauke P, Q U R BaH BUX. AKO je r > R 1ipou-
3BOJbHA IIpaBa U BaXKU A = rAd ¥ B = rAb, oIIUCaTH CKYII CBUX ceruinta PAAQB.

Pememse. [IpojektuBuTeT f = (P)%(R)2(Q) mpecaukasa PA — r — QB, Te je TpaskeHO Teo-

A
MeTPHjCKO MeCTO TauaKa KOHUKaA. /lereHeprCaHOCT KOHUKe 3aBHCH OJ] TOTa /1 JIU je f1iep-
CIIEKTHBUTET, IIITO Ce JelllaBa YKOJIHUKO Cy Tadke X, Y 1 R KoJIMHeapHe rae ¢y X = PQAa u
Y = PQAb. KOHUKa je fereHepricaHa ako Cy Tadke P, Q ¥ R KOJIMHeapHe WU aKo Cy IIpaBe

a, b u PQ KOHKypeHTHe. A

3agarak 4.68. /[aTa je HeflereHeprucaHa KOHUKA [ 1 pasimnuute Tauke A,B,CeT'uD ¢ I.
3a mpousBo/bHO X € I Heka je Y = BXNAC, Te M = AXADY. /loKas3aTH Jia je TeOMETPHjCKO
MecTO Tauyaka M Kaza X € [ jemiHa KOHUKA U UCIIUTATH jOj JeTeHePUCaHOCT.

Y,
o7
\

N
Ve

Pememe. Kako je M = AXADY, toTpeSHO je Hahu IpojeKTUBUTET f 3a KojH je f(AX) = DY.
To moxxeMo ca f = (A)L(B)A(D) jep Taga Baxku AX — BX — DY, Te je KOHHKA TPa’keHO
reOMeTpHjCKO MeCTO TadyakKa. /lereHeprCcaHOCT /laje YCJIOB IlepciieKTUuBUTeTa f(AD) = DA,
IIITO Ce JelaBa yKoIuKo (A)L(B) cimka AD y BA, 0OHOCHO YKOJIMKO je AD TaHreHTa Ha
I' y Tauku A. Jlakie, T je jereHepucaHa ako U caMoO aKo je AD TaHreHTa Ha I'. MoxxeMo
npuMeTtutu ga AC — BC — DC noBiiauu ACADC = C € T, ok A,D € ' MaM0 JUPEKTHO
(JIema ). V ciyuajy fereHepucaHe KOHUKe je ' = ADUMC, rie je M HeKa TauyKa KOHUKe

KO0jy cMo Beh oxmpenuin. A

3azarak 4.69. /laTe cy HeflereHepHucaHe KoHuKe I'y u 'y, Kao ¥ pasiuuuTe Tauke A € I',
Ay eT,uP eTl'yNTy. 3a IpoU3BOJEHY IIPaBy p 5 P mocraBUMO Tauke M; € I';Np ca M; # P
YKOJIMKO p HUje TaHreHTa Ha [;,3a 1 < i < 2. /l[oKa3aTH Jja je TeOMeTPHjCKO MeCTO TayaKa
X = A1M1NA; M, Kaf p TIpojiasy Kpo3 P, KOHMKa, a 3aTUM jOj UCIIUTATH eTeHEePUCAHOCT.
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4.10. MNackanosa n bpurjaHwoHoBa TeopemMa

Pememwe. IIpojekTUBUTET [ = (Al)rxl(P)rKZ(Az) naje AiM; — p — A;M,, IITO JOKasyje fa
je TpakeHO reOMeTpHjCKO MeCTO TayakKa KOHHKa. Kako je A; # Ap; mUTaMo ce Kaja je
flA14,) = AA,, a KOHHKa je lereHeprcaHa aKo U caMo aKo IIpaBa A;A; UMa UCTY CJIIUKY
TIpH [IPOjeKTUBUTeTHUMA (A1) (P) 1 (4,)1(P).

Heka A1A; HUje TaHTreHTa HU Ha ', HU Ha I',. Taza yciioB rmoctaje PT; = PT,, Ipu ueMy
Baxu T € AjA; NI u Ty € AjA; NT, VKouko je Ty # T, uManu 6UCMO P € T1T, = A1A;
U KOHTPaguKTOpHO T1 = P =Ty, e Mopa éutu Ty = Ty = T.Taga T € 1 N Ty u Aq,A,, T
Cy KosimHeapHe. KoHUKa je ereHepurcaHa ako je P # T, kaou y ciaydajyP=Troe ' u Ty
UMajy 3ajeJHUYKY TaHIeHTy y P.

A
Iy I, P, T,
Aq A Ay
I

[TpeTriocTaBUMO Jia je A1A; TaHTeHTa Ha Ta4yHO jeJHYy 07 KOHUKa, periuMo Ha I'y. Taza
ycioB noctaje PA; = PT,tneje T € A4A; NT,.3a T # A TpaxxuMmo P € A T = A1A, 1ITO
je HeMoryhe, Tako Jja je KOHUKa JiereHeprcaHa nof ycaoBoM T = Aj, OBHOCHO A1 € Iy
CUMeTpUYHO, aKo je A1A, TaHTeHTa Ha ['», KOHUKA je leTeHepucaHa 10/ yCJIOBOM A, € I'y.
KoHauHo, ako je A1A, TaHreHTa U Ha ['; 1 Ha I, lereHeprCcaHOCT &U 140 yCIoB PA; = PA,,
omaxkie je P € A1A,, ITO ce HUKAJ He JelllaBa. A

4.10 IIackasoBa M bpujaHIIOHOBA TeopeMa

HajJiermmy reoMeTpHjCKH 3aali TUYY ce IIpuMeHe [lackasoBe 1 BpujaHIIIOHOBeE Te-
opeMe. PasMOTPUMO HeKa IIpaBHJla Koja HaM IIOMa’ky /ila YBUAUMO Ha IIITa Ta4yHO IIpU-
MemyjeMO0 TeopeMy. YKOJIMKO Ha pacliojiaralby MMaMO BUINle Tadaka (0Jf TAaHTeHTH) ca
KOHMKe IIpuMenyjeMo IlackasoBy TeopeMy (TeopeMa ): TPHU CeLUITa HacllpaMHUX
CTpaHUIla IIPOCTOT LIeCTOTeMeHUKa YIINCAHOT y HeJlereHepHCcaHy KOHUKY Cy KOJIMHeap-
He TauKe. YKOJIMKO KIMaMO BHIIle TAHTeHTHU Ha KOHUKY OH/ia IIpUMeyjeMo bprjaHIIIoHo-
By TeopeMmy (Teopema ): TPH CIIOjHULIe HaCIIpaMHUX TeMeHa IIPOCTOT IIeCTOCTPaHUKa
OITMCAaHOI OKO HeJleTeHepHrcaHe KOHUKe CY KOHKYpeHTHe IIpaBe.

Teopeme ce yecTo IpUMeRYjy Y TPAHUYHOM CJIy4ajy, O/HOCHO HeKe ejleMeHTe MoKe-
MO yAyILUIaTA. AKO CMO yAyILIa/Iu Ta4Ky OHZA je oAroBapajyha CIIOjHUIlAa TaHTeHTa Y TOj
TayKH, a aKO CMO yAyIUIaJI TAHTeHTY OHJIa je oAroBapajyhe ceruinTe JOAUPHA TauyKa Te
TaHIeHTe.

YobéuuajeHo je KOHUKaA ofjpeheHa ca I1eT ejileMeHaTa, /ja 61 IIPUMEHOM TeopeMe 100U-
JIY IIIeCTH eJIeMeHT KOjU ce Tpakyu. OCHOBHA H/ieja je UCKOPUCTUTH MHPOPMAIHjy KOjy
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MMaMoO O TOM IIIeCTOM eJIeMeHTY TaKo IIITO FbeMy 3aBHCaH eJleMeHT II0CTaBUMO 3a CyCeJl-
HU y Halllo] TeopeMU. Peffocyies; ocTaivx II03HATHUX eJleMeHaTa HUje IIpeBUIlle SUTaH Te
caMUM THUM 3a/lalid UMajy BUILle PA3IMUYUTHUX pelllekha, OAHOCHO pas/IMuYUTUX IIpUMeHa
TeopeMa Koje pelllaBajy 3a/aTak.

Tun xKoHuKe ofpeljyje 6poj IIpeceKka ca SeCKOHa4YHOM IIpaBoM. Ejmrica HeMa Iipece-
Ke Ca U, Te 0 B0j HeMaMO HUIIITa Hapo4yuTo. [Tapadosia ©UMa Ta4yHO jefHYy SeCKOHauYHYy
TauyKy, TAKO /la OMaxX MOKeMO U, TPeTUPaTH Kao I103HATy TaHTeHTYy. /lofrpHa TauKa Te
TAaHTeHTe ca I1apadoJIoM je deCKOHAYHA TayKa oce mmapadoJie. Hekas je KOpUCHO IIpUMe-
TUTH JIa je TAHTe€HTA y TEMEHY ITapadojie HOpMaJIHa Ha 0Cy Te ImapadoJie. XuIepsoJia uma
IIBe 6eCKOHAUYHe TauKe, a TO Cy JOJAUPHE TauKe ’heHUX acCUMIIToTa. To 3Ha4M /1a YKOJIUKO
IodHujeMOo aCUMIITOTY, 3aIllpaBO CMO JTOSWIIHU iBe MHPOpMalifje, UMaMO By Kao II03HATy
TaHTEHTY, a lbeHY SeCKOHA4YHy TauKy Kao II03HaTy TauKy KOHUKE.

YecTr MOTHUBH Y 3a/lalliMa Cy LIeHTap WM 0ca KOHUKe, I7ie je Moryhe J0SUTH HOBe
TauKe WU TaHTeHTe KOHUKe jeJHOCTaBHOM I[eHTPaJIHOM WM OCHOM CHMETPHjOM II0-
3HaTHUX TayaKa WU TaHTeHTH.

3azarak 4.70. [laTte cy Tauke A, B, C,D, E HeflereHepucaHe KOHUKe I' 1 r1paBa p > A. KoH-
CTPYHCAaTH APYIY IIpeceyHy TauKy IIpaBe p U KoHuUKe I

Pemreme. [IprmeHnMo IlackasoBy TeopeMy Ha IIPOCT IlecToTeMeHUK AXBCDE, trie je X
TpakeHa Tauka, I' N p = {A, X}. [TackaysoBy 1paBy uuHe P = AXACD = pACD, Q = XBADE
U R = BCAEA, omaxkiie uMaMo Q € PR. Caza cy 1nipaBe XB, DE, PR KOHKYpPeHTHe y Q Te
MO>KeMO KOHCTpyHcaTH Q = PRADE 11 KOHa4YHO X = BQAp.

AJITepHaTUBHO 33/laTak Ce pelllaBa IIpoHaIaKewheM X = pAf(p), T7ie je IIPOjeKTUBUTET
(A)~(B) ompehen ca (AC,AD,AE) — (BC,BD,BE). A

3apmarak4.71. /late cy Tauke A, B, C, D HelereHepHrcaHe KOHYKe I 1 lhbeHa TaHreHTa a > A.
KoHcTpyrcaTu TaHreHTy Ha I'' y Tauku C.

Pemreme. IIprumeHa IlackajioBe TeopeMe Ha IIPOCT I'paHUYHU YeTBOpoTeMeHUK AABCCD
naje IlackasioBy IIpaBy Kojy unHe P = anc, Q = ABACD u R = BCADA, t7ie je ¢ TpakeHa
TaHreHTa y TaukHu C. MoykeM0 KOHCTPYyHcaTH P = aARQ ¥ KOHAYHO ¢ = PC. A
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3apmarak 4.72. Heka cy A,B,C,A’,B',C’, P TauKe HeJleTeHEpHCaHe KOHUKe. AKO Cy IIpaBe
AA’, BB’ u CC' KOHKYpeHTHe, JoKasaTH jfa cy Tauke A’PABC, B PAACu C'PAAB KoJIMHeapHe.

Pememe. Odesesxuumo Ay = A’PABC, By = B'PAAC, Cy = C'PANAB, Te HeKa cy ipaBe AA’, BB’
U CC' KOHKypeHTHe y TauKu S. [IpruMeHa I[lackasloBe TeopeMe Ha IIPOCT IIECTOTEMEHUK
A’'PB'BCA paje KommHeapHe Ay, By, S, 1ok rTpuMeHa Ha B'PC'CAB fiaje KostmHeapHe By, Co, S,
ofakie cy Ag, Bp u Cy KoinHeapHe. A

3aparak 4.73. Heka cy A, B,C,D Tauke HeJlereHeprcaHe KOHUKe I'. Heka je P ceruiire
TaHTreHTU Ha ' y Taukama A U C, a Q celyIliTe TaHTeHTH Ha ' y TaukaMma B u D. AKo je
R =ABACD u S = ADABC fokasaTu Jia cy Tauke P, Q, R, S KoJIMHeapHe.

Pemreme. IIprMmeHa [lackasioBe TeopeMe Ha IIPOCT 'PAHUYHU YyeTBOpoTeMeHUK AABCCD
Iaje KomHeapHe P, R, S, nok npuMeHa Ha ABBCDD paje KonmruHeapHe R, Q, S, ojiakJie e
TBpheme. MorxeMo IIPUMETHUTH Ja ako je T = ACABD, oHza P, Q,R, S ipuIiazajy IoJjapu
Tauke T. A

3aparak 4.74. [laTe cy TaHIeHTe a,b,c U JOAVPHe Tauke A € a, B € b HeflereHeprcaHe
KoHUKe I'. 3a maty Tauyky T € ¢ OgpeqUuTH APYTY IIpeceuHy Tauky npaBe AT U KOHUKe I

Pememe. OdenresxuuMo anb = D, anc = E, bAc = F, 1 HeKa je C fofHUpHA TayKa TaHTEeHTe C.
Hajmpe Tpa’xumMmo Tauky C ipuMeHOM bpHjaHIIIOHOBe TeoOpeMe Ha IIPOCT TPaHUYHU TPO-
CTpaHUK aabbcc. BpyjaHIIOHOBY TauKy M yrHe KOHKypeHTHe IipaBse AF, DC, BE, Tako fia
umMaMo M = AFABE, Te C = MDAc. Caja ¥MaMO TOBOJ/bHO Tayaka 3a IlackayioBy Teopemy
KOjy heM0 IpUMEeHUTH Ha IIPOCT TPaHUYHU YyeTBOpoTeMeHUK AXBBCC, r7ie je X TpakeHa
Tauka. [TackasoBy mpaBy unHe Tauke P = AXABC = ATABC, Q = bACA, R = XBAc, ofjakJie
MO>KeMO JOSUTHU R = PQAC 1 KOHauYHO X = ATABR. A

3aparak 4.75. Jlate cy Tauke A, B, C,D HeflereHepricaHe KoHUKe I' 1 Tauka T ¢ I'. AKo je
AT taHreHTa Ha I', KOHCTpyHCaTH APYTYy TAHTeHTY U3 T.

Pememwe. AKO je t > T TpakeHa TaHI€HTa, IIOTPESHO je UCKOPUCTUTHU YCJIOB ant = T,
Ime je a = AT TaHreHTa. YCJIOB Ce MOJKe UCKOPUCTUTHU Y BpHjaHIIIOHOBO] TeOpeMHU, alu
Ha pacriojlaralby HeMaMoO J0BOJbHO TaHIeHTH. 360T TOora Hajipe KopucTUMo Ilackaso-
By TeOpeMy IpUMeHeHy Ha TpaHuYHe YeTBOpoTeMeHuKe. Ha mpuMep, 4eTBOPOTEMEHUK
AABBCD pfaje TaHreHTy b y B, 1oK ueTBOpoTeMeHUK AABCCD rnaje TaHreHTy c y C. Cazsa
MO>KeMO IPUMEHUTU BpHjaHIIIOHOBY TeopeMy Ha aatbbc u nodutu t. A

3aparak 4.76. KoHcTpyucaTu JOAUPHY TauKy C TaHTeHTe ¢ Ha 1apadoJy, ako Cy JaTe
TaHTeHTe a, b, c ¥ Tauka A € a I1apadoure.
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Pememse. [TapadoJia oiupyje 6€CKOHAUHY IIPaBY Us, Y TAUKHU U, TE je M0OKeMO TpeTHpa-
TH Kao TaHTeHTYy. YBeauMO Tauke D = aAb, E = cAb, Axo = AUy, Coo = CAU. [IpEMEeHOM
BpHjaHIIIOHOBe TeopeMe Ha I'PaHUYHU YeTBOPOCTPaHUK aabccu., podujamo Ipase AC,
DC,, EA KOje cy KOHKypeHTHe y bpujaHIiioHoBoj Tauku M. Bugumo aje M = DC AEA,
Te KOHauHO C = AMAc. KOHCTpYyKIHjy 3artounmbeMo ca D = aAb u E = cAb. [lasbe je M
celUINTe IIpaBe Kpo3 D mapaJsiesiHe ¢ U IIpaBe Kpos3 E I1apasiejiHe d, Te ©MaMO 3aBPIIHO
C=AMANc. A

3aparak 4.77. [laTe cy Tauke A, B, C 1apadoJie U IIpaBarli o’ lseHe 0ce, Kao U IIpasa p > A.
KoHcTpyucaTu gpyTy IIpeceyHy TayKy IIpaBe p U I1apadoJie.

Pememe. Kapakrepucruka mmapasdodie I' je 1a SecKoOHa4yHa IIpaBa U, Aoaupyje I, 0THOCHO
Ilaje u,, TaHreHTa Ha I'y Hekoj Tauku U,.. Ta TauKa ce Hajla3X Ha OCH 0 I1apadoJie, 0THOCHO
Usx € I'no, mTo sHauu I'No = {U, T}, Ie je T TeMe mapadoJie. Kako je rpasaig oce o’ || o,
TO je U, = oNO'. [IpuMmemyjemo [lackaioBy TeopeMy Ha IIPOCT TPaHUYHU IIETOTEMEHUK
U U-AXBC, 1ie je TpaxxeHOo X € I' N p. [lackayioBy mpaBy ozpelyjy Tauke P = U, AXB,
Q = ULAABC, R = AX\CU, = pA\CUy, ofakiie P € QR, 1uTo faje P = QRAU, Te KOHAYHO
X = PBAp.

Ha ocHOBy IIpeTx0/He aHa/IM3e KOHCTPYKIHja je caeneha. Tauka Q je IIpecek IpaBe
BC u ripaBe Kpo3 A napaJiesiHe 0'. Tauka R je IIpeceK IIpaBe p U IIpaBe Kpo3 C mapaJieiHe
0’. Tauka X je IIpecek IIpaBe p ¥ IIpaBe Kpo3 B mmapajenHe QR. A

3agarak 4.78. /laTe cy Tauke A U B U 1ipaBe a U p. KoHcTpyucaTu 1ieHTap xurepsdosie I'
ako A, B € T ipu yeMy je p aCUMIITOTA, [IOK je a TAHTeHTa y A.
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Pemewse. ACUMIITOTe p U q Xuttepdosie I' cy TaHTeHTe Koje fogupyjy I' y SecKoHaUHUM
TaukKaMa P, U Q, JOK Ce I[eHTap XuIlepdosie Hajlasy y BbUX0BOM IIpeceKy O = pAq. IIpe-
ocTaje IpoHahu Apyry acuMIToTy q. [IppMeHuMo [lackasoBy TeopeMy Ha IIPOCT 'PpaHUY-
HU YeTBOpOTeMeHUK Q. PP, BAA. IlackasioBy 1paBy uuHe K = Q. P, ABA = U ABA,
L = phna, M = PBANAQ, ofiakiie je M = KLAP.B, Te Q. = AMAU,, LITO 3Ha4H J1a
je q || AM. HoBa nnpumMmeHa [lackajioBe TeopeMe Ha IIPOCT I'PAaHUYHU YeTBOPOTEMEHUK
Qo0Q-P-BAA naje IlackasoBy 1paBy Kojy unHe X = qABA, N = u,,Aa, M = P .BAAQ.
Jase je X = NMABA, 3aTuM q = XQo, ¥ KOHa4HO O = pAq.

Ha ocHOBY IIpeTX0/iHe aHa/Ii3e KOHCTPYKITHja je caefeha. Tauka L je IpeceK IIpaBUX a
U p. Tauka M je Ipecek IipaBse Kpos3 L rtapajiesiHe BA v ipaBe Kpo3 B mapasiesiHe p. Tauka X
je mpecek I1paBe BA U ipaBe Kpo3 M apaJiesiHe a. IIpaBa g poJiasu Kpo3 X U lapaJiejiHa
je ca AM. TpayxeHu 11eHTap O je IIpeceK IpaBUX p U q. A

3aparax 4.79. /late cy Tauke A 1 O, Kao U IIpaBe a U p. AKO je A T0JUpHA TauKa TaHTeHTe
a Ha xurnepdoiry, O IleHTap Te XUIlepdoJle, a p jeHa lbeHa aCUMIITOTa, OJPEeJUTH APYIY
HeHY aCUMIITOTY.

Pememwe. Tauka B Koja je cuMeTpyU4Ha TaukKu A y ogHocy Ha O (A # B € AO N k(0O,0A))
je Takole Ha KOHUIIU. Heka je P, = PAlUs U Qs = (AU, Il je q Apyra aCUMIITOTA.
[IprMeHa ITackasoBe TeopeMe Ha IIPOCT 'PaHUYHU YeTBOpOTeMeHUK P, P, AABQ, faje
[TackasoBy 11paBy Kojy urHe O = pAAB, V = P, AABQo,, U = aAU, ofiakiie je V.= OUAP A,
Te Qoo = BVAUs B KOHAYHO q = OQ .

Ha ocHOBY IIpeTX0/iHe aHa/IM3e KOHCTPYKIIUja je ciaeseha. Tauka B je cumeTpryHa A
y ogHocy Ha O. Tauka V je ripecek mpase Kpo3 O IapaJjiesiHe a ¥ IIpaBe Kpo3 A IapaJjiejiHe
p- IIpaBa q nipoJsiasu Kpo3 O U IapaJiesiHa je ca BV.

AJITepHaTUBHO, 33/1aTaK je MOTyhe eJleTaHTHO PeIlUuTH YIIOTPeSoM bpHjaHIToHOBe Te-
opeme.

Heka je P = anp, Q = anq U S = P QAQP. Kako je PSANOQ = Q- U QSAOP = P, TO
je PS || OQ 1 QS || OP, Te je ueTBOpoyrao PSQO mapasesiorpaM. IIlpuMeHa bpujaHIIIOHO-
Be TeopeMe Ha IIPOCT TPaHUYHU TPOCTPAHUK ppgqaa faje mpase P..Q, OA, QP Koje cy
KOHKYypeHTHe y bpujaHIlioHoBoj Tauku. OmaBre S € OA, Te A = PQAOS, a Kako ce uja-
roHaJIe I1apaJsiesiorpama IojgoBe To UMaMo PA =~ QA. 3axBaJbyjyhH 0BOj aHa/INM3HU, KOH-
CTPYKIIHja je jeqHocTaBHA. Hajipe modujaMo Q Kao CUMeTpUUYHY Py 0fHOCY Ha A, OJHO-
CHOP #Q e ank(A,AP),aoHza je q = 0Q. A

3aparak 4.80. [JlaTe cy acuMITOTe p U q xuriepdose I', kao u Tauke A € T u T € p. KoH-
CTpyHCaTH TaHTeHTy U3 THa I.
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Pememwe. Heka cy P, = pAlUs U Qoo = AU, JOAUPHE TauKe acuMIIToTa. Hajpe mpume-
ByjeMo ITackasoBy TeopeMy Ha I'paHUYHU TPoTeMeHUK AAP . P Q- Q~ OaKJe Noduja-
MO TaHTeHTY a y TayKu A. HakoH Tora Mo>keMo IIpUMeHUTH bpHjaHIIIOHOBY TeOpeMy Ha
IPaHUYHU YeTBOPOCTPAHUK tppaqq Iie KOPUCTUMO tAp = T fa SUCMO JOSHUIH TparkeHy
TaHTeHTy t > T. A

3anarax 4.81. /laTe cy mpaBe a U t, Kao ¥ Tauke T U M ca 11pasBe t. AKO je T TeMe I1apadoJie
U aKo Cy a U t ’beHe TaHTeHTe, KOHCTPYUCAaTHU APYyry TAHTeHTy U3 TauKe M Ha Ty I1apadoJy.

Pemewse. Heka je x TpakeHa TaHTreHTa U3 M. VBeguMo Tauke L = aAt, Ao = AAU,
Xoo = XAUoo, {Usxs} = T N U. Tauka U, je SeCKOHauHa Tauyka oce I1apadoJjie o Koja je
HOpMaJIHa Ha TaHTeHTy t y TeMeHy T. IIpuMeHa BpHjaHIIIOHOBE TeopeMe Ha IIPOCT rpa-
HUYHU YeTBOPOCTPAHUK XU Usa Haje IpaBe 0 = TUy, p = (tAX)V(UNA) = MA,
q = (XAUx)V(ant) = XL Koje cy KOHKYpeHTHe y BpHjaHIIIOHOBO] TauKU. 3a N = OAp
umamo N € ¢, Te je X, € NL. CBe je clipeMHO 3a KOHCTPYKIIHjy. [IpaBa o 1iposiasu Kpos T
Y HOpMaJIHa je Ha t, 0K IIpaBa p IIpoJjasu Kpo3 M u napasesiHa je ca a. Jasbe je N = o/p,
L = ant, ¥ KOHAYHO X je IIpaBa Kpo3 M napaJiesHa ca NL. A

3amarak 4.82. JlaTe cy IIpaBe p U ¢, Kao ¥ Tauke P € p U Q € ¢. AKO IIpaBa p J0ofupyje
napasdosy I'y P, armpaBa q gogupyje I' y Q, KOHCTpyHcaTH TaHIeHTY Ha I Koja je IrapaJiesHa
pasoj PQ.

Pememe. [IprMeHa BpujaHIIIOHOBe TeopeMe Ha I'PaHUYHU YeTBOPOCTPAHUK XUoPPqq,
IJle je X TpakeHa TaHIeHTa, [jaje KOHKypeHTHe IIpaBe (PQAU~)V(PAQ), (PAUx)VQ HU
(q/\x)VP. BpujaHIIIOHOBY TaYKy B KOHCTPYHUIIIEMO Kao CEIHIITe IIpaBe Kpo3 pAq Koja je
rapaJiesiHa ca PQ u mpaBe Kpo3 Q Koja je mapasiesiHa ca p. Cajia cy 1paBe BP, ¢ U X KOHKY-
PEeHTHE, Te je X IIpaBa Kpo3 BPAq Koja je mlapaJiesHa ca PQ. A

3azarak 4.83. /laTe cy pasjuyuTe IIpaBe a U 0, Kao ¥ Tauka A € a. KoHCTpyucaTu Teme
napadoste I' ca 0coM 0 K0joj je a TaHTeHTa y TauKU A € T.

Pememse. Heka je U, JOAMPHA TayKa I1apadoJie U Uy, @ Ta¥Ka T Tpa’keHo TeMe I1apadoJie
I'. Tauka B Koja je cuMeTpU4YHa TauykU A € I' y ofHOCYy Ha ocy 0 Takolje mpurmaza I'. Ako
IIpUMeHUMO [TackasoBy TeopeMy Ha TpaHUYHU YyeTBOpoTeMeHUK AABU, U, T nodujaMo
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ITackasioBy IIpaBy KOjy UHHe P = aAUy, Q = ABAUT = ABNo, R = BUATA. Cajiaje R =
BU.,APQ ukoHauHO T = 0NAR. Ha 0CHOBY aHa/I13e, KOHCTPYKIIH]y U3BOLUMO Ha ciiefehu
HauuH. KOHCTpyHUIlleMOo TaUKy Q Kao II0JHOKje HopMaJie U3 A Ha IIpaBy 0, a 3aTUMA # B €
AQNk(Q,QA). Jabe je R cerpuIliTe IIpaBe Kpo3 B ItapaJsiesiHe o U IIpaBe Kpos3 Q apaJjeaHe
a. KonauHo T je cenuinre IpaBux o © AR. A

3amarax 4.84. /latajenpaBaouTtauke T € 0 U A ¢ 0. AKO je A Tauka napadouJie I' ca ocom
0 ¥ TeMeHOM T, KOHCTPYUCAaTHU TAHTeHTYy Ha Ty I1apadoJly y TauKU A.

Pememe. Heka je U, foivipHa TayKa ImapadoJie U Uy, a t TaHTeHTa y TeMeHy T ImapadoJie
I'. OBe e;leMeHTe UMaMO Ha pacnoJaramwy dyayhu gaje T € t L o ¥ Uy, = 0AU. IIpuMe-
HoM IlackayioBe TeopeMe Ha rpaHUYHU TpoTeMeHUK AATTU, U, [061jaM0 KOJIMHeapHe
Tauke dATU,, = ano = P, ATAU, = Q, tAU,A = R. [lajbe je P = QRAO U KOHa4YHO a = AP.
Jlakiie, KOHCTPYKITHja ce U3BOAU Ha clefehy HauuH. Hajpe je R celfUIliTe IIpaBe Kpo3 A
rapaJiesjiHe 0 U IIpaBe t, a 3aTUM je P celuIlTe IIpaBe Kpos3 R nmapaJsiesiHe AT U IIpaBe o, Te
je 3aBpIIHO a = AP Tpa’keHa TaHTeHTa. A

3aparak 4.85. /laTe cy Tauke A, B, T v 1IpaBa p. AKo xurepdosia I' ©Ma acCUMIITOTY p, TaH-
reHTy ATU A, B € I', KOHCTpyHUCaTH APYyry TaHreHTy U3 T Ha I'.

Pemremse. [IpaBa a = TA je jerHa TaHreHTa Ha I, a Heka je x > T ipyra Tpa>keHa TaHIeHTa.
/la 64 ofipeivIv X IIPUPOHO je IIPUMeHUTH bpHjaHIIIOHOBY TeopeMy I7ie a U X II0CTaBJba-
MO 3a cycefHe cTpaHuIle. MeljyTuM, KaKo HEMaMO J0BOJbHO TAHT€HTH 3a IIPUMEHY, IIPBO
heMo ofpenuTu TaHreHTY b > B. AKO je P, = pAlU, LOSUPHA TauKa aCUMIITOTE, IIpUMeHa
[TackasioBe TeopeMe Ha TpaHUYHU TpoTeMeHUK AABBP P, faje b. 3aTUM IIpUMeyjeMOo
BpHjaHIIIOHOBY TeOpeMy, Ha IIpUMep, Ha TPpaHUYHU YeTBOPOTEMEeHUK aaxppb. A

3apmaraxk 4.86. Heka cy A, B, C TauKe HeJlereHeprcaHe KOHUKe I, a d mpaBa Koja je mapa-
JleJiHa ca TaHreHTOM Ha 'y B. Heka je D = ACAd, E fogupHa Tauka [ 1 HeKe iheHe TaH-
reHTe Kpo3 D, F = BEAd 1 G # A TIpeceyHa Tauka IipaBe AF 1 KOHUKe I'. AKo je H Tauka
KoHUKe I' TakBa /1a cy GH U d mapaJjiejiHe, JoKa3aTH fa cy Tauke C, F, H KoJlUHeapHe.
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Pemreme. IIpuMeHa [lackasioBe TeopeMe Ha rpaHUYHU IleToTeMeHUK EEBCAG faje Ko-
JuHeapHe Tauke D, F, P, rne je P = BCAEG, 11To 3Hauu fa P € d. HakoH Tora, IIppMeHa
[TackasioBe TeopeMe Ha rpaHUYHU I1eToTeMeHUK HCBBEG faje KoIMHeapHe Tauke P, B,
" HCNBE, t1ie je B, 6eCKOHa4YHa TauykKa TaHreHTe y TauKu B. MeljyTum, U3 mmapaJsieiHo-
CTU cefu B, € d, 1ITo 3HauM Ja je [lackasioBa IIpaBa y IIPeTX0HOj IPUMEHU TeopeMe
yIIpaBo IIpaBa d, Te cy upase HC, BE u d KOHKyYpeHTHe y F, OfHOCHO Tauke H, C, F cy KO-
JUHeapHe. A

4.11 Koumuke y RP?

Konuka I' y peayiHOj IIpOjeKTUBHO] paBHU ofipeljeHa je CUMeTPUYHOM MaTpUIIOM G

Tako mTo X € I ako u camo ako Baxku X 'GX = 0, Ipu ueMy je KOHHKa HeJleTeHepuca-
Ha YKOJIUKO jOj je MaTpHIla peryaapHa. Ilosiapa Tauke P y OJHOCY Ha HeJlereHepHuCaHy

KOHUKY ofipeljeHa je BeKTOpoM G P.

3apgarak 4.87. [laTa je KoHHKa I : 2X% + x4 — 2X3 — 6X1X3 +4Xx3 = 0. ONpeUTH jeJHAIUHY
nosiape Tauke A(1: 0 : 1). Hahu, ako 1mocroje, TaHreHTe U3 A Ha KpuBy ['. Hahu mos ripase
X3 = 0.

Pemieme. JerHauMHA KOHUKE je X'GX = 0, TZIe je lhbeHa MaTpHIla

2 -3 0
Gx | -3 1 2 .
0o 2 =2

[Toyapa Tauke A ce jeTHOCTaBHO pavyyHa

N 2 -3 0 1 2
polAxGA x| -3 1 2 0l=(-1]),
0 2 -2 1 -2

. .= .
Te je polA = [2: —1 : —2]. MeljyTuM, Kako je A - polA = 0 To A € polA U IOCTOjU caMO
jemHa TaHTeHTa Kpo3 A Ha KOHUKY U TO je daur mosapa [2: —1: —2].
7 ST .
ITosx mpase q[0 : 0 : 1] TpakKuMO U3 7 x Gpolg, Te je polq G—lﬁ. JemaH HauuH je
UCKOPUCTUTHU UHBEP3HY MaTPHUILy

L [/-6 -6 -6
G—lz6 -6 —4 -4,
-6 —4 -7

0J1 KOje HaM je IOTpeSdHa caMo BeHa Tpeha K0JIOHa, I1ocie yera je polq = (6 : 4 : 7).
AKo je 11podsieM Hahy UHBep3HY MaTpPHUILY, MO>KeMO pacIIrcaTy 7 x Gpolq ca

2 -3 0\ /x 2x1 = 3x, 0
-3 1 2 X | = -3x1+x3+2x3 | x| 0],
0 2 -2 X3 2X9 — 2X3 1

oflakie je 2x1 — 3xy = 0 1 —3x1 + X3 + 2x3 = 0. [lasbe je x; = 3x,/2, Te 7xy /2 = 2X3, OHHOCHO
X3 = TXy /4, ITO Kajepolq=(3/2:1:7/4)=(6:4:7). A

3agarak 4.88. Jlata je koHHKa I : 3x3 — X5 — X3 — 2x1X2 — 2X1X3 + 2X2X3 = 0. OAPeAUTH
TaHreHTe U3 Tauke A(1:1: 1) Ha KoHUKY I'. /la j1u je paBa x3 = 0 TaHreHTa Ha I'?

180



4.11. KoHuike y RP?

Pememse. JerHaunHa KOHUKe je X' GX = 0, I7ie je lbeHa MaTpHIia

3 -1 -1
Gx|-1 -1 1 ].
-1 1 -1
Tpa’kuMo 1oJs1apy Tauyke A ca

- 3 -1 -1 1 1
polAxGA x| -1 -1 1 1)1=1-1],
-1 1 -1 1 -1

Te je polA = [1 : —1 : —1]. logrpHe TauyKe TaHTEeHTHU [06MjaMO y IIpeceKy KOHUKe U
rosiape. PertaBameM CUCTeMa jefHAaUYMHA BX% —x% —x% —2X1Xg — 2X1X3+2X2X3 = 0 (KOHHKA)
U X1—X2—X3 = 0 (1rostapa) rodujaMo fBa pemrerna, Tauke M(1:0: 1) mN(1: 1: 0). TpakeHe
TaHreHTe cy npaBe AM[1:0: —1]u AN[1: —1: 0], 0THOCHO X1 = X3 H X1 = X».

Jla 11 je Heka IIpaBa TaHTeHTa Ha KOHUKY MO>KeMO OJATOHeTHYTH Ha BUIIle HAYHUHA.
Ha npumep, MoxeMo ITpoHahu mmost P(x; : Xy : X3) TeupaBep = [0:0: 1] ca

3 -1 -1 X1 3X1 — Xy — X3 0
polPxGP o -1 -1 1 |[x|=(-x-x+x|x[0]=7,
-1 1 -1 X3 —X1 + X2 — X3 1

oJlaKJie 1odujaMo cucTeM 3x; — Xy — X3 = 0, — X3 — X3 + X3 = 0 unje je pemrewe P(1:1: 2).
MelyTuM, IIpOBEPOM Y jeJHAUNHY KOHUKe BUAUMO J1a P ¢ T, Te X3 = 0 HUje TaHTeHTa.

ANTepHATUBHO, IIpecek I 1 ItpaBe X3 = 0 aje 3x3 — x5 — 2x1X2 = (3X1 +X2) (X1 —X2) = 0,
IIITO 3HAYH /la Hallla [IpaBa ceue KOHUKY Y iBe TaUKe U He MO’Ke SUTU TaHTeHTa. A

3aparak 4.89. Hahu jeqHaunMHy KOHUKe Koja JoAupyje ocy Ox y Taukd (3,0), ocy Oy y
Tauku (0, 2) ¥ foAupyje SeCKOHAYHY IIPaBY.

Pemieme. JerHauMHA KOHHUKE je X'GX = 0, T1Ie je lbeHa MaTpHIia

a;; a2 ag3
G x A1 Ay A3 .
ai3 Qaz3 Ass

HMmamo aBe Bese mosr-royapa: (3:0: 1) < [0:1:0um(0:2:1)«< [1:0:0]Ha
KOje mpuMemnyjeMo polA < GA. U3 npBe Bese fodujamo 3ai; + ay3 = 0 1 3a,3 + asz = 0,
IOK U3 JpyTe 2dy; + dz3 = 0 U 233 + ass = 0. Omatire je ay3 = —3ayq, as3 = —3aiz = 9ayq,
a3 = —a33/2 = —96111/2, Ay9 = —(123/2 = 96111/4, IITTO HaC 3a A = a11/4, b= aq2 AOBOOH 10

aq aqo —3(111 4a b —12a
G x a2 %an *%an = b 9a —18a | .
—3a11 —%an 9a11 —12a —-18a 36a

KoHuKa 4ax? +2bx;x; — 24ax; X3 +9ax3 —36ax,x3+36ax3 = 0 fopupyje X3 = 0, IITO 3HAYH Jja
II0CTOj U AYIUIO Pelllerhe KBapaTHe jefHaunHe 4ax? + 2bx X, + 9ax§ = 0. lucKkpuMHUHaHTAa
oBe jemHaunHe (2b)? — 4 - 4a - 9a = 4(b*> — 36a?) Mopa SHTH HyJIa, IIITO HAC JOBOJH JI0
IIOTEHIIWja/IHUX pelllera b = +6a. Kako je det G = 36a(—36a® + 12ab — b?), a KOHHKa HUje
IleTeHepucaHa, To oTIiaza b = 6a, Te mpeocraje b = —6a. KoHa4HO, Tpa’keHa KOHUKA UMa
jemHauUnHY 4X2 — 12x1X2 — 24x1X3 + 9x5 — 36X2X3 + 36x3 = 0. A

3agarak 4.90. OxpenuTy GpaMUIIH}y CBUX HeJleTeHEPUCAaHUX KOHHKA KOje cafipKe TauKe

(2:0:1)m(0:1:1),a3aTaHreHTe uMajy 1mpase x; = 0 1 x; = 2x3. OnpeguTu napadoJsie
U3 oBe Qpamuimje.
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Pemreme. Kakoje (2:0:1) € [1:0-2/u(0:1:1) € [1:0 : 0], To mMaMo [IBe Bese
I0JI-I10J1apa. AKO je G = (a;;);; MaTPHUIA KOHUKE UMaMO

2 2a11 + aq3 1
GO0 ) =1 2a+ay | x 0 ,
1 2a13 + ass -2
0 a1z + 13 1
G (1) = <a22 +6123> o <0> ,

1 g3 + A33

OJlaKJIe ModujaMOo YeTHUPH jefHaUuHe: 2(2aiq + ai3) + (2ai3 + ass) = 0, 2aip + azs = 0,
Ay + azs = 0, azs + ass = 0. Mo)KeMO U3PaAsSUTH Ap3 = —2aqy, Ap2 = 2a13, A33 = 20d12,
2a11 + 2a13 = —aqp. 3a a1y = 0 je ounmienHo det G = 0, Te MOXKeMO MaTPUIy CKaJIUpaTH
ca ap; = 2, 0fjaKJIe je najbe az3 = —4, ayy = 4, ass = 4, a1 + a;3 = —1. MaTpuiia KOHUKe 3a

a=apje
a 2 —-a-1
G x 2 4 -4 |.
—a-1 -4 4

Pauynamo det G = —4(1—a)?, Te cay4aj a = 1 f1aje fereHeprcaHy KOHUKY. TpaskeHe KOHH-
Ke FMajy jeJHAYUHY ax3 + 4x3 + 4x5 + 4x1X2 — 2(a+ 1)x1x3 — 8x2x3 = 0 3a a # 1. [TapasoJa
MIMa TaHTeHTY X3 = 0 IIITO y IIpeceKy ca KOHHUKOM fiaje ax? +4x3 +4x;x; = 0, {OK je JUCKPH-
MUHaHTa OBe KBaJ[paTHe jeJHauMHe HyJIa caMo 3a a = 1, IIITO HHUje J03BOJbEHO, OJJHOCHO
Tpa)keHa I1apadoJia He IIOCTOju. A

o

3aparak 4.91. Jlate cy Tauke apuHe paBHU A(0,0), B(1,0), C(1,1) © D(0,1). Y XoMOTeHUM
KOOpAWHaTaMa OJpeuTH popMyJie KOJIMHealluje f Ipy K0joj cy Tauke A ¥ C PUKCHe, 10K
ce Tauke B u D IIpecivKaBajy peioM y 6eCKOHauHe TauKe IIpaBUX AB u AD. OnpesuTu
CJIMKe YHYTPAIllOCTU KBajipaTa ABCD, kao u Kpyra k(C, CB) npu koanuHeanyju f. Koja je
aduHa jerHayrHa Kpuse f(k)?

Pemreme. [IpestackoM Ha XoMoreHe KoopguHate UMaMOA(0:0:1),B(1:0:1),C(1:1:1),
D(0:1:1).IIpaBa AB uma jefHauuHy X, = 0, Te je lbeHa decKoHauHa Tayka E(1 : 0 : 0).
[IpaBa AD uma jegHauuHy Xx; = 0, Te je thbeHa 6ecKoHayHa Tauka F(0 : 1 : 0). KostnHeanujy

Xi aj;; Q2 i3 X1
Al Xy | = ax azp axp X
X5 as; Qas; ass X3

jemHO3Ha4YHO onpelyjemo us yciosa (A,B,C,D) — (A,E,C,F).

O=ai3|0#a1+a13 | A=an+az+a13 | 0=as2+ass
O=ay |0=az +azs | A=ax +axg+ax | 0+#axy+ax;
0#az3 |0=az; +as | A=az +as+asz | 0=as;+as3

OmMax je ai3 = Ap3 = A1 = A2 = 0, a fOdHjaMO B A = dqq = Ay = Q31 = A3y = —A33.
TparkeHa KoJiMHea1yja je

AX] = Xq

AXYy = X

/
AX3 = X1 4+ X2 — X3
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)
N

Jemuaumua kpyra k(C,CB) je (x — 1)2 + (y — 1)? = 1, IITO XOMOTeHH3AaLHjOM JOHOCH
jemHaUMHY X7 + X3 + X% — 2X1X3 — 2X2X3 = 0. IHBep3Ha KoJIMHeaIHja je X3 = X}, Xz = Xj,
X3 = 'xﬁ + X, — X5, Te 3aMEHOM Y jeJHaUMHY IT0C/Ie cpehjrBarba 105HjaMo x’32 — 2x1x5 =0,
1ITO je Xunepdosa X'y’ =1/2. A

3agarak 4.92. Jlata je KOHHKA [': X3 + 4x3 — 2x1X2 — 4x1X3 + 2X2x3 = OmTauka A(1: 2: 1).
OnpeauTH TaHIeHTe U3 Tauke A Ha KOHUKY I'. Ako ¢y T1 1 Ty IOAMPHE TauKe TAHTeHTH U3
AHaT, ofpeUTH jolll HeKY KOHUKY Koja cafip>Ku Tauke 17 ¥ Ty ¥ ©Ma 3a TaHTeHTe IIpaBe
AT, u AT,.

Pemremse. [lore/1ajMo MaTpUITy KOHHUKE U pavyH 3a I10JIapy

0 -1 -2 N 0o -1 -2 1 -4
Gx| -1 1 1], polAxGA | -1 1 1 2 1=1 2 ].
-2 1 4 -2 1 4 1 4

ITostapa Tauke A je mpaBa polA = [—4 : 2 : 4] = [-2 : 1 : 2] ¥ Ty JIe)Ke JOAVPHE TaykKe
TaHreHTH, polANT = {Ty, T, }. Hayjla3uMmo Ux U3 cucTeMa x%+4x§—2x1xz—4x1x3+2)(2x3 =0,
—2X1 + X2 + 2x3 = 0. HaKOH IIITO 3aMeHUMO 2X; = Xz + 2X3 Y IIPBY jelHAYMHY A0SHjaMO
X% +4x§ — (X24+2x3)X3 — 2(X2 4+ 2X3)X3+2X2X3 = 0, OHHOCHO —2X,Xx3 = 0.IIoCTOje ABa pelllera,
y OpBOM je x, = 0, mrro fgaje T1(1 : 0 : 1), ogHOoCcHO TaHTeHTy AT; = [1: 0 : —1], IoK je y
npyrom xs = 0, rro gaje To(1: 2 : 0), ogHOCHO TaHTeHTy ATy = [2: —1: 0].

V IpyroM fesy 3ajaTka II0CTaB/baMo JiBe Bese I10JI-11os1apa. V3 mpBe ©MaMo

ai1 apz a3 1 a1 + ass 1
— —
G'Ty = <a12 as 023) (0) = (a12 +a23> x < 0 ) = AT1,
aiz a3 ass 1 aiz + ass -1

IIITO Jaje dqy + azz = 0 ¥ a1 + 2a,3 + azz = 0. I3 1pyre uMmamo

aj1 apy a;s 1 ai1 + 2ag3 2
G/?z = (6112 aszs 6123> <2> = <a1z +2a22> x <1 :A—T;,
a3 azz ass 0 a3 + 2az3 0

ogakKJjie je a3 +2a;3 =0 ayq +4a15 +4a,; =0.3aa = }Lan U b = ay3 ©UMaMoO ai3 = —2b,
a,; = —b, az3 = —4a + 4b, ayy; = —a + b, OMHOCHO

4a -b —2b
Gx| -=b —-a+b b .
—2b b —4a + 4b

JlerepMuHanTa je detG’ = 16a® — 32a?b + 20ab? — 4b® = 4(a — b)(2a — b)?, Tako fa He
oAroBapajy caMo b = a u b = 2a. [loueTHa KOHUKa ouuryieqHo uma a = 0,b = 1, a gpyry
KOHKpeTHY KOHUKY M0>KeMO J0dUTH ca a = 1,b = 0 1ITo 1aje 4x% — x% — 4x§ =0.A

3agarak 4.93. OgpeuTH jefHAYMHY KpyTa X* + y?> = 1 y KOOPAUHATHOM CHUCTEMY ca 5a-
3HUM Taukama A;(1,0), A2(0,1), A3(—1,0), B(0,—-1).
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Pemremse. Kako 3HaMO CcTape U HOBe KOOpAMHATe Ha TaykKama Aj,A;,As, B TO MOXXeMO
npoHahu maTpuily Bese. [I[ppuMeTHMO /ia 3ajaTaK 3axTeBa CJIUKY KOHUKe, Te je 3aXBaJl-
HUje TpaKUTH MaTpuIly M 3a Kojy je AX = MX'. 3a Tauky A; uMamo (1:0:1) — (1:0:0),
OJlaKJIe je M3y = Mqq, My = 0.3aTauky A, umamo (0:1:1) — (0:1:0), ogakiejemy, =0,
M3y = Myp. 3a TaUKy Az uMamo (—1:0:1) — (0:0: 1), omakie je ms3 = —mys, My3 = 0.
Konauno 3a Tauky Bje (0: —1:1) — (1 :1:1), omakie godujamo myq + myy + my3 = 0,
msq+Msg +M33 = —My1 —Myy —My3, IIITO ,aaje mq3 = —mq1 Hmyy = —Myq1. Tako cMo0 II;OSI/IJII/I

MaTpHUILy
1 0 -1
Mx|[0 -1 0 ].
1 -1 1

1 —_ v/ / _ / — v/ / / ] ]
M3 KOje YUMTaMO Be3y AXq = X} —Xs, AXy = —X5, AX3 = X] — X + X5 KOjy ME€HaMO Y je THAUYMHY
Kpyra X3 + x5 — x4 = 0. lodujamo (X} — xj3)% + (—x5)? — (x} — X, + x4)* = 0, IITO TOCJIE
cpehuBama 1mocraje 2x;x; — 4x3x5 + 2x5,x5 = 0, OFHOCHO xXuMnepsoaa x'y’ — 2x' +y = 0. A

3agaraxk 4.94. HoBM XOMOTreHM KOOPAMHATHU CHUCTeM 3a da3He Tauke mMa Aq(2,0),
A(0,2),A3(3,1),B(—1,1). Koruka I' cagp>xu Tauke A,,A,, A3, B ¥ ogupyje x-0cy y CTapoM
apuHOM cucteMy. OfpeJUTH jefHAUNHY KOHUKe [ y HOBOM CUCTEMY.

Pemremse. Kako 3HaMO cTape ¥ HOBe KOOpAWHAaTe Ha TaukaMa Aq,A;,As, B pauyHaMo Ma-
Tpuily M nnpoMeHe KoopauHaTta AX = MX'. 3a Tauky A; uMamo (2 : 0 : 1) — (1 : 0 : 0),
OJlaKJIe je my; = 2mgq, my; = 0. 3a Tauky A, umamo (0 : 2 : 1) — (0 : 1 : 0), ozma-
KJIe je my; = 0, my; = 2mgy. 3a Tauky Az umamo (3 : 1 : 1) — (0 : 0 : 1), ogakiie je
My3 = M3z, M3 = 3ms3. KoHauHo 3a Tauky Bje (—1:1:1)— (1:1:1), ogakie 1odujaMo
—(myq + Mqyy + My3) = My + My + My3 = M31 + M3y + M33. HAKOH Masio payyHa 061jaMo

2 0 -3
Mx |0 2 —-1].
11 -1

Harrra TaHreHTa je x-oca, Koja uMa KoopauHate U[0 : 1 : 0], Te mpumeHoMm U’ = M'U pio-
dujaMo weHy cauKy U'[0 : 2 : —1] Koja je TaHTeHTa Y HOBUM KOOpAMHAaTaMa. JefHauYlHa
KOHMKe Yy HOBOM CHUCTEMY je OIILITer 08JINKa

a11x’12 + Clsz/ZZ + aggxgz + 2(112X,1X/2 + 2a13x’1x’3 + 2a23x’2x§ =0.

N3(1:0:0),0:1:0),(0:0:1) € Tcegud ayy = axy = ass = 0. [Ipuge je [0 : 2 : —1]
TaHTeHTa y TaukH (1 : 0 : 0), caMUM THUM HeHa I10J1apa, OflaKJIe BaXKU

0 a2 ag3 1 0 0
a;z 0 azs O)=(aw|x| 2 |,
ai3 dzs 0 0 ais -1

LITO Jaje ajp = —2a;3. U3 yeioBa (1 : 1 : 1) € T godujamo ay + a3 + azs = 0, 0MHOCHO
az3 = ai3. Ofaszie [06HjaMo TpaskeHy jelHaYMHY KOHHKe 2X) X, — X] X5 — X5 X5 = 0.

OBO je 610 HajOPIKU MYT Ka pelleny. AJITEpHAaTUBHO, MOKEMO TPaKUTHU jeTHaUYUHY
OPUTHHAJIHe KOHUKe U JOSUTH X5 + 5X5 + 4X5 + 2X1X3 — 4X1X3 — 12X,X3 = 0, Te OH/ja Jja/be
IIpec/IKaBaTU. BpeMe MOKeMO0 U3IYOUTHU U TparkehU AUpPeKTHY TpaHchopMalyjy Koja

HUMa MaTpHUILy
-1 -3 6
Mlx|-1 1 2],
-2 2 4
aa SHCMO TeK OHa CXBaTHWJIHU [a je 3a IIpeC/IMKaBalkb€ KOHHUKE HOTpGSaH bEeH NHBEP3. AN
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3amarak 4.95. Heka kosimHearyja f ipeBoau tauke A((1:0:1),A5(1:0:0),A3(0:1:0),
B(2 :1:1)penoMmy 6asHe Tauke. Heka je I' mapadoJia Koja npunazsa GaMuiIrjyu KOHUKA
{X3+ 4 +ax3+2ax1X2+2x1X3+4X2x3 = 0 : a € R}. OnpeAUTH CIIUKY Of I TpY KOJTHHeaI[uju

f

Pememwe. [IpoHaljuMo cBe mapadosie U3 flaTe paMuiIvje KOHUKA. YC/I0B foaupa ca xs = 0
JIOHOCH JIBOCTPYKO pellier:e KBaJipaTHe jemHaurHe X2 + 2ax1Xg + 4x% = 0, OTHOCHO HyJIa
IUCKPUMHAHAHTY, IIITO je eKBUBAJEHTHO YCJIOBY a’> = 4. OBO je IIOTpedaH yCJIOB, /IOK je
I0BOJbAaH YCJIOB pPeryJIapHOCT MaTpHIle Hallle KOHUKe

1 a1l
Gx|la 4 2.
1 2 a

Kaxo je detG = —a® + 8a — 8, To MOpPaMO UCK/LYUUTH CAy4aj a = 2, Te IPeocTaje a = —2
kaza je detG = —16 # 0, ofHOCHO I': X3 + 4X3 + —2x3 — 4x1X3 + 2X1X3 + 4x2X3 = 0. Ca fpy-
re CTpaHe MOXeMO IIOTPaKUTHU MaTpHUIly A 3a Kojy je AX = AX’, mrto he pehu maTpuiia
kosrHealyje f~1. Kako cy faTe Tauke TeMeHa YeTBOPOTEMEHHKA TO je 110 OCHOBHOj Teo-
peMHU KoJIMHealdje MaTpUIia A jeTHO3HAYHO ofjpeljeHa /10 Ha cpasMepHOCT. Ha mpumep,

BHIMIMO [la MaTPHIIA
110
Ax|[0 0 1
1 00

HUCIIyhaBa Ta’keHe Bese M3Mel)y UeTHpH I1apa Tadaka. 3aMeHOM OpHUTHMHAaJjIa CIMKaMa y
jemTHAYMHY KOHHKE WU IIPUMeHOM popMmyie G = ATGA moSujaMmo

101 1 -2 1 110 1 2 0
Gx|1 00 -2 4 2 001)=12 1 -2]|.
010 1 2 -2 1 00 0 -2 4

OpfaBfie TPaKeHa CJIMKA KOHUKe I Ma jefHAYMHY X2 + X% + 4X3 + 4x1Xz — 4Xox3 = 0. A

3aparax4.96. /latecymnpaBea: x; =0,b: X =0,c: x3=0muTaukeP(1:1:1)uQ(1:2:3).
AKo je fxosmrHeanyja 3agara ca f(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = au f(P) = Q, ogpenutu cauKy f(I')
aKo je KOHHKa I': X7 + 2X3 + 3x5 + 4x1x2 = 0.

Pememe. /la SMCMO KOJIMHeAIIWjoM [ IIpecIvuKalIu KOHUKY IIOTpeSHa HaM je MaTpuna M
3a Kojy je AX = MX', 0lHOCHO MHBep3Ha MaTpHUIIa Of f, a Ta/ia ce IIpaBe CJIMKajy popMyIoM
AU =MU.HU3[1:0:0]+—[0:1:0 umamomy; =my3 =0,u3[0:1:0]— [0:0:1]je
My = Myy =0, 10Kku3[0:0:1] — [1:0: 0] rodujamo ms, = msgs = 0. Umajyhu y Buny
f(P) = Q, o;HOCHO Ma o ? CIIeu myy = 2Mmsq, My3 = 3M3q, IIITO Ofpehyje MaTpUIly

0 30
Mx |0 0 2],
6 0 0

ofHOCHO popmyre Ax; = 3X5, AXy = 2X5, Ax3 = 6X). AKO je G MaTpuIia KoHuKe I' oHza
TpakeHa KOHHKA y CJIMITH UMa MaTpuIly G' = M'GM, ajiu je je[HOCTaBHHUje 3aMeHUTH
dopmyute y jemHaUHMHY KOHUKe 3a (3x5)% + 2(2x5)2 + 3(6x})? + 4(3X,)(2x4) = 0, 0HOCHO
108x3 + 9x3 + 8x% + 24x2x3 = 0. A

185



lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

4.12 PasHM 3aganu
3azarak 4.97. KoHcTpyHucaTH IIpecek IIpaBe t ca KOHUKOM I

Pememe. KoHMKa ce yooryajeHO 3a/iaje ca IleT esieMeHara. [IpeTrioctaBUMO Ja UMaMo
TpU Tauyke KOHUKe A, B, C € I' 1 iBe TaHTeHTe a > A, b > B. YKOJIUKO Cy JaTU HEKU JPYyIU
eJIEMEHTH JI0 HaBeJleHUX ejleMeHaTa J10J1a3uMo IIpuMeHaMa IlackasoBe wuiu bpujaHIio-
HOBe TeopeMe, ajIl OBe TeopeMe HaM He MOTY CYIIITUHCKU PellluTH 3a/1aTak.

[TprMeTHMO a JIEEbUPOM U IIIeCTapOM MO>KEMO J1a KOHCTPYHIIIEMO KPYT, aJIk He U KO-
HUKY, JOK ca Apyre cCTpaHe MOXXeMO KOHCTPYHCATHU IIPOU3BO/LHO MHOTO TadyaKa KOHUKE.
Taxolhe, KOHCTPYKIHja JIeElLUPOM U IlIeCTapoM IIo/pasyMeBa [ja MOKeMO KOHCTPyHUCaTH
IIpecekK IIpaBe U KpyTa, 10K je 3a KOHCTPYKIIHjy IIpeceKa IIpaBe U KOHUKe [IOTPESHO BUIIIe
TpyAa Koju ciaeau. OCHOBHA H/ieja je IpoHahy KoJIMHealljy Koja KOHUKY IIpecjIfKaBa Ha
Kpyr. KosiHealiyja mpecjivikaBa TaHTeHTe Y TAHTeHTe, Koje Cy y ciIydajy Kpyra HopMmale
Ha O/IT0Bapajyhu IOJIyIIpeUHUK. AKO IIPETIIOCTaBUMO Jia Hallla KoJIMHealrja GuKcHUpa
Tauke A, B, C 1os1asvMo 10 TOra /ia Tauka P = aAb uje y celfuinTe (Q TAHTeHTH Yy TauyKa-
Ma A 4 B Ha KpyT k omricaH 0Ko Tpoymia ABC. /lakiie, ako je O IjeHTap OIIMCaHOT Kpyra
Tpoywia ABC, Tauka Q je ceruinTe HopMaJie u3 A Ha OA U HopMaJie U3 B Ha OB.

ITo OCHOBHOj TeOpeMHU KoJIMHealllje, KoJIMHeallHja je jefJHO3SHAYHO 3a/iaTa Ha /iBa 4ye-
TBOPOTEMEHUKa, TaKo Aa f nepunuiemo ca (A,B,C,P) — (A,B,C, Q). Koruka I je jenHo-
3HauHO ofpeheHa Taukama A, B, C Koje cy QHUKCHe U TaHTeHTaMa PA U PB Koje ce CJIUKajy Y
QA u QB. Mehytum, A, B, C € k, 10K cy QA 1 QB TaHTeHTe Ha K YMMe je KOHUKA jeJHO3HaU-
HO ozpeheHa, ogHOCHO BakH f(I') = k. VKOJIMKO je t IIpOM3BOJbHA IIpaBa, IIPeocTaje HaM
Ia mpoHaheMo IIpasBy f(t), 3aTUM Jja B,OM IIpeceuyeMo KpyT kK 3a kN f(t) 1 oHZa 0ipeiUMO
FUknfiL)).

Kaxko cy Tauke A u B puKcHe, TO je AB puKCHa 1paBa. PecTpukiiyja f Ha By je Xumep-
SO0JIMUKU IIPOjeKTUBUTET ca GUKCHUM A U B. 3Hamo fa je ABACP = U — V = ABACQ,
a IIMTaMo ce IIITa je CIUKa Tauke M = ABAt. XUAIlepSOJIUUKHU IIPOjeKTUBUTET MOXKEMO
IIpe[CTaBUTH Kao KOMIIOSUIH]Y ABa IlepclieKTUBHUTeTa. Hajlpe ysuMaMo IIpOM3BOJBEHO
D € UPC, 1ipy yeMy TeOpPeTCKH MO>Ke SUTU D = C, ajlu je IIPAaKTUYHO 50J/be HM3adpaTu
IIOTO/IHUjY TAuKy (Ia ciMKa He n3alje BaH malupa). 3aTUM IocraBbaMo E = VPABD u
IIPaBHMO IIPOjeKTHBHUTET f; = (AB)2(AP)E(AB). Kako je A 3ajefHUUKa 3a JOMeHe U KOZO-
MeHe OHa je QUKCHA, a KaKo 3a I[[eHTpe [IepCIIeKTUBUTEeTa UMaMO B € DE TO je ¥ B QUKCHa.
[To camM0j KOHCTPYKIIUjU uMaMo U — P — V, Tako fa cMo 10 OCHOBHOj TeOpeMU IIpojeK-
TUBUTETa pacTaBWIH flup = fi. AKo toctaBumMo L = MDAAP u N = ELAAB, nodujamo
M — L — N, ogHOCHO f(M) = N.

OBO MO>KeMO ITIOHOBUTH 3a QUKCHY 11paBy AC. 3HaMmo 1a je ACABP = I — J = ACABQ,
a IIUTaMo Ce IIITa je CIUKa TaukKe F = ACAt. Y3IMaMO IIPOU3BOJbHO R € IPB, ipu ueMy
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4.12. PasHu 3agaumn

Moyke SUTH R = B, Te S = JPACR U IIpaBHUMO IIPOjeKTUBUTET f, = (AC)X(AP)3(AC). OBO
odesdelhyje ma f, uMa ¢uKcHe Tauke A U B, Kao U I — P +— ], Te odujamo fT4c = f>. AKO
nnoctaBuMoO H = FRAAP u G = SHAAC, nodujamo F — H — G, omHOCHO f(F) = G.

3a caga cMmo npoHauutd (M,F) — (N,G), Te je mpaBa NG ciuka npaBe t = MF. V
CJIUIIM ceyeMo IIpaBy U Kpyr, penuMo K N NG = {X,Y} (YKOJIMKO IIpeceK He II0CTOjU
onga I' ¥ t HeMajy Ipecek), Te IpeocTaje Aa mpoHahemo f~1(X) u f~1(Y). Kako je PC
QC, T0 je MFAPC = K — T = NGAQC, ofilakjie MO>KeMO paCTaBUTU IIPOjeKTHUBUTET
(M,K,F) — (N,T,G). Ha ipuMmep, 3a W = AKACT, 110CcTaB/baMo f3 = (MF)‘%(WN)%(NG),
rge je (M,K,F) — (N,W,?) — (N, T,G), Te Mmopa 6UTH f3 = f];. Camia rodujamo X; = XCAWN
u X = X;AANMF, onHocHO Y, = YCAWN u Y = Y{AAMF. OBaKo [071a3UMO 10 TPpa>KEHUX
mpeceka X' = f1(X)u Y = f~1(Y) kouwuke I' 1 mpaBe t. A

3aparak 4.98. IIpojekTUBHAa KoJiMHealyja [larrocoBe paBHU UMa Ta4yHO a QUKCHUX Ta-
yaka. KosIuKH je 6poj Tauaka y TOj paBHHU YKOJIUKO je a) a = 6;8) a = 7;B) a = 8?

Pememe. V [lartocoBoj paBHU Baku OCHOBHA TeopeMa KOJIMHeallHje II0 K0jOj YKOJIU-
KO IIPOjeKTHBHAa KOJIMHealldja UMa QUKCHaA TeMeHa 4YeTBOPOTeMeHHKa OHa Mopa SUTHU
WJIeHTUTET. UIeHTUTeT je MOoryh caMo YKOJIHKO je Spoj Tauaka 0SJIHKa 2 + r + 1, IIITo ce
IelraBa caMo II0K 6) Kaf je r = 2. Y CyIIpOTHOM HeMa GUKCHUX TeMeHa YeTBOPOTeMeHU-
Ka, Te 32 a > 4 II0CTOje TPU KoJIMHeapHe QUKCHe TayKe. PeCTpUKIIHja KOJIMHeallHje Ha
oxromapajyhy mmpaBy [aje IIpOjeKTUBUTET KOJU UMa TPU QUKCHe TaukKe, Te 110 OCHOBHO]
TeopeMH IIpOjeKTUBUTETA MOpa SUTHU MHIEeHTUTET. /laKkile, y OBOM CIy4ajy paBaH Mopa
UMaTH 0Cy, Te je y IUTaky IepclieKTUBHA KoirHealryja. Kako je dpoj PUKCHUX Tadyaka
KOHaYaH IIepClIeKTUBHA KOJIMHealllja Mopa SUTH KOHAYHa ¥ UMaTH HEeKHU pef 1, a 6poj
TayaKa Ha CBAKOj IIpaBOj OHMA U3HOCH I + 1. [lepcrieKTUBHA KOJIMHeAIlja MOKe SUTHU
XOMOJIOTHja KOja UMa I1eHTap BaH oce U Taza je a = (r+1)+ 1, o4HOCHO eJialjyja Koja ©Ma
I[eHTap Ha OCH U Tajia je a = r + 1. /lakiie, yKOJIMKO KOJIMHeaIhja HUje UIeHTUTET, OH/a
je XoMoJIOTHja y paBHU pejia a — 2 WM eJlaliyja y paBHU pefa a — 1. /logaTHo, IIP0jeKTUB-
Ha paBaH He MO)Ke SUTH pefia 6, periuMo 110 bpyk-Pajsep Teopemu (Teopema ). Kazga
OfIpeIUMO PeJi ' IIPOjeKTUBHE PaBHU OHAa MOpa MMAaTH 1> + r + 1 Tauaka Tako Jia je cBe
CIIPEMHO 3a 0AroBope. a) Moryha je xoMmoJioruja y paBHu pega 4 (F4P?) koja uMa 21 Tauky
WJIU eJIalfdja y paBHU pefa 5 (ZsP?) koja uMa 31 Tauky. §) Moryh je HIeHTUTeT y paBHU
pena 2 (PaHooBa paBaH) Koja MMa 7 TayaKa MJIM XOMOJIOTHja y paBHH pefa 5 (ZsP?) Koja
vMa 31 Tauky. B) Moryha je jequHo estarija y paBHu peja 7 (Z7P?) koja uMa 57 Tauaka. A

3aparak 4.99. I3pauyHaTu 6p0j IepClIeKTUBHUX KOJIMHeallrja [esaproBe paBHU peja
n.

Pemremse. IlepcrieKTUBHe KoJIMHealyje f /lesaproBe paBHHU IeHepHIly ce 110 TeopeMu
. Oca s MO>Ke SUTH SHJIO Koja IIpaBa, Te je SUpaMo Ha n? +n + 1 HaurHa. 3aTHM SHpa-
MO IIeHTap S, IIITO Iaje n + 1 HauMH 3a eJIallHjy WK h? HaurHa 32 XOMOJIorHjy. Ha Kpajy
¢UKCcHUpaMo IIPOU3BOJBHY TaUKy A ¢ (S) U {S} Koja ce CIMKa y TauKy ca IipaBe AVS IIpu
yeMy He MO>Ke OTUhH HU Y S, HU Y (AVS)AS (jep cy To QUKCHe Tayke), aid HU Y A (jep je
f+# 1), To faje n — 1 HauWHa 3a eJlaliyjy, OGHOCHO N — 2 3a XOMOJIOTHjy. MHOKeHheM O~
roBapajyhux SpojeBa godujamo (n — 1)(n+ 1)(n®> +n+ 1) erampja un?(n — 2)(n®> +n+ 1)
XOMOJIOTH]a, IIITO Y 38Upy Aaje (n® — n? — 1)(n® + n + 1) mepcreKTUBHUX KOJIHMHeaIja. A

3agarak 4.100. 3pauyHaTu Spoj (IIOTIIYHUX) TPOTEMEHUKA, YeTBOPOTEMEHUKA U I1€TO-
TeMeHUKa, Kao U p0j XOMOJIOTH])a, eJlaliyja U HeJleTeHepHCaHUX KOHMKA PaHOOBEe paBHU.

Pemewse. ®aHOOBA paBaH MMa 7 Tayaka U 7 IpaBUX. bpoj HeypeljeHUX TPOjKU Tadaka
u3HocHU 7 - 6 - 5/3! = 35, OK OHUX TPOjKHU I7ie Cy TauKe KOJIMHeapHe UMa KOJIUKO U IIpa-
BUX, OJHOCHO 7, TaKO Jia je 6poj TpoTeMeHUKa 35 — 7 = 28. Tauke ®aHOOBe paBHU Koje
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lnaBa 4. 3dupka 3asaTaka

HICY TeMeHa HeKOT YeTBOpPOTeMEeHUKa Cy HeroBe /IMjaroHaIHe TaukKe, a OHe Cy KOJIMHe-
apHe jep je CBaKU 4eTBOPOTeMeHUK aHTU-PaHOOB, TAKO Jja IIOCTOjU SdUjeKIhja usMmelyy
YeTBOPOTEMEHUKA U IIPaBUX, Te je SpP0j UeTBOPOTEMEHUKA jeJHaK 7. 3a IIPOU3BOJbHUX
5 Tayaka, Kpo3 HeZiocTajyhe ABe Tayke IIPoJIasyd YKYIIHO 5 IIpaBUX, TaKO Jia II0CTOje /Be
TPOjKe KOJIMHeapHUX TadyaKa y [I0YeTHOj QUIypH, IITO 3Ha4YH /1a Y PaHOOBO] paBHU He
II0CTOjU ITleTOTeMeHUK. PaHOOBa paBaH je /le3aprosa, Te U3 3afaTka 3an = 2 ©UMaMo
21 estaniyjy, JOK XOMOJIOTHje He 110CToje. HerereHeprcaHa KoHUKa ®aHOOBe paBHHU CacTo-
jU Ce OJf TPU CeIUIIITa OATOBapajyhux IIpaBUX, OHOCHO Y IIUTaly je TPOTeMEHUK, Te je
TpakeHH 6poj 28. A
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I'taBa A

TOJATAK

A.1 CormcrBeHa CTPYKTypa KBaJgpaTHe MaTpHIie

JIuHeapHe TpaHcpopMalivje Ha KOHAYHO JUMEH3NOHOM BEeKTOPCKOM IIPOCTOPY MOTY
ce MCKa3aTU II0MOhy KBaJjpaTHUX MaTpHUIla. Y Ty CBpXy KOPUCHO je IMaTH Ha paclioJara-
Y aJlaTe U3 JIMHeapHe ajredpe KOjU ce TUUY COIICTBEHEe CTPYKType KBaJlpaTHUX MaTPHU-
1a.

Heka je A Ipon3BOJ/bHA KBaJipaTHA MaTPHUILa. YKOJIUKO 3a HEKH HeHyJla BeKTOP (K0JIo-
Hy) VU 6poj A € R Baku jegHaurHa AV = AV, Taia KaXKeMo Jia je A coticiieeHa epegHOCi
MaTpulie A, 0K je V BeH collcilieeHU éeKop KOju O[roBapa TOj COIICTBEHO] BpeJHO-
cTtu. OBaj yCJI0B eKBUBAJIEHTAH je XOMOIreHOj jeqHauuHU (A — A1)V = 0, Koja y ciay4dajy
det(A — A1) # 0 UMa jeAMHCTBEHO pellleke V = 0, TaKo /1a Tajia HeMa COIICTBEHUX BeK-
Topa. /lakjie, COIICTBeHH BeKTOP V II0CTOjHU caMO aKo OJroBapa COIICTBEHOj BpeLHOCTH A
KOja je HyJla KapaKiliepucitu4Hol 10AuUHOMAa

Xa(A) =det(A — A1)

Halre MaTpulle A. CKyIl CBUX COIICTBEHUX BeKTOpa KOjU O[Ir0oBapajy HeKOj COIICTBEHO]
BPEHOCTH A, 3ajeJHO ca HyJla BEeKTOPOM, YMHe coliciieeHU totuipociuop Ker(A — A 1).
BeKTopH U3 Pas/IMUYUTUX COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOPA CY CYLITHHCKU PASJIUYUTU O YeMy
TOBOPH HapegHa JieMa.

Jlema A.1. ColiclieeHu 8eKlopu Koju ogloeapajy pasauduiium couciti@eHUM 8pegHOCTiLu-
Ma cy AUHeapHo He3asUCHU.

Jokas. Heka je k MUHUMaJIaH SpOj IMHEapHO 3aBUCHUX BeKTOpa KOjU OAroBapajy pa-
3JIMYUTHUM COIICTBEHUM BpeaHOCTHMa MaTpulie A. Heka a1X; + -+ + ;X = 0 BaXKu 3a
HeKe BeKTope X; U a; € Rca AX; = AX;3a1 <1 <k 1e cy A; € R pasnmuuutd. MHo-
JKeleM cJleBa MaTpUIioM A f1odujaMo aiA1 Xy + ... + aqpApXx = 0. AKO o7 0Be jefHaUNHe
0/ly3MeMO IIPeTXO0AHY MHOKeHy ca A1 fodujaMo ay(A; — A1)Xz + ... + axg(Ax — A1)X, = 0.
Kako je k dupaHO MUHUMAJIHO, TO Cy Xo,...,X) JIMHeapHO HEe3aBUCHU OJlaKJle CJIelu
a(Ay — A1) = ... = ag(Ax — A1) = 0. ConcTBeHe BPeSHOCTU A; Cy PA3IMUUTE U OTyAA
KOHTPAZUKTOPHO dp = ... = ay = 0. O

Beoma yecTo cpehemo ce ca CHMeTPUUYHOM MaTPHUIIOM A, a y TOM C/Iy4ajy Ha paclioJia-
ramky UMaMo JofjaTHe deHeduUTe.

Jlema A.2. ColicilieeHe 8pegHOCTIU CUMeTUpUUHe Matlipuye Cy peasiHe.

Jlokas. 'V omiuTeM ciy4ajy IIOJIMHOM X 4 (A) ce daKTOpHILle HaJ, I10/beM KOMILJIEKCHUX 6PO-
jeBa C, Te 3a COIICTBeHY BpeaHOCT BaXKh A € C. YcI0B AV = AV eKBUBaJIEHTaH je CBOM
KoHjyraTy AV = AV, rzie je V KoJIoHa Koja ce cacTojHu of, KOHjyraTa ejeMeHaTa KoJoHe V,
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lasa A. Jlogartak

IIOK je MaTpHUIla A caMa cedU KOHjyrarT jep 3a yJia3e UMa peaJiHe SpojeBe. 13 jeTHOCTaBHOT
padyHa B B B S -

AWV =VAV=(VAV) = VIAV=AVV = A(V'V)T = AV"V,
fodujaMo (A — A)V'V = 0, a kako je V'V cyma KBazpaTa HOPMHU eJleMeHara u3 V # 0, To je
V'V > 0, omakJie ciefu A = A, IIITO foKasyje A € R. O

CoIICTBEHU BeKTOPH U3 Pa3/IMUUTHUX COIICTBEHUX IIOTIIPOCTOPA Cy IMHeapHO He3aBU-
cHU (JIema [A:JI), aJIM y CJIy4ajy CHMeTpUYHe MaTpHUlle OHU MOpajy SUTHU Mel)yCOSGHO OpTo-
TOHAJIHHU.

Jema A.3. ColiciligeHU 8eKIOpU CUMeIUpUUHe mailipuye Koju ogloeapajy pasauduiium
COUCIUB8EHUM 8pegHOCTIUMA CY MelyCOSHO OpTUOTOHAAHU.

Joka3. YKomuko BaXXKU AV = AVu AW = uW, taza je
AWV = WAV = (WAV) = VIAW = uV' W = u(VW)" = uw'v,
ofaxJie cienu (A — u)W'V = 0. VeiioB A # u moBaauu W'V = 0, oqHOoCHO W -V = 0. O

IllTaBHIIle, HapeJHa CileKilipaAHa ilieopema HaM [J03B0/baBa CIIeKTPaIHY JeKOMIIO-
SHITHjy YATaBOT BEKTOPCKOT IIPOCTOpa Ha JUPEKTHY CyMy COIICTBEHHX IIOTIIPOCTOPA, Of-
HOCHO

R" = (P Ker(A - A1).
P

Teopema A.4. IIocitioju optioHOpmupaHa dasa tipoctuopa R™ Koja ce caciuioju og couciuge-
HUX 8eKlllopa gaile cumetlpuiHe maitipuue pega n.

/Jlokas. 3a COICTBeHy BPeJHOCT A, 110 JleMu je A € R 1 mocroju BekTop E; # 0 TakaB
naje AE; = AE1, a He yMawyjyhu omirrocT Eq; MOXKeMO CKaJIMpaTH OJHOCHO cMaTpaTH Ja
je jemnHMYaH. Kako je EJAX = X'AE; = AX"E;, BUIMO /la CBaKo X OpPTOrOHaJIHO Ha E; fla-
je AX oproroHanHo Ha E;. Ta ”HBapHjaHTHOCT HaM oMoryhasa /ia IIpU4y pecTpHUKYyjeMo
Ha BEKTOPCKH ITpocTop Span{E; }* mTo je moTmpoctop ox R nuMeHsuje n — 1. UHAYKITH-
ja HaM [aje opToHOpMHUpaHy &asy E, ..., E, y Span{E;}* Koja ce cacToju 0j] COTICTBEHUX
BeKTOpa U JoIyyje ca E; 10 KOMILIeTHe 6ase y R™. O

A.2 Teopuja dopojeBa

V 0BOj CeKIIUjU U3JI0KUIU CMO HEKe CTape pesysTaTe U3 Teopuje SpojeBa KOjU Cy HaM
IIOTPedHH J1a 06pas/IoKUMO HeKe HalIpeiHe pesyJiTaTe KOjU Cy yIJIaBHOM Be3aHU 3a Bpyk-
-Pajsep Teopemy (Teopema ).

OjJ1epoB UeHTUTET 0 UeTHPU KBaIpaTa, I10jaBJbyje ce y 0jiepoBOM ITUCMY Fon,qéaxyﬂ]
u3 1748. roguHe [28].

Jlema A.5 (Ojep). Badcu ugeHitiuiliel (a5 +a5+aj+ag)(bi+b5+b5+b3) = ci+c5+c5+c5,
igeje 1 = aib1+asby+asbs+agby, ¢ = a1by—asby+asbs—agbs, 3 = a1bs—asbs—asbq+agbo,
C4 = A1bg + azbg - agbz — Qgb;.

Jloka3 je OUMIJIelaH U Pajl ce KOHKPETHOM ITPOBEpPOM. BajKHO je IpUMETHUTH Ja je
JIMHeapHa Be3a

1 by b, b3 by aj
¢\ [ ba —b1 by —b3 a
c3 | \ b3 —by —b1 by az
C4 by b3 —by —by a,

!Christian Goldbach (1690-1764), HeMauKy MaTeMaTH4ap
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A.2. Teopwuja dpojeBa

laTa MaTPHUIOM feTepMuHaHTe (b% + b3 + b% + b3)? # 0 SHjeKTHBHA, OJHOCHO JJa MO>KEMO
JIMHEeapHO U3PasUTH 05paT

a b1 bz bg b4 C1
as . 1 bz —b1 —by bg Cy
az |  b?+b3+b3+b3\ bs by -by —by C3
as by —bs; by -—by Ca

0jJIepoB UAEHTUTET YIIOTPedUo je JlarpaH:K, ja 61 1770. 1oKa3ao CBOjy TeopeMy 0 YeTUPU
KBajzparay [50].

Jema A.6 (JIarpamk). Ceaku UpupogaH Spoj modxce ce Upegcilasuiiiu Kao 3éup detmupu
Keagpaiua ueaux dpojesa.

Joka3. 3axBabyjyhu JleMu @ IIOBOJBHO je IoKasaTH JieMy 3a HellapHe IIpoCcTe SpojeBe
p. Kako oTIiyHHu KBajgpaTu UMajy (p + 1)/2 pasjiMuuTHUX oCTaTaka I10 MOAYJIY p, TO IIO
JIMPHUXJIE0BOM IIPHHITUILY ITOCTOje IIeJIM SPojeBU a U b TakBHU fia p Aesu a’ + b? + 1, mro
IIOBJIAYH JIa TIOCTOjH N < p TaKBO fia je a® + b? + 12 + 0> = np. Heka je m € N HajMamu
TaKaB Jia je mp = X2 + X + x4 + x2. AKo yBefieMo y; = x; (mod m) 3ay; € [(1—m)/2,m/2]
UMaMo Y4 + y3 + y% + y3 = mr 3a Heko r < m. U3 HOBe IIpuMeHe Jleme nodujamo
mpmr = (X3 + X5 + X5 + X5)(Y? + Y5 + Y5 +y5) = z3 + 25 + z% + z5, tAe y; = X; (mod m)
naje z; = z3 = z4 = 0 (mod m), Kao u z; = y? +y3 +y% +y2 = mr = 0 (mod m). 3ameHa
W; = Z;/m TIOBJIA4H rp = w? + w3 + wZ + w? car < m, anu KaKo je m SUpaH Kao HajMambu
TO MOpa SUTH M = 1, OAHOCHO p = X% + X4 + x4 + X4 je 361p UeTHpHU KBajpara. O

Jlema A.7. Ako je nx* = y? + z? 3a yesodpojHe n, x,y, z, Waga je n 36up gea keagpaiua.

Jlokas. Heka je p HeKu IpocT pakTop Spoja n, uMamo y? + z> = 0 (mod p), Te HOCTOjH
HajMabH I TaKo 71a je rp = y* + z? 36up iBa KBajpaTa. AKO yBeieMo u =y (mod r)uv =z
(mod r) Tako aa je |ul, |v| < r/2 umamo u? 4+ v? = y? + z2 = 0 (mod r), Te je u® + v> = rs.
Jlodujamo jemHaUHHY 12sp = (rp)(rs) = (y* +22)(u? +v?) = (yv — zu)? + (yu + zv)?, omHOCHO

e (2

380TyV —zu=yz —zy =0 (mod r) uyu+ zv = y? + z> = 0 (mod r). MehyTrM, KaKo BayKu
HejeHaKOCT

g TS _ WAVt (52+(5)? 1

r r r 2

TO CJIeJU Jia je Sp 36Up [Ba KBajiparTa 3a S < r. 3aro je r = 1, OTHOCHO p je 36Up ABa KBa-
npara. Beh Buljena tpanchopmarmja (y? +z2)(u? +v?) = (yv —zu)? + (yu+zv)? omoryhasa
7la IPOU3BO/I 30MPOBA /IBa KBa/ipaTa U Jlajbe Syze 36Up ABa KBaparTa, Te GaKkTopHUsaIyja
dpoja n Ha IIpocTe SpojeBe oMoryhasa ja oH dyze 36Up Ba KBajpara. O
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TpaHcaanyja, 110, 131, 138
TpaHcdopMalyja
pasHy, 17
TPOCTPaHUK, 74
TPOTEeMeHUK, 74
TpOyrao
IoJIapaH TPOyIiy, 48
coepHy, 44
yrao
usMmel)y BekTopa, 6
coepHoOr TpoyIia, 44
daHo, buHo, 51, 65
depmMma, Ijep 1e, iii, 1
¢urypa, 73
durype
IIepCIIeKTUBHe, 75
dojepdax, Kapsa Buixenwm, 50, 60
dokyc
KOHUKe, 19
XaJ1, Mapimai, 64
XamuiToH, Bunujam Poyas, 95
XapTcxopH, PoduH, 51, 77
XejTHHI, ApeH[, 51
XeJIUKOUZ, 42
Xepuort, ToMac, 48
Xecendepr, l'epxapm, 87
Xundepr, laBun, 51, 52



MHaekc nojmoBa

xunepdosa, 174, 19
XUIIEePSOJIOU],
IBonesHu, 37
jemHOmesIHU, 37
XuIiieppaBaH, 128
Xjy3, JaHyjes, 51, 64
xXoMoJioryja, 101, 110, 113
xXomMmoreTyja, 110
XOpPH30HT, 110
I[eHTap
KoJIMHealyje, 100
KpuBe, 31
Kpyra, 16
IepcreKTuse, 75
UIuHaap, 40
eJIUIITUYKH, 38

HUMarvHapHU eJIUIITUYKY, 38

rnapadoyiiyky, 39

IIpaBU KPY>KHH, 40
XUINIEPS0JINYKY, 38
4eTBOpKA
XapMoHHjcKa, 103, 105
YeTBOPOCTPAHUK, 74
YeTBOPOTEeMEHUK, 74
aHTu-®aHooB, 103, 107
dano0B, 103, 107
IloHc, AstexkcaHgep Pejmonz, 86
a1, Mures, 121, 50, 51, 86
I1eCTOCTPaHUK, 74
IIIecToOTeEMEHUK, 74
[THajxep, 3aropka, 51
IITajuep, 97
ITajHep, Jakos, 50, 95
IItayT, Kapa ¢on, 50, 51, 81
IITymaxep, XajHpux Kpucrujay, 71
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