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1 Analitiqki pristup

1.1 Osnovna teorema, dvorazmera
Zadatak 1.1 Taqke 0, ∞ i 1 afinog sistema koordinata uzete su redom za bazne taqke A1(1 : 0), A2(0 : 1)
i jedinicu B(1 : 1) novog homogenog sistema koordinata. Na�i vezu izme�u afine koordinate i novih
homogenih koordinata.

Zadatak 1.2 Taqke A1(2 : 1), A2(3 : 1) i B(4 : 1) date koordinatama (x1 : x2) odabrane su redom za bazne
taqke i taqku jedinice novog sistema homogenih koordinata (x′1 : x′2). Odrediti vezu izme�u starog i
novog sistema koordinata.

Zadatak 1.3 Date su taqke A(0 : 1), B(1 : 0), C(1 : 1), D(3 : 2). Odrediti dvorazmeru (ABCD).

Zadatak 1.4 Na afinoj pravoj uvedene su homogene koordinate. Odrediti afini smisao dvorazmere
(ABCD) taqaka A(x1) = A(x1 : 1), B(x2), C(x3), D(x4).

Zadatak 1.5 Odrediti taqku X tako da je H(AX;BC) i A(1 : 0), B(2 : 1), C(4 : 1)

1.2 Projektivna preslikavaǌa projektivne prave
Zadatak 1.6 Na�i formule projektivnog preslikavaǌa koje prevodi taqke A(0 : 1), B(1 : 0), C(1 : 1) u
taqke A′(1 : −1), B′(1 : 1), C ′(1 : 3).

Zadatak 1.7 Na�i fiksne taqke preslikavaǌa λx′1 = 2x1 − x2, λx′2 = x1 + 4x2.

Zadatak 1.8 Na�i afini zapis prethodnog (zadatak 1.7) preslikavaǌa.

Zadatak 1.9 Na�i zapis prethodnog (zadatak 1.7) preslikavaǌa u nekoj novoj bazi u kojem je fiksna
taqka beskonaqno daleka.

Zadatak 1.10 Na�i fiksne taqke preslikavaǌa λx′1 = 2x1 + 3x2, λx′2 = 3x1 + 2x2.

Zadatak 1.11 Na�i novi projektivni koordinatni sistem u qijim je afinim koordinatama prethodno
(zadatak 1.10) preslikavaǌe homotetija.

Zadatak 1.12 Odrediti potrebne i dovoǉne uslove da projektivno preslikavaǌe prave bude eliptiqko,
paraboliqko, odnosno hiperboliqko.

Zadatak 1.13 Dokazati da postoji jedinstveno paraboliqko preslikavaǌe f kome je data taqka A fiksna,
a pri kome je fM = M ′ 6= M . Neka je M ′′ = fM ′, dokazati da va�i H(M ′′M ;M ′A).

Zadatak 1.14 (Aksioma razdvojenosti parova taqaka) Dokazati da za razliqite taqke A,B, C, D pro-
jektivne prave va�i taqno jedno od tvr�eǌa AB ÷ CD, AC ÷BD, AD ÷BC.

Zadatak 1.15 Dokazati da je preslikavaǌe projektivne prave koje taqke A,B,C preslikava redom u
B,C,A eliptiqko.

Zadatak 1.16 Dokazati da eliptiqko i paraboliqko preslikavaǌe quvaju orijentaciju.

Zadatak 1.17 Ako je preslikavaǌe projektivne prave involutivno na jednom paru taqaka, onda je ono
involucija.
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Zadatak 1.18 Ispitati razdvojenost parova taqaka AA′ i BB′, ako su A,A′ i B,B′ odgovaraju�e taqke
hiperboliqke, odnosno eliptiqke involucije.

Zadatak 1.19 Involucija na projektivnoj pravoj zadata je sa dva para taqaka A(1 : 2), A′(1 : 0) i B(2 : 3),
B′(8 : 1). Na�i formule involucije, ǌene fiksne taqke i odrediti da li ona quva orijentaciju.

Zadatak 1.20 U afinoj ravni date su prave a : y = 0, b : y = x i taqka S(1, 2). Na pravoj a uveden je novi
koordinatni sistem (x1 : x2) qije bazne taqke imaju afine koordinate A1(0, 0), A2(2, 0), a taqka jedinice
B(3, 0), a na pravoj b sistem (x′1 : x′2) qije bazne taqke i jedinica imaju afine koordinate C1(1, 1), C2(0, 0)
i D(2, 2). U datim homogenim koordinatama odrediti formule perspektivne transfomacije prave a na
pravu b sa centrom S.

1.3 Projektivna ravan
Zadatak 1.21 Odrediti pravu kroz taqke A(2 : 5 : 2) i B(8 : −1 : 1).

Zadatak 1.22 Dokazati da C(−2 : 16 : 5) pripada pravoj AB iz prethodnog zadatka (zadatak 1.21), a
zatim na�i taqku D tako da je H(AB;CD)

Zadatak 1.23 U odnosu na projektivni sistem koordinata date su koordinate novih baznih taqaka A1(4 :
1 : 1), A2(4 : 4 : 1), A3(0 : 4 : 1), B(2 : 1 : 1). Na�i formule transformacija koordinata iz starih u nove.

Zadatak 1.24 Na�i fiksne taqke i fiksne prave preslikavaǌa λx′1 = 4x1 − x2, λx′2 = 6x1 − 3x2, λx′3 =
x1 − x2 − x3.

Zadatak 1.25 Preslikavaǌe je zadato formulama λx′1 = x2 +x3, λx′2 = x1 +x3, λx′3 = x1 +x2. Dokazati da
je ono hiperboliqka homologija. Odrediti centar i osu, a zatim izabrati koordinatni sistem u qijim
je afinim koordinatama to preslikavaǌe homotetija.

Zadatak 1.26 Na�i formule projektivne transformacije ravni α : z = 0 u trodimenzionom afinom
prostoru koja je kompozicija projekcije iz taqke S1(0, 0,−1) na ravan β : x + y + z = 1 i projekcije iz
taqke S2(6,−3, 2) nazad na ravan α. Dokazati da je u pitaǌu paraboliqka homologija.

Zadatak 1.27 Na�i projektivno preslikavaǌe proxirene afine ravni koje prave a : x = 0, b : y = 0,
c : y = 1 − x preslikava redom na b, c, a i koje te�ixte trougla kome stranice pripadaju tim pravama
preslikava u presek pravih x− y = 0 i x− y = 2. Koja prava se preslikava u beskonaqno daleku? Xta
je slika kruga opisanog oko tog trougla?

1.4 Krive drugog reda
Zadatak 1.28 Dokazati da taqke konjugovane taqki A u odnosu na krivu drugog reda Γ le�e na polari.

Zadatak 1.29 Data je kriva Γ : x2
1 − x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3 = 0. Na pravoj p : 2x1 − x2 − 9x3 = 0

na�i taqku X harmonijski konjugovanu taqki A(−1 : 2 : 1) u odnosu na krivu Γ.

Zadatak 1.30 Data je kriva Γ : 2x2
1 + x2

2 − 2x2
3 − 6x1x2 + 4x2x3 = 0. 1) Na�i jednaqinu polare taqke

A(1 : 0 : 1); 2) Na�i, ako postoje, tangente iz A na krivu Γ; 3) Na�i pol prave q : x3 = 0.

Zadatak 1.31 Na�i jednaqinu krive drugog reda koja dodiruje osu Ox u taqki (3, 0), osu Oy u taqki
(0, 2) i dodiruje beskonaqno daleku pravu.

Zadatak 1.32 U afinoj ravni dat je krug x2 + y2 = 1. Na�i mu jednaqinu u sistemu koordinata qije su
bazne taqke i jedinica A1(1, 0); A2(0, 1); A3(−1, 0) i B(0,−1). Koju krivu on predstavǉa u novom afinom
sistemu koordinata?

Zadatak 1.33 Dokazati da ako temena qetvorotemenika ABCD pripadaju krivoj drugog reda tada polara
ǌegove dijagonalne taqke (u odnosu na tu krivu) sadr�i preostale dve dijagonalne taqke.

Zadatak 1.34 Date su taqke afine ravni A(0, 0); B(1, 0); C(1, 1) i D(0, 1). U homogenim koordinatama
odrediti formule transformacije f pri kojoj su taqke A i C fiksne, dok se taqke B i D preslikavaju
redom u beskonaqno daleke taqke pravih AB i AD. Odrediti slike unutraxǌosti kvadrata ABCD, kao
i kruga k(C,CB) pri transformaciji f . Koja je afina jednaqina krive f(k)?

Zadatak 1.35 (Kolokvijum 16.12.2003) U projektivnoj ravni zadata je kriva Γ : x2
2+4x2

3−2x1x2−4x1x3+
2x2x3 = 0 i taqka A(1 : 2 : 1). Odrediti tangente iz taqke A na krivu Γ. Neka su T1 i T2 dodirne taqke
tangenti iz A na krivu Γ. Odrediti jox neku krivu drugog reda koja sadr�i taqke T1 i T2 i ima za
tangente prave AT1 i AT2.
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1.5 Zadaci sa rokova
Zadatak 1.36 (Kolokvijum 16.12.2003) Neka su A1, A2, A3 i A4 razliqite taqke projektivne prave.
Izraqunati
1)

∏
σ∈S4

(Aσ1Aσ2Aσ3Aσ4) = (A1A2A3A4) · (A1A2A4A3) · (A1A3A2A4) · ... · (A4A3A2A1);
2)

∑
σ∈S4

(Aσ1Aσ2Aσ3Aσ4) = (A1A2A3A4) + (A1A2A4A3) + (A1A3A2A4) + ... + (A4A3A2A1).
(U pitaǌu su proizvod, odnosno suma dvorazmera po svim permutacijama taqaka A1, A2, A3, A4)

Zadatak 1.37 (Kolokvijum 16.12.2003) Projektivno preslikavaǌe je zadato formulama λx′1 = 5x1−3x2−
x3, λx′2 = −3x1 + 5x2 + x3, λx′3 = 2x1 − 2x2 + 4x3. Odrediti sve fiksne prave datog preslikavaǌa, a zatim
na�i novi projektivni koordinatni sistem u qijim je afinim koordinatama dato preslikavaǌe afino
i ispisati formule preslikavaǌa u novim koordinatama.

Zadatak 1.38 (Jun 09.06.2004) Neka je f projektivno preslikavaǌe projektivne prave p na sebe samu
i A0 ∈ p. Ukoliko va�i An+1 := f(An) za n ≥ 0, i A6 = A0 odrediti dvorazmeru (A1A2A4A5) ukoliko
postoji.

Zadatak 1.39 (Septembar 03.09.2004) U projektivnoj ravni data je kriva Γ : 3x2
1 − x2

2 − x2
3 − 2x1x2 −

2x1x3 + 2x2x3 = 0. Odrediti tangente iz taqke A(1 : 1 : 1) na krivu Γ. Da li je prava x3 = 0 tangenta na
krivu Γ?

Zadatak 1.40 (Oktobar 22.09.2004) U projektivnoj ravni dato je preslikavaǌe f formulama: λx′1 =
x2 +x3, λx′2 = x1 +x3, λx′3 = x1 +x2. Odrediti sve fiksne prave preslikavaǌa f . Neka je p fiksna prava
koja sadr�i taqku P (0 : 3 : 2). Taqke A i B su definisane sa {A} = p ∩ {x3 = 0} i {B} = p ∩ {x2 = 0}.
Odrediti taqku X tako da va�i harmonijska konjugovanost parova A,B i P,X.

Zadatak 1.41 (Novembar 20.11.2004)
1) Mora li kompozicija dve involucije na projektivnoj pravoj biti involucija?
2) Mo�e li kompozicija eliptiqke i hiperboliqke involucije biti eliptiqka involucija?
3) Mo�e li kompozicija eliptiqke i hiperboliqke involucije biti hiperboliqka involucija?

Zadatak 1.42 (Kolokvijum 26.12.2004) Date su tri taqke projektivne prave svojom afinom koordinatom
A(0), B(1), C(2). Odrediti sva paraboliqka preslikavaǌa projektivne prave koja slikaju A i B redom
u A′ i B′, takva da va�e dvorazmere (ABCA′) = 3 i (ABA′B′) = 16/15.

Zadatak 1.43 (Kolokvijum 26.12.2004) Preslikavaǌe f projektivne ravni zadato je formulama: λx′1 =
10x1 + 6x2 − 6x3, λx′2 = −3x1 + x2 + 3x3 i λx′3 = 3x1 + 3x2 + x3. Odrediti fiksne taqke i fiksne prave
preslikavaǌa f . Na�i novi projektivni sistem koordinata u kojem je taqka (0 : 0 : 1) beskonaqno daleka
i u qijim je afinim koordinatama preslikavaǌe f afino. Napisati formule preslikavaǌa f u novim
koordinatama.

Zadatak 1.44 (Kolokvijum 26.12.2004) Odrediti sve oble krive drugog reda u ravni koje sadr�e taqke
A(2, 0) i B(0, 1) i dodiruju y-osu i pravu x = 2. Napisati homogenu jednaqinu parabole koja pripada
familiji prethodno na�enih rexeǌa. Napisati jednaqinu slike te parabole pri preslikavaǌu zadatom
formulama: λx′1 = x2 + x3, λx′2 = x1 + x3, λx′3 = x1 + x2.

Zadatak 1.45 (Decembar 18.12.2004) U afinoj ravni date su taqke A1(2, 0), A2(0, 2), A3(3, 1) i B(−1, 1)
koje su uzete za bazne taqke i jedinicu novog homogenog sistema koordinata. Ako kriva drugog reda Γ
sadr�i taqke A1, A2, A3, B i dodiruje x-osu (u starom afinom sistemu), odrediti jednaqinu krive Γ u
novom afinom sistemu koordinata.

Zadatak 1.46 (Januar 12.01.2005) Preslikavaǌe f projektivne ravni zadato je formulama: λx′1 = −2x1−
x2−x3, λx′2 = x1+x3 i λx′3 = 3x1+3x2+2x3. Odrediti fiksne taqke i fiksne prave preslikavaǌa f . Na�i
novi projektivni sistem koordinata u kojem je taqka (0 : 0 : 1) beskonaqno daleka i u qijim je afinim
koordinatama preslikavaǌe f afino. Napisati formule preslikavaǌa f u novim koordinatama.

Zadatak 1.47 (Februar 02.02.2005) Dato je projektivno preslikavaǌe ravni koje prevodi taqke A1(1 :
0 : 1), A2(1 : 0 : 0), A3(0 : 1 : 0) i B(2 : 1 : 1) redom u bazne taqke i taqku jedinice. Neka je Γ parabola iz
familije krivih drugog reda {x2

1 + 4x2
2 + ax2

3 + 2ax1x2 + 2x1x3 + 4x2x3 = 0 : a ∈ R}. Odrediti jednaqinu
slike krive Γ pri datom preslikavaǌu.

Zadatak 1.48 (Mart 19.03.2005) Na pravoj y = 0 uveden je koordinatni sistem qije bazne taqke i
jedinica imaju afine koordinate A1(1, 0), A2(0, 0) i B(2, 0). Na pravoj y = x uveden je koordinatni
sistem qije bazne taqke i jedinica imaju afine koordinate C1(0, 0), C2(1, 1) i D(2, 2). U datim homogenim
koordinatama odrediti formule perspektivnog preslikavaǌa sa centrom u S(0, 2) koje preslikava pravu
y = 0 na pravu y = x.
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2 Sintetiqki pristup

2.1 Projektivna preslikavaǌa jednodimenzionih mnogostrukosti
Zadatak 2.1 Dokazati da je projektivno preslikavaǌe perspektivno akko se zajedniqki element jednodi-
menzionih mnogostrukosti slika u sebe.

Zadatak 2.2 Date su razliqite taqke A,B,C na pravoj p i razliqite taqke A′,B′,C ′ na pravoj p′. Odred-
iti sliku proizvoǉne taqke D ∈ p pri projektivnom preslikavaǌu koje preslikava A,B, C redom u
A′, B′, C ′. Diskutovati i sluqaj p = p′.

Zadatak 2.3 (Papasova teorema) Ako je A,B,C ∈ p, A′, B′, C ′ ∈ p′ i p 6= p′ onda su kolinearne taqke u
presecima AB′ ∩BA′, AC ′ ∩ CA′, BC ′ ∩ CB′.

Zadatak 2.4 Neka je f : p Z p i f(M) = M . Dokazati da je f paraboliqko akko za svaku taqku A ∈ p \ {M}
va�i H(M,f(A);A, f(f(A))).

Zadatak 2.5 Dokazati da paraboliqka projektivna preslikavaǌa na pravoj p koja fiksiraju taqku M
me�usobno komutiraju.

Zadatak 2.6 (Kolokvijum 24.04.2004) Date su tri konkurentne prave p, q, a i taqke A1, A2, A3 na pravoj
a. Ako su f1, f2, f3 perspektivna preslikavaǌa prave p na pravu q sa centrima A1, A2, A3 (tim redom),
dokazati da va�i f1 ◦ f−1

2 ◦ f3 = f3 ◦ f−1
2 ◦ f1.

2.2 Projektivna preslikavaǌa dvodimenzionih mnogostrukosti
Zadatak 2.7 Dokazati da su osa, protivosa i protivosa inverznog preslikavaǌa paralelne.

Zadatak 2.8 Dokazati da je perspektivno kolinearno preslikavaǌe odre�eno centrom, osom i 1) taqkom
i ǌenom slikom; 2) pravom i ǌenom slikom; 3) protivosom.

Zadatak 2.9 Data je taqka S, prava s i qetvorougao ABCD. Odrediti perspektivno kolinearno pres-
likavaǌe sa osom s i centrom S koje dati qetvorougao preslikava u qetvorougao kome su dijagonale
normalne.

Zadatak 2.10 (Novembar 20.11.2004) U ravni, je dat qetvorougao ABCD koji nije trapez. Odrediti
sva perspektivno kolinearna preslikavaǌa ravni koja imaju A i B za fiksne taqke, dok qetvorougao
ABCD prevode u paralelogram.

Zadatak 2.11 (Februar 02.02.2005) Date su taqke A, B, C, D i E u ravni takve da nikoje tri nisu
kolinearne i nikoje dve prave ǌima odre�ene nisu paralelne. Perspektivno kolinearno preslikavaǌe
sa fiksnim taqkama A, B i E preslikava qetvorougao ABCD u trapez koji za osnovicu ima sliku du�i
BC. Konstruisati sliku qetvorougla ABCD pri tom preslikavaǌu za sve mogu�e sluqajeve.

2.3 Perspektivno afina preslikavaǌa
Zadatak 2.12 Date su prave p, s i du�AB. Odrediti perspektivno afino preslikavaǌe qija je osa s,
zraci afinosti su paralelni sa p, a slika du�i AB ima datu du�inu d.

Zadatak 2.13 (Decembar 18.02.2004) U ravni je data prava s i taqke A, B, C i D′. Perspektivno
afinim preslikavaǌem sa osom s trougao ABC se slika na jednakokraki trougao A′B′C ′ sa osnovicom
B′C ′, tako da D′ le�i na pravoj B′C ′. Konstruisati trougao A′B′C ′. Rexavati samo opxti sluqaj!

Zadatak 2.14 Data je prava s i qetvorougao ABCD. Odrediti perspektivno afino preslikavaǌe koje
ima osu s i koje dati qetvorougao preslikava u kvadrat.

Zadatak 2.15 (Zbirka 57.) Date su taqke A,B,C, D i prava s. Odrediti perspektivno afino preslika-
vaǌe sa osom s koja trougao ABC slika u trougao A′B′C ′ sa pravim uglom kod temena C ′, tako da se D
nalazi na pravoj A′B′.
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2.4 Dezargova teorema
Zadatak 2.16 Date su nekolinearne taqke A, B i C i prava p tako da C ∈ p. Neka su P i Q proizvoǉne
taqke prave p i neka je AP ∩ BC = {M}, AQ ∩ BC = {N}, BP ∩ AC = {U}, BQ ∩ AC = {V }. Dokazati da
su prave AB,MU,NV konkurentne.

Zadatak 2.17 U proizvoǉan qetvorougao upisan je trapez qije su osnove paralelne jednoj dijagonali
qetvorougla. Dokazati da se boqne strane trapeza seku na drugoj dijagonali qetvorougla.

Zadatak 2.18 U ravni su date konkurentne prave a, b, c i tri taqke P,Q,R koje im ne pripadaju. Odrediti
taqke A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c takve da va�i P ∈ BC, Q ∈ AC, R ∈ AB.

Zadatak 2.19 Tri trotemenika imaju zajedniqki centar perspektive. Dokazati da su odgovaraju�e tri
ose perspektive konkurentne prave.

Zadatak 2.20 Data je taqka A i prave p i q koje se seku ”van papira” u taqki B. Konstruisati pravu
AB.

2.5 Krive drugog reda
Zadatak 2.21 Kroz taqku D stranice BC trotemenika ABC prolazi prava p koja seqe stranice AB i
AC redom u taqkama P i Q. Prave CP i BQ seku se u taqki X. Xta je geometrijsko mesto taqaka X
kada p 3 D?

Zadatak 2.22 Na nedegenerisanoj krivoj drugog reda Γ date su razliqite taqke A, B i C. Neka je a
tangenta na Γ u taqki A i D 6= A proizvoǉna taqka prave a. Ako je X ∈ Γ, {Y } = BX∩AC, {M} = AX∩DY
dokazati da je geometrijsko mesto taqaka M kriva drugog reda kada X prolazi krivu Γ i ispitati
degenerisanost.

Zadatak 2.23 (Jun 09.06.2004) Neka su Γ1 i Γ2 nedegenerisane krive drugog reda, a A1, A2 i Z razliqite
taqke takve da va�i A1 ∈ Γ1, A2 ∈ Γ2, Z ∈ Γ1∩Γ2. Neka je p 3 Z proizvoǉna prava. Neka su M1 i M2 taqke
takve da Mi ∈ Γi ∩ p i ukoliko p nije tangenta na Γi onda Mi 6= Z za i = 1, 2. Ako je {X} = A1M1 ∩ A2M2,
dokazati da je geometrijsko mesto taqaka X kriva drugog reda kad p 3 Z. Dati potreban i dovoǉan
uslov da je ta kriva degenerisana.

Zadatak 2.24 Date su taqke A,B,C, D, E nedegenerisane krive drugog reda Γ i prava p 3 A. Konstru-
isati drugu preseqnu taqku prave p i krive Γ.

Zadatak 2.25 Date su taqke A,B,C, D i tangenta a 3 A nedegenerisane krive drugog reda Γ. Konstru-
isati tangentu na Γ u taqki C.

Zadatak 2.26 Date su tangente a, b, c i dodirne taqke A ∈ a, B ∈ b krive drugog reda Γ. Za datu taqku
R ∈ c odrediti drugu preseqnu taqku prave AR i krive Γ.

Zadatak 2.27 Date su taqke A,B,C i pravac o′ ose parabole, kao i prava p 3 A. Konstruisati drugu
preseqnu taqku prave p i parabole.

Zadatak 2.28 (Oktobar 22.09.2004) Date su taqke A i B i prave a, b i p. Konstruisati centar hiper-
bole ako je a tangenta u A, b tangenta u B i p asimptota hiperbole.

Zadatak 2.29 (Januar 12.01.2005) U euklidskoj ravni date su razliqite prave a i t, kao i taqke T i M
sa prave t. Ako je T teme parabole i ako su a i t ǌene tangente, konstruisati drugu tangentu iz taqke
M na tu parabolu.

Zadatak 2.30 (Kolokvijum 24.04.2004) U euklidskoj ravni date su taqke A i O, kao i prave a i p. Ako
je A dodirna taqka tangente a na hiperbolu, O centar te hiperbole, a p jedna ǌena asimptota, odrediti
drugu ǌenu asimptotu.

5



2.6 Zadaci sa rokova
Zadatak 2.31 (Kolokvijum 24.04.2004) U euklidskoj ravni dat je qetvorougao ABCD i prava s. Neka
je f perspektivno kolinearno preslikavaǌe sa osom s koje dati qetvorougao prevodi u deltoid. Kon-
struisati protivosu preslikavaǌa f , a zatim i geometrijsko mesto taqaka mogu�ih centara tog pres-
likavaǌa.

Zadatak 2.32 (Septembar 03.09.2004) Dat je qetvorougao ABCD i prava s u ravni. Odrediti per-
spektivno afino preslikavaǌe sa osom s koje dati qetvorougao preslikava na pravougaonik sa odnosom
stranica 2 : 1.

Zadatak 2.33 (Mart 19.03.2005) U proizvoǉan qetvorougao upisan je trapez. Ako se boqne ivice
trapeza seku na jednoj dijagonali datog qetvorougla, dokazati da su onda osnovice trapeza paralelne
drugoj dijagonali.
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3 Rexeǌa analitiqkih zadataka

Rexeǌe 1.35

Matrica krive Γ je G =

 0 −1 −2
−1 1 1
−2 1 4

. Polara je GA =

 0 −1 −2
−1 1 1
−2 1 4

  1
2
1

 =

 −4
2
4

.

Vidimo da je jednaqina polare −2x1 + x2 + 2x3 = 0. Sada T1 i T2 dobijamo u preseku polare i krive.
Na primer mo�emo zameniti 2x1 = x2 + 2x3 u jednaqinu krive i dobiti −2x2x3 = 0, xto daje x2 = 0 ili
x3 = 0. Odavde imamo rexeǌa T1(1 : 0 : 1) i T2(1 : 2 : 0). Tra�ene tangente bi�e AT1 = [1 : 0 : −1] i
AT2 = [2 : −1 : 0].
Za drugi deo zadatka koristimo odnose pol polara, te �e za matricu tra�ene krive morati da bude: a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

  1
0
1

 =

 a11 + a13

a12 + a23

a13 + a33

 ∼

 1
0
−1

 ,

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

  1
2
0

 =

 a11 + 2a12

a12 + 2a22

a13 + 2a23

 ∼

 2
−1
0


Ovo nam daje qetiri jednaqine: a11 + 2a13 + a33 = 0, a12 + a23 = 0 iz prve veze i a11 + 4a12 + 4a22 = 0,
a13 + a23 = 0 iz druge veze. Mo�emo staviti recimo a12 = 0. Bi�e a23 = 0, te a13 = 0, a33 = −a11,
4a22 = −a11. Stavimo li a22 = 1 bi�e a11 = −4 i a33 = 4. Ovo nam daje jednu od krivih koje zadovoǉavaju
tra�eni uslov: −4x2

1 + x2
2 + 4x2

3 = 0. �

Rexeǌe 1.36 Neka su A,B,C, D razliqite taqke projektivne prave.
1) Iz dobro poznate jednakosti (ABCD) · (ABDC) = 1 vidimo da svaka permutacija ima svog para, pa
�e, kako postoji 24 permutacija, biti

∏
σ∈S4

(Aσ1Aσ2Aσ3Aσ4) = 112 = 1.
2) Za −→C = α

−→
A + β

−→
B i −→D = γ

−→
A + δ

−→
B ima�emo β

−→
B = −→

C −α
−→
A i β

−→
D = βγ

−→
A + δ(−→C −α

−→
A ) = (βγ−αδ)−→A + δ

−→
C .

Sada je (ABCD)+(ACBD) = (β
α : δ

γ )+( 1
−α : δ

βγ−αδ ) = βγ
αδ + αδ−βγ

αδ = 1. Zakǉuqak je da (ABCD)+(ACBD) = 1
va�i uvek, te kao pod 1) uvi�amo par svakoj permutaciji odakle je

∑
σ∈S4

(Aσ1Aσ2Aσ3Aσ4) = 1+ ...+1 = 12.
�

Rexeǌe 1.38 Ukoliko dvorazmera (A1A2A4A5) postoji to zbog invarijantnosti za projektivno pres-
likavaǌe postoje i dvorazmere (A2A3A5A0) i (A3A4A0A1), odakle sledi da su taqke A0, A1, A2, A3 razli-
qite. Sada mo�emo da uvedemo homogene koordinate na pravoj p sa A0 = (1 : 0), A1 = (0 : 1), A2 = (1 : 1),
A3 = (a : 1) i a 6∈ {0, 1}. Neka je

λAn+1 =
(

x11 x12

x21 x22

)
·An

Za n = 0 imamo λ

(
0
1

)
=

(
x11 x12

x21 x22

) (
1
0

)
, odakle je x11 = 0.

Za n = 1 imamo λ

(
1
1

)
=

(
0 x12

x21 x22

) (
0
1

)
, odakle je x12 = x22.

Za n = 2 imamo λ

(
a
1

)
=

(
0 x12

x21 x12

) (
1
1

)
, odakle je a(x21 + x12) = x12.

Odavde dobijamo matricu preslikavaǌa f u obliku
(

0 a
1− a a

)
, te imamo raqunom i A4, A5, A6:

A4 =
(

0 a
1− a a

) (
a
1

)
∼

(
1

2− a

)
, A5 =

(
0 a

1− a a

) (
1

2− a

)
∼

(
2a− a2

1 + a− a2

)
,

A6 =
(

0 a
1− a a

) (
2a− a2

1 + a− a2

)
∼

(
1 + a− a2

(1− a)(2− a) + 1 + a− a2

)
∼

(
1 + a− a2

3− 2a

)
.

Kako je A6 = A0 to mora biti 3− 2a = 0, odnosno a = 3
2 , xto daje matricu preslikavaǌa

(
0 3
−1 3

)
,

te je i A3(3 : 2), A4(2 : 1). Sada je (A1A2A4A5) = (A0A1A3A4) = 2
3 : 1

2 = 4
3 . �

Rexeǌe 1.39 Iz jednaqine krive Γ imamo ǌenu matricu G

G =

 3 −1 −1
−1 −1 1
−1 1 −1


Prvo nalazimo polaru za taqku A u odnosu na krivu Γ po jednaqini λU = GA, odakle dobijamo [1 : −1 :
−1], tj polaru x1 − x2 − x3 = 0. Dodirne taqke tangenti dobijamo u preseku krive i polare. Rexavaǌem
sistema jednaqina dobijamo dva rexeǌa, taqke M(1 : 0 : 1) i N(1 : 1 : 0). Sada su tra�ene tangente prave
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AM [1 : 0 : −1] i AN [1 : −1 : 0], odnosno prave x1 = x3 i x1 = x2. Da li je kriva [0 : 0 : 1] tangenta na krivu
odgovori�emo kad joj na�emo pol, taqku P (x1 : x2 : x3). Odnos pol-polara daje nam jednaqinu 3 −1 −1

−1 −1 1
−1 1 −1

  x1

x2

x3

 = λ

 0
0
1


te rexavamo sistem jednaqina 3x1 − x2 − x3 = 0, −x1 − x2 + x3 = 0. Odavde dobijamo taqku P (1 : 1 : 2).
Proverom u jednaqinu krive vidimo da P 6∈ Γ, te x3 = 0 nije tangenta na krivu! To se lakxe mo�e videti
ako preseqemo Γ sa x3 = 0. Dobijamo 3x2

1 − 2x1x2 − x2
2 = (3x1 + x2)(x1 − x2) = 0, xto znaqi da prava seqe

krivu u dve taqke pa ne mo�e biti tangenta! �

Rexeǌe 1.40

Ako je F matrica preslikavaǌa f imamo F =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

.

Karakteristiqni polinom je det(F −λI) = −(λ+1)2(λ−2), xto daje sopstvene vrednosti λ1 = 2 i λ2 = −1.
Sopstveni vektori matrice FT = F odre�uju fiksne prave, a to su [1 : 1 : 1], odnosno [a : b : −(a + b)],
gde a i b nisu istovremeno nule! Lako je videti da jedino prava p[1 : 2 : −3] od gorǌenavedenih rexeǌa
sadr�i taqku P (0 : 3 : 2). Sada je p∩ {x3 = 0} = {A(2 : −1 : 0)} i p∩ {x2 = 0} = {B(3 : 0 : 1)}. Za H(AB;PX)
potrebno je da va�i (ABPX) = −1. Kako je (0, 3, 2) = −3(2,−1, 0) + 2(3, 0, 1), to �e X biti (12 : −3 : 2) jer
je (12,−3, 2) = 3(2,−1, 0) + 2(3, 0, 1). �

Rexeǌe 1.41
A je matrica involucije ako i samo ako va�i A2 = λI.

Za A =
(

a b
c d

)
, imamo λI = A2 =

(
a2 + bc ab + bd
ac + cd bc + d2

)
.

Mora biti a2 +bc = bc+d2, ab+bd = 0 i ac+cd = 0. Prva jednaqine a2 = d2, daje dve mogu�nosti. Prva je
a = d 6= 0 odakle je b = 0 i c = 0, te je A identiqko. Druga mogu�nost a+ d = 0 (odnosno trA = 0) povlaqi
sve tri jednakosti. Dakle involucija na projektivnoj pravoj je ili identiqko ili preslikavaǌe sa
tragom 0.

1) Oqigledno va�i
(

0 1
1 0

)
·
(

0 2
1 0

)
=

(
1 0
0 2

)
. Prve dve matrice predstavǉaju involuciju (trag

im je nula), no kompozicija (proizvod matrica) to oqigledno nije. Dakle, kompozicija dve involucije
ne mora biti involucija!
2) Xta mo�e biti kompozicija eliptiqke i hiperboliqke involucije? Kako identiqko preslikavaǌe
nije ni jedno ni drugo to su tragovi matrica tih preslikavaǌa jednaki nuli. Pogledamo li karak-
teristiqni polinom matrice imamo χA(λ) = λ2 − trA · λ + detA = λ2 + detA, odakle se vidi da je A
eliptiqko za det A > 0, odnosno hiperboliqko za detA < 0. Neka je E matrica eliptiqke, a H matrica
hiperboliqke involucije. ǋihova kompozicija ima matricu E ·H, a kako je det(E ·H) = detE · detH i
detE > 0, detH < 0, to je det(E ·H) < 0, te ona ne mo�e biti eliptiqka involucija, xto daje negativan
odgovor na naxe pitaǌe!

3) Oqigledno va�i
(

0 −1
1 0

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
−1 0
0 1

)
. Jasno se vidi da smo dali jedan primer gde

je kompozicija eliptiqke i hiperboliqke involucije, ponovo hiperboliqka involucija, pa je odgovor
potvrdan! �

Rexeǌe 1.42 U homogenom koordinatnom sistemu date taqke su A(0 : 1), B(1 : 1) i C(2 : 1).
Iz −→C = −−→A + 2−→B ,

−→
A′ = α

−→
A + β

−→
B i (ABCA′) = 3, dobijamo 2α = −3β, te

−→
A′ = −3−→A + 2−→B i A′(2 : −1).

Iz
−→
A′ = −3−→A + 2−→B ,

−→
B′ = γ

−→
A + δ

−→
B i (ABA′B′) = 16/15, dobijamo 5γ = −8δ, te

−→
B′ = −8−→A + 5−→B i B′(5 : −3)

Ako je M =
(

a b
c d

)
i λX ′ = MX, iz A → A′ i B → B′ imamo

(
b
d

)
∼

(
2
−1

)
i

(
a + b
c + d

)
∼

(
5
−3

)
Odavde dobijamo dve jednaqine: b = −2d i 3(a+ b)+5(c+d) = 0. Ovo nam daje 5c = d−3a. Za paraboliqko
preslikavaǌe je (trM)2 = 4det M xto daje jednaqinu (a + d)2 = 4(ad− bc). Ona se gorǌim smenama svodi
na 5a2 +10ad+5d2 = 20ad− 4(−2d)(d− 3a), xto daje kvadratnu jednaqinu 5a2 +14ad− 3d2 = 0, sa rexeǌima

a = −3d i 5a = d. Dakle tra�ena preslikavaǌa su data matricama
(

3 2
−2 −1

)
i

(
5 −50
2 25

)
. �

Rexeǌe 1.43

Matrica preslikavaǌa f je M =

 10 6 −6
−3 1 3
3 3 1

.
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Nakon kra�eg raquna dobijamo χM (λ) = −(λ−4)3. Dakle jedina sopstvena vrednost je 4 (trostruka nula).
Posmatraju�i jednaqine (M −4I)X = 0 i (MT −4I)X = 0 dobijamo fiksne taqke {(a : b : a+ b)|a2 + b2 6= 0},
kao i fiksne prave {[a : b : b − 2a]|a2 + b2 6= 0}. Afino preslikavaǌe ima beskonaqno daleku pravu za
fiksnu pravu, a kako �elimo da taqka (0 : 0 : 1) bude beskonaqno daleka to ona mora biti na origi-
nalnoj fiksnoj pravoj. Dakle iz skupa rexeǌa fiksnih pravih uzimamo onu koja sadr�i naxu taqku i
to je prava [1 : 2 : 0]. U prve dve kolone matrice prelaska upisa�emo dve taqke sa te prave na primer
(2 : −1 : 0) i (0 : 0 : 1), a u tre�u bilo xta da va�i detC 6= 0, na primer (1 : 0 : 0).

C =

 2 0 1
−1 0 0
0 1 0

, C−1 =

 0 −1 0
0 0 1
1 2 0


F = C−1MC =

 0 −1 0
0 0 1
1 2 0

  10 6 −6
−3 1 3
3 3 1

  2 0 1
−1 0 0
0 1 0

 =

 7 −3 3
3 1 3
0 0 4

 �

Rexeǌe 1.44 U homogenim koordinatama imamo taqke A(2 : 0 : 1) i B(0 : 1 : 1), kao i tangente krive
a[1 : 0 : −2] i b[1 : 0 : 0]. Oqigledno je A ∈ a i B ∈ b, tako da imamo dva odnosa pol-polara. Ako je G
matrica krive to je onda

G

 2
0
1

 =

 2a11 + a13

2a12 + a23

2a13 + a33

 =

 λ
0
−2λ

 i G

 0
1
1

 =

 a12 + a13

a22 + a23

a23 + a33

 =

 µ
0
0


Dobijamo sistem qetiri jednaqine: 2(2a11 + a13) + 2a13 + a33 = 0, 2a12 + a23 = 0, a22 + a23 = 0, a23 + a33 = 0.
Izrazimo a22 i a23 preko a12, te vidimo da za oblu krivu mora biti a12 6= 0, odakle mo�emo postaviti
recimo a12 = 2, odakle imamo a22 = 4, a33 = 4, a23 = −4, kao i vezu a11 + a13 = −1.
Jednaqina krive bi�e ax2

1 + 4x2
2 + 4x2

3 + 4x1x2 − 2(a − 1)x1x3 − 8x2x3 = 0, gde je realni parametar a 6= 1
jer je tad det G = 0. Za parabolu imamo uslov dodira sa pravom x3 = 0, te diskriminanta jednaqine
ax2

1 + 4x1x2 + 4x2
2 mora biti nula, xto se dexava za a = 1, no tada kriva nije obla! Dakle tra�ena

parabola ne postoji! �

Rexeǌe 1.45
Veza izme�u starih i novih koordinata je data matricom M sa λX = MX ′.
Stare homogene koordinate taqaka su A1(2 : 0 : 1), A2(0 : 2 : 1), A3(3 : 1 : 1), B(−1 : 1 : 1)
Nove homogene koordinata taqaka su A1(1 : 0 : 0), A2(0 : 1 : 0), A3(0 : 0 : 1), B(1 : 1 : 1)
Veze izme�u starih i novih koordinata na ovim taqkama �e u potpunosti odrediti matricu M

A1

m11 = 2λ1

m21 = 0
m31 = λ1

A2

m12 = 0
m22 = 2λ2

m32 = λ2

A3

m13 = 3λ3

m23 = λ3

m33 = λ3

B
m11 + m12 + m13 = −λ4

m21 + m22 + m23 = λ4

m31 + m32 + m33 = λ4

Odavde va�i 2λ1 + 3λ3 = −λ4, 2λ2 + λ3 = λ4, λ1 + λ2 + λ3 = λ4, odakle se dobija λ1 = λ2 = −λ3, te
je

M =

 m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 ∼

 2 0 −3
0 2 −1
1 1 −1

 pride je i M−1 ∼

 −1 −3 6
−1 1 2
−2 −2 4


Ako U predstavǉa pravu u starim, a U ′ u novim koordinatama, onda va�i 0 = λUT X = UT MX ′,

odakle je µU ′T = UT M , odnosno dobro poznata veza µU ′ = MT U . Ako za U uzmemo x-osu , odnosno pravu
[0 : 1 : 0] dobijamo U ′ = MT U = [0 : 2 : −1]. Kako se tangenta projektivnim preslikavaǌem mora slikati
na tangentu, to je [0 : 2 : −1] tangenta na Γ u novom sistemu. Jednaqina krive Γ u novom sistemu ima
opxti oblik

a11x
′
1
2 + a22x

′
2
2 + a33x

′
3
2 + 2a12x

′
1x
′
2 + 2a13x

′
1x
′
3 + 2a23x

′
2x
′
3 = 0

A1(1 : 0 : 0) ∈ Γ ⇒ a11 = 0, A2(0 : 1 : 0) ∈ Γ ⇒ a22 = 0, A3(0 : 0 : 1) ∈ Γ ⇒ a33 = 0. Kako je daǉe [0 : 2 : −1]
tangenta u (1 : 0 : 0) to je ona polara za taqku A1, xto daje 0 a12 a13

a12 0 a23

a13 a23 0

  1
0
0

 =

 0
a12

a13

 ∼

 0
2
−1


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Dakle imamo a12 = −2a13. Ako ukǉuqimo i B(1 : 1 : 1) ∈ Γ ⇒ a12 +a13 +a23 = 0 imamo i a13 = a23. Iz svega
ovoga imamo tra�enu jednaqinu krive Γ u novim homogenim koordinatama zadatu sa 2x′1x

′
2−x′1x

′
3−x′2x

′
3 = 0,

xto je u novim afinim koordinatama jednaqina 2x′y′ − x′ − y′ = 0. (Inaqe jednaqina krive u starom
sistemu je x2

1 + 5x2
2 + 4x2

3 + 2x1x2 − 4x1x3 − 12x2x3 = 0) �

Rexeǌe 1.46

Matrica preslikavaǌa f je M =

 −2 −1 −1
1 0 1
3 3 2

.

Nakon kra�eg raquna dobijamo χM (λ) = −(λ + 1)2(λ − 2). Dakle imamo dve sopstvene vrednosti: -1
(dvostruka nula) i 2. Posmatraju�i jednaqine (M + I)X = 0 i (M − 2I)X = 0, odnosno (MT + I)X = 0
i (MT − 2I)X = 0 dobijamo fiksne taqke {(a : b : −a − b)|a2 + b2 6= 0} ∪ {(−1 : 1 : 3)}, kao i fiksne prave
{[a + 3b : a : b]|a2 + b2 6= 0} ∪ {[1 : 1 : 1]}. Afino preslikavaǌe ima beskonaqno daleku pravu za fiksnu
pravu, a kako �elimo da taqka (0 : 0 : 1) bude beskonaqno daleka to ona mora biti na originalnoj fik-
snoj pravoj. Dakle iz skupa rexeǌa fiksnih pravih uzimamo onu koja sadr�i naxu taqku i to je prava
[1 : 1 : 0]. U prve dve kolone matrice prelaska upisa�emo dve taqke sa te prave na primer (0 : 0 : 1) i
(−1 : 1 : 0), a u tre�u bilo xta tako da va�i detC 6= 0, na primer (1 : 0 : 0).

C =

 0 −1 1
0 1 0
1 0 0

, C−1 =

 0 0 1
0 1 0
1 1 0


F = C−1MC =

 0 0 1
0 1 0
1 1 0

  −2 −1 −1
1 0 1
3 3 2

  0 −1 1
0 1 0
1 0 0

 =

 2 0 3
1 −1 1
0 0 −1


Tra�ene formule preslikavaǌa f su λX ′ = FX. �

Rexeǌe 1.47 Prona�imo najpre sve parabole iz date familije krivih. Znamo da je parabola nede-
generisana kriva koja za tangentu ima beskonaqno daleku pravu. Uslov dodira sa pravom x3 = 0 daje
duplu nulu kvadratne jednaqine x2

1 + 2ax1x2 + 4x2
2 = 0, odnosno nula diskriminantu, xto je ekvivalentno

uslovu a2 = 4. Ovo je potreban uslov, dok bi za dovoǉan uslov trebalo proveriti determinantu matrice

G =

 1 a 1
a 4 2
1 2 a

 indukovane krivom Γ, odnosno det G = −a3 + 8a− 8. U sluqaju a = 2 je detG = 0 te tada

imamo dve prave koje se seku, a ne parabolu! Ostaje jox a = −2, za xta je det G = −16 6= 0, te imamo taqno
jednu parabolu iz date familije Γ : x2

1 + 4x2
2 − 2x2

3 − 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3 = 0. Sa druge strane mo�emo
potra�iti matriqnu vezu koju indukuje dato preslikavaǌe u direktno primeǌivom obliku λX = AX ′.

Direktnom proverom vidimo da matrica A =

 1 1 0
0 0 1
1 0 0

 zadovoǉava odgovaraju�e veze me�u qetiri

para taqaka (u opxtem polo�aju), te je time preslikavaǌe jednoznaqno odre�eno. Zamenom originala
slikama u jednaqinu krive ili primenom formule G′ = AT GA dobijamo

G′ =

 1 0 1
1 0 0
0 1 0

  1 −2 1
−2 4 2
1 2 −2

  1 1 0
0 0 1
1 0 0

 =

 1 2 0
2 1 −2
0 −2 4


Odavde vidimo da tra�ena slika krive Γ ima jednaqinu x2

1 + x2
2 + 4x2

3 + 4x1x2 − 4x2x3 �

Rexeǌe 1.48 Tra�eno perspektivno preslikavaǌe f odre�eno je sa tri para taqaka. Sa slike vidimo
da je f(A2) = C1, f(B) = C2 i f(X) = D, gde je X beskonaqno daleka taqka prave y = 0. Potrebno je na�i
koordinate taqke X. U tu svrhu potra�imo vezu izme�u standardnih afinih i naxih koordinata sa
prave y = 0. Tu afinim koordinatama (1 : 1), (0 : 1), (2 : 1) odgovaraju bazne taqke tj (1 : 0), (0 : 1), (1 : 1).
Ovo daje vezu

λ

(
x1

x2

)
=

(
1 0
2 −2

) (
a1

a2

)
. Kako X kao beskonaqno daleka ima standardne afine koordinate (1 : 0) to mno�eǌem gorǌom matricom
dobijamo da su ǌene koordinate X(1 : 2). Koordinate ostalih taqaka znamo kao bazne iz uslova zadatka.
Dakle imamo A2(0 : 1), B(1 : 1), X(1 : 2) koje se slikaju u C1(1 : 0), C2(0 : 1), D(1 : 1), xto daje tra�ene
formule transformacije:

λ

(
x′1
x′2

)
=

(
−1 1
1 0

) (
x1

x2

)
�
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.
Drugo rexeǌe 1.48 Mo�e se posmatrati recimo taqka Y ( 2

3 , 2
3 ) i iskoristiti veza da taqke A1, A2, B

idu u taqke Y , C1, C2. Jedino su nepoznate koordinate taqke Y no ona ima standardne afine koordinate
(2 : 3) na pravoj y = x, dok bazne taqke i jedinica imaju (0 : 1), (1 : 1) i (2 : 1). Kao i u prvom rexeǌu
sraqunaju se koordinate za Y i na kraju matrica preslikavaǌa. �
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4 Rexeǌa sintetiqkih zadataka
Rexeǌe 2.6 Potrebno je i dovoǉno pokazati da za proizvoǉno P ∈ p va�i (f3 ◦ f−1

2 ◦ f1)(P ) = (f1 ◦ f−1
2 ◦

f3)(P ). Neka je Q1 := f1(P ), P1 := f−1
2 (Q1), tj A1P ∩ A2P1 = {Q1} i neka je Q2 := f3(P ), P2 := f−1

2 (Q2), tj
A3P ∩ A2P2 = {Q2}. Primenimo li Papasovu teoremu na kolinearne trojke A1, A2, A3 ∈ a i P1, P, P2 ∈ p
dobi�emo tri kolinearne taqke odre�ene sa A1P ∩ A2P1, A3P ∩ A2P2 i A1P2 ∩ A3P1. Prve dve taqke su
Q1 i Q2 i one odre�uju pravu q, odakle za {Q} := A1P2 ∩A3P1 va�i Q ∈ q, odnosno A1P2 ∩A3P1 ∩ q = {Q}.
Kako je sada A1P2 ∩ q = {f1(P2)} i A3P1 ∩ q = {f3(P1)} to mora biti f1(P2) = Q = f3(P1), odnosno
f1(f−1

2 (f3(P ))) = f3(f−1
2 (f1(P ))), xto dokazuje tvr�eǌe. �

Drugo rexeǌe 2.6 Projektivna preslikavaǌa f1 ◦ f−1
2 i f3 ◦ f−1

2 prave q na samu sebe su paraboliqka
jer je taqka {S} := a ∩ q ∩ p jedina fiksna taqka. Poznato je da paraboliqka preslikavaǌa na pravoj
sa istom fiksnom taqkom komutiraju (zadatak 2.5), te je (f1 ◦ f−1

2 ) ◦ (f3 ◦ f−1
2 ) = (f3 ◦ f−1

2 ) ◦ (f1 ◦ f−1
2 ).

Mno�eǌem zdesna sa f2 dobijamo tra�enu jednakost. �

Rexeǌe 2.10 A i B su fiksne taqke perspektivno kolinearnog preslikavaǌa ′ sa centrom S. Pret-
postavimo da je A 6= S 6= B, tj da nijedna data fiksna taqka nije centar. Kako sve fiksne taqke qine skup
s∪{S} to bi osa s morala biti s = AB. Odatle CD∩C ′D′ ∩AB 6= ∅, te kako je AB ‖ C ′D′ (jer je ABC ′D′

paralelogram), imamo i AB ‖ CD, te bi ABCD bio trapez, xto nije! Dakle jedna data fiksna taqka
mora biti centar. Ne umaǌuju�i opxtost pretpostavimo da je S = B. Kako je B centar to C ′ ∈ BC i
D′ ∈ BD, a iz paralelograma ABC ′D′ imamo BC ′C ‖ AD′, te taqka D′ mora biti u preseku prave BD i
prave kroz A paralelne BC. Naravno taqka C ′ je u preseku prave BC i prave kroz D′ paralelne AB.
Taqke A,B,C, D su u opxtem polo�aju, te je preslikavaǌe zadato ǌihovim slikama A,B, C ′, D′. Drugo
rexeǌe se dobija ekvivalentno prethodnom kada uzmemo A za centar. �

Drugo rexeǌe 2.10 Qetvorougao je paralelogram ako i samo ako mu se dijagonale polove. Ako je
{E} = AC ∩ BD, mora biti E′ sredixte i du�i A′C ′ i du�i B′D′. Ovo je motiv za uvo�eǌe taqaka M
i N tako da va�i H(AC;EM) i H(BD;EN). Kako se H quva to �e biti H(A′C ′;E′M ′) i H(B′D′;E′N ′),
te M ′ i N ′ moraju biti beskonaqno daleke. Dakle MN mora biti protivosa. A i B su fiksne te je
A,B ∈ {S} ∪ s. AB ne mo�e biti osa jer bi bilo AB ‖ MN , te i AB ‖ CD xto nije! Dakle protivosa
je MN , centar je A (ili B), a osa je prava kroz B (ili kroz A) paralelna MN . Preslikavaǌe je
jednoznaqno odre�eno centrom, osom i protivosom, te zadatak ima dva rexeǌa. �

Rexeǌe 2.11 Znamo da su sve fiksne taqke perspektivno kolinearnog preslikavaǌa ′ taqke sa ose i
centar. Imamo A′ = A, B′ = B, E′ = E, te razlikujemo dva suxtinski razliqita sluqaja:
1) E je centar! Posmatrajmo taqku P definisanu sa {P} := BC ∩ AD. Iz trapeza ABC ′D′ imamo
BC ′ ‖ AD′, te kako je {P ′} = BC ′ ∩AD′ to je P ′ beskonaqno daleka taqka. Dakle P priprada protivosi,
a kako je E centar to je P ′ beskonaqno daleka prave PE. Sada je lako konstruisati. C ′ ∈ EC i D′ ∈ ED
jer je E centar. Sa druge strane C ′ le�i na pravoj kroz B paralelnoj PE (prava BC ′P ′), dok D′ le�i
na pravoj kroz A paralelnoj PE (prava AD′P ′). Naravno C ′ dobijamo u preseku EC i prave paralelne
PE kroz B, a D′ dobijamo u preseku prave ED i prave paralelne PE kroz A.
2) E nije centar! Centar mora biti taqka A ili taqka B. Ne umaǌuju�i opxtost mo�emo pretpostaviti
da je A centar, te onda prava BE mora biti osa. A je centar te D′ ∈ AD, a kako zbog trapeza mora biti
AD′ ‖ BC ′ to C ′ pripada pravoj paralelnoj AD kroz B, a naravno C ′ le�i i na AC, te je konstruixemo
u ǌihovom preseku. Kako je BE osa to je CD ∩ C ′D′ ∩ BE 6= ∅, te za {M} := BE ∩ CD va�i M ∈ C ′D′,
odakle {D′} := AD ∩MC ′. �

Drugo rexeǌe 2.11 Prvi sluqaj mo�emo rexiti i drugaqije. Pretpostavka je da je E centar, a AB
osa. Konstrukcija: {M} := AB ∩ CD. N konstruixemo u preseku DC i prave kroz B paralelne AD.
C ′ konstruixemo u preseku EC i prave kroz N paralelne ED. {D′} := MC ′ ∩ ED. Dokaz: MA : MB =
MD : MN po Talesovoj teoremi, jer je AD ‖ BN . MD : MN = MD′ : MC ′ po Talesovoj teoremi, jer je
DD′ ‖ NC ′. Sada je i MA : MB = MD′ : MC ′, odakle po obrnutoj Talesovoj teoremi imamo AD′ ‖ BC ′,
te je ABC ′D′ trapez. �

Rexeǌe 2.13 Neka je E sredixte du�i BC. Afino preslikavaǌe quva odnose deǉeǌa du�i te se
E slika u E′, sredixte du�i B′C ′. Kako je |A′B′| = |A′C ′|, to je E′ podno�je visine trougla A′B′C ′ iz
temena A′. U opxtem sluqaju ima�emo preseke {X} := BC∩s i {Y } := AE∩s, a iz osobina perspektivnog
preslikavaǌa X ∈ B′C ′ i Y ∈ A′E′. Kako je B′C ′XE′ ⊥ A′Y E′ i E′ ∈ B′C ′D′X, to je E′ podno�je visine
iz Y na D′X. (ili E′ ∈ k(XY ) ∩ D′X) mora biti na krugu nad preqnikom XY . Parom (E,E′) i osom
s afino preslikavaǌe je jednoznaqno odre�eno. B′, odnosno C ′ dobijamo na pravoj D′X u preseku sa
pravom paralelnoj zraku afinosti EE′ kroz B, odnosno C, dok taqku A′ mo�emo dobiti u preseku Y E′

i prave kroz A paralelne sa EE′. �

12



Rexeǌe 2.23 Napravimo projektivna preslikavaǌa indukovana krivim Γi. Neka je f1 : A1 Z Z in-
dukovano sa Γ1, a f2 : Z Z A2 indukovano sa Γ2. Definiximo f : A1 Z A2 sa f := f2 ◦ f1. Bi�e
f(A1M1) = f2(f1(A1M1)) = f2(ZM1) = f2(p) = f2(ZM2) = A2M2. Kako je {X} = A1M1 ∩ f(A1M1) to je
GMT X po definiciji kriva drugog reda. Kako je A1 6= A2 dovoǉno je ispitati kad je f perspektivno
preslikavaǌe. Ovo je ekvivalentno tome da je f(A1A2) = A1A2, odnosno f1(A1A2) = f−1

2 (A2A1). Razliku-
jemo vixe sluqajeva:

1) A1A2 nije tangenta ni na Γ1, ni na Γ2: Tada je f1(A1A2) = ZT1, sa T1 ∈ A1A2 ∩ Γ1, kao i
f−1
2 (A1A2) = ZT2, sa T2 ∈ A1A2∩Γ2. Kada je ZT1 = ZT2? Ne mo�e biti T1 6= T2 jer bi bilo Z ∈ T1T2 = A1A2,

te T1 = Z = T2. Mora biti T1 = T2 = T . Tada T ∈ Γ1 ∩ Γ2 i A1, A2, T su kolinearne. Za T 6= Z stvar
oqigledno va�i, dok za T = Z degenerisanost znaqi da Γ1 i Γ2 imaju zajedniqku tangentu u Z.

2) A1A2 je tangenta na taqno jednu od krivih Γ1,Γ2: Pretpostavimo da je u pitaǌu Γ1, dakle
f1(A1A2) = ZA1 i f−1

2 (A1A2) = ZT , sa T ∈ A1A2 ∩ Γ2. Ne sme biti T 6= A1 jer bi bilo Z ∈ A1T = A1A2.
Mora biti T = A1, odnosno A1 ∈ Γ2 i to jeste rexeǌe. Simetriqno ako je A1A2 tangenta na Γ2 mora
biti A2 ∈ Γ1.

3) Sluqaj kad je A1A2 tangenta na obe krive je neizvodǉiv jer bi moralo biti f(A1A2) = ZA1 =
ZA2 = f−1

2 (A1A2), te i Z ∈ A1A2, xto je nemogu�e jer bi A1A2 imala dva preseka sa Γi.
Zakǉuqak: kriva je degenerisana akko (Z,A1, A2 kolinearne i Γ1 i Γ2 imaju zajedniqku tangentu u

Z), ili (A1 i A2 kolinearne sa nekom taqkom iz (Γ1 ∩ Γ2) razliqitom od Z) ili (A1A2 je tangenta na Γ1

i A1 ∈ Γ2) ili (A1A2 je tangenta na Γ2 i A2 ∈ Γ1). �

Rexeǌe 2.28 Neka je {P∞} := p∩u∞ i {Q∞} = q∩u∞, gde je q druga asimptota. Primenimo Paskalovu
teoremu na degenerisani xestotemenik AABBP∞Q∞. Za a∩BP∞ =: {M}, AB ∩u∞ =: {N}, b∩Q∞A = {L}
teorema daje kolinearnost M,N,L. Dakle b∩Q∞A∩MN = {L}, te {L} := b∩MN i {Q∞} := AL∩u∞ xto
daje pravac asimptote q. Primenimo Paskalovu teoremu na degenerisani xestostranik AAQ∞Q∞P∞B.
Za a∩u∞ =: {U}, AQ∞∩P∞B =: {V }, q∩BA = {W} teorema daje kolinearnost U, V,W . Bi�e q∩BA∩UV =
{W}, te {W} := BA∩UV i q := WQ∞, xto odre�uje asimptotu q. Na kraju centar O dobijamo u preseku
asimptota {O} := p ∩ q. Konstrukcija: M je presek prave a i prave kroz B paralelne p. L je presek
prave b i prave kroz M paralelne AB. V je presek prave kroz A paralelne AL i prave kroz B paralelne
p. W je presek prave AB i prave kroz V paralelne a. Centar O dobijamo u preseku prave p i prave
kroz W paralelne AL. �

Rexeǌe 2.29 Neka je druga tangenta iz M (prva je naravno t) tra�ena prava x. Sa A∞ i X∞
obele�imo beskonaqno daleke taqke pravih a i x. Sa U∞ obele�imo dodirnu taqke tangente u∞ (Naravno
u∞ je po definiciji tangenta parabole). U∞ se mo�e videti i kao beskonaqno daleka taqka ose, a osa je
normalna na tangentu t u temenu T . Neka je {L} = a∩t. Primenimo Brianxonovu teoremu na degenerisani
xestostranik ttxu∞u∞a. Ako je p = (tt)(u∞u∞) = TU∞, q = (tx)(u∞a) = MA∞, r = (xu∞)(at) = X∞L, to po
teoremi imamo konkurentnost pravih p, q i r. Ako je {V } = p∩ q, to onda V ∈ r, odnosno X∞ ∈ V L. Sada
lako mo�emo ispisati konstrukciju. {L} := a ∩ t. Taqku V dobijamo u preseku prave kroz T normalne
na t (osa) i prave kroz M paralelne sa a. Tra�ena tangenta x �e biti prava kroz M paralelna pravoj
V L. �

Rexeǌe 2.30 Kako je O centar hiperbole, to je hiperbola centralno simetriqna u odnosu na O, te
kako je A na hiperboli to je na ǌoj i B 6= A, takva da je B ∈ AO ∩ k(O,OA). Neka je {P∞} := p ∩ u∞
i {Q∞} := q ∩ u∞, gde je q druga asimptota. Taqke A,B, P∞, Q∞ pripadaju hiperboli, te primeǌujemo
Paskalovu teoremu na degenerisani xestotemenik P∞P∞Q∞AAB. Za {M} := p ∩ a, {N} := u∞ ∩ ABO,
{L} = Q∞A∩BP∞ su po teoremi M,N,L kolinearne. Dakle Q∞A∩BP∞∩MN = {L}, te {L} := BP∞∩MN .
Sada je Q∞ ∈ AL, te Q∞ := AL ∩ u∞ i q := OQ∞. Konstrukcija: A 6= B ∈ AO ∩ k(O,OA). M je presek p i
a. L je presek prave kroz B paralelne p i prave kroz M paralelne AO. Tra�ena asimptota q je prava
kroz O paralelna AL. �

Drugo rexeǌe 2.30 Neka je {P∞} := p ∩ u∞ i {Q∞} := q ∩ u∞, gde je q druga asimptota. Neka je
jox {P} := a∩p, {Q} = a∩q, i {S} = P∞Q∩Q∞P . Posmatramo li qetvorougao PSQO, mo�emo primetiti
da va�i PSQ∞ ‖ OQQ∞ i QSP∞ ‖ OPP∞, te je on paralelogram. Primenimo li Brianxonovu teoremu
na degenerisani xestostranik ppqqaa dobi�emo P∞Q ∩ Q∞P ∩ OA 6= ∅, odnosno S ∈ OA. Sada je zbog
{A} = PQ∩OS taqka A presek dijagonala paralelograma PSQO, te ih kao takva polovi. Dakle Q ∈ a i
|PA| = |QA|, xto nam omogu�ava da definixemo P 6= Q ∈ a ∩ k(A,AP ). Na kraju je naravno q := OQ. �

Rexeǌe 2.31 Neka je {E} := AC ∩BD. Za f =′ ima�emo {E′} = A′C ′ ∩B′D′. Qetvorougao A′B′C ′D′ je
deltoid akko A′E′C ′ ⊥ B′E′D′ i |A′E′| = |C ′E′|. Ako je U ∈ AEC takva da H(AC;EU) bi�e H(A′C ′;E′U ′).
Kako je E′ sredixte du�i A′C ′ to je U ′ beskonaqno daleka, te taqka U pripada protivosi u. Znamo da
je u ‖ s, te u konstruixemo kao pravu kroz U paralelnu sa s. Sada razlikujemo sluqajeve:

1) AC ∦ s i BD ∦ s : Neka je {X} := AC∩s i {Y } := BD∩s. Kako je A′C ′XE′ ⊥ B′D′Y E′ to se E′ nalazi
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na krugu nad preqnikom XY , tj E′ ∈ k(XY ). Za centar S mora biti {S} = EE′ ∩ UU ′. U ′ je beskonaqno
daleka prave A′C ′XE′, te je SUU ′ ‖ A′C ′XE′. Primena Talesove teoreme daje nam sliqne trouglove:
M SUE ∼M E′XE, odnosno XE′ : US = XE : UE = h. Neka je O sredixte du�i XY i {T} := OE ∩ u, tada
zbog s ‖ u imamo M TUE ∼M OXE, te XO : UT = XE : UE = h. Kako je XE′ : US = h = XO : UT i ∠SUT =
∠E′XO (kao uglovi sa paralelnim kracima), to va�i 4UST ∼ 4XE′O, te i TS : OE′ = h. Odavde se
vidi da je rastojaǌe TS fiksno. Dakle geometrijsko mesto taqaka mogu�ih centara preslikavaǌa f je
krug sa centrom u T i polupreqnikom TU .

2) AC ∦ s i BD ‖ s : Neka je {X} := AC ∩ s, tada X ∈ A′E′C ′. BD ‖ s povlaqi B′E′D′ ‖ s, te zbog
A′E′ ⊥ B′E′ imamo A′E′X ⊥ s. Dakle E′ se nalazi na pravoj kroz X normaloj na s. U ′ je beskonaqno
daleka prave A′C ′E′X, te je UU ′ prava kroz U paralelna E′X, odnosno normalna na s. Kako centar
S ∈ UU ′ to je geometrijsko mesto taqaka mogu�ih centara prava kroz U normalna na s.

3) AC ‖ s : Kako je U ∈ AC i AC ‖ s, to je AC = u ‖ s. Ovo daǉe znaqi da su A′ i C ′ beskonaqno
daleke xto je nemogu�e jer onda nema deltoida. Dakle AC ‖ s nije mogu�a opcija. �

Rexeǌe 2.32 Kako afino preslikavaǌe quva paralelnost to qetvorougao ABCD mora biti paralel-
ogram! Neka je u slici A′B′ : A′D′ = 2 : 1. Neka je E sredixte stranice AB, F sredixte stranice DC,
a {M} = AF ∩ DE. Slika taqke M bi�e {M ′} = A′F ′ ∩ D′E′, a kako se odnosi na pravoj quvaju to je
A′E′F ′D′ kvadrat sa centrom M ′. (Ovo se sada svodi na zadatak 2.14) Definixemo li {X} = AF ∩ s,
{Y } = DE ∩ s, to zbog A′F ′XM ′ ⊥ D′E′Y M ′ mora biti M ′ na krugu nad preqnikom XY . Neka su p i q
prave kroz M koje su paralelne redom sa AEB i AD. Definixemo li {U} = p ∩ s, {V } = q ∩ s to U ∈ p′,
V ∈ q′. Kako se paralelnost quva afinim preslikavaǌem p′ ‖ A′E′B′ ⊥ A′D′ ‖ q′ odakle p′ ⊥ q′, odnosno
UM ′ ⊥ V M ′, te je M ′ na krugu nad preqnikom UV . Dakle M ′ dobijamo u preseku krugova nad preqnicima
XY i UV . Sada je preslikavaǌe odre�eno osom s i parom odgovaraju�ih taqaka M i M ′. �

Rexeǌe 2.33 Neka je ABCD trapez sa AB ‖ CD upisan u qetvorougao PQRS i recimo A ∈ PQ,
B ∈ QR, C ∈ RS, D ∈ SP . Kako je AD ∩ BC ∩ QS 6= ∅, to trotemenici M ABQ i M DCS imaju centar
perspektive, te po Dezargovoj teoremi imaju i osu perspektive. AQ ∩ DS = {P}, BQ ∩ CS = {R},
AB ∩ CD = {X}, pri qemu su po teoremi P , R i X kolinearne. Odavde je AB ∩ CD ∩ PR = {X}, no
AB ‖ CD, odakle je X beskonaqno daleka taqka. Zato je i AB ‖ CD ‖ PR, xto je i trebalo dokazati! �

Drugo rexeǌe 2.33 Zadatak se mogao rexiti i primenom Obrnute Dezargove teoreme na trotemenike
M ADP i M BCR �
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