ItaBa 4

IICEVIO-PUMAHOBA METPUKA

4.1 CxaJapHHU IPOU3BOJ

Heka je V BEKTOPCKHU IIPOCTOpP Haj R KOHauHe AuMeHsHje. BuiuHeapHa iopma Ha
V je R-6unHeapHa QyHKIMja g: V x V — R. 3a dmmnHeapHy GOpMy g Ha V KaXkKeMo Jia je
cumeiupuuHa ako g(X,Y) = g(Y,X) Baku 3a cBako X, Y € V. /[pyruM peurMa, CUMeTpHUY-
Ha duiMHeapHa GopMa g Ha V je CMMeTpHUUYaH KOBapHjaHTHU TeH30p peZa ABa Ha V. OHa
je jemuHCTBeHO ofpeheHa oarosapajyhomMm kBajgpaTtHoM ¢popMoM €: V — R Koja je faTa ca

ex = 8X, X), 4.1)

jep je MoKeMO PeKOHCTPYHCAaTU KOPUCTehH MoIapU3aliiOHU UIeHTUTET

1
gX,Y) = Z(8X+Y — &x-v), 4.2)

WJIA eKBUBAJIEHTHO g(X,Y) = (ex.y — €x — €y)/2.

KaxeMmo f1a je cuMeTpHUYHa dUIMHeapHa popMa g Ha V HegeleHepucaHa ako yCI0B
na g(X,Y) = 0 Bakd 3a cBako Y € V noBiauu X = 0. JlogaTHO, aKo 3a cBako X # 0 Ba-
KU g(X,X) > 0 oHAA je g o3uiitueHo gedpuHuittHo. CIMYHO, aKO 3a CBAKO X # 0 BaXKu
2(X,X) < 0 oHZa je g HelauueHO geUHUIHO. AKO je g TIOSUTUBHO e QUHUTHO WU He-
raTUBHO AeUHUTHO KakKeMo /1a je g gepuHUinHo, 10K je y CyIIpOTHOM HegehuHUILHO.
EBH/IEHTHO, aKo je g 1eQUHUTHO OH/IA je U HeJleTeHepPHUCaHO, 0K 08paT He BaKH.

CkaaapHu tipou3eog g Ha V je HeJlereHeprcaHa CUMeTpUYHa SHIMHeapHa ¢opma
Ha V. KOHaYUHOAMMEH3HOHU peaJHHu BeKTOPCKHU IIPOCTOP V OIpeMJbeH CKaJIapHUM IIPO-
U3BOJIOM g Ha V 30BeMO Upociuop ca ckaaapHum upouseogom (V,g). Kako ckajsapHU
IIPOU3BOJ g U oAroBapajyha kBagpatHa ¢popMa € 360r (4.1) u (4.2) Hoce jeqHaKe HHOOP-
Maliyje, pagy jeJHOCTaBHOCTH KaXkeMo 71a je (V, g) keagpailHU 8eKilopCKU UpoCciiop.
[TocedHO, yHyllpauwU Upou3eog je II0OSUTUBHO JeUHUTAH CKaJIapHU IIPOU3BOJ, 0K
je y ToM cay4ajy (V, &) upociop ca yHyiupaurbum ipou3eogom.

YV npucyctBy Heke 6ase (Ej,...,E,) O V, CBaKa dSuIMHeapHa ¢opma g Ha V UMa o[-
roBapajyhy I'pamogy maiupuuy G ca eneMeHTHMa gj; = g(E;, Ej) 3a 1 < 1,j < n. I'pamo-
Ba MaTpuIla cajp>Ku KOMIUIeTHY HHGOpMalLUjy of, g jep U3 SUIMHEeapHOCTH 08UjaMo
8(X"i aiEi X0 BiEj) = Y_ij—1 @if;&y, TUTO Ce y MaTPUYHO] HOTALWM]H MO’Ke 3aIlHCaTH Ca
g2(X,)Y) = X'GY, tie X, Y € V n0>KUB/baBaMO Kao KoJIOHa MaTpuile. CUMeTPpUYHOCT O] g
OUMUIJIe[THO je eKBUBaJIeHTHAa CUMeTPUYHOCTH ofiroBapajyhe 'pamoBe matpurie, G' = G.
KoHauHO, yC/I0B HeflereHeprCaHOCTU I10BJauu det G # 0, IIITO 3Ha4H J1a je 'pamoBa Ma-
TpHUIla UHBEPTUOUIIHA, O UeMy TOBOPHU HapeAHa jeMa
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Jema 4.1. CumettipuuHa dSuiuHeapHa gopma Ha V je HegeleHepucaHa ako u Camo aKo je
weHa I'pamosa matipuua’y 0gHOCY Ha SU0 KOjy 6a3y 0g V UHBepIuLUSU/IHA.

Joka3. Heka je G 'pamoBa MaTpuIia 3a g y OgqHoCy Ha 6asy (Eq,...,Ep). AKo je detG = 0,
Tajla IIOCTOju BeKTOp Y # 0 TakaB fa je GY = 0, mro noBiaun g(X,Y) = X'GY = 0 3a
CBakKo X € V W HapylllaBa HeflereHepHucaHOCT. OdpaTHO, ako je detG # 0, Taga GY # 0
Ba)KH 3a CBaKo Y # 0, Te mocroju 1 < i < n 1akBo ja je g(E;,Y) = E]GY # 0, ofakie je g
HeJleTeHepHUCaHo. O

IIpumep 4.1. OCHOBHU IIpUMep YHYTpaIllkeTl IIPOU3BO/A je CTaHAapAHU CKaJIapHHU IIPO-
H3BO/| €yKJIUCKOT TpocTopa R" mat ca g(X,Y) = X'Y = ), X;y;, a leroBa ['paMoBa MaTpH-
I1a y OJHOCY Ha KaHOHCKY 6a3y je jetMHUYHA. HajjeqHOCTaBHUjU IIpUMep HeleUHUT-
HOT CKaJIapHOT IPOM3BO/a je maT ca g(X,Y) = x1y1 — Xoy, Ha R%, OBako gepHHUCAHO g
je ouuIIeJHO SUIMHeapHO, ’herosa 'paMoBa MaTpuila G y OJHOCY Ha KaHOHCKY a3y je
nujaroHasHa ca 1 u —1 Ha AujaroHasIy, Te je G CHMeTpUYHa U MTHBEPTUOMITHA. A

Hexka je (V, g) KBaJjpaTHU BEeKTOPCKU IpocTop. Hopma unu gyscuHa BeKTopa X € V
je HeHeraTuBaH dpoj || X|| = /|€(X,X)|, IOK je ®eroBa keagpaiuHa Hopma ex = g(X, X),
Te je 3aT0 |ex| = || X||%. 3HaK off £x pasBpCcTaBa CBe HeHyJ/Ia BeKTope X € V Y TPHU PasIHUUTe
KJIace, IIITO YKa3yje Ha y3pouHU Kapakiuep BekTopa. HeHysia BekTop X € V je uipociio-
paH (spacelike) ako ex > 0; epemencku (timelike) axko €x < 0; usoipouiaH (ceeili10CHU,
null) ako €x = 0. [TocedHo, BeKTOp X € V je gedpunuinan (nonnull) 3a €x # 0, a yKOJIHKO je
ex € {—1,1} (| X|| = 1) oHfza je oH jeguHuuaH (unit).

HartomMmeHMMO Zja CMO y3pOYHHU KapaKTep HyJla BEKTOpa 0CTaBUIN HeoipehjeHuM. [Ipu-
POZAHO, HyJIa BEKTOP Ce MOKe cMaTpaTHh U30TPOITHUM, ajIu KaJ, KaKeMo [1a je BEKTOp HU30-
TPOIIaH IoApasyMeBaheMo Jja OH HUje Hys1a. HeKM ayTopH, II0CEGHO OHU KOjU UeCTO pajie
y JlopeHI110BOj reoMeTpHju (Ha rpuMep O’Hur [92]), cMaTpajy Aa je Hysla BeKTOP IIPOCTO-
paH. Ilocsienma MOTYhHOCT je la Hysla BEKTOpP Y CeSH UMa CBa TPU y3pOouyHa KapakTepa
(Bumetu Jlu [73]).

Kaxxemo fia cy iBa BekTopa X,Y € V mehycodHo opiioioHaHa ako je g(X,Y) = 0,
1ITO odesiekaBaMo ca X | Y. CJIM4HO, 3a IOACKYIIOBe A, B C V, KOjU Cy Hajuellrhe IIOTIIPO-
CTOPH, Ka’KeMo J1a Cy opinotioHaHu u rumeMo A | Bako g(X,Y) =0BaxxusacBe X € A
U Y € B, aIpUpOLHO MOXeMo mucatTu U X | A ako je Span{X} L A. OpinoioHaaHu ttoii-
iipocinop (U1 HOPMAAAH WOTRUPOCLOp) HEKOT TTIoTIIpocTopa W < V fedUHUIIIEMO ca
Wt ={XeV:X 1 W} <)V, To je MAKCUMaIHH IIOTIIPOCTOP Off V KOjH je OpTOTOHAIaH
Ha W.

V 1eQUHUTHOM CJIy4ajy, OpTOTOHAIHH IIOTIIPOCTOP W je IM03HAT Kao OpiltoloHAAHU
KomiliemeHin o W, jep Taja Baxku V = W-+W-. MeljyTum, 3a HeJileQUHUTHO g Y OIIIIITEM
cay4ajy W + W HHje I[eJIOKYITHO V, TaKo Ia OPTOrOHAJI W HeKajl HHje KOMILJIEMEHT Off
W. V cBaKoM Cjy4ajy, OpTOTOHAJI UMa HeKe 06PO0 II03HATe 0COSHHeE KOje UCTHUYeMO Yy
HapeJHe [Be JIEMe.

Jema 4.2. 3a ipousso/baH UOMUPOCIop W KeagpaiiHol 8eKiopcKol ipocitiopa V easicu
dimW + dim W+ = dim V.

Jlokas. Tlpogy>xumo &a3sy (Eq,...,Ex) 3a W mo &a3e (Ey,...,En) 3a V. BekTop X = > 1 | a;E;
npuIajga W+ ako ¥ camo ako Baxku 0 = g(X, Ej) = > 1 ;g 3a cBako 1 < j < k. [loSHjeH je
XOMOTIeH CUCTeM o7 k = dim )V JInHeapHUX jefHauMHa ca n = dim V Hell03HaTHX, aJIx I10
Jlemu 4.1 BpcTe of, MaTpulie KoebHUIlyjeHaTa Cy IMHeapHO He3aBHCHE, TaKO /1a je CUCTeEM
paHra k, IIITo II0BJIa4YH J]a CKYII pellle’ha UMa JUMeH3Hjy n — k. MeljyTuM, CKyII peliema
(ai,...,ay) II0 KOHCTPYKIIHjH [aje TauHO cBe X € W+, Te je 3aTo dimW+ =n — k. O
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4.1. CkanapHu rnpon3Boj

Jema 4.3. 3a tottipociiop W KeagpaiiHol 8eKiliopckol tpoctiopa V eaxcu (W)Lt = W.

Jokas. Kako je W 1 W+, To cBakako Baxku W < (W+)+. Ca mpyre cTpane, 1o Jlemu 4.2
rMamo dim W + dim W+ = dim V = dim W+ + dim(W+)+, Te dim(W+)+ = dim W, ogaxie
ciaequ (WH)L = w. O

3a moTIpoCcTOp W KBaZpaTHOTI BEKTOPCKOI IIpocTopa (V, g), peCTPUKIIHja CKaJIapHOT
IIPoM3BOAA gy, = &« j€ CUMeTpUYHa SUInHeapHa ¢opMa Ha W. IllTaBullle, ako je g
IIO3SUTUBHO JeQHUHUTHO, OHJA je g, II03SUTUBHO JePUHUTAH CKaJIapHU IIPOU3BOJ Ha W.
MehyTum, ako je g HeeQUHUTHO OH/A gy, He MOpa OUTU HeJleTeHepHUCaHO.

IIpumep 4.2. Axo je S € V IIPOCTOPHY, a T € V BpeMeHCKHU BEKTOP, OHZa JIAKO MOXKEMO
KOHCTPYHCAaTH U30TPOIIaH BEKTOP ca

N=ss BSD:VESTV —ery
S

jep je xoedurnmjeHT y3 T pelliere KBafpaTHe jefHAYUHE Eg, 7 = Es + 2Xg(S, T) + x*er = 0.
AKo je g HeleQUHUTHO OH/IA II0CTOje U IIPOCTOPHU U BpeMEeHCKU BEKTOPH, & CAMUM TUM
U U30TPOITHO N, Te 3a W = Span{N} < V pecTpHUKIHja g, HUje HeJereHeprcaHa. A

OcoduHe peCcTPUKIIHje CKaJIapHOT IIPOU3BO/a KBaZpaTHOT BEKTOPCKOT IIpocTopa (V, g)
IIPEeHOCUMO Ha IIOTIIPOCTOP W, 3a KOjH KaKeMo Jia je HegeleHepucaH, Uo3UutliueHo ge-
PuHuaH WIN HelallueHO gehuHUlaH, aKo je TaKBa HeroBa pecTpuknuja gl . Pa-
gukaa ox WV je motmpocrop rad(W) = W N W= 1 Moyke HaM TIOCJTY>KUTH 32 KapaKTepPH-
3aliyjy HeZlerTeHepUCaHUX IIOTIIPOCTOPa.

Jema 4.4. Heka je VW totuiipociiop KeagpaitHol eexiiopckol upociuopa (V,g). Taga cy
exeusaneHiiHu uckasu: rad(W) je mpueujanam, YV je HegeleHepucaH, W je HegeleHepucaH,
V=w+Wwh

JAokas. Ilo peduHULU)YH, }V je HefleTeHEPUCAH aKo je 0 jeJUHU BEKTOpP U3 VY OpTOroHaJIaH
Ha W, ogHocHO 3a rad(W) = W N W+ = {0}. U3 Jleme 4.3 je rad(W) = rad(W+), Te cy
HeJIeTeHePHUCAHOCTH of W 1 W ekBuBaseHTHe. 13 I'pacmaHoBe! popmyse umamo je-
HakocT usMmehy dim(W + W) + dim(W n W) u dim W + dim W+, mirro je dim V o Jlemu
4.2. OpaBpie cefiu fga je V = W + W ekBuBasieHTHO ca rad(W) = Wn Wt = {0}. O

HapaBHO, KaKo je CKaJIapHH IIPOU3BOJ HelereHepucaH, To je rad(V) = V+ = {0}. Op-
TOTOHAJIHY JUPEKTHY CyMy 0dejie’kaBaMo ca &, Te 3a HeJlereHepucaH YW < V MOXXeMO
mucaTu V = W o W,

CkaJlapHU IIPOM3BOZ, g Ha V ce qUjaroHaju3yje jefHOCTaBHOM IIpuMeHOM Jleme 4.4.
Kao ¥ 061M4HO, 3a CKYII Mel)yCOOHO OPTOrOHaJIHUX jeAMHUYHUX BeKTOpa KakeMo [1a je
opiioHOopmupaH. CBaKH CKYII KOjU Ce cacToju off dim )V OpTOHOPMUpPAaHUX BeKTopa y V
CBaKaKoO YMHU 6a3y y V U TaKBa dasa yBeK II0CTOjHU.

Jema 4.5. Ceaku KeagpaitiHu 8eKWOPCKU UPOCTOP UMA OPTUOHOPMUPAHY 5A3Y.

Joka3. Jlokas uje UHAYKIHUjoM 110 n = dim V, 10K je ciay4yaj dim YV = 1 ounriefad. 3an > 1
MO>KeMO HU3adpaTtu feduHUTaH BeKTOP X € V (MHaue ex = 0 Baxku 3acBe X € V, Tejeg =0
IlereHepUCcaHo), a ’ber0OBUM CKaJIMpameM 1o6ujaMo jestHUYHO E = (1/+/|ex|)X. JegHOIU-
MEeH3HOHH MOTIIpocTop Span{E; } je HemereHepucaH, Te je o Jiemu 4.4 To v Span{E; }*. Ilo
MHIYKIIHjCKOj XHUITOTe3H, II0CTOjH OpTOHOpMupaHa 6asa (Es, ..., E,) of Span{E;}*. Kako
Baku V = Span{E;} +Span{E;}*, Toje (Eq,Ey, ..., Ep) TpakeHa OpTOHOpPMHpaHa 5asa. [

'Hermann Giinther Grafmann (1809-1877), HeMauKy GU3HUUap, MaTeMaTHYap ¥ JUHIBUCTA
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Heme¢uHUTaH CKaJTapHU IIPOM3BOJ, YECTO MMa JJOJJaTHO II0jaB/bHBambe &, € {—1,1}
3a BEKTOpe U3 OpTOHOpMHUpaHe dase (Eq,...,Ey) y GopMysaMa Koje oAroBapajy OHHUMa
3a ITO3UTHBHO JeUHUTAH CIy4aj. AKo je X = >, a;E; Taja je g(X, E;) = a;8(E;, Ej), Te
aj = g(X7 E])/g(E_]?E]) = 8Ejg(X7 E])r OlaKJIe '[LOSI/I].aMO

n
X=> ergX,E)E; (4.3)
i=1

Jema 4.6. Ako je (Eq,...,Ey) oplioHOpMuUupaHa da3a KeagpaitiHol 8eKiliopcKol tipoctuopa
(V, g), lnaga ce c8ako X € V jeguHcilieeHO uspaxcasa gopmyaom (4.3).

I'paMoBa MaTpuIla CKaJapHOI IIPOM3BOZA £ Y OJHOCY Ha OPTOHOPMUpAHy 6asy
(E1,...,En) OV je nujaroHaIHa MaTPHUILA jep Baxu g = §(E;, Ej) = ;&g Kaj rox je To
3TO/IHO, BEKTOpe Yy OPTOHOPMUPAHOj 6a3u ypehjyjeMo Tako ja ce HajIIpe I10jaBe HEraTUB-
HU 3HAITY, Ef, = —13a1 < i< v, as3aTuM II03UTUBHH, €, = 13av < i < n.OpToHOpMHUpaHa
IOIIyHa 6a3e U faske je Moryha ysumajyhu oBe 3HaKe y 063Up.

HHgekc ckajJlapHOT IIpoM3Bo/a g Ha V je HajBehu 6poj Ind(g) € Ny Koju je qrMeH3Hja
HeTraTUBHO JeUHUTHOT IIOTIIPOCTOPA Off V. bpoj HETaTUBHUX £, jeJHAK je MHAEKCY o1 g
IIITO YCIIOCTaBJba cyiefehy TeopeMy mmosHaTy Kao Cu/1eeciliepoe 3aKoH uHepuuje’.

Teopema 4.7. BEpoj HelalluBHUX Eg, He 3a8uUCU 0g Usdopa opiioHopmupaHe dase (Eq, ..., Ep)
Y K8agpatiHOM 8eKilopcKom tpociuopy (V, g) U jegHaK je uHgeKcy og &.

Joka3. Axo je T < V HeraTUBHO JleQUHUTAH, a S < V IIO3UTUBHO AeUHUTAH, UMaMO
T NS = {0}, ogakyie I'pacMaHoBa popMmy:aa fgaje dim 7 + dim S = dim(7 +S) < dimV = n.
[Toripoctop S = Span{E, 1,...,En} je HOSUTHUBHO JeUHUTAH, IIITO Aaje dim 7 < v, JoK
je dim 7 = v 3a HeraTUBHO AebuHUTAaH 7 = Span{Ey,...,E,}, Te fodujamo Ind(g) =v. O

Hugexc KBafipaTHOT BEKTOPCKOT IIpocTopa (V, g) AUMeHsHje n je HH/IeKC BeroBOor CKa-
JlapHor 1npousBoza v = Ind(V) = Ind(g), 10K je cutHatitypa ypeleH niap (p, q) KOju 1Ipe-
CTaBJ/ba SPOj HETATUBHUX Ef, U 5POj IO3SUTUBHUX £f,. [Io Teopemu 4.7, 5pojeBu 0 < p,q < n
He 3aBHCe 0]] U360pa OPTOHOPMHUpAHe da3e U BAXXU P =V, =N — V.

Bpenu HatoMeHyTH fia je (V, —g) Takolje KBafipaTHU BeKTOPCKH IIPOCTOpP, a 3a Hera
Baxu Ind(—g) = n — Ind(g). KBagpaTHH BEeKTOPCKU IIpoCcTOpH (V, g) U (V, —g) pasMewnyjy
dpojeBe y curHaTypHu (curHartypa npsor je (Ind(g), Ind(—g))), anu pasnuka usMmehy Bux
HUje CYLITHUHCKA, Te je yodHU4YajeHo Jja Cce MHeKC HOpMHpa ca V < Nn/2, IITO 68U 3HAUUJIO
Ila BpeMeHCKHUX KOOpAHHAaTa HeMa BHUIIIe Off IIPOCTOPHUX.

Heka cy (V,gY) u (W, g") KBapaTHH BEKTOPCKH ITPOCTOPH. KaXkeMo /1a TMHAPHO IIpe-
cIMKaBaibe L: V — )V uyBa cKajJapHU mpousBox ako g¥V(LX,LY) = gY(X,Y) Baxku 3a
cBe X,Y € V. TakBO IpecjuKaBame L je 06aBe3HO UHjeKTHUBHO jep LX = 0 1moBiauu
gV (X,Y) = 03acBe Y ¢ Vomakie cienu X = 0. HapaBHO, ako L uyBa CKaJIapHU IIPOH-
3BO/l OHJIa UyBa U oArosapajyhe kBajapaTtHe ¢popMe, IOK 0dpaT CaeIU U3 IIojlapusaliyje.
JTuHeapHa usomeinpuja je IMHeapHO SUjeKTUBHO IIpec/IMKaBalbe Koje yyBa CKaJlapHU
IIPOU3BOJ,

Jema 4.8. JluHeapHa usomeipuja L: V — W ToCwoju ako u camo aKko KeagpawHu 6ex-
wopcku tpoctopu ¥V u WV umajy uctty gumeH3ujy u uHgexc.

Jokas. Axo je L 1uHeapHa W3oMeTpHja oHZa je dim) = dim W u L mpecjuKaBa OpTo-
HOpMUpaHy 6a3y o7 V y OpTOHOpMHUpaHy da3y of W, Te TeopeMma 4.7 gaje IndV = Ind W.
O6paTHO, MOKeMO IIpeypeuTH OpTOHOpMUpaHe dase (Eq,...,Ep)ogV u (Fq,...,Fp) og W
tako 1a je g¥(E;, E;) = g"V(F;, F;), Te meduHuCcaTH JUHeapHy usomeTpujy ca L(E;) = F;. O

2James Joseph Sylvester (1814-1897), eHIJIeCKH MaTeMaTH4ap



4.2. N30TponHu BekTOpU

OBo je rmoyeTHa cekIyja I1aBe 4 U3 Kibure, jep je Ba)KHO /1a 3HaTe e QUHUITHje U Ma-
Te OCHOBHO 3Hame Jla SMCTe MOIVIU Jla yuTare Ksury. Mu hemo ce pokycupaTty Ha yHY-
TpalllbU IIPOU3BO/J, JaKJle Ha II03UTUBHO JleGUHUTAH CKaJlapHU IIPOU3BOJ (Ha KOjU CTe
HaBUKJIN). Y TOM CJIy4dajy He II0CTOje HU BpeMeHCKU HU U30TPOIIHU BeKTOPH, UHEKC je
HyJa, &g, = 13a 1 < i< n, a popmyia (4.3) je 1oSpo mosHaTo X = Y7, g(X, E;)E;.

4.2 WH30TPOIIHU BEKTOPH

Kaxko ce ¢pokycrupaMo Ha YHyTpallllkU IIPOU3BO/I, U3O0TPOIIHU BEeKTOPHU He II0CTOje, Te
HaM OBa CeKIHja HUje HeoIxogHa. Ko jKesH [1a I1060JbllIa OMINTY KYJATYPy MOXKe Jia je
Hayuu u3 Kmure.

4.3 Ilceymo-PumaHOBEe MHOI'OCTPYKOCTH

Meiupuuku fiieH30p UIU MellpuKa Ha MHOTOCTPYKOCTHU M je CHMETPUYHO KOBapH-
JAHTHO TEH30pPCKO II0/be pefia ABa Ha M Koje je HeJlereHepHCaHO Y CBAKO] TaYKKU U UMa
KOHCTaHTaH UHJIeKC. /[pyTMM pedyrMa, MeTpHKa je IIpecivKaBamwe g: X(M)x X(M) — F(M)
KOje CBaKOj TauKH p € M IJIaTKO [0fesbyje CKaJapHH MPOM3BOL &p: TpM x ToM — R Ha
TaHTeHTHOM IIpocTopy TpM, Tako Ja MHAeKC Ind(gy) He 3aBucH of p. IIceygo-Pumano-
ea mHolocuupykociu (pseudo-Riemannian manifold, semi-Riemannian manifold) je MHOTO-
CTPYKOCT M oIlpeM/beHa METPUKOM g&.

Ctporo roBopehu, ceyno-PruMaHoBa MHOTOCTPYKOCT je ypeheH niap (M, g). /IBe pasiu-
YuTe MeTPHUKe Ha MCTOj MHOTOCTPYKOCTH YCIIOCTaBJbajy pasjMuuTe IIcey[o-PUMaHOBe
MHOTOCTPYKOCTH. YecTo ce felllaBa Ja Iiceyzo-PUMaHOBa MHOTOCTPYKOCT UMa II04pasy-
MeBaHy KOHKpPeTHY MeTPHKY, Te je TaZa odesieyKaBaMo MCTO Kao U caMy IJIaTKy MHOTO-
CTPYKOCT.

3ajequuuky uHAEKC 0 < v = Ind(gy) = Ind(g) = Ind(M) < dim M = n CBUX CKaJlapHHUX
IIPOM3BOJA g, 30BEMO UHgeKC IICey/0-PUMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH (M, ). Kako pasymka
usMelly g u —g y 1ceygo-PuMaHoB0Oj MHOTOCTPYKOCTH HUje CYLITUHCKA, HE YMawyjyhu
OIIIIITOCT MO’KEMO IIPETIIOCTaBUTH Jla UH/EKC 33/10B0JbaBa vV < n/2.

3aHUMJ/BUBO je II0OCMaTpaTH HeKe CIel[hjaiHe cy4ajeBe Y 3aBUCHOCTH Off MHJeKCa.
Hajuerrthe ce nsy4asBa ciy4aj v = 0, Tie 3a M Ka)keMo /1a je PumaHoea MHOLOCIUpPYKOCI.
Y oBOM ciyuajy g je PumaHoea mewipuka, a KapaKTepHIIe je TO [a je gp IMOSUTHBHO
nedHMHMTAH CKaJapHU IIPOM3BOA Ha TpM 3a cBako p € M. Ako je v = 1 # n oHza je M
Jlopenuoea muoiociupykociu®, a ogroBapajyha metprka je Jlopenuoea. Ilceymo-Prma-
HOBa MHOTOCTPYKOCT CUTHATYype (v, V) je KaajHoea mHoiociipyKocii*, oHa je 06aBe3HO
IIapHe JUMeHs3Hje, T0K 3a lbeHy MeTPHUKY KakeMo Jia je KaajHoea WiIN HeylupaaHa.

Mu hemo ce poxycupaTu Ha PUMaHOBY reoMeTpHjy! PUMaHOBa MeTpHKa 3a IVIATKY
MHOTOCTPYKOCT M je CMMeTpUYaHO KOBapHjaHTHO TeH30PCKO I10Jbe pefia ABa, g € X(M),
TaKBO Jla Ce y CBaKOj TaYKU p € M pecTpUKyje Ha YHYTpPAIlKkU IIPOU3BO/, (II0SUTUBHO
neGHHHUTAH CKaJIapHHU IIPOU3BOJ) £y. PUMaHOBa MHOIOCTPYKOCT jé MHOTOCTPYKOCT OIIpe-
MJbeHa PUMaHOBOM MeTPHUKOM.

Heka je (U, ¢) kapTa Ha Iicey0-PUMaHO0BOj n-MHOTOCTPYKOCTH (M, &), TIie CY X; = TTjo @
IbeHe KoopauHaTHe QyHKIHje. KoOMIIOHeHTe MeTPHUYKOT TeH3opa g Ha U ¢y g = 8(9;, Jj)

SHendrik Antoon Lorentz (1853-1928), XOJIaHJCKU Qr3uyap
“Felix Klein (1849-1925), HeMauKy MaTeMaTHyap
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3a1 < i,j < n, Te 3a BeKTOpcKa moska X, Y € X(U) BaXKu

gXY) =g > X(x)0, Y Y(x)05 | = > &0, NXx)Y(x;) =~ gy dxi(X) dx;(Y),
i=1 =1

ij=1 ij=1
OJlaKJIe METPHUUKH TEH30p MOYKEMO M3Pa3UTH Ca

n n
g=> gjdgedx =) gjdxdx;,

ij=1 ij=1
r7ie je dx; dx; = (dx; ® dx; + dx; ® dx;) /2 cHMeTpUYaH IIPOH3BOJ KOBEKTOPCKHUX I10/ba.

IIpumep 4.6. HajjeqHoCTaBHUjU U HajBa)XKHUjU IIpUMep PrMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH je
eYKJIUZCKU IIPoCTOp R" ca eyKaugckom meipukom g Koja IpeficTaB/ba KJIaCu4aH YHY-
TPaIIKBU IIPOU3BOJ, HA CBAKOM TaHI€HTHOM IIPOCTOPY II0Z IIPUPOSHOM UAeHTUPUKALIU-
joM TpR"™ = R". 'V cTaHAap/HUM KOOPAHMHATaMa MO>KeMO 3allkcaTH

g=> Sjdxdx; = (dx1)*+ -+ (dxn)?, 4.5)
ij=1

OJTHOCHO g;; = &y, ITO Aaje jefTHHUYIHY I'paMoBy MaTpHUIly G = Lgn. YoyAyhe y 5110 KoM
reOMeTpPHUjCKOM KOHTEKCTY eyKAUgCKu upociuop R" o3HadyaBa PUMaHOBY MHOTOCTPY-
KocT (R, g). A

IIpumep 4.7. V cTaHgapgHOj MeTpuniy g U3 (4.5) 3a R", 3a duiio Koje 1 < v < n MoXKeMo
IIPOMEHUTH IIPBUX V 3HAKOBA U3 IIyca Y MUHYC, IIITO HAC JOBOJAH 10 METPUYKOTI TeH30pa
g=Yr, g(dg)?meumamo &; = -13a1 <i<vueg =+13av+1<i<n Pesyaryjyha
rceyzmo-PruMaHoBa MHOTOCTPYKOCT R = (R, @) je iceygo-eykaugcku ipociop UHEK-
ca v. IToceSHO, JIOpeHIIOBY MHOTOCTPYKOCT R 3a n > 2 30BeMo iipociiiop MuHKogckoi®, a
crenyjasiHo RY IpeficTaBsba Hajje JHOCTaBHUH IIPUMep PeIaTHBUCTHYKOT IIPOCTOP-Bpe-
MeHa. A

YecTo ce yMeCTO METPUYKOT TeH30pa g IlocMaTpa oArosapajyha KBajpaTHa HOpMa
&x = g(X,X) 3a X € TM Koja 110 (4.2) y IIOTIIYHOCTH ofipeljyje MeTpUUYKU TeH30p. OBa KBa-
opaTHa GpopMa € 30Be ce gydHcuHcKu enemeHin (line element) ox M 1 o6esieskaBaMo je ca
ds?. Y TepMHHIMA KOOPAHUHATHOT CHCTEMa UMaMo ds? = 3 ; &ij dx; dx;, OFHOCHO

ex =Y gy dx(X)dx;(X) = g;X'X.
i i

AKo cy p u p’ diiicKe TauKe ca KOOpAMHATAMa (Xi,...,Xn) U (X1 + AXq,...,Xn + AXyp)
y HeKOj KapTH, TaJa TAaHTeHTHU BEeKTOp Ap = > ;AX;0; Y p II0Kasyje allpOKCUMaTHUBHO
Ka p’. 360r Tora OueKyjeMo J1a KBajipaT pacTojama ds of p 10 p’ dyhe alpOKCUMaTUBHO
|Ap|* = g(Ap, Ap) = > ;8ij(P)AX; AX;, Kao IITO ce /lerIaBa y pOopMyIIH 3a ds?, 1IITO OITpaB/aBa
Ty Heyod1yajeHy O3HaKy.

V IpUCYCTBY METPUUYKOI TeH30pa MOXEMO T'OBOPUTHU O OPTOHOPMHUPAaHUM BeKTOp-
CKUM IToJbMa. Heka je U 0TBOpEH IO/ICKYII IICey10-PUMaHOBe N-MHOTOCTPYKOCTH (M, g).
JIokaHu opiioHOpMupaHu tokpeiHu peuep 3a M Hax U je JIOKaJIHU IIOKPeTHHU pe-
nep (Ei,...,En) 3a M Hag U Koju y CBakoj Taukud p € U popmMupa OpTOHOPMHUpPaHY da-
3y TaHI'eHTHOT IIpocTopa TpM. Ha IprMep, KOOPAMHATHH IIOKPETHHU petep (di, ..., 0n) je
JI06aJIHU OPTOHOPMUpPAHU IIOKPETHH pellep 3a (R", g).

SHermann Minkowski (1864-1909), HeMauku MaTeMaTH4ap
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IIpumep 4.9. ITocMaTpajMo 0TBOpeH moAackyit U = R? \ {0} ¢ R?. IlocTaBUMO je[JHHUYHO
BEKTOPCKO I10Jbe E; TAaHTeHTHO Ha pajiyjajiHe JUHUje U jeIMHUYHO BEKTOPCKO I0J/be E;
TAHTe€HTHO Ha KPYroBe I[eHTPUpaHe y KOOPAUHATHOM II04eTKy. Taja BEKTOPCKa I10/ba

g-9__1 (o ,2\ _1o__ 1 (9 _,9
1_8r_,/xz+y2 OX yay C TP ree T gy Uy Y ox
YHHe JIOKJIHA OPTOHOPMHPAHHU ITOKPeTHHU pertep Hax U (BumeTH [Ipumep 2.29 3a pauy-

He). Mehjytuwm, (Eq, E;) He MOKe SUTH KOOPAUMHATHU IIOKPETHU pellep y 0OJHOCY Ha HEKU
M360p JIOKATHUX KOOPAMHATA jep Baxku [Eq, Ey] = —(0/00)/r* # 0. A

OpPTOHOPMHUPAHU TOKPETHHU Pellepy Cy BeoMa KOPUCHH Y U3y4yaBawky PUMaHOBUX U
Iceyfo-PUMaHOBHUX MHOTOCTPYKOCTH. V OIIIIITEM CJIy4ajy Baku cjefieha TeopeMa.

Teopema 4.13. IIocitioju 10KA/THU OPTUOHOPMUPAHU UOKpeTuHU pellep Hag OKOJIUHOM C8a-
Ke tayke ticeygo-PumaHoge MHOIOCIUPYKOCTUU.

V ciy4dajy HefeQUHUTHE MeTPHUKe T0Ka3 0Be TeopeMe je He3rozaH. MehyytuM, 3a Puma-
HOBY MHOT'OCTPYKOCT j0Ka3 je jefHOocTaBaH jep 'paM-IIIMUTOB II0CTYIIaK IJIATKO KOHCTPY-
UIlle JIOKAJHU OPTOHOPMHPAHU IIOKPETHHU pellep II0YeBIIH Off IIPOX3BOJHHOT JIOKAJTHOT
IIOKPEeTHOT pellepa. PUMaHOB C/1y4aj je jlaraH jep BeKTOPU UMje ce HOpMe jaB/bajy Y UMe-
HUOIMMa HUTJe HUCY HyJIa (IIITO HUje TaYHO 3a U30TPOIIHE BEKTOPe Y OIIIITeM CIyydajy).

4.4 IloB/jIauyeHm-€ METPHYKHX TEH30pa

Kaz mpaBUMO HOBe MHOTOCTPYKOCTH Off CTapHX, YeCTO II0CTOjH OAroBapajyhu HauuH
Ila Ce Ha HOBOj MHOTOCTPYKOCTH HM3Bejle MeTpHUKa U3 CTape MeTpUKe. V Ty CBPXY IIOTPeSHO
HaM je II0BJIa4YeHe KOBAapHjaHTHOT TeH30PCKOT I10/ba. Heka je f: M — N IJIaTKO IIpecyIu-
KaBambe n3Mel)y MHOTOCTPYKOCTH M U 1iceyio-PumMaHoBe MHOTOCTPYKOCTH (N, g). IloBJ1a-
Jere MeTpuKe g € TI(N) je f'g € T)(M) Tako Jja y CBaKoj TaduKu p € M 3a X, Y, € T,M
UMaMo

(f"8)p(Xp: Yp) = &pip) (f(Xp). f(Yp)),

a KaKo je g CUMeTpPHUYHO TO je TakBO U f*g. MehjyTuM, aKo f HUje uMeps3Hja OHJaA f, HUje
HMHjeKTHUBHO U 38 HEKy TauKy p € M 1iocToju 0 # X, € T,M TakBo ja je f.(Xp) = 0, 1ITo faje
(f8)p(Xp,Yp) = 0 3a cBako Y, € TpM, Te (f*g)p HHje HeJlereHepHCcaHo. 350T Tora f*g MoxKe
SUTH MeTpHKa CaMO YKOJIHKO je f UMep3Hja, aJid TO y OIIIITEeM CJIy4dajy HHje JOBOJHHO.

Ipumep 4.10. ITocMaTpajMo jeAMHUIHH KpyT S! Koju je cMemTeH y R? IPpHpPOSHUM cMe-
mrameM f(0) = (cos 0,sin ), rhe je O loKasHa KoopAuHaTa. [IoBirauewe METPUYKOL TeH-
30pa IIach f'g = f*(—dx? + dy?) = —(—sin 8 d6)? + (cos 6 dB)? = cos 20 d6?, mTo je mereHe-
pucaHo 3a 0 € {rt/4,3m/4,5m/4,7m/4}, a Ty Me®mha U UHJEKC. A

MehytuM, y PUMaHOBOM CJIy4dajy UMep3Hja jecTe U T0BOJbaH YCJIOB. AKO je f, HHjeK-
THUBHO, OH/]a [I03SUTUBHO e QUHUTHO g II0BJIaYU II03UTUBHO AeUHUTHO f* g, Te je f*g Pu-
MaHOBa MeTpHKa.

Teopema 4.14. Ako je (N, g) PumaHosa mHolociupykocit, a f M — N umep3uja, iuaga je
(M, f*g) Pumarosa MHOIOCTUPYKOCIL.
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Heka je P IIOZMHOTOCTPYKOCT IICE€yA0-PUMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH (M, g), a1: P — M
oaroBapajyha uHKIIy3Hja. YKOJIMKO je «*g MeTpUKa Ha P Tajia KakeMo 11a je (P, +*g) iceygo-
-Pumanoea tiogmuoiociapykociu ox (M, g). TaHreHTHH IIpoCcTOp TpP MOXKe ce BUJETH
Kao II0TIIpocTop o T, M, aJi HeMa HeKOT pasJiora 3allTo 1 OH MOPao SUTH HeJleTeHepH-
CaH y OJJHOCY Ha g, Kao IIITO HaM HMKO He TapaHTyje ja YKOJIHKO je TO MCIYHeHO UMaMo
KoHCcTaHTaH Ind(gp).

3axBasbyjyhu TeopeMu 4.14 cTBapH Cy 0CTa jeJHOCTaBHUje y PUMaHOBOM CIIy4ajy.
AKoO je P IOAMHOTOCTPYKOCT PUMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH (M, g) ca UHKIIY3HUjoM ¢: P — M,
oHja je (P,+*g) PumaHoega uiogmHolociupykociu of, (M, g). Kako y cBakoM p € P Baxxu
TyP < TyM, PuMaHOBY METPHUKY +*g Ha P [0SHjaMO jeJHOCTaBHOM IIPMMEHOM METPHYKOT
TeH3opa g.

AKO 3HaMO KOOPAMHATHY pellpeseHTallljy UMepsHje, OH/la Ce UHAYKOBaHa PUMaHOBa
MeTpHKa MOJKe JIaKO U3padyyHaTH. Y HeKOj KapTH ca KOOpJAUHAaTHUM QyHKIIHjaMa X; BaXKU

Fe=r | gpdxdy | =S fgyf (dx)fdg) = (gjof)dixof) dxof),
iy ij

ij
IIITO IIPUMebYyjeMO Ha HapelHUM KOHKPeTHUM IIpUMepHUMa.

IIpumep 4.11. Heka je f: R> — R3 maro ca flu,v) = (ucosv,usinv,v), IITo je ©Mep3uja
4uyja je CJIMKa XeJIUKou. MTHAyKOBaHy MeTPUKY f*g paduyHaMo ca

fg=f(ax* + dy* + dz*) = d(ucosv)? + d(usinv)? + d(v)?
= (cosvdu — usinvdv)? + (sinvdu + ucosvadv)? + dv? = du® + (u? + 1) av?.

A

TpaHcdopMalirja PUMaHOBe MeTpHKe 110/l IPOMEHOM KOOpAMHATa MOKe ce IToCMa-
TpaTH Kao UAeHTUYKO IIpecIrKaBabe ca pasIMIYUTHUM KoOpAMHaTaMa y IoMeHy U KOZIo-
MEHY.

IIpumep 4.12. Eykinjcka MeTpuKa g = dx? + dy? Ha R? y IToJlapHUM KOOPAHUHATaMa ce
pauyHa Kao II0BJIauerhe UIeHTHUKOT IIpecauKaBamba. Kako je X = rcos@ uy = rsin6, to
MMaMo
g = dx? + dy? = d(rcos 0)? + d(rsin 0)?
= (cos Odr — rsin 0d6)? + (sin@dr + rcos 0 do)? = dr? + r>d6>.

A

PuMaHOBa MeTpHKa IIopasyMeBa IIO3UTHUBHY AeMHUTHOCT U OHA je Hajuellthe M3y-
JaBaHa MeTpUKa. JeffHa Jiella 0C0OdMHAa PUMaHOBUX METPHUKA je [ja UX UMa Y U30OUJbY.

Teopema 4.15. Csaxa MHoToCIUpyKOCIl g0380/6a8a4 PUMAHO8Y MeTUPUKY.

/Jloxka3. Heka je M MHOTOCTPYKOCT ca IIaTKUM atyiacoM {(Uqg, @) }aca. [0 Teopemu 1.20
II0CTOjH pasdujare jeUHUILEe (Y, )qecn ITOAPeleHo 0TBOpeHOM ITOKPHUBAYY {Uqg tqecp. Y CBa-
KOj KapTH II0CTOj PUMaHOBa MeTpHKa 8 = @8 HUHAYKOBaHAa CTAaHJapJHOM €YKIUICKOM
MeTPUKOM U3 (4.5). 360T JIOKaIHe KOHAYHOCTH I10CTOjX KOHAYHO MHOI'0 HeHyJIa YaHOBa
Y OKOJIMHU CBaKe Tauke, Te § = >, Y, 8q AeOHUHHUIIIE CHMETPUYHO KOBAPHUjaHTHO TEH-
30pCKO moJbe pefa aBa. 3a 0 # X € TpM mmaMo gp(X,X) = > o ¥o(P)(8a)p(X, X). Kako
jé CBaKH WiIaH HeHeraTHBaH, CyMa je HeHeraTHBHa, a 3860T ), ¥, (p) = 1, dap jemaH o
a € Auma p,(p) > 0.3aro Baxku gp(X,X) > 0, Te je g TOSUTUBHO e pUHUTHA MeTPUKa. [

8
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Ba’kHO je IIPUMETHUTH Jja II0CTOjU OTPOMAaH U360p Y KOHCTPYKITUjU MEeTPHUKeE g 3a Jja-
TY MHOTOCTPYKOCT. KOHKpeTHO, pasHe MeTpHUKe Ha MCTOj MHOTOCTPYKOCTH MOI'Y UMaTH
IIPUJIMYHO pasIMuuTe reOMeTpHjCKe 0COSUHe. Mel)yTUM, UCTH IIOCTYIIaK He pajgu y He-
neUHUTHOM C/Iy4ajy, HaKo M0’KeMO KOHCTPYHCAaTH MeTPUKY MH/IeKca V Ha CBaK0j KOOp-
OWHATHOj OKOJIMHU 3a cBaKo 0 < v < n. PasJior je Taj IIITO 36Up IBe MeTpUKe UHJIeKca V
MO’Ke SUTH JleTeHepHcaH, Te He Mopa Jia Sy/ie MeTpHKa.

IIpumep 4.13. Hexka cy (M, gy) ¥ (N, gy) IIceyro-PuMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH, Te HeKa Cy
Ty M X N — Mumy: M x N — N npupojHe IIpojeKiiyje. Ha mpousBoj MHOTOCTPYKO-
cTH M x N MoykeMO ieQHMHHCATH UPOU360g MEMPUKY Ca &y X &v = Ty (&m) + TTx(&n)-
AKO MCKOPHCTHUMO IIPUPOJIaH usoMopdusam Ty, o)(M x N) = TyM x TN us3 [Ipumepa 2.2
modujamo 1a je ogroBapajyha 'pamoBa MaTpuIla &JI0K JUjaroHaIHA I7e Cy 6JIOKOBH II0je-
nuHauHe I'pamoBe Matpuite. [Iceyno-PuMaHoOBY MHOTOCTPYKOCT (M x N, gy X &x) 30BEMO
ticeygo-PumaHoe uipouseog of, (M, gy) 4 (N, gn). A

IIpumep 4.14. OninTyje of IIPETXOLHOT IIPUMeEPA, 38 CBAKY CTPOI0 ITIOSUTUBHY QYHKITHJY
f € §(M) MoXeMO II0CTaBUTU

&M Xr &N = Tay(8m) + (fo ar) T (EN)-

OBor mmyta I'paMoBa MaTpHIla y Ta4KH (p, q) je SJIOK AUjaroHaJIHA MaTpHUIIa I7e je IpBU
&0k I'paMoBa MaTpHIla 3a gy Y Ta4KHU p, a Apyru 'pamMoBa MaTpuIia of gy y Ta4KH ¢
MHO’KeHa I[I03SUTUBHOM KOHCTaHTOM € = f{p) > 0. O4nIiefHO BakKe CUMETPUYHOCT U He-
IereHepUCaHoCT, KoK U3 Ind(cgy) = Ind(gy) citepu Ind(g) = Ind(gy) + Ind(gy). Iceymo-Pu-
MaHOBY MHOTOCTPYKOCT M x¢N = (M x N, gy Xr&n) 30BEMO yepHyiiiu tipouseog (warped
product), IIITO ce y ciy4ajy f = 1 CBOAM Ha CTaHJapAHU IICeyA0-PUMaHOB IIpOU3BOL. A

Hexka cy (M, gy) ¥ (N, gv) IBe 1Icey0-PUMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH. [JIaTKO IIpecIuKa-
Bame f: M — N usMel)y oaroBapajyhuix MHOTOCTPYKOCTH je ficeygo-PumaHoea umep3u-
Jja yKOJIMKO 4yBa MeTpHUUKe TeH30pe, f*(gy) = gy, IIITO MOXKEMO eKCIIMIIUTHO 3aIllUCaTH
ca

(&m)p(Xp, Yp) = (&N)1p) (Tpf(Xp), Tpf(¥p))

3a cBaKo p € MuX,,Y, ¢ T,M. CBaKko TaKBO IIpPeC/JIHKaBahe je KMeP3Hja, IIITO OIIpaBaaBa
UMe U JOHOCHU HejeqHaKOCTH dim M < dim N u Ind gy < Ind gy.

H3zomeiupuja us (M, gy) V (N, gn) je Iiceyno-PuMaHoBa umepsyja f: M — N Koja je Ta-
Kohje rupeomoporsaM. KaxkeMo f1a cy 1ceyzmo-PuMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH U3oMeitlpu4-
He YKOJIUKO II0CTOjU U30MeTpHja usMeljy BUX. AKO je Iiceyo-PumaHoBa uMepsyja fcaMo
JIOKaJIHU [rudeoMopdrsaM OHJA KakeMo /ia je y IUTalky A0KaAAHa usomeiupuja. Kako
je TakBo fBeh Mepsuja, 3a JI0KaJIHy U30MeTpHjy 110 TeopeMu 2.9 101aTHO Ba)KH jOIII CAMO
TO fa je dim M = dim N.

JIako je yBUJIETH Jia Cy KOMIIO3UIIY]ja ABe U30MeTpHje U UHBep3 U30MeTpHje TaKkohe
HU30MeTpHje, Kao IIITO je TO ¥ UAeHTHUYKO IIpecIuKaBamke. BUTH U30MeTpHUYaH je 3aTo pe-
Jlaliyja eKBUBaJIeHIIUje, Te MOKeMo pehH [1a je ©3soMeTpHja Hapo4yKuTa BpCTa IIpecjIruKaBa-
Ha Koja oMoryhasa I10jaM u3oMop¢u3Ma y KaTeropuju Iiceyro-PUMaHOBUX MHOTOCTPY-
KoCTHU. ITceygo-PumaHoga teomeiupuja 1pe/cTaB/ba U3ydaBamhe 0COSHHA IICeyL0-PU-
MaHOBHX MHOT'OCTPYKOCTH KOje Cy MHBapHjaHTHe y OJHOCY Ha JIOKaJIHe WU IJI0SaIHe
HU30MeTpuje.

3a ¢pukcupaHy Iicey[o0-PUMaHOBY MHOTOCTPYKOCT M, usoMetpyja f: M — M ce 30Be
usomeiupuja og M. CKyIl CBUX U30MeTpHja of M uuHU rpymy Z(M), Kojy 30BeMO ipyiia
usometpuja ox M. 3HadyajHa jaKka TeopeMa TBPJU Jia Tpyna usomMerpuja Z(M) 1ceymo-
-PuMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH M MMa CTPYKTYpPY JlujeBe Ipyle y OJHOCY Ha KOMIIaKTHO-

9
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-0TBOpPEeHYy TOII0JI0THjy [77, Ilocmenuiia 2]. 3a PUMaHOBE MHOTOCTPYKOCTU OBY TeOpeMy
cy ycraHoBrIM Majepc® u Ctunpogz 1939. roguue [83].

IIpumep 4.15. Heka je f: 8! — S! garo ca f(z) = z2, rme je +: 81 — C, Te S! uma PruMaHOBY
MeTpHUKY g = +*g. Kako je fumepsuyja, 110 Teopemu 4.14 je f*g PumaHoBa MeTpuKa. /lakiie,
fje PumaHoBa uMepsyja, aji Kako [ Huje grudeomopdrsaM TO OHA HUje U3oMeTpHja. A

IIpumep 4.16. Heka je (), g) KBafipaTHU BEeKTOPCKU IIPOCTOP AUMeH3Hje n. 1360p dase Ha
V MH]YKYyje SUjeKTUBHO JIMHEeapHO IIpecIuKaBame IITo je XoMeoMopdusam usmely V u
R", Te je V MHOTOCTPYKOCT. II0CTOjH KAaHOHCKH JINHeapHU usoMopdusam X — Xy U3 V Ha
CBaK{ TaHTeHTHU IIpocTop TV KOjH je 1aT Kao U3BOZ, I10 IIpaBIy

P

7| hz+),

t=0

Ie Hac g7(Xz,Yz) = g(X,Y) moBogu 10 METPUYKOI TEH30pa Ha MHOTOCTPYKOCTH V Koja
TaKo II0CTaje IIcey10-PuMaHOBa MHOTOCTPYKOCT. AKO je f: V — VW JIruHeapHa U30MeTpHja
Ha KBaJIpaTHUM BeKTOpCKUM Ipoctopuma (V,g¥) u (W, g"), Taga je

TAfX2) () = X(hof) = S RAZ)+ X)) = [K)ph

t=0

mrto faje Tzf(Xz) = f(X)5z), omakiie cienu

(F8")2(Xz,Yz) = 8k (fXz2.£.Yz) = 8 ((X)5i2) fV)1iz)
=gV (fX),f1Y)) = 8V(X,Y) = g7(Xz, Yz),

Te je friceyno-PuMaHoBa uMepsyja. Kako je JiMHeapHO IIpecIvKaBambe IVIaTKO, IMHeap-
HU usoMopousaM fje nupeomopdusam, Te je f usoMeTpHUja HUsMel)y 1ceyro-PuMaHOBUX
MHOTOCTPYKOCTH V U W. OfiaBJie CIeiu /1a je KBaJpaTHU BEKTOPCKU IIPOCTOP V JUMEH-
3HUje n U UHJeKca vV Kao IIceyZ0-PUMaHOBa MHOTOCTPYKOCT H30MeTpHUYHa ca R}. 3ampaso,
KOOpAWHAaTHU KU30MopdH3aM SUJI0 KOje OPTOHOPMUpaHe dase y V je U30MeTpHja. A

4.5 My3su4ku usomoppusmMu

Huje jiolre uMaTu y BULY fa IIceyAo-PuMaHOBa MeTpUKa UHAYKyje U3oMopdHu3am
usMeljy BeKTOPCKMX ¥ KOBEKTOPCKUX I10Jba. 3a ATy IIceyr0-PUMaHOBY MHOTOCTPYKOCT
(M, g) MOXeMO lepUHHCATH IIpecanKaBame bh: X(M) — X*(M) Koje 30BeMO CHU3UAUUA
(flat), a Koje BEeKTOPCKOM II0/bY X € X(M) nofie/byje KOBEKTOPCKO IoJke X* € X*(M) nedu-
HucaHo ca X°(Y) = g(X,Y) 3a cBako Y € X(M).

3a IPOU3BOJBHY TAUKY p € M MOXXeMO peCTPUKOBATU CHUSUIIUILY U NOSUTH IIpeCiIu-
KaBame b: TM — T*M, OZHOCHO bp: TpM — T;M, Koje BeKTOp X), € TpM 1m1a/be y KOBEKTOP
X, € T,M paT ca X, (Yp) = gy(Xp, Yp) 3a cBaKo Yy € TpM.

VCIIOB HeJleTeHepHCaHOCTH CHMeTPHUHe SHInHeapHe ¢popMe g, € T9(TpM) eKBHUBa-
JIEHTaH je yciaoBy Ker(hp) = 0, OIHOCHO TOMe [a je bp HHjeKTHBHO. Kako paguMo caMmo
ca KOHAYHHM /JuMeH3njaMa To umamo dim TpM = dim T,M = dim M, Te je HeJlereHepuca-
HOCT eKBHUBaJIEHTHA YCJIOBY /ia je bp H3oMopdu3aM. Kako je MeTPHKa YBEK He/lereHepHca-
Ha, TO je CHU3UJIHUIIA U3oMopdu3sam usMel)y oarosapajyhmx TaHreHTHUX U KOTaHT€HTHUX
IIPOCTOPA, OFHOCHO U3Mel)y BeKTOPCKUX ¥ KOBEKTOPCKHUX I10/ba.

SSumner Byron Myers (1910-1955), aMepUUKH MaTeMaTH4ap
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4.5. My3nykun nsomopounsmm

ITorsieajmo 11Ta ce femraBa y KaptH (U, @) ca KOOpAUHATHUM QYHKITHjaMa X; = T7; 0 .
Axoje X = Y"1 | X'0;, Tafia ©MaMO

X = be( )dx Zg( X ai)d" S gXidn = 3 X dy,

ij=1 j=1

e je X; = > gl-in. Moskemo pehu zia je X* godujeHo of X CIIyLITamkeM HHeKca, IITO
je 1 pasJIor 3aIlTo oIlepaliyjy 30BeMO CHUSWINIIA. MaTpulla CHUSWINIle Y TepMUHUMA
KOOpAVHAaTHe 6a3e je 3apaso ['pamoBa MaTpuIia of g.

Ca mpyre cTpaHe, MHBep3HHU usoMmopdusam § = b~1: X*(M) — X(M) 30BeMo itoeu-
cuauua (sharp). IIoBUCHINIIAa KOBEKTOPCKO II0Jbe w € X*(M) 11a/be ¥ BEKTOPCKO I10Jbe
w € X(M) TakBo Ja w(X) = g(w*,X) Baku 3a cBako X € X(M). Y KoopAHHAaTaMa MaTPHIa
IIOBHCUJIMIIE je HHBEep3HA MaTPUIIX CHUSUIIUILIE.

Kako je g HemereHeprcaHo, 'paMoBa MaTpHIia ca yIasuma gj; je HHBepTH§HﬂHa y CBa-
KOj TauKH, Te II0CTOj! H-0j MHBep3Ha MaTpHIa ca yiasuma gk, e je Zle gijgfk = §jx- Kom-
IIOHEeHTe MHBep3He MaTpHUIIe IJIaTKO 3aBHCe Of] II0UeTHUX KOMIIOHEHTH, Te Cy U QyHKIIHje
gY tmatke Ha U. Kako je g CHMETpHUYHO, ©IMaMO

gr=> g% =>" g*gug¥) = > (g%ene" => g’ =g,
i1 =1

i,lI=1 il=1

Te je MHBEP3 Takohe cuMmeTpuyaH, g« = g¥. Canasa w = Y I w; dx; umamo w* = 31| W9
e je w = Y1 | gYw; u KaskeMo [1a je w! ToSHjeHo off w [U3atheM UHIIEKCA.

[IpeciukaBamwma b: X(M) — X*(M) u §: X*(M) — X(M) cy my3uuku usomopgpusmu,
CHUMITaTHYHO HMe KOje je IIpoIlarupao (1 BepoBaTHO ckoBao) bepske’ [17].

BepoBaTHO HajBakKHUja IIpUMeHa II0BUCUJIUIIE je IIPOLIMpene KJIaCUUYHOT I'pajijeH-
Ta Ha IIiceyzo-PuMaHOBe MHOTOCTPYKOCTHU. AKO je (M, g) mceyno-PUMaHOBa MHOTOCTPY-
KocT U f € §(M), oHZIa je Ipagujenin of f BEKTOPCKO 110Jbe grad f = dff € X(M) mosujeHo us
mudepeHyjana df € X*(M) nusameM UHeKca. [pafyjeHT MoKeMO U3pasUuTH GOpMyJI0M

g(gradf X) = dfiX) = Xf,

KOja Ba’kH 3a CBaKo X € X(M), IOK y JIOKaJIHUM KOOpAUHATaMa UMaMo
LIy d of 0
s o =3 (o (57) ) - Sk

[TocedHO, 3a IIPUPOHEe KOOPAUHATe IICeY0-eYKIUACKOT IIpocTopa R} KOOpAWHATHU II0-
KpPEeTHH pellep je OpPTOHOPMHUpPAH, Te ce opMysia cBogu Ha gradf= Y"1 | €;0f0;, mTo faje
yoduuajeHy GopMyJly 3a eyKJIHUCKHU IIPOCTOP Y KOjeM I'paZUjeHT MMa UCTe KOMIIOHEHTe
Kao u df.

CHU3MWINIIA ¥ TOBUCHJIMITA Ce MOT'Y IPUMEHUTH Ha TeH30pe IIPOX3BOJ/bHOT THUIIA U Ha
SWJIO KO0joj MO3UITUjU UHJeKca. Ha Taj HauUWH ce KOHTpaBapHjaHTHU TEH30p IIPeBOIU Y
KOBapHjaHTHH WK 05paTHO. Ha IIpHUMeD, Y cIydajy TeH3opa A € T3 (M) MOXKeMO CHU3HUTH
TOPE-M MHJIEKC TaKo Ja J0SHjeM0 KOBapHjaHTHU TeH30p A’ € TI(M) umje Cy KOMIIOHEHTe

A = ()i = L1 SuAly-

"Marcel Berger (1927-2016), paHIyCKH MaTeMaTHUap
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lnasa 4. lNceyao-PnmaHoBa meTpuika

V omirreM ciiy4dajy CHUSUIIMITA MO>Ke Ipehy Ha oiroBapajyhu apryMeHT jep U3 jefHa-
KOCTH (3.6) uMaMo

AKX )= @)y =YY XY gl
i i j

A X )= @y AT =3NS gt A
j j i

IIITO aHAJIOTHO BasKH U 3a IIOBHUCHIHIY. KoHkpeTHO, A’(X,Y,Z) = A(X",Y,Z) 3a A € TL(M)
uXyYZzZexM).

CHU3HWJIHIIE ¥ IIOBUCHJIHIIE TaKohje MMajy BaskKHY IIPUMEHY Ja ITPOJy>Ke KOHTPAKITH]Y.
Ha npuMep, 3a CHMeTPHYaH KOBapHjaHTHH TeH30p A € T)(M) fu3arbeM jefHOT HH/eKca
(cBeje/iHO Kojer jep je A cuMeTpHruaH) UMaMo Af € T1(M), ofakie IPUMeHOM KOHTPaKIIH-
je modmjaMo trg(A) = C(A*) € §(M), ITO je pal of A y oFHOCY Ha g. V KoopHHAaTaMa TO
je trg(A) = C(AY) = S Al = >t gYA;j, IITO Ce y Clydajy OPTOHOPMHUPAHe 5ase CBOAH
Ha 06WYaH Tpar MaTpHIIe.

4.6 Mojei mpocTopu

OBO je KOpPHCHA CeKIMja, pasBUja UHTYHUIHU]Y Be3aHy 38 PUMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH,
a odpo je BUZETH U KOHKpPeTHe padyHe KOjU ce TaMO CIIpoBozie. MehyTuM, y ciaydajy
Ila HeMaM [I0BOJbHO BpeMeHa, CKJIOH caM [Jia TO >KPTBYjeM. V CBaKOM CJIy4ajy, CeKIIHjy
MOJKeTe IpouuTaTy y Ksbusu.

4.7 JAy>KHHa M pacTojame

Ha eyKJIMCKUM IIPOCTOPHMMaA O/iMaX UMaMO KOHIIeNIT pacTojara usMely Tayaka, Ta-
KO /1a febUHUIH]Y Ny KUHe KpUBe OllpaBjaBa CyMa pacTojama 3a A0SpY IIOJIUTOHAIHY
alpoKcuManyjy. PuMmaHoBe MHOTOCTPYKOCTH HUCY YHAIIpe[ METPUUYKHU IIPOCTOPH, 40K
rceymo-PrMMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH (ca HeleQUHUTHOM METPHUKOM) YOIIIIITe HUCY Me-
TPUYKHU IIPOCTOPU. MeljyTuM, II03SUTUBHO JeUHUTAH CKaJlapHU IIPOM3BOJ, Ha TaHTEeHT-
HOM IIpOCTOpYy PUMaHOBE MHOTOCTPYKOCTH JOHOCH KOHIIENT AyKUHe TaHTeHTHUX BeK-
Topa. OfaTiie IIPUPOAHO AOSHjaMO MOTYhHOCT /1la MEPUMO Ay KHUHY KPUBe, IIITO HAM OMO-
ryhasa fja repuHUIIIEMO pacTojare H3Meljy Tauaka Ha [10Be3aH0j PUMaHOB0j MHOTOCTPY-
KOCTH KOja I10CTaje MeTPUYKHU IIPOCTOP.

Heka je M ri1aTka MHOTOCTPYKOCT. Kpuea (Mu iaaiuika napameiiiapcka Kpuea) Ha
M je raTko mpeciaukaBame y: I — M, rie je I C R HeKH 0TBOpeH UHTepBas. Kako je I
OTBOpeHa IIO{MHOTOCTPYKOCT peasiHe mpase R, To Ma HIeHTHUYKY KapTy Koja ce cacToju
0]l jelHe KoopAauHaTHe QyHKIMje u = 1;. Bp3uHna Kpuse y: [ — M pneduHUCcaHa je Kao
rypame KOOPJAHUHATHOT BEKTOPCKOT 110ba, ' = Ty o (d/du): I — TM. Ilperiu3Huje, KpUBa
y cBaKoM t € I jozesbyje eexiop dp3une y'(t) € T, M nedpuHmcaH ca

v =aw (g) = (@)

rae je (d/du); € T:] KaHOHCKHU 6a3HU BEKTOP Y ¢ KOjU IIpeciuKana f € §(I) y ctapu 1odpu
u3Bof f(t) y CMHUCITy aHaIHU3e.
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4.7. Ay>XVHa 1 pactojare

Kaxkemo [1a je KpuBa y pelyaapHa axo y'(t) # 0 Baku 3a cBe t € I, I11TO II0BJIaYH Jja je
y uMeps3uja. KOHIeNT peryJiapHuX KpUBUX MOJKe ce IIPOAYKUTH Ha 3aTBOPeHe OrpaHu-
yeHe UHTepBaJe [a,b] C R. [IpeciukaBame y: [a,b] — M je pelyaapHu ceimeHill Kpuee
aKo ce IIpofy’kaBa Ha peryJjapHy KpHUBY Koja je gebHHMCaHAa HAa HEKOM OTBOPEHOM HH-
TepBaJly KOjU Cafip>KH [a, b]. OmIITHje, HeIIpeKUIHO IIpecIvKaBamwe y: [a,b] — M je goity-
witeHa Kpuea (WIHU geo 1o geo pelyaapHu ceimeHil Kpuee) us y(a) y Y(b) YKOIUKO
IIOCTOjU KOHAaUaH HU3 a = ty < t; < --- < t = b dpojeBa t; € R, KOjU 30BeMO pasdujarse
Of [a, b], Tako /ia je PeCTPHUKIHja ) [, , . PETYIIAPHH CETMEHT KPHUBe 3a CBaKo 1 < i < k.

YobnyuajeH! KOHIIENT U3 aHaJIK3e 0 AY>KUHU KPpUBe Y eYKJIHUCKOM IIPOCTOPY IIPUPOJ-
HO Ce YOIIIIITaBa 3a IICeyA0-PUMaHOBY MHOTOCTPYKOCT (M, g). IlocTojarbe MeTpHUKe g OMO-
ryhaBa HaM JjJa MepHUMO BeJIMUYNHY BeKTopa 6p3uHe. Bp3uHa Kpuse y € §(I) y HeKOj TaUKHU
t € I je MarHUTYyZ,a lbeHOT BeKTOpa dp3uHe y t,

DAGIES \/!gy(t)(V’(t),V’(t))\-

Kaxko je pacTojame Koje 06jeKat Iipelje jeqHaKo HHTerpasly Sp3rHe HaJl BpeMeHCKUM UH-
TepBaJIoM, feQUHUIIIEMO gyIHCUHY AYKa TOIyIITeHe KpuBe y: [a,b] — M ca

b
=wam

dyHKIIMja 6p3UHE je oTpaHUYeHa U HelIpeKH/IHa CByZa Ha [a,b] ocuM eBeHTyasIHO y KO-
HayHO MHOTO TayakKa y KOjuMa y HHje IVIaTKa, Te je UHTerpaduiHa y PUMaHOBOM (W1
JleSeroBom®) cmucity, Tako fa je L(y) 4oSpo JedHrHHCaH KOHAYaH HeHeraTHBaH Spoj.

Pentapameiupusauuja xpuse y: I — M je KpuBa odimuka y = yo @: I' — M, t7e je
I' C R Heku uHTepBaJ, a ¢: I' — I pudeomopdusamMm. Kako cy HHTepBaIu II0Be3aHU, ¢
MOpa SUTH CTPOro MOHOTOHA (Wit pactyha wau omazajyha) Ha I'. Kaxkemo 71a je y iapa-
Melpusauuja yHatipeg axo je ¢ pactyha (¢’ > 0), 0K je iapameiupusauuja yHasag
ako je onajgajyha (¢’ < 0).

Onuryje, peunapameiupusayuja JOIyIITeHe Kpuse y: [a, b] — M je gomylreHa Kpu-
Ba OG8JIMKA y = Y o @, T1e je @: [c,d] — [a, b] xomeoMopdu3aM 3a KOjU IIOCTOjH pa3dHjame
C=1ty <ty < - <tx=dopc,d] TaKBO ia je peCTPUKIHja @[, .1 AueoMopPHu3aM Ha
HeTOBY CJIUKY 3a cBako 1 < i < k. AKO U3BOJI ¢’ He MeH-a 3HaK Ka>KeMo Jia je oaroBapajyha
perapaMeTpH3aliyija MOHOILOHA.

Ba’KHO je IpUMETHUTH Jia je Ty KHUHa JIyKa JOIyIITeHe KpUBe HHBAapHUjaHTHA Y OJTHOCY
Ha MOHOTOHe pellapaMeTpu3aliyje, rjae 3a ¢’ > 0 uMaMo

yogp)= Z/ owrm—Z/“w DIl d(@(t) = L(y).

Haxko ce [y>KyHa JIyKa Ha PUMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH ITOHAIIla CJIMYHO Kao Ha ey-
KJIUJICKOM IIPOCTOPY, ¥ CIy4ajy HefleMHUTHe MeTPHKe M3pas Ay>KHHA MO>Ke HaC HaBe-
CTH Ha CTpaHNOyTHUIly. Ha mpruMep, N30TpOIIHa KpUBa UMa Ay KUHY HyJIa. [la SucMo nsde-
IJIM IOTeHIIVjaIHe IIpodJieMe Iie HeHyJla U30TPOIIHO )’ (t) ©Ma Sp3uHy HyJia, pOKyCcHpa-
hemo ce Ha PUMaHOBY reoMeTpHjy.

Heka je (M, g) PumaHOBa MHOTOCTPYKOCT. Tazia momyliTeHa Kpusa y: [a,b] — M uma
II03UTUBHY Sp3uHY ||)/(f)|| > 0 3a cBako ¢t 0CHMM TadyaKa U3 ofroBapajyher pasdujama of,

8Henri Lebesgue (1875-1941), paHI[yCKH MaTeMaTH4ap
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lnasa 4. lNceyao-PnmaHoBa meTpuika

[a, b]. TocMaTpajMo QYHKIIHU]Y S: [a,b] — R Kojy HasUBaMo fyHKUUja gyHcuHe AyKa Of,
Y, a febuHUIIIEMO Cca

t
S(t) = L(Yliaz) = / 1Y (W] du,

IIITO je CBy/ia HEIIPeKUHO, a II0 OCHOBHOj TEOpPeMHU U3 aHaJIM3e je IJIaTKO I7erof, je TO Y,
ca u3BozoM s'(t) = ||y'(t)||. Kako s'(t) > 0 Ba>ku 3a CBe IIaTKe Tauke t € [a, b], pyHKIIM]ja S
je ctporo pacryha Ha [a, b). Taga meH uHBep3 ¢ = s~ 1: [0,L(y)] — [a, b] ompehyje pemapa-
MeTpPH3aITHjy YHAIIPE Y =y o ¢ Of J, TIe

1t

t

V'@ = 1y s~y - (7' (0l = (

y'(s~(1) H _ H ACE)) H _q

s'(s71(1)) Iy (s=H(0)]

Ba)KH TZIETOJ je Y I1aTKo. TakBa perrapaMeTpHU3aIiyja y UMa jeguHU4Hy SP3UuHy, TOK He-
Ha QyHKIIMja Ay>KHHe JIyKa UMa jeJHOCTaBaH 08JIUK S(t) = t. 3a JONyIITeHy KPUBY jeiU-
HUYHE SP3UHE UMjU je HHTepBaJl llapaMeTapa odJirka [0, b] 3a Heko b > 0 Ka)keMo [1a je

uapameiipu3zogaHa gyHcuHoOM AYKda.

Jema 4.17. Cgaka gouywiieHa Kpuga Ha Pumaroeoj mHolociupykociiu Modxce ce petiapa-
Melupu308aitiu gyHCUHOM JYKA jegUHCTL8EHOM pellapametupusayujom yHatpeq.

YBevIMO KOHIIEIIT pacTojarba u3Mel)y Tayaka Ha I10Be3aHO] PUMaHOBOj MHOTOCTPY-
KocTH (M, g). 3a CBaKH Iap Tadaka p,q € M mocTaB/baMoO UyiliHU Upociiop Q, , CBUX
IDOIIYIIITeHUX KPUBHUX U3 p ¥ ¢. OBaj IIpOCTOP HHUje IIpasaH, IIITO BUAUMO y HapeaHOj Je-
MH.

Jlema 4.18. Csake gee tiauke fioge3aHe MHOIOCIUPYKOCTUU MOTy Ce 1108e3atliu gouyuilieHOM
KpUBOM.

Jokas. IloBe3aHa MHOTOCTPYKOCT M je IIyTHO II0Be3aHa, Te Ce CBaKe JBe TaukKe p,q € M
MOTY II0Be3aTU HeIlIpeKUJHUM IIyTeM V: [a,b] — M. 113 KOMIIaKTHOCTH, II0CTOjU pa3duja-
mea=ty<---<ty=D>opla b] TakBO #a je Y[y, , r CAAPKAHO Y KOOPAMHATHO] OKOJIMHHU

Koja je nrdeoMopPHa eyKINACKO] KYIIH, 3a cBako 1 < i < k. Tazia, CBaKo [y, ) MOXKEMO
3aMeHUTHU IPaBOJIMHU)CKUM IIyTeM y KOOpJUHATaMa, IITO JOHOCH JOIYIITEHY KPUBY U3
pPyq O

[IpeTxomHa jileMa HaM [[03BOJbaBa [ja odpo febuHUIIeMO PumaHoeo paciiojarse
d(p,q) nsmehy Tayaka p,q € M ca

d(p,q) = inf{L(y) : y € Qpgq}-

IIpumep 4.23. UHOUMYM Ay>KUHe KpUBe y TeUHUIIMjU 3a d(p, q) He Mopa [ia Ce peau-
3yje. [locmaTpajMo usdyireHy paBat R?\ {(0,0)} kao PUMaHOBY IIOMHOTOCTPYKOCT 07 R?.
Pacrojame usmelhy rauaka p(—1,0) 1 q(1,0) je d(p, q) = 2, a;1v 0BO pacTojame ce He peaju-
3yje HHjeJHOM JOITyIIITeHOM KPHMBOM, jep CBaKH TakKaB IIyT y R? mposiasu kpos (0,0). A

OCHOBHU pes3yJITar je TeopeMa Kojy lajeM 6e3 joKasa (JjoKa3s HUje HU JlaraH HU KpaTak,
a KO >KeJI MOJKe J1a Ta Hay4du U3 Kmure).

Teopema 4.20. IIoge3aHa PumaHo8a MHOIOCIUPYKOCI ca PUMaHO8UM paciliojareem je me-
Wpu4KU UpoCiiop Huja je mettipu4ka twotooluja uciia Kao twouo10tuja MHOIoCUpyKoCctuu.
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4.8. 3agaum

4.8 3amamu

3azarak 4.1. Heka cy V ¥ )V IIPOCTOPHU Ca YHYTPAIIIEBLUM IIPOU3BOLOM HCTe KOHAYHE /TU-
MeH3Hje. AKO je f: V — VW IIpec/iMKaBawe KOje 4uyBa KOOPAMHATHU II04YeTaK U pacTojama
(f10) = 0u ||fix) — f)l = |Ix —yl|]), oHza je fIMHeapHa U30MeTpHja.

3amarak 4.2. Heka je f: R? — R3 mato ca flx,y) = (/1 + 2x2 + 2y2 x+y, x—y). U3pauyHaTu
f*g 3a MeTpUKY MUHKOBCKOT g = —dx%+dx5+dx5 € T(R3), Te Hoka3aTH Aa je To PUMaHOBa
MeTpHKa y R2.
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