Randomizovani algoritmi

Algoritmi koje smo do sada razmatrali bili su deterministicki — svaki naredni
korak bio je unapred odreden. Kad se deterministicki algoritam izvrsava dva
puta sa istim ulazom, nacin izvrsavanja je oba puta isti, kao i dobijeni izlazi. Za
razliku od njih randomizovani algoritmi (eng. randomized algorithms) sadrze
korake koji zavise ne samo od ulaza, nego i od nekih slucajnih dogadaja. Naime,
randomizovani algoritam koristi slucajne brojeve koji uticu na izbore koji se
prave tokom njegovog izvrsavanja. Stoga njegovo ponasanje, koje se uobic¢ajeno
meri kroz njegovo vreme izvrsavanja ili kvalitet izlaza, za fiksiranu vrednost
ulaza varira od jednog do drugog izvrSavanja.

Koreni randomizovanih algoritama leze u Monte Karlo metodi' koja se koristi u
numerickoj analizi. Danas randomizovani algoritmi nalaze sve veéi broj primena
u raznim oblastima. Naime, randomizacija u mnogim slucajevima omogucava
konstrukciju jednostavnijih algoritama, kao i algoritama koji su efikasniji od
najboljih poznatih deterministickih algoritama.

Postoji veliki broj varijacija randomizovanih algoritama. Mi ¢emo u ovom
materijalu razmotriti dve vrste njih:

o Las Vegas algoritme koji uvek daju tacan rezultat, ali im vreme izvrsavanja
nije garantovano i

e Monte Karlo algoritme koji mogu dati netacan rezultat sa odredenom
(tipi¢no jako malom) verovatnoéom, ali se uvek zaustavljaju u konaénom
vremenu i vreme izvrsavanja im je bolje nego za najbolji poznati determin-
isticki algoritam.

Primetimo da se algoritmi tipa Las Vegas mogu izvrSavati brzo, ali se mogu
izvrsavati i proizvoljno dugo. Oni su korisni samo ako im je ocekivano vreme
izvrsavanja malo.

Randomizovani algoritmi su posebno korisni u situacijama kada se “suoc¢avamo”
sa protivnikom koji pokusava da prosledi lo$ ulaz u algoritam, kao Sto je recimo
slucaj sa primenama u kriptografiji. To je jedan od razloga $to je slucajnost
sveprisutna u oblasti kriptografije. Na primer, pseudosluc¢ajni brojevi nisu
pozeljni u primenama u kriptografiji jer ih napada¢ moze predvideti, veé se
koriste kriptografski sigurni pseudosluc¢ajni brojevi.

IMonte Karlo metode predstavljaju klasu rac¢unarskih algoritama koje koriste slu¢ajno
uzorkovanje za aproksimaciju resenja matematickih i statistickih problema. One ukljucuju
visestruko generisanje nasumic¢nih ulaznih podataka, simulaciju sistema i analizu prikupljenih
podataka kako bi se procenila verovatnoca, ocekivanje ili neka druga statisticka mera.



Odredivanje elementa binarnog niza sa vrednoséu 1

Razmotrimo jedan jednostavan problem. Dat je neureden niz a od n > 2
celobrojnih vrednosti u kome polovina elemenata ima vrednost 0, a polovina
elemenata vrednost 1. Potrebno je pronaéi element niza koji ima vrednost 0.
Deterministicki algoritam za resavanje ovog problema bi prosao redom kroz
elemente niza i nakon najvise n/2 + 1 koraka nasao element niza ¢ija je vrednost
jednaka 0. Dakle, njegova vremenska sloZenost bila bi u najgorem sluc¢aju O(n).

Razmotrimo kako bi izgledao randomizovani algoritam za resavanje ovog prob-
lema. Algoritam tipa Las Vegas bi na slucajan nacin birao proizvoljni element
niza a i proveravao da li je njegova vrednost jednaka 0 i ove korake ponavljao sve
dok ne izaberemo element sa vredno$éu 0. Razmotrimo kakve su performanse
ovog algoritma. On sa verovatno¢om 1 vraca ispravan rezultat, ali broj iteracija
algoritma varira i moze biti proizvoljno veliki.

Analizirajmo koliko je oc¢ekivano vreme izvrsavanja algoritma. Svaki nasumicno
odabrani element sa verovatnoéom 1/2 ima vrednost 0, a sa verovatnoéom 1/2
vrednost 1. Verovatnoca da je u i-toj iteraciji po prvi put pronaden element sa
vrednoséu 0 je (1/2)%. Stoga je ocekivani broj iteracija algoritma jednak:
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odakle sledi da je S = 2. Dakle, ocekivani broj iteracija u kojem bi bio pronaden
element sa vrednoséu 0 je 2. Stoga je ocekivana vremenska slozenost ovog Las
Vegas algoritma O(1), dok nemamo nikakvih garancija za vremensku slozenost
algoritma u najgorem slucaju.



Razmotrimo kako bi izgledao Monte Karlo algoritam za resavanje ovog problema.
On bi na slucajan nacin birao element niza a i proveravao da li je vrednost ele-
menta 0. Ukoliko to nije sluc¢aj iznova bi ponavljao ovaj postupak, ali maksimalno
m puta. Primetimo da u ovom sluc¢aju ne postoji garancija da ¢e algoritam vratiti
korektan rezultat. Naime, moze se desiti da se u svih m pokusaja izabere element
sa vrednoséu 1. Primetimo i da je verovatnoca da se nakon k iteracija pronade
trazeni element jednaka 1 — (%)k , Sto je vrednost bliska 1 za dovoljno veliko
k. Vremenska slozenost ovog algoritma je ograni¢ena maksimalnim dopustenim
brojem iteracija m, te iznosi O(1) u najgorem slucaju, ali uspesnost algoritma
nije garantovana.

Primetimo da se Las Vegas algoritam ¢esto jednostavno moze pretvoriti u Monte
Karlo algoritam tako Sto ¢emo ga pustiti da radi neko fiksirano vreme i vratiti
proizvoljni odgovor ako se za to vreme ne zaustavi.

Ako je raspoloziv deterministicki algoritam kojim se moze ispitati korektnost
izlaza koji je randomizovani algoritam vratio, onda je moguce transformisati
Monte Karlo algoritam u Las Vegas algoritam. Naime, pozvac¢emo odgovarajuéi
Monte Karlo algoritam i nakon toga proveriti da li je vrednost koju je algoritam
vratio ispravna i ukoliko nije, ponovo pozvati Monte Karlo algoritam, sve dok ne
vrati ispravno reSenje. Ako je vreme izvrsavanja Monte Karlo algoritma T'(n) za
ulaz veli¢ine n i ako vraca ispravan rezultat sa verovatnoéom p, a vreme potrebno
za proveru da li je algoritam vratio korektan izlaz ¢(n), onda je o¢ekivano vreme
izvr8avanja odgovarajudeg Las Vegas algoritma (T'(n) 4+ t(n))/p.

Odredivanje broja iz gornje polovine

Pretpostavimo da je dat skup od n ne nuzno razli¢itih brojeva zg,1,...,Tn_1
i da medu njima treba izabrati neki broj iz gornje polovine, odnosno broj koji
je vedi ili jednak od bar n/2 ostalih. Na primer, potrebno je izabrati dobrog
studenta, pri ¢emu je kriterijum prosecna ocena.

Razmotrimo kako bi izgledao deterministicki algoritam za resavanje ovog prob-
lema. Jedna moguénost je uzeti najveéi broj (koji je uvek u gornjoj polovini).
Vec¢ smo videli da je za odredivanje maksimuma potrebno n — 1 uporedivanja.
Druga moguénost je zapoceti sa izvrsavanjem algoritma za nalazenje maksimuma,
i zaustaviti se kad se prode polovina brojeva. Broj koji je vedi ili jednak od
jedne polovine brojeva je sigurno u gornjoj polovini. Algoritam zahteva oko n /2
uporedivanja. Moze li se ovaj posao obaviti efikasnije? Nije tesko pokazati da je
nemoguce garantovati da broj pripada gornjoj polovini ako je izvrseno manje od
n/2 uporedivanja. Prema tome, opisani algoritam je optimalan.

Ovaj algoritam je, medutim, optimalan samo ako insistiramo na garanciji da
¢emo sigurno vratiti tacan rezultat. U mnogo slucajeva garancija nije neophodna,
veé je dovoljna pristojna verovatnoca da je resenje ta¢no. Na primer, kod hes
tabela nije moguce garantovati da do kolizija nec¢e dodi, ali je verovatnoéa da do
nji dode razumno mala i postoji nacin za reSavanje problema izazvanih pojavom
kolizija (operacije sa hes tabelama se takode mogu smatrati randomizovanim



algoritmima). Ako odustanemo od garancije, onda postoji bolji algoritam za
nalazenje elementa iz gornje polovine.

Izaberimo na slucajan nacin dva broja z; i x; iz skupa, tako da je i # j.
Pretpostavimo da je x; > x;. Verovatnoca da slucajno izabrani broj iz skupa
pripada gornjoj polovini je bar 1/2 (ona ¢e biti veéa od 1/2 ako je viSe brojeva
jednako medijani). Verovatnoda da ni jedan od brojeva z;, x; ne pripada gornjoj
polovini je najvise 1/4. Zbog z; > x; ova verovatnoca jednaka je verovatnoéi
da z; kao vedi od ova dva broja ne pripada gornjoj polovini. Prema tome,
verovatnoca da x; pripada gornjoj polovini je bar 3/4.

Verovatnoéa 3/4 da je dobijeni rezultat tac¢an obi¢no nije dovoljna. Medutim,
opisani pristup moze se uopstiti. Na slucajan nacin biramo k brojeva iz skupa i
odredujemo najveéi od njih. Na isti nacin kao u specijalnom slucaju, zakljucujemo
da najvedi od k elemenata pripada gornjoj polovini sa verovatno¢om najmanje
1- (%)k (on ne pripada gornjoj polovini akko gornjoj polovini ne pripada ni
jedan od izabranih brojeva, $to je dogadaj sa verovatnoéom najvise (%)k) Na
primer, ako je k = 10, verovatnocéa uspeha je priblizno 0.999, a za k = 20 ta
verovatnoca je oko 0.999999. Ako je pak k = 100, onda je verovatnoca greske
za sve prakticne svrhe zanemarljiva. Imamo dakle algoritam koji bira broj iz
gornje polovine sa proizvoljno velikom verovatnocom, a koji izvrsava mali broj

uporedivanja nezavisno od veli¢ine ulaza. Ovo je primer Monte Karlo algoritma.

Slucajni brojevi

Bitan element randomizovanih algoritama je generisanje sluc¢ajnih brojeva. Tradi-
cionalni nacin za generisanje slucajnih brojeva se ¢esto realizuje bacanjem novcica
ili kockice. Medutim, potrebno je imati efikasne racunarske metode za resavanje
ovog problema.

Deterministicka procedura generise brojeve na fiksirani nac¢in, pa tako dobijeni
brojevi ne mogu biti slu¢ajni u pravom smislu te reci. Ti brojevi su medusobno
povezani na sasvim odredeni nacin. Na sre¢u, to u praksi nije veliki problem:
dovoljno je koristiti tzv. pseudoslucajne brojeve. Ti brojevi generisu se deter-
ministickom procedurom (pa dakle nisu pravi slucajni brojevi), ali procedura
generisanja je dovoljno slozena, da je tesko uociti meduzavisnosti izmedu tih
brojeva.

Jedan od nacina za dobijanje pseudoslucajnih brojeva je linearni kongruentni
metod. Prvi korak je izbor slucajnog celog broja X kao prvog ¢lana niza na neki
nezavisan nacin (na primer, tekuée vreme u mikrosekundama). Ostali brojevi
izracunavaju se na osnovu diferencne jednacine

X, = (aX,—1+b) modm,
gde su a, b i m konstante, koje je potrebno pazljivo izabrati. I pored pazljivog

izbora, ovakvi nizovi ¢esto nisu dovoljno ,slucajni“. Alternativa je koris¢enje difer-
encnih jednacina viSeg reda (sa zavisno$¢u od veceg broja prethodnih ¢lanova).



Na prethodno opisani na¢in dobija se niz brojeva iz opsega od 0 do m — 1. Ako
su potrebni slucajni brojevi iz opsega od 0 do 1, onda se ¢lanovi ovog niza mogu
podeliti sa m.

Provera matricnog mnozZenja

Pretpostavimo da nam je na raspolaganju modul za mnozenje matrica i da zelimo
da proverimo da li on radi korektno za neki konkretan ulaz, tj. da za matrice
A, B i C dimenzije n x n proverimo da li vazi AB = C.

Deterministicki algoritam bi nad matricama A i B pokrenuo neki od standardnih
algoritama za mnoZenje matrica i nakon toga poredio svaki element matrice AB
sa odgovaraju¢im elementom matrice C. Podsetimo se da je direktni algoritam
za mnoZzenje matrica slozenosti O(n?), dok je Strasenov algoritam nesto bolje
slozenosti O(n'°%27). Pokazuje se da je koriséenjem tehnike randomizacije moguée
doéi do odgovora u vremenskoj slozenosti O(n?) sa jako malom verovatnoé¢om
pogresnog odgovora.

Ideja na kojoj se zasniva randomizovani algoritam je da se na slucajan nacin
izabere n-dimenzioni vektor, pomnoze njime obe strane ove matri¢ne jednacine
i izvrsi provera da li je dobijeni rezultat isti. Najjednostavnije je za vektor r
izabrati binarni vektor r = (rg,r1,...,7—1) € {0,1}" na slucajan nac¢in. Ukoliko
je (AB)r # Cr, onda kao odgovor vra¢amo da su matrice AB i C razlicite, a
inace vra¢amo da su jednake.

Ovaj algoritam je vremenske slozenosti O(n?), jer je mnoZenje matrica aso-
cijativno, pa se ra¢unanje (AB)r moze izraziti kao A(Br) ¢ime se algoritam
svodi na samo tri mnozenja matrice vektorom (Br, A(Br) i Cr), $to je ukupne
vremenske slozenosti O(n?). Jasno je da ako se dobije da vazi (AB)r # Cr, onda
sa sigurnoséu zakljucujemo da je AB # C. Medutim, ako su dobijeni vektori
jednaki, postoji verovatnoéa da su odgovarajuée matrice razlicite?. Ipak, ova
verovatnoca nije velika. U nastavku é¢emo pokazati da je za AB # C verovatnoca
da se za sluc¢ajno odabran vektor r dobije da je (AB)r = Cr odozgo ogranicena
sa 1/2:

P[A-B-r=C-r] <

N =

Neka je D = C' — AB # 0. Dokazimo da za slucajno odabrani vektor r vazi
P[Dr #0] > 3.

S obzirom na to da je D # 0, postoji 0 < j < n tako da je j-ta kolona matrice
D razlic¢ita od nula kolone. Fiksirajmo tu vrednost j. Za proizvoljni vektor r,
definiSemo vektor 1’ kao vektor dobijen od r izmenom njegovog j-tog elementa:
ako je on bio 0 postavljamo ga na 1, a ako je bio 1 na 0. Dakle vazi ' =+ ¢;

2Na primer, ako izaberemo vektor r = (0,0,...,0), proizvod proizvoljne matrice ovim
vektorom dace isti rezultat.



ili " =r —e;, gde je e; j-ti vektor standardne baze koji ima jedinicu na mestu
Jj-te koordinate, a sve ostale nule. Primetimo da vazi (r')’ =r.

postoje izmedu ¢vorova r i r’ za svako r. Primetimo da je stepen svakog ¢vora u
grafu G jednak 1 i da skup grana grafa predstavlja savrSeno uparivanje u grafu.
Tvrdimo da ako su r i 7’ upareni u G, onda ne moZe istovremeno da vazi Dr = 0
i Dr' = 0, tj. mora da vazi bar jedno od Dr # 0 i Dr’ # 0. Naime, ako je
Dr =0, onda je Dr' = D(r £ e;) = Dr &+ De; = £De;. Medutim, vektor De;
je bas j-ta kolona matrice D koja je po pretpostavci razli¢ita od 0. Dakle, za
proizvoljni vektor r vazi bar jedno od Dr # 0 i Dr’ # 0, te za bar polovinu
vektora r vazi Dz # 0 i odavde sledi prethodno tvrdenje.

Da bi se smanjila verovatnoé¢a da dode do greske, opisani postupak moguce je
ponoviti k puta za k slucajno izabranih vektora r. Na taj nacin se verovatnoca
1

da dode do greske smanjuje na ().

Metod verovatnodée

Ideja randomizovanih algoritama tesno je povezana sa izvodenjem dokaza. Ko-
riséenje verovatnodée za dokazivanje kombinatornih tvrdenja je mocéna tehnika.
U osnovi, potrebno je dokazati postojanje kombinatornog objekta sa zadatim
svojstvima. Nazalost, nekada ne deluje izvodljivo eksplicitno konstruisati takav
objekat, a mozda nam konkretan primer ni ne treba. Tada mozemo razmotriti
slucajno generisani objekat iz odgovarajuéeg prostora i izracunati verovatnoéu
da on zadovoljava date uslove. Ako je ova verovatnocéa strogo pozitivna, zakljucu-
jemo da takav objekat mora postojati (ukoliko nijedan takav objekat ne bi imao
data svojstva, verovatnoca bi bila jednaka nuli). Ova ideja moZe se iskoristiti za
konstrukciju randomizovanog algoritma.

Pretpostavimo da je zadatak konstruisati objekat sa nekim osobinama. Pritom
znamo da ako generiSemo slucajni objekat, on ¢e zadovoljavati zZeljeni uslov sa
verovatnotom veéom od nule (Sto je probabilisticki dokaz da trazeni objekat
postoji). Mi zatim pratimo probabilisticki dokaz, generisuéi slucajne dogadaje
kad je potrebno, i na kraju nalazimo zZeljeni objekat se nekom pozitivhom
verovatno¢om. Ovaj postupak moze se ponavljati vise puta, sve do uspesnog
pronalazenja zeljenog objekta.

Razmotrimo jedan ovakav problem.

Bojenje elemenata skupa

Neka je S skup od n elemenata, i neka je Si1,S5,...,S; kolekcija njegovih
razlic¢itih podskupova, od kojih svaki sadrzi tacno r elemenata, r > 2, pri ¢emu
je broj podskupova k < 2"~2. Potrebno je obojiti svaki element skupa S jednom
od dve boje, crvenom ili plavom, tako da svaki podskup S; sadrzi bar jedan plavi
i bar jedan crveni element.



Primer ulaza za ovaj problem prikazan je u narednoj tabeli: skup S sadrzi n = 8
elemenata, razmatramo njegovih k£ = 3 podskupa, a svaki od tih podskupova

sadrzi po r = 4 elementa. Primetimo da vazi uslov zadatka jer je k = 3 < 22 =
2472 — 27"72'

podskup/element | 1 |2 3|4 |5|6 | 7|8
1 X | X X
2 X | X X | X
3 X X X | x

Bojenje koje zadovoljava zadati uslov zva¢emo ispravnim bojenjem. Ispostavlja
se da pod navedenim uslovima ispravno bojenje uvek postoji. U prethodnom
primeru bilo bi dovoljno obojiti element 6 u plavo, elemente 5 i 7 u crveno, a
ostale elemente kako god zelimo.

Deterministicki algoritam bi u najgorem slucaju morao da razmotri sva moguca
bojenja datog skupa, kojih ima 2". Za svako od njih bilo bi potrebno izvrsiti
proveru da li je ispravno, Sto bi zahtevalo prolazak kroz sve elemente svih
podskupova.

Jednostavan randomizovani algoritam dobija se prepravkom probabilistickog
dokaza postojanja takvog bojenja:
Obojiti svaki element skupa S slucajno izabranom bojom, plavom ili
crvenom, nezavisno od bojenja ostalih elemenata.

Jasno je da ovaj algoritam ne daje uvek ispravno bojenje.

Izracunajmo verovatnoéu neuspeha. Verovatnoca da su svi elementi skupa .5;
obojeni crveno je 27", a verovatnoca da su svi obojeni istom bojom (crvenom
ili plavom) je 2-27" = 2=, Ozna¢imo sa A slucajni dogadaj da je neki od
skupova .S; neispravno obojen: on je unija svih slucajnih dogadaja A; da je skup

S; neispravno obojen, za i = 1,2,..., k. Vazi nejednakost:
k k
PA) <) P(A) =) 2" =k2! <2l = o
i=1 i=1

S obzirom na to da je verovatnoca da je bojenje elemenata bilo uspesno jednaka
p=1—P(A) > %, odavde sledi da ispravno bojenje postoji (u protivnom bi
verovatnoda neispravnog bojenja bila tac¢no 1). Pored toga, vidi se da je ovaj
randomizovani algoritam dobar. Ispravnost zadatog bojenja lako se proverava:
proveravaju se elementi svakog podskupa dok se ne pronadu dva razli¢ito obojena
elementa. Ako se u nekom pokusaju dobije neispravno bojenje, postupak bojenja
se ponavlja. Ocekivani broj pokusaja bojenja je manji ili jednak od dva. Zaista,
verovatnoéa da se ispravno bojenje pronade u j-tom pokusaju je (1 — p)~1p, pa
je matematicko ocekivanje broja pokusaja jednako:



U ovom nizu jednakosti i nejednakosti koristimo ¢injenicu da je 1 —p < 1, kao i
da je p > %

Opisani algoritam bojenja je oc¢igledno Las Vegas algoritam, jer se bojenja
proveravaju jedno za drugim, a sa trazenjem se zavrsava kad se naide na ispravno
bojenje. Ne postoji garancija uspesnog bojenja u bilo kom fiksiranom broju
pokusaja, ali je ovaj algoritam u praksi ipak vrlo efikasan.
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