Paralelni algoritmi

Paralelno izracunavanje vise nije egzoti¢na oblast, i ve¢ duze vreme je na glavnom
pravcu razvoja racunarstva. Razvija se vrlo brzo, ¢ak i u odnosu na druge
racunarske oblasti. U upotrebi je viSe tipova paralelnih ra¢unara, sa brojem
procesora u opsegu od 2 do 65536, i ve¢im. Razlike izmedu razli¢itih postojeéih
racunara vrlo su velike. Nemoguée je usvojiti jedan opsti model izracunavanja
koji bi obuhvatao sve paralelne racunare.

U ovom poglavlju nisu pokrivene sve (pa ¢ak ni veéina) oblasti povezanih sa
paralelnim izracunavanjem. Prikazani su primeri koriSéenja pojedinih modela
izracunavanja i razlicite tehnike. Cilj je sticanje osnovnih znanja o paralelnim
algoritmima i upoznavanje sa potesko¢ama vezanim za njihovu konstrukciju. Na
pocetku ¢emo razmotriti zajednicke karakteristike paralelnih algoritama, zatim
ukratko opisati neke osnovne modele paralelnog izracunavanja, a nakon toga
vide¢emo primere paralelnih algoritama i nekih opstih tehnika.

Kada su u pitanju sekvencijalni algoritmi, osnovne mere slozenosti su vreme
izvrsavanja i veli¢ina koriS¢ene memorije. Ove mere su vazne i kod paralelnih
algoritama, ali se mora voditi racuna i o drugim resursima, posebno o broju
procesora. Postoje problemi koji su sustinski sekvencijalni i koji se ne mogu
“paralelizovati” ¢ak ni ako je na raspolaganju neogranicen broj procesora. Ipak,
veéina ostalih problema moze se do nekog stepena paralelizovati. Sto vise proce-
sora se koristi — do neke granice — algoritam se brze izvrsava. Vazno je proucavati
ogranicenja paralelnih algoritama, i biti u stanju okarakterisati probleme za koje
postoje vrlo brza paralelna resenja. Posto je broj procesora ogranicen, isto tako
je vazno da se procesori efikasno koriste. Sledeéi vazan element je komunikacija
izmedu procesora. Cesto je vise vremena potrebno da dva procesora razmene
podatke, nego da se izvrse jednostavne operacije sa podacima. Pored toga,
trajanje razmene podataka moze da zavisi od “udaljenosti” dva procesora u
ra¢unaru. Prema tome, vazno je minimizirati komunikaciju i organizovati je na
efikasni nacin. Slede¢e vazno pitanje je sinhronizacija, koja je veliki problem
kod paralelnih algoritama ¢iji se pojedinacni delovi izvrsavaju na nezavisnim
masinama, povezanim nekom mrezom za komunikaciju, sa ograni¢enom informa-
cijom o tome sta rade drugi delovi algoritma. Takvi algoritmi se obi¢no zovu
distribuirani algoritmi. Njih ovde ne¢emo razmatrati; ograni¢i¢emo se na modele
sa potpunom sinhronizacijom.

Neki modeli paralelnog izracunavanja sadrze ogranicenje da svi procesori u
jednom koraku izvrSavaju jednu istu instrukciju (nad eventualno razlic¢itim
podacima). Paralelni racunari sa ovakvim ogranicenjem zovu se SIMD (skracéenica
od Single-Instruction Multiple-Data) rac¢unari. Paralelni racunari kod kojih
svaki procesor moze da izvrsava razli¢it program zovu se MIMD (skracenica od
Multiple-Instruction Multiple-Data) rac¢unari. Ukoliko se ne naglasi drugadije,



pretpostavlja se da su racunari o kojima je re¢ MIMD racunari.

Osnovni pojmovi

Postoji veliki broj razli¢itih modela paralelnih racunara i mi ¢emo se u ovom
materijalu ograniciti na osnovne modele. U ovom odeljku izlozi¢emo neka opsta
razmatranja i definicije koji se odnose na mnoge modele. Svaki od sledeé¢ih
odeljaka pokriva jedan od tipova modela, sadrzi njegov detaljniji opis i primere
algoritama.

Performanse paralelnih algoritama

Vreme izvrsavanja paralelnog algoritma oznacavacemo sa T'(n, p), gde je n veli¢ina
ulaza, a p broj procesora. Odnos

T(n,1)
T'(n,p)

zove se ubrzanje (eng. speedup) algoritma. Pritom za vrednost T'(n,1) treba
uzeti najbolji poznati sekvencijalni algoritam. Paralelni algoritam je najefikasniji
kad je S(p) = p, tj. kad algoritam dostize savr§eno ubrzanje. VaZna mera
iskoriS¢enosti procesora je efikasnost (eng. efficiency) paralelnog algoritma, koja
se definise izrazom

S(p) =

B(n.p) = 22 = TR 1
’ p T(n,p)

Efikasnost paralelnog algoritma moze se videti kao ubrzanje po procesoru. Ona
se racuna kao odnos vremena izvrSavanja najboljeg sekvencijalnog algoritma
(koji se izvrSava na jednom procesoru) i ukupnog vremena izvrSavanja paralelnog
algoritma na p procesora (ukupno vreme je stvarno proteklo vreme pomnoZeno
brojem procesora). Efikasnost ukazuje na udeo procesorskog vremena koje se
efektivno koristi u paralelnom algoritmu u odnosu na sekvencijalni algoritam
ivazi 0 < E(n,p) < 1. Ako je E(n,p) = 1, onda je koli¢ina izra¢unavanja
obavljenog na svim procesorima u toku izvrsavanja algoritma jednaka koli¢ini
izracunavanja koju zahteva sekvencijalni algoritam. U tom slucaju postignuto
je optimalno iskoris¢enje procesora. Postizanje optimalne efikasnosti je retko,
jer se u paralelnim algoritmima moraju izvrsiti neka dopunska izracunavanja,
koja nisu potrebna kod sekvencijalnog algoritma. Prilikom razvoja paralelnih
algoritama jedan od osnovnih ciljeva je maksimiziranje efikasnosti.

Princip imitiranja paralelizma

Pri konstrukciji paralelnog algoritma mogla bi se fiksirati vrednost p, u skladu
sa brojem procesora na raspolaganju, i pokusati sa minimiziranjem vrednosti
T'(n,p). Nedostatak ovakvog pristupa je u tome Sto bi on mogao da zahteva novi
algoritam, kad god se promeni broj procesora. Pogodnije bi bilo konstruisati
algoritam koji radi za s$to je mogucée vise razli¢itih vrednosti p.



Razmotrimo na koji nacin transformisati algoritam koji radi za neku vrednost p,
u algoritam za manju vrednost p, bez znacajne promene efikasnosti. U opstem
slu¢aju, paralelni algoritam sa vremenom izvrSavanja T(n,p) = X moZe se
transformisati u paralelni algoritam sa vremenom izvrsavanja T'(n,p/k) ~ kX,
za proizvoljnu konstantu k£ > 1. Drugim recima, moze se koristiti za faktor
k manje procesora, Cije je vreme rada onda duze za faktor k. Modifikovani
algoritam moze se konstruisati zamenom svakog koraka polaznog algoritma sa k
koraka, u kojima jedan procesor emulira (paralelno) izvrsavanje jednog koraka
na k procesora. Ovaj princip nije uvek primenljiv. Na primer, moguce je da p
nije deljivo sa k, ili da algoritam zavisi od nacina povezivanja procesora ili da
donosenje odluke o tome koje procesore emulirati zahteva takode utrosak nekog
vremena. Ipak, ovaj princip, takozvani princip imitiranja paralelizma, vrlo je
opst i koristan. On pokazuje da se moze smanjiti broj procesora, ne menjajuci
bitno efikasnost. Pokazimo da efikasnost ostaje ista. Vazi:

T(n,1) T(n,1)

T(n,1) P
T PRX = B, )

Ako polazni algoritam (koji je konstruisan za velike vrednosti p) ima veliko
ubrzanje, onda se mogu dobiti algoritmi koji postizu priblizno isto ubrzanje za
bilo koju manju vrednost p. Prema tome, treba konstruisati algoritam sa Sto
boljim ubrzanjem za maksimalni broj procesora, pri ¢emu efikasnost treba da
bude dobra (Sto bliskija jedinici). Zatim, ako je na raspolaganju manji broj
procesora, i dalje se moze koristiti isti algoritam. S druge strane, paralelni
algoritmi sa malom efikasno$éu su korisni samo ako je na raspolaganju veliki
broj procesora.

Primer 1. Pretpostavimo da je za dati problem za ulaz veli¢ine n na raspolaganju
sekvencijalni algoritam sa vremenom izvrSavanja T'(n, 1) = n i paralelni algoritam
za m procesora sa vremenom izvrsavanja T'(n,n) = log, n. Njegovo ubrzanje

jednako je
n

S(n)

- logyn

dok mu je efikasnost
n 1

E(n) = = .
(n) nlogan  logyn

Neka je n = 1024: za sekvencijalni algoritam vaziée T(n,1) = 1024. Pret-
postavimo da nam je na raspolaganju p; = 256 procesora. Na osnovu principa
imitiranja paralelizma vazi da je vreme izvrSavanja paralelnog algoritma

T(n,p) = T(1024,256) = T(1024,1024/4) = 4log, 1024 = 4 - 10 = 40

Sto je ubrzanje za faktor oko 25 u odnosu na sekvencijalni algoritam. S druge
strane, za py = 16 vreme izvrSavanja paralelnog algoritma bice

T(n,ps) = T(1024,16) = T(1024, 1024/64) = 64 log, 1024 = 640



Sto daje nedovoljno ubrzanje (manje od 2 sa 16 procesora). S obzirom na to da
je paralelni algoritam imao malu efikasnost, on je kao $to vidimo koristan samo
ako je na raspolaganju veliki broj procesora.

Modeli paralelnih racunara

Modeli paralelnog izracunavanja medusobno se razlikuju uglavnom po nacinu
komunikacije i sinhronizacije procesora. Razmatra¢emo samo modele koji po-
drazumevaju potpunu sinhronizaciju i razliCite nacine povezivanja. Modeli
sa zajednickom memorijom pretpostavljaju da postoji zajednicka memorija
sa ravnomernim pristupom, tako da svaki procesor moze da pristupi svakoj
promenljivoj za jedini¢no vreme (slika 1). Ova pretpostavka o vremenu pristupa
nezavisnom od broja procesora i veli¢ine memorije nije bas realna, ali predstavlja
prihvatljivu aproksimaciju. Modeli sa zajednickom memorijom razlikuju se po
nacinu na koji obraduju konflikte prilikom pristupa memoriji. Zajednicka memo-
rija je obi¢no najjednostavniji na¢in za modeliranje komunikacije, ali nac¢in koji
je najteze hardverski realizovati.

Shared Memory

Central Control

Slika 1: Model paralelnog racunara sa zajednickom memorijom.

Drugi modeli pretpostavljaju da su procesori medusobno povezani posredstvom
mreze (eng. network). Mreza raCunara se moze predstaviti grafom, pri ¢emu
¢vorovi odgovaraju procesorima, a dva ¢vora su povezana granom ako izmedu
odgovarajuéih procesora postoji direktna veza (slika 2). Svaki procesor obi¢no
ima lokalnu memoriju, kojoj moze da pristupa brzo. Komunikacija izmedu
procesora se ostvaruje porukama, koje moraju da produ vise direktnih veza da
bi dosle do odredista. Prema tome, brzina komunikacije zavisi od rastojanja
izmedu procesora koji razmenjuju poruke.

Jos jedan moguéi model paralelnih racunara je model sistolickog racunanja.
Sistolicka arhitektura podseca na pokretnu traku u fabrici. Podaci se kre¢u
kroz procesore ravnomerno, i tom prilikom se nad njima izvode jednostavne
operacije. Umesto da pristupaju zajednickoj (ili lokalnoj) memoriji, procesori
dobijaju ulazne podatke od svojih suseda, obraduju ih, i prosleduju dalje.
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Slika 2: Primeri razli¢itih mreza rac¢unara.

Algoritmi za racunare sa zajednickom memorijom

Racunar sa zajednickom memorijom sastoji se od vise procesora i zajednicke
memorije. U ovom odeljku baviéemo se samo potpuno sinhronizovanim algorit-
mima. Pretpostavljamo da se izracunavanje sastoji od koraka. U svakom koraku
svaki procesor izvrsava neku operaciju nad podacima kojima raspolaze, ¢ita iz
zajednicke memorije ili piSe u zajednicku memoriju (u praksi svaki procesor moze
da ima i lokalnu memoriju).

Modeli sa zajednickom memorijom razlikuju se po tome kako obraduju memo-
rijske konflikte (slika 3). Model EREW (Exclusive-Read Exclusive-Write) ne
dozvoljava da dva procesora istovremeno pristupaju istoj memorijskoj lokaciji.
Model CREW (Concurent—-Read Exclusive-Write) dozvoljava da viSe procesora
istovremeno citaju sa iste memorijske lokacije, ali ne dozvoljava da dva procesora
istovremeno pisu na istu lokaciju. Na kraju, model CRCW (Concurent—Read
Concurent—Write) ne namece nikakva ogranifenja na pristup procesora memoriji.

Modeli EREW i CREW su dobro definisani, dok kod CRCW modela nije jasno
Sta je rezultat istovremenog pisanja od strane dva procesora na jednu istu
memorijsku lokaciju. Ima vise nac¢ina za obradu istovremenih pisanja. Najslabiji
CRCW model, jedini koji ¢e biti ovde razmatran, dozvoljava da vise procesora
istovremeno pisu na istu lokaciju samo ako zapisuju istu vrednost. Ako dva
procesora pokusaju da upisu istovremeno razli¢ite vrednosti na istu lokaciju,
prekida se sa izvrsavanjem algoritma. Iako je to mozda neocekivano, vide¢emo da
je ovakav model vrlo moé¢an. Druga mogucénost je pretpostaviti da su procesori
numerisani, i da, ako viSe procesora pokusaju istovremeni upis na istu lokaciju,
realizuje se upis procesora sa najve¢im rednim brojem.
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Slika 3: Ilustracija razlicitih nacina obrade memorijskih konflikata.

Algoritmi za nalazenje maksimuma

Problem. Pronadi najveéi od n razlicitih brojeva, zadatih u nizu u zajednickoj
memoriji.
Ovaj problem resicemo za dva razli¢ita modela sa zajednickom memorijom:

EREW i CRCW. Algoritmi za oba modela koriste tehnike koje se koriste pri
reSavanju mnogih drugih problema.

Model EREW Direktni sekvencijalni algoritam za nalazenje maksimuma
zahteva n — 1 uporedivanja. Uporedivanje se moze shvatiti kao partija koju
igraju dva broja i u kojoj pobeduje ve¢i. Problem pronalazenja maksimuma
je tada ekvivalentan organizovanju turnira, u kome je pobednik najveéi broj
u celom skupu. Efikasan nacin da se turnir organizuje paralelno jeste da se
iskoristi drvo. Igradi se dele u parove za prvo kolo (pri ¢emu eventualno jedan
igra¢ ne ucestvuje, ako je ukupan broj igra¢a neparan), pobednici se ponovo dele
u parove, i tako dalje do finala. Broj kola na turniru je [logy n].

Turnir se moze transformisati u paralelni algoritam tako sto se svakoj partiji u
jednom kolu dodeli procesor (procesor igra ulogu sudije u partiji). Medutim,
treba obezbediti da svaki procesor zna pozicije na kojima se nalaze njegovi
“takmicari”. To se moze posti¢i kopiranjem pobednika u partiji na poziciju sa
ve¢im indeksom od pozicija dva ucesnika partije. Preciznije, ako partiju igraju
z; ixj, 1 <i<j < n,onda se veéi od brojeva z;, x; kopira na poziciju j.
U prvom kolu procesor P; uporeduje x9,_1 sa xo; (1 < i < n/2), i zamenjuje
ih ako je potrebno, tako da na veéu poziciju ode veéi broj. U drugom kolu
procesor P; uporeduje z4;_o sa x4; (1 <i < mn/4),1tako dalje. Ako je na primer
n = 2*, onda u poslednjem, k-tom kolu, P; uporeduje Ty/2 82 Ty, 1 eventualno
ih zamenjuje. Nakon k-tog kola najveci broj nalazi¢e se na poziciji n. Posto
svaki broj u jednom trenutku ucestvuje samo u jednoj partiji, dovoljan je model
EREW. Vreme izvrsavanja ovog jednostavnog algoritma je ocigledno O(logn).



Algoritam koji smo upravo razmotrili zahteva |n/2| procesora, a njegova vre-
menska slozenost je T'(n, [n/2]) = [logy n]. Posto za sekvencijalni algoritam za
racunanje maksimuma vazi T(n, 1) = n — 1, efikasnost ovog paralelnog algoritma
je E(n, |n/2]) = %"lggln ~ 2/log, n. Ako nam je na raspolaganju |n/2] procesora
(na primer, ako je algoritam za nalazenje maksimuma deo drugog algoritma, kome
je neophodno toliko procesora), onda je ovaj algoritam jednostavan i efikasan.
Medutim, uz mali napor moze se do¢i do algoritma sa vremenom izvrsavanja

O(logn) i efikasnoséu O(1).

Razmotrimo prethodni paralelni algoritam za ra¢unanje maksimuma niza. Uku-
pan broj uporedivanja potrebnih za ovaj algoritam je n — 1, Sto je isto kao i
za sekvencijalni algoritam. Razlog njegove male efikasnosti lezi u tome sto se
vecina procesora ne koristi u kasnijim kolima. Efikasnost prethodnog algoritma
se moze poboljsati smanjivanjem broja procesora i uravnotezavanjem njihovog
optereéenja na sledeé¢i na¢in. Pretpostavimo da koristimo samo oko n/logs n
procesora. Ulaz se moze podeliti u n/log, n grupa (sa priblizno log, n elemenata
u svakoj grupi) i zatim svakoj grupi dodeliti po jedan procesor. U prvoj fazi svaki
procesor pronalazi maksimum u svojoj grupi koriste¢i sekvencijalni algoritam,
koji se sastoji od oko log, n koraka. Posle toga ostaje da se odredi maksimum ot-
prilike n/log, n maksimuma, pri ¢emu sad ima dovoljno procesora da se iskoristi
turnirski algoritam. Vreme izvrSavanja turnira je T'(n, [n/logy n]) ~ 2log, n, a
efikasnost ovog algoritma je

_ Tn,1) n—1
© pT(n,p) o - 2logn

logn

1
2

Pokusaé¢emo sada da formalizujemo ovu ideju, koja omoguéuje ustedu na broju
procesora.

Za algoritam kazemo da je staticki ako se unapred zna pridruzivanje procesora
operacijama. Dakle, unapred znamo za svaki korak ¢ algoritma i za svaki procesor
P; operaciju i argumente koje P; koristi u koraku ¢. Algoritam za nalaZenje
maksimuma je primer statickog algoritma, jer se unapred znaju indeksi ucesnika
u svakoj partiji.

Lema 1 (Brentova lema). Ako postoji staticki EREW algoritam sa T'(n,p) =

O(t(n)), takav da je ukupan broj koraka (na svim procesorima) s(n), onda
postoji staticki EREW algoritam sa s(n)/t(n) procesora za koji vazi

T(n,s(n)/t(n)) = O(t(n))

Primetimo da ako je s(n) jednako sekvencijalnoj slozenosti algoritma (kao Sto
je to bio slucaj u prethodnom algoritmu), onda modifikovani algoritam ima
efikasnost O(1).

Dokaz: Neka je T(n,p) < t(n) za sve dovoljno velike n, i neka je a; uku-
pan broj koraka koje izvrSavaju svi procesori u i-tom koraku algoritma,
i =1,2,...,t(n). Tada je Zf(:”l) a; = s(n). Pretpostavimo da nam je



na raspolaganju p’ = % procesora. Ako je a; < s(n)/t(n), onda je

raspoloziv broj procesora p’ dovoljan za paralelno izvrSavanje koraka 1.
U protivnom se korak ¢ zamenjuje sa [a;/p'] = [a;/(s(n)/t(n))] koraka
u kojima raspolozivih p’ = s(n)/t(n) procesora emuliraju korake, koje u
originalnom algoritmu izvrSava p procesora (koristeéi princip imitiranja
paralelizma). Ukupan broj koraka je sada

i) , 1) i L
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i=1

Prema tome, vreme izvrSavanja modifikovanog algoritma je takode O(t(n)).
O

Ovo tvrdenje poznato je kao Brentova lema. Brentova lema pokazuje da je pod
odredenim pretpostavkama efikasnost paralelnog algoritma odredena odnosom
ukupnog broja operacija (operacija koje izvrsavaju svi procesori) i vremena
izvrsavanja sekvencijalnog algoritma.

Primetimo da je u primeru racunanja maksimuma niza vazilo:

n n n

a vreme izvrsavanja je jednako t(n) = O(logn).

Ogranicenje da algoritam bude staticki je potrebno, jer se mora znati koje
procesore treba emulirati. Brentova lema je tac¢na i za algoritme koji nisu
staticki, pod uslovom da se emulacija moze lako izvesti. Primer gde se ova
lema ne moze primeniti je sledeé¢i. Pretpostavimo da imamo n procesora i n
elemenata. Posle prvog koraka neki procesori odlu¢uju (na osnovu rezultata
prvog koraka) da prestanu sa radom. Isto se desava i drugom, tre¢em koraku,
itd. Ovaj algoritam je slican turnirskom algoritmu, izuzev sto se u ovom sluc¢aju
ne zna koji procesori odustaju od daljeg rada. Ako pokusamo da emuliramo
preostale procesore posle na primer prvog koraka, potrebno je da znamo koji su
jos aktivni. Medutim, ta informacija nije dostupna, ve¢ da bi se to ustanovilo,
potrebno je izvrsiti neka dodatna izracunavanja.

Model CRCW Namece se utisak da paralelni algoritam ne moze da nade
maksimum za manje od log, n koraka, ako se koriste samo uporedivanja. Medu-
tim, to nije tacno. Slededi algoritam sa vremenom izvrSavanja O(1) ilustruje
mogucnosti istovremenih upisa. Podrazumeva se varijanta istovremenih upisa, u
kojoj dva ili vise procesora mogu da pisu istovremeno na istu lokaciju samo ako
zapisuju isti podatak. Zbog jednostavnosti pretpostavicemo da su svi elementi
medusobno razliciti.

Koristi se n(n —1)/2 procesora, tako da se procesor P;; dodeljuje paru elemenata
{z;,z;}. Pored toga, svakom elementu z; pridruzuje se zajednicka (deljena)



promenljiva v;, sa pocetnom vrednoséu 1. U prvom koraku svaki procesor
uporeduje svoja dva elementa i zapisuje 0 u promenljivu pridruzenu manjem
elementu. Posto je samo jedan element veéi od svih ostalih, samo jedna od
promenljivih v; zadrzava vrednost 1. U drugom koraku procesori pridruzeni
pobedniku mogu da ustanove da je on pobednik i da objave tu ¢injenicu (na
primer, upisivanjem njegove vrednosti u posebnu zajednicku promenljivu, rezul-
tat). Ovaj algoritam zahteva samo dva koraka, nezavisno od n. Medutim,
njegova efikasnost je vrlo mala, jer on zahteva O(n?) procesora. Naime, vaZi:

(020 ) - 5t~ o()

Ovo je takozvani dvokoracni algoritam.

Efikasnost dvokora¢nog algoritma moze se poboljsati kao i algoritma za model
EREW. Ulazni podaci dele se u male grupe, tako da se svakoj grupi moze dodeliti
dovoljno procesora, da bi se maksimum grupe mogao odrediti dvokorac¢nim
algoritmom. Sa opadanjem broja kandidata raste broj raspolozivih procesora po
kandidatu, pa se moze povecati veli¢ina grupe. Dvokoracni algoritam omogucuje
odredivanje maksimuma u grupi veli¢ine k sa k(k —1)/2 procesora, za konstantno
vreme.

i | preostali broj elemenata | veli¢ina grupe g | broj grupa
1 n 2 n/2

2 n/2 4 n/8

3 n/8 16 n/27

k 771/22’“_171 22’“71 ‘ n/QQkfl

Tabela 1: Tlustracija tehnike podeli i smrvi kod problema maksimuma za model
CRCW

Pretpostavimo da imamo ukupno n procesora i da je n stepen dvojke. U prvom
ciklusu veli¢ina svake grupe je 2 i maksimum u svakoj grupi moze se odrediti u
jednom koraku. U drugi ciklus ulazi se sa n/2 elemenata, i n procesora. Ako
formiramo grupe od po 4 elementa, ima¢emo n/8 grupa, §to nam omoguéuje da
svakoj grupi dodelimo 8 procesora. Ovo je dovoljno, jer je 4-(4—1)/2=6. U
treéi ciklus ulazi se sa n/8 elemenata. PokuSajmo da odredimo najveéu moguéu
veli¢inu grupe koja se moze obraditi na ovaj nac¢in. Ako je veli¢ina grupe g,
onda je broj grupa n/8g, i za svaku grupu imamo na raspolaganju 8¢ procesora.
Za primenu dvokoracnog algoritma na grupu veli¢ine g potrebno je g(g — 1)/2
procesora, pa mora da bude g(g — 1)/2 < 8¢, odnosno g < 17; jednostavnije je

uzeti vrednost g = 16. Uopste, u i-ti ciklus se ulazi sa n/ 927 -1 elemenata, koji
se dele na 71/221_1 grupa po g = 22" elemenata, ¢ > 1. Za nalazenje maksimuma

u grupi dvokora¢nim algoritmom dovoljno je g(g—1)/2 < ¢g*/2 = 22'~1 procesora,



pa je za nalazenje maksimuma u svim grupama dovoljno

n
92i—1

i_
¥l =g

procesora. U naredni ciklus ulazi se sa po jednim elementom iz svake grupe,
dakle sa n/2?" ! elemenata, §to indukcijom dokazuje ispravnost ove konstrukcije
(tabela 1). Ukupan broj ciklusa do zavrsetka algoritma ogranicen je uslovom
da je broj elemenata na pocetku i-tog ciklusa manji od jedan: 71/227’_1*1 <1,
ili ¢ > logy(logym + 1) + 1. Dakle broj ciklusa, a time i broj koraka prilikom
izvrSenja ovog algoritma je O(loglogn).

Tako je ovaj algoritam nesto sporiji od dvokora¢nog (O(loglogn) u odnosu na
O(1)), njegova efikasnost je mnogo bolja. Ona iznosi O(1/loglogn) u odnosu
na O(1/n) kod dvokora¢nog algoritma. Opisana tehnika naziva se podeli i smrvi
(eng. divide-and-crush), jer se ulaz deli u grupe, koje su dovoljno male da se
mogu “smrviti” mnostvom procesora. Primena ove tehnike nije ogranic¢ena na

model CRCW.

Paralelni problem prefiksa

Paralelni problem prefiksa je vazan jer se koristi kao osnovni element pri konstruk-
ciji mnogih paralelnih algoritama. Neka je x proizvoljna asocijativna binarna
operacija (operacija koja zadovoljava uslov zx (y* z) = (x *y) x 2) za proizvoljne
x,y 1 z), koju éemo oznacavati imenom proizvod. Na primer, * moze da oznacava
sabiranje, mnozenje ili maksimum dva broja.

Problem. Dat je niz brojeva x1, s, ..., x,. Izracunati proizvode x1xxo*- - -xTy
zak=1,2,...,n.

Oznacimo sa PR(i, j) proizvod x;*x;41%- - -xx;. Potrebno je izracunati PR(1, k)
za 'k =1,2,...,n. Sekvencijalna verzija problema prefiksa je trivijalna — prefiksi
se jednostavno izraCunavaju redom. Paralelni problem prefiksa nije tako lako
resiti. Iskoristi¢emo metod dekompozicije, uz uobic¢ajenu pretpostavku da je n
stepen dvojke.

Induktivna hipoteza. Umemo da resimo paralelni problem prefiksa za n/2
elemenata.

Slucaj jednog elementa je trivijalan. Algoritam zapocinje podelom ulaza na
dve polovine, koje po induktivnoj hipotezi umemo da resimo. Na taj nacin
dobijamo vrednosti PR(1,k) i PR(n/2+1,n/2+ k) za k=1,2,...,n/2. Prva
polovina ovih vrednosti deo je konac¢nog rezultata. Vrednosti PR(1,m) za
m=n/2+1,n/242,...,n dobijaju se izra¢unavanjem proizvoda

PR(1,m) = PR(1,n/2) *x PR(n/2 + 1,m)

Oba ova ¢lana poznata su po indukciji (veé su izraunata; primetimo da je
ovde iskoriSéena asocijativnost operacije x). Na primer, prilikom reSavanja dva
potproblema veli¢ine 2 dobijamo vrednosti: PR(1,1) = z1 1 PR(1,2) = 1 xxo i
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PR(3,3) = z3 i PR(3,4) = 23 x z4. Kako bismo dobili sve prefikse potrebno je
jo$ pomnoziti PR(3,3) i PR(3,4) sa PR(1,2) (slika 4).

I |
&)l A

|

E& [
_____ F R S )
______________35_\_\_\____

Slika 4: Paralelno racunanje prefiksa.

Algoritam je prikazan na slici 5. Cinjenica da se prolasci kroz do petlju
izvrSavaju paralelno (istovremeno, na razli¢itim skupovima procesora) u kodu je
naznacena dodatkom in parallel.

SlozZenost. Ulaz je podeljen u dva disjunktna skupa u svakom rekurzivnom
pozivu algoritma. Oba potproblema se mogu dakle resiti paralelno u modelu
EREW. Ako imamo n procesora za problem veli¢ine n, onda se polovina njih
moze dodeliti svakom potproblemu. Kombinovanje resenja potproblema sastoji se
od n/2 mnozenja, koja se mogu izvrsiti paralelno, ali je potreban model CREW,
jer se u svakom mnozenju koristi PR(1,n/2), odnosno x[Srednji]. Iako vise
procesora istovremeno Citaju xz[Srednji], oni pisu na razlic¢ite lokacije, pa model
CRCW nije neophodan. Vreme izvrsavanja algoritma opisano je rekurentnom
jednacinom:

T(n,n)=T(n/2,n/2)+ O(1)

odakle sledi T'(n,n) = O(logn). S obzirom na to da je vreme izvrSavanja
sekvencijalnog algoritma O(n) efikasnost algoritma je E(n,n) = O(1/logn).

Ukupan broj koraka na svim procesorima moze se opisati rekurentnom jednaci-
nom

s(n) =2s(n/2) + O(n), s(2) =1

C¢ije je resenje s(n) = O(nlogn). Stoga se efikasnost ovog algoritma ne moze
poboljsati koris¢enjem Brentove leme. Da bi se poboljsala efikasnost, mora se
smanjiti ukupan broj koraka.

Poboljsanje efikasnosti paralelnog prefiksa Ideja koja omogucéuje efikas-
nije resavanje ovog problema je koriséenje iste induktivne hipoteze, ali uz podelu
ulaza na drugaciji nacin. Pretpostavimo ponovo da je n stepen dvojke i da imamo
n procesora. Neka F oznacCava skup svih elemenata x; sa parnim indeksima
1. Ako izracunamo prefikse svih elemenata iz F, onda je izracunavanje ostalih
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Algoritam Paralelni_Prefiks_ 1(z, n);
Ulaz: z (niz sa n elemenata).
{pretpostavlja se da je n stepen dvojke}
Izlaz: z (niz ¢iji i-ti element sadrzi i-ti prefiks).
begin
PP_1(1,n)
end
procedure PP__1(Levi, Desni);
begin
if Desni — Levi = 1 then
z[Desni] := z[Levi| x z[Desni] {x je asocijativna binarna operacija}
else
Srednji := (Levi + Desni — 1)/2;
do in parallel
PP_1(Levi, Srednji); {dodeljeno procesorima od 1 do n/2}
PP_1(Srednji+ 1, Desni); {dodeljeno procesorima od n/2+ 1 do n}
for i := Srednji + 1 to Desni do in parallel
x[i] := z[Srednyji] * z[t]

end

Slika 5:  Algoritam Paralelni_prefiks_ 1.

prefiksa (onih sa neparnim indeksima) lako: ako je poznato PR(1,2i), onda se
neparni prefiks PR(1,2i + 1) dobija izra¢unavanjem samo jo$ jednog proizvoda

PR(1,2i +1) = PR(1,2i) % 2241, i=1,2,...,n/2—1.

Prefiksi elemenata iz E mogu se odrediti u dve faze. Najpre se (paralelno)
izracunavaju proizvodi xo;_1 * To;, koji se zatim smeStaju u zq;, i = 1,2,...,n/2.
Drugim re¢ima, izracunavaju se proizvodi svih elemenata iz F sa svojim levim
susedima. Zatim se reSava (indukcijom) problem paralelnog prefiksa za n/2
elemenata iz F. Rezultat za svako xs; je tacan konacni prefiks, jer je svako xo;
ve¢ zamenjeno proizvodom sa x9;_1. Posto se znaju prefiksi za sve elemente sa
parnim indeksima, preostali prefiksi se mogu izra¢unati u jednom paralelnom
koraku na veé¢ spomenuti nac¢in. Lako se proverava da se ovaj algoritam moze
izvrsavati u modelu EREW. Algoritam je prikazan na slici 6.

SlozZenost. Obe petlje u algoritmu Paralelni_prefiks_2 mogu se izvrsiti
paralelno za vreme O(1) sa n/2 procesora. Rekurzivni poziv primenjuje se na
problem dvostruko manje veli¢ine, pa je vreme izvrsavanja algoritma opisano
rekurentnom jednacinom:

T(n,n)=T(n/2,n/2)+ O(1)

12



Algoritam Paralelni_Prefiks_ 2(z, n);
Ulaz: z (niz sa n elemenata).
{pretpostavlja se da je n stepen dvojke}

Izlaz: x (Ciji i-ti elemenat sadrzi i-ti prefiks).

begin
PP_2(1)
end
procedure PP_ 2(Korak);
begin
if Korak =n/2 then
z[n] := x[n/2] * z[n] {x je asocijativna binarna operacija}
else
for i := 1 to n/(2 - Korak) do in parallel
z[2-i- Korak] :==z[(2-1—1) - Korak] xz[2 - i - Korak];
PP_2(2- Korak);
for i :=1ton/(2- Korak) — 1 do in parallel
z[(2-i4+1) - Korak] := z[2-i- Korak] xz[(2-i+ 1) - Korak]
end

Slika 6: Algoritam Paralelni_prefiks_2.

odnosno iznosi O(logn). Efikasnost algoritma jednaka je:

E(n,n) = " :O( ! )

N 5 -logn logn

Ukupan broj koraka u prethodnom algoritmu s(n) zadovoljava rekurentnu jed-
nacéinu
s(n)=s(n/2)+n—-1, s(2) =1

iz ¢ega sledi da je s(n) = O(n). Zbog toga se sada moze iskoristiti Brentova lema
za poboljsanje efikasnosti: algoritam se moze promeniti tako da se za vreme
O(logn) izvrsava na samo O(n/logn) procesora, odnosno da mu efikasnost bude
O(1). Ideja na kojoj se zasniva ovaj algoritam jeste da se ulaz podeli na blokove
od logn elemenata, tako da se svakom bloku dodeli po jedan procesor — ukupan
broj potrebnih procesora za ovaj korak jeste n/logn. Svaki od procesora moze
da primeni sekvencijalni algoritam za racunanje prefiksa nad svojim elementima.
Nakon toga se razmatra n logn elemenata — poslednji iz svakog bloka i nad ovim
elementima se primenjuje paralelni algoritam za racunanje prefiksa. Nakon toga
se u dodatnih logn paralelnih koraka moze svaki od elemenata iz nekog bloka
pomnoziti najveéim elementom iz prethodnog bloka. Na ovaj nacin izracunavaju
se konacne vrednosti prefiksa za svaki element niza (slika 7).
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Frocessor 1 Processor 2 Processor 3 Processor 4

| .0.5.2 | | 3.0.11.12 ‘ ‘ 1.5.6.7 | | 10,4,3.5 ‘

L Step 1

|.i.1-_>.1.*.1g; | | 3.12,23,35 ‘ ‘ 1.6.12,19 | |u|,1.t.17.-__>-_>‘

19, 35, 19,22

19,54, 73,95

A
|.i.]?.]T.J!J| |:s_u.3:;_.5a | | 1,6,12, 19 | |Lu,L.L.17.-_>-_>

¢ Step 3

50,60, 66,73 | |H.‘3.L.'F.'J!J.'Jf?

| 3,12,17.19 | |22_:11.-1'_>_r:-1 |

Slika 7: Tlustracija paralelnog ra¢unanja prefiksa u EREW modelu sa n/logn
procesora za operaciju sabiranja.

Odredivanje rangova u povezanoj listi

U paralelnim algoritmima mnogo je teze raditi sa povezanim listama nego sa
nizovima, jer su liste sustinski sekvencijalne. Povezanoj listi moze se pristupiti
samo preko glave (prvog elementa), i lista se mora prolaziti element po element,
bez moguénosti paralelizacije. U mnogim slucajevima su, medutim, elementi
liste (odnosno pokaziva¢i na njih) smesteni u niz; pritom je redosled elemenata
liste nezavisan od redosleda u nizu. Dakle, mi znamo lokacije elemenata liste,
ali ne znamo njihov poredak, koji je poznat samo implicitno putem pokazivaca
samih elemenata liste. U takvim sluéajevima, kad se listi pristupa paralelno,
postoji moguénost primene brzih paralelnih algoritama.

Rang elementa u povezanoj listi definiSe se kao rastojanje elementa od kraja liste.
Tako, na primer, prvi element ima rang n, drugi n — 1, itd, a poslednji element
rang 1.

Problem. Data je povezana lista od n elemenata koji su smesteni u niz A duzine
n. Izracunati rangove svih elemenata liste.

Posle izracunavanja svih rangova, elementi se mogu paralelno prekopirati na
svoje lokacije u nizu, pa se ostatak izracunavanja moze izvrsiti direktno na nizu,
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posle ¢ega je njihova obrada mnogo jednostavnija.

Sekvencijalni algoritam za resavanje ovog problema bi podrazumevao prosti
prolazak kroz listu i bio bi linearne vremenske slozenosti. Metod koji ¢emo
iskoristiti za konstrukciju paralelnog algoritma zove se udvostrucavanje (eng.
path doubling, pointer jumping) i omoguéava praéenje putanja u strukturama
podataka koje su bazirane na pokazivacima (povezane liste, usmereni grafovi) u
vremenskoj slozenosti koja je logaritamska u odnosu na duzinu najduzeg puta.

Svakom elementu niza dodeljuje se po jedan procesor. Na pocetku svaki procesor
zna samo adresu desnog (narednog) suseda svog elementa u listi. Posle prvog
koraka svaki procesor zna element na rastojanju dva (duz liste) od svog elementa.
Ako u koraku i svaki procesor zna adresu elementa na rastojanju k£ od svog
elementa, onda u narednom koraku svaki procesor moze da sazna adresu elementa
na rastojanju 2k. Proces se nastavlja sve dok svi procesori ne dosegnu kraj liste.

O~O~0~0~0~0~0—~O—n
0 Q00 U0 T O™

Slika 8: Tehnika udvostrucavanja za racunanje rangova elemenata u listi.

Neka je N[i] adresa najudaljenijeg elementa desno od elementa ¢ u listi, koju
zna procesor P;. Na pocetku je N[i] desni sused elementa i (izuzev za poslednji
element u listi, ¢iji je pokaziva¢ na desnog suseda nil). U sustini, procesor P; u
svakom koraku zamenjuje N[i] vredno$éu N[NTi]], sve dok ne dostigne kraj liste.
Neka je R[i] rang elementa ¢. Na pocetku se promenljivoj R[i] dodeljuje vrednost
0, izuzev za poslednji element u listi, za koga se ona postavlja na vrednost 1 (ovaj
element se od ostalih razlikuje po pokazivatu NJi|, koji inicijalno ima vrednost
nil). Kad procesor dobije adresu nekog desnog suseda sa rangom R razli¢itim
od nule, on moze da izra¢una svoj rang (odnosno rang svog elementa).

Naime, na pocetku samo element ranga 1 zna svoj rang. Posle prvog koraka
element ranga 2 otkriva da njegov sused ima rang 1, pa zakljucuje da je njegov
sopstveni rang 2. Posle drugog koraka elementi sa rangom 3 i 4 ustanovljavaju
svoje rangove, itd. Ako P; ustanovi da N[i] pokazuje na “rangirani” element
ranga R posle d koraka udvostrucavanja, onda je rang elementa i jednak 24! 4 R.
Ovaj algoritam (slika 9) se moze lako prilagoditi modelu EREW, dovoljno je da
svaki procesor nezavisno izra¢unava svoju kopiju D[i] promenljive D.

SloZenost. Proces udvostrucavanja omogucuje da svaki procesor dostigne kraj
liste posle najvise [log, n] koraka, pa je T'(n,n) = O(logn). Efikasnost algoritma
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Algoritam Rangovi(N);
Ulaz: N (niz od n elemenata).
Izlaz: R (rangovi svih elemenata u nizu).
begin
D:=1;
{Svaki procesor moze imati svoju lokalnu promenljivu D}
{ovde je D zajednic¢ka promenljiva}
do in parallel {procesor P; je aktivan dok R[i] ne postane razli¢ito od nule}
RJi] := 0;
if N[i] = nil then R[i] :=1;
while R[i] =0 do
if R[N[i]] # 0 then
R[] := D + R[N[i]]
else
N[i] := NINTi);
D:=2-D

end

Slika 9: Paralelni algoritam za odredivanje rangova elemenata povezane liste.

je E(n,n) = =L = O(1/logn). Popravka efikasnosti algoritma zahteva

nlogn
sustinski drugaciji pristup resavanju.

Na ovaj nacin moze se, na primer, za svaki element liste izracunati suma sufiksa
pocev od te pozicije u listi.

Tehnika Ojlerovog obilaska

Mnogi algoritmi za rad sa drvetima mogu se paralelizovati tako da se par-
alelno obraduje kompletna generacija ¢vorova (na primer, kod turnirskog al-
goritma za nalazenje maksimuma). Vreme izvrsavanja takvog algoritma je
proporcionalno visini drveta. Ako je drvo sa n ¢vorova dovoljno uravnotezeno i
visina mu je O(logn), onda je ovaj pristup sasvim dobar. Medutim, ako drvo
nije uravnotezeno, visina drveta moze da bude u najgorem slucaju n — 1, pa se
mora traziti neki drugi pristup. Tehnika Ojlerovog obilaska (eng. Euler tour
technique) je alatka za konstrukciju paralelnih algoritama na drvetima, pogodna
i u slucéaju kada je drvo neuravnotezeno.

Neka je T neusmereno drvo. Pretpostavimo da je T predstavljeno listom
povezanosti E, uz jednu dopunu. Kao i obi¢no, postoji pokaziva¢ E[i] na
pocetak liste grana susednih ¢voru ¢ (ako je ova lista prazna, onda E[i] ima
vrednost nil). Ta lista sastoji se od slogova koji sadrze odgovarajuéu granu (4, j)
(pri tome je dovoljno smestiti samo j, jer je ¢ poznato) i pokaziva¢ Naredna(i, j)
na narednu granu u listi. Svaka neusmerena grana (i, j) predstavljena je sa dve
usmerene kopije: (i,7) i (j,4). Elementi liste sadrze i dodatni pokazivaé: ¢vor
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liste koji odgovara grani (7, j) sadrzi pokaziva¢ na granu (j,i). Ovo je potrebno
da bi se grana (j, i) mogla brzo pronadi kad se zna adresa grane (i, j). Primer
ovako predstavljenog drveta dat je na slici 10; pokazivaci na kopije grana zbog
preglednosti nisu prikazani.

Slika 10: Reprezentacija drveta.

Tehnika Ojlerovog obilaska zasniva se na ideji da se formira lista grana drveta,
i to onim redom kojim se grane pojavljuju u Ojlerovom ciklusu za usmerenu
verziju drveta (u ciklusu se svaka neusmerena grana pojavljuje dva puta, po
jednom u oba smera). Kad se zna ova lista, mnoge operacije sa drvetom mogu se
izvesti direktno na listi, kao da je lista linearna. Sekvencijalnim algoritmom lako
se moze pregledati drvo i usput izvrsiti potrebne operacije. Ovakva “linearizacija”
omogucuje da se operacije sa drvetom efikasno izvode paralelno. Videé¢emo dva
primera takvih operacija, posto prethodno razmotrimo formiranje Ojlerovog
ciklusa.

Sekvencijalno nalazenje Ojlerovog obilaska drveta T' (u kome se svaka grana
pojavljuje dva puta) je jednostavno. Moze se izvesti obilazak drveta koristeéi
pretragu u dubinu, vrac¢ajuéi se suprotno usmerenom granom prilikom svakog
povratka nazad u toku pretrage. Slicna stvar se moze izvesti i paralelno. Neka
w(i, j) oznacava granu koja sledi iza grane (i,7) u ciklusu. Ispostavlja se da se
w(i, j) moZe definisati slede¢om jednakoséu
w(i, ) = { Naredna(j,i) ako Naredna(j,i) nije nil
’ Elj] u ostalim slucajevima ’

na osnovu koje se lako paralelno izra¢unava. Drugim recima, lista grana susednih
¢voru j prolazi se ciklickim redosledom (ako je (j,7) poslednja grana u listi ¢vora
J, onda se uzima prva grana iz te liste, ona na koju pokazuje E[j]). Na primer,
ako krenemo od grane a na slici 10, onda se ciklus sastoji od grana a, d, g, ¢, f,
e, b, h, i ponovo a. Istaknimo to da ¢injenica da Naredna(j,4) sledi iza (i,7) u
ciklusu obezbeduje da ée grana (j,4) doéi na red tek posle prolaska svih grana
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susednih ¢voru j. Na taj nacin se postize da ¢e poddrvo sa korenom u j biti
kompletno pregledano pre povratka u ¢vor .

Kad je lista grana u Ojlerovom obilasku konstruisana, proizvoljna grana (r,t)
bira se za polaznu, a grana koja joj prethodi oznacava se kao kraj liste. Cvor r
se bira za koren drveta. Posle toga se grane algoritmom Rangovt sa slike 9 mogu
numerisati, u skladu sa svojim polozajem u listi. Neka R(i,j) oznacava rang
grane (i,7) u listi. Tako je, na primer, R(r,t) = 2(n — 1), gde je n broj ¢vorova.

Primetimo da kada imamo moguénost da proizvoljno drvo transformisemo u
listu koja odgovara Ojlerovom ciklusu, mozemo na listi efikasno, u slozenosti
O(logn), resiti problem paralelnog prefiksa. Pogodnim definisanjem asocijativne
operacije i vrednosti za svaki ¢vor liste (tj. vrednosti za svaku granu u Ojlerovom
ciklusu) mozemo efikasno resiti razli¢ite probleme nad drvetom.

Prikazac¢emo sada dva primera operacija sa drvetom — dolaznu numeraciju
¢vorova, i izracunavanje broja potomaka za sve ¢vorove.

Racunanje dolazne numeracije ¢vorova u drvetu Za granu (4, j) u ciklusu
kazemo da je direktna grana ako je usmerena od korena, odnosno da je povratna
grana u protivhom. Numeracija ¢vorova omogucuje razlikovanje direktnih od
povratnih grana: grana (i, ) je direktna grana ako i samo ako je R(i,j) > R(j,1).
Posto su dve kopije grane (i, j) povezane pokazivacima, lako je ustanoviti koja
je od njih direktna grana. Sta vise, ova provera se moze obaviti paralelno za sve
grane. Direktne grane su interesantne, jer odreduju redosled ¢vorova pri dolaznoj
numeraciji. Neka je (i, 7) direktna grana koja vodi do ¢vora j (odnosno, évor i
je otac ¢évora j u drvetu). Ako je f(i,7) broj direktnih grana koje slede iza (i, j)
u listi, onda je dolazna numeracija ¢vora j jednaka n — f(i, j). Vrednost dolazne
numeracije korena 7, jedinog ¢vora do koga ne vodi ni jedna direktna grana, je 1.
Primenom varijante algoritma sa udvostrucavanjem moze se izra¢unati vrednost
f(4,7) za svaku direktnu granu (4, j). Precizniju razradu algoritma ostavljamo
¢itaocu kao vezbanje.

Primetimo da smo ovaj problem mogli videti i kao racunanje prefiksne sume gde
je vrednost svake direktne grane 1, a povratne 0.

Racunanje broja potomaka ¢vorova u drvetu Drugi primer je izracu-
navanje broja potomaka svakog ¢vora u drvetu. Neka je (i,7) (jedinstvena)
direktna grana koja vodi do zadatog ¢vora j. Posmatrajmo grane koje slede iza
grane (i, 7) u listi. Broj ¢vorova ispod j u drvetu jednak je broju direktnih grana
ispod j u drvetu. Mi veé znamo kako se paralelno izra¢unavaju vrednosti f (4, j),
jednake broju direktnih grana koje slede iza grane (i, j) u listi. Na sli¢an naéin
f(4,7) je broj direktnih grana koje slede iza grane (j,7) u listi. Lako je videti da
je broj potomaka ¢vora j jednak f(i,7) — f(J,4). Vreme izvrsavanja oba opisana
algoritma na modelu EREW je T'(n,n) = O(logn).
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Racunanje dubine ¢vora u drvetu Razmotrimo problem ra¢unanja dubine
svakog ¢vora u drvetu, odnosno duzine najkraceg puta od korena do datog ¢vora.
Specijalno, dubina korena je 0. Ovaj problem mozemo resiti primenom algoritma
paralelnog prefiksa pri ¢emu je svakoj direktnoj grani dodeljena vrednost 1, a
svakoj povratnoj grani vrednost -1.

Algoritmi za mreze racunara

MrezZe ra¢unara mogu se modelirati grafovima, obi¢no neusmerenim. Procesori
odgovaraju ¢vorovima, a dva ¢vora su povezana granom ako postoji direktna veza
izmedu odgovarajuéih procesora. Svaki procesor ima svoju lokalnu memoriju,
a posredstvom mreze moze da pristupi lokalnim memorijama drugih proce-
sora. Prema tome, sva memorija je na neki nacin zajednicka, ali cena pristupa
nekoj promenljivoj zavisi od lokacija procesora i promenljive. Pristup zeljenoj
promenljivoj mozZe biti brz koliko i lokalni pristup (ako je promenljiva u istom
procesoru), ili toliko spor koliko i prolazak kroz celu mrezu (u slu¢aju kad graf
ima oblik niza povezanih ¢vorova). Trajanje pristupa je negde izmedu ove dve
krajnosti. Procesori komuniciraju razmenom poruka. Kad procesor treba da
pristupi promenljivoj smestenoj u lokalnoj memoriji drugog procesora, on salje
poruku sa zahtevom za promenljivom. Poruka se usmerava kroz mrezu.

Vise razlicitih grafova koriste se za mreze racunara. Najjednostavniji medu
njima su linearni niz, prsten, binarno drvo, zvezda i dvodimenzionalna mreza.
Efikasnost komunikacije raste sa brojem grana u mrezi. Medutim, grane su
skupe — to se moze objasniti povecanjem povrsine koju zauzimaju veze, a time
pove¢anjem dimenzija mreze i vremena komunikacije. Zbog toga se obi¢no
trazi kompromis. Ne postoji tip grafa koji je univerzalno dobar. Pogodnost
odredenog grafa bitno zavisi od nacina komuniciranja u okviru konkretnog
algoritma. Medutim, postoje neke osobine grafova, koje mogu biti vrlo korisne
za vise razli¢itih algoritama. U nastavku ¢emo ih navesti, kao i primere mreza
racunara.

Bitan parametar mreze je dijametar odgovarajuceg grafa, tj. najvece rastojanje
neka dva ¢vora u mrezi. Dijametar odreduje maksimalni broj grana koji poruka
treba da prode na putu do odredista. Dvodimenzionalna mreza n X n ima
dijametar 2n, a kompletno binarno drvo sa n ¢vorova ima dijametar 2log,(n +
1) — 2. Prema tome moZe da isporuéi poruku mnogo brze nego dvodimenzionalna
mreza. S druge strane, drvo ima usko grlo, jer sav saobracaj iz jedne u drugu
polovinu drveta prolazi kroz koren. Dvodimenzionalna mreza nema usko grlo i
vrlo je simetri¢na, $to je vazno za algoritme u kojima je komunikacija simetri¢na.

Hiperkocka je popularna struktura koja kombinuje prednosti visoke simetrije,
malog dijametra, mnostva alternativnih puteva izmedu dva ¢vora i odsustva
uskih grla. d-dimenzionalna hiperkocka sastoji se od n = 2¢ procesora. Adrese
procesora su d-torke brojeva iz skupa {0,1} (koje se mogu kodirati brojevima
od 0 do 2¢ — 1). Prema tome, svaka adresa se sastoji od d bitova. Procesor
P; je povezan sa procesorom P; ako i samo ako se binarni zapis ¢ razlikuje
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od binarnog zapisa j na tacno jednom bitu. Rastojanje izmedu proizvoljna
dva procesora je uvek manje ili jednako od d, jer se od F; do P; moze dodi
promenom najvise d bitova, jednog po jednog. Na slici 11 prikazana je cetvorodi-
menzionalna hiperkocka. Hiperkocka obezbeduje bogatstvo veza, jer postoji
mnogo razli¢itih puteva izmedu svaka dva procesora (odgovarajuéi biti mogu se
menjati proizvoljnim redosledom). Hiperkocka se moze takode kombinovati sa
nekom drugom mrezom, na primer umeéuéi mreze umesto temena hiperkocke.
U primeni se pojavljuju i druge strukture mreza.

Slika 11: Cetvorodimenzionalna hiperkocka.

Sortiranje na nizu

Razmotri¢emo najpre jednostavan problem sortiranja na nizu procesora. Na
raspolaganju je n procesora Py, Ps, ..., P, i zadato je n brojeva x1,xa,...,%y.
Svaki procesor ¢uva jedan ulazni podatak. Cilj je preraspodeliti brojeve medu pro-
cesorima tako da najmanji od njih bude u Py, sledeéi u P, itd. U opstem slucaju
moguce je dodeljivanje vise ulaznih podataka jednom procesoru. Videtemo
da se algoritam moze prilagoditi i takvim uslovima. Procesori su povezani u
linearni niz: procesor P; je povezan sa procesorom Py i, ¢ = 1,2,...,n — 1.
Posto svaki procesor moze da komunicira samo sa susedima, uporedivanje i
razmenu podataka moguce je vrsiti samo izmedu elemenata koji su susedni u
nizu. U najgorem sluéaju algoritam zahteva izvrsavanje n — 1 koraka, koliko
je potrebno da se podatak premesti sa jednog na drugi kraj niza. Algoritam
se u osnovi izvrsava u duhu bubble sort algoritma. Svaki procesor uporeduje
svoj broj sa brojem jednog od svojih suseda, razmenjuje brojeve ako je njihov
redosled pogresan, a zatim isti posao obavlja sa drugim susedom (susedi se
moraju smenjivati, jer bi se u protivnom uporedivali uvek isti brojevi). Isti
proces nastavlja se sve dok brojevi ne budu poredani na zeljeni nacin. Koraci se
dele na neparne i parne. U neparnim koracima procesori sa neparnim indeksom
uporeduju svoje sa brojevima svojih desnih suseda; u parnim koracima procesori
sa parnim indeksom uporeduju svoje sa brojevima svojih desnih suseda (slika 12).
Na taj nacin su svi procesori sinhronizovani i uporedivanje uvek vrse procesori
koji to i treba da rade. Ako procesor nema odgovarajuceg suseda (na primer prvi
procesor u drugom koraku), on u toku tog koraka miruje. Ovaj algoritam se zove
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sortiranje parno-neparnim transpozicijama (slika 13). Primer rada algoritma
prikazan je na slici 14. Primetimo da se u ovom primeru sortiranje zavrsava
posle samo Sest koraka. Ipak, raniji zavrsetak tesko je otkriti u mrezi. Prema
tome, bolje je ostaviti algoritam da se izvrsava do svog zavrSetka u najgorem
slucaju.

T T2 T3 Ty Ts L6 T g

Slika 12: Sortiranje parno-neparnim transpozicijama.

Algoritam Sortiranje na_ nizu(z,n);
Ulaz: z (niz sa n elemenata, pri ¢emu je x; u procesoru P;).
Izlaz: z (sortirani niz, tako da je i-ti najmanji element u F;).
begin
do in parallel [n/2] puta
Ps;_1 i P; uporeduju svoje elemente i po potrebi ih razmenjuju;
{za sve i, takve da je 1 < 2i < n}
P>; i Pa;y1 uporeduju svoje elemente i po potrebi ih razmenjuju;
{za sve i, takve da je 1 < 2i < n}
{ako je n neparno, ovaj korak se izvrSava samo |n/2] puta}

end

Slika 13: Algoritam za sortiranje na nizu procesora.

Algoritam Sortiranje_na_nizu izgleda prirodno i jasno, ali dokaz ispravnosti
njegovog rada nije trivijalan. Na primer, element se u nekim koracima moze
udaljavati od svog konacnog polozaja. U primeru na slici 14 broj 5 se krec¢e ulevo
dva koraka pre nego Sto pocne sa kretanjem udesno, a 3 ide do levog kraja i
ostaje tamo tri koraka pre nego Sto krene nazad udesno. Dokaz ispravnosti rada
paralelnih algoritama nije jednostavan, zbog meduzavisnosti delovanja razli¢itih
procesora. Ponasanje jednog procesora utic¢e na sve ostale procesore, pa je obi¢no
tesko usredsrediti se na jedan procesor i dokazati da je to Sto on radi ispravno;
moraju se posmatrati svi procesori zajedno.

Teorema 1. Na kraju izvrsavanja algoritma Sortiranje_na_nizu dati brojevi
su sortirani.
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Slika 14: Primer sortiranja parno-neparnim transpozicijama.

Dokaz: Dokaz se izvodi indukcijom po broju elemenata. Pri tome se tvrdenje
malo pojacava: sortiranje se zavrSava posle n koraka, bez obzira da li
je prvi korak paran ili neparan. Za n = 2 sortiranje se zavrSava posle
najvise dva koraka; sortiranje traje dva koraka ako je prvi korak neparan.
Pretpostavimo da je teorema tacna za n procesora, i posmatrajmo slucaj n+
1 procesora. Skoncentrisimo paznju na maksimalni element, i pretpostavimo
da je to &, (u primeru na slici 14 to je z5). U prvom koraku z,,, se uporeduje
sa Tpy—1 ili 41, zavisno od toga da li je m parno ili neparno. Ako je m
parno, nema zamene jer je ,, veée od x,,_1. Ishod je isti kao u slucaju da
je broj x,, na pocetku bio u procesoru P,,_1, i da je zamena bila izvrSena.
Prema tome, bez gubitka opstosti moze se pretpostaviti da je m neparno.
U tom sluéaju broj z,, se uporeduje sa x,,11, zamenjuje, i kao najveéi
se premesta korak po korak udesno (dijagonalno na slici 14), sve dok ne
dode na mesto x,1, a onda ostaje tamo. To je pozicija koju z,, i treba
da zauzme, pa sortiranje ispravno tretira maksimalni element.

Pokazaéemo sada indukcijom da je i sortiranje ostalih n elemenata korektno.
Posmatrajmo dijagonalu nastalu kretanjem maksimalnog elementa (videti
sliku 15). Uporedivanja u kojima ucestvuje maksimalni element se ignorisu.
Uporedivanja delimo na dve grupe, ona ispod, i ona iznad dijagonale.

Zatim "transliramo" trougao iznad dijagonale za jedno polje nanize i jedno
polje ulevo. Drugim rec¢ima, za uporedivanja u gornjem trouglu korak 7
se sada zove ¢ + 1. Na primer, posmatrajmo uporedivanja 1 sa 8 i 4 sa
2 u prvom koraku na slici 14. Prvo uporedivanje je na dijagonali, pa se
ignorise; drugo je iznad dijagonale, pa se smatra delom koraka 2, umesto
koraka 1. Prema tome, korak 2 sastoji se od uporedivanja 7 sa 5, 6 sa 1, i
4 sa 2. Medutim, ovo je regularni parni korak sa samo n elemenata. Korak
1 i sva uporedivanja u kojima ucestvuje maksimalni element se sada mogu

22



prosto ignorisati, posle ¢ega su preostala uporedivanja identi¢na sa nizom
uporedivanja koja se izvode pri izvrsavanju algoritma sa n elemenata (pri
¢emu je prvi korak neparan). Prema induktivnoj hipotezi sortiranje n
elemenata se izvodi korektno; prema tome, i sortiranje svih n+1 elemenata
je korektno, a zavrsava se posle n + 1 koraka. O

N

Slika 15: Korak indukcije u dokazu ispravnosti sortiranja parno-neparnim
transpozicijama, Teorema 1.

Do sada smo razmatrali sluc¢aj jednog elementa po procesoru. Pretpostavimo sada
da svaki procesor pamti k elemenata, i razmotrimo za pocetak slucaj samo dva
procesora. Pretpostavimo da je cilj da procesori medusobno razmene elemente,
tako da k najmanjih elemenata dodu u P, a k najve¢ih u P,. Jasno je da u
najgorem slucaju svi elementi moraju biti razmenjeni, pa je tada broj razmena
elemenata 2k. Sortiranje se moze izvesti ponavljanjem slede¢eg koraka sve dok
je potrebno: P; Salje svoj najveéi element u P», a P svoj najmanji element u
P;. Proces se zavrsava u trenutku kad je najveéi element u P; manji ili jednak
od najmanjeg elementa u P,. Ovaj korak zove se objedinjavanje-razdvajangje.
Koristeéi ovaj korak kao osnovni u sortiranju parno-neparnim transpozicijama,
dobija se uopstenje sortiranja na slucaj vise elemenata po procesoru.

Tako je ovakav algoritam sortiranja optimalan za niz procesora, njegova efikasnost
je mala. Imamo n procesora koji izvrsavaju n koraka; prema tome, ukupan
broj koraka je n?. Mala efikasnost E(n,n) = % = % = O(logn/n)
nije iznenadujuca, jer efikasan algoritam za sortiranje mora imati moguénost da
zamenjuje mesta medusobno udaljenim elementima. Niz procesora ne omogucuje
takve zamene. U slede¢em odeljku prikaza¢emo specijalizovane mreze za efikasno

sortiranje.

Mnozenje matrica na dvodimenzionalnoj mrezi

Mreza racunara koju ¢emo sada razmotriti je dvodimenzionalna mreza n X n.
Procesor PJi, j],0 < i,j < n nalazi se u preseku i-te vrste i j-te kolone, i povezan
je sa procesorima P[i, j+1], P[i+1, 4], P[i,j—1]1 P[i—1, j]. Pretpostavlja se da
su suprotni krajevi mreze medusobno povezani, odnosno da mreza li¢i na torus.
Tako je, na primer, procesor P[0, 0] pored procesora P[0, 1] P[1,0], povezan i sa
procesorima P[0,n—1] i P[n—1,0], videti sliku 16. Drugim re¢ima, sva sabiranja
i oduzimanja indeksa vrSe se po modulu n (opseg vrednosti za indekse 4, j je
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0,1,...,n —1). Algoritam koji prikazujemo je simetri¢niji i elegantniji uz ovu
pretpostavku; njegovo vreme izvrsavanja jednako je (do na konstantni faktor)
vremenu izvrSavanja na obi¢noj mrezi (onoj koja nije presavijanjem povezana
kao torus).
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Slika 16: Dvodimenzionalna presavijena mreza.

Problem. Date su dve n x n matrice A i B, tako da su njihovi elementi A, j] i

Bi, j] u procesoru P[i, j]. Izra¢unati proizvod C' = AB, tako da element C[i, j]
bude u procesoru P[i, j].

Koristi¢cemo obican algoritam za mnozenje matrica. Problem je premestiti
podatke tako da se pravi brojevi nadu na pravom mestu u pravom trenutku.
Posmatrajmo element C[0,0] = ZZ;S A0, k] - B[k, 0], koji je jednak proizvodu
prve vrste matrice A i prve kolone matrice B; redni brojevi vrsta i kolona su
pri ovakvom oznacavanju za jedan veci od njihovih indeksa. Voleli bismo da
broj C[0, 0] bude izrac¢unat u procesoru P[0, 0]. Ovo se moze posti¢i ciklickim
pomeranjem prve vrste A ulevo, i istovremenim ciklickim pomeranjem prve
kolone B uvis, korak po korak. U prvom koraku P[0, 0] sadrzi A[0,0] i B[0,0] i
izra¢unava njihov proizvod; u drugom koraku P[0, 0] dobija A0, 1] (od desnog
suseda) i B[1,0] (od suseda ispod sebe) i njihov proizvod dodaje parcijalnoj
sumi, itd. Vrednost C[0, 0] se na ovaj nacin izra¢unava posle n koraka.

Problem je obezbediti da svi procesori obavljaju isti ovakav posao, a svi moraju
da dele podatke medusobno. Potrebno je da podatke preuredimo tako da ne
samo PJ[0,0], nego i svi ostali procesori dobiju sve potrebne podatke. Ideja je
da se podaci u matricama ispremestaju na takav nacin, da svaki procesor u
svakom koraku dobije dva broja ¢iji proizvod treba da izracuna. Bitan je dakle
pocetni raspored podataka. Problem resava pocetni raspored takav da procesor
Pli, j] ima elemente A[i, i+ j] i B[i + j,j], odnosno da drugi indeks elementa A
bude jednak prvom indeksu elementa B (pri ¢emu se, kao $to je receno, indeksi
racunaju po modulu n). Posto se formira ovakav raspored, svaki korak se sastoji
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ago | @o1 | aoz | @o3 ap1 | ao2 | @o3 | @oo
boo | bo1 | bo2 | bos bio | ba1 | b32 | bo3
a1o | @11 | G12 | G413 12 | a13 | G10 | Q11
bio | b11 | b12 | b3 bag | b31 | bo2 | b3
ap | a21 | G22 | A23 G23 | azp | A21 | @22
bao | b21 | baa | bo3 b3o | bo1 | bia | bo3
azp | @31 | a3z | as3 azp | az1 | az2 | ass
b3o | b31 | b32 | b33 boo | b11 | baa | b33

Tabela 2: Pocetno razmestanje elemenata matrica — priprema za paralelno
mnozenje.

od istovremenog ciklickog pomeranja vrsta A i kolona B, ¢ime P[i,j] dobija
elemente Afi,i+j+ k] i Bli+j+k,j],0 <k <n—1, $to su upravo oni elementi
koji su mu potrebni. Do pocetnog rasporeda moze se doéi ciklickim pomeranjem
vrste A sa indeksom i za i mesta ulevo, a kolone B sa indeksom i za i mesta
navise, i = 0,1,...,n— 1. Algoritam je prikazan na slici 17. Na slici 2 prikazano
je formiranje pocCetnog rasporeda elemenata matrica za n = 4. Leva strana
pokazuje pocetno stanje podataka, a desna njihov razmestaj posle izvrsavanja
pocetnih ciklickih pomeranja.

Algoritam Mnozenje matrica(A, B);
Ulaz: A i B (n x n matrice).
Izlaz: C (proizvod AB).
begin
for i := 0 to n — 1 do in parallel
ciklicki pomeri ulevo vrstu ¢ matrice A za i mesta;
{odnosno, izvrsi A[i, j] := A[i, (j + 1) mod n] ¢ puta}
for j := 0 ton — 1 do in parallel
ciklicki pomeri navise kolonu j matrice B za j mesta;
{odnosno, izvrsi Bli, j] := B[(: + 1) modn, j] j puta}
{podaci su sada na zeljenim pocetnim pozicijama}
for svi parovi i,j do in parallel
Cliy ] = Ali, 4] - Bli, l;
for k:=1ton—1do
for svi parovi i,j do in parallel
Ali, j] := Ali, (§ + 1) mod n;
Bli, j] := B[(i + 1) mod n, j;
Cli, j] := Cliy ) + Alis ] - Blis
end

Slika 17: Algoritam za paralelno mnozenje matrica na mrezi.

SloZenost. Pocetna ciklicka pomeranja vrsta A traju n/2 paralelnih koraka (kad

25



broj pomeranja postane veéi od n/2, pomeranja se izvode u suprotnom smeru —
udesno umesto ulevo); isto vazi i za poCetna pomeranja kolona B. U narednih n
koraka u svakom procesoru izvode se izracunavanja i pomeranja. Ti koraci mogu
se izvrsiti paralelno. Ukupno vreme izvrsavanja je O(n). Efikasnost algoritma

je E(n,n?) = % = nZSn = O(1), ako uporedujemo paralelni algoritam
sa obi¢nim sekvencijalnim mnozenjem matrica slozenosti O(n3). Efikasnost je
asimptotski manja, ako paralelni algoritam uporedujemo sa npr. Strasenovim

algoritmom za mnozenje matrica.
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