NP-kompletnost
Redukcije

Zapocecemo ovo poglavlje jednom anegdotom. Matematic¢aru je objasnjeno kako
moze da skuva ¢aj: treba da uzme ¢ajnik, napuni ga vodom iz slavine, stavi
¢ajnik na Stednjak, saceka da voda provri, i na kraju stavi ¢aj u vodu. A onda su
ga pitali: kako moze da skuva ¢aj ako ima cajnik pun vrele vode? Jednostavno,
kaze on: prosuce vodu i tako svesti problem na veé resen.

U ovom poglavlju pozabavi¢emo se idejom redukcije, odnosno svodenja jednog
problema na drugi. Pokaza¢emo da redukcije, iako ponekad neracionalne, mogu
biti i vrlo korisne. Na primer, ako ubacite u sanduce poste na Novom Beogradu
pismo za coveka koji stanuje odmah pored te poste, pismo ¢ée, bez obzira na
blizinu odredista, preé¢i put do Glavne poste u Beogradu, pa nazad do poste
na Novom Beogradu, i tek onda ée ga postar odneti vasem poznaniku. U
mnogo slucajeva nije lako prepoznati specijalni slucaj i za njega skrojiti efikasnije
specijalno resenje. U praksi je Cesto efikasnije sve specijalne slucajeve tretirati
na isti nac¢in. Na takvu situaciju redovno se nailazi i pri konstrukceiji algoritama.
Kad naidemo na problem koji se moze shvatiti kao specijalni sluc¢aj drugog
problema, koristimo poznato resenje. To resenje ponekad moze biti previse opste
ili previse skupo. Medutim, u mnogim slucajevima je koriséenje opsteg reSenja
najlaksi, najbrzi i najelegantniji nac¢in da se problem resi.

Pretpostavimo da je dat problem A, koji izgleda komplikovano, ali 1i¢i na poznati
problem B. MoZe se nezavisno (od pocetka) resavati problem A, ili se moze
iskoristiti neki od metoda za resavanje B i primeniti na A. Postoji, medutim, i
tre¢a mogucénost. Moze se pokusati sa nalazenjem redukcije, odnosno svodenja
jednog problema na drugi. Neformalno, redukcija je resavanje jednog problema
koris¢enjem “crne kutije” koja resava drugi problem. Preciznije, postoji funkcija
f kojom se instanca I problema A svodi na instancu f(I) problema B, kao i
funkcija h kojom se svako resenje .S instance f(I) prevodi u resenje h(.S) instance
I. Redukcijom se moze postiéi jedan od dva cilja, zavisno od smera:

e Resenje problema A, koje koristi crnu kutiju za resavanje problema B,
moze se transformisati u algoritam za resavanje problema A, ako se zna
algoritam za resavanje problema B.

¢ S druge strane, ako se za A zna da je tezak problem, i zna se donja granica
sloZenosti za algoritme koji reSavaju A, onda je to istovremeno i donja
granica slozenosti za problem B.

U prvom slucaju je redukcija iskoriséena za dobijanje informacije o problemu A,
a u drugom slu¢aju za dobijanje informacije o problemu B (slika 1).

Nalazenje redukcije jednog problema na drugi moze biti korisno ¢ak i ako ne
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Slika 1: Redukcija problema A na problem B.

daje novu donju ili gornju granicu slozenosti problema. Redukcija omoguéuje
bolje razumevanje oba problema. Ona se moze iskoristiti za nalazenje novih
tehnika za napad na problem ili njegove varijante.

Pomenimo i to da smo se i ranije veé sretali sa primerima redukcija — na primer,
sa redukcijom problema nalazenja tranzitivnog zatvorenja na problem nalazenja
svih najkracih puteva.

Klase Pi NP

Do sada smo se susreli sa razli¢itim tehnikama za resavanje algoritamskih prob-
lema. Na primer, razmatrali smo algoritme za resavanje problema odredivanja
optimalnog uparivanja u bipartitnim grafovima, kao i maksimizaciju toka u
transportnoj mrezi. Za ove algoritme mozemo reéi da su efikasni jer im se vreme
izvrsavanja ponasa kao neka polinomijalna funkcija veli¢ine ulaza. Da bismo
vise cenili ovako efikasne algoritme, razmotrimo sta je alternativa: u svim ovim
problemima mi trazimo resenje medu eksponencijalnim skupom moguéih resenja.
Zaista, postoji n! moguéih uparivanja u grafu, a proizvoljna transportna mreza
moze imati eksponencijalni broj puteva od izvora s do ponora t. Dakle, ovi
problemi bi se mogli resiti razmatranjem svih moguéih kandidata za reSenje,
jednog po jednog, ali bi se na taj nacin dobio algoritam ¢ija je sloZzenost barem
eksponencijalna. Potraga za efikasnim algoritmima se zasniva na pametnim
nacinima da se zaobide proces iscrpne pretrage i da se prostor pretrage suzi.

Bilo bi lepo kad bi svi problemi imali elegantne efikasne algoritme, do kojih se
dolazi koris¢enjem malog skupa tehnika. Medutim, postoji mnogo problema
koji se ne pokoravaju do sada razmotrenim tehnikama. Moguce je da prilikom
njihovog resavanja nije ulozeno dovoljno napora, ali se sa dosta razloga moze
pretpostaviti da postoje problemi koji nemaju efikasno opste resenje. U ovom
poglavlju opisa¢emo tehnike za prepoznavanje nekih takvih problema.

Vremenska slozenost veéine do sada razmatranih algoritama ogranicena je nekim
polinomom od veli¢ine ulaza. Za takve algoritme kazemo da su efikasni, a za
odgovarajuce probleme da su resivi. Drugim rec¢ima, za algoritam kazemo da
je efikasan ako je njegova vremenska slozenost O(P(n)), gde je P(n) polinom
po veli¢ini problema n. Klasu svih problema koji se mogu resiti efikasnim al-
goritmom oznacava¢emo sa P (polinomijalno vreme). Ova definicija moze da



izgleda ¢udno na prvi pogled. Tako, na primer, algoritam slozenosti O(n'?) se
ni po kojim merilima ne moze smatrati efikasnim; sli¢no, tesko je algoritam sa
vremenom izvriavanja 107n smatrati efikasnim, iako je linearne slozenosti. Ipak,
ova definicija ima smisla. Naime, ispostavlja se da ogromna vec¢ina resivih prob-
lema ima prakti¢no upotrebljiva resenja. Drugim rec¢ima, vremenska slozenost
polinomijalnih algoritama na koje se u praksi nailazi je najcesée polinom malog
stepena, retko iznad kvadratnog. Obrnuto je obi¢no takode tac¢no: algoritmi
sa vremenskom slozenoséu ve¢om od proizvoljnog polinoma obi¢no se ne mogu
prakti¢no izvrsavati za velike ulaze.

Postoji dosta problema za koje se ne zna ni jedan algoritam polinomijalne
slozenosti. Neki od tih problema ¢e jednom mozda biti reseni efikasnim algorit-
mima. Medutim, ima razloga za verovanje da se mnogi problemi ne mogu resiti
efikasno. Voleli bismo da budemo u stanju da prepoznamo takve probleme, da
ne bismo gubili vreme na trazenje nepostojeceg algoritma. U ovom poglavlju
razmotri¢emo kako pristupati problemima za koje se ne zna da li su u klasi
P. Specijalno, razmotri¢emo jednu potklasu takvih problema, klasu takozvanih
N P-kompletnih problema (eng. N P-complete problem). Ovi problemi mogu
se grupisati u jednu klasu jer su svi medusobno strogo ekvivalentni — efikasan
algoritam za neki INP-kompletan problem postoji ako i samo ako za svaki
N P-kompletan problem postoji efikasan algoritam. Siroko je rasprostranjeno
verovanje da ne postoji efikasan algoritam ni za jedan N P-kompletan problem,
ali se ne zna dokaz ovakvog tvrdenja. Cak i kad bi postojali efikasni algoritmi
za reSavanje N P-kompletnih problema, oni bi sigurno bili vrlo komplikovani, jer
se takvim problemima mnogo istrazivaca bavilo tokom dugog niza godina. Do
ovog trenutka se za stotine (odnosno hiljade, u zavisnosti od nacina brojanja tih
problema) problema zna da su N P-kompletni, Sto ovu oblast ¢ini vrlo znacajnom.

Ovo poglavlje sastoji se iz dva dela. U prvom delu se definise klasa N P-
kompletnih problema i navode primeri dokaza pripadnosti nekih problema toj
klasi. Zatim se razmatra nekoliko tehnika za priblizno resavanje N P-kompletnih
problema algoritmima polinomijalne vremenske slozenosti.

Redukcije polinomijalne vremenske slozenosti

U ovom odeljku ogranic¢i¢emo se na probleme odlucivanja, tj. razmatra¢emo samo
one probleme na koje se posle izvrsavanja odredenog algoritma moze odgovoriti
sa “da” ili “ne”. Ovo ogranicenje uproséava razmatranja, a ne menja tezinu
problema koji se resava, jer se ove dve verzije mogu svesti jedna na drugu. Na
primer, umesto da trazimo maksimalnu kliku (potpuno povezani podraf grafa,
tj. podskup ¢vorova grafa takav da izmedu svaka dva ¢vora u podskupu postoji
grana), mozemo da postavimo pitanje da li za zadato k postoji klika veli¢ine
bar k. Ako umemo da resimo problem odlucivanja, obi¢no mozemo da resimo i
polazni problem — binarnom pretragom, na primer. Obratno, takode, trivijalno
vazi: ako znamo da odredimo maksimalnu kliku u grafu, jedino je potrebno
proveriti da li je njena veli¢ina veca ili jednaka k.



Problem odlucivanja moze se posmatrati kao problem prepoznavanja jezika. Neka
je U skup mogucih ulaza za problem odlu¢ivanja. Neka je L C U skup svih
ulaza za koje je resenje problema “da”. Za L se kaze da je jezik koji odgovara
problemu, pa pojmovi problem i jezik mogu da se koriste ravnopravno. Problem
odluc¢ivanja je ustanoviti da li zadati ulaz pripada jeziku L. Sada ¢emo uvesti
pojam redukcije polinomijalne slozenosti izmedu jezika, kao osnovni alat u ovom
poglavlju.

Definicija 1. Neka su Ly i Lo dva jezika, podskupa redom skupova ulaza Uy
i Us. KaZemo da je Ly polinomijalno svodljiv na Lo, ako postoji algoritam
polinomijalne vremenske sloZenosti, koji dati ulaz u; € Uy prevodi u ulaz ug € Us,
tako da w1 € Ly ako i samo ako us € Ls. Pritom algoritam treba da bude
polinomijalan v odnosu na velicinu ulaza uq .

Algoritam iz definicije svodi jedan problem na drugi.

Ako znamo algoritam za prepoznavanje jezika Lo, onda ga moZzemo superponirati
sa algoritmom redukcije i tako dobiti algoritam za prepoznavanje jezika L.
Oznacimo algoritam redukcije sa AR, a algoritam za prepoznavanje jezika Lo sa
ALs. Proizvoljni ulaz u; € U; moZe se primenom algoritma AR transformisati
u ulaz ug € Us, i primenom algoritma ALs ustanoviti da 1i us € La, a time i
da li w3 € Ly. Specijalno, ako je problem prepoznavanja jezika Lo iz klase P,
zakljucujemo da je i problem prepoznavanja jezika L, iz klase P.

Teorema 1. Ako je jezik Ly polinomijalno svodljiv na jezik Lo, i Lo € P, onda
jei Ly € P.

Relacija polinomijalne svodljivosti nije simetri¢na: polinomijalna svodljivost
jezika Ly na jezik Lo ne povla¢i polinomijalnu svodljivost jezika Ly na jezik
Ly. Ova asimetrija potice od ¢injenice da definicija svodljivosti zahteva da se
proizvoljan ulaz za L; moze transformisati u ekvivalentan ulaz za Lo, ali ne i
obrnuto. Moguce je da ulazi za Lo, dobijeni na ovaj nacin, predstavljaju samo
mali deo svih moguéih ulaza za Ly. Prema tome, ako je jezik L; polinomijalno
svodljiv na jezik Lo, onda mozemo smatrati da je problem prepoznavanja jezika
LQ tezi.

Dva jezika L1 i Lo su polinomijalno ekvivalentni, ako je svaki od njih poli-
nomijalno svodljiv na drugi. Specijalno, svi netrivijalni problemi iz klase P su
ekvivalentni. Dokazimo ovo tvrdenje. Neka su B i C' dva netrivijalna problema
iz P (tj. za oba postoje ulazi sa odgovorom “da” i ulazi sa odgovorom “ne”).
Neka su ug i u; dva ulaza za problem C| takva da je za ug reSenje “ne”, a za u;
“da” (odnosno ug ¢ Lo iuy € Leo). Za svodenje problema B na problem C moZe
se iskoristiti slede¢i polinomijalni algoritam: ulazu v za problem B pridruzuje
se ¢(v) = ug ako v ¢ L, odnosno ¢(v) = u; ako v € Lg*. Tada za proizvoljan
ulaz v za problem B vazi v € Lp akko ¢(v) € L¢.

Relacija polinomijalne svodljivosti je tranzitivna, kao sto pokazuje sledeéa teo-
rema.

1Primetimo da je provera da li v € L polinomijalne slozenosti.



Teorema 2. Ako je Li polinomijalno svodljiv na Lo i Lo je polinomijalno
svodljiv na L3, onda je L1 polinomijalno svodljiv na Ls.

Dokaz: Neka su jezici Ly, Ly i Ls podskupovi skupova moguéih ulaza redom
Ui, Us i Us. Superponiranjem algoritama redukcije L na Ly, odnosno Lo
na Ls dobija se algoritam redukcije L; na L3. Proizvoljan ulaz u; € Uy
konvertuje se najpre u ulaz us € Us, koji se zatim konvertuje u ulaz us € Us.
Posto su redukcije polinomijalne slozenosti, a kompozicija dve polinomijalne
funkcije je polinomijalna funkcija, rezultujuéi algoritam redukcije je takode
polinomijalne slozenosti (to je jedan od razloga zasto su za meru sloZenosti
reSivih problema izabrani polinomi). O

Sustina metoda koji ¢emo primenjivati u ovom poglavlju je da ako se za neki
problem ne moze nadéi efikasan algoritam, onda pokusavamo da ustanovimo da li
je on ekvivalentan nekom od problema za koje znamo da su teski. Klasa N P-
kompletnih problema sadrzi stotine takvih medusobno ekvivalentnih problema.

Nedeterminizam i Kukova teorema

Sada ¢emo definisati drugu vaznu klasu jezika (odnosno problema odludivanja) —
klasu N P. Razmotrimo kao primer problem trgovackog putnika.

Problem. Zadat je tezinski graf G = (V, E) sa |V| = n ¢vorova, tako da je
za proizvoljne ¢vorove — gradove v;,v; € V tezina grane (v;,v;) € E jednaka
d(v;,v;) i broj B € Z* — budzet. Ustanoviti da li u grafu G postoji Hamiltonov
ciklus sa zbirom teZina grana manjim ili jednakim od B (slika 2). Drugim recima,
postoji li permutacija 7(1),7(2),...,n(n) ¢vorova grafa tako da kada se oni
posete u ovom redosledu ukupni predeni put je najvise B:

n—1

> AWn(i)s V(i) + AVr(n)s Ve(1)) < B?

i=1

Slika 2: Problem trgovackog putnika Cije je optimalno resenje duzine 18.



Polinomijalni algoritam za resavanje ovog problema nije poznat. Pretpostavimo,
medutim, da je za neki konkretan ulaz za ovaj problem dobijen odgovor “da”. Ako
u to posumnjamo, mozemo zahtevati “dokaz” tog tvrdenja — niz ¢vorova koji
ima trazenu osobinu. Kad imamo ovakav niz ¢vorova, lako mozemo da proverimo
da li je to Hamiltonov ciklus, da izrac¢unamo njegovu duzinu i uporedimo je sa
zadatom granicom B. Pored toga, oc¢igledno je vremenska slozenost ovakvog
algoritma provere polinomijalna u odnosu na veli¢inu ulaza.

Upravo pojam polinomijalne proverljivosti karakterise klasu NP. Primetimo
da proverljivost za polinomijalno vreme ne povlac¢i i moguénost reSavanja za
polinomijalno vreme. Utvrdujuéi da se za polinomijalno vreme moze proveriti
odgovor “da” za problem trgovackog putnika, mi ne uzimamo u obzir vreme
koje nam moze biti potrebno za pronalazenje jednog od moguéih Hamiltonovih
ciklusa, ¢iji broj raste eksponencijalno sa brojem ¢vorova grafa. Mi samo tvrdimo
da se za svaki zadati niz ¢vorova i za konkretan ulaz u, za polinomijalno vreme
moze proveriti da li taj niz “dokazuje” da je za ulaz u odgovor “da”.

Klasa NP se na drugi na¢in neformalno moze definisati pomoc¢u pojma nede-
terministickog algoritma. Takav algoritam sastoji se od dve razlicite faze: faze
pogadanja i faze provere. Za zadati ulaz u, u prvoj fazi se izvodi prosto “pogadanje’
nekog resenja S. Zatim se u i S zajedno predaju kao ulaz fazi provere, koja se
izvodi na obi¢an (deterministicki) nacin, pa se zavrsava odgovorom “da” ili “ne”,
ili se izvrsava beskonacno dugo. Nedeterministicki algoritam “resava” problem
odluéivanja II, ako su za proizvoljni ulaz v € Up za ovaj problem ispunjena
slede¢a dva uslova:

i

1. Ako u € Ly, onda postoji predlozeno resenje S, ¢ije bi pogadanje za ulaz u
dovelo do toga da se faza provere sa ulazom (u,S) zavrsi odgovorom "da'.

2. Ako u ¢ Ly, onda ne postoji predlozeno reSenje S, ¢ije bi pogadanje za
ulaz u obezbedilo zavrSavanje faze provere sa ulazom (u,.S) odgovorom
"da" .

Na primer, nedeterministicki algoritam za resavanje problema trgovackog putnika
mogao bi se konstruisati koristeé¢i kao fazu pogadanja izbor proizvoljnog niza
gradova (¢vorova), a kao fazu provere — gore pomenuti algoritam “provere
dokaza” za problem trgovackog putnika. Ocigledno je da za proizvoljan konkretan
ulaz u postoji takvo pogadanje S, da se kao rezultat rada faze provere sa ulazom
(u,S) dobija “da”, onda i samo onda, ako za ulaz u postoji Hamiltonov ciklus
trazene duzine.

Kaze se da nedeterministicki algoritam koji reSava problem odluéivanja II radi
za “polinomijalno vreme”; ako postoji polinom p takav da za svaki ulaz v € Uy
postoji takvo pogadanje S, da se faza provere sa ulazom (u,S) zavrSava sa
odgovorom “da” za vreme p(|ul). Iz toga sledi da je veli¢ina resenja S obavezno
ogranic¢ena polinomom od veli¢ine ulaza, jer se na proveru pogadanja S moze
utrositi najvise polinomijalno vreme.

Klasa N P, definisana neformalno, — to je klasa svih problema odlucivanja koji pri



razumnom kodiranju mogu biti reseni nedeterministickim (N — nondeterministic)
algoritmom za polinomijalno (P — polynomial) vreme. Na primer, problem
trgovackog putnika pripada klasi N P.

U slicnim neformalnim definicijama termin “resava” treba oprezno koristiti.
Treba da bude jasno da je osnovni smisao “polinomijalnog nedeterministickog
algoritma” u tome da objasni pojam “proverljivosti za polinomijalno vreme”,
a ne u tome da bude realni metod resavanja problema odluc¢ivanja. Za svaki
konkretan ulaz takav algoritam ima ne jedno, nego nekoliko mogucih izvrsavanja
— po jedno za svako mogucée pogadanje.

Nedeterministicki algoritmi su vrlo moéni, ali njihova snaga nije neogranicena.
Postoje problemi koji se ne mogu efikasno resiti nedeterministickim algoritmom.

Na primer, posmatrajmo sledec¢i problem: da li je veli¢ina maksimalne klike u
zadatom grafu jednaka tacno k7?7 Nedeterministickim algoritmom lako se moze
pronaéi klika veli¢ine k, ako ona postoji, ali se ne moze lako ustanoviti (¢ak ni
nedeterministicki) da ne postoji veéa klika.

Izgleda razumno smatrati da su nedeterministicki algoritmi moéniji od determin-
istickih, ali da li je to tacno? Jedan nacin da se to dokaze bio bi da se pronade
neki problem koji je u klasi NP a koji nije u klasi P. To do sada nikome nije
poslo za rukom. U protivnom, da bi se dokazalo da su ove dve klase jednake
(odnosno P = NP), trebalo bi pokazati da svaki problem iz klase N P moze da
bude resen deterministickim algoritmom polinomijalne vremenske slozenosti. Ni
ovakvo tvrdenje niko nije uspeo da dokaze (i malo je onih koji veruju u njegovu
tacnost). Problem utvrdivanja odnosa izmedu P i NP poznat je kao problem
P=NP.

Definicija 2. Problem X je N P-tezak problem ako je svaki problem iz klase
NP polinomijalno svodljiv na X.

Definicija 3. Problem X je N P-kompletan problem ako (1) pripada klasi NP,
i (2) X je NP-tezak.

Posledice definicije klase N P-teskih problema je da, ako se za bilo koji N P-tezak
problem dokaze da pripada klasi P, onda je P = NP.

GL I

omplete

Slika 3: Odnos klasa slozenosti.

Kuk je 1971. godine dokazao da postoje N P-kompletni problemi, tako sto je za
jedan problem dokazao da je N P-kompletan. Primetimo da kada se zna jedan
N P-kompletan problem, dokazi da su drugi problemi N P-kompletni postaju



jednostavniji. Naime, kako bi se za novi problem X dokazalo da je N P-tezak,
nije vise neophodno dokazivati da je svaki problem iz klase NP polinomijalno
svodljiv na problem X, veé¢ je dovoljno dokazati da je neki INP-kompletan
problem polinomijalno svodljiv na X. To sledi iz sledece leme.

Lema 1. Problem X je NP-kompletan ako (1) X pripada klasi NP, i (2’)
postoji N P-kompletan problem Y koji je polinomijalno svodljiv na X.

Dokaz: Problem Y je prema uslovu (2) N P-tezak, pa je svaki problem u klasi
N P polinomijalno svodljiv na Y. Posto je Y polinomijalno svodljiv na X,
a polinomijalna svodljivost je tranzitivna relacija, svaki problem u klasi
NP je polinomijalno svodljiv i na problem X. Odavde sledi da je problem
X N P-tezak. O

Mnogo je lakse dokazati da su dva problema polinomijalno svodljiva, nego
direktno dokazati da je ispunjen uslov (2). Zbog toga je Kukov rezultat kamen
temeljac cele teorije?. Dalje, sa pojavom novih problema za koje se zna da su
N P-kompletni, raste broj moguénosti za dokazivanje uslova (2’). Ubrzo posto
je Kukov rezultat postao poznat, Karp (R.M.Karp) je za 24 vaZna problema
pokazao da su N P-kompletni. Od tog vremena je za stotine problema (mozda
hiljade, zavisno od nadina brojanja varijacija istog problema) dokazano da su N P-
kompletni. U slede¢em odeljku prikaza¢emo nekoliko primera N P-kompletnih
problema, sa dokazima njihove N P-kompletnosti. NaveSéemo takode (bez
dokaza) vise N P-kompletnih problema. Najtezi deo dokaza je obi¢no (ne uvek)
dokaz ispunjenosti uslova (27).

Izlozi¢emo sada problem za koji je Kuk dokazao da je N P-kompletan. Problem je
poznat kao problem zadovoljivosti (SAT, skradenica od satisfiability). Neka je S
Bulov izraz u konjuktivnoj normalnoj formi. Drugim rec¢ima, S je konjunkcija vise
klauza (disjunkcija grupa literala — simbola promenljivih ili njihovih negacija).
Kao primer moze da posluzi izraz S = (v +y+2) - (@ +y+2) - (T +y+2),
gde sabiranje, odnosno mnozenje odgovaraju disjunkciji, odnosno konjunkciji
(ili, odnosno i), a svaka promenljiva ima vrednost 0 (netac¢no) ili 1 (tacno).
Poznato je da se svaka Bulova funkcija moze predstaviti izrazom u KNF. Za
Bulov izraz se kaze da je zadovoljiv, ako postoji takvo dodeljivanje nula i jedinica
promenljivim, da izraz ima vrednost 1. Problem SAT sastoji se u utvrdivanju
da li je zadati izraz zadovoljiv (pri ¢emu nije neophodno pronaéi odgovarajuce
vrednosti promenljivih). U navedenom primeru izraz S je zadovoljiv, jer za
z=1,y=11iz=0 ima vrednost S = 1.

Problem SAT je u klasi NP jer se za (nedeterministicki) izabrane vrednosti
promenljivih za polinomijalno vreme (od veli¢ine ulaza — ukupne duzine formule)
moze proveriti da li je izraz tacan. Problem SAT je i N P-tezak. To nije lako
dokazati.

Teorema 3 (Kukova teorema). Problem SAT je NP-kompletan.

2Stiven Kuk je 1982. godine dobio Tjuringovu nagradu za doprinose teoriji sloZenosti.



Primeri dokaza N P-kompletnosti

U ovom odeljku dokaza¢emo da su N P-kompletni slede¢ih pet problema: pokrivac¢
grana, dominiraju¢i skup, 3SAT, 3-obojivost i problem klika. Svaki od ovih
problema biée detaljnije izlozen. Dokazivanje N P-kompletnosti zasniva se na
tehnikama koje ¢e biti rezimirane na kraju odeljka. Da bi se dokazala N P-
kompletnost nekog problema, mora se najpre dokazati da on pripada klasi NP,
sto je obi¢no (ali ne uvek!) lako, a zatim treba pronaéi redukciju polinomijalne
vremenske slozenosti nekog problema za koji se zna da je N P-kompletan na
nas problem. Redosled redukcija u dokazima N P-kompletnosti pet navedenih
problema prikazan je na slici~4. Da bi se ovi dokazi lakSe razumeli, navedeni
su redosledom prema tezini, a ne prema rastojanju od korena stabla na slici~4;
redosled dokaza prikazan je brojevima uz grane.

SAT
4 T3
Klike 3SAT
L1 I
Pokriva¢ grana 3-obojivost

| 2

Dominirajuéi skup

Slika 4: Redosled dokaza N P-kompletnosti u tekstu.

Pokriva¢ grana

Neka je G = (V, E) neusmereni graf. Pokrivac¢ grana grafa G je takav skup
¢vorova, da je svaka grana GG susedna bar jednom od ¢vorova iz skupa.

Problem. Zadat je neusmereni graf G = (V, E) i prirodni broj k. Ustanoviti da
li u G postoji pokriva¢ grana sa < k ¢vorova.

Teorema 4. Problem pokrivac grana je N P-kompletan.

Dokaz: Problem pokrivac¢ grana je u klasi N P, jer se za pretpostavljeni podskup
od < k ¢vorova lako proverava za polinomijalno vreme da li ¢ini pokrivac
grana grafa.

Da bismo dokazali da je problem pokriva¢ grana NN P-kompletan, treba
da na njega svedemo neki N P-kompletan problem. U tu svrhu iskoris-
ticemo problem klika (dokaz da je problem klika N P-kompletan bié¢e dat



u nastavku. U neusmerenom grafu G = (V, E) klika je takav podgraf C
grafa G u kome su svi ¢vorovi medusobno povezani granama iz G. Drugim
recima, klika je kompletan podgraf. Problem klika glasi: za zadati graf
G i prirodni broj k, ustanoviti da li G sadrzi kliku veli¢ine k. Potrebno
je transformisati proizvoljan ulaz za problem klika u ulaz za problem
pokriva¢ grana, tako da je resenje problema klika "da" akko je "da' resenje
odgovarajuceg problema pokriva¢ grana. Neka je G = (V, E), k proizvoljan
ulaz za problem klika. Neka je G = (V, E) komplement grafa G, odnosno
graf sa istim skupom ¢vorova kao i G, i komplementarnim skupom grana
u odnosu na G (odnosno izmedu proizvoljna dva évora u G grana postoji
akko izmedu ta dva ¢vora u G ne postoji grana). Neka je n = |V|. Tvrdimo
da je problem klika (G, k) sveden na problem pokriva¢ grana grafa, sa
ulazom G, n — k (videti primer na slici 5, gde su isprekidanim linijama
prikazane grane iz G).

e Pretpostavimo da je C = (U, F') klika u G. Skup ¢vorova V \ U
pokriva sve grane u G, jer u G nema grana koje povezuju ¢vorove iz
U (sve te grane su u ). Prema tome, V' \ U je pokrivac grana za

G. Drugim recima, ako G ima kliku veli¢ine k, onda G ima pokrivac
grana veli¢ine n — k.

« Obrnuto, neka je D pokrivaé grana u G. Tada D pokriva sve grane u
G, pa u G ne moze da postoji grana koja povezuje neka dva évora iz
V' \ D. Prema tome, V' \ D je klika u G. Zaklju¢ujemo da ako u G
postoji pokriva¢ grana veli¢ine n — k, onda u G postoji klika veli¢ine

k.

Ova redukcija se ocigledno moze izvrsiti za polinomijalno vreme: potrebno
je samo konstruisati graf G polazeéi od grafa G i izracunati razliku n — k.
O

G: klika U G: pokrivaé¢ grana V \ U

od k ¢vorova od n — k ¢vorova

Slika 5: Redukcija problema klika na problem pokriva¢ grana.
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Dominirajuci skup

Neka je G = (V, E) neusmereni graf. Dominirajuci skup je skup ¢vorova D C V,
takav da za svaki ¢vor grafa G vazi da ili pripada skupu D, ili je susedan bar
jednom ¢voru iz D.

Problem. Dat je neusmereni graf G = (V, E) i prirodni broj k. Ustanoviti da li
u G postoji dominirajuci skup sa najvise k ¢vorova.

Teorema 5. Problem dominirajuci skup je N P-kompletan.

Dokaz: Problem dominirajué¢i skup je u klasi NP, jer se za pretpostavljeni
podskup od najvise k ¢évorova lako za polinomijalno vreme proverava da li
je dominirajuéi skup.

Izveséemo redukciju problema pokriva¢ grana na problem dominirajuéi
skup. Ako je zadat proizvoljan ulaz (G, k) za problem pokriva¢ grana, cilj
je konstruisati novi graf G’ koji ima dominirajuéi skup odredene veli¢ine
akko G ima pokriva¢ grana veli¢ine najvise k. Pri tome se, bez smanjenja
opsStosti, moZe pretpostaviti da G nema izolovanih ¢vorova (oni ne uti¢u
na pokriva¢ grana, ali moraju biti ukljuceni u dominirajuéi skup). Polazeéi
od grafa G, dodajemo mu |E| novih ¢vorova i 2| E| novih grana na sledeéi
nacin. Za svaku granu (v, w) iz G dodajemo novi ¢vor vw i dve nove grane
(v,vw) i (w,vw) (videti primer na slici 6). Drugim red¢ima, svaku granu
transformiSemo u trougao. Oznacimo novi graf sa G'. Graf G’ je lako
konstruisati za polinomijalno vreme.

vw

Slika 6: Redukcija problema pokriva¢ grana na problem dominirajuéi skup.

Tvrdimo da G ima pokriva¢ grana veli¢ine m akko G’ ima dominirajuéi
skup veli¢ine m.

e Neka je D dominirajuéi skup grafa G’. Ako D sadrzi bilo koji od
novih ¢vorova vw, onda se takav ¢vor moze zameniti bilo ¢vorom
v, bilo ¢vorom w, posle ¢ega ¢e i novi skup biti dominirajuéi skup
(v i w pokrivaju sve ¢vorove koje pokriva vw). Prema tome, bez
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smanjenja opstosti moze se pretpostaviti da D sadrzi samo ¢vorove
iz G. Medutim, posto D "dominira" nad svim novim ¢vorovima, on
mora za svaku granu iz G da sadrzi bar jedan njen kraj, pa je zbog
toga D istovremeno i pokriva¢ grana grafa G.

e Obrnuto, ako je C pokriva¢ grana u G, onda je svaka grana G susedna
nekom ¢voru iz C, pa je i svaki novi ¢vor iz G’ susedan nekom ¢voru
iz C'. Stari ¢vorovi su takode pokriveni ¢vorovima iz C, jer po
pretpostavci ¢vorovi iz C' pokrivaju sve grane.

O

3SAT

Problem 3SAT je uproséena verzija obi¢nog problema SAT. Ulaz za problem
3SAT je KNF u kojoj svaka klauza ima tacno tri literala.

Problem. Zadat je Bulov izraz u KNF, u kome svaka klauza sadrzi tacno tri
literala. Ustanoviti da li je izraz zadovoljiv.

Teorema 6. Problem 3SAT je N P-kompletan.

Dokaz: Ovo je interesantna i uobicajena vrsta redukcije, sa problema na njegov
specijalan slucaj. Ovaj problem je na prvi pogled laksi od obi¢nog problema
SAT, zbog dopunskog ogranicenja da svaka klauza ima po tri promenljive.
Medutim, pokazacemo da ovaj problem ostaje tezak i kada je ulaz restri-
hovaniji. Pokaza¢emo da algoritam koji resava 3SAT moze da se iskoristi
da resi obican problem SAT (odnosno da se SAT moze svesti na 3SAT).
Pre toga, jasno je da SAT pripada klasi N P. Mogu se izabrati ("pogoditi")
vrednosti promenljivih i za polinomijalno vreme proveriti da li je izraz
tacan. Neka je E proizvoljan ulaz za SAT. Svaku klauzu u F zameni¢emo
sa nekoliko klauza od po tacéno tri literala. Neka je C' = (1 +22+- - +x)
proizvoljna klauza iz E, takva da je k > 4. Ovde je zbog udobnosti sa
x; oznacen literal, odnosno bilo promenljiva, bilo negacija promenljive.
Pokazaéemo kako se C' moze ekvivalentno zameniti sa nekoliko klauza od
po tacno tri literala. Ideja je uvesti nove promenljive y1,ys, ..., yr_3, koje
klauzu transformisu u deo ulaza za 3SAT, ne menjajuci zadovoljivost izraza.
Za svaku klauzu iz E uvode se nove, razli¢ite promenljive; C' se zamenjuje
konjunkcijom klauza C’, tako da je

C" = (v1+xaty1) (x3+71+y2) (TatPo+ys) - - (Th—2F+Th—a+yn—3) (@r—1+2K+Tk—3)-

Tvrdimo da je izraz, dobijen od FE zamenom C sa C’, zadovoljiv akko je
zadovoljiv izraz F.

e Ako je izraz F zadovoljiv, onda bar jedan od literala x; mora imati
vrednost 1. U tom slucaju se mogu izabrati vrednosti promenljivih
y; u C”" tako da sve klauze u C’ budu tacne. Na primer, ako je
x3 = 1, onda se moze staviti y; = 1 ($to ¢ini tatnom prvu klauzu),

12



y2 = 0 (druga klauza je tacna zbog z3 = 1), 1 y; = 0 za sve i > 2.
Uopste, ako je x; = 1, onda stavljamo y; = yo = -+ =y;_o =11
Yio1 =Y; = - = yp_3 = 0, $to obezbeduje da bude C’" = 1.

e Obrnuto, ako izraz C’ ima vrednost 1, tvrdimo da bar jedan od
literala x; mora imati vrednost 1. Zaista, ako bi svi literali x; imali
vrednost 0, onda bi izraz C’ imao istu tacnost kao i izraz C" =
(y1) - (41 +y2) - (Y2 +y3) - (Yk—a + Yr—3) - (Yx—3), koji ocigledno nije
zadovoljiv (da bi bilo C”" = 1, moralo bi da bude redom y; = 1, pa
yo =1, itd, yp—a =1, yr—3 = 0, 1 yp—3 = 1, Sto je kontradikcija).

Pomoc¢u ove redukcije sve klauze sa vise od tri literala mogu se zameniti
sa nekoliko klauza od po ta¢no tri literala. Ostaje da se transformisu
klauze sa jednim ili dva literala. Klauza oblika C' = (z1 + x2) zamenjuje
se ekvivalentnom izrazom

C' = (z1+ 22 + 2) (21 + 22 + 2),

gde je z nova promenljiva. Lako se pokazuje da je pocetni izraz zadovoljiv
akko je zadovoljiv izraz dobijen zamenom C sa C’.

Konaé¢no, klauza oblika C' = z; mozZe se zameniti izrazom

C'= (@ +y+2)(z+y+2) (@ +y+2) (e +y+72),
u kome su y i z nove promenljive. Lako se pokazuje da je pocetni izraz
zadovoljiv akko je zadovoljiv izraz dobijen zamenom C sa C'.

Prema tome, proizvoljni ulaz za problem SAT moze se svesti na ulaz za
problem 3SAT, tako da je prvi izraz zadovoljiv akko je zadovoljiv drugi.
Jasno je da se ova redukcija izvodi za polinomijalno vreme. O

Klike

Problem klika definisan je u odeljku, u kome je razmatran problem pokrivac¢
grana.

Problem. Dat je neusmereni graf G = (V| E) i prirodni broj k. Ustanoviti da li
G sadrzi kliku velicine bar k.

Teorema 7. Problem klika je N P-kompletan.

Dokaz: Problem klika je u klasi NP, jer se za svaki pretpostavljeni podskup
od k ¢vorova za polinomijalno vreme moze proveriti da li je klika.

Pokazacemo sada da se problem SAT moze svesti na problem klika. Ova
redukcija povezuje dva veoma razli¢ita problema, jedan koji radi nad
skupom klauza i drugi koji radi nad grafovima. Neka je E proizvoljni
Bulov izraz u KNF, £ = E; - FEs - - - E,. Posmatrajmo, na primer, klauzu
E; = (x+y+z+w). Njoj pridruzujemo "kolonu" od ¢etiri ¢vora, oznacena
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literalima iz F; (bez obzira $to se neki od njih mozda pojavljuju i u drugim
klauzama). Drugim re¢ima, graf G koji konstruiSemo imade po jedan ¢vor
za svaku pojavu bilo koje promenljive. Ostaje pitanje kako povezati ove
¢vorove, tako da G sadrzi kliku velicine bar k akko je izraz E zadovoljiv.
Primetimo da se vrednost & moze izabrati proizvoljno, jer je potrebno
svesti problem SAT na problem klika, odnosno resiti problem SAT koristedi
algoritam za resavanje problema klika. Naravno, algoritam za resavanje
problema klika mora da radi za svaku vrednost k. Ovo je vazna fleksibilnost,
koja se ¢esto koristi u dokazima N P-kompletnosti. U ovom slucaju za k
¢emo izabrati vrednost jednaku broju klauza m.

Grane u grafu G’ mogu se zadati na sledeéi nac¢in. Cvorovi iz iste kolone
(odnosno ¢évorovi pridruzeni literalima iz iste klauze) ne povezuju se
granama. Cvorovi iz razli¢itih kolona su skoro uvek povezani: izuze-
tak je slucaj dva c¢vora od kojih jedan odgovara promenljivoj, a drugi
komplementu te iste promenljive. Primer grafa koji odgovara izrazu

E=@+y+2) -@+y+2) (y+2)

prikazan je na slici 7. Jasno je da se G moze konstruisati za polinomijalno
vreme.

Slika 7:  Redukcija problema SAT sa ulazom (r +y+2)- (Z+y+2)- (y+ Z) na
problem klika.

Tvrdimo da G ima kliku veli¢ine bar m, akko je izraz E zadovoljiv. Najpre
zapazamo da zbog konstrukcije maksimalna klika ne moze imati vise od m
¢vorova, nezavisno od FE.

e Pretpostavimo da je izraz E zadovoljiv. Tada postoji takvo dodelji-
vanje vrednosti promenljivim, da u svakoj klauzi postoji bar jedan
literal sa vrednoséu 1. Cvor koji odgovara tom literalu prikljucuje
se kliki (ako ima viSe takvih literala, bira se proizvoljan od njih).
Dobijeni podgraf jeste klika, jer jedini nac¢in da dva ¢vora iz razli¢itih
kolona ne budu povezana je da jedan od njih bude komplement drugog
— $to je nemoguce, jer je svim izabranim literalima dodeljena vrednost
1.
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e Obrnuto, pretpostavimo da G sadrzi kliku veli¢ine bar m. Klika mora
da sadrzi tacno jedan évor iz svake kolone (jer po konstrukeiji évorovi
iz iste kolone nisu povezani). Odgovarajué¢im literalima dodeljujemo
vrednost 1. Ako na ovaj nacin nekoj promenljivoj nije dodeljena vred-
nost, to se moze uciniti na proizvoljan nacin. Izvedeno dodeljivanje
vrednosti promenljivima je neprotivreéno: ako bi nekoj promenljivoj
z i njenom komplementu z, ukljuc¢enim u kliku, istovremeno bila
dodeljena vrednost 1, to bi znacilo da odgovarajuéi ¢vorovi (po kon-
strukciji) nisu povezani — suprotno pretpostavci da su oba ¢vora u
kliki.

O

3-obojivost

Neka je G = (V, E) neusmereni graf. Ispravno bojenje (ili samo bojenje) grafa
G je takvo pridruzivanje boja ¢vorovima, da je svakom ¢voru pridruzena neka
boja, a da su susednim ¢vorovima uvek pridruzene razlicite boje.

Problem (3-obojivost). Dat je neusmereni graf G = (V, E). Ustanoviti da li se
G moze obojiti sa tri boje.

Teorema 8. Problem 3-obojivost je N P-kompletan.

Dokaz: Problem 3-obojivost pripada klasi NP, jer se moze pretpostaviti
proizvoljno bojenje grafa sa 3 boje, a zatim za polinomijalno vreme
proveriti da li je pretpostavljeno bojenje ispravno. Izvesé¢emo redukciju
problema 3SAT na problem 3-obojivost. Dokaz je nesto komplikovaniji iz
dva razloga. Najpre, problemi se odnose na razli¢ite objekte — Bulove
izraze u KNF, odnosno grafove. Drugo, ne moze se prosto zameniti jedan
objekat (na primer ¢vor ili grana) drugim (na primer klauzom); mora se
voditi racuna o kompletnoj strukturi. Ideja je da se iskoriste sastavni
elementi, koji se povezuju u celinu. Neka je E proizvoljan ulaz za problem
3SAT. Treba konstruisati graf G, tako da je izraz E zadovoljiv akko je G
3-obojiv. Najpre konstruiSemo osnovni trougao M. Posto je M trougao
(kompletni graf sa tri ¢vora), za njegovo bojenje potrebne su tacno tri boje.
Oznadimo te boje sa T (tacno), F' (netacno) i A, videti donji trougao
na slici 8. Pored toga, za svaku promenljivu x dodajemo novi trougao
M, ¢ije ¢vorove oznaCavamo sa x, T i A, pri ¢emu se ¢vor oznacen sa A
poklapa sa ¢vorom iz M sa istom oznakom. Prema tome, ako se u izrazu
pojavljuje k promenljivih, imamo k 4+ 1 trouglova sa zajednickim ¢vorom
A (slika 8). Ovo za sada obezbeduje da, ako je, na primer, ¢vor 2 obojen
bojom T, onda ¢vor Z mora biti obojen bojom F' (jer su oba ¢vora susedna
¢voru obojenom bojom A), i obrnuto. Ovo je u skladu sa znacenjem z.

Potrebno je dodati uslov, koji bi obezbedivao da u svakoj klauzi bar jedan
literal ima vrednost 1. To se moZe obezbediti na sledeéi nacin. Pret-
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Slika 8: Prvi deo konstrukcije za redukciju 3SAT na 3-obojivost grafa.

postavimo, na primer, da se radi o klauzi (z +y + z). Ovde se z, y, z
mogu smatrati literalima, tj. nedostatak negacija nad simbolima =z, y,
z ne smanjuje opsStost razmatranja. Za ovu klauzu uvodimo Sest novih
¢vorova i povezujemo ih sa postoje¢im ¢vorovima na nacin prikazan na
slici 9. Nazovimo tri nova ¢vora povezana sa T i z, y ili z spoljasnjim
¢vorovima (oznaceni su sa O na slici), a tri nova ¢vora u trouglu — unutrasn-
jim ¢vorovima (oznadceni su sa I na slici). Tvrdimo da ova konstrukcija
obezbeduje (ako je moguée bojenje sa tri boje) da bar jedan od ¢vorova z,
y ili z mora biti obojen bojom T'. Ni jedan od ¢vorova z, y, z ne moze biti
obojen bojom A, jer su svi oni povezani sa ¢vorom A (videti sliku 8). Ako
bi sva tri ¢vora z, y, z bili obojeni bojom F', onda bi tri nova spoljasnja
¢vora povezana sa njima morali biti obojeni bojom A, pa se unutrasnji
trougao ne bi mogao obojiti sa tri boje! Kompletan graf koji odgovara

izrazu (Z +y + Z) - (T + y + z) prikazan je na slici 10.

z T
. .
N y
N y
N y
~
"
"
"
90
,I I
/N
/ N\
/ N\
/s AN
/ \
/ \
/ \
1/ ol
%
, \
y \
y \
Y / N z
O O

Slika 9: Podgrafovi koji odgovaraju klauzama u redukciji 3SAT na 3-obojivost

Sada mozemo da kompletiramo dokaz, i to u dva smera: (1) ako je izraz E
zadovoljiv, G se moze obojiti sa tri boje, i (2) ako se G moze obojiti sa tri
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Slika 10: Graf koji odgovara izrazu (z + y + Z) - (T + § + 2z) u redukciji 3SAT
na 3-obojivost.

boje, onda je izraz E zadovoljiv.

e Ako je izraz E zadovoljiv, onda postoji takvo dodeljivanje vrednosti
promenljivim, da u svakoj klauzi bar jedan literal ima vrednost 1.
Obojimo ¢vorove grafa u skladu sa njihovim vrednostima (sa T' ako
je vrednost 1, odnosno sa F' u protivhom). Trougao M obojen je
bojama T, F' i A na opisani nac¢in. U podgrafu koji odgovara klauzi
bar jedan literal ima vrednost 1; odgovarajuéi spoljasnji ¢vor bojimo sa
F, a ostale spoljasnje ¢vorove sa A, posle ¢ega je bojenje unutrasnjih
¢vorova lako izvesti. Prema tome, G se moze obojiti sa tri boje.

e Obrnuto, ako se G moze obojiti sa tri boje, nazovimo boje u skladu sa
bojenjem trougla M (koji mora biti obojen sa tri boje). Zbog trouglova
na slici 8, boje promenljivih omoguéuju neprotivrecno dodeljivanje
vrednosti promenljivim. Konstrukcija bloka sa slike 9 obezbeduje da
je bar jedan literal u svakoj klauzi obojen sa T

Konacno, jasno je da se graf G moze konstruisati za polinomijalno vreme,
¢ime je dokaz zavrsen. O

Opsta zapazanja

Istaknimo nekoliko zapazanja u vezi dokazivanja N P-kompletnosti nekog prob-
lema @. Prvi uslov — da problem @ pripada klasi NP se obi¢no lako dokazuje.
Posle toga treba izabrati neki problem za koji se zna da je IV P-kompletan, a za
koji izgleda da je povezan, ili slican sa (). Tesko je definisati ovu “sli¢nost”, jer
ponekad izabrani problem i ) izgledaju jako razli¢ito (na primer, problem klika
i SAT). Izbor pravog problema koji ¢e biti sveden na @ je ponekad izuzetno
tezak, i zahteva veliko iskustvo. Mora se pokusati sa nekoliko redukcija, dok se
ne dode do pogodnog problema.
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Vazno je da se izvede redukcija na @), polazeéi od proizvoljnog ulaza poznatog
N P-kompletnog problema. Najéesca greska u ovakvim dokazima je izvodenje
redukcije u obrnutom smeru.

Postoji vise “stepeni slobode” koji se mogu koristiti pri redukciji. Na primer, ako
Q sadrzi neki parametar, onda se njegova vrednost moze fiksirati na proizvoljan
nacin (suprotno od parametara u problemu koji se svodi na @, koji se ne smeju
fiksirati!). PoSto je @ samo alat za reSavanje poznatog N P-kompletnog problema,
moze se iskoristiti na proizvoljan nacin. Pored fiksiranja parametara, mogu se
koristiti restrikcije @ na specijalne slucajeve dobijene i na druge nacine. Na
primer, mogu se koristiti samo neki tipovi ulaza za @ (ako se radi o grafovima —
bipartitni grafovi, stabla i sliéno). Drugi vazan izvor fleksibilnosti je ¢injenica
da je efikasnost redukcije nebitna — dovoljno je da se redukcija moze izvesti
za polinomijalno vreme. Mogu se ignorisati ne samo konstante, tako sto bi se,
na primer, duplirala veli¢ina problema: isto tako moze se i kvadrirati veli¢ina
problema! Moze se uvesti polinomijalno mnogo novih promenljivih, moze se
zameniti svaki ¢vor u grafu novim velikim grafom i sli¢no. Ne postoji potreba za
efikasnoSéu (sve dok se ostaje u granicama polinomijalnog), jer svrha redukcije
nije da se transformise u algoritam.

Postoje neke uobicajene tehnike za dobijanje redukcija. Najjednostavnija je
dokazati da je poznati N P-kompletan problem specijalan slucaj problema Q.
Ako je tako, dokaz je direktan, jer je reSavanje @ istovremeno i resavanje poznatog
N P-kompletnog problema. Posmatrajmo, na primer, problem pokrivanje skupova.
Ulaz je kolekcija podskupova S1,5s, ..., S, zadatog skupa U i prirodni broj k.
Problem je ustanoviti da li postoji podskup W C U sa najvise k elemenata,
koji sadrzi bar po jedan elemenat svakog od podskupova S;. Zapazamo da je
problem pokriva¢ grana specijalni slucaj problema pokrivanja skupova u kome
U odgovara skupu ¢vorova V', a svaki skup S; odgovara jednoj grani i sadrzi dva
¢vora kojima je ta grana susedna. Prema tome, ako znamo da resimo problem
pokrivanja skupova za proizvoljne skupove, onda mozemo da resimo i problem
pokriva¢ grana.

Moramo, medutim, biti pazljivi kad koristimo ovaj pristup. U opstem slucaju
nije tacno da dodavanje novih zahteva ¢ini problem tezim. Posmatrajmo problem
pokrivac¢ grana. Pretpostavimo da smo dodali ograni¢enje da pokriva¢ grana ne
sme da sadrzi dva susedna ¢vora. Drugim re¢ima, trazimo mali skup ¢vorova
koji je istovremeno i pokriva¢ grana i nezavisan skup (nezavisan skup je podskup
¢vorova grafa, takav da izmedu njegova dva proizvoljna elementa ne postoji
grana). Ovaj problem je na prvi pogled tezi i od problema pokriva¢ grana i
od problema nezavisan skup, jer treba brinuti o viSe zahteva. Ispostavlja se,
medutim, da je ovo laksi problem, i da se moze resiti za polinomijalno vreme.
Razlog ovoj pojavi je u tome Sto dopunski zahtevi toliko suzavaju familiju
podskupova kandidata, da se minimum lako nalazi.

Najkomplikovanija tehnika je upotreba sastavnih elemenata — blokova, kao $to je
to ucinjeno pri dokazu N P-kompletnosti problema 3-obojivost. Blokovi obi¢no za-
vise jedan od drugog, pa je njihovo nezavisno projektovanje neizvodljivo. Moraju
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se imati na umu svi ciljevi problema, da bi se moglo koordinirati projektovanje
razli¢itih blokova.

Jos neki N P-kompletni problemi

Sledeéi spisak sadrzi jos nekoliko N P-kompletnih problema, koji mogu biti
korisni kao polazna osnova za nove redukcije. Pronalazenje pravog problema za
redukciju obi¢no je vise od polovine dokaza N P-kompletnosti.

Hamiltonov ciklus: Hamiltonov ciklus u grafu je prost ciklus koji sadrzi svaki ¢vor
grafa tacno jednom. Problem je ustanoviti da li zadati graf sadrzi Hamiltonov
ciklus. Problem je N P-kompletan i za neusmerene i za usmerene grafove.
(Redukcija problema pokrivaé¢ grana.)

Hamiltonov put: Hamiltonov put u grafu je prosti put koji sadrzi svaki ¢vor
grafa tacno jednom. Problem je ustanoviti da li zadati graf sadrzi Hamiltonov
put. Problem je N P-kompletan i za neusmerene i usmerene grafove. (Redukcija
problema pokriva¢ grana.)

Problem trgovackog putnika: Neka je zadat tezinski kompletan graf G i broj W.
Ustanoviti da li u G postoji Hamiltonov ciklus sa zbirom tezina grana < W.
(Direktna redukcija problema Hamiltonov ciklus.)

Nezavisan skup: Nezavisan skup u grafu je podskup ¢vorova grafa, takav da
izmedu njegova dva proizvoljna elementa ne postoji grana. Ako je zadat graf
G i prirodni broj k, ustanoviti da li G sadrzi nezavisni skup sa bar k ¢vorova.
(Direktna redukcija problema klika.)

3-dimenzionalno uparivanje: Neka su X, Y i Z disjunktni skupovi od po k
elemenata, i neka je M zadati skup trojki (x,y,z) takvihda jexz € X,y €Y
iz € Z. Problem je ustanoviti da li postoji takav podskup skupa M koji
svaki elemenat sadrzi tacno jednom. Odgovarajuéi dvodimenzionalni problem
uparivanja je obi¢an problem bipartitnog uparivanja. (Redukcija problema
3SAT.)

Particija: Ulaz je skup X ¢ijem je svakom elementu x pridruzena njegova veli¢ina
s(x). Problem je ustanoviti da li je mogucée podeliti skup na dva disjunktna
podskupa sa jednakim sumama veli¢ina. (Redukcija problema 3-dimenzionalno
uparivanje.)

Primetimo da se ovaj i sledeci problem mogu efikasno resiti algoritmom Ranac,
ako su veli¢ine mali celi brojevi. Medutim, posto je veli¢ina ulaza srazmerna
broju bita potrebnih da se predstavi ulaz, ovakvi algoritmi (koji se zovu pseu-
dopolinomijalni algoritmi) su ustvari eksponencijalni u odnosu na veli¢inu ulaza.

Problem ranca: Ulaz su dva broja S, V i skup X ¢ijem je svakom elementu x
pridruZena veli¢ina s(z) i vrednost v(x). Problem je ustanoviti da li postoji pod-
skup B C X sa ukupnom veli¢inom < S i ukupnom vrednoséu > V. (Redukcija
problema particije.)
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Problem pakovanja: Ulaz je niz brojeva aq, as,...,a, i dva broja b, k. Problem
je ustanoviti da li se ovaj skup moze razloziti u k& podskupova, tako da je suma
brojeva u svakom podskupu < b. (Redukcija problema particije.)

Tehnike za rad sa N P-kompletnim problemima

Pojam N P-kompletnosti je osnova za teoriju koja omogucuje prepoznavanje
problema za koje najverovatnije ne postoji polinomijalni algoritam. Medutim,
dokazivanjem da je problem N P-kompletan, sam problem nije eliminisan: i dalje
je potrebno resiti ga. Tehnike za resavanje N P-kompletnih problema su ponekad
drugacije od tehnika koje smo do sada razmatrali. Ni jedan N P-kompletan prob-
lem se (najverovatnije) ne moze resiti tacno i kompletno algoritmom polinomijalne
vremenske slozenosti. Zbog toga smo prinudeni na kompromise. Najces¢i kom-
promisi odnose se na optimalnost, garantovanu efikasnost, ili kompletnost resenja.
Postoje i druge alternative, od kojih svaka ponesto zrtvuje. Isti algoritam se
moze koristiti u razli¢itim situacijama, primenjujuéi razli¢ite kompromise.

Algoritam koji ne daje uvek optimalan (ili tac¢an) rezultat zove se pribliZan
algoritam (eng. approximate algorithm). Posebno su vazni priblizni algoritmi
koji mogu da garantuju koji je maksimalan stepen odstupanja od tacnog resenja.

Drugi kompromis mogué je u vezi sa zahtevom da u najgorem sluc¢aju vreme
izvrsavanja bude polinomijalno. Moze se pokusati sa resavanjem N P-kompletnih
problema za polinomijalno srednje vreme. Algoritmi predvideni za pojedine
tipove slucajnih ulaza mogu da budu korisni ako je stvarna raspodela verovatnoca
ulaza u skladu sa pretpostavljenom. Medutim, obi¢no je nalazenje tacne raspodele
vrlo tesko. Najtezi deo posla pri konstrukeiji algoritama, koji u proseku dobro
rade, je najcescée njihova analiza.

Konac¢no, mogu se praviti kompromisi u vezi sa kompletnoséu algoritama; naime,
moze se dozvoliti da algoritam radi efikasno samo za neke specijalne ulaze.
Na primer, problem pokriva¢ grana moze se resiti za polinomijalno vreme za
bipartitne grafove. Prema tome, kad se formuliSe apstraktni problem polazeéi
od situacije iz realnog zivota, treba obezbediti da svi dopunski uslovi koje ulaz
zadovoljava budu ukljuceni u apstraktnu definiciju. Drugi primer su algoritmi sa
eksponencijalnom vremenskom slozenoséu, koji se ipak mogu izvrsavati za male
ulaze, sto je cesto potpuno zadovoljavajuce.

Priblizni algoritmi sa garantovanim kvalitetom resenja

U ovom odeljku razmotri¢emo priblizne algoritme za nekoliko N P-kompletnih
problema: to su problem pokriva¢ grana, problem jednodimenzionog pakovanja,
euklidski problem trgovackog putnika i klasterovanje sa k centara. Svi razmatrani
algoritmi imaju garantovani kvalitet resenja; drugim recima, moze se dokazati
da resenja koja oni daju nisu predaleko od optimalnih resenja.

20



Pokrivaé¢ grana

Podsetimo se problema pokriva¢ grana u grafu: on se sastoji u odredivanju
minimalnog podskupa skupa ¢vorova za koji vazi da je svaka grana grafa susedna
bar jednom od ¢vorova tog skupa.

Razmotrimo jednostavan priblizni algoritam za nalazenje minimalnog pokrivaca
grana datog grafa. Za zadati neusmereni graf G = (V, E) uparivanje je skup
disjunktnih grana (grana bez zajednickih ¢vorova). Maksimalno uparivanje
je uparivanje koje se ne moze prosiriti dodavanjem nove grane. Maksimalno
uparivanje moze se na¢i prostim dodavanjem grana sve dotle dok je to moguce
(odnosno dok postoje neka dva neuparena, a susedna Cvora).

Neka je G graf, i neka je M maksimalno uparivanje u G. Posto je M uparivanje,
njegove grane nemaju zajednickih tacaka, a posto je M maksimalno uparivanje,
sve ostale grane imaju bar jedan zajednicki ¢vor sa nekom granom iz M.

Teorema 9. Skup cvorova susednih granama maksimalnog uparivanja M je
pokrivac grana, sa najvise dva puta vise cvorova nego sto ih ima minimalni
pokrivac.

Dokaz: Skup krajeva grana iz M je pokriva¢ grana, jer je M maksimalno
uparivanje (ako bi postojala nepokrivena grana, ta grana mogla bi da se
ukljuci u uparivanje, $to je nemoguce, jer je pretpostavljeno da je uparivanje
maksimalno). Oznacdimo skup krajnjih ¢vorova grana uparivanja M sa P.
Svaki pokriva¢ grana, pa i minimalni (oznac¢imo ga sa P*), mora da pokrije
sve grane — specijalno, sve grane uparivanja M. Posto je M uparivanje,
bilo koji ¢vor iz P moze da pokrije najvise jednu granu uparivanja M.
Prema tome, bar jedan kraj svake grane iz M mora da pripada minimalnom
pokrivacu grana, tj. vazi:

P
Pz 2
2
odnosno:
IP| < 2|P*|

O

Primetimo da je rac¢unanje proizvoljnog maksimalnog uparivanja u grafu poli-
nomijalne vremenske slozenosti, te éemo za ovaj algoritam re¢i da je polinomijalni
2-priblizni algoritam za rac¢unanje minimalnog pokrivac¢a grana grafa, odnosno
da je njegov faktor aproksimacije jednak 2.

Primetimo da je granica data u prethodnoj teoremi tesna. Razmotrimo graf sa
slike 11: minimalni pokriva¢ sadrzi samo jedan, sredisnji ¢vor u grafu, dok ée
predlozeni algoritam vratiti dvoclan pokriva¢ koji odgovara proizvoljnoj grani u
grafu. Dakle, dobijeni pokriva¢ ima tacno dva puta vise ¢vorova nego minimalni.
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Slika 11: Tlustracija grafa kod koga pokriva¢ grana koji daje priblizni algoritam
ima tacno dva puta vise ¢vorova od minimalnog pokrivaca grana.

Jednodimenzionalno pakovanje

Problem pakovanja (eng. bin packing) odnosi se na pakovanje objekata razlicitih
veli¢ina u kutije tako da se iskoristi najmanji moguéi broj kutija. Na primer,
prilikom selidbe je cilj preneti sve stvari, koriste¢i kamion najmanji moguéi broj
puta, pakujuéi stvari sto je moguée bolje. Ovo je, naravno, trodimenzionalni
problem. Mi ¢emo se u ovom materijalu pozabaviti jednodimenzionim problemom
pakovanja. Zbog jednostavnosti se pretpostavlja da sve kutije imaju veli¢inu 1.

Problem. Neka je x1,x9,...,xz, skup realnih brojeva izmedu 0 i 1. Podeliti ih
u najmanji moguéi broj podskupova, tako da suma brojeva u svakom podskupu
bude najvise 1.

Na jednodimenzionalni problem pakovanja nailazi se, na primer, u problemima
upravljanja memorijom, kad postoje zahtevi za dodelom memorijskih blokova
razlicite veli¢ine, a dodeljivanje se vrsi iz nekoliko jednakih velikih blokova
memorije. Jednodimenzionalni problem pakovanja je N P-kompletan.

Jedan od mogucéih heuristickih algoritama za resavanje ovog problema je staviti
x1 u prvu kutiju, a zatim, za svako 4, staviti x; u prvu kutiju u kojoj ima dovoljno
mesta, ili zapoceti sa novom kutijom, ako nema dovoljno mesta ni u jednoj od
koriséenih kutija. Ovaj algoritam zove se prvi odgovarajuci (eng. first fit) i, kao
sto pokazuje sledeca teorema, dovoljno je dobar u najgorem slucaju.

Teorema 10. Algoritam prvi odgovarajuci zahteva najvise 2m kutija, gde je m
najmangji moguci broj kutija.

Dokaz: Po zavrsetku algoritma prvi odgovarajuéi ne postoje dve kutije sa
iskori$¢enjem manjim od 1/2. Prema tome, ako sa k oznac¢imo broj upotre-
bljenih kutija, bice m > > x; > (k —1)/2, odakle je k < 2m + 1,
odnosno k < 2m. O

Ispostavlja se da je granica definisana ovom teoremom prilicno gruba. Konstanta

2 iz Teoreme 10 moze se smanjiti na 1.7 posle nesto komplikovanije analize.
Konstanta 1.7 ne moze se dalje smanjiti, jer postoje primeri u kojima algoritam

22



prvi odgovarajuéi zahteva ta¢no 1.7 puta vise kutija od optimalnog algoritma.
Na slici 12 prikazan je problem kada su kapaciteti kutija 101, a potrebno je u
njih smestiti 7 predmeta od 6, 7 predmeta od 10, 3 predmeta od 16, 10 predmeta
od 34 i 10 predmeta od 51 — pokazuje se da je minimalni potreban broj kutija za
pakovanje ovih predmeta 10, a da algoritam prvi odgovarajudéi koristi 17 kutija,
tj. tacno 1.7 puta vise od minimalnog broja kutija.

-6
16 o
34 34
L*=10
51 51
(%3} (x7)
-9 /
33 733/ //
/ 50
10(x5) |50 % //
FR(L) =17: ”
w 16(x3) 148 34
s(x7) |42 34 5
10{x2) |20
(%5) (x10)

Slika 12: Primer kada algoritam prvi odgovarajuéi koristi 17 kutija, a minimalni
potrebni broj kutija je 10.

Opisani algoritam moze se jednostavno poboljsati. Do najgoreg slucaja dolazi kad
se mnogo malih brojeva pojavljuje na pocetku. Umesto da se brojevi pakuju u
redu kojim nailaze, oni se najpre sortiraju u nerastuéi niz. Promenjeni algoritam
zove se opadajudi prvi odgovarajuci (eng. first fit decreasing), i u najgorem
slu¢aju trosi najvise oko 1.22 puta vise kutija od optimalnog algoritma (teoremu
dajemo bez dokaza).

Teorema 11. Algoritam opadajuci prvi odgovarajuéi zahteva najvise %m +4
kutija, gde je m najmanji moguci broj kutija.

Konstanta 11/9 je takode najbolja moguéa. Prvi odgovarajuéi i opadajuéi prvi
odgovarajuéi su jednostavne heuristike i ilustrovane su na slici 13. Postoje drugi
metodi koji garantuju jos manje konstante. Njihova analiza je u veéini slucajeva
komplikovana.

Strategije koje smo opisali tipicne su za heuristicke algoritme. One odrazavaju
prirodne pristupe, odnosno odgovaraju nac¢inu na koji bi neko ru¢no resavao ove
probleme. Medutim, videli smo mnogo slucajeva u kojima se direktni pristupi
ponasaju lose za velike ulaze. Zbog toga je veoma vazno analizirati ponasanje
takvih algoritama.
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L ={0.9,0.2, 0.2, 0.9, 0.4, 0.6, 0.5}

0.4

0.9 0.2 0.9
0.2 0.6 0.5
FF algorithm
—_—
04 |02 |
0.9 0.2
02 ' 0.6 0.5
FFD algorithm

Slika 13: Tlustracija dve varijante jednodimenzionog problema pakovanja.

Euklidski problem trgovackog putnika

Problem trgovackog putnika je vazan problem sa mnogo primena. Razmotri¢emo
ovde varijantu TSP sa dopunskim ogranicenjem da tezine grana odgovaraju
euklidskim rastojanjima.

Problem. Neka je Cp,Cy, ..., C, skup tacaka u ravni koje odgovaraju poloza-
jima n gradova. Prona¢i Hamiltonov ciklus minimalne duzine (marsrutu trgov-
ackog putnika) medu njima.

Problem je i dalje NP-kompletan (ovo tvrdenje navodimo bez dokaza), ali
vide¢emo da pretpostavka da su rastojanja euklidska omoguéuje konstrukciju
pribliznog algoritma za njegovo reSavanje. Preciznije, ova pretpostavka moze se
uopstiti, zamenjujuéi je pretpostavkom da rastojanja zadovoljavaju nejednakost
trougla, odnosno da je rastojanje izmedu dva ¢vora uvek manje ili jednako od
duzine proizvoljnog puta izmedu njih preko ostalih ¢vorova.

Najpre se konstruise minimalno povezujucée stablo grafa MCST, pri ¢emu su
cene grana njihove duzine. Tvrdimo da cena stabla nije veéa od duzine najboljeg
ciklusa TSP. Zaista, ciklus TSP sadrzi sve ¢vorove, pa ga uklanjanje jedne grane
¢ini povezujuéim stablom, ¢ija je cena veca ili jednaka od cene MCST.

Od povezujuceg stabla se, medutim, ne dobija direktno ciklus TSP. Posmatrajmo
najpre ciklus koji se dobija pretragom u dubinu ovog stabla (ne celog grafa)
polazeéi od proizvoljnog ¢vora, i sadrzi granu u obrnutom smeru uvek kad se
grana prilikom vraéanja prolazi u suprotnom smeru (ovaj ciklus odgovara, na
primer, obilasku galerije u obliku stabla, sa slikama na oba zida svakog hodnika,
iduéi uvek udesno). Svaka grana se tako prolazi taéno dva puta, pa je cena ovog
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ciklusa najvise dva puta veéa od cene MCST. Na kraju se ovaj ciklus prepravlja
u ciklus TSP, iduéi precicom uvek kad treba proci kroz granu veé¢ ukljucenu
u ciklus (slika 14). Drugim redima, umesto povratka starom granom, idemo
direktno do prvog nepregledanog ¢vora. Pretpostavka da su rastojanja euklidska
je vazna, jer obezbeduje da je uvek direktni put izmedu dva grada bar toliko
dobar, koliko bilo koji zaobilazni put.

Teorema 12. DuzZina dobijenog ciklusa TSP je manja od dvostruke duZine
minimalnog ciklusa TSP.
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Slika 14: (a) Minimalno povezujuée stablo (MCST) (b) ciklus TSP dobijen od
MCST polazeéi od srednjeg ¢vora i iduéi uvek udesno.

Vremenska slozenost ovog algoritma odredena je brojem koraka u algoritmu za
konstrukciju MCST, sto je svakako polinomijalna slozenost.

Poboljsanje Algoritam koji smo upravo opisali moze se poboljsati na sledeéi
nacin. Njegov “najgrublji” deo je pretvaranje obilaska stabla u ciklus TSP. Ta
konverzija moze se posmatrati i na drugi nac¢in: ona formira Ojlerov ciklus od
stabla u kome je svaka grana udvostrucena. Posle toga se konstruise ciklus
TSP koris¢enjem precica u Ojlerovom ciklusu. Konverzija stabla u Ojlerov ciklus
moze se izvesti mnogo racionalnije. Ojlerov graf moze da sadrzi samo ¢vorove
parnog stepena. Posmatrajmo sve ¢vorove neparnog stepena u stablu. Broj
takvih ¢évorova mora biti paran (u protivhom bi suma stepena ¢vorova bila
neparna, Sto je nemogude, jer je ta suma jednaka dvostrukom broju grana).
Ojlerov graf se od stabla moze dobiti dodavanjem dovoljnog broja grana, ¢ime
se postize da stepeni svih ¢vorova postanu parni. Posto se ciklus TSP sastoji
od Ojlerovog ciklusa (sa nekim pre¢icama), voleli bismo da minimiziramo zbir
duzina dodatih grana. Razmotrimo sada taj problem.

Dato je stablo u ravni, a cilj je dodati mu neke grane, sa minimalnom sumom
duzina, tako da dobijeni graf bude Ojlerov. Svakom ¢voru neparnog stepena
mora se dodati bar jedna grana. PokuSajmo da postignemo cilj dodavanjem
tacno jedne grane svakom takvom ¢voru. Pretpostavimo da ima 2k ¢vorova
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neparnog stepena. Ako dodamo k grana, tako da svaka od njih spaja dva ¢vora
neparnog stepena, onda ¢e stepeni svih ¢vorova postati parni. Problem tako
postaje problem uparivanja. Potrebno je pronaéi uparivanje minimalne duzine
koje pokriva sve ¢vorove neparnog stepena. Nalazenje optimalnog uparivanja
moze se izvesti za O(n?) koraka za proizvoljni graf (ovo tvrdenje navodimo bez
dokaza). Konaéni ciklus TSP se zatim dobija od Ojlerovog grafa (koji obuhvata
minimalno povezujude stablo i uparivanje minimalne duzine) kori§éenjem predica.
Ciklus TSP dobijen ovim algoritmom od stabla sa slike 14 prikazan je na slici

15.

/ \\\ ’ \
SN N
6—0#0—0
PARN

/ \
/ \

(a)

Slika 15:  Minimalni Ojlerov ciklus i odgovarajuéi ciklus TSP (a) minimalno
povezujude stablo sa uparivanjem, (b) ciklus TSP dobijen od Ojlerovog ciklusa.

Teorema 13. Poboljsani algoritam daje ciklus TSP ¢ija je duzina najvise 1.5
puta veca od duzine minimalnog ciklusa TSP.

Dokaz: Potrebno je oceniti duzinu Ojlerovog ciklusa, jer se duzina ciklusa posle
uvodenja eventualnih precica moze samo smanjiti. Ojlerov ciklus se sastoji
od stabla i uparivanja. Oznacimo sa () minimalni ciklus TSP, a sa |Q)|
njegovu duzinu. Videli smo ve¢ da je duzina stabla manja ili jednaka od
|Q|; prema tome, dovoljno je dokazati da duzina uparivanja ne prelazi
|Q|/2. Ciklus @ sadrZi sve ¢vorove. Neka je D skup ¢vorova neparnog
stepena u polaznom stablu. Za skup D mogu se formirati dva disjunktna
uparivanja sa zbirom duzina < |@| na sledeéi nacdin (videti sliku 16, na kojoj
su zaokruzeni ¢vorovi iz D). Zapo€injemo sa proizvoljnim ¢évorom v € D i
uparujemo ga sa sa najblizim ¢vorom (u smeru kazaljke na satu) duz ciklusa
Q. Posle toga nastavlja se sa uparivanjem u istom smeru. Ako upareni
¢vorovi nisu susedi u ), onda je rastojanje izmedu njih manje ili jednako
od duzine puta koji ih povezuje u @ (zbog nejednakosti trougla). Ovaj
proces daje jedno uparivanje. Drugo uparivanje dobija se ponavljanjem
istog procesa u smeru suprotnom od kazaljke na satu. Suma duzina oba
uparivanja je najvise |Q|, videti sliku 16. Medutim, posto je M uparivanje
minimalne tezine u D, njegova duzina je manja ili jednaka od duzine boljeg
od dva spomenuta uparivanja (sa zbirom |@|), pa je dakle manja ili jednaka
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od |Q]/2. O

Slika 16: Dva uparivanja ¢ija suma duzina ne prelazi duzinu minimalnog ciklusa
TSP.

Nalazenje uparivanja minimalne tezine znatno je slozenije od nalazenja mini-
malnog povezujuceg stabla, ali se time dobija bolja granica. Navedeni primer
ilustruje osnovnu karakteristiku ovog tipa algoritama: uopstava se laksi problem
— ili se oslabljuju (relaksiraju) neki elementi polaznog problema — i tako se
formira heuristika.

Opsti problem trgovackog putnika

Kao $to smo videli, postoje priblizni algoritmi polinomijalne slozenosti za resa-
vanje euklidskog problema trgovackog putnika, takvi da pronalaze Hamiltonov
ciklus duzine najvise p - opt, gde je p jednako 2 ili 3/2, a opt je minimalna duZina
Hamiltonovog ciklusa. Pokazuje se da u opstem sluc¢aju za reSavanje problema
trgovackog putnika ne postoji priblizni algoritam polinomijalne slozenosti za bilo
koje p > 1, osim ako nije P = NP. Ovo tvrdenje predmet je teoreme 14.

Teorema 14 (Nepostojanje pribliznog algoritma za resavanje T'SP). Ako je
P # NP, onda za bilo koju konstantu p > 1 vazi da ne postoji priblizni algoritam
polinomijalne vremenske sloZenosti za resavanje (opsteg) problema trgovackog
putnika u polinomijalnoj vremenskoj sloZenosti sa aproksimacijom do na faktor
p (odnosno, da je ciklus koji priblizni algoritam vrada najvise p puta duzi od
duzine optimalnog Hamiltonovog ciklusa).

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti izvodenjem kontradikcije. Pretpostavimo suprotno,
odnosno, da za neki broj p > 1, postoji priblizni algoritam A polinomi-
jalne vremenske slozenosti sa aproksimacijom do na faktor p. Bez gubitka
na opstosti, pretpostavimo da je p celobrojna vrednost, uz zaokruzivanje
ukoliko je to neophodno. Sada ¢emo pokazati kako je moguce iskoristiti
algoritam A za resavanje instanci problema Hamiltonovog ciklusa algo-
ritmom polinomijalne vremenske slozenosti. Kako znamo da je problem
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pronalazenja Hamiltonovog ciklusa NP-kompletan problem, sledi da ako
mozemo da ga resimo algoritmom polinomijalne vremenske slozenosti, onda
je P=NP.

Neka je G = (V,E) zadati graf — instanca problema pronalazenja
Hamiltonovog ciklusa; cilj je utvrditi da 1i G sadrzi Hamiltonov ciklus
koristeéi hipoteticki priblizni algoritam A. Polazeéi od grafa G moze se
formirati instanca problema T'SP na sledeéi nacin. Neka je G' = (V, E’)
kompletan graf sa skupom ¢vorova V', odnosno,

E' ={(u,v) | u,v € Viu#uv}.
Pridruzujemo cenu svakoj grani iz £’ na slede¢i nacin:

o, v) = 1, ako (u,v) € E,
)= plV|+1, inace.

Jasno je da je sloZenost formiranja tezinskog grafa G’ od polaznog grafa G
polinom od |V i |E].

Razmotrimo problem trgovackog putnika (G’,¢). Ako pocetni graf G ima
Hamiltonov ciklus H, onda funkcija cene ¢ pridruzuje svakoj grani iz H
cenu 1, odakle se dobija da (G’,¢) sadrzi Hamiltonov ciklus cene |V|. Sa
druge strane, ako G ne sadrzi Hamiltonov ciklus, onda bilo koji Hamiltonov
ciklus u G’ mora da sadrzi neku granu koja se ne nalazi u E. Medutim,
proizvoljan takav ciklus koji sadrzi neku granu koja se ne nalazi u E ima
cenu barem

(PIVI+ 1)+ (VI =1) = plV|+|V]
=(p+ VI

Dakle, cena Hamiltonovog ciklusa u G’ je barem za faktor p + 1 veéa od
cene Hamiltonovog ciklusa u G’ koji jeste Hamiltonov ciklus u G.

Primenimo priblizni algoritam A polinomijalne slozenosti (za koji smo
pretpostavili da postoji) na instancu (G’, ¢) problema T'SP. S obzirom da
algoritam A daje kao rezultat Hamiltonov ciklus cene ne vece od p puta cene
optimalnog puta, ako G sadrzi Hamiltonov ciklus, onda A mora da ga vrati.
Ako G nema Hamiltonov ciklus, onda A pronalazi u G’ Hamiltonov ciklus
duzine bar (p + 1)V > pV. Dakle, algoritam A polinomijalne sloZenosti
moze se iskoristiti za utvrdivanje da li u G postoji Hamiltonov ciklus. Iz
ovog zakljucka sledi da je P = N P, suprotno pretpostavci teoreme. O

Klasterovanje sa k centara

Klasterovanje je vazan problem sa razli¢itim primenama u oblastima poput
statistike 1 masinskog ucenja.
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Neformalno klasterovanje sa k centara podrazumeva particionisanje potencijalno
velikog skupa tacaka P u mali broj podskupova ¢iji su elementi medusobno blizu.
Rezultat problema klasterovanja je skup C = {¢1,¢a,...,cr} centara klastera,
pri ¢emu su tacke ¢; iz skupa P.

Problem. Dat je skup P od n tacaka u prostoru. Za svake dve tacke u,v
is skupa P neka d(u,v) oznacava rastojanje izmedu tacaka u i v, pri cemu
funkcija rastojanja zadovoljava svojstva metrike (nenegativnost, simetri¢nost
i nejednakost trougla). Za dati ceo broj k < n potrebno je odrediti podskup
C skupa P od k tacaka, koje nazivamo centrima klastera, kojim se minimizuje
maksimalno rastojanje proizvoljne tacke skupa P do njemu najblizeg elementa

iz C.

Rastojanje tacke ¢ skupa P do njenog centra oznaci¢emo sa:

d(i,C) = mind(i, ¢)

ceC

Za dati skup C' centara klastera, radijus skupa C' oznaci¢emo sa:

r = max d(i, C)

icP

Zasto je dovoljno odrediti samo centre ovih klastera, a ne i same klastere? Naime,
funkcija cilja nam omogucéava da efikasno rekonstruisemo klastere: za svaku
tacku i prolazimo kroz k centara klastera kako bismo pronasli najblizi medu
njima i tacku ¢ pridruzujemo particiji sa datim centrom.

Pokazuje se da je ovaj problem N P-kompletan. Ipak, postoji prirodna pohlepna
strategija, koja daje reSenje dobrog kvaliteta. Na pocetku na proizvoljan nacin
biramo tacku 7 € P i dodajemo je skupu C centara klastera. Nakon toga za
naredni centar klastera biramo tacku sto dalje od prvog centra klastera. Na isti
nacin nastavljamo i u narednim koracima algoritma: sve dok je |C| < k trazimo
tacku j € P za koju je vrednost rastojanja d(j, C') maksimalna i dodajemo je
skupu C. Kada |C| dostigne vrednost k stajemo (slika 17). Ovaj algoritam je
prvi predlozio Teofilo Gonzalez 1985. godine.

Postavlja se pitanje kojeg je kvaliteta dobijeno resenje. Lako se pokazuje da
algoritam u opstem sluc¢aju ne vrac¢a optimalno resenje, ali bismo voleli da imamo
neku garanciju kvaliteta.

Teorema 15. PredloZenim pohlepnim algoritmom dobija se skup ciji je radijus
najvise dva puta veci od optimalnog.

Dokaz: Oznac¢imo sa C* = {c1,...,cx} optimalno resenje problema k-
klasterovanja i neka je r* njegov radijus. Neka optimalno resenje
particionise tacke skupa P u klastere Vi*,..., V¥, pri emu je svaka tacka
1 € P smestena u klaster V}* ako je od svih tacaka iz C* tacki ¢ najbliza
tacka ¢;.
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Slika 17: Tlustracija prvih Sest koraka u Gonzalezovom algoritmu.

Najpre, primetimo da za proizvoljan par tacaka i i j iz istog klastera
V;* vazi da su najviSe na rastojanju 2r*. Naime, na osnovu nejednakosti
trougla i simetri¢nosti relacije rastojanja, za rastojanje izmedu tacaka ¢ i j
vazi:

d(i,j) < d(i,c;) +d(ci, j) = d(i,c) +d(j,c) < 2r"

Razmotrimo sada skup C' C P tacaka koje je izabrao pohlepni algoritam i
razmotrimo prvu iteraciju u kojoj algoritam skupu C' dodaje tacku i € V}*
za neko [, iako je algoritam u nekoj od prethodnih iteracija veé¢ izabrao neku
tacku i’ € V;*. Pre tacke ' svi centri dodati skupu C su bili iz razli¢itih
optimalnih klastera C*. Za sve tacke j koje su pokrivene centrima klastera
dodatim pre i’ vazi d(j,C) < 2r*.

S obzirom na to da pohlepni algoritam uvek bira tacke koje su najudaljenije
od tekuéeg skupa tacaka u C, za svaku drugu tacku j € P gde j nije dodato
skupu C' vazi:

d(j,C) < d(i',4)

inace bi j bilo dodato skupu C pre i#’. S obzirom na to da 7 i 7’ pripadaju
istom optimalnom klasteru Vj*, vazi d(¢/,7) < 2r*. Stoga za svaku tacku
pokrivenu nakon Sto je i’ dodato centrima klastera vazi da je njeno rasto-
janje od najblizeg centra manje ili jednako 2r*. Dakle, za sve tacke i € P,
rastojanje je ograniceno sa d(i,.5) < 2r*. Ako r predstavlja radijus skupa
C koji je vratilo pohlepno resenje, mozemo zakljuciti da je:

< <2,

odakle sledi da je radijus dobijenog skupa najvise dva puta veéi od opti-
malnog. O
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Redukcije koje cuvaju priblizna resenja

Postavlja se pitanje da li mozemo da prenesemo rezultate dobijene pribliznim
algoritmom sa jednog problema na drugi. Odgovor na ovo pitanje nam daju tzv.
redukcije koje cuvaju priblizna resenja. Bilo koja od redukcija ovog tipa namece
odredene uslove na koji nac¢in se odnos sa optimalnim resenjem, odnosno koli¢nik
aproksimacije transformise iz jednog problema u drugi.

Redukcije koje ¢uvaju priblizna resenja predstavljaju alternativni nacin za pos-
tizanje novih rezultata u domenu pribliznih algoritama za neki tezak problem.
Naime, kada se pokusava sa odredivanjem pribliznog resenja nekog novog prob-
lema, jedan moguéi nacin je da se sprovede detaljna studija problema od nule.
Drugi moguéi nacin je pokusati da se iskoristi poznato znanje o slicnim prob-
lemima datom problemu.

Klike

Nezavisan skup (eng. independent set) u grafu je poskup ¢vorova grafa, takav
da izmedu nikoja dva njegova elementa ne postoji grana. Vazno pitanje je da li
dati graf G sadrzi nezavisan skup velic¢ine bar k. Pokazuje se da je ovaj problem
N P-kompletan. Naime, postoji redukcija sa problema klika na ovaj problem:
klika veli¢ine k u grafu G postaje nezavisan skup veli¢ine k u grafu G’ koji je
komplement grafa G i obratno.

0 0

~

5
Slika 18: Redukcija sa problema klika na problem nezavisan skup.

Pretpostavimo sada da znamo priblizni algoritam A za problem maksimalni
nezavisni skup, koji vraéa skup ¢vorova cija se veli¢ina od optimalnog resenja
razlikuje do na neki faktor koji je funkcija polaznog grafa. Pretpostavimo da
zelimo da dodemo da pribliznog algoritma za problem maksimalne klike u grafu
G. Mozemo konstruisati graf G’ i na njemu pokrenuti priblizni algoritam A: on
¢e vratiti nezavisan skup grafa G’ koji predstavlja kliku u G. Ova klika je iste
veli¢ine kao i nezavisni skup u polaznom grafu, a s obzirom da su grafovi G i G’
iste veli¢ine, faktor aproksimacije problema nezavisan skup se takode postize i
za problem maksimalne klike.

Vazi i inverzno tvrdenje.
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