Strukture podataka za rad sa niskama

Algoritmi za rad sa niskama igraju vaznu ulogu u razli¢itim oblastima. Ve-
liki broj korisnika svakodnevno pretrazuje veb strane koje su pune tekstovnog
sadrzaja. Rad u oblasti bioinformatike podrazumeva razli¢ite operacije nad
genomskim bazama podataka koje uklju¢uju konstantan rad sa tekstom. U
ovim i drugim sli¢nim primenama vazno je razviti efikasne strukture podataka i
efikasne algoritme za resavanje razli¢itih problema za rad sa tekstom.

Sufiksni niz i sufiksno drvo date niske su strukture podataka pomocéu kojih
se efikasno mogu reSavati problemi nad niskama kao Sto je ispitivanje da li
se re¢ javlja u tekstu, trazenje ponovljenih segmenata ili palindroma u tekstu,
zajednickih segmenata za dve ili veé¢i broj niski i slicno. One imaju primenu
u indeksiranju tekstova (koriste se u strukturama podataka za indeksiranje,
poput ESA), kompresiji teksta (sufiksni nizovi igraju vaznu ulogu u BWT
algoritmu kojim se karakteri niske reorganizuju tako da se popravi stepen
kompresije), kompresiji podataka (u LZW algoritmu za kodiranje i dekodiranje
nizova simbola) i bioinformatici (za sastavljanje genoma poravnanjem i spajanjem
manjih fragmenata DNK).

Sufiksne nizove su po prvi put predlozili Manber i Majers 1990. godine, kao
jednostavnu, prostorno efikasnu alternativu sufiksnim drvetima. Pokazuje se da
je do iste strukture podataka nezavisno dosao i Gonet 1987. godine.

Sufiksni niz

Neka je data niska s duzine n. Neka je sa s[i..j] oznacen segment date niske sa
indeksima od i do j, pri ¢emu ¢emo indeksiranje vrsiti od 1. Specijalno, neka
S; = s[i..n] oznacava sufiks niske s koji pocinje na poziciji 4.

Sufiksni niz (eng. suffix array) SA niske s je niz celobrojnih vrednosti, kojim se
zadaju indeksi leksikografski sortiranih sufiksa: Sgap; < Ssap) < -+ < Ssapn-
Drugim re¢ima, ako je SA[i] = j, onda sufiks S; ima rang i = rang[j] medu
niskama S7,Ss,...,S,. Nizovi SA i rang su medusobno inverzne permutacije
skupa {1,2,...,n}:

SAlranglj]] = rang[SA[j]] =j, 1<j<n
Primer 1. Sortirani niz sufiksa niske s = ”mississippi” i njen sufiksni niz
prikazani su u Tabeli 1. Na primer, niska Sg = ”ippi” odgovara sufiksu s[8..11].
o Leksikografski redosled sufiksa niske s je
S11 < Sg < S5 <55 <51 < S0 < 8 <87 <854 <8< 853.
odnosno niz SA ima redom elemente:

SA=1{11,8,5,2,1,10,9,7,4,6,3}



¢ Koji je po redu u sufiksnom nizu sufiks S5 = "issippi”? Treéi jer je njegov
rang jednak 3, odnosno vazi rang[5] = 3. Preciznije, niz rangova elemenata
jednak je
rang = {5,4,11,9,3,10,8,2,7,6,1,12}

o Koji sufiks je sedmi po redu u sufiksnom nizu? To je sufiks Sg = "ppi”, jer

je SA[7] =9.
i | SA[i] | rangli] | Ssap LCPJi]
1 11 5 1i
2 8 4 | ippi 1
3 5 11 | issippi 1
4 2 9 | ississippi 4
5 1 3 | mississippi 0
6 10 10 | pi 0
7 9 8 | ppi 1
8 7 2 | sippi 0
9 4 7 | sissippi 2
10 6 6 | ssippi 1
11 3 1 | ssissippi 3

Tabela 1: Sufiksni niz i niz LC'P niske "mississippi".

Primetimo da se sufiksni niz pamti implicitno, tako $to se cuvaju indeksi pocetka
sufiksa, umesto samih sufiksa. Stoga je ova struktura podataka prostorno efikasna:
za nisku duzine n zahteva O(n) prostora. Pokazuje se da analizom svojstava
sufiksnog niza date niske mozemo steéi znac¢ajan uvid u njenu strukturu.

Najduzi zajednicki prefiks (eng. longest common preffix, skra¢eno LCP) dve date
niske s1 i s2 je duzina LCP(s1,s2) najduZe niske koja je prefiks i s1 1 so. Za
fiksiranu nisku s neka je LCP(i, j) = LCP(S;, S;). Nisci s moze se pored njenog

sufiksnog niza SA pridruziti i niz LCP, ¢iji je i-ti ¢lan jednak
LCP[Z] - LCP(SSA[i—l]aSSA[i])a 1=2,3,...,n

Drugim reé¢ima, LC P[i] niske s je duzina najduzeg zajednickog prefiksa (i — 1)-
vog i i-tog sufiksa niske s u sortiranom redosledu. Pritom se za vrednost LC P[1]
moze uzeti 0.

Primer 2. Niz LCP niske s = "mississippi” prikazan je u Tabeli 1 zajedno sa
sufiksnim nizom. Za ovu nisku je LC'P[4] = 4, jer je SA[3] =5, S5 = Vissippi”,
SA[4] =2, Sy = ississippi”, i

LCP[4] = LCP(issippi”, "ississippi”) = |"issi”| = 4.

Sufiksni niz i niz LC'P niske duzine n mogu se formirati u vremenu O(n), $to
¢emo videti u nastavku materijala.



Primene sufiksnog niza

Mnoge operacije sa niskama efikasno se izvode ako se prethodno formira njihov
sufiksni niz i niz LC'P. Prikaza¢emo nekoliko takvih primera primene. Na osnovu
sufiksnog niza i niza LCP moze se algoritmom linearne sloZenosti formirati
sufiksno drvo niske, Sto zatim omogucuje i sli¢ne primene sufiksnog drveta.

TraZenje reci u tekstu Data je re¢ P duzine m i tekst s duzine n. Potrebno
je odrediti sve pojave re¢i P unutar teksta s.

Problem je lako resiti ako se odredi sufiksni niz teksta s: svaka pojava rec¢i P
unutar s je prefiks nekog sufiksa niske s. Sufiksni niz teksta s odreduje sortirani
redosled sufiksa s i sufiksi koji imaju zajednicki prefiks se u sufiksnom nizu nalaze
jedan do drugog. Stoga se prva pojava re¢i P unutar teksta s moze pronaci
binarnom pretragom opsega [1..|s|] = [1..n]. Indeksi svih ostalih pojava (ako ih
ima) nalaze se na narednim uzastopnim pozicijama u sufiksnom nizu.

Slozenost formiranja sufiksnog niza je O(n), a sloZenost svakog od O(log, n)
uporedivanja niske P sa prefiksom duzine m tekuéeg sufiksa je O(m). Stoga
je slozenost algoritma za trazenje reci u tekstu, zasnovanog na sufiksnom nizu,
jednaka O(n + mlogn + z), gde je sa z oznacen broj pojava re¢i P u tekstu.

Primer 3. Pronaéi sve pojave reci P = 7lednik” unutar teksta s =
"prestolonaslednikovica”. Sufiksni niz teksta s (sa sortiranim redosledom sufiksa)
prikazan je u Tabeli 2.

Binarna pretraga zapocinje uporedivanjem rec¢i “lednik” sa sufiksom
Sg A2 = Ssaq1) = 7lonaslednikovica”. Posto je “lonaslednikovica” >
"lednik”, nastavlja se sa binarnom pretragom opsega [1,10]. U narednom koraku
poredenje se vrsi sa sufiksom SSA[L%J] = Ssa[s) = “ednikovica”. Posto je
“ednikovica” < ”lednik”, nastavlja se sa binarnom pretragom opsega [6,10].
Posle nekoliko koraka pronalazi se da je indeks jednog pojavljivanja re¢i P
unutar s jednak 12. Posto ni leksikografski prethodni sufiks Si7 ni naredni
sufiks S7 ne zapocinju sa P, unutar s nema drugih pojava reci P.

Trazenje najduzeg zajednickog segmenta dve date niske Date su dve
niske s1 i so. Odrediti njihov najduzi zajednicki segment.

Problem se resava tako $to se najpre formira sufiksni niz niske s = s1$so#, pri
Cemu su karakteri $ i # karakteri koji se ne pojavljuju unutar niske s; ili so. Pri
tome se svakom sufiksu prethodno pridruzuje podatak da li je njegov pocetak
unutar s; ili s3. U sortiranom nizu sufiksa ove niske potrebno je pronaéi par
uzastopnih ¢lanova takvih da:

e odgovarajudi sufiksi ne pripadaju istom nizu, i

¢ duzina njihovog najduzeg zajednickog prefiksa je najve¢a u odnosu na sve
ostale ovakve parove indeksa (primetimo da ovakvih parova prefiksa sa
najduzim zajednickim prefiksom moze biti vise).



i S; SAli Ss Al LCPi]
1 prestolonaslednikovica | 22 a

2 restolonaslednikovica, 10 aslednikovica 1
3 estolonaslednikovica 21 ca 0
4 stolonaslednikovica 14 dnikovica 0
5 tolonaslednikovica 13 ednikovica, 0
6 olonaslednikovica 3 estolonaslednikovica 0
7 lonaslednikovica, 20 ica 0
8 onaslednikovica 16 ikovica 1
9 naslednikovica 17 kovica 0
10 | aslednikovica 12 lednikovica 0
11 | slednikovica 7 lonaslednikovica 1
12 | lednikovica 9 naslednikovica, 0
13 | ednikovica 15 nikovica 1
14 | dnikovica 6 olonaslednikovica 0
15 | nikovica 8 onaslednikovica 1
16 | ikovica 18 ovica 1
17 | kovica 1 prestolonaslednikovica | 0
18 | ovica 2 restolonaslednikovica 0
19 | vica 11 slednikovica 0
20 | ica 4 stolonaslednikovica 1
21 | ca 5 tolonaslednikovica 0
22 | a 19 vica

Tabela 2: Sufiksni niz i niz LC'P niske "prestolonaslednikovica'.

Naglasimo da je vazno niske s1 i so razdvojiti nekim posebnim karakterom, da
bismo izbegli situaciju da se segment koji po¢inje u prvoj niski proteze i kroz
nisku so. Npr. u slucaju kada je niska s; = ”abcaa” i s = ”"bacaabb”, mogli
bismo kao segment niske s1s2 koji se dva puta javlja razmatrati nisku ”caab”,
koja jeste segment niske so, ali nije segment niske s;.

Ako se koristi i niz LC'P zdruzene niske s (sloZenost njegovog formiranja je O(n),
gde je n = |s1| + |s2|), onda je sloZzenost algoritma linearna, tj. iznosi O(n).

Primer 4. Pronadi najduzi zajednicki segment niski

s1 = "prestolonaslednikovica”

s9 = "kolonizacija”.

Sufiksni niz SA zdruZene niske s = s18s2# (sa sortiranim redosledom sufiksa)
prikazan je u Tabeli 3. Najveéi broj u koloni LC'P[i] je LCP[27] = 4. Pored
toga, sufiksi

Ssa26)] = "olonaslednikovica$kolonizacija#t”



Ssafe7)) = “olonizacija#”

sa zajednickim prefiksom ”olon” duzine 4 poticu iz razli¢itih niski. Prema tome,
najduzi zajednicki segment ove dve niske je niska ”olon”.

1 | prestolonaslednikovica$ko...# | 1 2 | 37 0
1 | restolonaslednikovica$ko. .. # 2 2| 36 # 0
1 | estolonaslednikovica$ko. .. # 3 1123 $ko...# 0
1 | stolonaslednikovica$ko. .. # 4 2135 a# 0
1 | tolonaslednikovica$ko. .. # 5 1] 22 a$ko. .. # 1
1 | olonaslednikovica$ko. .. # 6 2 | 31 acija#t 1
1 | lonaslednikovica$ko. .. # 7 1110 aslednikovica$ko. . . # 1
1 | onaslednikovica$ko. .. # 8 1|21 ca$ko...# 0
1 | naslednikovica$ko. .. # 9 2 | 32 cijaft 1
1 | aslednikovica$ko...# 10 | 1| 14 dnikovica$ko. . . # 0
1 | slednikovica$ko...# 11 |1 ] 13 ednikovica$ko. .. # 0
1 | lednikovica$ko. .. # 12 1|3 estolonaslednikovica$ko. . . # 1
1 | ednikovica$ko...# 131120 ica$ko. .. # 0
1 | dnikovicaS$ko...# 14 |2 | 33 ija# 1
1 | nikovica$ko. .. # 15 |1 | 16 ikovica$ko. .. # 1
1 | ikovica$ko...# 16 | 2 | 29 izacija# 1
1 | kovica$ko...# 1712 | 34 ja# 0
1 | ovica$ko...# 18 | 2 | 24 kolonizacija#t 0
1 | vica$ko...# 19 | 1| 17 kovica$ko. .. # 2
1 | ica$ko...# 20 | 1| 12 lednikovica$ko. . . # 0
1 | ca$ko...# 21 |1 |7 lonaslednikovica$ko. . . # 1
1 | a$ko...# 22 | 2| 26 lonizacija#£ 3
1| $Sko...# 231119 naslednikovica$ko. . . # 0
2 | kolonizacija# 24 |1 | 15 nikovica$ko. .. # 1
2 | olonizacija# 25| 2| 28 nizacija# 2
2 | lonizacija# 26 | 1|6 olonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | onizacija# 27 | 2| 25 olonizacija# 4
2 | nizacija# 28 |1 |8 onaslednikovica$ko. . . # 1
2 | izacija#S 29 | 2 | 27 onizacija 2
2 | zacija# 30 |11 18 ovica$ko. .. # 1
2 | acija#t 31 |1 |1 prestolonaslednikovica$ko...# | 0
2 | cija# 32 |12 restolonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | ija# 33111 slednikovica$ko. . . # 0
2 | ja# 34|14 stolonaslednikovica$ko. . . # 1
2 | a# 35115 tolonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | # 36 | 1|19 vica$ko. . . # 0
2 3712 | 30 zacija# 0

PronalaZzenje najduzeg palindroma u zadatoj nisci

Tabela 3: Sufiksni niz niske ”prestolonaslednikovica$kolonizacija#t”.

Neka je data niska s.

Pronaéi najduzi palindrom unutar nje. Npr. za re¢ “banana” potrebno je vratiti




“anana’.

Resavanje ovog problema svodi se na trazenje najduzeg zajednickog segmenta
niski s i 8/, gde je s’ niska koja se od s dobija ¢itanjem unazad.

Najduzi ponovljeni segment Data je niska s. Prona¢i duzinu najduzeg
segmenta koji se u nisci javlja bar dva puta. Na primer, u tekstu “to be or not
to be”, najduzi ponovljeni segment je “to be”.

Ovaj problem ima puno vaznih primena, ukljucujuéi kompresiju podataka i
kriptografiju. Na primer, standardna tehnika koja se koristi u razvoju velikih
softverskih sistema je refaktorisanje koda. Naime, ako se program razvija tokom
velikog broja godina, neretko se desava da se u njemu javlja ponovljeni kod. U tim
situacijama je od znacaja i za razumevanje i za dalje odrzavanje softvera zameniti
duplirani kod pozivima funkcije jedne kopije koda. Sli¢no, u bioinformatickim
primenama moze biti od znacaja utvrditi da li se isti DNK fragment moze naéi u
datom genomu. U oba slucaja se problem svodi na trazenje najduzeg ponovljenog
segmenta u niski.

Ovaj problem se moze formulisati i drugacije, u terminima koji su pogodni
za primenu sufiksnih nizova: pronaéi najduzi zajednicki prefiks izmedu dva
proizvoljna sufiksa date niske. Vazi da ¢e sufiksi sa najduzim zajednickim
prefiksom biti susedni u sufiksnom nizu. Stoga mozemo izracunati elemente
niza LC'P i u njemu naé¢i maksimalni element: on ¢e odgovarati duzini najduzeg
zajednickog prefiksa dva sufiksa niske s (slika 1). Ukoliko smo za datu nisku
s veé konstruisali sufiksni niz, onda je sloZenost ovog algoritma O(n), gde je n
duzina niske s.

Broj razlicitih segmenata niske Neka je data niska s. Izracunati broj
razlic¢itih segmenata niske s.

Racunanje broja razli¢itih segmenata niske s sveséemo na sumiranje broja
razli¢itih segmenata koji poc¢inju na nekoj fiksiranoj poziciji. Pritom é¢emo voditi
racuna da brojimo samo nove, do sad neraCunate segmente. Za ove potrebe
mozemo iskoristiti sufiksni niz. S obzirom na to da su sufiksi niske u sufiksnom
nizu sortirani, jasno je da ¢emo nove segmente koji pocinju na poziciji SAJi
dobiti kao prefikse sufiksa niske s koji pocinje na poziciji SA[i], pri ¢emu treba
iskljuciti one koji su prefiksi sufiksa koji poéinje na poziciji SA[¢ — 1]. Dakle od
ukupnog broja prefiksa koji po¢inju na poziciji SA[i] treba oduzeti njih LC PJi].
S obzirom na to da je duzina sufiksa koji po€inje na poziciji SA[i] jednaka
n — SA[i] + 1, ukupno n — SA[i] + 1 — LC P[i] novih prefiksa pocinje na poziciji
SA[i]. Dakle, ukupan broj razli¢itih segmenata bice jednak:
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longest repeated substring
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AACAAGTTTACAAGC

Slika 1: Najduzi ponovljeni segment u genomu.
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Leksikografski najmanja rotacija Neka je data niska s duzine n. Odrediti
njenu leksikografski najmanju rotaciju. Npr. ako je s jednako “alabala”, onda
su sve njene rotacije redom jednake: “alabala”, “labalaa”, “abalaal”; “balaala”,
“alaalab”; “laalaba”, “aalabal” i najmanja medu njima je “aalabal”.

Problem mozemo resiti tako Sto nadovezemo nisku s na samu sebe i za nju
odredimo minimalni segment duzine n. S obzirom na to da je njihov redosled



odreden redosledom sufiksa ove niske, u te svrhe mozemo iskoristiti sufiksne
nizove i u sortiranom nizu sufiksa traziti prvi sufiks koji je duzine bar n.

Konstrukcija sufiksnog niza

Od svog nastanka devedesetih godina proslog veka pa sve do danas razvijani su
razli¢iti algoritmi za konstrukciju sufiksnih nizova. Najbolji poznat algoritam za
konstrukciju sufiksnih nizova je slozenosti O(n) za nisku duzine n, i postoji neko-
liko razlic¢itih algoritama linearne slozenosti. Za veliki broj regularnih primena,
konstrukcija sufiksnog niza u vremenu O(nlogn) je sasvim zadovoljavajuda.
Ipak, u nekim primenama je neophodno primeniti neki od algoritama linearne
vremenske slozenosti.

Naivni algoritam Direktan nacin da konstruiSemo sufiksni niz niske s je
smestiti sve sufikse niske s u jedan niz i sortirati ih algoritmom za sortiranje
slozenosti O(nlogn). S obzirom na to da je slozenost poredenja dva sufiksa
slozenosti O(n), ukupna slozenost direktnog algoritma za konstrukeiju sufiksnog
niza je O(n?logn).

Algoritam slozenosti O(nlogn) Direktno poredenje dva sufiksa niske je
sloZenosti O(n); postavlja se pitanje da li je sufikse niske moguée uporediti
efikasnije. Bolji algoritam za konstrukciju sufiksnog niza moze se dobiti na
sledeéi nac¢in: odrzavamo sve sufikse datog stringa sortirane na osnovu njihovih
prefiksa duzine 2¥. Imadéemo m = |log, n| koraka, pri ¢emu u k-tom koraku
ra¢unamo poredak prefiksa duzine 2%; dakle, najpre ih poredimo na osnovu prvog
karaktera, nakon toga na osnovu prva dva, nakon toga na osnovu prva cetiri itd.
Pri prelasku sa k-tog na (k4 1)-vi korak, vrsi se nadovezivanje segmenata duzine
2% i dobija segment duzine 2"+, Za efikasno ustanovljavanje poretka sufiksa
koriste se informacije dobijene u prethodnom koraku. Primetimo da za neke
segmente nece postojati segment duzine 2* nakon njega, ali to mozemo resiti
tako $to nisku dopunjujemo karakterima $, koji je leksikografski manji od svih
drugih karaktera. Na ovaj nacin se slozenost prethodnog algoritma moze svesti
na O(nlog?n). Ali moZzemo i bolje. Za sortiranje sufiksa u svakom od koraka
algoritma moze se koristiti radix sort algoritam, koji dva puta vrsi sortiranje
prebrojavanjem. Na ovaj nacin se sortiranje vrsi u linearnom vremenu i dobijamo
algoritam sloZenosti O(nlogn).

Algoritam linearne slozenosti Postoji veliki broj algoritama za konstrukciju
sufiksnog niza koji su linearne vremenske slozenosti. Mi ¢emo se ovde upoznati
sa algoritmom ¢iji su autori Karkainen i Sanders i koji je prikazan u cetvrtom
izdanju znamenite knjige CRLS.

Bez smanjenja opstosti mozZe se pretpostaviti da su karakteri niske s = s[1..n]
kodirani prirodnim brojevima iz skupa {1,2,...,n}.

Algoritam je zasnovan na specificnoj primeni dekompozicije:



1. Sortiraju se sufiksi S; niske s, za i mod 3 #0 (1 =1,2,4,5,7,8,10, 11,.. ;
u daljem tekstu: A-sufiksi) svodenjem na rekurzivnu konstrukeiju sufiksnog
niza posebno formirane niske duzine oko 2n/3.

2. Na osnovu toga se sortiraju preostali sufiksi S;, ¢ mod 3 =0 (i = 3,6,9,..;
u daljem tekstu: B-sufiksi).

3. Objedinjavanjem sortiranih nizova A-sufiksa i B-sufiksa odreduje se sufiksni
niz niske s.

Prelazimo na detaljniji opis tri osnovna koraka algoritma, ilustrujuéi postupak
na primeru niske s = ”mississippi”.

1. Polazeci od niske s, formira se niska P nad azbukom sastavljenom od meta
karaktera — troslovnih blokova polazne azbuke; pri tome sufiksi niske P
imaju isti leksikografski redosled (odreden sufiksnim nizom):

A Formirati niske P; i P, od meta karaktera (trojke odvajamo zagradama):

o P = (s[1..3])(s[4..6])(s]7..9]) - - - (s[n’..n" +2]), gde je n’ najvedi
broj manji ili jednak n, koji daje ostatak 1 po modulu 3. Pri
tome je niska s produzena specijalnim karakterima & sa kodom 0.
Za nisku s = "mississippi” dobija se P, = (mis)(sis)(sip)(piD).

o Py =(s[2..4])(s[5..8])(s[8..10]) - - - (s[n”..n"" +2]), gde je n” najvedi
broj manji ili jednak n, koji daje ostatak 2 po modulu 3. Za nisku
s je Py = (iss)(iss)(ipp)(i2D).

Ako je n deljivo sa 3, na kraj niske P; dodaje se meta karakter (0@@).
Time se postize da se P; uvek zavrsava meta karakterom koji sadrzi
& (ovo ne mora da vazi za nisku P5).

B Neka je P konkatenacija niski P; i Ps. Cinjenica da se P; zavrsava
meta karakterom koji sadrzi @ obezbeduje da su dva sufiksa P, od
kojih jedan pocinje unutar P;, a drugi unutar P, uvek razlicita.

Od indeksa i’ meta karaktera P[i'] = s[i..i + 2], odgovarajuéi indeks
i=g(i'), i =1,2 (mod 3), unutar niske s dobija se na sledeéi naéin:

R i 3 "< 1By
zg(l){ 31 —1-3|P|, i >|P] W
Obrnuto:
L [ G+, i=1 (mod3)
i'=g (z)—{ (i+1)/34+|Pi], i=2 (mod 3) (2)

pri ¢emu se duzina niske P; racuna kao broj metakaraktera. U tabeli 4
prikazana je niska P. Pri tome je na primer

o P[3]=sip=s[7.9],jerje 7=g3)=3-3-2 3 < |P|=4),
odnosno 3= (7+2)/3 (7=1 (mod 3));



o P[6] =iss = s[5..7], jer je 5 = g(6) = 3-6—1-3| P,
odnosno 6 = (5+1)/3+ |P;| (5 =2 (mod 3)).

(5> ‘P1| :4)7

Zapaza se da je leksikografski redosled sufiksa niske P isti kao redosled
odgovarajuc¢ih A-sufiksa niske s.

C Sortirati trostrukim razvrstavanjem i rangirati jedinstvene meta karak-
tere niske P (dakle, zanemarujuéi duplikate), ra¢unajuéi rangove od
1. SloZenost ovog sortiranja je O(n). U naSem primeru P ima 7
jedinstvenih meta karaktera. Njihov sortirani redosled je (i9@), (ipp),
(iss), (mis), (pi@), (sip), (sis). Rangovi ovih meta karaktera su redom
1,2,...,7. Meta karakter (iss) se u nisci P jedini pojavljuje dva puta.

D Kao u tabeli 4, formira se nova niska P’ kodiranjem meta karaktera
njihovim upravo odredenim rangovima. Ako P sadrzi k jedinstvenih
meta karaktera, onda je svaki "karakter” u P’ neki prirodni broj od 1
do k. Sufiksni nizovi niski P i P’ su identi¢ni.

E Odrediti sufiksni niz SAp/ niske P’. Ako su svi karakteri u P’ jedin-
stveni, onda se sufiksni niz dobija direktno, jer redosled pojedinih
karaktera odreduje sufiksni niz. U protivnom, odrediti rekurzivno
sufiksni niz P’, tretirajuéi rangove u P’ kao karaktere niske. U tabeli 4
je prikazan sufiksni niz SAp/ dobijen u nasem primeru. Posto je broj
meta karaktera u P’ a time i duzina P’, otprilike 2n/3, rekurzivni
problem je manji od polaznog.

F Na osnovu SAp: i pozicija A-sufiksa u nisci s, odrediti spisak rangova
(pozicija) sortiranih A-sufiksa u s. Preciznije, za i = 1,2,...,|P|
izracunati na osnovu (1) indeks j = g(SAp/[i]) i staviti rj < i. U
tabeli 5 prikazani su rangovi r; sortiranih A-sufiksa s[i..i + 2] u naSem
primeru. Drugim rec¢ima, rezultat sortiranja A-sufiksa je

511<58<S5<52<Sl<510<87<54

. Broj B-sufiksa je oko 1/3 broja svih sufiksa. Koristeéi sortirani redosled
A-sufiksa, sortirati B-sufikse primenjujuéi sledeéi postupak.

G Prosirivsi nisku s sa dva karaktera @@ (posle ¢ega je duzina niske n+2),
posmatrajmo sufikse s[i.n+2] za i =1,2,...,n+ 2. Dodeliti svakom
sufiksu s[i..n + 2] njegov rang 7;.

e Za dva specijalna karaktera @@ staviti r,41 = rp4o = 0.
e Za A-sufikse u nisci s rangovi su dodeljeni u koraku F.

o Rangovi B-sufiksa trenutno nisu definisani, pa za njih staviti
T, = 1.

U tabeli 5 prikazani su rangovi za nisku s = mississippi i n = 11.
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H Sortirati B-sufikse dvostrukim razvrstavanjem (slozenosti O(n)), za-
menjujudi ih (jedinstvenim!) parovima (s[i],r;41). U naSem primeru
dobija se

Sy < Sg < 53,
jer je (p,6) < (5,7) < (s,8).

. Objediniti sortirane nizove A-sufiksa i B-sufiksa. Neka su S; i S; neka dva
sufiksa koja treba uporediti u toku objedinjavanja, pri ¢emu je S; A-sufiks,
a S; B-sufiks. U zavisnosti od toga da li je 7 mod 3 jednako 1 ili 2, rezultat
uporedivanja sufiksa S; i S; isti je kao rezultat uporedivanja

o parova (s[i],ri+1) i (s[4],7j41), odnosno
o trojki (s[i], s[i 4+ 1],7i42) 1 (s[5], s[j + 1], 7j42).

U nasem primeru prilikom objedinjavanja se vrsi sledeéi niz uporedivanja

A- i B-sufiksa:
o S11 < Sy jer je (¢,9,0) < (p,p, 1); izlaz Si1;
o Sg < Sy jer je (i,p,6) < (p,p,1); izlaz Sg;

o S5 < S jer je (i,5,7) < (p,p,1); izlaz Ss;

(i
(i, (
o Sy < S jerje (i,s,8) < (p,p,1); izlaz So;
o 51 < Sy jer je (m,4) < (p,6); izlaz Sy;
e Sip < Sg jer je (p,1) < (p,6); izlaz Sip;
o S7 > Sg jer je (s,2) < (p,6); izlaz So;
o S7 < Sg jer je (s,2) < (s,7); izlaz S7;
o Sy < Sgjerje (s,3) < (s,7); izlaz Sy;
o preostala dva sufiksa Sg, S5 kopiraju se u izlazni niz.

Time je odreden sortirani redosled svih sufiksa niske s, odnosno njen
sufiksni niz, videti tabelu 1. Posto je slozenost uporedivanja O(1), slozenost
objedinjavanja je O(n).

Indeks i u P, P’ 1 2 3 4 5 6 7 8
Indeks ¢ = g(i') u s 1 4 7 10 2 5 8 11
P[] = s[i..i + 2] (mis) | (sis) | (sip) | (pi@) | (iss) | (iss) | (ipp) | (i19D)
Pl 1 7 6 5 3 | 3 2 1
SAp /] = SAp[7] | 8 7| 6 5 1 | 4 3 2
Indeks i za koji je 11 8 5 2 1 10 7 4
rang r; =14

Tabela 4: Postupak sortiranja A-sufiksa niske s = mississippi u prvoj fazi

odredivanja sufiksnog niza.
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1 1123|456 |7[8]9 10|11 |12] 13
s[d] m|i|s|s]i s | i pli|@|o@
=4 |5 4|08 |3|0|7[2|0]| 6 110710

Tabela 5: Rangovi 1 do 7,43 za nisku s = mississippi, n = 11.

Slozenost algoritma zadovoljava diferencnu jednac¢inu 7'(n) = O(n) + T'(|2n/3]),
¢ije je reSenje na osnovu master teoreme T'(n) = O(n).

Ako pretpostavimo da je vreme izvrSavanja algoritma priblizno T'(n) = cn,
zamenom u diferencnoj jednacini

e T(n) sa cn,
e O(n) sa an, i
o T(2n/3) sa 2¢cn/3,

dolazi se do jednacine cn = an + 2¢n/3, iz koje sledi da je a = ¢/3. Zakljucuje
se da rekurzivno sortiranje A-sufiksa traje priblizno oko 2/3 vremena potrebnog
za odredivanje sufiksnog niza kompletne niske.

Konstrukcija niza LCP

Niz LCP date niske s moze se odrediti algoritmom linearne slozenosti koji je
predlozilo nekoliko autora 2001. godine~[?]. Podsetimo se da je LCPJi] duzina
najduzeg zajednickog prefiksa (i — 1)-og i i-tog leksikografski najmanjeg sufiksa
Sgaji—1] 1 Sgap) niske s. Po definiciji je LOP[1] = 0. Prilikom izracunavanja niza
LC P koristi se niz rang, koji sadrzi inverznu permutaciju permutacije SA: ako je
SA[i] = j, onda je rang[j] = i. Drugim rec¢ima, rang[SA[i]]| =izai=1,2,...,n.
Za sufiks S; broj rangli] je pozicija tog sufiksa u medu leksikografski sortiranim
sufiksima.

Primer 5. Videli smo da je sufiksni niz niske mississippi permutacija

Niz rang je inverzna permutacija ove permutacije.
12 3 45 6 7 8 9 10 11
54 11 9 3 10 8 2 7 6 1
Na primer, sufiks sissippi je S4. Njegova pozicija u sortiranom redosledu sufiksa

je rangl4] = 9.

U toku racunanja niza LC P potrebno je odrediti gde se u leksikografskom re-
dosledu nalazi sufiks koji se od tekuéeg sufiksa dobija brisanjem prvog karaktera.
Za ovo je koristan niz rang. Posmatrajmo i-ti najmanji sufiks, Sg[;. Brisan-
jem njegovog prvog karaktera dobija se sufiks Sgap;j41, kao sufiks koji pocinje
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od indeksa SA[i] + 1 niske s. Pozicija tog sufiksa u sortiranom redosledu je
rang[SA[i] + 1].

Primer 6. Nastavak prethodnog primera. Potrebno je za sufiks S; = sissippi
odrediti gde se nalazi sufiks issippi (sissippi bez prvog karaktera). Sufiks sissippi
je na poziciji rang[4] = 9 u sufiksnom nizu i SA[9] = 4. Posto je rang[SA[9]+1] =
rang[5] = 3, naredni sufiks issippi je na poziciji 3 u sortiranom redosledu.

Niz LCP moze se odrediti algoritmom ¢iji kod je prikazan na sledecoj strani.

OdredivanjeLCP(s,SA,n)
// alocirati prostor za nizove rang[n] i LC P[n]
for i < 1 ton do
rang[SA[i]] + i // po definiciji
LCP[1]+0 // po definiciji
[+0 // tekuéi element niza
for i <~ 0 ton do
if rangli] > 1 // tada se odreduje LC P[rangl[i]]
Jj + SA[rang[i] — 1] //S; je leksikografski prethodnik .S;
m < max{i,j}
while m+1<n and s[i+1] =s[j+!] do

l+1+1 // naredni karakter u zajednickom prefiksu
LCP[rangli]] + 1 // LCP(S;,S;)
if >0

l«1-1 // ukloniti prvi karakter u zajednic¢kom prefiksu S;, S;
return LCP

Korektnost algoritma zasnovana je na narednoj lemi.

Lema 1. Posmatrajmo sufikse S;_1 i S;, ¢ije su pozicije u leksikografskom
redosledu sufiksa redom rang[i — 1] i rang[i]. Ako je LCP[rang[i —1]=1>1,
onda za sufiks S;, koji se od sufiksa S;_; dobija brisanjem prvog karaktera, vazi
LCP[rangli]] > 1 — 1.

Dokaz: Sufiks S;_; je na poziciji rang[i — 1] u sortiranom redosledu sufiksa.
Sufiks koji mu neposredno prethodi je u sortiranom redosledu na
poziciji rang[i — 1] — 1, i to je sufiks S,qpg1i—1j—1- Po pretpostavci je
LCP(Ssafrangli-1)—1]»Si—1) = | > 1. Uklanjanjem prvog karaktera u
ovim sufiksima dobijaju se sufiksi Sga[rang[i—1]—1]+1 1 Si, za koje je najduzi
zajednicki prefiks duzine [ — 1.

o Ako sufiks Ssa[rangli—1)—1]+1 neposredno prethodi sufiksu S; u sorti-

ranom redosledu, dokaz je zavrsen.

o Pretpostavimo zato da sufiks Sgajrangli—1]-1]+1 ne prethodi
neposredno sufiksu S; u sortiranom redosledu. Sufiks Sgafrangli—1]-1]
neposredno prethodi sufiksu S;_1, i oni imaju jednakih prvih [ > 1
karaktera, pa sufiks Sga[rang[i—1]—1]4+1 mora da bude u sortiranom
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redosledu pre sufiksa S;. Izmedu njih stoji nekoliko sufiksa. Svaki
takav sufiks pocinje sa istih [ — 1 karaktera kao Sga[rangfi—1]—1]+1 1
S;. Prema tome, koji god od ovih sufiksa stoji na poziciji rang[i] — 1
neposredno ispred S;, on ima bar [ — 1 prvih karaktera istih kao .5;.
Prema tome, LC Plrangli]] > | — 1.

0

U prvoj for petlji se izracunava niz rang. Prvi element niza LC'P je po definiciji
LCPI1] = 0. Druga for petlja izra¢unava niz LCP prolazedéi sufikse prema
opadaju¢im duzinama.

Invarijanta petlje je sledeée tvrdenje:

e U liniji LCP[rangli]] = I odreduju se elementi niza LC'P sa indeksima
redom rang[l], rang[2], rang(3], ..., rang[n].

 Pre te linije sufiks S; i sufiks S; koji mu neposredno prethodi imaju najduzi
zajednicki prefiks duzine bar .

Ovo tvrdenje je tacno u prvom prolasku kroz for petlju, jer je tada [ = 0.
Ako se pretpostavi da se u liniji LCP[rangli]] = | odreduje ispravna vrednost
LCP[rangl[i]], onda se ta induktivna pretpostavka zbog dekrementiranja ! (ako
je pozitivno), odrzava na osnovu dokazane leme. Najduzi zajednicki prefiks
sufiksa S; i S; moze biti duzi od vrednosti [ na pocetku iteracije, pa se tacna
vredost | odreduje u while petlji. Indeks m koristi se da obezbedi da test
s[i + 1] = s[j + ] ne izade van granica niske. Posle izlaska iz while petlje
vrednost [ jednaka je duzini najduzeg zajednickog prefiksa sufiksa S; i S;.

Primer 7. Na primeru niske mississippi mogu se videti tri razli¢ita slucaja na
koje se moze naidi.

e U nisci mississippi sufiksi S5 = issippi So = ississippi su uzastopni u
sufiksnom nizu (treéi i ¢etvrti, SA[4] = 2, SA[3] = 5). Duzina njihovog
najduzeg zajednickog prefiksa je LCP[4] = 4. Kada im se obriSu prvi
karakteri, dobijaju se sufiksi S = ssippi S3 = ssissippi koji su takode
uzastopni u sufiksnom nizu (deseti i jedanaesti, SA[10] = 6, SA[11] = 3).
Ovde je LCP[11] = lcp[4] — 1.

o Sufiksi S19 = pi i Sy = ppi su takode uzastopni u sufiksnom nizu (Sesti
i sedmi, SA[6] = 10, SA[7] = 9). Duzina njihovog najduzeg zajednickog
prefiksa je LCP[7] = 1. Kada im se obriSu prvi karakteri, dobijaju se
sufiksi S1; =4 S19 = pi koji NISU uzastopni u sufiksnom nizu (prvi i Sesti,
SA[l] = 11, SA[6] = 10). Zbog toga je 1 = LCP[2] > LCP[7] —1 = 0;
zapazamo da u ovom primeru vazi stroga nejednakost LCP[2] = 1 >
LCP[7]—1=0

o Sufiksi S1; = i i Sg = ippi su takode uzastopni u sufiksnom nizu (prvi
i drugi, SA[1] = 11, SA[2] = 8). Duzina njihovog najduZeg zajednickog
prefiksa je LCP[2] = 1. Kada se sufiksu S;; = i obriSe prvi karakter,
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dobija se prazan sufiks, koga nema u nasem sortiranom redosledu sufiksa.
Zbog toga se vrednost LC'P[2] = 1 ne moze iskoristiti na opisani nadin za
odredivanje neke druge vrednosti LCP[.].

Niz rang kontrolise redosled odredivanja elemenata niza LCP.

o Polazi se od LCP[rang[1l]] = LCPI5]; uporeduju se sufiksi sa indeksima
SA[rang[l]] = 11 SA[rang[1l] — 1] = 2, tj. sufiksi mississippi i ississippi.
Prvi karakteri ova dva sufiksa se razlikuju, pa je LC'P[5] = 0.

« Dalje se redom odreduju vrednosti LC' P[rangli]], i = 2,3, ..., 10, koriste¢i
kao pocetnu vrednost indeksa za uporedivanje | +1 = LCP[rang[i] — 1]+ 1.

« Na primer, posto je ustanovljeno da je LC' P[rang|2]] = LC P[4] = 4, prelazi
se na odredivanje LC'P[rang[3]] = LCP[11] > 4 — 1 = 3. Uporeduju se,
pocevsi od indeksa [ + 1 = 4 sufiksi ssissippi i ssippi sa indeksima redom
SA[rang[3]] = SA[11] = 3 1 SA[rang[3] — 1] = SA[10] = 6; uporedujuci
(razlicite) cetvrte karaktere ova dva sufiksa, zakljucuje se da je LCP[11] =
3.

Pocetna vrednost [ je 0; [ ni u jednom trenutku ne prelazi n. Posto je broj
dekrementiranja [ najvise n — 1, broj inkrementiranja [ unutar while petlje je
najvise 2n. Prema tome, sloZenost algoritma je O(n).
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Sufiksno drvo

Sufiksno drvo (eng. suffix tree) je struktura podataka kojom se moZe pogodno
predstaviti interna struktura niske'. Preciznije, sufiksno drvo niske s duZine n
je usmereno korensko drvo za koje vazi:

e drvo ima tacno n listova koji su numerisani brojevima 1,2, ..., n;
o svaki unutrasnji ¢vor razli¢it od korena ima bar dva deteta;
e svaka grana je oznacena nepraznim segmentom niske s;

¢ nikoje dva grane koje polaze iz istog ¢vora nemaju oznake koje pocinju
istim karakterom;

¢ nadovezivanjem oznaka grana na putu od korena do lista sa oznakom 1
dobija se sufiks S; = s[i..n].

Primer 8. Na slici 2 prikazano je sufiksno drvo niske s = "xabxac”. Sufiksno
drvo sadrzi |s| = 6 listova. Od korena do lista koji odgovara sufiksu Sy = "xac’
dolazimo preko unutrasnjeg ¢vora w, a sam sufiks dobijamo nadovezivanjem
niski "xa” i ”c” kojima su oznacene odgovarajuce grane. Primetimo da sufiksi S;
i S4 pocinju istim prefiksom ”"xa”; te na putu od korena do listova numerisanih
vrednostima 1 i 4 pratimo istu granu, kodiranu niskom ”xa”, nakon cega se
putanje do tih listova razdvajaju.

9

Slika 2: Sufiksno drvo niske s = ”xabxac”. Cvorovi sa oznakama u i w su
unutrasnji évorovi.

Iz definicije sufiksnog drveta ne sledi postojanje sufiksnog drveta za proizvoljnu
nisku s. Problem se, naime, javlja onda kada je neki sufiks S; jednak prefiksu
nekog drugog sufiksa S;, jer se tada put koji odgovara sufiksu S; zavrSava unutar
puta koji odgovara sufiksu S;, tj. ne zavrsava se u listu drveta. Na primer, ne
postoji sufiksno drvo za nisku ”cxabxa”, jer se put koji odgovara sufiksu "xa”,
kao prefiks sufiksa "xabxa”, ne bi zavrsavao u listu. Ako se poslednji karakter
niske s ne nalazi nigde drugde unutar s, ovaj problem se ne javlja (takav je bio
slucaj sa niskom "xabxac” u prethodnom primeru). Uobic¢ajen nacin za reSavanje
ovog problema je da se na kraj niske s doda karakter koji se ne javlja nigde

1Pretpostavljamo da je azbuka nad kojom je definisana niska konaé¢na i poznata.
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unutar nje (obi¢no je to karakter $; pretpostavlja se da karakter $ leksikografski
prethodi svim ostalim karakterima).

Primer 9. Sufiksno drvo niske s = ”"mississippi$” prikazano je na slici 3. Posto
je |s| = 12, sufiksno drvo ima 12 listova. Pored toga, ovo drvo ima koren i 6
unutrasnjih ¢évorova. Primetimo da se recimo nadovezivanjem oznaka grana na
putu od korena do lista 5 dobija sufiks S7 = ”i — ssi — ppi$”.

- mississippi$ % *{}*_ s

1 ™,

2 - dississippi$ [/ ,/ mISSISS|pp|$ ) \

3 - ssissippi$ [ '|

4 - sissippi$ O @ O

5 - dissippi$ @ i ‘sli

6 - ssippi$ /s ppis S| | pls i

7 - sippi$ @

8 - ippi$ . Q . @ Q Q "
9 - ppis ppiS SSIPPIS ppis$ sSippi$  ppi$ |pp|
10 - pi$ @

11 i ® @ ® OO
12 - §

Slika 3: Sufiksno drvo niske s = "mississippi”.

Po definiciji sufiksno drvo niske duzine n ima n listova, po jedan za svaki sufiks
niske. S obzirom na to da svaki unutrasnji ¢vor sufiksnog drveta ima bar dva
deteta, moze biti najvise n — 1 unutrasnjih ¢vorova. Sumiranjem broja listova,
unutrasnjih ¢vorova i korena dobijamo da je ukupan broj ¢vorova u sufiksnom
drvetu manji ili jednak od n+ (n — 1) + 1 = 2n.

Sli¢no, vazi da je broj grana u sufiksnom drvetu koje vode ka listovima n, a
broj grana koje vode ka unutrasnjim ¢vorovima najvise n — 1, te je ukupan broj
grana u sufiksnom drvetu manji ili jednak 2n — 1.

Ako bi se u sufiksnom drvetu uz svaku granu ¢uvala njena kompletna oznaka,
onda bi prostorna slozenost drveta za nisku duzine n bila u najgorem slucaju
O(n?). Medutim, proizvoljni segment s[i..j] poznate niske s odreden je sa dva
indeksa i i j. PoSto je broj grana u sufiksnom drvetu niske duzine n najvise O(n),
zamenom oznaka na granama sa po dva indeksa koja ograni¢avaju odgovarajuci
segment niske postize se da je prostor koji zauzima sufiksno drvo O(n).

Prvi algoritam za konstrukciju sufiksnih drveta linearne vremenske slozenosti
predloZio je Vajner (Weiner) 1973. godine?. Nakon toga su formulisani i neki
drugi algoritmi linearne slozenosti, a najpoznatiji su Ukonenov algoritam i
Farahov algoritam.

2Knut je ovaj algoritam zbog svoje znacajnosti nazvao "algoritmom 1973. godine"
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Sufiksna drveta, iako omogucavaju efikasno resavanje velikog broja slozenih
algoritama nad tekstom, nisu dosegla oc¢ekivanu popularnost i paznju. Razlog za
to je i taj Sto su prvi algoritmi za njihovu konstrukciju u linearnoj vremenskoj
slozenosti bili izuzetno slozeni i teski za razumevanje.

Danas je najjednostavniji pristup za konstrukciju sufiksnog drveta konstrukcija
na osnovu odgovarajuceg sufiksnog niza i niza LC P, koji ¢uva duzine najduzeg
zajednickog prefiksa dva sufiksa. S obzirom na to da je ove nizove moguce kon-
struisati u linearnoj slozenosti, a da je sufiksni niz na osnovu njih takode moguce
konstruisati u linearnom vremenu, ukupna slozenost konstrukcije sufiksnog drveta
je linearna po duzini niske.

Primene sufiksnog drveta

Problemi za koje smo videli da se mogu resavati primenom sufiksnog niza mogu
se jos jednostavnije resavati primenom sufiksnog drveta. Na primer, koris¢enjem
sufiksnog drveta mogudée je resiti problem trazenja reci u tekstu u linearnoj
vremenskoj slozenosti (postizuéi na taj nacin istu sloZenost najgoreg slucaja
kao u KMP algoritmu ili Bojer-Murovom algoritmu), medutim njihova prava
vrednost se vidi u moguénosti resavanja nekih slozenijih problema nad tekstom
u linearnoj slozenosti.

Trazenje reci u tekstu Jedna od uobicajenih primena sufiksnih drveta je
za reSavanje problema ispitivanja da li se data re¢ P duzine m nalazi u datom
tekstu T" duzine n, tj. da li je P segment niske 7.

Primetimo naredno: P se javlja u tekstu T od pozicije j, ako i samo ako
je P prefiks sufiksa T'[j..n]. To, dalje, odgovara situaciji kada u sufiksnom
drvetu postoji putanja od korena oznacena niskom P. Dakle, nakon konstrukcije
sufiksnog drveta niske 7" u sloZenosti O(n), moZemo pratiti jedinstvenu putanju
od korena do odgovarajuéeg ¢vora u drvetu, prac¢enjem karaktera rec¢i P sve
dok je to moguce: ukoliko u nekom ¢voru ne postoji grana oznacena narednim
karakterima re¢i P javljamo da se re¢ P ne javlja u tekstu T'. Inace, ako smo sa
uparivanjem karaktera stigli do kraja rec¢i P, svaki list poddrveta sa korenom u
tom ¢voru oznacen je brojem pocetne pozicije pojave re¢i P u tekstu 7T

Razmotrimo primer trazenja reé¢i P = "aw” u tekstu T' = "awyawxawxz”. Na
slici 4 prikazan je deo sufiksnog drveta za nisku T = “awyawxawxz”’. Re¢
P ="7aw” se javlja tri puta u T, pocev od pozicija 1,41 7.

S obzirom na to da je azbuka nad kojom je definisana niska konac¢na, posao koji
izvrsavamo u svakom ¢voru je konstantne slozenosti, te je vreme za uparivanje
rec¢i P sa putanjom od korena sufiksnog drveta niske T" proporcionalna duzini
niske P, tj. iznosi O(m).

Ukoliko se P javlja u drvetu, algoritam moze da pronade pocetnu poziciju svih
pojavljivanja P u T obilaskom poddrveta sa korenom u kraju poklopljenog puta,
pri ¢emu sakuplja pozicije koje se nalaze u listovima. Stoga se sva pojavljivanja
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Slika 4: Tri pojavljivanja re¢i S = "aw” u tekstu T' = "awyawxawxz”.

P u T mogu naéi u vremenu O(n + m). Ovo odgovara slozenosti ve¢ videnih
algoritama za trazenje uzorka u tekstu, medutim drugacija je raspodela vremena:
naime, kod prethodnih algoritama je faza preprocesiranja niske P trajala O(m),
a onda je trebalo O(n) vremena za pretragu. Nasuprot tome, faza preprociranja
kod sufiksnih drveta traje O(n) and onda pretraga traje O(m + z), gde je z
broj pojava niske P u T. Da bi se pronaslo svih z pocetnih pozicija u niski
T, potrebno je obiéi poddrvo algoritmom linearne vremenske slozenosti (npr.
pretragom u dubinu). Naime, ako pretraga u dubinu poddrveta pronade z
poklapanja, to znaci da je posetila z razli¢itih listova. S obzirom na to da svaki
unutrasnji ¢vor sufiksnog drveta ima bar dva deteta, ukupan broj unutrasnjih
¢vorova koje smo posetili tokom pretrage u dubinu je najvise z — 1. Tokom DFS
pretrage ne moramo uparivati oznake na granama, ve¢ samo da pratimo grane
Sto je sloZenosti O(1). Stoga pretraga u dubinu poseéuje najvise O(z) ¢vorova i
grana i trosi vreme O(1) po ¢voru i grani, te je ukupno vreme izvrSavanja O(z).

Dakle, vreme preprocesiranja koje odgovara formiranju sufiksnog drveta teksta
T proporcionalno je duzini teksta, ali nakon toga se za razlicite niske duzine
m potraga za niskom S se moze izvesti u vremenu proporcionalnom duzini
niske S, nezavisno od duzine teksta T. Primetimo da ovo nije moguce postié¢i
koriséenjem KMP algoritma, niti Bojer-Murovog algoritma — naime, ovi algoritmi
imaju fazu preprocesiranja koja je linearne slozenosti u funkciji duzine teksta,
ali se nakon toga pretraga za datom reci u tekstu izvrsava u slozenosti koja je
proporcionalna duzini teksta, a ne rec¢i koju trazimo. S obzirom na to da se m i
n mogu znacajno razlikovati po vrednosti, ovo moze biti znacajno ubrzanje. Na
primer, u molekularnoj biologiji ovo moze biti veoma znacajno kada se traze
specificni kratki stringovi u dugackim nizovima DNK.

Leksikografski najmanja rotacija Neka je data niska s duzine n. Odrediti
njenu leksikografski najmanju rotaciju. Npr. ako je s jednako “alabala”, onda

W

su sve njene rotacije redom jednake: “alabala”, “labalaa”, “abalaal”, “balaala”,
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“alaalab”; “laalaba”, “aalabal” i najmanja medu njima je “aalabal”.

Problem mozemo resiti koris¢enjem sufiksnih drveta tako sto formiramo sufiksno
drvo za nisku ss$, gde je $ karakter koji je leksikografski veéi od svih karaktera
u niski s. Obilazimo sufiksno drvo i u svakom ¢voru biramo granu koja je
leksikografski najmanja. Obilazak nastavljamo sve dok niska koju dobijamo
nadovezivanjem oznaka na granama ne bude duzine n.

Najduzi ponovljeni segment Data je niska s. Prona¢i duzinu najduzeg
segmenta koji se u nisci javlja bar dva puta. Na primer, u tekstu “to be or not
to be”, najduzi ponovljeni segment je “to be”.

Primetimo da se ovaj problem moze resiti koris¢enjem sufiksnog drveta tako Sto
¢emo traziti unutrasnji ¢vor koji ima najveéu dubinu niske. Njega je moguce
pronadi pokretanjem pretrage u dubinu, pra¢enjem dubine niske tokom obilaska
kako bi se pronasao unutrasnji ¢vor drveta sa najve¢om dubinom niske.

Trazenje najduzeg zajednickog segmenta dve date niske Date su dve
niske s7 i so. Odrediti njihov najduzi zajednicki segment.

Uopsteno sufiksno drvo je sufiksno nisko za dati skup niski. Razmotrimo primer
dve niske s1 i s5. Uopsteno sufiksno drvo ove dve niske moze se konstruisati tako
Sto se kreira sufiksno drvo niske s1#s28$, gde su # i $ karakteri koji se ne javljaju
u niskama s; i s (slika 5), a nakon toga se u svakom listu obrise deo desno od
prvog terminirajuceg karaktera. Na taj nacin svaki od listova predstavlja sufiks
tacno jedne od polaznih niski (slika 6). Svaki list je oznacen jednim od brojeva
11 2, na osnovu toga da li je u pitanju sufiks niske s; ili niske so. Obilaskom
u dubinu mozemo za svaki unutrasnji ¢vor sufiksnog drveta utvrditi da li se u
njegovom poddrvetu nalaze listovi samo jedne od datih niski. Cvor sufiksnog
drveta koji ima najveéu vrednost dubine niske i sadrzi list obe niske bi¢e najduzi
zajednicki segment niski s; i so. Primetimo da se obilazak drveta i oznacavanje
¢vorova mogu izvesti standardnim algoritmom obilaska grafa te je slozenost
odgovarajuceg algoritma linearna.

Najduzi zajednicki nastavak niski Date su niske S i 7. Potrebno je
omoguciti efikasno izvrsavanje velikog broja upita kojima se za prosledene vred-
nosti indeksa ¢ i j racuna duzina najduzeg segmenta niske S koji pocinje na
poziciji ¢, a koji se poklapa sa segmentom niske T" koji pocinje na poziciji j.
Ovu vrednost zvaéemo najduzim zajednickim nastavkom (eng. longest common
extension) niski S i 7T

Oznacimo ovu vrednost sa LCEg p(i,7). Na primer, za niske S = "mama” i
T = "marama” vazi: LCEgr(2,2) =11 LCEgr(2,4) = 3. Primetimo da je
vrednost LCEg 7 (i, j) duzina najduzeg zajednickog prefiksa sufiksa niske S'i T
koji poc¢inju na pozicijama ¢ i j. Uopsteno sufiksno drvo niski S i T omogucava
trazenje ovih sufiksa i paméenje informacija o njihovim zajednickim prefiksima.
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aftbabxba$

Slika 6: Uopsteno sufiksno drvo niski "xabxa” i ”babxa”.

Dakle, potrebno je konstruisati uopsteno sufiksno drvo niski S i T'. Pronalazimo
listove koji odgovaraju sufiksu S; i 7. Trazimo njihovog najniZeg zajednickog
pretka (eng. lowest common ancestor, LCA), odnosno ¢vor drveta koji ima
najveéu dubinu niske od svih predaka datih évorova (slika 7). Potrebno je
preprocesirati sufiksno drvo tako da se najnizi zajednicki predak moze naéi
u konstantnom vremenu. Pokazuje se da je to moguée uraditi u linearnoj
vremenskoj slozenosti koris¢enjem razli¢itih algoritama. Kreiramo niz koji
preslikava brojeve sufiksa u listove drveta. Neka je dubina niske ¢vora koji
predstavlja najnizi zajednicki predak ovih listova jednaka d. Vra¢amo kao rezultat
broj d koji odgovara poklopljenim segmentima T[i..i +d — 1] i S[j..J + d — 1].
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Ukupno je potrebno uloziti O(m) vremena za fazu preprocesiranja, a nakon toga
se upiti mogu izvrSavati u vremenu O(1).

LCA(i)

i RN

i

HEEDEENEER

Slika 7: Ilustracija najnizeg zajednickog pretka dva lista.

Konstrukcija sufiksnog drveta

Direktan algoritam Da bismo ilustrovali problem formiranja sufiksnog drveta
niske s duzine m, opisa¢emo najpre resenje problema najjednostavnijim algo-
ritmom. Algoritam radi na inkrementalan nacin, obradom jednog po jednog
sufiksa s[i..m], od i = 1 do @ = m. U prvom koraku se sufiks S; = s[1..m]
umece u prazno drvo i sufiksno drvo se sastoji od jednog ¢vora. Zatim se za
i=2,3,...,m u sufiksno drvo redom ukljucuje sufiks S; = s[i..m]. Induktivna
hipoteza glasi: “Umemo da konstruisemo drvo ST; koje kodira sve sufikse niske
s koji pocinju na pozicijama od 1 do 7”.

Bazni slucaj je jednostavan — drvo ST; se sastoji od jedne grane oznacene
oznakom s$ koja povezuje koren i list sa oznakom 1. Drvo ST;,; se konstruiSe
od drveta ST; na sledeéi nacin: polazeéi od korena drveta ST; pronalazi se
najduzi put ¢ija se oznaka poklapa sa prefiksom niske s[i + 1..m]$; pod oznakom
puta podrazumeva se konkatenacija oznaka grana koje ¢ine taj put. Kada se
takav put pronade, on se zavrsava ili u nekom unutrasnjem ¢voru w ili unutar
neke grane (u,v). Ako je unutar grane, onda se grana (u,v) “razbija” na dve
grane umetanjem ¢vora w tacno nakog poslednjeg karaktera na grani koji se
poklopio karakterom u s[i + 1..m] i ta¢no ispred prvog karaktera na grani koji se
nije poklopio. Nova grana (u,w) oznacava se delom oznake grane (u,v) koja se
poklopila sa prefiksom niske s[i+ 1..m], a nova grana (w, v) se oznacava ostatkom
oznake grane (u,v). Zatim, bilo da se novi ¢vor w formirao ili da je neki ¢vor
ve¢ postojao na mestu gde se poklapanje zavrsilo, algoritam kreira novu granu
(w,i + 1) koja povezuje ¢vor w i novi list sa oznakom 4 + 1 i oznacava novu
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granu nepoklopljenim delom sufiksa s[i + 1..m]$. Primetimo da zbog zavrsnog
karaktera ne moze da bude kompletnog poklapanja na niski.

Postupak konstrukcije sufiksnog drveta niske s = "abcab$” ilustrovan je na slici
8.

Slika 8: Ilustracija direktnog algoritma za konstrukciju sufiksnog drveta.

Razmotrimo slozenost ovog algoritma. U i-tom koraku algoritma trazi se najduzi
zajednicki prefiks sufiksa S; i prethodnih ¢ — 1 sufiksa S71,S55,...,5;_1. Neka je
taj prefiks jednak s[i..k]. Za identifikovanje ovog prefiksa izvedeno je k — i + 1
poredenja. Nakon toga, potrebno je procitati ostatak sufiksa s[k+1..n] i pridruziti
ga novoj grani. Stoga je ukupan posao u i-tom koraku sloZenosti ©(n — i), a
ukupna slozenost algoritma je 142+ ... +n = O(n?).

Algoritam linearne vremenske slozenosti Ako je poznat sufiksni niz SA i
niz LC P niske s duzine n, sufiksno drvo te niske moze se konstruisati algoritmom
slozenosti O(n) na sledeéi nac¢in: polazeéi od parcijalnog sufiksnog drveta za
leksikografski najmanji sufiks, umetati u njega ostale sufikse redom kojim se na
njih nailazi leksikografskim obilaskom sufiksnog drveta.

Neka je ST; parcijalno sufiksno drvo dobijeno umetanjem prvih i leksikografski
najmanjih sufiksa, 0 < ¢ < n. Neka je dalje d(v) duzina nadovezanih oznaka
svih grana u drvetu ST; na putu od korena do ¢vora v. Polazi se od STy, drveta
koje ima samo koren. Da bi se u drvo ST;_; ubacio sufiks sa indeksom SA[i],
1 < ¢ < n, prelazi se put od poslednjeg umetnutog lista ka korenu, do prvog
¢vora v za koji je d(v) < LCPJi]. Moguca su dva slucaja:

e d(v) = LCPJi] [umetanje nove grane iz postojeteg ¢voral: tada je
duzina nadovezanih oznaka grana na putu od korena do ¢vora v jednaka
LCP(Ssa[i-1),Ssap)) = LCP[i]. U tom slucaju sufiks sa oznakom S A[i]
se umece kao novi list z povezan sa ¢vorom v granom (v, x) sa oznakom
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Ssafil+Lcpli)- Drugim re¢ima, oznaka dodate grane se sastoji od preostalih
znakova sufiksa SA[i] koji nisu deo nadovezanih oznaka grana na putu od
korena do ¢vora v. Na taj nacin formirano je parcijalno sufiksno drvo S7T;.
<!- iscrtaj za primer xabxac —>

e d(v) < LCPJi] [nova grana iz ¢vora umetnutog u postojeéu granul: tada
nadovezana oznaka grana na putu od korena do ¢vora v ima manje karak-
tera od LCP(Sgafi—1], Ssap)) = LCPli] i karakteri koji nedostaju do ¢vora
v sadrZani su na pocetku oznake najdesnije (poslednje umetnute) grane
(v, w) (sa leksikografski narednim nastavkom) koja izlazi iz ¢vora v. Zbog
toga se grana (v, w) mora novim unutrasnjim ¢évorom y razdvojiti na dve
grane (v,y) i (y,w). Pri tome grane (v,y) i (y,w) kao oznake dobijaju
odgovarajuéi pocetak, odnosno zavrsetak oznake uklonjene grane (v, w).
Preciznije, potrebno je:

1. ukloniti granu (v, w);

2. dodati novi unutrasnji ¢vor y i novu granu (v, y) sa oznakom s[SA[i —
1]] + d(v), SA[i — 1] + LCPJi] — 1]. Oznaka nove grane sastoji se od
znakova koji nedostaju na najduzem zajednickom prefiksu sufiksa
Ssafi—1] 1 Ssap)- Prema tome, nadovezivanjem oznaka grana na putu
od korena do ¢vora y dobija se najduzi zajednicki prefiks sufiksa
Ssapi-1) 1 Ssafi;

3. Povezati ¢vor w sa novokreiranim unutrasnjim ¢vorom y granom
(y,w) sa oznakom s[SA[i — 1]] + LCP[i], SA[i — 1] + d(v) — 1]. Nova
oznaka sastoji se od preostalih znakova obrisane grane (v, w) koji nisu
ukljuceni u oznaku grane (v, y);

4. Umetnuti évor sa oznakom SA[i] kao novi list x i povezati ga sa
novim unutrasnjim ¢vorom y granom (y, z) sa oznakom Sgaf;]+LcPli)-
Prema tome, oznaka grane (y,x) sastoji se od preostalih karaktera
sufiksa Sg4[;), koji nisu ukljuceni u konkatenaciju oznaka grana na
putu od korena do ¢vora v;

5. Na taj nacin formirano je parcijalno sufiksno drvo S7T;.

Primer 10. Na sledecoj slici ilustrovan je ovaj postupak formiranja sufiksnog
drveta za nisku mississippi. U opisu algoritma pretpostavlja se da se sufiksno
drvo formira sleva udesno, tj. da se novi listovi dodaju povezivanjem sa ¢vorom
na trenutno najdesnijoj grani. Zbog jednostavnijeg crtanja drveta, ovde se novi
listovi prikljuc¢uju drvetu ispod najnize grane umesto desno od najdesnije grane.
Drugim rec¢ima, sufiksno drvo se formira odozgo nanize.
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i | SA[i] | s[SA[i].n] | LCPJi Sufiksno drvo
1 11 | i 1 i 11
2 8 | ippi 1 ppi 8
3 5 | issippi 4 ssi  ippi )
4 2 | ississippi 0 ssippi 2
5 1 | mississippi 0 mississippi 1
6 10 | pi 1 P i 10
7 9 | ppi 0 pi 9
8 7 | sippi 2 S i ppi 4
9 4 | sissippi 1 ssippi 4
10 6 | ssippi 3 si ppi 6
11 3 | ssissippi ssippi 3

Lako je videti da je amortizovana slozenost ovog algoritma O(n). Cvorovi koji
se prolaze u koraku ¢ na putu ka korenu najdesnijim putem u drvetu ST; (osim
poslednjeg ¢vora v) uklanjaju se iz najdesnijeg puta kad se A[i] doda u drvo kao
novi list. Ovi ¢vorovi se nikad ne prolaze ponovo u narednim koracima j > 1.
Prema tome, ukupan broj ¢vorova koji se prolaze u toku izvrsenja algoritma je

najvise 2n.
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