Skip liste

Kao sto smo ve¢ pomenuli, balansirana uredena binarna drveta se Cesto koriste
za realizaciju uredenih re¢nika. Algoritmi za rad sa balansiranim drvetima tokom
izvrSsavanja operacija umetanja i brisanja elemenata menjaju njihovu strukturu
kako bi se odrzao uslov balansiranosti i osigurale dobre performanse.

Skip lista (brza lista ili lista sa preficama) je probabilisti¢ka alternativa balansir-
anim drvetima. Ona predstavlja varijantu uredene povezane liste, medutim za
razliku od klasi¢ne jednostruko povezane liste, skip lista sa velikom verovatnoé¢om
ima dobru ocekivanu slozenost operacija pretrage, umetanja i brisanja elemenata.
Interesantno je da se ocekivana slozenost ovde ne odnosi na raspodelu kljuceva
na ulazu, ve¢ na generator slucajnih brojeva koji se koristi prilikom umetanja
novog elementa u skip listu.

Skip liste su randomizovana (probabilisticka) struktura podataka: isti niz op-
eracija umetanja i brisanja moze da proizvede razli¢ite strukture. Ovo je zato
Sto skip liste prilikom izgradnje strukture podataka za generisanje slucajnih
brojeva koriste tehniku poznatu kao nasumicno bacanje novciéa. Tehnika na-
sumicnog bacanja nov¢ica je ono Sto skip listama daje probabilisticku prirodu i
$to omogucava dobru ocekivanu slozenost. Sta vise u praksi se pokazuje da su
skip liste jedna od najefikasnijih struktura podataka za implementaciju uredenih
recnika.

Razmotrimo obiénu povezanu listu koja sadrzi elemente u rastuéem poretku
kljuceva. Naime, kljucevi se koriste za uredenje elemenata u listi, dok vrednosti
elemenata mogu biti proizvoljne. Primetimo da i pored sortiranosti kljuceva
nije moguce vrsiti binarnu pretragu nad njom jer nemamo moguénost indeksnog
pristupa. Stoga je prilikom pretrage liste potrebno u najgorem slucaju pregledati
svaki njen element (slika la). Ukoliko lista ¢uva elemente u sortiranom redosledu
kljuceva i ako bi svaki drugi element liste imao i pokazivac¢ na element dva mesta
ispred njega, onda bi maksimalni broj elemenata liste koje treba ispitati bio
[n/2] + 1 (gde je sa n oznacena ukupna duzina liste). Prilikom pretrazivanja
liste koriste se ,proredeni pokazivaci dok se ne naide na element sa vrednoséu
kljucéa veéom od trazene: tada se pretraga nastavlja putem osnovnih pokazivaca
(slika 1b). OpiSimo postupak pretrage u slucaju kada lista ¢uva pet elemenata u
sortiranom poretku, a mi trazimo element koji se nalazi na ¢etvrtom mestu u
listi. Najpre bismo ispitali prvi element liste, zakljucili da je vrednost elementa
koji trazimo veca od njegove vrednosti kljuca i pokazivacem koji preskace po dva
uzastopna elementa liste ispitali njen tre¢i element. Posto je i njegova vrednost
kljuca manja od trazene, kao naredni element ispitali bismo njen peti element.
Medutim, vrednost kljuca petog elementa liste je veéa od trazene, te bismo iz
treceg elementa liste idué¢i pokazivacem koji povezuje susedne elemente liste
ispitali njen Cetvrti element i zakljucili da se trazena vrednost nalazi na tom
mestu. Dakle ukupno bismo analizirali [5/2] + 1 = 4 elementa liste.



Ako bi svaki cetvrti element liste pored navedenih pokazivac¢a imao i pokazivac
ka elementu liste Cetiri mesta ispred njega, maksimalni ukupan broj elemenata
liste koje bi trebalo analizirati bio bi [n/4] + 2 (slika 1c). Ako bi svaki 2i-ti
¢vor u listi imao pokazivade na évorove 22,21, ... 2% mesta ispred njega u listi,
maksimalni broj elemenata koje bi trebalo analizirati bi se smanjio na O(logs 1)
(slika 1d).

Razmotrimo koliki bi bio ukupan broj pokazivaca u ovakvoj listi. Pretpostavimo
da lista sadrzi n ¢vorova. Svih n ¢évorova ima pokaziva¢ na sledeéi ¢vor, n/2
¢vorova ima dodatni pokaziva¢ ka ¢voru dva mesta ispred njega, n/4 évorova
ima pokaziva¢ ka ¢voru cetiri mesta ispred njega, itd. Stoga je ukupan broj
pokazivaca jednak:
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Zaklju¢ujemo da bi ukupan broj pokazivaca u ovakvoj listi bio dvostruko veéi
od broja pokazivaca u klasi¢noj jednostruko povezanoj listi.

U ovako definisanoj strukturi podataka bi se operacija pretrage izvodila veoma
efikasno, medutim, operacije brisanja i umetanja elemenata bi bile potpuno
neprakti¢ne. Naime, nakon brisanja ili umetanja elementa, potencijalno bismo
morali da za veliki broj ¢vorova azuriramo njihove nivoe, tj. broj pokazivaca
koji iz njih vodi, kao i da pravilno povezemo ¢vorove pokazivac¢ima. Pozeljno je
da prilikom umetanja i brisanja elemenata iz strukture izmene budu lokalne. To
mozemo postié¢i ukoliko ne fiksiramo unapred koje pozicije u listi imaju koliki
broj pokazivaca.
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Slika 1: Povezana lista sa dodatnim pokazivac¢ima.



Nazovimo &vor koji ima k pokazivaca cvorom nivoa k. Ukoliko bi svaki 27-ti
¢vor imao pokazivade na évorove 27,0 < j < i mesta ispred njega, onda bi nivoi
¢vorova imali sledeéu raspodelu: 1/2 ¢vorova bilo bi nivoa 1, 1/4 évorova nivoa
2, 1/8 njih nivoa 3, itd. U idealnom slucaju lista na svakom narednom nivou
sadrzi tacno pola elemenata sa prethodnog nivoa. Medutim, kao $to smo veé
napomenuli, ovakav nacin organizacije nije pogodan za operacije umetanja i
brisanja, te se ovaj zahtev mora relaksirati tako da je ocekivani broj elemenata
na narednom nivou polovina broja elemenata sa prethodnog.

Sta bi se desilo ako bi nivoi évorova bili birani na slu¢ajan nacin, ali u istoj
proporciji (slika 1e)? Cvorov i-ti pokaziva¢ bi onda, umesto da pokazuje na
¢vor 2071 mesta ispred njega, pokazivao na naredni ¢évor nivoa i ili veéeg. U
ovakvoj organizaciji liste operacije umetanja i brisanja elementa bi zahtevale
samo lokalne izmene. Pritom, nivo ¢vora izabran na slucajan nacin prilikom
kreiranja ne bi morao nikada da se menja. Ovako opisanu strukturu podataka
nazivamo skip listom.

U skip listi, elementi su organizovani po nivoima, tako da svaki naredni nivo ima
manji broj elemenata od prethodnog nivoa. Krajnji donji nivo predstavlja regu-
larnu povezanu listu, dok nivoi iznad njega sadrze pokazivace koji omogucavaju
brzi prelaz izmedu elemenata koji su medusobno udaljeni na donjem nivou. Ideja
je omoguciti brz prelazak do Zeljenog elementa. Otud i potice ime strukture jer
visi nivoi liste omogucéavaju da se ,preskoci“ odreden broj elemenata liste. Skip
liste je 1989. godine izumeo Vilijem Pu (William Pugh).

Pokazac¢emo da je u skip listi ocekivani broj ¢vorova nivoa 1 jednak n/2, nivoa
2 je n/4, nivoa 3 je n/8,... nivoa logn je 1. Stoga je ocekivani broj nivoa skip
liste jednak O(logn).

Operacije sa skip listom

Razmotrimo kako se nad skip listom izvode osnovne operacije: pretraga, umetanje
i brisanje elementa.

Svaki element skip liste predstavljen je ¢vorom ¢iji se nivo bira na slu¢ajan nacin
prilikom umetanja u listu. Cvor nivoa 4 ima i pokazivaca, sa indeksima redom
od 1 do i. Maksimalni dozvoljeni nivo ¢vora je zadat konstantom MaxNivo. Nivo
liste je maksimalni nivo ¢vora u listi (ili 1 ako je lista prazna). Glava liste
(pocetni element, koji postoji i u praznoj listi) ima pokazivace na nivoima od 1
do MaxNivo. Pokazivaci glave liste na nivoima veéim od trenutno maksimalnog
nivoa liste pokazuju na poslednji element liste, tj. na element NIL.

Inicijalizacija skip liste Inicijalizacija skip liste se sastoji od dva koraka:

« alocira se element NIL i pridruzuje mu se vrednost vec¢a od svih dozvoljenih
vrednosti za klju¢ (kako bi uvek bio poslednji),

vees

glave liste pokazuju na element NIL.



Dakle, skip lista sadrzi dva sentinel ¢vora: glavu liste (kojoj se pridruzuju
minimalne vrednosti kljufeva) i rep liste, tj. element NIL, koji ima maksimalnu
pridruzenu vrednost kljuca.

Trazenje elementa u skip listi Trazenje elementa u skip listi sa klju¢em
jednakim zadatom broju k pocinje na najvisem nivou liste. Prelazi se kroz
elemente liste na tom nivou sve dok se ne naide na ¢vor ¢ija je vrednost kljuca
veca ili jednaka k. U prethodnom ¢voru na tom nivou spustamo se na nivo za 1
nizi od tekuéeg. Postupak se ponavlja na tom i svim nizim nivoima i zavrsava
se na najnizem, osnovnom nivou. Ako se na osnovnom nivou naide na ¢vor sa
kljuc¢em jednakim k, pretraga je uspesno zavrSena, inace se zakljucuje da se
element sa datom vrednoséu kljuca ne nalazi u listi.

Pod pretpostavkom da svaki element skip liste ima polja kljuc, vrednost i niz
pokazivaca naredni, a da lista ima ¢lan nivo, postupak trazenja elementa skip
liste L sa vrednoséu kljuca k moze se opisati narednim kodom.

Algoritam Search(L, k);
Ulaz: L (skip lista) i k& (klju¢ elementa koji se trazi).
Izlaz: vrednost elementa sa datim kljucem ili neuspeh ako se element ne nalazi u listi.
begin

tekuci :== L — glava

for i := L — nivo downto 1 do

while tekuci — narednili] — kljuc < k do
tekuci := tekuci — narednili]

tekuci := tekuci — naredni[l]

if tekuci — kljuc = k then return tekuci — vrednost

else return neuspeh

end

Na primer, ako se u skip listi prikazanoj na slici 1le trazi ¢vor sa vrednoséu kljuca
12, polazi se od ¢vora 6 i nivoa 4, pa se nastavlja sa istim ¢vorom na nivou 3 i
nivou 2, dolazi se do ¢vora 9 na nivou 2, a zatim spusta na nivo 1 u istom ¢voru.
Posto sused ¢vora 9 na nivou 1 ima vrednost kljuca koja nije manja od k, iskace
se iz petlje, pri ¢emu u tom trenutku promenljiva tekuci ukazuje na ¢évor 9 na
nivou 1. Naredno premestanje vodi nas u ¢vor sa trazenom vrednoséu kljuca 12.

Brisanje elementa iz skip liste Da bismo obrisali element iz skip liste,
potrebno je da pretrazimo skip listu, nademo ¢vor koji treba obrisati i da izvrsimo
prevezivanje pokazivace. Prilikom potrage za elementom koji treba obrisati
podaci neophodni za brisanje pamte se u pomo¢nom vektoru prethodni duzine
jednake broju nivoa liste. Preciznije, prethodnili] treba da sadrzi pokazivac¢ na
najdesniji ¢vor nivoa i ili viseg koji se nalazi levo od elementa koji treba obrisati.

Na primer, ako iz skip liste sa slike 2 Zelimo da obriSemo ¢vor sa vrednoséu



kljuca 6, prvo pronalazimo taj évor. On je nivoa 4. Vrednosti prethodni[4],
prethodni[3] i prethodni|2] pokazuju na glavu liste, a prethodni[l] na ¢vor sa
vrednoséu kljuc¢a 3. Cvor sa vrednoséu kljuca 6 brige se tako §to se prevezuju
pokazivaci na nivoima manjim ili jednakim od njegovog nivoa na slede¢i nacin:
elementi niza prethodni treba da pokazuju na ¢vorove na koje su pokazivali
redom pokazivaci istog nivoa obrisanog ¢vora: u ovom sluc¢aju na NIL, 25, 91 7.
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Slika 2: Tlustracija brisanja elementa sa vrednoscu 6 iz skip liste.

Nakon svakog brisanja, vrsi se provera da li je obrisani ¢vor bio maksimalnog
nivoa i, ako jeste, da li je jedini ¢vor sa maksimalnim nivoom u listi; ako je to
slu¢aj (kao u primeru ilustrovanom na slici 2), smanjuje se nivo liste. To mozemo
uraditi tako Sto proveravamo da li nakon brisanja elementa liste pokazivaé¢ glave
liste na trenutnom nivou liste pokazuje na NIL. Sve dok je to slucaj, nivo liste
smanjuje se za 1.

Umetanje elementa u skip listu Da bismo umetnuli ¢vor u skip listu, kao
i kod brisanja, potrebno je da pretrazimo listu kako bismo pronasli mesto na
koje treba umetnuti novi ¢vor, a zatim i da prevezemo pokazivace na odgovara-
juéi nacin (slika 3). Za prevezivanje pokaziva¢a nam je opet potreban vektor
prethodni koji, kao i u slucaju brisanja elementa iz liste, na poziciji ¢ sadrzi
pokaziva¢ na najdesniji ¢vor nivoa 1 ili viSeg koji se nalazi levo od pozicije na
kojoj treba izvrsiti umetanje elementa.

Razmotrimo skip listu ilustrovanu na slici 3 i operaciju umetanja elementa sa
vrednoséu kljuca 17. U ovom slucaju prethodni[4] i prethodni[3] pokazuju na
¢vor sa vrednoséu 6, prethodni[2] na évor sa vrednoséu 9, a prethodni[l] na 12.
Nivo novog ¢vora bira se na sluc¢ajan nacin: u primeru na slici on je 2. Nakon
toga vrsi se prevezivanje pokazivac¢a na nivoima manjim ili jednakim nivou ¢vora.

Ako u skip listi veé postoji element sa datom vrednoséu kljuca, onda se samo
azurira vrednost elementa sa datim kljucem.



Algoritam Delete(L, k);
Ulaz: L (skip lista) i k& (klju¢ elementa koji treba obrisati).
begin
tekuci :== L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while tekuci — narednifi] — kljuc < k do
tekuci := tekuci — narednili]
prethodnili] := tekuci
tekuci := tekuci — naredni[l]
if tekuci — kljuc = k then
for i :=1 to L — nivo do
if prethodnili] — naredni[i] # tekuci then break {premasili smo nivo ¢vora tekuci}
prethodnili] — naredni[i] := tekuci — naredni[]
free(tekuci)
while L — nivo > 1 and L — glava — naredni[L — nivo] = NULL do
L — nivo := L — nivo — 1

end

Ukoliko umetanje generise ¢vor veceg nivoa nego sto je bio prethodni nivo liste,
azuriramo nivo skip liste i inicijalizujemo nove elemente niza prethodni.

Biranje nivoa ¢vora na slucajan nac¢in Postavlja se pitanje kako na sluc¢ajan
nacin izabrati nivo novog ¢vora. Pretpostavimo da zelimo da procenat p ¢vorova
nivoa i ima pokazivace nivoa i + 1 (najcesée se bira p = 1/2 i mi éemo to
pretpostaviti u daljem tekstu). Da bi se odredio nivo novog ¢vora koristi se
generator sluéajnih brojeva, koji na izlazu daje slucajni broj iz intervala [0,1) sa
ravnomernom raspodelom verovatnoca. Svaki put kada se na izlazu iz generatora
dobije broj manji od p (Sto se deSava sa verovatno¢om jednakom upravo p), nivo
se povecava za 1, sem ako veé nije dostignut maksimalni dozvoljeni nivo liste.!

Moze se desiti da u skip listi koja sadrzi 16 elemenata generisanih na ovaj nacin
dobijemo 9 elemenata nivoa 1, 3 elementa nivoa 2, 3 elementa nivoa 3 i jedan
element nivoa 14. Ako bismo pretragu vrsili koriséenjem prethodno navedenog
algoritma, imali bismo puno praznog hoda. Postavlja se pitanje na kom nivou bi
bilo pogodnije zapoceti pretragu elementa? Sprovedena analiza sugeriSe da bi
idealno bilo zapocCeti pretragu na nivou L(n) na kome ocekujemo 1/p = 2 ¢vora.
Ovo se desava za nivo L(n) = logy,, n = logy n. Dakle, umesto da krecemo od
nivoa liste, u algoritmu je pozeljnije pretragu zapoceti od nivoa L(n).

Primetimo da ni za jednu od navedenih operacija nije potrebno da u samom

IPrimetimo da ova funkcija nije konstantne vremenske slozenosti. Naime, ovakav nadin
generisanja nivoa, koji prati ideje predstavljene u originalnom radu o skip listama, nekada
moze biti neefikasan jer podrazumeva potencijalno veéi broj poziva funkcije random(), doduse
dva poziva u proseku.
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Slika 3: Tlustracija dva koraka od kojih se sastoji operacija umetanja elementa
sa vrednoscu kljuca 17 u datu skip listu.

Algoritam Insert(L, k, v);
Ulaz: L (skip lista), k& (kljuc¢ elementa koji se dodaje) i v (vrednost elementa koji se dodaje).
begin
tekuci == L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while tekuci — narednili] — kljuc < k do
tekuci := tekuci — narednii]
prethodnili] := tekuci
tekuci := tekuci — naredni[l]
if tekuci — kljuc = k then {veé postoji ta vrednost kljuca, samo aZuriramo vrednost}
tekuci — vrednost 1= v
else
nivo := SlucajniNivo() { na slu¢ajan nacin bira se nivo novog ¢vora }
if nivo > L — nivo then { ako je nivo novog ¢vora veéi od tekuéeg nivoa liste}
for ¢ := L — nivo + 1 to nivo do
prethodnili] :== L — glava
L — nivo := nivo
tekuci := makeNode(nivo, k, v)
for i := 1 to nivo do
tekuci — narednili] := prethodni[i] — narednili]
prethodnili] — naredni[i] := tekuct

end

¢voru ¢uvamo informaciju o njegovom nivou.

Slozenost osnovnih operacija sa skip listom Vremenima potrebnim za
izvrSavanje operacija pretrage, umetanja i brisanja dominira vreme potrebno za



Algoritam SlucajniNivo();
Izlaz: nivo ¢vora.
begin
nivo :=1
while random() < p and nivo < MazNivo do
nivo := nivo + 1
return nivo

end

nalazenje odgovarajuceg elementa u skip listi, pri ¢emu kod operacija umetanja i
brisanja elementa postoji dodatna cena proporcionalna nivou ¢vora koji se umece
ili brise. Vreme potrebno za pronalazenje elementa je proporcionalno duzini
puta pretrage. Podsetimo se da je ocekivani broj nivoa skip liste O(logn), ali je
i dalje potrebno proveriti da je broj koraka na svakom nivou mali.

Pokazuje se da je lakse analizirati duzinu puta pretrage, ako ga posmatramo
unazad, pocev od ¢vora sa vrednoséu kljuca koji smo trazili, napredujuéi ka
visim nivoima i ulevo ka glavi liste.

Oznacimo sa C(k) ocekivanu cenu (tj. duzinu) puta ako smo na k-tom nivou
racunato odozgo. Primetimo da se pri pretrazi penjemo navise uvek kada mozemo
jer se u neki ¢vor uvek dolazi preko njegovog najviseg nivoa; samo ukoliko ne
mozemo da se kre¢emo navise idemo ulevo. Prilikom procene ocekivane duzine
puta C(k) pretpostaviéemo, radi jednostavnosti, da je skip lista beskonacne
duzine.

e Sa verovatnoéom p = 1/2 u évor gde se sada nalazimo dospeli smo iz istog
¢vora sa nivoa za jedan viSe (drugim red¢ima, ako postoji visi nivo ¢vora,
Sto se desava sa verovatnocom p, dosli smo iz njega), a tome je prethodio
put ¢ija je o¢ekivana duzina C(k — 1).

e Sa verovatnocom 1 — p = 1/2 u ¢évor gde se sada nalazimo dospeli smo iz
¢vora sa istog nivoa, ¢emu je prethodio put ¢ija je o¢ekivana duzina C(k)2.

Prema tome, vrednosti C'(k) zadovoljavaju rekurentnu jednacinu:

C(k) = 1/2(1+ C(k)) + 1/2(1 + C(k — 1))

Sredivanjem ovog izraza dobijamo:

Clk)=2+C(k—1)

2Primetimo da ovde vrednost C(k) definis$emo preko same te vrednosti. Ipak, ovo nije
cirkularna definicija jer je naredna pojava vrednosti C'(k) uvek data sa manjom verovatno¢om,
pa postupak konvergira.



odnosno ocekivani broj koraka na svakom nivou je 2. Daljim raspisivanjem izraza
za C(k), pod pretpostavkom da je C(0) = const dobijamo C(k) = 2k, gde je k
redni broj nivoa sa koga pretraga krece, racunato odozgo.

S obzirom na to da skip lista nije beskonacna, u nekom momentu pri kretanju
ulevo naié¢i ¢emo na glavu liste iz koje vise nisu moguce kretnje ulevo ve¢ samo
navise. Ako sa L(n) = log,n ozna¢imo ocekivani nivo skip liste duzine n,
maksimalna vrednost za k je L(n) — 1. Dakle, ofekivano vreme traZenja je
C(k) = O(logn). Povratak na najvisi nivo liste nas ne mora direktno dovesti do
glave skip liste, ali je oc¢ekivani broj preostalih koraka mali (jer se na tom nivou
oc¢ekuje konstantan broj ¢vorova) te ne utice na ukupnu sloZenost.

Poredenje skip listi i balansiranih uredenih drveta Iako u najgorem
slucaju skip liste imaju loSe performanse, dobra strana skip listi je to sto ni jedan
ulaz ne odgovara konzistentno najgorem slucaju (sliéno algoritmu brzog sortiranja
kada se pivot bira na slucajan nacin). Stavise, malo je verovatno da skip lista
bude znacajno nebalansirana. Stoga, skip lista ima svojstvo balansiranosti nalik
uredenim binarnim drvetima izgradenim slucajnim umetanjima elemenata, ali
ne zahteva da umetanja budu slucajna. Ipak, napomenimo da se kod skip listi
sa veoma malom verovatno¢om mogu desiti degenerisani sluc¢ajevi: da postane
obi¢na povezana lista ili pak da svaki ¢vor bude istog maksimalnog nivoa.

Skip liste ne zahtevaju da se uz ¢vorove liste cuvaju informacije o balansiranosti
(kao kod balansiranih drveta), ali zato zahtevaju ¢uvanje dodatnih pokazivaca —
u proseku dva pokazivaca po ¢voru.

Za mnoge primene skip liste su prirodnija reprezentacija od drveta i vode
jednostavnijim algoritmima. Dosta su jednostavnije i za implementaciju od
balansiranih binarnih drveta. Takode, prilikom operacija umetanja i brisanja sve
izmene su lokalne, sa izuzetkom promene maksimalnog nivoa liste, te su pogodnije
za paralelizaciju i u situacijama kada je potrebno omoguditi konkurentni pristup
strukturi podataka. Npr. u crveno-crnom drvetu je nakon umetanja novog
elementa potrebno rebalansirati potencijalno ¢itavo drvo i dok azuriranje traje
ne bi bio mogu¢ pristup drugim elementima strukture. Nasuprot ovome, umetanje
u skip listu utice samo na susedne ¢vorove liste, te bi tokom ovih izmena velikom
delu liste bio mogué paralelni pristup.

Kod skip liste, kao i kod klasi¢ne povezane liste, susedni elementi uglavnom
nece biti u istom regionu u memoriji, Sto znaci da skip lista ne moze da iskoristi
prednosti keSiranja.

Primene skip listi Skip liste se koriste za distribuirane primene, npr. za
implementaciju reda sa prioritetom koji dobro radi u viSenitnom okruzenju jer
ne zahtevaju zakljucavanje Citave strukture podataka dok se izvodi pisanje, veé
samo zakljucavanje ¢vorova susednih ¢voru nad kojim radi. One se mogu koristiti
i za implementaciju struktura podataka potrebnih za grafovske algoritme, poput
algoritama za odredivanje najkrac¢ih puteva. Mogu se koristiti i za indeksiranje u



bazama podataka, kao i za sortiranje velikih skupova podataka. Skip liste imaju
primenu i u geografskim informacionim sistemima za indeksiranje i pretragu
geografskih podataka, poput mapa i satelitskih slika. Koriste se i za efikasna
statisti¢ka izraCunavanja, npr. za ra¢unanje pokretne medijane (eng. running
median).

Zadaci za vezbu

1.

Kolika je ocekivana sloZenost operacije pretrazivanja elemenata u skip listi,
a kolika slozenost u najgorem slucaju?

. Simulirati umetanje elementa sa vrednoséu kljuca 20 u skip listu sa slike

1 ako je nivo novog ¢vora 4. Na koje ¢vorove pokazuju elementi niza
prethodni?

. Simulirati brisanje elementa sa vrednoséu kljuca 25 iz skip liste sa slike 1.

Na koje ¢vorove pokazuju elementi niza prethodni?

. U kakvom su odnosu vrednosti kljuc¢eva ¢vorova na koje pokazuju pokazivaci

prethodni[l], prethodni[2], prethodni[3], ... pre umetanja elementa?

. Neka skip lista sadrzi n elemenata. Dokazati da je ocekivani ukupan broj

pokazivaca koje lista koristi O(n).

. Koliko je unapredenje vremenske slozenosti operacija umetanja i brisanja

postignuto prelaskom sa jednostruko povezane liste na skip listu?
a. sa O(n) na O(logn)
b. sa O(n) na O(1)
c. sa O(n) na O(n?)
d. nije postignuto nikakvo unapredenje

Pretpostavimo da imamo dve skip liste na raspolaganju: skip listu A
koja sadrzi m elemenata i skip listu B koja sadrzi n elemenata. Opisati
algoritam za spajanje ove dve liste u jedinstvenu skip listu koja sadrzi
m +n elemenata. Ne pretpostavljati da su svi kljucevi jedne liste manji od
svih kljuceva druge liste. Ocekivana vremenska sloZenost algoritma treba
da bude O(m + n).

Neka je zadata skip lista od n elemenata, gde je n dovoljno veliko. Koliki
je ocekivani broj poseéenih ¢vorova na nivou 4 prilikom operacije pretrage?

a. nijedan
b. O(1)

c. O(logn)
d. O(n/2%)

e. svi
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9. Koje su prednosti skip liste u odnosu na balansirana uredena binarna
drveta?

10. Ukoliko bi skip lista imala samo dva nivoa, koliko bi elemenata liste trebalo
da ima dva pokazivaca i koji bi to elementi bili?
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