Strukture podataka

Balansirana uredena binarna drveta

Uredena binarna drveta su pogodna struktura podataka za implementaciju asoci-
jativnih struktura podataka poput uredenih mapa i uredenih skupova'. Medutim,
treba imati na umu da su ona efikasna samo kada su balansirana. Naime, ukoliko
uredeno binarno drvo nije balansirano, operacije pretrage, umetanja i brisanja
mogu zahtevati linearno vreme u odnosu na broj ¢vorova u drvetu. Nizovi
umetanja elemenata mogu dovesti do veoma nebalansiranih drveta sa loSom
asimptotskom slozenoséu osnovnih operacija. Na primer, ako vrsimo redom
umetanje n elemenata c¢ije su vrednosti kluceva strogo rastuce ili strogo opada-
juée, ukupna slozenost n umetanja bi¢e O(n?). S druge strane, ako bismo mogli
da odrzavamo visinu drveta tako da bude reda O(logn), kao Sto je to slucaj sa
savrseno balansiranim drvetom, ukupna slozenost umetanja n operacija umetanja
bila bi O(nlogn). Sta vise, balansirana binarna drveta garantuju da se to ne
moze dogoditi i da je vremenska slozenost najgoreg slucaja operacija pretrage,
umetanja i brisanja elementa logaritamska u odnosu na broj ¢vorova u drvetu.

Da bi se drvo odrzavalo balasiranim prilikom izvrsvanja operacija koje menjaju
strukturu drveta kao Sto su umetanje ili brisanje elementa, potrebno je sprovesti
dodatne operacije balansiranja drveta. Pritom, moramo biti veoma pazljivi da
prilikom balansiranja drveta ne narusimo uslov uredenosti drveta.

Zbog velikog znacaja balansiranih uredenih binarnih drveta, razvijene su razli¢ite
varijante uredenih binarnih drveta koje koriste razlic¢ite algoritme balansiranja.
One se medusobno razlikuju i po nac¢inu na koji definisu balansiranost, tj.
invarijantama koje odrzavaju, kao i u tome kada i kako vrse balansiranje.

U nastavku ¢emo razmotriti dve najcesée koris¢ene vrste balansiranih uredenih
binarnih drveta:

o Adeljson-Veljski Landisova drveta (AVL drveta) i
e crveno-crna drveta.

AVL drveta

AVL drveta su struktura podataka koja garantuje da slozenost ni jedne od
operacija traZenja, umetanja i brisanja u najgorem slu¢aju nije veéa od O(logn),
gde je n broj elemenata u strukturi. Naziv je dobila po prvim slovima prezimena
dva ruska matematicara: Georgii Adelson-Velskii i Evgenii Mikhailovich Landis
koji su predlozili ovu strukturu podataka. Posle svake od operacija umetanja i
brisanja elemenata ulaze se dodatni napor da se drvo izbalansira, tako da visina

I Asocijativne strukture podataka podrazumevaju pristup elementima ne na osnovu indeksa,
odnosno pozicije elementa u strukturi, veé na osnovu vrednosti kljuca.



drveta uvek bude O(logn). Pri tome se balansiranost drveta definise tako da se
moze lako odrzavati.

Visina drveta je najvece rastojanje korena do nekog lista. Ona se moze razmatrati
u terminima broja ¢vorova ili broja grana na najduzem putu od korena do lista.
Mi ¢éemo ovde usvojiti drugu konvenciju, odnosno gledati broj grana na putu, te
¢e drvo koje sadrzi jedan ¢vor biti visine 0, drvo koje sadrzi dva ¢vora biti visine
1, a prazno drvo visine -1. Definisimo pojam faktora ravnoteze cvora, kao razlike
visina levog i desnog poddrveta tog ¢vora. Pritom ako ¢vor nema levo (desno)
dete, visina levog (desnog) poddrveta je podrazumevano -1. AVL drvo se definise
kao uredeno binarno drvo kod koga je za svaki cvor apsolutna vrednost faktora
ravnoteze manja ili jednaka od jedan, odnosno za svaki ¢vor vazi da visine levog
i desnog poddrveta mogu razlikovati najvise za jedan.
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Slika 1: Primer AVL drveta. Uz svaki ¢vor drveta prikazana je njegova visina i
faktor ravnoteze tog ¢vora.

Na slici 1 dat je primer jednog AVL drveta. Uz svaki ¢vor prikazana je visina
drveta sa korenom u tom ¢voru i faktor ravnoteze ¢vora. Mozemo primetiti da
su faktori ravnoteze svih ¢vorova datog drveta iz skupa {—1,0,1}. Na primer,
faktor ravnoteze ¢vora Cija je vrednost kljuca 7 je 1 jer je visina njegovog levog
poddrveta 0, a desnog —1, dok je faktor ravnoteze ¢vora sa vrednoséu kljuca 21
jednak 1, jer je visina njegovog levog poddrveta 2, a desnog 1.

Na slici 2 prikazano je jedno uredeno binarno drvo koje nije AVL drvo. Naime,
faktori ravnoteze ¢vorova sa vrednostima kljuca 21, 27 i 23 nisu iz skupa {—1,0, 1}.
Medutim, malim korekcijama ovog drveta mozemo od njega dobiti balansirano
binarno uredeno drvo prikazano na slici 3.

Primetimo da prema definiciji AVL drveta uslov za faktor ravnoteze treba da
vazi za svaki ¢vor u drvetu, odakle sledi da je svako poddrvo AVL drveta takode
AVL drvo.



Slika 2: Primer uredenog binarnog drveta koje nije AVL drvo.

Slika 3: Balansiranje prethodno prikazanog ne-AVL drveta tako da postane AVL
drvo.



Teorema: Visina h AVL drveta sa n ¢vorova zadovoljava uslov h < 2log, n.

Dokaz: Dokazimo ovo tvrdenje indukcijom po visini drveta h. Prvo, primetimo
da visina drveta ne odreduje jednoznac¢no broj ¢vorova u drvetu. Za dokazivanje
navedene nejednakosti kriticna su drveta sa najmanjim brojem ¢vorova za datu
visinu (jer ako ona ne krse nejednakost, ne krse je ni drveta sa vise ¢évorova
zbog monotonosti logaritma). Stoga se u dokazu bavimo najmanjim drvetima
date visine. Neka je T, AVL drvo visine A > 0 sa najmanjim mogué¢im brojem
¢vorova. Drvo Ty sadrzi samo koren, a drvo 77 koren i jedno dete, recimo desno.
Za h > 2 drvo T}, moze se formirati na slede¢i nacin: njegovo poddrvo manje
visine h — 2 takode treba da bude AVL drvo sa minimalnim brojem ¢vorova,
dakle T} _o; slicno, njegovo drugo poddrvo treba da bude T} _1. Drveta opisana
ovakvom rekurentnom jednac¢inom zovu se Fibonacijeva drveta. Nekoliko prvih
Fibonagcijevih drveta, takvih da je u svakom unutrasnjem ¢voru visina levog
poddrveta manja, prikazano je na slici 4.
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Slika 4: Fibonacijeva AVL drveta.

Oznacimo sa nj minimalni broj ¢vorova AVL drveta visine h, tj. broj ¢vorova
drveta Tp. Vazi ng =1, ny = 2, ny = 4,... Prema definiciji Fibonacijevih drveta
vazi np = np—1 +np—o + 1, za h > 2. S obzirom na to da je ny > np_1 za svako
h > 1 vazi:

Ny =Nh_1+Nh_o+1>2np_o5+1>2n,_o

Dokazimo indukcijom da vazi tvrdenje
np, Z 2h/2

Za h =01 h =1 tvrdenje vazi. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za h — 2, odnosno
da vazi nj,_o > 2("=2/2 Na osnovu veze nj, > 2nj,_o vazi

np > 2. 2h=2)/2 = oh/2=141 _ oh/2
te tvrdenje vazi. Nakon logaritmovanja obe strane dobijamo
h < 2logy np, < 2logy n

jer je po pretpostavci za sva drveta visine h broj ¢vorova n vedi ili jednak od ny,.

Dakle, visina AVL drveta sa n ¢vorova je O(logn).c]



Razmotrimo sada kako se realizuju osnovne operacije nad AVL drvetom, odnosno
na koji nacin se nakon umetanja, odnosno brisanja elementa iz AVL drveta ono
moze ,popraviti“ tako da i dalje ostane AVL drvo.

Umetanje elementa u AVL drvo Prilikom umetanja novog elementa u AVL
drvo postupa se najpre na nacin uobic¢ajen za uredeno binarno drvo: pronalazi se
mesto ¢voru, pa se u drvo dodaje novi list sa kljuc¢em jednakim zadatom broju.
Cvorovima na putu koji se tom prilikom prelaze odgovaraju faktori ravnoteze iz
skupa {0,1,—1}. Posebno je interesantan poslednji ¢vor na tom putu koji ima
faktor ravnoteze razli¢it od nule, tzv. kriticni c¢vor. Ispostavlja se da je prilikom
umetanja elementa u AVL drvo dovoljno izbalansirati poddrvo sa korenom u
kriticnom cvoru.

Primetimo da za svaki ¢vor vazi da se visine levog i desnog poddrveta pre
umetanja mogu razlikovati najvise za jedan. Nakon umetanja elementa u jedno
od poddrveta, visine se mogu razlikovati najvise za dva.
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Slika 5: Umetanja koja remete AVL svojstvo drveta.

Pretpostavimo da je faktor ravnoteze u kritinom ¢voru jednak 1 (slika 5),
odnosno da levo poddrvo ima za jedan vecu visinu od desnog. Novi ¢vor N moze
da zavrsi u:

e desnom poddrvetu — u tom slucaju poddrvo kome je koren kriti¢ni ¢vor
ostaje AVL

¢ levom poddrvetu — u tom slucaju drvo prestaje da bude AVL jer je visina
levog drveta za 2 veca od visine desnog i potrebno je intervenisati. Prema
tome da li je novi ¢vor dodat levom ili desnom poddrvetu levog poddrveta,
razlikujemo dva slucaja.

— u slucaju kada je novi ¢vor dodat levom poddrvetu levog poddrveta
na drvo se primenjuje tzv. LL rotacija (ilustrovana na slici 6): koren
levog poddrveta B drveta sa korenom u kriticnom ¢voru A ,,podize* se
i postaje koren poddrveta kome je koren bio kritican ¢vor, a ostatak
drveta preureduje se tako da drvo i dalje ostane uredeno binarno
drvo. Drvo Ti se podize za jedan nivo ostajuéi i dalje levo poddrvo



¢vora B; drvo T5 ostaje na istom nivou, ali umesto desnog poddrveta
¢vora B postaje levo poddrvo ¢évora A (primetimo da se na ovaj naéin
uslov uredenosti drveta ne remeti); desno poddrvo évora A spusta
se za jedan nivo. Posto je A kritican ¢vor, faktor ravnoteze ¢vora B
je nuzno 0, pa drveta T; i T5 imaju istu visinu. Drveta T5 i Ty ne
moraju imati istu visinu, jer ¢vor C nije na putu od kriticnog ¢vora do
mesta umetanja. Novi koren poddrveta postaje ¢vor B, sa faktorom
ravnoteze 0. Citaocu ostavljamo da se uveri da se ovom rotacijom
odrzavaju svojstva uredenosti drveta.

— slucaj kada je novi ¢vor dodat desnom poddrvetu levog poddrveta je
komplikovaniji; tada se drvo moze uravnoteziti LR rotacijom, odnosno
dvostrukom rotacijom (ilustrovanom na slici 7). Novi évor poddrveta
umesto kriticnog ¢vora postaje desno dete levog deteta kriti¢nog ¢vora.
Primetimo opet da posto je A kritiéni évor, drveta Ty, To i T3 moraju
pre umetanja imati istu visinu. Nakon LR rotacije, faktori ravnoteze
¢vorova B, A i D biée redom jednaki 1, 0 i 0, odnosno drvo postaje
AVL. Citaocu ostavljamo da se uveri da se i dvostrukom rotacijom
odrzavaju svojstva uredenosti drveta.
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Slika 6: LL rotacija.

Analogno, u slucaju kada je faktor ravnoteze u kriticnom ¢voru jednak —1
(odnosno, kada je visina desnog poddrveta za jedan veéa od visine levog), i kada se
vrsi umetanje ¢vora u desno poddrvo desnog poddrveta, potrebno je primeniti RR
rotaciju, a ako se vrsi umetanje u levo poddrvo desnog poddrveta uravnotezavanje
se vr§i RL rotacijom, odnosno dvostrukom rotacijom. Sve pomenute vrste
rotacija ilustrovane su na slici 8. Primetimo da kod LL i RR rotacije pre
vrsenja rotacije, a i nakon vrSenja rotacija vazi naredni odnos vrednosti ¢vorova
A< B<C<D<E,dok kod LR i RL rotacija se takode nakon rotacije ¢uva
odnos vrednosti ¢vorova i on iznosi: A< B<C <D< E<F<QG.

Zapazimo da u svakom od razmatranih slucajeva visina poddrveta kome je koren
kriticni cvor posle balansiranja ostaje nepromenjena. Balansiranje poddrveta
kome je koren kritican ¢évor zbog toga ne uti¢e na ostatak drveta.
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Slika 7: LR rotacija, odnosno dvostruka rotacija.

U implementaciji AVL drveta uz svaki ¢vor drveta ¢uva se njegova visina i njegov
faktor ravnoteze, jednak razlici visina njegovog levog i desnog poddrveta; za AVL
drvo su te razlike elementi skupa {—1,0, 1}. Uravnotezavanje postaje neophodno
ako je faktor nekog ¢vora iz skupa {—1,1}, a novi évor se umede na pogresnu
stranu.

Brisanje elementa iz AVL drveta Brisanje iz AVL drveta je komplikovanije,
kao i kod obi¢nog uredenog binarnog drveta. U opstem slucaju se balansiranje
drveta ne moze izvesti pomoé¢u samo jedne ili dve rotacije. Na primer, da bi
se Fibonadijevo drvo Fj, sa n ¢vorova uravnotezilo posle brisanja ,lose“ izabra-
nog ¢vora, potrebno je izvrsiti h — 2, odnosno O(logn) rotacija (slika 9). U
opStem slucaju je granica za potreban broj rotacija O(logn). Na sreéu, svaka
rotacija zahteva konstantni broj koraka, pa je vreme izvrsavanja brisanja takode
ograniceno odozgo sa O(logn).

Primene AVL drveta Prednost AVL drveta je to Sto je samobalansirajuée,
¢ime se njegova visina odrzava da bude reda O(logn). Na ovaj nacin se za op-
eracije pretrage, umetanja i brisanja garantuje slozenost od O(logn) u najgorem
slucaju. AVL drveta su najstarija samobalansiraju¢a uredena binarna drvet.
Nastala su iz potrebe da se za indeksiranje baza podataka koriste balansirana
binarna drveta, koja omoguéavaju efikasnu pretragu i dohvatanje podataka. AVL
drveta ima smisla koristiti u aplikacijama koje rade sa bazama podataka kod
kojih se cesto sprovode operacije pretrage, dok su umetanja i brisanja reda. Na
primer, baza podataka o postoje¢im linijama metroa moze koristiti AVL drvo jer
se nove linije metroa dodaju jako retko, dok je broj operacija pretrage relativno
visok jer veliki broj ljudi svakodnevno pretrazuje bazu kako bi rezervisao kartu
za metro. Koriste se takode i u svim drugim primenama koje zahtevaju efikasnu
pretragu. AVL drveta se mogu koristiti i za internu implementaciju raznih tipova
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Slika 8: Tlustracija cetiri vrste rotacija: LL rotacije, RR rotacije, LR rotacije i
RL rotacije. A, C, F i G su balansirana uredena binarna drveta.
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Slika 9: Uravnotezavanje Fibonacijevog drveta Ty posle brisanja ¢vora, pomocéu
dve rotacije.

internih kolekcija, kao sto su uredeni skupovi i re¢nici. Takode, mogu imati
primenu u sistemima koji rade u realnom vremenu, kao sto su sistemi za kontrolu
letova ili u video igrama, kada je potrebno brzo sprovesti operacije nad podacima,
u logaritamskom vremenu u najgorem slucaju.

Zadaci za vezbu

1. Za koje ¢vorove datog drveta ne vazi uslov balansiranosti?

2. Nacrtati sve rotacije koje je potrebno izvrsiti tokom umetanja elemenata
1,10,5,7,3,13,6,4,8,9 u datom redosledu u prazno AVL drvo kako bi ono
ostalo AVL.

3. Pokazati da je dvostruka rotacija (LR i RL) kompozicija dve rotacije tipa
LL ili RR.

4. U AVL drvo se unosi pet kljuceva 6,20,45,80 i 96. Utvrditi redosled
umetanja koji ée u nekom trenutku prouzrokovati dvostruku rotaciju (LR
ili RL).

5. Neka su a, ¢ i e proizvoljni ¢vorovi u poddrvetima A, C' i E sa slike 8.
Kako se menjaju visine ovih ¢vorova nakon svake od rotacija?



Crveno-crna drveta

Crveno-crno drvo (eng. red-black tree, RBT) je uredeno binarno drvo koje
dodatno mora da zadovolji sledeée invarijante:

1. Svaki ¢vor je ili crven ili crn.

Koren je crn.

Svi listovi su crni i ne sadrze vrednosti (oznacavamo ih sa NIL).

Svi crveni ¢vorovi imaju tacno dva crna deteta.

Sve putanje od nekog ¢vora do listova u njegovom poddrvetu sadrze isti
broj crnih ¢vorova.

CU

Primer jednog crveno-crnog drveta je prikazan na slici 10. Primetimo da je koren
drveta crne boje, a da su svi listovi crne boje i sadrze vrednost NIL. Svaki crveni
¢vor ima tac¢no dva crna deteta, dok za crne ¢vorove vazi da mogu imati dva
crvena, dva crna, ili crveno i crno dete. Razmotrimo sve putanje od ¢vora sa
vrednoséu 13 do listova — sve putanje sadrze po 2 crna ¢vora (ako ne ra¢unamo
¢vor 13), ali razli¢it broj crvenih ¢vorova.

Slika 10: Primer crveno-crnog drveta.

Naravno, NIL ¢vorovi ne moraju nuzno biti kodirani kao ¢vorovi drveta, veé bi
mogli da odgovaraju vrednostima pokazivaca. Medutim, ovakav pogled na njih
olaksava operacije sa crveno-crnim drvetom jer NIL ¢vorovi mogu imati roditelja,
brata i mogu biti deca, ali nikad roditeljski ¢vor.

Navedena svojstva nam garantuju da ¢e svaka putanja od korena do mjemu
najdaljeg lista biti najvise duplo duZa nego putanja do njegovog najbliZeg lista.
Zaista, najkraca putanja do nekog lista ¢e se sastojati samo od crnih ¢vorova,
dok ¢e se se u najduzoj putanji naizmeni¢no smenjivati crveni i crni listovi (jer
na osnovu uslova 4. posle crvenog ¢vora mora doéi crni, a na osnovu uslova 5.
sve putanje imaju isti broj crnih ¢vorova). Ovo svojstvo nam garantuje odredeni
vid balansiranosti drveta i logaritamsku sloZenost operacija (pod uslovom da
svako umetanje u drvo i brisanje elementa iz drveta odrzava nabrojanih pet
invarijanti).
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Dokazimo da su prethodno navedeni uslovi dovoljni da bi se garantovalo da
visina drveta logaritamski zavisi od broja ¢vorova. Neka je:

e h(v) — wvisina poddrveta &iji je koren ¢évor v, tj. broj évorova od ¢vora v do
najdaljeg lista (ne ra¢unajuéi ¢vor v);

o hy(v) — crna visina poddrveta ¢iji je koren évor v, tj. broj crnih ¢vorova od
¢vora v do proizvoljnog lista (ne racunajuéi évor v ako je on crn)?.

Na primer, visina h(v) ¢vora 13 sa slike 10 je 4, a crna visina hy(v) = 2, dok je
visina ¢vora 8 jednaka 3, a crna visina 2.

Pod unutrasnjim cvorovima drveta podrazumevacemo sve ¢vorove sem listova,
odnosno NIL ¢vorova i mi ¢emo se u daljem tekstu uglavnom fokusirati na
unutrasnje ¢vorove drveta jer oni sadrze vrednosti kljuceva.

Lema: Crveno-crno drvo sa korenom u évoru v ima bar 2/() — 1 unutrasnjih
¢vorova.

Dokaz: Oznac¢imo sa n broj unutrasnjih ¢vorova datog drveta. Dokaz tecCe
indukcijom po visini drveta tj. po vrednosti h(v).

e Bazu ¢ini slu¢aj h(v) = 0. Visinu nula ima jedino NIL ¢vor za koji vazi
n =0, pa je tada i hy(v) = 0, odnosno 2"(*) —1 = 0, pa je zahtev tvrdenja
trivijalno ispunjen.

e Pretpostavimo kao induktivnu hipotezu da svako drvo sa korenom u ¢voru
w &ija je visina h(w) < k ima bar 2"(*) — 1 unutrasnjih évorova. Neka
drvo ima koren u ¢évoru v i neka je h(v) = k. Posto je h(v) > 0 ¢évor v je
unutrasnji i ima dva deteta v; 1 vq koji su koreni drveta visine manje od k
te za njih vazi induktivna hipoteza. Za ¢vor v; vazi da mu je crna visina ili
hy(v) (ako je évor vy crven) ili hy(v) — 1 (ako je évor vy crn). Analogno vazi
i za ¢évor vg. Na osnovu induktivne hipoteze za broj unutrasnjih évorova
n; poddrveta sa korenom u ¢évoru v; vazi:

ny > 2 1 > ohe(w)=1 _q
i slicno za broj unutrasnjih ¢vorova ng poddrveta sa korenom u ¢voru wvg:

ng > 9hb(v)—1 _ q

9

pa je broj unutrasnjih ¢vorova drveta sa korenom u ¢voru v bar
n=n+ng+1= 2(2}“(“)71 ~1)+1= ohv(v) _ 1

(objedini smo unutrasnje ¢vorove u oba poddrveta i ¢vor v). O

Teorema: Visina h crveno-crnog drveta koje sadrzi n unutrasnjih ¢vorova
zadovoljava uslov h < 2log,(n + 1).

2Prema svojstvu 5. pojam crne visine je dobro definisan jer sve putanje od nekog évora do
listova sadrze isti broj crnih ¢vorova.
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Dokaz: Na osnovu prethodne leme vazi da je broj unutrasnjih ¢vorova u crveno-
crnom drvetu sa korenom u évoru v bar 270(Y) — 1. Posto je bar pola évorova na
svakoj putanji od korena v do listova crno, vazi da je hy(v) > h(v)/2. Zato je
na osnovu leme broj unutrasnjih ¢vorova n vedi ili jednak 2M(¥)/2 — 1. Zato je
n+1> 272 pajelog, (n+ 1) > h(v)/2 i vazi da je h(v) < 2logy (n+1). O

Iz tvrdenja prethodne teoreme direktno sledi da je visina crveno-crnog drveta
O(logn).

Crveno-crna drveta je 1972. godine izumeo Rudolf Bayer, dok su se kasnije
1978. godine Leonidas Guibas i Robert Sedgewick bavili analizom njihovih
svojstava i uveli crveno-crnu konvenciju bojenja évorova®. 1993. godine Arne
Andersson je naknadno osmislio jednostavniju varijantu crveno-crnih drveta
kojima se pojednostavljuju operacije umetanja i brisanja.

U nastavku teksta razmotri¢emo na koji nacin se realizuju osnovne operacije nad
crveno-crnim drvetom. Poseban akcenat je kao i kod AVL drveta stavljen na to
da se nakon umetanja, odnosno brisanja elementa iz crveno-crnog drveta mogu
pokvariti neka od svojstava crveno-crnog drveta i onda je potrebno izmeniti
boje ¢vorova i/ili preusmeriti neke od pokazivaca, tako da dobijeno drvo i dalje
ostane crveno-crno drvo. Preusmeravanje pokazivaca se vrsi operacijama rotacije
drveta. Postoje leva i desna rotacija i one odgovaraju LL i RR rotaciji u AVL
drvetu (vidi sliku 8).

Umetanje elementa u crveno-crno drvo Umetanje novog ¢vora u crveno-
crno drvo se sprovodi na nacin uobic¢ajen za uredena binarna drveta: na osnovu
vrednosti kljuca pronalazi se mesto gde treba dodati novi ¢vor i na mesto NIL
lista se postavlja novi ¢vor sa zadatom vrednoscu kljuca. Pritom se novi ¢vor
boji crveno i dodaju mu se dva crna NIL deteta. Na slici 11 ilustrovan je primer
umetanja elementa u crveno-crno drvo. Primetimo da je drvo i nakon umetanja
elementa ostalo crveno-crno.

Razmotrimo koja svojstva crveno-crnih drveta su pri umetanju elementa i nje-
govog bojenja u crveno mogla biti narusena. Svojstvo 1, kojim se tvrdi da su svi
¢vorovi obojeni crveno ili crno, i svojstvo 3 kojim se tvrdi da je svaki list crn
trivijalno ostaju ocuvana. Svojstvo 5, kojim se tvrdi da je broj crnih ¢vorova isti
na svakoj putanji od fiksiranog ¢vora do proizvoljnog lista je zadovoljen jer je
novi ¢vor obojen crveno i sa svoja dva crna deteta (lista) je zamenio prethodni
crni list. Stoga, jedina dva svojstva koja su mogla biti narusena operacijom
umetanja elementa su svojstva 2 i 4. Svojstvo 2, kojim se zahteva da je koren
drveta crn je mogao biti narusen samo u slucaju da je novododati ¢vor koren
drveta, dok je svojstvo 4 kojim se zahteva da crveni ¢vor ne moze imati crveno
dete mogao biti narusen ako je roditelj novododatog ¢vora bio crven.

Vazno je primetiti da je tac¢no jedno od svojstava 2 i 4 moglo biti naruseno:
naime, svojstvo 2 je moglo biti naruseno samo u situaciji da je ¢vor koji se umece

3Uz crnu, crvena boja je izabrana zato $to je davala najbolji prikaz na laserskom $tampacu
koji je autorima bio dostupan.
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Slika 11: Primer umetanja elementa u crveno-crno drvo kojim se ne narusava
nijedan od uslova.

koren drveta, ali on u ovom slucaju nema roditelja, a ima dva crna NIL deteta,
te svojstvo 4 nije moglo biti istovremeno naruseno.

U daljem razmatranju ¢emo cesto referisati na ¢vor koji je brat roditelja razma-
tranog ¢vora i na njega ¢emo referisati kao na ujeka datog ¢vora.

Razmotrimo kako odrzati sva svojstva crveno-crnih drveta nakon umetanja novog
elementa z. Najpre, ukoliko je narusen uslov 2, odnosno ako se ¢vor umedce
u prazno drvo i postaje koren drveta, potrebno je ¢voru koji se umeée boju
promeniti iz crvene u crnu.

Inace, pretpostaviéemo da je roditelj ¢vora z levo dete svog oca (slucaj kada
je z desno dete svog oca se analogno razmatra). Odnos koji je narusen nakon
umetanja jeste odnos novog ¢vora z i njegovog roditelja, jer su oba ova ¢vora
crvena. Razlikujemo tri razli¢ita slucaja:

1. Prvi slucaj nastupa kada su istovremeno i roditelj i ujak ¢vora z crvene
boje. S obzirom na to da je deda ¢vora z crn, mozemo njegovoj deci
(roditelju i ujaku ¢vora z) promeniti boju iz crvene u crnu, a njega obojiti
u crveno (slika 12). Na ovaj naéin smo razresili problem jer su istovremeno
i ¢vor z i njegov roditelj bili crvene boje, a odrzali smo i svojstvo 5 (broj
crnih ¢vorova na putanjama ostaje isti). Primetimo da smo na ovaj nacin
mogli poremetiti svojstvo izmedu dede ¢vora z i njegovog roditelja, te isti
postupak treba sada sprovesti za ¢vor dva nivoa iznad ¢vora z, odnosno za
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dedu ¢vora z. Medutim, s obzirom na to da je visina drveta logaritamske
slozenosti u funkciji broja ¢vorova drveta, broj ovakvih popravki je odozgo
ogranifen sa O(logn).

lumetni(?)

Slika 12: Primer umetanja elementa u crveno-crno drvo kada su i roditelj i ujak
novog ¢vora crveni.

2. Drugi slucaj se odnosi na situaciju kada je ujak ¢vora z crn, a z je desno
dete svoga roditelja (slika 13 (a)). U ovom scenariju se primenom leve
rotacije drvo transformise u situaciju kada je z levo dete svog roditelja i na
taj nacin se svodi na treéi slucaj. S obzirom na to da su i ¢vor z i njegov
roditelj crvene boje, rotacija ne utice na crne visine ¢vorova, te stoga ni na
svojstvo 5.

3. U trecem slucaju koji nastupa kada je ujak ¢vora z crn, a z je levo dete
svoga roditelja, vrsi se izmena boja ¢vorova i desna rotacija, kojom se
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Cuva svojstvo 5 (slika 13 (b)). Primetimo da nakon ovoga ne postoje vise
dva crvena ¢vora koja su u odnosu roditelj-dete, niti se neki od problema
prolongira uz drvo. Dakle, u ovom slucaju je jedna rotacija ovog tipa bila
dovoljna da drvo ponovo zadovoljava svih pet navedenih svojstava.

Primetimo da nijedan od tri razmatrana scenarija ne narusava svojstva 1,315, a
ni svojstvo 2 jer ¢vor z nije koren. Primetimo takode, da se samo u sluéaju prvog
od tri razli¢ita slucaja, ¢vor z pomera dva nivoa iznad i ponovo se razmatra da
li je doslo do narusavanja nekog svojstva crveno-crnih drveta. S obzirom na to
da se moze izvesti najvise O(logn) korekcija, ukupna sloZenost popravki je u
najgorem slucaju O(logn).

Brisanje elementa iz crveno-crnog drveta Kao i u slu¢aju AVL drveta,
operacija brisanja je sloZenija i ne¢emo je detaljno razmatrati u ovom materijalu.

Poredenje AVL drveta sa crveno-crnim drvetima AVL drveta su strozije
izbalansirana od crveno-crnih drveta. U opstem slucaju visina AVL drveta
je manja, pa se pretraga u AVL drvetu izvodi efikasnije nego u crveno-crnim
drvetima. Stoga se AVL drveta pokazuju kao bolja opcija kada je ocekivani broj
operacija pretrazivanja znacajno vec¢i od broja operacija umetanja. Medutim,
bojenje ¢vorova u crveno-crnim drvetima omoguéava manji broj potrebnih op-
eracija rebalansiranja, jer nam bojenje ¢vorova nekada omogucava da izbegnemo
ili makar smanjimo broj operacija rebalansiranja. AVL drveta sobom nose vece
troskove rotacije nego crveno-crna drveta, Sto ¢e, u situacijama kada se ocekuje
veliki broj umetanja, dovesti do velikog broja rotacija i tada neka druga struktura
podataka poput crveno-crnih drveta predstavlja bolji izbor.

Primetimo i to da se svako AVL drvo moze transformisati u crveno-crno bojenjem
¢vorova redom u crveno i crno, dok postoje crveno-crna drveta koja nisu AVL
(slika 14).

Zadaci za vezbu

1. Prikazati crveno-crno drvo koje se dobija uzastopnim umetanjima kljuceva
41,38,31,12,19, 8 u inicijalno prazno crveno-crno drvo.

2. Nacrtati potpuno uredeno binarno drvo visine 3 koje sadrzi vrednosti
kljuceva {1,2,...,15}. Dodati NIL ¢vorove i obojiti ¢vorove na tri razlicita
nacina tako da je visina drveta u terminima broja crnih ¢vorova 2, 3 i 4.

3. Koliki je maksimalni, a koliki minimalni moguéi broj unutrasnjih ¢vorova
u crveno-crnom drvetu ¢ija je crna visina k7

4. Opisati crveno-crno drvo sa n kljuceva koji ima maksimalni moguéi odnos
crvenih unutrasnjih ¢vorova u odnosu na crne unutrasnje ¢vorove. Koliki
je taj odnos?
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Slika 13: Primer umetanja elementa u crveno-crno drvo kada je roditelj novog
¢vora crven, a ujak novog ¢vora crn.
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Slika 14: Primer crveno-crnog drveta koje nije AVL.

5. Opisati crveno-crno drvo sa n kljueva koji ima minimalni moguéi odnos
crvenih unutrasnjih ¢vorova u odnosu na crne unutrasnje ¢vorove. Koliki
je taj odnos?

6. Objasniti zasto u crveno-crnom drvetu crveni ¢vor ne moze imati tacno
jedan ¢vor koji nije NIL.

7. Ukoliko bi se ¢vor ¢ije se umetanje vrsi bojio u crno umesto u crveno, onda
se svojstvo 4 ne bi moglo narusiti. Zasto ne radimo na ovaj nacin?
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Skip liste

Kao sto smo ve¢ pomenuli, balansirana uredena binarna drveta se Cesto koriste
za realizaciju uredenih asocijativnih struktura podataka. Algoritmi za rad sa
balansiranim drvetima tokom izvrSavanja osnovnih operacija (umetanja i brisanja
elemenata) menjaju strukturu drveta da bi se odrzao uslov balansiranosti i
osigurale dobre performanse.

Skip lista (brza lista ili lista sa precicama) je probabilisticka alternativa balan-
siranim drvetima. Kako samo ime sugerise, ona predstavlja uopstenje uredene
povezane liste, ali ima dobru ocekivanu slozenost operacija pretrage, umetanja i
brisanja elemenata. Interesantno je da se ocekivana slozenost ovde ne odnosi na
raspodelu kljuc¢eva na ulazu, veé na generator slucajnih brojeva koji se koristi
prilikom umetanja novog elementa u skip listu.

Skip liste su randomizovana (probabilisticka) struktura podataka: isti niz op-
eracija umetanja i brisanja moze da proizvede razlicite strukture. Ovo je zato $to
skip liste koriste tehniku poznatu kao nasumiéno bacanje novcic¢a za generisanje
slucajnih brojeva potrebnih za izgradnju strukture podataka. Tehnika bacanja
novcic¢a je ono Sto skip listama daje probabilisticku prirodu i $to omogucava
efikasnu ocekivanu slozenost.

Razmotrimo obi¢nu povezanu listu koja sadrzi elemente u rastuéem poretku.
Naime, kljuéevi se koriste za uredenje elemenata u listi, dok vrednosti u ¢vorovima
mogu biti proizvoljne. Primetimo da i pored sortiranosti kljuceva nije moguce
vrsiti binarnu pretragu nad njom jer nemamo moguénost indeksnog pristupa,
vec je prilikom pretrage elementa potrebno u najgorem slucaju pregledati svaki
¢vor liste (slika 15a)). Ukoliko lista ¢uva elemente u sortiranom redosledu i
svaki drugi ¢vor ima i pokaziva¢ na ¢vor dva mesta ispred njega u listi onda
je maksimalni broj ¢vorova koje treba ispitati [n/2] + 1 (gde je sa n oznacena
ukupna duzina liste); za traZenje se koriste proredeni pokazivaci dok se ne naide
na cvor sa kljuéem vec¢im od trazenog: tada se pretraga nastavlja putem osnovnih
pokazivaca (slika 15b)). Opisimo postupak pretrage u slucaju kada lista ¢uva pet
elemenata u sortiranom poretku, a mi trazimo element koji se nalazi na ¢etvrtom
mestu u listi. Najpre bismo ispitali prvi ¢vor, zakljucili da je vrednost elementa
koji trazimo veca od vrednosti u ovom ¢voru i pokazivacem koji preskace po dva
¢vora liste ispitali treé¢i ¢vor liste, posto je i njegova vrednost manja od trazene,
naredni bismo ispitali peti ¢vor liste. Medutim, vrednost petog ¢vora liste je
vec¢a od trazene, te bismo iz treéeg ¢vora liste iduéi pokazivac¢em koji povezuje
susedne ¢vorove liste ispitali ¢etvrti ¢vor liste i zakljuéili da se trazena vrednost
nalazi na tom mestu. Dakle ukupno bismo analizirali ¢etiri ¢vora liste Sto je
jednako [5/2] + 1.

Ako bi svaki ¢etvrti ¢vor pored toga imao i pokaziva¢ ka ¢voru ¢etiri mesta ispred
njega, maksimalni ukupan broj ¢vorova koje treba analizirati bio bi [n/4] + 2
(slika 15¢)). Ako svaki 2i-ti &vor u listi ima pokazivace na &vorove 20,21 ... 2
mesta ispred njega u listi, maksimalni broj ¢vorova koje treba analizirati se
smanjuje na O(log, n) (slika 15d)).
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Razmotrimo koliki bi bio ukupan broj pokazivaca u skip listi. Neka lista sadrzi
n &vorova. Svih n ¢vorova ima pokaziva¢ na najnizem nivou, n/2 ¢vorova ima
pokaziva¢ na drugom nivou, n/4 njih pokaziva¢ na treéem nivou itd. Dakle
ukupan broj pokazivaca jednak je:

logn
n n n n
n+§+z+§+...+mzn§§<2n
i=

Zakljucujemo da bi ukupan broj pokazivaca u skip listi bio dvostruko veéi od
broja pokazivaca u klasi¢noj jednostruko povezanoj listi.

Ovako definisana struktura podataka bi bila efikasna za pretragu, ali bi brisanja
i umetanja bila potpuno neprakticna. Naime, nakon brisanja ili umetanja
elementa, potencijalno bismo morali da za veliki broj ¢vorova azuriramo njihove
nivoe, tj. broj pokazivaca koji iz njih vodi, kao i da pravilno povezemo ¢vorove
pokazivacima. Pozeljno je da izmene budu samo lokalne. To mozemo postiéi ako
ne fiksiramo unapred informacije koje pozicije u listi imaju koliki broj pokazivaca
unapred.
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Slika 15: Povezana lista sa dodatnim pokazivac¢ima.

Nazovimo ¢vor koji ima k pokazivaca unapred cvorom nivoa k. Ukoliko svaki
2i-ti &vor ima pokazivaé na ¢vor 2¢ mesta ispred njega, onda su nivoi évorova
raspodeljeni na sledeéi na¢in: 1/2 ¢évorova je nivoa 1, 1/4 &vorova je nivoa 2, 1/8
njih je nivoa 3, itd. U idealnom slucaju skip lista na svakom narednom nivou
sadrzi tacno pola elemenata sa prethodnog nivoa. Medutim, kao $to smo veé
napomenuli, ovakav nacin organizacije nije pogodan za operacije umetanja i
brisanja, te se ovaj zahtev mora relaksirati tako da je oc¢ekivani broj elemenata
na narednom nivou polovina broja elemenata sa prethodnog.
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Sta bi se desilo ako bi nivoi ¢vorova bili birani na slu¢ajan nacin, ali u istoj
proporciji (slika 15¢))? Cvorov i-ti pokazivaé bi umesto da pokazuje na ¢vor
2¢=1 mesta ispred njega, pokazivao na naredni ¢vor nivoa i ili veéeg. Umetanja i
brisanja bi zahtevala samo lokalne izmene. Nivo ¢vora izabran na slucajan nacin
prilikom kreiranja ne bi morao nikada da se menja. Ovakvu strukturu podataka
nazivamo skip listom.

U skip listi, elementi su organizovani po nivoima, tako da svaki naredni nivo ima
manji broj elemenata od prethodnog nivoa. Krajnji donji nivo predstavlja regu-
larnu povezanu listu, dok nivo iznad njega sadrzi pokazivace koji omogucéavaju
brzi prelaz izmedu elemenata koji su medusobno udaljeni na donjem nivou. Ideja
je omoguditi brz prelazak do Zeljenog elementa. Otud i potice ime strukture jer
visi nivoi liste omogucavaju da se ,presko¢i“ odreden broj elemenata liste. Skip
liste je 1989. godine izumeo Vilijem Pu (William Pugh).

Ocekivani broj ¢vorova nivoa 1 je n/2, nivoa 2 je n/4, nivoa 3 je n/8, ... nivoa
logn je 1. Dakle, ocekivani broj nivoa skip liste je O(logn).

Operacije sa skip listom

Razmotrimo kako se nad skip listom izvode osnovne operacije: pretraga, umetanje
i brisanje.

Svaki element je predstavljen ¢vorom ¢iji se nivo bira na sluc¢ajan nacin prilikom
umetanja u listu. Cvor nivoa i ima 4 pokazivac¢a unapred, sa indeksima od 1
do i. Nivoi su ograniceni konstantom MaxNivo. Nivo liste je maksimalni nivo
¢vora liste (ili 1 ako je lista prazna). Glava liste (pocetni element, koji postoji i u
praznoj listi) ima pokazivace na nivoima od 1 do MaxzNivo. Pokazivaéi unapred
glave liste na nivoima veéim od trenutno maksimalnog nivoa liste pokazuju na
element NIL.

Inicijalizacija skip liste Inicijalizacija skip liste se sastoji od dva koraka:

o alocira se element NIL i daje mu se vrednost veéa od svih dozvoljenih
vrednosti za klju¢ (kako bi uvek bio poslednji),

o inicijalizuje se nova lista tako da je nivo liste jednak 1 i svi pokazivaci
glave liste pokazuju na NIL.

TrazZenje elementa u skip listi Trazenje elementa u skip listi sa klju¢em
jednakim zadatom broju a pocinje na najvisem nivou liste. Na tom nivou prate
se pokazivaci dok se ne naide na ¢vor ¢ija je vrednost kljuca veca ili jednaka a. U
prethodnom ¢voru na tom nivou prelazi se na sledeéi ,,nizi*“ pokazivac. Postupak
se ponavlja na tom i svim nizim nivoima i zavrsava se na osnovnom nivou. Ako
se na osnovnom nivou naide na ¢vor sa klju¢em jednakim a, pretraga je uspesno
zavrsena, inace se vrac¢a da se element sa datom vrednoséu kljuca ne nalazi u
listi.
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Pod pretpostavkom da svaki ¢lan liste ima polja k (kljuc), vrednost i niz pokazi-
vaca naredni, a da lista ima ¢lan nivo, postupak trazenja se moze opisati
narednim kodom.

Algoritam Search(L, kljuc);
Ulaz: L (skip lista) i kljuc (klju¢ elementa koji se trazi).
Izlaz: vrednost elementa sa datim kljucem ili neuspeh ako se element ne nalazi u listi.
begin

tekuci :== L — glava

for i := L — nivo downto 1 do

while tekuci — narednili] — k < kljuc do
tekuci := tekuci — narednili]

tekuci := tekuci — naredni[l]

if tekuci — k = kljuc then return tekuci — vrednost

else return neuspeh

end

Na primer, ako se u skip listi prikazanoj na slici 15 trazi ¢vor sa vrednoséu kljuca
12, polazi se od ¢vora 6 i nivoa 4, pa se nastavlja sa istim ¢vorom na nivou 3
i nivou 2, dolazi se do ¢vora 9 na nivou 2, ¢vora 9 na nivou 1. Tu se iskace iz
petlje, pri cemu je u tom trenutku tekuci uperen na ¢vor 9 na nivou 1. Naredno
premestanje vodi nas u ¢vor sa trazenim kljucem 12.

Brisanje elementa iz skip liste Da bismo obrisali ¢vor iz skip liste, potrebno
je da pretrazimo skip listu, nademo dati ¢vor i da prevezemo pokazivace. Prilikom
potrage za elementom koji treba obrisati podaci neophodni za brisanje pamte se
u pomoénom vektoru pom duzine jednake broju nivoa liste. Preciznije, pom|i]
sadrzi pokaziva¢ na najdesniji ¢vor nivoa ¢ ili viSeg koji se nalazi levo od lokacije
gde treba izvesti brisanje.

Na primer, ako iz liste sa slike 16 Zelimo da obriSemo ¢vor sa klju¢em 6, prvo
pronalazimo taj ¢vor. Pritom vrednosti pom[4], pom[3] i pom[2] sadrZe pokazivaé
na glavu liste, a pom/[1] pokaziva¢ na ¢vor sa vrednoséu 3. Cvor sa klju¢em 6
brise se tako Sto se prevezuju pokazivaci na nivoima manjim ili jednakim od
njegovog nivoa (koji je jednak 4): pokaziva¢i u évorovima na koje pokazuju
elementi niza pom dobijaju nove vrednosti, tako da pokazuju na ¢vorove na koje
su pokazivali redom pokazivaéi istog nivoa obrisanog ¢vora: u ovom slucaju na

NIL,25,9i7.

Nakon svakog brisanja, vrsi se provera da li je obrisani ¢vor bio jedini ¢vor sa
maksimalnim nivoom u listi; ako jeste (kao $to je to slucaj u primeru ilustrovanom
na slici 16), smanjuje se maksimalni nivo liste. To moZemo uraditi tako Sto
proverimo da li nakon brisanja elementa liste pokazivac¢ glave liste na nekom
nivou pokazuje na NIL.
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Slika 16: Ilustracija brisanja elementa iz skip liste.

Algoritam Delete(L, kljuc);
Ulaz: L (skip lista) i kljuc (klju¢ elementa koji se brise).
begin
tekuci :== L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while tekuci — narednifi] — k < kljuc do
tekuci := tekuci — narednili]
poml[i] := tekuci
tekuci := tekuci — naredni[l]
if tekuci — k = kljuc then
for i :=1 to L — nivo do
if pom[i] — narednili] # tekuci then break {premasili smo nivo ¢évora tekuci}
pom|[i] — narednili] := tekuci — naredni[]
Sfree(tekuct)
while L — nivo > 1 and L — glava — naredni[L — nivo] = NULL do
L — nivo := L — nivo — 1

end

Umetanje elementa u skip listu Da bismo umetnuli ¢vor u skip listu, kao i
kod brisanja, potrebno je da pretrazimo listu i da preveZemo pokazivace (slika
17). Za prevezivanje pokazivaca nam je opet potreban vektor pom koji, kao i u
slucaju brisanja elementa iz liste, sadrzi pokaziva¢ na najdesniji ¢vor nivoa i ili
viSeg koji se nalazi levo od lokacije gde treba izvesti umetanje elementa.

Razmotrimo skip listu ilustrovanu na slici 17 i operaciju umetanja elementa sa
klju¢em 17. U ovom slucaju pom[4] pokazuje na 6, pom[3] na 6, pom[2] na 9, a
pom/[1l] na 12. Nivo novog ¢vora bira se na slucajan nacin. Nakon toga vrsi se
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prevezivanje pokazivaca tako da ovi ¢vorovi sada pokazuju redom na ¢vorove sa
vrednostima NIL, 25, 25 i 19.

Ako u skip listi veé postoji element sa datom vrednos$éu kljuca, onda se samo
azurira vrednost elementa sa datim kljucem.

Search path

¢ update[i]->forward [i]

NIL

¥

(=R )

HE 25]e]
N N N NIL
HE HC [25] o]

Slika 17: Tustracija dva koraka od kojih se sastoji operacija umetanja vrednosti
17 u datu skip listu.

Ukoliko umetanje generise ¢vor veéeg nivoa nego Sto je prethodni nivo liste,
azuriramo vrednost nivoa liste i inicijalizujemo odgovarajuce delove niza pomn.

Biranje nivoa ¢vora na slucajan nacin Kako na slucajan nacin izabrati
nivo novog ¢vora? Pretpostavimo da procenat p ¢vorova nivoa ¢ ima pokazivace
nivoa i+ 1 (najéesce se bira p = 1/2). Da bi se odredio nivo novog ¢vora koristi se
generator sluéajnih brojeva, koji na izlazu daje slucajni broj iz intervala [0,1) sa
ravnomernom raspodelom verovatnoca. Svaki put kada se na izlazu iz generatora
dobije broj manji od p (Sto se deSava sa verovatno¢om jednakom upravo p), nivo
se povecava za 1, sem ako veé nije dostignut maksimalni nivo.

Primetimo da ova funkcija nije konstantne vremenske sloZenosti. Naime, ovakav
nacin generisanja nivoa, koji prati ideje predstavljene u originalnom radu o skip
listama, nekada moze biti neefikasan jer podrazumeva potencijalno veéi broj
poziva funkcije random(), doduse dva poziva u proseku.

Moze se desiti da u skip listi od 16 elemenata generisanih pomodéu vrednosti
p = 1/2 imamo 9 elemenata nivoa 1, 3 elementa nivoa 2, 3 elementa nivoa 3
i jedan element nivoa 14. Ako bismo pretragu vrsili koris¢enjem prethodno
navedenog algoritma, imali bismo puno praznog hoda. Gde bi bilo pogodnije
zapoceti pretragu? Sprovedena analiza sugerise da bi idealno bilo zapoceti
pretragu na nivou L(n) na kome o¢ekujemo 1/p = 2 ¢évora. Ovo se deSava za
nivo L(n) = log;,,n = logyn. Dakle, umesto nivoa liste, u algoritmu ¢emo
koristiti vrednost L(n).
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Algoritam Insert(L, kljuc, nova_vrednost);
Ulaz: L (skip lista), kljuc (klju¢ elementa koji se dodaje) i nova_vrednost (vrednost elementa koji se dodaje).
begin
tekuci :== L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while tekuci — narednifi] — k < kljuc do
tekuci := tekuci — narednili]
poml[i] := tekuci
tekuci := tekuci — naredni[l]
if tekuci — k = kljuc then {veé postoji ta vrednost kljuca, samo aZuriramo vrednost}
tekuci — vrednost := nova_ vrednost
else
nivo := SluéajniNivo() { na slu¢ajan naéin bira se nivo novog ¢vora }
if nivo > L — nivo then { ako je nivo novog ¢vora veéi od tekuéeg nivoa liste}
for i := L — nivo + 1 to nivo do
pom[i] := L — glava
L — nivo := nivo
tekuci := makeN ode(nivo, kljuc, nova_vrednost)
for ¢ :== 1 to nivo do
tekuci — naredni[i] := pom[i] — naredni[i]
pom|[i] — narednili] := tekuci

end

Algoritam SlucajniNivo();
Izlaz: nivo ¢vora.
begin
nivo := 1
while random() < p and nivo < MazNivo do
nivo 1= nivo + 1
return nivo

end

Primetimo da ni za jednu od navedenih operacija nije potrebno da u samom
¢voru ¢uvamo informaciju o njegovom nivou.

SloZenost osnovnih operacija sa skip listom Vremenima potrebnim za
izvrSavanje operacija pretrage, umetanja i brisanja dominira vreme potrebno
za nalazenje odgovarajuéeg elementa u skip listi; kod operacija umetanja i
brisanja postoji dodatna cena proporcionalna nivou ¢vora koji se umece ili brise.
Vreme potrebno za pronalazenje elementa je proporcionalno duzini puta pretrage.
Podsetimo se da je oéekivani broj nivoa skip liste O(logn), ali je i dalje potrebno
proveriti da je broj koraka na svakom nivou mali.
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Pokazuje se da je laksSe analizirati duzinu puta pretrage, ako ga posmatramo
unazad, pocev od ¢vora sa vrednoscu kljuca k koji smo trazili, napredujuéi ka
visim nivoima i nalevo.

Oznacdimo sa C(k) ocekivanu cenu (tj. duzinu) puta ako smo na k-tom nivou
racunato odozgo. Tada je C'(0) = 0, jer se pri trazenju polazi od najviSeg nivoa,
nivoa 0. Primetimo da se pri pretrazi penjemo navise uvek kada mozemo jer se
u ¢vor uvek dolazi putem njegovog najviseg nivoa; samo ukoliko ne mozemo da
se kre¢emo navise idemo ulevo. Prilikom procene ocekivane duzine puta C(k)
pretpostavljamo da je skip lista beskonac¢ne duzine.

¢ Sa verovatnoéom p = 1/2 u ¢évor gde se sada nalazimo dospeli smo iz istog
¢vora sa viSeg nivoa (ako postoji visi nivo ¢vora, dosli smo iz njega), a
tome je prethodio put ¢ija je ocekivana duzina C(k — 1).

e Sa verovatnoéom 1 — p = 1/2 u ¢évor gde se sada nalazimo dospeli smo
iz ¢vora sa istog nivoa, a tome je prethodio put cija je ocekivana duzina

C(k).

Prema tome, vrednosti C'(k) zadovoljavaju diferencnu jednacinu:

Ck) = 1/2(1 + C(k)) +1/2(1 + C(k — 1))

Sredivanjem ovog izraza dobijamo:

Ck)=2+C(k—1)

odnosno u slu¢aju kada je p = 1/2 ocekivani broj koraka na svakom nivou je
2. Daljim raspisivanjem izraza za C(k) dobijamo C(k) = 2k. Podsetimo se jos
jednom da je sa k oznacen redni broj nivoa sa koga krece pretraga, ra¢unato
odozgo.

S obzirom na to da skip lista nije beskonacna, u nekom momentu pri kretanju
ulevo naié¢i ¢emo na glavu liste iz koje vise nisu moguce kretnje ulevo ve¢ samo
navise. Ako sa L(n) = log,n ozna¢imo ocekivani nivo skip liste duzine n,
maksimalna vrednost za k je L(n) — 1 jer se inicijalno veé nalazimo na nivou 1
(na kome smo nasli ¢vor). Dakle, ofekivano vreme trazenja je C(k) = O(logn).
Povratak na najvisi nivo liste nas ne mora nuzno direktno dovesti do glave skip
liste, ali o¢ekivani broj preostalih koraka je mali (jer se na tom nivou o¢ekuje
konstantan broj ¢vorova) te ne utic¢e na ukupnu slozenost.

Poredenje skip listi i balansiranih uredenih drveta Iako u najgorem
slucaju skip liste imaju lose performanse, ni jedan ulaz ne odgovara konzistentno
najgorem slu¢aju (sliéno algoritmu brzog sortiranja kada se pivot bira na slucajan
nacin). Malo je verovatno da skip lista bude znac¢ajno nebalansirana. Dakle, skip
lista ima svojstvo balansiranosti nalik uredenim binarnim drvetima izgradenim
sluéajnim umetanjima elemenata, ali ne zahteva da umetanja budu slucajna.
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Kod skip listi se sa veoma malom verovatno¢om desavaju degenerisani slucajevi:
da postane obi¢na povezana lista ili pak da svaki ¢vor bude istog maksimalnog
nivoa.

Skip liste ne zahtevaju da se uz ¢vor liste ¢uvaju informacije o balansiranosti
(kao kod balansiranih drveta), ali zato zahtevaju ¢uvanje dodatnih pokazivaca —
u proseku dva pokazivaca po ¢voru.

Za mnoge primene skip liste su prirodnija reprezentacija od drveta i vode
jednostavnijim algoritmima. Dosta su jednostavnije i za implementaciju od
balansiranih binarnih drveta. Takode, prilikom operacija umetanja i brisanja sve
izmene su lokalne, sa izuzetkom promene maksimalnog nivoa liste, te su pogodnije
za paralelizaciju i u situacijama kada je potrebno omoguditi konkurentni pristup
strukturi podataka. Npr. u crveno-crnom drvetu, je nakon umetanja potrebno
rebalansirati potencijalno ¢itavo drvo i dok traje azuriranje ne bi bio mogué
pristup drugim elementima strukture, dok bi umetanje u skip listu uticalo samo
na susedne ¢vorove, te bi tokom ovih izmena velikom delu liste bio mogué pristup.

Skip liste, kao i klasicne povezane liste, ne mogu da iskoriste lokalnost referenci
jer susedni elementi u listi ¢esto nece biti u istom regionu u memoriji, sto znaci
da skip lista ne moze da iskoristi prednosti kesiranja.

Primene skip listi Skip liste se koriste za distribuirane primene, npr. za
implementaciju reda sa prioritetom koji dobro radi u viSenitnom okruzenju jer
ne zahtevaju zaklju¢avanje citave strukture podataka, dok se izvodi pisanje, veé
samo zakljucavanje ¢vorova susednih ¢voru nad kojim radi. One se mogu koristiti
i za implementaciju struktura podataka potrebnih za grafovske algoritme, poput
algoritama za najkrace puteve. Mogu se koristiti i za indeksiranje u bazama
podataka, kao i za sortiranje velikih skupova podataka. One imaju primenu i
u geografskim informacionim sistemima za indeksiranje i pretragu geografskih
podataka, poput mapa i satelitskih slika. Koriste se i za efikasna statisticka
izra¢unavanja, npr. za ra¢unanje pokretne medijane (eng. running median).

Zadaci za vezbu

1. Kolika je oc¢ekivana slozenost operacije pretrazivanja elemenata u skip listi,
a kolika slozenost u najgorem sluc¢aju?

2. Simulirati umetanje elementa sa klju¢em 20 u skip listu sa slike 15 ako je
nivo novog ¢vora 4. Na koje ¢vorove pokazuju elementi niza pom?

3. Simulirati brisanje elementa sa klju¢em 25 iz skip liste sa slike 15. Na koje
¢vorove pokazuju elementi niza pom?

4. U kakvom su odnosu vrednosti kljuc¢eva ¢vorova na koje pokazuju pokazivaci
pom/[1], pom[2], pom[3], ... pre umetanja elementa?

5. Neka skip lista sadrzi n elemenata. Dokazati da je ocekivani ukupan broj
pokazivaca O(n).
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6. Koliko je unapredenje vremenske slozenosti umetanja i brisanja postignuto
prelaskom sa jednostruko povezane liste na skip listu?

a. sa O(n) na O(logn)

b. sa O(n) na O(1)

c. sa O(n) na O(n?)

d. nije postignuto nikakvo unapredenje

7. Pretpostavimo da imamo dve skip liste na raspolaganju: skip listu A
koja sadrzi m elemenata i skip listu B koja sadrzi n elemenata. Opisati
algoritam za spajanje ove dve liste u jedinstvenu skip listu koja sadrzi
m +n elemenata. Ne pretpostavljati da su svi kljucevi jedne liste manji od
svih kljuceva druge liste. Ocekivana vremenska slozenost algoritma treba
da bude O(n + m).
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