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Glava 1

Predgovor

Ovaj tekst predstav	a prate�i materijal za kurs "Konstrukcija i analiza
algoritama 2\ na Matematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu. Tekst
je prvenstveno zasnovan na k�izi \Algoritmi" Miodraga �ivkovi�a, ali
i na ostaloj preporuqenoj literaturi. Veliku zahvalnost autori duguju
Nikoli Ajzenhameru qija je skripta za isti kurs pomogla u pripremi
nekih tema iz ovog materijala. Autori su tako�e zahvalni i studentima
koji su im obratili pa��u na grexke u materijalu. Skripta pokriva
teme koje se prelaze na qasovima predava�a, ali ni u kom sluqaju ne mo�e
zameniti poha�a�e qasova predava�a.

Materijal je i da	e u fazi dorade te ukoliko uoqite bilo kakvu
grexku ili propust, molimo vas da se javite autorima skripte.

Autori
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Glava 2

Geometrijski algoritmi

2.1 Uvod

Geometrijski algoritmi igraju va�nu ulogu u mnogim oblastima, na pri-
mer u raqunarskoj grafici, projektova�u pomo�u raqunara, projektova�u
VLSI (integrisanih kola visoke rezolucije), robotici i bazama podataka.
U raqunarski generisanoj slici mo�e biti na hi	ade ili qak milione
taqaka, linija, kvadrata ili krugova; projektova�e kompjuterskog qipa
mo�e da zahteva rad sa milionima elemenata. Svi ovi problemi sadr�e
obradu geometrijskih objekata. Poxto veliqina ulaza za ove probleme
mo�e biti vrlo velika, veoma je znaqajno razviti efikasne algoritme
za �ihovo rexava�e.

Razmotri�emo nekoliko osnovnih geometrijskih algoritama | onih
koji se mogu koristiti kao elementi za izgrad�u slo�enijih algoritama.
Objekti sa kojima se radi su taqke, prave, du�i i mnogouglovi. Algo-
ritmi obra�uju ove objekte, odnosno izraqunavaju neke �ihove karakteri-
stike. Najpre �emo dati osnovne definicije i navesti strukture podataka
pogodne za predstav	a�e pojedinih objekata. Taqka 𝑝 u ravni predstav	a
se kao par koordinata (𝑥, 𝑦) (pretpostav	a se da je izabran fiksirani
koordinatni sistem). Prava je predstav	ena parom taqaka 𝑝 i 𝑞 (pro-
izvo	ne dve razliqite taqke na pravoj), i oznaqava�emo je sa −𝑝 − 𝑞−.
Du� se tako�e zadaje parom taqaka 𝑝 i 𝑞 koje predstav	aju krajeve te
du�i, i oznaqava�emo je sa 𝑝 − 𝑞. Put 𝑃 je niz taqaka 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 i
du�i 𝑝1 − 𝑝2, 𝑝2 − 𝑝3, . . . , 𝑝𝑘−1 − 𝑝𝑘 koje ih povezuju. Du�i koje qine put
su �egove ivice (stranice). Zatvoreni put je put qija se posled�a
taqka poklapa sa prvom. Zatvoreni put zove se i mnogougao. Taqke koje
definixu mnogougao su �egova temena. Na primer, trougao je mnogougao
sa tri temena. Mnogougao se predstav	a nizom, a ne skupom taqaka, jer je
bitan redosled kojim se taqke zadaju (promenom redosleda taqaka iz istog
skupa u opxtem sluqaju dobija se drugi mnogougao). Prost mnogougao
je onaj kod koga odgovaraju�i put nema preseka sa samim sobom; drugim
reqima, jedine ivice koje imaju zajedniqke taqke su susedne ivice sa
svojim zajedniqkim temenom. Prost mnogougao ograniqava jednu oblast
u ravni, unutrax�ost mnogougla. Konveksni mnogougao je mnogougao
qija unutrax�ost sa svake dve taqke koje sadr�i, sadr�i i sve taqke te
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du�i.Konveksni put je put od taqaka 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 takav da je mnogougao
𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑘, 𝑝1 konveksan.

Pretpostav	a se da je qitalac upoznat sa osnovama analitiqke geome-
trije. U algoritmima koje �emo razmatrati nailazi se, na primer, na
izraqunava�e preseqne taqke dveju du�i, utvr�iva�e da li dve taqke
le�e sa iste strane zadate prave, izraqunava�e rastoja�a izme�u dve
taqke. Sve ove operacije mogu se izvesti za vreme ograniqeno konstantom,
konstantnom primenom osnovnih aritmetiqkih operacija. Pri tome, na
primer, pretpostav	amo da se kvadratni koren mo�e izraqunati za konstantno
vreme.

Qesta neugodna karakteristika geometrijskih problema je postoja�e
mnogih "specijalnih sluqajeva". Na primer, dve prave u ravni obiqno se
seku u jednoj taqki, sem ako su paralelne ili se poklapaju. Pri rexava�u
problema sa dve prave, moraju se predvideti sva tri mogu�a sluqaja. Slo-
�eniji objekti prouzrokuju pojavu mnogo ve�eg broja specijalnih sluqajeva,
o kojima treba voditi raquna. Obiqno se ve�ina tih specijalnih sluqajeva
rexava neposredno, ali potreba da se oni uzmu u obzir qini ponekad
konstrukciju geometrijskih algoritama vrlo iscrp	uju�om. Mi �emo u
ovom poglav	u qesto ignorisati deta	e koji nisu od suxtinskog znaqaja za
razumeva�e osnovnih ideja algoritama, ali qitaocu savetujemo da razmotri
rexava�e svakog od specijalnih sluqajeva na koji se pri konstrukciji
algoritma nai�e.

2.2 Utvr�iva�e da li zadata taqka pripada mnogouglu

Razmatra�e zapoqi�emo jednim jednostavnim problemom.

Problem. Zadat je prost mnogougao 𝑃 i taqka 𝑞. Ustanoviti da li je
taqka u ili van mnogougla 𝑃 .

q

Slika 2.1: Utvr�iva�e pripadnosti taqke unutrax�osti prostog
mnogougla.

Problem izgleda jednostavno na prvi pogled, ali ako se razmatraju
slo�eni nekonveksni mnogouglovi, kao onaj na slici 2.1, problem sigurno
nije jednostavan. Prvi intuitivni pristup je pokuxati nekako "iza�i
napo	e", polaze�i od zadate taqke. Posmatrajmo proizvo	nu polupravu
sa temenom 𝑞. Vidi se da je dovo	no prebrojati preseke sa stranicama
mnogougla, sve do dostiza�a spo	ax�e oblasti. U primeru na slici 2.1,
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idu�i na severoistok od date taqke (prate�i isprekidanu liniju), nai-
lazimo na xest preseka sa mnogouglom do dostiza�a spo	ax�e oblasti.
Istina, ve� posle qetiri preseka sti�e se van mnogougla, ali to raqunar
"ne vidi"; zato se broji ukupan broj preseka poluprave sa stranicama
mnogougla. Poxto nas posled�i presek pre izlaska izvodi iz mnogougla, a
pretposled�i nas vra�a u mnogougao, itd., taqka je van mnogougla. Uopxte
taqka je u mnogouglu ako i samo ako je broj preseka neparan (specijalne
sluqajeve na trenutak zanemarujemo).

Algoritam Tačka u mnogouglu 1(𝑃, 𝑞); {prvi pokuxaj}
Ulaz: 𝑃 (prost mnogougao sa temenima 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 i ivicama 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛), i 𝑞 (taqka).

Izlaz: 𝑃𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 (Bulova promen	iva, 𝑡𝑟𝑢𝑒 akko 𝑞 pripada 𝑃 ).

begin

Izabrati proizvo	nu taqku 𝑠 van mnogougla;

Neka je 𝐿 du� 𝑞 − 𝑠;

𝑏𝑟𝑜𝑗 := 0;

for sve stranice 𝑒𝑖 mnougla do

if 𝑒𝑖 seqe 𝐿 then

{pretpostav	amo da presek nije ni teme ni ivica, videti tekst}
𝑏𝑟𝑜𝑗 := 𝑏𝑟𝑜𝑗 + 1;

if 𝑏𝑟𝑜𝑗 je neparan then 𝑝𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 := 𝑡𝑟𝑢𝑒

else 𝑝𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 := 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

end

Kao xto je reqeno u prethodnom ode	ku, obiqno postoje neki specijalni
sluqajevi koje treba posebno razmotriti. Neka je 𝑠 taqka van mnogougla, i
neka je 𝐿 du� koja spaja 𝑞 i 𝑠. Ci	 je utvrditi da li 𝑞 pripada unutrax�osti
mnogougla 𝑃 na osnovu broja preseka du�i 𝐿 sa ivicama mnogougla 𝑃 .
Me�utim, du� 𝐿 mo�e se delom preklapati sa nekim ivicama mnogougla
𝑃 . Ovo preklapa�e oqigledno ne treba brojati u preseke. Prvi specijalni
sluqaj je kada du� 𝐿 sadr�i neko teme 𝑝𝑖 mnogougla. Na slici 2.2(a)
vidi se primer sluqaja kad presek 𝐿 sa temenom ne treba brojati, a na
slici 2.2(b) primer kad taj presek treba brojati. Postoji vixe naqina za
utvr�iva�e da li neki ovakav presek treba brojati ili ne.

∙ Jedan naqin je slede�i: ako su dva temena mnogougla susedna temenu
𝑝𝑖 i sa iste strane 𝐿, presek se ne raquna. U protivnom, ako su dva
susedna temena sa razliqitih strana du�i 𝐿, presek se broji.

∙ Drugi mogu�i naqin je slede�i: s obzirom na to da razmatramo preseke
prave paralelne sa 𝑦 osom, za svaku ivicu mnogougla raqunamo recimo
levo teme, a desno ne (temena klasifikujemo kao levo i desno u
odnosu na vrednosti 𝑥 koordinate). Time ne�emo raqunati presek
nalik onom na slici 2.2(a) jer je za obe ivice presek kroz desno
teme, a presek kao na slici 2.2(b) ho�emo jednom, jer je za jednu od
ivica koje se sustiqu u tom temenu to levo teme, a za drugu desno.

Drugi sluqaj je kada se nekoliko uzastopnih temena zajedno sa 𝑝𝑖 nalaze
na polupravoj, teme 𝑝𝑗 prethodi ovim temenima, a teme 𝑝𝑘 je prvo posle
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Slika 2.2: Specijalni sluqajevi kad prava seqe ivicu kroz teme.

�ih na mnogouglu: ako su temena 𝑝𝑖 i 𝑝𝑗 sa razliqitih, odnosno sa iste
strane poluprave, presek se raquna, odnosno ne raquna.

Razvijaju�i ovaj algoritam, implicitno smo pretpostav	ali da radimo
sa slikom. Problem je nexto drugaqiji kad je ulaz dat nizom koordinata,
xto je uobiqajeno. Na primer, kad posao radimo ruqno i vidimo mnogougao,
lako je na�i dobar put (onaj sa malo preseka) do neke taqke van mnogougla.
U sluqaju mnogougla datog nizom koordinata, to nije lako. Najve�i deo
vremena troxi se na izraqunava�e preseka. Taj deo posla mo�e se bitno
uprostiti ako je du� 𝑞 − 𝑠 paralelna jednoj od osa | na primer 𝑦-osi.
Broj preseka sa ovom specijalnom du�i mo�e biti mnogo ve�i nego sa
optimalnom du�i (koju nije lako odrediti | qitaocu se ostav	a da
razmotri ovaj problem), ali je nala�e�e preseka mnogo jednostavnije (za
konstantni faktor).

Algoritam Tačka u mnogouglu 2(𝑃, 𝑞); {drugi pokuxaj}
Ulaz: 𝑃 (prost mnogougao sa temenima 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 i stranicama 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛),

i 𝑞 (taqka sa koordinatama (𝑥0, 𝑦0)).

Izlaz: 𝑃𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 (bulova promen	iva, 𝑡𝑟𝑢𝑒 akko 𝑞 pripada 𝑃 ).

begin

𝐵𝑟𝑜𝑗 := 0;

for sve grane 𝑒𝑖 mnogougla do

if prava 𝑥 = 𝑥0 seqe 𝑒𝑖 then

{Pretpostav	amo da presek nije ni teme ni stranica mnogougla}
Neka je 𝑦𝑖 𝑦-koordinata preseka prave 𝑥 = 𝑥0 sa 𝑒𝑖;

if 𝑦𝑖 < 𝑦0 then {presek je ispod 𝑞}
𝐵𝑟𝑜𝑗 := 𝐵𝑟𝑜𝑗 + 1;

if 𝐵𝑟𝑜𝑗 je neparan then 𝑃𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 := 𝑡𝑟𝑢𝑒

else 𝑃𝑟𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 := 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

end

Slo�enost. Za izraqunava�e preseka dve du�i potrebno je konstantno
vreme. Neka je 𝑛 broj ivica mnogougla. Kroz osnovnu pet	u algoritma
prolazi se 𝑛 puta. U svakom prolasku nalazi se presek dve du�i i izvrxavaju
se jox neke operacije za konstantno vreme. Dakle, ukupno vreme izvrxava�a
algoritma je 𝑂(𝑛).

Komentar. U mnogo sluqajeva jednostavan postupak inspirisan obiqnim
algoritmom (onim kojim se ruqno rexava problem) nije efikasan za velike
ulaze. Ponekad je pak takav pristup ne samo jednostavan, nego i efikasan.
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Pristup rexava�u problema postupkom koji se vizuelno name�e je obiqno
dobar izbor. Time se mo�e do�i do vixe korisnih zapa�a�a o problemu.
U ovom sluqaju, posmatraju�i sliku, primetili smo da se problem mo�e
rexiti prate�i neki put od taqke do spo	ax�osti mnogougla.

Interesantan problem jeste kako na�i \optimalnu" polupravu kroz
datu taqku 𝑞, odnosno onu koja seqe najma�i broj stranica mnogougla.
Za svako teme 𝑝𝑖 izraqunavamo ugao koji poluprava 𝑞 − 𝑝𝑖− zaklapa sa 𝑥
osom i temena sortiramo rastu�e prema ovoj vrednosti. Za svaku stranicu
razlikujemo poqetno i kraj�e teme, pri qemu poqetnim temenom nazivamo
ono teme kome odgovara ma�i ugao poluprave. Najpre se odredi broj 𝑏
preseka poluprave kroz 𝑞 i prvo teme (u sortiranom redosledu) sa mnogou-
glom (to se mo�e uraditi u vremenu𝑂(𝑛), gde je 𝑛 broj stranica mnogougla).
Pretpostavimo da je za 𝑖-to teme u sortiranom redosledu, 𝑖 ≥ 1, odre�en
broj preseka poluprave 𝑞−𝑝𝑖− sa stranicama mnogougla. Prilikom prelaska
na naredno teme 𝑝𝑖+1 potrebno je razmotriti dve stranice kroz to teme i
a�urirati vrednost brojaqa 𝑏. Vrednost brojaqa 𝑏 se mo�e pritom promeniti
za najvixe 2. U svakom sluqaju slo�enost a�urira�a brojaqa je 𝑂(1).
Tokom prolaska kroz sva temena pamtimo najma�u do sada dobijenu vrednost
brojaqa 𝑏 i za koji skup polupravih se ona dobija (izme�u koja dva temena
treba da prolazi dati zrak). S obzirom da je operacija a�urira�a konstantne
vremenske slo�enosti, a da to radimo za svako teme, odnosno 𝑂(𝑛) puta,
ukupna slo�enost ovog koraka je 𝑂(𝑛). Ukupna slo�enost ovog algoritma
je zbog poqetnog sortira�a 𝑂(𝑛 log 𝑛).

2.3 Konstrukcija prostog mnogougla

Skup taqaka u ravni definixe mnogo razliqitih mnogouglova, zavisno
od izabranog redosleda taqaka. Razmotri�emo sada pronala�e�e prostog
mnogougla sa zadatim skupom temena.

Problem. Dato je 𝑛 taqaka u ravni, takvih da nisu sve kolinearne. Po-
vezati ih prostim mnogouglom.

Postoji vixe metoda za konstrukciju tra�enog prostog mnogougla; uos-
talom, jasno je da u opxtem sluqaju problem nema jednoznaqno rexe�e.
Prikaza�emo najpre geometrijski pristup ovom problemu. Neka je 𝐶 neki
krug, qija unutrax�ost sadr�i sve taqke. Za nala�e�e takvog kruga
dovo	no je 𝑂(𝑛) operacija | izraqunava�a najve�eg me�u rastoja�ima
proizvo	ne taqke ravni (centra kruga) do svih 𝑛 taqaka. Povrxina 𝐶
mo�e se "prebrisati" (pregledati) rotiraju�om polupravom kojoj je poqetak
centar 𝐶, videti sliku 2.3. Pretpostavimo za trenutak da rotiraju�a
poluprava u svakom trenutku sadr�i najvixe jednu taqku. Oqekujemo da
�emo spaja�em taqaka onim redom kojim poluprava nailazi na �ih dobiti
prost mnogougao. Pokuxajmo da to doka�emo. Oznaqimo taqke, ure�ene u
skladu sa redosledom nailaska poluprave na �ih, sa 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (prva
taqka bira se proizvo	no). Za svako 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, stranica 𝑝𝑖−𝑝𝑖−1 (odnosno
𝑝1− 𝑝𝑛 za 𝑖 = 1) sadr�ana je u novom (disjunktnom) iseqku kruga, pa se ne
seqe ni sa jednom drugom stranom. Ako bi ovo tvr�e�e bilo taqno, dobijeni
mnogougao bi morao da bude prost. Me�utim, ugao izme�u polupravih kroz
neke dve uzastopne taqke 𝑝𝑖 i 𝑝𝑖+1 mo�e da bude ve�i od 𝜋. Tada iseqak koji
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sadr�i du� 𝑝𝑖−𝑝𝑖+1 sadr�i vixe od pola kruga i nije konveksna figura,
a du� 𝑝𝑖 − 𝑝𝑖+1 prolazi kroz druge iseqke kruga, pa mo�e da seqe druge
stranice mnogougla. Da bismo se uverili da je to mogu�e, dovo	no je da
umesto nacrtanog zamislimo krug sa centrom van kruga sa slike 2.3. Ovo
je dobar primer specijalnih sluqajeva na koje se nailazi pri rexava�u
geometrijskih problema. Potrebno je da budemo pa�	ivi, da bismo bili
sigurni da su svi sluqajevi razmotreni. Na ovu pojavu nailazi se kod svih
vrsta algoritama, ali je ona kod geometrijskih algoritama drastiqnije
izra�ena.

r
rrrrr

r r
b

?

Slika 2.3: Prolazak taqaka u krugu rotiraju�om polupravom.

Da bi se rexio uoqeni problem, mogu se, na primer, fiksirati proiz-
vo	ne tri taqke iz skupa, a za centar kruga izabrati neka taqka unutar
�ima odre�enog trougla (na primer te�ixte, koje se lako nalazi). Ovakav
izbor garantuje da ni jedan od dobijenih sektora kruga ne�e imati ugao
ve�i od 𝜋. Mogu�e je izabrati i drugo rexe�e, da se za centar kruga
uzme jedna od taqaka iz skupa | taqka 𝑧 sa najve�om 𝑥-koordinatom (i sa
najma�om 𝑦-koordinatom, ako ima vixe taqaka sa najve�om 𝑥-koordinatom);
zva�emo je ekstremna taqka. Zatim koristimo isti osnovni algoritam.
Sortiramo taqke prema polo�aju u krugu sa centrom 𝑧. Preciznije, sortiraju
se uglovi izme�u 𝑥-ose i polupravih od 𝑧 ka ostalim taqkama. Ako dve ili
vixe taqaka imaju isti ugao, one se da	e sortiraju prema rastoja�u od
taqke 𝑧. Na kraju, 𝑧 se povezuje sa taqkom sa najma�im i najve�im uglom, a
ostale taqke povezuju se u skladu sa dobijenim ure�e�em, po dve uzastopne.
Poxto sve taqke le�e levo od 𝑧, do degenerisanog sluqaja o kome je bilo
reqi ne mo�e do�i. Prost mnogougao dobijen ovim postupkom za taqke sa
slike 2.3 prikazan je na slici 2.4.

s
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𝑧

Slika 2.4: Konstrukcija prostog mnogougla.

Opisani metod mo�e se usavrxiti na dva naqina. Ugao 𝜙 koji prava
𝑦 = 𝑚𝑥+𝑏 zaklapa sa 𝑥 osom dobija se korix�e�em veze 𝑚 = tg𝜙, odnosno
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iz jednaqine 𝜙 = arctg𝑚. Me�utim, uglovi se ne moraju eksplicitno
izraqunavati. Uglovi se koriste samo za nala�e�e redosleda kojim treba
povezati taqke. Isti redosled dobija se ure�e�em nagiba (odnosno odnosa
priraxtaja 𝑦- i 𝑥-koordinata) odgovaraju�ih polupravih; to qini nepotrebnim
izraqunava�e arkustangensa. Iz istog razloga nepotrebno je izraqunava�e
rastoja�a kad dve taqke imaju isti nagib| dovo	no je izraqunati kvadrate
rastoja�a. Dakle, nema potrebe za izraqunava�em kvadratnih korenova.

Algoritam Prost mnogougao(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛);

Ulaz: 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (taqke u ravni).

Izlaz: 𝑃 (prost mnogougao sa temenima 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 u nekom redosledu).

begin

promeniti oznake tako da 𝑝1 bude ekstremna taqka;

{taqka sa najve�om 𝑥-koordinatom, a ako takvih ima vixe,}
{ona od �ih koja ima najma�u𝑦-koordinatu}
for 𝑖 := 2 to 𝑛 do

izraqunati ugao 𝛼𝑖 izme�u prave −𝑝1 − 𝑝𝑖− i 𝑥-ose;

sortirati taqke prema uglovima 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛;

{u grupi sa istim uglom sortirati ih prema rastoja�u od 𝑝1}
𝑃 je mnogougao definisan sortiranom listom taqaka

end

Slo�enost. Osnovna komponenta vremenske slo�enosti ovog algoritma
potiqe od sortira�a. Slo�enost algoritma je dakle 𝑂(𝑛 log 𝑛).

2.4 Konveksni omotaq

Konveksni omotaq konaqnog skupa taqaka definixe se kao najma�i
konveksni mnogougao koji sadr�i sve taqke skupa. Konveksni omotaq se
predstav	a na isti naqin kao obiqan mnogougao, temenima navedenim u
cikliqkom redosledu.

Problem. Konstruisati konveksni omotaq zadatih 𝑛 ≥ 3 taqaka u ravni.

Obrada konveksnih mnogouglova jednostavnija je od obrade proizvo	nih
mnogouglova. Na primer, postoji algoritam slo�enosti𝑂(log 𝑛) za proveru
pripadnosti taqke konveksnom 𝑛-touglu.

Pretpostavimo da je zadatak da utvrdimo da li se taqka 𝑞 nalazi
unutar datog konveksnog mnogougla 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛. Ideja na kojoj se zasniva
algoritam je da se primeni binarna pretraga: ako znamo da se 𝑞 nalazi
unutar ugla ̸ 𝑝𝑖𝑝1𝑝𝑗 , 𝑖 < 𝑗, onda se posle provere da li se 𝑞 i 𝑝𝑗 nalaze
sa iste strane prave 𝑝1𝑝𝑚, 𝑚 = ⌊(𝑖 + 𝑗)/2⌋, zna da li je 𝑞 unutar ugla
̸ 𝑝𝑚𝑝1𝑝𝑗 (ako je odgovor "da", ili ako je 𝑞 na pravoj 𝑝1𝑝𝑚), ili unutar ugla
̸ 𝑝𝑖𝑝1𝑝𝑚 (u protivnom). Na poqetku se proverava da li je 𝑞 unutar ugla
̸ 𝑝2𝑝1𝑝𝑛 (ako nije, onda 𝑞 ne pripada mnogouglu). Posle najvixe 𝑂(log 𝑛)
koraka zak	uquje se ili da 𝑞 ne pripada mnogouglu, ili da je unutar nekog
ugla ̸ 𝑝𝑖𝑝1𝑝𝑖+1; u drugom sluqaju je 𝑞 u mnogouglu akko pripada trouglu
△𝑝𝑖𝑝1𝑝𝑖+1.
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Temena konveksnog omotaqa su neke od taqaka iz zadatog skupa. Ka�emo
da taqka pripada omotaqu ako je teme omotaqa. Koveksni omotaq mo�e se
sastojati od najma�e tri, a najvixe 𝑛 taqaka. Konveksni omotaqi imaju
xiroku primenu, pa su zbog toga razvijeni mnogobrojni algoritmi za
�ihovu konstrukciju.

2.4.1 Direktni pristup

Kao i obiqno, pokuxa�emo najpre sa direktnim induktivnim pristupom.
Konveksni omotaq za tri taqke lako je na�i. Pretpostavimo da umemo da
konstruixemo konveksni omotaq skupa od < 𝑛 taqaka, i pokuxajmo da
konstruixemo konveksni omotaq skupa od 𝑛 taqaka. Kako 𝑛-ta taqka mo�e
da promeni konveksni omotaq za prvih 𝑛 − 1 taqaka? Postoje dva mogu�a
sluqaja: ili je nova taqka u prethodnom konveksnom omotaqu (tada on ostaje
neprome�en), ili je ona van �ega, pa se omotaq "xiri" da obuhvati i
novu taqku, videti sliku 2.5. Potrebno je dakle rexiti dva potproblema:
utvr�iva�e da li je nova taqka unutar omotaqa i proxiriva�e omotaqa
novom taqkom. Oni nisu jednostavni. Stvar se mo�e uprostiti pogodnim
izborom 𝑛-te taqke. Zvuqi izazovno pokuxati sa izborom taqke unutar
omotaqa; to, me�utim, nije uvek mogu�e jer u nekim sluqajevima sve taqke
pripadaju omotaqu. Druga mogu�nost, koja se pokazala uspexnom u pret-
hodnom problemu, je izbor ekstremne taqke za 𝑛-tu taqku.
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Slika 2.5: Proxiriva�e konveksnog omotaqa novom taqkom.

Izaberimo ponovo taqku sa najve�om 𝑥-koordinatom (i minimalnom
𝑦-koordinatom ako ima vixe taqaka sa najve�om 𝑥-koordinatom). Neka
je to taqka 𝑞. Jasno je da taqka 𝑞 mora biti teme konveksnog omotaqa.
Pita�e je kako promeniti konveksni omotaq ostalih 𝑛− 1 taqaka tako da
obuhvati i 𝑞. Potrebno je najpre prona�i temena starog omotaqa koja su u
unutrax�osti novog omotaqa (𝑝3 i 𝑝4 na slici 2.5) i ukloniti ih; zatim
se ume�e novo teme 𝑞 izme�u dva postoje�a (𝑝2 i 𝑝5 na slici 2.5). Prava
oslonca konveksnog mnogougla je prava koja mnogougao seqe u samo jednom
temenu ili u dva susedna temena. Mnogougao uvek ceo le�i sa jedne strane
svoje prave oslonca. Posmatrajmo sada prave oslonca −𝑞− 𝑝2− i −𝑞− 𝑝5−
na slici 2.5. Obiqno samo dva temena mnogougla poveziva�em sa 𝑞 odre�uju
prave oslonca (ignorisa�emo specijalni sluqaj kad dva temena mnogougla
le�e na istoj pravoj sa 𝑞). Mnogougao le�i izme�u dve prave oslonca,
xto ukazuje kako treba izvesti modifikaciju omotaqa. Prave oslonca
zaklapaju minimalni i maksimalni ugao sa 𝑥-osom me�u svim pravim
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kroz 𝑞 i neko teme mnogougla. Da bismo odredili ta dva temena, treba da
razmotrimo prave iz 𝑞 ka svim ostalim temenima, da izraqunamo uglove
koje one zaklapaju sa 𝑥-osom, i me�u tim uglovima izaberemo minimalan
i maksimalan. Posle pronala�e�a dva ekstremna temena 𝑝𝑖, 𝑝𝑗 lako je
konstruisati modifikovani omotaq. Potrebno je eliminisati jedan od dva
dobijena segmenta niza temena. Posmatraju se susedna temena npr. temena
𝑝𝑖. Jedno od �ih je sa iste strane prave −𝑝𝑖 − 𝑝𝑗− kao i taqka 𝑞; to teme
pripada segmentu niza temena koje treba zameniti novim stranicama 𝑝𝑖−𝑞
i 𝑞 − 𝑝𝑗 . U primeru na slici 2.5 teme 𝑝4, susedno ekstremnom temenu 𝑝5,
nalazi se sa iste strane dijagonale 𝑝5 − 𝑝2, pa se segment starog omotaqa
𝑝3, 𝑝4 zame�uje sa dve nove stranice 𝑝5 − 𝑞 i 𝑝2 − 𝑞.

Slo�enost. Za svaku taqku treba izraqunati uglove pravih ka svim
prethodnim temenima i 𝑥-ose, prona�i minimalni i maksimalni ugao,
dodati novi qvor i izbaciti neke qvorove. Slo�enost dodava�a 𝑘-te taqke
je dakle 𝑂(𝑘), a videli smo ve� da je rexe�e diferencne jednaqine 𝑇 (𝑛) =
𝑇 (𝑛−1)+𝑐𝑛 oblika 𝑂(𝑛2). Prema tome, slo�enost ovog algoritma je 𝑂(𝑛2).
Algoritam na poqetku tako�e zahteva i sortira�e, ali je vreme sortira�a
asimptotski ma�e od vremena potrebnog za ostale operacije.

2.4.2 Uvija�e poklona

Kako se mo�e pobo	xati opisani algoritam? Kad proxirujemo mno-
gougao teme po teme, dosta vremena troximo na formira�e konveksnih
mnogouglova od taqaka koje mogu biti unutrax�e za konaqni konveksni
omotaq. Mo�e li se to izbe�i? Umesto da pravimo omotaqe podskupova
datog skupa taqaka, mo�emo da posmatramo kompletan skup taqaka i da
direktno pravimo �egov konveksni omotaq. Mo�e se, kao i u prethodnom
algoritmu, krenuti od ekstremne taqke (koja uvek pripada omotaqu), pro-
na�i �oj susedna temena omotaqa nalaze�i prave oslonca, i nastaviti na
isti naqin od tih suseda. Ovaj algoritam iz razum	ivih razloga zove se
uvija�e poklona.Polazi se od jednog temena "poklona", i onda se on
uvija u konveksni omotaq pronalaze�i teme po teme omotaqa. Algoritam
opisuje naredni kod. Algoritam se mo�e prepraviti tako da radi i u
prostorima ve�e dimenzije.

Algoritam uvija�e poklona je direktna posledica primene slede�e
induktivne hipoteze (po 𝑘):

Induktivna hipoteza. Za zadati skup od 𝑛 taqaka u ravni, umemo da
prona�emo konveksni put du�ine 𝑘 < 𝑛 koji je deo konveksnog omotaqa
skupa.

Kod ove hipoteze naglasak je na proxiriva�u puta, a ne omotaqa.
Umesto da pronalazimo konveksne omotaqe ma�ih skupova, mi pronalazimo
deo konaqnog konveksnog omotaqa.

Slo�enost. Da bismo dodali 𝑘-to teme omotaqu, treba da prona�emo
pravu sa najma�im uglom u skupu od 𝑛− 𝑘 pravih. Zbog toga je vremenska
slo�enost algoritma uvija�e poklona 𝑂(𝑛2), odnosno ako konaqni omotaq
ima 𝑚 taqaka, slo�enost je 𝑂(𝑚𝑛).
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Algoritam Uvijanje poklona(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛);

Ulaz: 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (skup taqaka u ravni).

Izlaz: 𝑃 (konveksni omotaq taqaka 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).

begin

Neka je 𝑃 prazan skup;

Neka je 𝑝 taqka sa najve�om 𝑥-koordinatom

(i sa najma�om 𝑦-koordinatom, ako ima vixe

taqka sa najve�om 𝑥-koordinatom);

Uk	uqi 𝑝 u skup 𝑃 ;

Neka je 𝐿 prava kroz 𝑝 paralelna sa 𝑥-osom;

while omotaq 𝑃 nije zavrxen do

Neka je 𝑞 taqka za koju je najma�i ugao izme�u 𝐿 i −𝑝− 𝑞−;

Uk	uqi 𝑞 u skup 𝑃 ;

𝐿 := prava − 𝑝− 𝑞−;

𝑝 := 𝑞

end

2.4.3 Grejemov algoritam

Sada �emo razmotriti algoritam za nala�e�e konveksnog omotaqa slo-
�enosti𝑂(𝑛 log 𝑛). Zapoqi�e se sortira�em taqaka prema uglovima, sliqno
kao pri konstrukciji prostog mnogougla u ode	ku 2.3. Neka je 𝑝1 taqka
sa najve�om 𝑥-koordinatom (i sa najma�om 𝑦-koordinatom, ako ima vixe
taqaka sa najve�om 𝑥-koordinatom). Za svaku taqku 𝑝𝑖 izraqunavamo ugao
izme�u prave −𝑝1 − 𝑝𝑖− i 𝑥-ose, i sortiramo taqke prema veliqini ovih
uglova, videti sliku 2.6. Taqke prolazimo redosledom kojim se pojav	uju u
(prostom) mnogouglu, i pokuxavamo da identifikujemo temena konveksnog
omotaqa. Kao i kod algoritma uvija�e poklona pamtimo put sastav	en
od dela pro�enih taqaka. Preciznije, to je konveksni put qiji konveksni
mnogougao sadr�i sve do sada pregledane taqke (odgovaraju�i konvek-
sni mnogougao dobija se poveziva�em prve i posled�e taqke puta). Zbog
toga, u trenutku kad su sve taqke pregledane, konveksni omotaq skupa
taqaka je konstruisan. Osnovna razlika izme�u ovog algoritma i uvija�a
poklona je u qi�enici da teku�i konveksni put ne mora da bude deo
konaqnog konveksnog omotaqa. To je samo deo konveksnog omotaqa do sada
pregledanih taqaka. Put mo�e da sadr�i taqke koje ne pripadaju konaqnom
konveksnom omotaqu; te taqke bi�e eliminisane kasnije. Na primer, put od
𝑝1 do 𝑞𝑚 na slici 2.6 je konveksan, ali 𝑞𝑚 i 𝑞𝑚−1 oqigledno ne pripadaju
konveksnom omotaqu. Ovo razmatra�e sugerixe algoritam zasnovan na
slede�oj induktivnoj hipotezi.

Induktivna hipoteza. Ako je dato 𝑛 taqaka u ravni, ure�enih prema
algoritmu 𝑃𝑟𝑜𝑠𝑡 𝑚𝑛𝑜𝑔𝑜𝑢𝑔𝑎𝑜 (ode	ak 2.3), onda umemo da konstruixemo
konveksni put preko nekih od prvih 𝑘 taqaka, takav da odgovaraju�i kon-
veksni mnogougao obuhvata prvih 𝑘 taqaka.

Sluqaj 𝑘 = 1 je trivijalan. Oznaqimo konveksni put dobijen (induktivno)
za prvih 𝑘 taqaka sa 𝑃 = 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑚. Sada treba da proxirimo induktivnu
hipotezu na 𝑘+ 1 taqaka. Posmatrajmo ugao izme�u pravih −𝑞𝑚−1− 𝑞𝑚− i
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Slika 2.6: Grejemov algoritam za nala�e�e konveksnog omotaqa skupa
taqaka.

−𝑞𝑚−𝑝𝑘+1− (videti sliku 2.6). Ako je taj ugao ma�i od 𝜋 (pri qemu se ugao
meri iz unutrax�osti mnogougla), onda se 𝑝𝑘+1 mo�e dodati postoje�em
putu (novi put je zbog toga tako�e konveksan), qime je korak indukcije
zavrxen. U protivnom, tvrdimo da 𝑞𝑚 le�i u mnogouglu dobijenom zamenom
𝑞𝑚 u 𝑃 taqkom 𝑝𝑘+1, i poveziva�em 𝑝𝑘+1 sa 𝑝1. Ovo je taqno jer su taqke
ure�ene preme odgovaraju�im uglovima. Prava −𝑝1 − 𝑝𝑘+1− le�i "levo"
od prvih 𝑘 taqaka. Zbog toga 𝑞𝑚 jeste unutar gore definisanog mnogougla,
mo�e se izbaciti iz 𝑃 , a 𝑝𝑘+1 se mo�e dodati. Da li je time sve ura�eno?
Ne sasvim. Iako se 𝑞𝑚 mo�e eliminisati, modifikovani put ne mora uvek
da bude konveksan. Zaista, slika 2.6 jasno pokazuje da postoje sluqajevi kad
treba eliminisati jox taqaka. Na primer, taqka 𝑞𝑚−1 mo�e da bude unutar
mnogougla definisanog modifikovanim putem. Moramo da (unazad) nastavimo
sa proverama posled�e dve grane puta, sve dok ugao izme�u �ih ne postane
ma�i od 𝜋. Put je tada konveksan, a hipoteza je proxirena na 𝑘+ 1 taqku.

Algoritam Grahamov algoritam(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛);

Ulaz: 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 (skup taqaka u ravni).

Izlaz: 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑚 (konveksni omotaq taqaka 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).

begin

Neka je 𝑝1 taqka sa najve�om 𝑥-koordinatom (a najma�om 𝑦-koordinatom,

ako ima vixe taqaka sa najve�om 𝑥-koordinatom);

Pomo�u algoritma 𝑃𝑟𝑜𝑠𝑡 𝑚𝑛𝑜𝑔𝑜𝑢𝑔𝑎𝑜 urediti taqke u odnosu na 𝑝1;

neka je to redosled 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛;

𝑞1 := 𝑝1;

𝑞2 := 𝑝2;

𝑞3 := 𝑝3; {put 𝑃 se na poqetku sastoji od 𝑝1, 𝑝2 i 𝑝3}
𝑚 := 3;

for 𝑘 := 4 to 𝑛 do

while ugao izme�u − 𝑞𝑚−1 − 𝑞𝑚 − i − 𝑞𝑚 − 𝑝𝑘−) ≥ 𝜋 do

𝑚 := 𝑚− 1;

𝑚 := 𝑚+ 1;

𝑞𝑚 := 𝑝𝑘 {na slici 2.6 to je 𝑝𝑘+1}
end

Slo�enost. Glavni deo slo�enosti algoritma potiqe od poqetnog sor-
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tira�a. Ostatak algoritma izvrxava se za vreme 𝑂(𝑛). Svaka taqka skupa
razmatra se taqno jednom u induktivnom koraku kao 𝑝𝑘+1. U tom trenutku
taqka se uvek dodaje konveksnom putu. Ista taqka bi�e razmatrana i kasnije
(mo�da qak i vixe nego jednom) da bi se proverila �ena pripadnost
konveksnom putu. Broj taqaka na koje se prime�uje ovakav povratni test
mo�e biti veliki, ali se sve one, sem dve (teku�a taqka i taqka za koju se
ispostav	a da da	e pripada konveksnom putu) eliminixu, jer taqka mo�e
biti eliminisana samo jednom! Prema tome, troxi se najvixe konstantno
vreme za eliminaciju svake taqke i konstantno vreme za �eno dodava�e.
Ukupno je za ovu fazu potrebno 𝑂(𝑛) koraka. Zbog sortira�a je vreme
izvrxava�a kompletnog algoritma 𝑂(𝑛 log 𝑛).

2.5 Preseci horizontalnih i vertikalnih du�i

Qesto se nailazi na probleme nala�e�a preseka. Ponekad je potrebno
pronala�e�e preseka vixe objekata, a ponekad samo treba otkriti da li
je presek neprazan skup. Problemi detekcije su obiqno lakxi. U ovom
ode	ku prikaza�emo jedan problem nala�e�a preseka, koji ilustruje va�nu
tehniku za rexava�e geometrijskih problema. Ista tehnika mo�e se pri-
meniti i na druge probleme.

Problem. Za zadati skup od 𝑛 horizontalnih i 𝑚 vertikalnih du�i
prona�i sve �ihove preseke.

Ovaj problem va�an je, na primer, pri projektova�u kola VLSI (in-
tegrisanih kola sa ogromnim brojem elemenata). Kolo mo�e da sadr�i
na hi	ade "�iqica", a projektant treba da bude siguran da ne postoje
neoqekivani preseci. Na problem se tako�e nailazi pri eliminaciji skri-
venih linija kada je potrebno zak	uqiti koje ivice ili delovi ivica
su skriveni samim objektom ili nekim drugim objektom; taj problem je
obiqno komplikovaniji, jer se ne radi samo o horizontalnim i vertikalnim
linijama. Primer ulaza za ovaj problem prikazan je na slici 2.7.

𝐿

Slika 2.7: Preseci horizontalnih i vertikalnih du�i.

Nala�e�e svih preseka vertikalnih du�i je jednostavan problem, koji
se ostav	a qitaocu za ve�ba�e (isto se odnosi i na horizontalne du�i).
Pretpostavimo zbog jednostavnosti da ne postoje preseci izme�u proizvo	ne
dve horizontalne, odnosno proizvo	ne dve vertikalne du�i. Ako pokuxamo
da problem reximo ukla�a�em jedne po jedne du�i (bilo horizontalne,
bilo vertikalne), onda �e biti neophodno da se prona�u preseci uklo�ene
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du�i sa svim ostalim du�ima, pa se dobija algoritam sa 𝑂(𝑚𝑛) nala�e�a
preseka du�i. U opxtem sluqaju broj preseka mo�e da bude 𝑂(𝑚𝑛), pa
algoritam mo�e da utroxi vreme 𝑂(𝑚𝑛) ve� samo za prikaziva�e svih
preseka. Me�utim, broj preseka mo�e da bude mnogo ma�i od 𝑚𝑛. Voleli
bismo da konstruixemo algoritam koji radi dobro kad ima malo preseka,
a ne previxe loxe ako preseka ima mnogo. Dakle ci	 nam je da problem
reximo korix�e�em algoritma oset	ivog na izlaz, qija slo�enost zavisi
i od veliqine ulaza i od veliqine izlaza. To se mo�e posti�i kombinova�em
dveju ideja: izbora specijalnog redosleda indukcije i pojaqava�a induk-
tivne hipoteze.

Redosled primene indukcije mo�e se odrediti pokretnom pravom (eng.
sweeping line) koja prelazi ("skenira") ravan sleva udesno; du�i se razmatraju
onim redom kojim na �ih nailazi pokretna prava. Pored nala�e�a preseqnih
taqaka, treba quvati i neke podatke o du�ima koje je pokretna prava
ve� zahvatila. Ti podaci bi�e korisni za efikasnije nala�e�e narednih
preseka. Ova tehnika zove se tehnika pokretne linije.

Zamislimo vertikalnu pravu koja prelazi ravan sleva udesno. Da bismo
ostvarili efekat prebrisava�a, sortiramo sve krajeve du�i prema �ihovim
𝑥-koordinatama. Dve kraj�e taqke vertikalne du�i imaju iste 𝑥-koordinate,
pa se registruje samo jedna 𝑥-koordinata Za horizontalne du�i moraju se
koristiti oba kraja. Posle sortira�a krajeva, du�i se razmatraju jedna
po jedna utvr�enim redosledom. Kao i obiqno pri induktivnom pristupu,
pretpostav	amo da smo pronaxli preseqne taqke prethodnih du�i, i da
smo obezbedili neke dopunske informacije, pa sada pokuxavamo da obradimo
slede�u du� i da unesemo neophodne dopune informacija. Prema tome
struktura algoritma je u osnovi slede�a. Razmatramo krajeve du�i jedan
po jedan, sleva udesno. Koristimo informacije prikup	ene do sada (nismo
ih jox specificirali) da obradimo kraj du�i, prona�emo preseke u kojima
ona uqestvuje, i dopu�ujemo informacije da bismo ih koristili pri slede�em
nailasku na neki kraj du�i. Osnovni problem je definisa�e informacija
koje treba prikup	ati. Pokuxajmo da pokrenemo algoritam da bismo otkrili
koje su to informacije potrebne.

Prirodno je u induktivnu hipotezu uk	uqiti poznava�e svih preseqnih
taqaka du�i koje se nalaze levo od trenutnog polo�aja pokretne prave.
Da li je bo	e proveravati preseke kad se razmatra horizontalna ili
vertikalna du�? Kad razmatramo vertikalnu du�, horizontalne du�i
koje je mogu se�i jox uvek se razmatraju (poxto nije dostignut �ihov
desni kraj). S druge strane, kad posmatramo bilo levi, bilo desni kraj
horizontalne du�i, mi ili nismo naixli na vertikalne du�i koje je
seku, ili smo ih ve� zaboravili. Dakle, bo	e je preseke brojati prilikom
nailaska na vertikalnu du�. Pretpostavimo da je pokretna prava trenutno
preklopila vertikalnu du� 𝐿 (videti sliku 2.7). Kakve informacije su
potrebne da se prona�u svi preseci du�i 𝐿? Poxto se pretpostav	a da
su svi preseci levo od trenutnog polo�aja pokretne prave ve� poznati,
nema potrebe razmatrati horizontalnu du� ako je �en desni kraj levo
od pokretne prave. Prema tome, treba razmatrati samo one horizontalne
du�i qiji su levi krajevi levo, a desni krajevi desno od trenutnog polo�aja
pokretne prave (na slici 2.7 takvih du�i ima xest). Potrebno je quvati
listu takvih horizontalnih du�i (odnosno �ihovih 𝑦-koordinata). Kad
se nai�e na vertikalnu du� 𝐿, potrebno je proveriti da li se ona seqe sa
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tim horizontalnim du�ima. Va�no je primetiti da za nala�e�e preseka
sa 𝐿 ovde 𝑥-koordinate krajeva du�i nisu od znaqaja. Mi ve� znamo da
horizontalne du�i iz liste imaju 𝑥-koordinate koje "pokrivaju" 𝑥-koordinatu
du�i 𝐿. Potrebno je proveriti samo 𝑦-koordinate horizontalnih du�i iz
liste, da bi se proverilo da li su one obuhva�ene opsegom 𝑦-koordinata
du�i 𝐿. Sada smo spremni da formulixemo induktivnu hipotezu.

Induktivna hipoteza. Neka je zadata lista od prvih 𝑘 sortiranih 𝑥-
koordinata krajeva du�i kao xto je opisano, pri qemu je 𝑥𝑘 najve�a od
𝑥-koordinata. Umemo da prona�emo sve preseke du�i koji su levo od 𝑥𝑘, i
da eliminixemo sve horizontalne du�i koje su levo od 𝑥𝑘.

Za horizontalne du�i koje se jox uvek razmatraju re�i �emo da su
kandidati (to su horizontalne du�i qiji su levi krajevi levo, a desni
krajevi desno od teku�eg polo�aja pokretne prave). Formira�emo i odr�avati
strukturu podataka koja sadr�i skup kandidata. Odlo�i�emo za trenutak
analizu realizacije ove strukture podataka.

Bazni sluqaj za navedenu induktivnu hipotezu je jednostavan. Da bismo
je proxirili, potrebno je da obradimo (𝑘 + 1)-i kraj du�i. Postoje tri
mogu�nosti.

1. (𝑘 + 1)-i kraj du�i je desni kraj horizontalne du�i; du� se tada
prosto eliminixe iz spiska kandidata. Kao xto je reqeno, preseci
se pronalaze pri razmatra�u vertikalnih du�i, pa se ni jedan od
preseka ne gubi eliminacijom horizontalne du�i. Ovaj korak dakle
proxiruje induktivnu hipotezu.

2. (𝑘 + 1)-i kraj du�i je levi kraj horizontalne du�i; du� se tada
dodaje u spisak kandidata. Poxto desni kraj du�i nije dostignut,
du� se ne sme jox eliminisati, pa je i u ovom sluqaju induktivna
hipoteza proxirena na ispravan naqin.

3. (𝑘+1)-i kraj du�i je vertikalna du�. Ovo je osnovni deo algoritma.
Preseci sa ovom vertikalnom du�i mogu se prona�i upore�iva�em
𝑦-koordinata svih horizontalnih du�i iz skupa kandidata sa 𝑦-ko-
ordinatama krajeva vertikalne du�i.

Algoritam je sada kompletan. Broj upore�iva�a �e obiqno biti mnogo
ma�i od 𝑚𝑛. Na �alost, u najgorem sluqaju ovaj algoritam ipak zahteva
𝑂(𝑚𝑛) upore�iva�a, qak iako je broj preseka mali. Ako se, na primer,
sve horizontalne du�i prostiru sleva udesno ("celom xirinom"), onda
se mora proveriti presek svake vertikalne du�i sa svim horizontalnim
du�ima, xto implicira slo�enost 𝑂(𝑚𝑛). Ovaj najgori sluqaj pojav	uje
se qak i ako nijedna vertikalna du� ne seqe nijednu horizontalnu du�.

Da bi se usavrxio algoritam, potrebno je sma�iti broj upore�iva�a
𝑦-koordinata vertikalne du�i sa 𝑦-koordinatama horizontalnih du�i u
skupu kandidata. Neka su 𝑦-koordinate du�i koja se trenutno razmatra
𝑦𝐷 i 𝑦𝐺, i neka su 𝑦-koordinate horizontalnih du�i iz skupa kandidata
𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑟. Pretpostavimo da su horizontalne du�i u skupu kandidata
zadate sortirano prema 𝑦-koordinatama (odnosno niz 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑟 je rastu�i).
Horizontalne du�i koje se seku sa vertikalnom mogu se prona�i izvo�e�em
dve binarne pretrage, jedne za 𝑦𝐷, a druge za 𝑦𝐺. Neka je 𝑦𝑖 < 𝑦𝐷 ≤ 𝑦𝑖+1 ≤
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𝑦𝑗 ≤ 𝑦𝐺 < 𝑦𝑗+1. Vertikalnu du� seku horizontalne sa koordinatama 𝑦𝑖+1,
𝑦𝑖+2,. . . 𝑦𝑗 , i samo one. Mo�e se tako�e izvrxiti jedna binarna pretraga
za npr. 𝑦𝐷, a zatim prolaziti 𝑦-koordinate dok se ne do�e do 𝑦𝑗 . Iako
je polazni problem dvodimenzionalan, nala�e�e 𝑦𝑖+1, . . . 𝑦𝑗 je jednodi-
menzionalni problem. Tra�e�e brojeva u jednodimenzionalnom opsegu (u
ovom sluqaju od 𝑦𝐷 do 𝑦𝐺) zove se jednodimenzionalna pretraga opsega.
Ako su brojevi sortirani, onda je vreme izvrxe�a jednodimenzionalne
pretrage opsega proporcionalno zbiru vremena tra�e�a prvog preseka i
broja prona�enih preseka. Naravno, ne mo�emo da priuxtimo sebi sortira�e
horizontalnih du�i pri svakom nailasku na vertikalnu du�.

Prisetimo se jox jednom zahteva. Potrebna je struktura podataka pogodna
za quva�e kandidata, koja dozvo	ava umeta�e novog elementa, brisa�e
elementa i efikasno izvrxe�e jednodimenzionalne pretrage opsega. Na
sre�u, postoji vixe struktura podataka| na primer, uravnote�eno stablo
| koja omogu�uju izvrxe�e umeta�a, brisa�a i tra�e�a slo�enosti
𝑂(log 𝑛) po operaciji (gde je 𝑛 broj elemenata u skupu), i linearno pretra-
�iva�e za vreme proporcionalno broju prona�enih elemenata. Pretraga
zapoqi�e tra�e�em 𝑦𝐷 i 𝑦𝐺 u stablu koje sadr�i kandidate 𝑦1, . . . , 𝑦𝑟.
Neka su putevi koji se pri tome prelaze polaze�i od korena stabla oznaqeni
sa 𝑃𝐷, 𝑃𝐺, i neka je 𝑣 posled�i zajedniqki qvor za ta dva puta. Rezultat
pretrage su k	uqevi kompletnih desnih podstabala qvorova sa puta 𝑃𝐷

(ispod 𝑣) u kojima put nastav	a levom granom, i (simetriqno) kompletnih
levih podstabala qvorova sa puta 𝑃𝐺 (ispod 𝑣) u kojima put nastav	a
desnom granom. Ovim su obuhva�eni svi qvorovi u unutrax�im podstablima
koja su ogra�ena putevima 𝑃𝐷 i 𝑃𝐺. Tokom obilaska, tako�e se proveravaju
i prijav	uju svi qvorovi na putevima 𝑃𝐷 i 𝑃𝐺 koji le�e u intervalu.

Slo�enost. Poqetno sortira�e prema 𝑥-koordinatama krajeva du�i
zahteva 𝑂((𝑚 + 𝑛) log(𝑚 + 𝑛)) koraka. Poxto svako umeta�e i brisa�e
zahteva 𝑂(log 𝑛) koraka, ukupno vreme za obradu horizontalnih du�i je
𝑂(𝑛 log 𝑛). Obrada vertikalnih du�i zahteva jednodimenzionalnu pretragu
opsega, koja se mo�e izvrxiti za vreme 𝑂(log 𝑛 + 𝑟), gde je 𝑟 broj preseka
ove vertikalne du�i. Vremenska slo�enost algoritma je dakle

𝑂((𝑚 + 𝑛) log(𝑚 + 𝑛) + 𝑅),

gde je 𝑅 ukupan broj preseka.
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Slika 2.8: Primer jednodimenzionalne pretrage opsega. Kandidati, �ih
25, upisani su u uravnote�eno stablo, a ispisuju se kandidati iz
intervala [30,39]. Rezultat qine tamno sivi i crni qvorovi.

Algoritam Preseci((𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚), (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛));

Ulaz: 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚 (skup vertikalnih du�i), iℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑛 (skup horizontalnih du�i).

{𝑦𝐺(𝑣𝑖) i 𝑦𝐺(𝑣𝑖) su ma�a i ve�a 𝑦-koordinata du�i 𝑣𝑖}
Izlaz: Skup svih parova du�i koje imaju presek.

begin

Sortirati sve 𝑥-koordinate u neopadaju�i niz i smestiti ih u 𝑄;

𝑉 := ∅;
{𝑉 je skup horizontalnih du�i, trenutnih kandidata za preseke; organizovan}
{je kao uravnote�eno stablo prema 𝑦-koordinatama horizontalnih du�i}
while 𝑄 je neprazan do

ukloniti iz 𝑄 naredni kraj du�i, 𝑝;

if 𝑝 je desni kraj du�i ℎ𝑘 then

ukloniti ℎ𝑘 iz 𝑉

else if 𝑝 je levi kraj du�i ℎ𝑘 then

uk	uqiti ℎ𝑘 u 𝑉

else if 𝑝 je 𝑥-koordinata vertikalne du�i 𝑣𝑖 then

{nala�e�e preseka kandidata sa vertikalnom du�i}
jednodimenzionalna pretraga opsega od 𝑦𝐺(𝑣𝑖) do 𝑦𝐺(𝑣𝑖) u 𝑉

end



23 2. Geometrijski algoritmi

2.6 Odre�iva�e dve najuda	enije taqke u ravni

Qesto je, pored dve najbli�e taqke, va�no odrediti i dve najuda	enije
taqke u nekom skupu taqaka. Neka je 𝑆 skup od 𝑛 taqaka u ravni i neka
je zadatak odrediti dijametar 𝐷(𝑆) skupa taqaka 𝑆 koji se definixe kao
najve�e rastoja�e neke dve taqke iz 𝑆:

𝐷(𝑆) = max{𝑑(𝑝, 𝑞) | 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆}

Pritom �elimo da utvrdimo i koje su to dve taqke 𝑎 i 𝑏 za koje va�i
da je 𝑑(𝑎, 𝑏) = 𝐷(𝑆) (mo�emo da razlikujemo dve varijante ovog problema:
na�i bilo koji par takvih taqaka ili sve parove koji zadovo	avaju ovaj
uslov). Direktan naqin da reximo ovaj problem sastojao bi se od raquna�a
rastoja�a 𝑑(𝑝, 𝑞) za svaki par taqaka (𝑝, 𝑞) i odre�iva�a najve�e od tih
vrednosti. S obzirom na to da se raquna�e rastoja�a dve taqke mo�e
uraditi u konstantnom vremenu i da je broj parova taqaka jednak

(︀
𝑛
2

)︀
, ovaj

algoritam je slo�enosti 𝑂(𝑛2). Pokaza�emo u nastavku teksta da se ovaj
problem mo�e rexiti i algoritmom slo�enosti 𝑂(𝑛 log 𝑛).

Lema 2.1. Dijametar skupa taqaka 𝑆 jednak je dijametru skupa temena
�egovog konveksnog omotaqa 𝑆′.

Dokaz. Neka su 𝑝 i 𝑞 dve razliqite taqke skupa 𝑆 tako da nisu obe u 𝑆′. Bez
sma�e�a opxtosti pretpostavimo da 𝑞 /∈ 𝑆′. Poka�imo da onda va�i da
postoji taqka 𝑟 u 𝑆′ tako da je 𝑑(𝑝, 𝑞) < 𝑑(𝑝, 𝑟). Bez naruxava�a opxtosti,
pretpostavimo da je prava kroz taqke 𝑝 i 𝑞 horizontalna i da je 𝑝 levo
od 𝑞. S obzirom na to da taqka 𝑞 ne pripada konveksnom omotaqu, mora
da postoji teme konveksnog omotaqa 𝑟 koje je na vertikalnoj pravoj kroz
𝑞 ili desno od �e. Nejednakost 𝑑(𝑝, 𝑞) < 𝑑(𝑝, 𝑟) sledi iz qi�enica da je u
trouglu (𝑝, 𝑞, 𝑟) ugao kod temena 𝑞 prav ili tup (a naspram najve�eg ugla u
trouglu uvek le�i najve�a stranica).

Dakle, da bismo izraqunali dijametar skupa taqaka u ravni, dovo	no
je razmotriti samo temena koja pripadaju �egovom konveksnom omotaqu.
Drugim reqima, bez sma�e�a opxtosti mo�e se pretpostaviti da su taqke
iz skupa 𝑆 temena konveksnog mnogougla, pri qemu su svi uglovi konveksnog
omotaqa ma�i od 𝜋 (ako je ugao mnogougla u nekom temenu jednak 𝜋, onda
to teme ne pripada konveksnom omotaqu).

Lema 2.2. Neka je 𝑙 prava kroz taqke 𝑝1 i 𝑝2. Niz rastoja�a preostalih
taqaka do prave 𝑙: 𝑑(𝑝3, 𝑙), 𝑑(𝑝4, 𝑙), . . . , 𝑑(𝑝𝑛, 𝑙) raste do neke vrednosti 𝑑(𝑝𝑖, 𝑙),
a zatim opada.

Dokaz. Ovo tvr�e�e sledi direktno iz qi�enice da su taqke skupa 𝑆
temena konveksnog mnogougla.

Ako je 𝑒 neka ivica konveksnog omotaqa, oznaqimo sa 𝑙𝑒 pravu koja
sadr�i 𝑒. Neka je 𝐿 skup svih parova (𝑝, 𝑞) za koje za jednu od ivica 𝑒
konveksnog omotaqa koje sadr�e 𝑝 va�i da je 𝑞 najda	a taqka konveksnog
omotaqa od 𝑙𝑒, odnosno va�i da je: 𝑑(𝑞, 𝑙𝑒) = max{𝑑(𝑟, 𝑙𝑒)|𝑟 ∈ 𝑆}. U primeru
na slici 2.9 taqka 𝑞 je na maksimalnom rastoja�u od prave 𝑙𝑒. Ako sa
𝑙𝑞𝑒 oznaqimo pravu kroz 𝑞 koja je paralelna sa 𝑙𝑒, tada su sve taqke iz 𝑆
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izme�u 𝑙𝑒 i 𝑙𝑞𝑒 (zbog konveksnosti, prava 𝑙𝑞𝑒 mo�e da sadr�i najvixe jox
jednu taqku skupa 𝑆). Stoga je par (𝑝, 𝑞) sadr�an u skupu 𝐿.

Slika 2.9: Ilustracija definicije skupa 𝐿. Ivica 𝑒 ima 𝑝 kao kraj�u
taqku i 𝑞 je najuda	enija od 𝑙𝑒. Stoga skup 𝐿 sadr�i par (𝑝, 𝑞)

Lema 2.3. Dijametar skupa 𝑆 jednak je najve�em rastoja�u 𝑑(𝑝, 𝑞) za neki
par iz skupa 𝐿.

Dokaz. Neka su 𝑎 i 𝑏 dve taqke iz 𝑆 takve da je 𝑑(𝑎, 𝑏) = 𝐷(𝑆). Poka�imo
da je par (𝑎, 𝑏) ili par (𝑏, 𝑎) sadr�an u 𝐿, qime �e lema biti dokazana.

Slika 2.10: Ilustracija dokaza leme 3. Prava kroz 𝑎 i 𝑒 je prva koja
nailazi na ivicu konveksnog omotaqa.

Bez naruxava�a opxtosti, pretpostavimo da je prava kroz 𝑎 i 𝑏 hori-
zontalna. Sve taqke iz 𝑆 ∖ {𝑎, 𝑏} su strogo izme�u dve vertikalne prave
kroz 𝑎 i 𝑏 (inaqe bi dijametar skupa 𝑆 bio ve�i od 𝑑(𝑎, 𝑏)). Rotirajmo
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ove dve prave simultano u smeru kaza	e na qasovniku oko 𝑎 i 𝑏 i stanimo
qim se jedna od �ih poklopi sa stranicom konveksnog omotaqa skupa 𝑆;
prilikom rotacije ove dve prave ostaju paralelne (slika 2.10). Neka je
𝑒 ivica sa kojom se dexava prvo preklapa�e. Ako je 𝑎 kraj�a taqka ove
ivice, nije texko zak	uqiti da 𝑏 ima najve�e rastoja�e do prave kroz 𝑒.
Stoga je par (𝑎, 𝑏) sadr�an u skupu 𝐿. Sliqno, ukoliko je 𝑏 kraj�a taqka
ivice 𝑒, onda je par (𝑏, 𝑎) sadr�an u 𝐿.

Na osnovu prethodne leme zak	uqujemo da dijametar mo�emo izraqunati
na slede�i naqin: najpre odredimo skup 𝐿, a zatim odredimo i sva rastoja�a
odre�ena elementima iz 𝐿 i prona�emo najve�e. Poka�imo da skup 𝐿
sadr�i najvixe 4𝑛 elemenata, pri qemu je sa 𝑛 oznaqen broj ivica konveksnog
mnogougla 𝑆. Uoqimo jednu ivicu 𝑒 konveksnog omotaqa. Ona je ograniqena
dvema taqkama. Postoje najvixe dve taqke skupa 𝑆 na maksimalnom rastoja�u
od prave 𝑙𝑒 kroz 𝑒. Posledica ove qi�enice je da ovoj ivici odgovara
najvixe qetiri para u 𝐿 iz qega sledi da je veliqina skupa 𝐿 najvixe 4𝑛.
Na osnovu toga zak	uqujemo da je drugi korak algoritma slo�enosti 𝑂(𝑛).
Ostaje problem odre�iva�a skupa 𝐿. Pokaza�emo da se on mo�e izraqunati
u vremenu 𝑂(𝑛).

Podsetimo se da smo taqke skupa 𝑆 numerisali kao 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 u smeru
suprotnom od kreta�a kaza	ke na qasovniku. Neka je 𝑒 ivica ograniqena
taqkama 𝑝1 i 𝑝2 i neka je 𝑙𝑒 prava koja sadr�i 𝑒. �elimo da prona�emo
najvixe dve taqke skupa 𝑆 koje su na maksimalnom rastoja�u od 𝑙𝑒. Lema
2.2 nam daje jednostavan postupak za odre�iva�e ovih taqaka:

𝑗 ← 3
while 𝑑(𝑝𝑗+1, 𝑙𝑒) > 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙𝑒) do

𝑗 ← 𝑗 + 1
Pritom se podrazumeva da se indeksi taqaka raqunaju po modulu 𝑛, tj.
da va�i 𝑝𝑛+1 = 𝑝1. Na kraju ove while pet	e imamo da va�i 𝑑(𝑝3, 𝑙𝑒) <
𝑑(𝑝4, 𝑙𝑒) < . . . < 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙𝑒) i 𝑑(𝑝𝑗+1, 𝑙𝑒) ≤ 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙𝑒). Ako je 𝑑(𝑝𝑗+1, 𝑙𝑒) < 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙𝑒)
onda je 𝑝𝑗 jedina taqka sa maksimalnim rastoja�em do 𝑙𝑒 i dodajemo dva
para (𝑝1, 𝑝𝑗) i (𝑝2, 𝑝𝑗) u 𝐿. Inaqe, imamo 𝑑(𝑝𝑗+1, 𝑙𝑒) = 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙𝑒) i dodajemo
qetiri para (𝑝1, 𝑝𝑗), (𝑝1, 𝑝𝑗+1), (𝑝2, 𝑝𝑗), (𝑝2, 𝑝𝑗+1) u 𝐿. Na ovaj naqin smo
obradili prvu ivicu 𝑒. Ukupno utroxeno vreme je 𝑂(𝑛), jer indeks 𝑗
prolazi 𝑛 vrednosti.

Neka je 𝑒′ naredna ivica konveksnog omotaqa, koja ima kraj�e taqke 𝑝2
i 𝑝3. Razmotrimo kako mo�emo da efikasno prona�emo najvixe dve taqke
skupa 𝑆 koja su na maksimalnom rastoja�u od 𝑙𝑒′ .

Lema 2.4. Neka je indeks 𝑗 takav da va�i da je 𝑝𝑗 na najve�em rastoja�u
od prave 𝑙𝑒. Sliqno, neka je indeks 𝑖 takav da je taqka 𝑝𝑖 na najve�em
rastoja�u od 𝑙′𝑒. Tada je 𝑗 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ili 𝑖 = 1.

Dokaz. Pretpostavimo bez naruxava�a opxtosti da je prava kroz 𝑝1 i 𝑝2
horizontalna. Tada je 𝑝1 levo od 𝑝2. Neka je 𝑙𝑗 (analogno 𝑙′𝑗) prava kroz 𝑝𝑗
paralelna sa 𝑙𝑒 (odnosno 𝑙′𝑒), videti sliku 2.11. S obzirom na to da je 𝑝𝑗 na
najve�em rastoja�u od 𝑙𝑒, znamo da su taqke 𝑝4, 𝑝5, . . . , 𝑝𝑗−1 sve na pravoj 𝑙𝑗
ili ispod �e. Zbog konveksnosti ove taqke moraju da budu desno od prave
𝑙′𝑗 (pokazati da je ovo taqno i ako je ugao u 𝑝2 ma�i od 𝜋/2). Stoga va�i da
je 𝑑(𝑝𝑗 , 𝑙

′
𝑒) > 𝑑(𝑝𝑘, 𝑙

′
𝑒), 𝑘 = 4, 5, . . . , 𝑗 − 1, dakle 𝑖 /∈ {4, 5, . . . , 𝑗 − 1}. Jasno je
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Slika 2.11: Ilustracija dokaza leme 4.

i da je 𝑖 ̸= 2 i 𝑖 ̸= 3. Prema tome, na najda	u taqku od 𝑒′ nailazi se posle
taqke 𝑝𝑗 .

Posledica ove leme je slede�a: da bismo naxli indeks 𝑖, ne moramo da
krenemo od 𝑝4 tokom obilaska konveksnog omotaqa; mo�emo krenuti od 𝑝𝑗 .

U opxtem sluqaju, neka je 𝑒𝑘 ivica konveksnog omotaqa sa kraj�im
taqkama 𝑝𝑘 i 𝑝𝑘+1 i neka je 𝑝𝑢 taqka na maksimalnom rastoja�u od prave 𝑙𝑘
kroz 𝑒𝑘. Da bismo pronaxli taqku na maksimalnom rastoja�u od prave 𝑙𝑘+1

koja sadr�i narednu ivicu 𝑒𝑘+1, mo�emo razmotriti temena konveksnog
omotaqa poqev od 𝑝𝑢 i razmotriti taqke 𝑝𝑢, 𝑝𝑢+1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 sve dok
ne prona�emo maksimalni element niza

𝑑(𝑝𝑢, 𝑙𝑘+1), 𝑑(𝑝𝑢+1, 𝑙𝑘+1), . . . , 𝑑(𝑝𝑛, 𝑙𝑘+1), 𝑑(𝑝1, 𝑙𝑘+1), . . . , 𝑑(𝑝𝑘, 𝑙𝑘+1)

za koji znamo da mu elementi prvo rastu, a zatim opadaju. Na ovaj naqin
raqunamo skup 𝐿 i pritom prolazimo maksimalno dva puta oko konveksnog
omotaqa, te se ovaj skup raquna u vremenu𝑂(𝑛). Stoga smo dokazali narednu
teoremu:

Teorema 1. Neka je 𝑆 skup od 𝑛 taqaka u ravni. Dijametar skupa 𝑆 se
mo�e izraqunati u vremenu 𝑂(𝑛 log 𝑛). Ako su taqke skupa 𝑆 date kao
temena konveksnog mnogougla, sortiranim redosledom, onda se dijametar
mo�e izraqunati u vremenu 𝑂(𝑛).

Komentar 2. Mo�e postojati ve�i broj taqaka koje su na maksimalnom
rastoja�u, ali svi parovi takvih taqaka moraju biti sadr�ani u skupu
𝐿. Stoga mo�e postojati najvixe 4𝑛 parova taqaka koje su na rastoja�u
𝐷(𝑆) i predlo�eni algoritam ih sve pronalazi.

Razmotrimo jox nekoliko zanim	ivih geometrijskih problema.
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2.7 Du�ina unije du�i na pravoj

Problem. Za dati skup od 𝑛 du�i na pravoj, odrediti ukupnu du�inu
koju pokrivaju ove du�i.

Ukoliko bi sve du�i bile me�usobno disjunktne, onda bismo problem
lako rexili: sabrali bismo du�ine svih du�i. Me�utim, ove du�i se
mogu preklapati (potencijalno i po nekoliko �ih istovremeno), te je
potrebno razviti drugaqiji algoritam. Pretpostavimo da sve du�i le�e
na 𝑥-osi. Ideja je iskoristiti tehniku vertikalne pokretne prave koja
ravan prelazi sleva udesno i koja redom prolazi skupom kraj�ih taqaka
svih datih du�i.

Formirajmo od svih 𝑥 koordinata kraj�ih taqaka du�i niz 𝑡𝑎𝑐𝑘𝑒 du�ine
2𝑛. Uz 𝑥 koordinatu taqke potrebno je uz svaki qlan niza pamtiti i
informaciju da li je taqka poqetna i kraj�a. Sortirajmo zatim ovaj niz
prema 𝑥 koordinati neopadaju�e; ukoliko dve ili vixe taqaka imaju istu
vrednost 𝑥 koordinate, prvo se u sortiranom nizu trebaju nalaziti kraj�e
taqke, a zatim poqetne. Bi�e nam potreban jedan namenski brojaq 𝑏𝑟 qija
je vrednost u svakom trenutku broj preklop	enih du�i neposredno iza
pokretne prave (a pre narednog kraja du�i) i koji na poqetku inicijalizujemo
na 0, i promen	iva 𝑢𝑘𝑢𝑝𝑛𝑎 𝑑𝑢𝑧𝑖𝑛𝑎 koju tako�e inicijalizujemo na nulu i
qija vrednost treba da bude zbir du�ina du�i koje je pokretna prava
ve� \pregledala". Ova dva tvr�e�a nam predstav	aju invarijantu pet	e
algoritma koji treba formulisati. Nakon toga prolazimo redom kroz
elemente niza i za svaki qlan niza ukoliko je vrednost brojaqa ve�a od
nule promen	ivu 𝑢𝑘𝑢𝑝𝑛𝑎 𝑑𝑢𝑧𝑖𝑛𝑎 uve�avamo za vrednost 𝑡𝑎𝑐𝑘𝑎[𝑖]− 𝑡𝑎𝑐𝑘𝑎[𝑖−
1]. Prilikom nailaska na poqetnu taqku du�i vrednost brojaqa inkrementiramo,
a prilikom nailaska na kraj�u taqku du�i vrednost brojaqa dekrementiramo
(dakle u svakom trenutku vrednost brojaqa nam ukazuje na broj du�i koje
se u toj taqki preklapaju).

Ovaj algoritam (Klee, 1977.) predstav	a ilustraciju tehnike pokretne
prave. Slo�enost ovog algoritma je 𝑂(𝑛 log 𝑛) xto potiqe od poqetnog
sortira�a kraj�ih taqaka du�i.

2.8 “Happy-ending” teorema

Teorema 3. Za svaki skup od 5 taqaka u ravni koje su u opxtem polo�aju
postoji qetvoroqlani podskup koji formira konveksni qetvorougao.

Ova teorema se mo�e jednostavno dokazati razmatra�em sluqajeva.
Ukoliko su od ovih pet taqaka qetiri ili pet taqaka temena konveksnog
omotaqa, onda bilo koje qetiri taqke konveksnog omotaqa odre�uju rexe�e.
Ako skup taqaka ima oblik trougla sa dve taqke unutar �ega, onda se
uvek mogu odabrati dve unutrax�e taqke i jedna od stranica trougla.
Koju stranicu trougla biramo? S obzirom na to da su taqke u opxtem
polo�aju (tj. nikoje tri taqke nisu kolinearne), prava koja sadr�i dve
unutrax�e taqke skupa seqe taqno dve stranice trougla. Biramo tre�u
stranicu trougla i dve unutrax�e taqke.

Na slici 2.12 prikazane su sve tri mogu�e konfiguracije na koje mo�emo
nai�i prilikom analize sluqajeva. Ovaj rezultat je Pol Erdex nazvao
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Slika 2.12: Razliqite konfiguracije problema: kada se konveksni omotaq
sastoji od pet, qetiri i tri taqke

“happy-ending” teorema jer se dvoje �egovih prijate	a koji su radili na
ovom problemu (�or
 Sekerex i Ester Klajn) venqalo. Uopxte�e ovog
rezultata je teorema Erdex-Sekerex koja glasi:

Teorema 4. Najma�i broj taqaka za koje svaki proizvo	an raspored sadr�i
konveksni podskup od 𝑛 taqaka je 2𝑛−2 + 1.

Ona je i da	e bez dokaza, ali su dokazane neke ma�e precizne granice.

2.9 Ispitiva�e da li u skupu od 𝑛 taqaka postoje tri kolinearne taqke

Problem. Neka je zadato 𝑛 taqaka u ravni. Potrebno je ispitati da li
me�u �ima postoje neke tri koje su kolinearne.

Algoritam grube sile bi za svake tri taqke proveravao kolinearnost,
pa bi slo�enost bila 𝑂(𝑛3).

Za svaku taqku izraqunamo nagib prave kroz �u i svaku od preostalih
𝑛−1 taqaka skupa, a zatim taj niz nagiba sortiramo. Nakon toga potrebno
je proveriti da li postoje dve susedne iste vrednosti u ovom sortiranom
nizu. Ako postoje, onda postoje tri kolinearne taqke. Slo�enost ovog
algoritma je 𝑂(𝑛) za raquna�e nagiba pravih, a zatim 𝑂(𝑛 log 𝑛) za �ihovo
sortira�e. To radimo 𝑛 puta, tako da je ukupna slo�enost algoritma
𝑂(𝑛2 log 𝑛).

2.10 Ispitiva�e da li u skupu od 𝑛 taqaka postoji kvadrat

Problem. Za datih 𝑛 taqaka u ravni potrebno je utvrditi da li postoje
neke qetiri koje obrazuju kvadrat.

Algoritam grube sile bi za svake qetiri taqke proveravao da li obrazuju
kvadrat i bio bi slo�enosti 𝑂(𝑛4). Algoritam mo�emo unaprediti tako
xto za svake dve taqke mo�emo da izraqunamo koordinate potencijalnih
kvadrata nad tom stranicom (postoje po dva takva kvadrata). Nakon toga,
potrebno je ustanoviti da li se u skupu nalaze taqke sa datim koordinatama.
Niz taqaka mo�emo sortirati rastu�e i onda primeniti binarnu pretragu.
Algoritam je slo�enosti 𝑂(𝑛2 log 𝑛).
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2.11 Rezime

Geometrijski algoritmi su na neki naqin ma�e apstraktni od grafovskih,
jer smo navikli da vidimo i radimo sa geometrijskim objektima. Me�utim,
to je samo prvi utisak. Raditi sa ogromnim brojem objekata nije isto xto
i raditi sa malim slikama, pa moramo biti oprezni da nas predstava
koju imamo ne navede na pogrexne zak	uqke. Moraju se predvideti mnogi
specijalni sluqajevi. Algoritam za utvr�iva�e pripadnosti taqke unutrax�osti
mnogougla (ode	ak 2.2) je dobar primer. Zbog toga konstrukcija geometrijskih
algoritama zahteva poseban oprez.

U konstrukciji (diskretnih) geometrijskih algoritama va�nu ulogu
igra indukcija. Tehnika pokretne prave, zasnovana na indukciji, zajedniqka
je za vixe geometrijskih algoritama; tako�e se qesto koristi razlaga�e.
Geometrijski algoritmi (izuzev najjednostavnijih) qesto zahtevaju komplikovane
strukture podataka, pa su mnoge slo�ene strukture podataka razvijene
upravo za tu namenu. Ovde nismo razmatrali ni jednu od takvih specijalnih
struktura podataka.





Glava 3

Strukture podataka

3.1 AVL stabla

AVL stabla (koja su ime dobila po autorima, Adel~son{Vel~ski� i
Landis, 1962.) su struktura podataka koja garantuje da slo�enost ni jedne
od operacija tra�e�a, umeta�a i brisa�a u najgorem sluqaju nije ve�a
od 𝑂(log 𝑛), gde je 𝑛 broj elemenata. Ideja je ulo�iti dopunski napor da
se posle svake operacije stablo uravnote�i, tako da visina stabla uvek
bude 𝑂(log 𝑛). Pri tome se uravnote�enost stabla definixe tako da se
mo�e lako odr�avati. Preciznije, AVL stablo se definixe kao binarno
stablo pretrage kod koga je za svaki qvor apsolutna vrednost razlike
visina levog i desnog podstabla ma�a ili jednaka od jedan (videti primer
na slici 3.1).

Slika 3.1: Primer AVL stabla.

Kao xto pokazuje slede�a teorema, visina AVL stabla je 𝑂(log 𝑛).

Teorema 5. Za AVL stablo sa 𝑛 qvorova visina ℎ zadovo	ava uslov ℎ <
2 log2 𝑛.

31
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Dokaz. Neka je 𝑇ℎ AVL stablo visine ℎ ≥ 0 sa najma�im mogu�im brojem
qvorova. Stablo 𝑇0 sadr�i samo koren, a stablo 𝑇1 koren i jednog sina,
recimo desnog. Za ℎ ≥ 2 stablo 𝑇ℎ mo�e se formirati na slede�i naqin:
�egovo podstablo ma�e visine ℎ − 2 tako�e treba da bude AVL stablo sa
minimalnim brojem qvorova, dakle 𝑇ℎ−2; sliqno, �egovo drugo podstablo
treba da bude 𝑇ℎ−1. Stabla opisana ovakvom "diferencnom jednaqinom"
zovu se Fibonaqijeva stabla. Nekoliko prvih Fibonaqijevih stabala,
takvih da je u svakom unutrax�em qvoru visina levog podstabla ma�a,
prikazano je na slici 3.2. Oznaqimo sa 𝑛ℎ minimalni broj qvorova AVL
stabla visine ℎ, tj. broj qvorova stabla 𝑇ℎ; 𝑛0 = 1, 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 4, . . . Po
definiciji Fibonaqijevih stabala je 𝑛ℎ = 𝑛ℎ−1 + 𝑛ℎ−2 + 1, za ℎ ≥ 2. S
obzirom na to da je 𝑛ℎ > 𝑛ℎ−1 za svako ℎ ≥ 2 va�i:

𝑛ℎ = 𝑛ℎ−1 + 𝑛ℎ−2 + 1 > 2𝑛ℎ−2 + 1 > 2𝑛ℎ−2

Doka�imo indukcijom da va�i tvr�e�e 𝑛ℎ > 2ℎ/2. Za ℎ = 0 i ℎ = 1
tvr�e�e va�i. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za ℎ− 2, odnosno da va�i
𝑛ℎ−2 > 2(ℎ−2)/2. Na osnovu veze 𝑛ℎ > 2𝑛ℎ−2 va�i

𝑛ℎ > 2 · 2(ℎ−2)/2 = 2ℎ/2−1+1 = 2ℎ/2

odnosno nakon logaritmova�a obe strane dobijamo ℎ < 2 log2 𝑛ℎ ≤ 2 log2 𝑛
jer je po pretpostavci za sva stabla visine ℎ broj qvorova 𝑛 ve�i ili
jednak od 𝑛ℎ.

c c c cc c c c c
c c c c

c𝑇0 𝑇1 𝑇2 𝑇3

Slika 3.2: Fibonaqijeva stabla 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2 i 𝑇3.

Mo�e se pokazati i jaqe tvr�e�e.

Teorema 6. Za AVL stablo sa 𝑛 qvorova visina ℎ zadovo	ava uslov ℎ <
1.441 log2 𝑛.

Dokaz. Krenimo od dobijene rekurentne jednaqine za minimalni broj qvorova
AVL stabla visine ℎ: 𝑛ℎ = 𝑛ℎ−1 + 𝑛ℎ−2 + 1. Va�i 𝑛ℎ + 1 = (𝑛ℎ−1 +
1) + (𝑛ℎ−2 + 1), za ℎ ≥ 2. Vidimo da brojevi 𝑛ℎ + 1 zadovo	avaju istu
diferencnu jednaqinu kao i Fibonaqijevi brojevi 𝐹ℎ (𝐹ℎ+2 = 𝐹ℎ+1 + 𝐹ℎ

za ℎ ≥ 1; 𝐹1 = 𝐹2 = 1). Uzimaju�i u obzir jednakost po prva dva qlana
nizova 𝑛0+1 = 𝐹3 = 2 i 𝑛1+1 = 𝐹4 = 3, indukcijom se neposredno pokazuje
da va�i 𝑛ℎ = 𝐹ℎ+3 − 1. Polaze�i od izraza za opxti qlan Fibonaqijevog
niza

𝐹ℎ =
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dobijamo

𝑛ℎ ≥
1√
5

(︂(︂
1 +
√

5

2

)︂ℎ+3

− 1

)︂
− 1 ≥ 1√

5

(︂
1 +
√

5

2

)︂ℎ+3

− 1.45,

Ova nejednakost ekvivalentna je sa

ℎ ≤ log(1+
√
5)/2(
√

5(𝑛ℎ + 1.45))− 3 < 1.441 log2 𝑛ℎ ≤ 1.441 log2 𝑛

qime je teorema dokazana.

3.1.1 Operacije sa AVL stablom

Razmotrimo sada kako se posle umeta�a, odnosno brisa�a elementa
iz AVL stabla, mo�e intervenisati tako da rezultat i da	e bude AVL
stablo.

Umeta�e elementa u AVL stablo

Prilikom umeta�a novog elementa u AVL stablo postupa se najpre na
naqin uobiqajen za binarno stablo pretrage: pronalazi se mesto qvoru, pa
se u stablo dodaje novi qvor sa k	uqem jednakim zadatom broju. Qvorovima
na putu koji se tom prilikom prelaze odgovaraju razlike visina levog
i desnog podstabla (faktori ravnote�e) iz skupa {0,±1}. Posebno je
interesantan posled�i qvor na tom putu koji ima faktor ravnote�e
razliqit od nule, tzv. kritiqni qvor. Ispostav	a se da je prilikom
umeta�a broja u AVL stablo dovo	no uravnote�iti podstablo sa korenom
u kritiqnom qvoru - u to �emo se uveriti kada vidimo deta	e postupka
uravnote�ava�a.

Pretpostavimo da je faktor ravnote�e u kritiqnom qvoru jednak 1
(videti sliku 3.3). Novi qvor mo�e da zavrxi u:

∙ desnom podstablu { u tom sluqaju podstablo kome je koren kritiqni
qvor ostaje AVL

∙ levom podstablu { u tom sluqaju stablo prestaje da bude AVL i
potrebno je intervenisati. Prema tome da li je novi qvor dodat
levom ili desnom podstablu levog podstabla, razlikujemo dva sluqaja,
videti sliku 3.3.

{ U prvom sluqaju se na stablo prime�uje rotacija: koren levog
podstabla𝐵 (videti sliku 3.4) podi�e se i postaje koren podstabla
(kome je koren bio kritiqan qvor), a ostatak stabla preure�uje
se tako da stablo i da	e ostane BSP. Stablo 𝑇1 se "podi�e" za
jedan nivo ostaju�i i da	e levo podstablo qvora 𝐵; stablo 𝑇2

ostaje na istom nivou, ali umesto desnog podstabla 𝐵 postaje
levo podstablo 𝐴; desno podstablo 𝐴 spuxta se za jedan nivo.
Poxto je 𝐴 kritiqan qvor, faktor ravnote�e qvora 𝐵 je 0, pa
stabla 𝑇1 i 𝑇2 imaju istu visinu. Stabla 𝑇3 i 𝑇4 ne moraju
imati istu visinu, jer qvor 𝐶 nije na putu od kritiqnog qvora
do mesta umeta�a (slika 3.4). Novi koren podstabla postaje qvor
𝐵, sa faktorom ravnote�e 0.
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Slika 3.3: Umeta�a koja remete AVL svojstvo stabla.
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Slika 3.4: Uravnote�ava�e AVL{stabla posle umeta�a | rotacija.

{ Drugi sluqaj je komplikovaniji; tada se stablo mo�e uravnote�iti
dvostrukom rotacijom, videti sliku 3.5. Novi qvor podstabla
umesto kritiqnog qvora postaje desni sin levog sina kritiqnog
qvora.
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Slika 3.5: Uravnote�ava�e AVL{stabla posle umeta�a | dvostruka
rotacija.

Zapa�amo da u oba sluqaja visina podstabla kome je koren kritiqni
qvor posle uravnote�ava�a ostaje neprome�ena. Uravnote�ava�e pod-
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stabla kome je koren kritiqan qvor zbog toga ne utiqe na ostatak stabla.
Uz svaki qvor stabla quva se �egov faktor ravnote�e, jednak razlici
visina �egovog levog i desnog podstabla; za AVL stablo su te razlike
elementi skupa {−1, 0, 1}. Uravnote�ava�e postaje neophodno ako je faktor
nekog qvora ±1, a novi qvor se ume�e na "pogrexnu" stranu. Posle uravno-
te�ava�a visine iznad kritiqnog qvora ostaju neprome�ene. Kompletan
postupak umeta�a sa uravnote�ava�em dakle izgleda ovako: idu�i nani�e
prilikom umeta�a pamti se posled�i qvor sa faktorom ravnote�e razli-
qitim od nule { kritiqan qvor; kad se do�e do mesta umeta�a, ustanov	ava
se da li je umeta�e na "dobroj" ili "pogrexnoj" strani u odnosu na
kritiqan qvor, a onda se jox jednom prolazi put unazad do kritiqnog
qvora, poprav	aju se faktori ravnote�e i izvrxavaju eventualne rotacije.

Brisa�e elementa iz AVL stabla

Brisa�e je komplikovanije, kao i kod obiqnog BSP. U opxtem sluqaju se
uravnote�ava�e ne mo�e izvesti pomo�u samo jedne ili dve rotacije. Na
primer, da bi se Fibonaqijevo stablo 𝐹ℎ sa 𝑛 qvorova uravnote�ilo posle
brisa�a "loxe" izabranog qvora, potrebno je izvrxiti ℎ − 2, odnosno
𝑂(log 𝑛) rotacija (videti sliku 3.6 za ℎ = 4). U opxtem sluqaju je granica
za potreban broj rotacija 𝑂(log 𝑛). Na sre�u, svaka rotacija zahteva kon-
stantni broj koraka, pa je vreme izvrxava�a brisa�a tako�e ograniqeno
odozgo sa 𝑂(log 𝑛). Na ovom mestu preskoqi�emo deta	e.
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Slika 3.6: Uravnote�ava�e Fibonaqijevog stabla 𝑇4 posle brisa�a
qvora, pomo�u dve rotacije.

3.1.2 Slo�enost osnovnih operacija sa AVL stablom

AVL stablo je efikasna struktura podataka. Qak i u najgorem sluqaju
AVL stabla zahtevaju najvixe za 45% vixe upore�iva�a od optimalnih
stabala. Empirijska ispitiva�a su pokazala da se proseqno tra�e�e sas-
toji od oko log2 𝑛 + 0.25 pore�e�a. Osnovni nedostatak AVL stabala je
potreba za dodatnim memorijskim prostorom za smexta�e faktora rav-
note�e, kao i qi�enica da su programi za rad sa AVL stablima dosta
komplikovani. Postoje i druge varijante uravnote�enih stabala pretrage,
na primer 2− 3 stabla, 𝐵-stabla i crveno-crna stabla.
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3.2 Skip liste

Ure�ena binarna stabla se qesto koriste za realizaciju reqnika. Ona se
dobro ponaxaju ukoliko se elementi ume�u sluqajnim redosledom. Me�utim,
neki nizovi operacija, kao xto je umeta�e elemenata ure�enih rastu�e
prema vrednosti degenerixu binarno stablo i kvare �egove performanse.
Algoritmi za rad sa uravnote�enim (balansiranim) stablima me�aju
strukturu stabla tokom izvrxava�a osnovnih operacija da bi se odr�ao
uslov uravnote�enosti i osigurale dobre performanse.

Skip lista (brza lista ili lista sa preqicama) je probabilistiqka
alternativa uravnote�enim stablima, kod koje se uravnote�e�e posti�e
korix�e�em generatora sluqajnih brojeva. Iako u najgorem sluqaju skip
liste imaju loxe performanse, ni jedan ulaz ne odgovara konzistentno
najgorem sluqaju (sliqno algoritmu kviksort kada se pivot bira na sluqajan
naqin). Malo je verovatno da skip lista bude znaqajno neuravnote�ena.
Dakle, skip lista ima svojstvo uravnote�enosti nalik ure�enim binarnim
stablima izgra�enim sluqajnim umeta�ima elemenata, ali ne zahteva da
umeta�a budu sluqajna.

Prilikom rada sa obiqnom listom ponekad je potrebno pregledati
svaki qvor liste (slika 3.7a)). Ukoliko lista quva elemente u sortiranom
redosledu i svaki drugi qvor ima i pokazivaq na qvor dva mesta ispred
�ega u listi onda je maksimalni broj qvorova koje treba ispitati ⌈𝑛/2⌉+
1 (gde je sa 𝑛 oznaqena ukupna du�ina liste); za tra�e�e se koriste
prore�eni pokazivaqi dok se ne nai�e na qvor sa k	uqem ve�im od tra�enog
(slika 3.7b)). Na primer, ako lista ima 5 qvorova i mi tra�imo element
koji se nalazi na qetvrtom mestu u listi, najpre bismo ispitali prvi
qvor, zak	uqili da je vrednost elementa koji tra�imo ve�a od vrednosti u
ovom qvoru i pokazivaqem koji preskaqe po dva qvora liste ispitali tre�i
qvor liste, poxto je i �egova vrednost ma�a od tra�ene, naredni bismo
ispitali peti qvor liste. Me�utim, vrednost petog qvora liste je ve�a od
tra�ene, te bismo iz tre�eg qvora liste idu�i pokazivaqem koji povezuje
susedne qvorove liste ispitali qetvrti qvor liste i zak	uqili da se
tra�ena vrednost nalazi na tom mestu. Dakle ukupno bismo analizirali
4 qvora liste xto je jednako ⌈5/2⌉+ 1.

Ako bi svaki qetvrti qvor pored toga imao i pokazivaq ka qvoru
qetiri mesta ispred �ega, maksimalni ukupan broj qvorova koje treba
analizirati bio bi ⌈𝑛/4⌉ + 2 (slika 3.7c)). Ako svaki 2𝑖-ti qvor ima
pokazivaqe na qvorove 20, 21, . . . , 2𝑖 mesta ispred �ega u listi, maksimalni
broj qvorova koje treba analizirati se sma�uje na𝑂(log2 𝑛), po cenu duplira�a
ukupnog broja pokazivaqa (slika 3.7d)). Ovakva struktura podataka bi
bila efikasna za pretragu, ali bi brisa�a i umeta�a bila potpuno nepraktiqna.

Nazovimo qvor koji ima 𝑘 pokazivaqa unapred qvorom nivoa 𝑘. Ukoliko
svaki 2𝑖-ti qvor ima pokazivaq na qvor 2𝑖 mesta ispred �ega, onda su
nivoi qvorova raspode	eni na slede�i naqin: 50% qvorova je nivoa 1,
25% qvorova je nivoa 2, 12.5% �ih je nivoa 3, itd. Xta bi se desilo ako
bi nivoi qvorova bili birani na sluqajan naqin, ali u istoj proporciji
(slika 3.7e))? Qvorov 𝑖-ti pokazivaq bi umesto da pokazuje na qvor 2𝑖−1

mesta ispred �ega, pokazivao na naredni qvor nivoa 𝑖 ili ve�eg. Umeta�a
i brisa�a bi zahtevala samo lokalne izmene. Nivo qvora izabran na sluqajan
naqin prilikom kreira�a ne bi morao nikada da se me�a. Ovakvu strukturu
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Slika 3.7: Povezana lista sa dodatnim pokazivaqima

podataka nazivamo skip listom.

3.2.1 Operacije sa skip listom

Sada �emo razmotriti kako se nad skip listom izvode osnovne operacije
reqnika: pretraga, umeta�e i brisa�e.

Svaki element je predstav	en qvorom qiji se stepen bira na sluqajan
naqin prilikom umeta�a. Qvor nivoa 𝑖 ima 𝑖 pokazivaqa unapred, sa
indeksima od 1 do 𝑖. Nivoi su ograniqeni konstantom 𝑀𝑎𝑥𝑁𝑖𝑣𝑜. Nivo
liste je maksimalni nivo qvora liste (ili 1 ako je lista prazna). Glava
liste (poqetni element, koji postoji i u praznoj listi) ima pokazivaqe na
nivoima od 1 do 𝑀𝑎𝑥𝑁𝑖𝑣𝑜. Pokazivaqi unapred glave liste na nivoima
ve�im od trenutno maksimalnog nivoa liste pokazuju na element 𝑁𝐼𝐿.

Inicijalizacija skip liste se sastoji od dva koraka:

∙ alocira se element𝑁𝐼𝐿 i daje mu se vrednost ve�a od svih dozvo	enih
vrednosti za k	uq,

∙ inicijalizuje se nova lista tako da je 𝑛𝑖𝑣𝑜 liste jednak 1 i svi
pokazivaqi glave liste pokazuju na 𝑁𝐼𝐿.

Tra�e�e elementa u skip listi

Tra�e�e elementa u skip listi sa k	uqem jednakim zadatom broju 𝑎
poqi�e na najvixem nivou liste. Na tom nivou prate se pokazivaqi dok
se ne nai�e na k	uq koji je ve�i ili jednak od 𝑎. U prethodnom qvoru na
tom nivou prelazi se na slede�i \ni�i" pokazivaq. Postupak se ponav	a
na tom i svim ni�im nivoima. Kad se na osnovnom nivou nai�e na qvor
sa k	uqem jednakim 𝑎, pretraga je zavrxena.

Ako se pretpostavi da svaki qlan liste ima po	a 𝑘 (k	uq), 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡 i
niz 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖 postupak tra�e�a opisuje slede�i kod.

Na primer, ako se u listi na slici 3.8 tra�i broj 12, polazi se od
qvora 6 i nivoa 4, pa se nastav	a sa istim qvorom na nivou 3 i nivou 2,
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Algoritam Search(𝐿, 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐);

Ulaz: 𝐿 (skip lista) i 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 (k	uq elementa koji se tra�i).

Izlaz: vrednost elementa sa datim k	uqem ili 𝑛𝑒𝑢𝑠𝑝𝑒ℎ ako se element ne nalazi u listi.

begin

𝑥 := 𝐿 → 𝑔𝑙𝑎𝑣𝑎

for 𝑖 := 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 downto 1 do

while 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] → 𝑘 < 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 do

𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖]

{invarijanta pet	e: 𝑥 je posled�i element nivoa 𝑖 sa k	uqem ma�im od 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐}
𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[1]

if 𝑥 → 𝑘 = 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then return 𝑥 → 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡

else return 𝑛𝑒𝑢𝑠𝑝𝑒ℎ

end

dolazi se do qvora 9 na nivou 2, qvora 9 na nivou 1, qvoru 12 na nivou 1.
Tu se iskaqe iz pet	e, pri qemu je u tom trenutku 𝑥 uperen na qvor 9 na
nivou 1. Naredno premexta�e vodi nas u qvor sa tra�enim k	uqem 12.

Napomena: u prikazanim primerima kao vrednosti qvorova korix�eni
su �ihovi k	uqevi. U opxtem sluqaju k	uqevi se koriste za ure�e�e
liste, a vrednosti u qvorovima mogu biti proizvo	ne.

Brisa�e elementa iz skip liste

Slika 3.8: Ilustracija dva koraka od kojih se sastoji operacija umeta�a
vrednosti 17 u datu skip listu.

Da bismo obrisali qvor iz skip liste, potrebno je da pretra�imo skip
listu i da preve�emo pokazivaqe. Prilikom tra�e�a podaci neophodni
za brisa�e quvaju se u pomo�nom vektoru 𝑝𝑜𝑚 du�ine jednake broju nivoa
liste. Preciznije, 𝑝𝑜𝑚[𝑖] sadr�i pokazivaq na najdesniji qvor nivoa 𝑖
ili vixeg koji se nalazi levo od lokacije gde treba izvesti brisa�e. Na
primer, ako iz liste sa slike 3.8 �elimo da obrixemo qvor sa k	uqem
25, prvo pronalazimo taj qvor. Pritom vrednosti 𝑝𝑜𝑚[4] i 𝑝𝑜𝑚[3] sadr�e
pokazivaq na qvor sa vrednox�u 6, vrednost 𝑝𝑜𝑚[2] pokazivaq na qvor sa
vrednox�u 17, a 𝑝𝑜𝑚[1] pokazivaq na qvor sa vrednox�u 21. Qvor 25 brixe
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se tako xto se prevezuju pokazivaqi na nivoima ma�im ili jednakim od
�egovog nivoa (3): pokazivaqi u qvorovima 6, 17 i 21 (na koje pokazuju
elementi niza 𝑝𝑜𝑚) dobijaju nove vrednosti, tako da pokazuju na qvorove
redom 𝑁𝐼𝐿, 𝑁𝐼𝐿, 26.

Nakon svakog brisa�a, vrxi se provera da li je obrisani qvor jedini
qvor sa maksimalnim nivoom u listi; ako jeste, sma�uje se maksimalni
nivo liste.

Algoritam Delete(𝐿, 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐);

Ulaz: 𝐿 (skip lista) i 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 (k	uq elementa koji se brixe).

begin

𝑥 := 𝐿 → 𝑔𝑙𝑎𝑣𝑎

for 𝑖 := 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 downto 1 do

while 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] → 𝑘 < 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 do

𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖]

𝑝𝑜𝑚[𝑖] := 𝑥

𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[1]

if 𝑥 → 𝑘 = 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then

for 𝑖 := 1 to 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 do

if 𝑝𝑜𝑚[𝑖] → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] ̸= 𝑥 then break {premaxili smo stepen qvora 𝑥}
𝑝𝑜𝑚[𝑖] → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖]

𝑓𝑟𝑒𝑒(𝑥)

while 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 > 1 and 𝐿 → 𝑔𝑙𝑎𝑣𝑎 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜] = NULL do

𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 := 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜− 1

end

Umeta�e elementa u skip listu

Da bismo umetnuli qvor u skip listu, kao i kod brisa�a, potrebno je da
pretra�imo listu i da preve�emo pokazivaqe (slika 3.8). Za preveziva�e
pokazivaqa nam je opet potreban vektor 𝑝𝑜𝑚 koji, kao i u sluqaju brisa�a
elementa iz liste, sadr�i pokazivaq na najdesniji qvor nivoa 𝑖 ili vixeg
koji se nalazi levo od lokacije gde treba izvesti umeta�a.

Ukoliko umeta�e generixe qvor ve�eg nivoa nego xto je prethodni
nivo liste, a�uriramo vrednost nivoa liste i inicijalizujemo odgovara-
ju�e delove niza 𝑝𝑜𝑚.

Bira�e nivoa qvora na sluqajan naqin

Kako na sluqajan naqin izabrati nivo novog qvora? Pretpostavimo da
procenat 𝑝 qvorova nivoa 𝑖 ima pokazivaqe nivoa 𝑖 + 1 (najqex�e se bira
𝑝 = 1/2). Da bi se odredio nivo novog qvora koristi se generator sluqajnih
brojeva, koji na izlazu daje sluqajni broj iz intervala [0, 1) sa ravnomernom
raspodelom verovatno�a. Svaki put kada se na izlazu iz generatora dobije
broj ma�i od 𝑝 (xto se dexava sa verovatno�om jednakom upravo 𝑝), nivo
se pove�ava za 1, sem ako ve� nije dostignut maksimalni nivo.

Ovakav naqin generisa�a nivoa nekada mo�e biti neefikasan jer podrazumeva
potencijalno ve�i broj poziva funkcije 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚() (2 poziva u proseku).
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Algoritam Insert(𝐿, 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐, 𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡);

Ulaz: 𝐿 (skip lista), 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 (k	uq elementa koji se dodaje) i 𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡 (vrednost elementa koji se dodaje).

begin

𝑥 := 𝐿 → 𝑔𝑙𝑎𝑣𝑎

for 𝑖 := 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 downto 1 do

while 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] → 𝑘 < 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 do

𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖]

𝑝𝑜𝑚[𝑖] := 𝑥

𝑥 := 𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[1]

if 𝑥 → 𝑘 = 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐 then {ve� postoji ta vrednost k	uqa, samo a�uriramo vrednost}
𝑥 → 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡 := 𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡

else

𝑛𝑖𝑣𝑜 := 𝑆𝑙𝑢𝑐ℎ𝑎𝑗𝑛𝑖𝑁𝑖𝑣𝑜() { na sluqajan naqin bira se nivo novog qvora }
if 𝑛𝑖𝑣𝑜 > 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 then { ako je nivo novog qvora ve�i od teku�eg nivoa liste}

for 𝑖 := 𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜+ 1 to 𝑛𝑖𝑣𝑜 do

𝑝𝑜𝑚[𝑖] := 𝐿 → 𝑔𝑙𝑎𝑣𝑎

𝐿 → 𝑛𝑖𝑣𝑜 := 𝑛𝑖𝑣𝑜

𝑥 := 𝑚𝑎𝑘𝑒𝑁𝑜𝑑𝑒(𝑛𝑖𝑣𝑜, 𝑘𝑙𝑗𝑢𝑐, 𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑣𝑟𝑒𝑑𝑛𝑜𝑠𝑡)

for 𝑖 := 1 to 𝑛𝑖𝑣𝑜 do

𝑥 → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] := 𝑝𝑜𝑚[𝑖] → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖]

𝑝𝑜𝑚[𝑖] → 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑖[𝑖] := 𝑥

end

Algoritam SluchajniNivo();

Izlaz: nivo qvora.

begin

𝑛𝑖𝑣𝑜 := 1

while 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚() < 𝑝 and 𝑛𝑖𝑣𝑜 < 𝑀𝑎𝑥𝑁𝑖𝑣𝑜 do

𝑛𝑖𝑣𝑜 := 𝑛𝑖𝑣𝑜+ 1

return 𝑛𝑖𝑣𝑜

end

Umesto ovoga mo�emo iskoristiti funkciju 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑖𝑛𝑡() koja vra�a sluqajan
ceo broj u opsegu [0,𝑀𝐴𝑋 𝐼𝑁𝑇 ] i vratiti poziciju prvog postav	enog
bita u zapisu tog broja (ova implementacija podrazumeva da𝑀𝑎𝑥𝑁𝑖𝑣𝑜 nije
ve�i od broja bitova u zapisu broja koji vra�a funkcija 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚 𝑖𝑛𝑡()).

Mo�e se desiti da u skip listi od 16 elemenata generisanih pomo�u
vrednosti 𝑝 = 1/2 imamo 9 elemenata nivoa 1, 3 elementa nivoa 2, 3
elementa nivoa 3 i jedan element nivoa 14. Ako bismo pretragu vrxili
korix�e�em prethodno navedenog algoritma, imali bismo puno praznog
hoda. Gde bi trebalo zapoqeti pretragu? Sprovedena analiza sugerixe
da bi idealno bilo zapoqeti pretragu na nivou 𝐿(𝑛) na kome oqekujemo
1/𝑝 = 2 qvora. Ovo se dexava za nivo 𝐿(𝑛) = log1/𝑝 𝑛. Dakle, za vrednost
𝑀𝑎𝑥𝑁𝑖𝑣𝑜 �emo u algoritmu birati vrednost 𝐿(𝑛).

Primetimo da ni za jednu od navedenih operacija nije potrebno da u
samom qvoru quvamo informaciju o �egovom nivou.
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3.2.2 Slo�enost osnovnih operacija sa skip listom

Vremenima potrebnim za izvrxava�e operacija pretrage, umeta�a i
brisa�a dominira vreme potrebno za nala�e�e odgovaraju�eg elementa
u skip listi; kod operacija umeta�a i brisa�a postoji dodatna cena
proporcionalna nivou qvora koji se ume�e ili brixe. Vreme potrebno za
pronala�e�e elementa je proporcionalno du�ini puta potrage. Analizira�emo
put potrage unazad, od qvora koji smo tra�ili, tako da napredujemo ka
vixim nivoima i nalevo. Oznaqimo sa 𝐶(𝑘) oqekivanu cenu (tj. du�inu)
puta ako smo na nivou 𝑘 odozgo. Tada je 𝐶(0) = 0, jer se pri tra�e�u
polazi od najvixeg nivoa, nivoa 0. Podsetimo se da ukoliko mo�emo da se
\popnemo" neki nivo, uvek to i radimo jer time idemo \kra�im" putem;
samo ukoliko ne mo�emo da se kre�emo navixe idemo ulevo. Prilikom
procene oqekivane du�ine puta 𝐶(𝑘) pretpostav	amo da je skip lista
beskonaqne du�ine.

∙ Sa verovatno�om 𝑝 u qvor gde se sada nalazimo dospeli smo iz istog
qvora sa vixeg nivoa, sa oqekivanom du�inom puta 𝐶(𝑘 − 1).

∙ Sa verovatno�om 1 − 𝑝 u qvor gde se sada nalazimo dospeli smo iz
qvora sa istog nivoa, sa oqekivanom du�inom puta 𝐶(𝑘).

Prema tome, vrednosti 𝐶(𝑘) zadovo	avaju diferencnu jednaqinu:

𝐶(𝑘) = (1− 𝑝)(1 + 𝐶(𝑘)) + 𝑝(1 + 𝐶(𝑘 − 1))

Sre�iva�em ovog izraza dobijamo:
𝐶(𝑘) = 1/𝑝 + 𝐶(𝑘 − 1)

odnosno u sluqaju kada je 𝑝 = 1/2 oqekivani broj koraka na svakom nivou
je 2. Da	im raspisiva�em izraza za 𝐶(𝑘) dobijamo 𝐶(𝑘) = 𝑘/𝑝

S obzirom na to da skip lista nije beskonaqna u nekom momentu �emo
nai�i na glavu liste iz koje vixe nisu mogu�e kret�e ulevo ve� samo
navixe. Ako sa 𝐿(𝑛) = log1/𝑝 𝑛 oznaqimo proseqni nivo liste du�ine
𝑛, maksimalna vrednost za 𝑘 je 𝐿(𝑛) − 1 jer se inicijalno ve� nalazimo
na nivou 1 (na kome smo naxli qvor). Dakle, proseqno vreme tra�e�a je
𝐶(𝑘) = 𝑂(log 𝑛). Povratak na najvixi nivo nas ne moramo nu�no direktno
dovesti do glave skip liste, ali oqekivani broj preostalih koraka je mali
i ne utiqe na ukupnu slo�enost.

Skip liste ne zahtevaju da se uz qvor liste quvaju informacije o
uravnote�enosti (kao kod balansiranih stabala), ali zato zahtevaju quva�e
dodatnih pokazivaqa (u proseku 2 pokazivaqa po qvoru). Me�utim, za
mnoge primene skip liste su prirodnija reprezentacija od stabala i vode
jednostavnijim algoritmima. Dosta su jednostavnije i za implementaciju
od balansiranih binarnih stabala. Tako�e, prilikom operacija umeta�a i
brisa�a sve izmene su lokalne, sa izuzetkom promene maksimalnog nivoa
liste, te deluju pogodnije za paralelizaciju od balansiranih binarnih
pretra�ivaqkih stabala.

3.3 Sufiksna stabla

Sufiksno stablo je struktura podataka kojom se predstav	a interna
struktura niske.
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Standardna primena sufiksnih stabala je problem tra�e�a reqi u
tekstu. Ako je dat tekst 𝑇 du�ine 𝑛, nakon predobrade koje je vremenske
slo�enosti 𝑂(𝑛), mogu�e je za datu nepoznatu nisku 𝑆 du�ine𝑚 u vremenu
𝑂(𝑚) na�i neko �eno pojav	iva�e u 𝑇 ili utvrditi da se niska 𝑆 ne
nalazi u 𝑇 . Dakle, predobrada je vremenske slo�enosti proporcionalne
du�ini teksta, ali je nakon toga slo�enost tra�e�a 𝑆 proporcionalna
du�ini 𝑆, nezavisno od du�ine teksta 𝑇 . Ova granica se ne mo�e posti�i
algoritmom KMP, qija je slo�enost 𝑂(𝑛). S obzirom na to da 𝑛 mo�e biti
veliko u odnosu na 𝑚, ovaj rezultat predstav	a va�no pobo	xa�e.

Prvi algoritam linearne slo�enosti za konstrukciju sufiksnog stabla
predlo�io je Vajner (Weiner) 1973. godine. Drugaqiji, prostorno efikasniji
algoritam za formira�e sufiksnih stabala predlo�io je 1975. godine
Mekrajt (McCreight). Mi �emo se u okviru kursa upoznati sa Ukonenovim
(Ukonnen) algoritmom koji je tako�e linearne vremenske slo�enosti, ali
je jednostavnije razumeti ga.

Definicija 3.1 (Sufiksno stablo). Sufiksno stablo niske 𝑆 du�ine
𝑚 je korensko stablo za koje va�i:

∙ ima taqno 𝑚 listova koji su numerisani brojevima 1, 2, . . . ,𝑚;

∙ svaki unutrax�i qvor ima barem dva sina;

∙ svaka grana je oznaqena nepraznom podniskom niske 𝑆;

∙ nikoje dve grane iz istog qvora ne poqi�u istim karakterom;

∙ kada se nadove�u sve oznake na putu od korena do lista sa oznakom
𝑖, rezultat je sufiks niske 𝑆 koji poqi�e od pozicije 𝑖, odnosno
𝑆[𝑖..𝑚].

Slika 3.9: Sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎𝑐. Qvorovi sa oznakama 𝑢 i 𝑤 su
unutrax�i qvorovi.

Na slici 3.9 prikazano je sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎𝑐. Definicija
sufiksnog stabla niske 𝑆 ne garantuje postoja�e sufiksnog stabla za
proizvo	nu nisku 𝑆. Problem se jav	a onda kada se neki sufiks niske
𝑆 poklopi sa prefiksom drugog sufiksa niske 𝑆, jer tada se put za prvi
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sufiks ne zavrxava u listu. Na primer, u sluqaju niske 𝑐𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎, postojao
bi put od korena do sufiksa 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎 koji bi se zavrxavao u listu, ali se
zato put do sufiksa 𝑥𝑎 (kao prefiksa sufiksa 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎) ne bi zavrxavao
u listu. Da bi se izbegao ovaj problem, pretpostav	amo da se posled�i
karakter niske 𝑆 ne nalazi nigde drugde unutar 𝑆. Ovo se mo�e posti�i
dodava�em specijalnog karaktera koji ne pripada azbuci jezika u kojem se
formira niska 𝑆. Taj karakter �emo oznaqavati sa $ i zvati ga zavrxni
(ili terminiraju�i) karakter.

Jox jedan problem koji se jednostavno mo�e rexiti korix�e�em su-
fiksnog stabla jeste da se za datu req 𝑃 du�ine 𝑚 i tekst 𝑇 du�ine 𝑛
na�u sva pojav	iva�a 𝑃 u 𝑇 u vremenu 𝑂(𝑚+𝑛). Rexe�e preko sufiksnih
stabala bi podrazumevalo formira�e sufiksnog stabla za nisku 𝑇 u
vremenu 𝑂(𝑛). Nakon toga bismo pratili jedinstveni put u sufiksnom
stablu qiji je prefiks niska 𝑃 , sve dok ne na�emo sve karaktere reqi
𝑃 ili do trenutka kada se ispostavi da se naredni karakter niske 𝑃 ne
mo�e prona�i ni na jednom putu do nekog lista. U drugom sluqaju mo�emo
zak	uqiti da se niska 𝑃 nigde ne jav	a u tekstu 𝑇 , dok u prvom sluqaju
svaki list u podstablu sa korenom u qvoru u kome se desilo posled�e
poklapa�e karaktera predstav	a indeks od koga poqi�e pojava reqi 𝑃 u
tekstu 𝑇 . Na primer, na slici 3.10 prikazan je jedan fragment sufiksnog
stabla za nisku 𝑎𝑤𝑦𝑎𝑤𝑥𝑎𝑤𝑥𝑧. Req 𝑃 = 𝑎𝑤 jav	a se tri puta u 𝑇 na
poqetnim pozicijama 1, 4 i 7.

Slika 3.10: Tri pojav	iva�a niske 𝑎𝑤 u niski 𝑎𝑤𝑦𝑎𝑤𝑥𝑎𝑤𝑥𝑧. �ihove
poqetne pozicije se nalaze u listovima podstabla qvora gde se zavrxava
niska 𝑎𝑤.
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3.3.1 Jednostavni algoritam za formira�e sufiksnog stabla

Da bismo ilustrovali problem formira�a sufiksnog stabla niske 𝑆
du�ine𝑚, opisa�emo najpre rexe�e problema najjednostavnijim algoritmom.
Ovaj jednostavni algoritam polazi od stabla koje sadr�i koren i jednu
granu, sa oznakom sufiksa 𝑆[1..𝑚] jednakog celoj nisci 𝑆. Zatim se za 𝑖 =
2, 3, . . . ,𝑚 u stablo redom uk	uquje sufiks 𝑆[𝑖..𝑚]. Induktivna hipoteza
glasi: \Umemo da konstruixemo stablo 𝑁𝑖 koje kodira sve sufikse niske
𝑆 koji poqi�u na pozicijama od 1 do 𝑖".

Bazni sluqaj je jednostavan { stablo𝑁1 se sastoji od jedne grane oznaqene
oznakom 𝑆$ koja povezuje koren i list sa oznakom 1. Stablo𝑁𝑖+1 se konstruixe
od stabla 𝑁𝑖 na slede�i naqin: polaze�i od korena stabla 𝑁𝑖 pronalazi se
najdu�i put qija se oznaka poklapa sa prefiksom niske 𝑆[𝑖 + 1..𝑚]$; pod
oznakom puta podrazumeva se konkatenacija oznaka grana koje qine taj put.
Kada se prona�e takav put, on se zavrxava ili u nekom unutrax�em qvoru
𝑤 ili unutar neke grane (𝑢, 𝑣). Ako je unutar grane, onda se grana (𝑢, 𝑣)
\razbija" na dve grane umeta�em qvora 𝑤 taqno nakog posled�eg karaktera
na grani koji se poklopio karakterom u 𝑆[𝑖 + 1..𝑚] i taqno ispred prvog
karaktera na grani koji se nije poklopio. Nova grana (𝑢,𝑤) oznaqava se
delom oznake grane (𝑢, 𝑣) koja se poklopila sa prefiksom niske 𝑆[𝑖+1..𝑚],
a nova grana (𝑤, 𝑣) se oznaqava ostatkom oznake grane (𝑢, 𝑣). Zatim, bilo da
se novi qvor 𝑤 formirao ili da je neki qvor ve� postojao na mestu gde se
poklapa�e zavrxilo, algoritam kreira novu granu (𝑤, 𝑖+ 1) koja povezuje
qvor 𝑤 i novi list sa oznakom 𝑖+ 1 i oznaqava novu granu nepoklop	enim
delom sufiksa 𝑆[𝑖 + 1..𝑚]$.

Slo�enost. Pronala�e�e puta koji odgovara jednom sufiksu traje𝑂(𝑚),
a zavrxna obrada tog sufiksa je slo�enosti 𝑂(1). Ovo se radi za svaki
sufiks, pa je prema tome ukupna vremenska slo�enost algoritma 𝑂(𝑚2).

3.3.2 Ukonenov algoritam za formira�e sufiksnog stabla

Esko Ukonen je konstruisao algoritam za formira�e sufiksnog stabla
u linearnom vremenu i on je dobijen kombinacijom nekoliko lepih uvida
u strukturu sufiksnog stabla i nekoliko pametnih implementacionih
deta	a. Tokom izvrxava�a algoritma formira se niz implicitnih sufiksnih
stabala, posle qega se posled�e od dobijenih implicitnih sufiksnih
stabala pretvara u pravo sufiksno stablo niske 𝑆.

Definicija 3.2 (Implicitno sufiksno stablo). Implicitno sufiksno
stablo niske 𝑆 je stablo dobijeno od sufiksnog stabla niske 𝑆$ brisa�em
svih pojava zavrxnog karaktera $ sa oznaka grana stabla, nakon toga
brisa�em svih grana sa praznom oznakom i, konaqno, brisa�em svih qvorova
koji nemaju bar dva sina.

Implicitno sufiksno stablo za prefiks 𝑆[1..𝑖] niske 𝑆 oznaqava�emo
sa 𝑇𝑖. Stablo 𝑇𝑖 se dobija primenom postupka iz definicije 3.2 na sufiks
𝑆[1..𝑖].

Implicitno sufiksno stablo za proizvo	nu nisku 𝑆 ima ma�e od
𝑚 = |𝑆| listova ako i samo ako barem jedan od sufiksa niske 𝑆 predstav	a
prefiks nekog drugog sufiksa. Zavrxni karakter $ se dodaje na kraj niske
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𝑆 upravo da bi se izbegla ova situacija. Ako se sama niska 𝑆 zavrxava
karakterom koji se ne pojav	uje nigde drugde u 𝑆, onda implicitno sufiksno
stablo niske 𝑆 ima list za svaki sufiks, pa je samim tim pravo sufiksno
stablo.

Slika 3.11: Sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎$.

Slika 3.12: Implicitno sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎.

Na primer, posmatrajmo sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎$ prikazano na
slici 3.11. Sufiks 𝑥𝑎 je prefiks sufiksa 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎, i sliqno je niska 𝑎
prefiks sufiksa 𝑎𝑏𝑥𝑎. Zato su u sufiksnom stablu za 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎 grane koje
vode do listova 4 i 5 oznaqene samo karakterom $. Odbaciva�em tih grana
proizvode se dva nova qvora koja imaju samo jednog sina, pa se onda i oni
odbacuju. Rezultat je implicitno sufiksno stablo niske 𝑥𝑎𝑏𝑥𝑎 prikazano
na slici 3.12.

Iako implicitno sufiksno stablo ne mora da ima list za svaki sufiks,
ono ipak kodira sve sufikse niske 𝑆 { svaki sufiks se dobija nadoveziva�em
karaktera na nekom putu od korena implicitnog sufiksnog stabla. Ipak,
ako se put ne zavrxi u listu, ne postoji oznaka koja oznaqava kraj puta.
Zbog toga su implicitna sufiksna stabla sama po sebi ma�e informativna
od sufiksnih stabala.

Ukonenov algoritam konstruixe implicitno sufiksno stablo 𝑇𝑖 za
svaki prefiks 𝑆[1..𝑖] niske 𝑆, polaze�i od 𝑇1, sve dok se ne formira
𝑇𝑚. Sufiksno stablo niske 𝑆 se konstruixe od posled�eg implicitnog
sufiksnog stabla 𝑇𝑚 i vreme izvrxava�a celokupnog algoritma je 𝑂(𝑚).
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Najpre �emo prikazati metod koji zahteva𝑂(𝑚3) koraka da se formiraju
sva stabla 𝑇𝑖, a nakon toga prikaza�emo optimizacije u implementaciji
Ukonenovog algoritma koje omogu�avaju da algoritam postane linearne
vremenske slo�enosti.

Opis Ukonenovog algoritma

Razmotrimo sluqaj niske 𝑆 = 𝑎𝑏𝑏𝑎. Ci	 nam je da odredimo implicitna
sufiksna stabla 𝑇𝑖 za sve prefikse 𝑆[1..𝑖], 𝑖 = 1, 2, 3, 4 niske 𝑆. Na slici
3.13 prikazana su dobijena implicitna stabla za sve prefikse niske 𝑆.

Slika 3.13: Implicitna sufiksna stabla svih prefiksa niske 𝑎𝑏𝑏𝑎.

Ukonenov algoritam se sastoji od 𝑚 faza. U (𝑖+ 1)-oj fazi stablo 𝑇𝑖+1

se formira na osnovu stabla 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚. Faza 𝑖+1 sastoji se od 𝑖+1
produ�e�a, po jednog za svaki od 𝑖 + 1 sufiksa niske 𝑆[1..𝑖 + 1]. Koristi
se qi�enica da se za 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑖 sufiks 𝑆[𝑗..𝑖 + 1] dobija produ�ava�em
sufiksa 𝑆[𝑗..𝑖] (koji je ve� u stablu) karakterom 𝑆[𝑖 + 1].

U produ�e�u 𝑗 faze 𝑖 + 1, pronalazimo mesto sufiksu 𝑆[𝑗..𝑖 + 1], 𝑗 =
1, 2, . . . , 𝑖 + 1. U implicitnom stablu 𝑇𝑖 formiranom u prethodnoj fazi
pronalazi se kraj puta (od korena) sa oznakom 𝑆[𝑗..𝑖]. Zatim se podniska
𝑆[𝑗..𝑖] kao oznaka puta produ�uje dodava�em karaktera 𝑆[𝑖+1] na �en kraj,
osim ukoliko se karakter 𝑆[𝑖 + 1] ve� ne nalazi tamo (u nastavku oznake
istog puta). Produ�e�e 𝑖 + 1 faze 𝑖 + 1 produ�uje prazan sufiks niske
𝑆[1..𝑖], odnosno, \ume�e" nisku koja se sastoji od jednog karaktera, 𝑆[𝑖+ 1],
u stablo (osim u situaciji kada se taj karakter ve� nalazi u stablu). Ovaj
algoritam mo�e se opisati kodom sa slike 3.14.

Pravila za produ�ava�e sufiksa. U okviru ovog algoritma neophodno
je precizirati kako se izvodi produ�ava�e sufiksa. Neka je 𝑆[𝑗..𝑖] = 𝛽
sufiks niske 𝑆[1..𝑖]. U produ�e�u 𝑗, kada algoritam prona�e kraj sufiksa
𝛽 u trenutnom stablu, vrxi se produ�ava�e niske 𝛽 da bi se i novi
sufiks 𝛽𝑆[𝑖+ 1] naxao u stablu. Pri tome su mogu�a tri sluqaja, odnosno
produ�e�e se izvodi primenom jednog od naredna tri pravila:

Pravilo 1: U trenutnom stablu, put 𝛽 se zavrxava u listu. Drugim
reqima, posled�a grana puta oznaqenog sa 𝛽 je grana 𝑒 koja se zavrxava
u listu. Da bi se stablo produ�ilo, karakter 𝑆[𝑖 + 1] se dodaje na
kraj oznake grane 𝑒.

Pravilo 2: Nijedan put od kraja niske 𝛽 ne poqi�e karakterom 𝑆[𝑖+ 1],
ali barem jedan oznaqeni put nastav	a od kraja niske 𝛽. U ovom
sluqaju, formira se nova grana od kraja niske 𝛽 i oznaqava se karakterom
𝑆[𝑖 + 1]. Ako se 𝛽 zavrxava unutar grane, na tom mestu se formira
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Algoritam Ukonenov algoritam(𝑆);

Ulaz: 𝑆 (niska od koje se konstruixe sufiksno stablo), 𝑚 (du�ina niske).

Izlaz: sufiksno stablo niske 𝑆.

begin

Konstruixi stablo 𝑇1;

for 𝑖 := 1 to 𝑚− 1 do

{zapoqi�emo fazu 𝑖+ 1}
for 𝑗 := 1 to 𝑖+ 1 do

{zapoqi�emo produ�e�e 𝑗}
Prona�i put od korena sa oznakom 𝑆[𝑗..𝑖] u trenutnom stablu

if 𝑆[𝑖+ 1] se ne nalazi iza kraja puta then

{Ovime se posti�e da je niska 𝑆[𝑗..𝑖+ 1] u stablu}
Produ�i put dodava�em karaktera 𝑆[𝑖+ 1]

end

Slika 3.14: Kôd jednostavnog algoritma za formira�e sufiksnog stabla
slo�enosti 𝑂(𝑚3).

novi qvor. Listu na kraju nove grane se pridru�uje broj 𝑗 (poxto
list odgovara sufiksu koji poqi�e od indeksa 𝑗).

Pravilo 3: Neki put od kraja niske 𝛽 poqi�e karakterom 𝑆[𝑖+1]. U ovom
sluqaju niska 𝛽𝑆[𝑖+ 1] se ve� nalazi u stablu, tako da nije potrebno
uraditi nixta (prisetimo se da u implicitnom sufiksnom stablu
kraj sufiksa ne mora da bude eksplicitno oznaqen).

Slika 3.15: Implicitno sufiksno stablo niske 𝑎𝑥𝑎𝑏𝑥 pre dodava�a
xestog karaktera 𝑏.

Na primer, posmatrajmo implicitno sufiksno stablo niske 𝑆 = 𝑎𝑥𝑎𝑏𝑥
prikazano na slici 3.15. Prva qetiri sufiksa se zavrxavaju u listovima,
ali se jednokarakterski sufiks 𝑥 zavrxava unutar grane. Kada se xesti
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Slika 3.16: Produ�eno implicitno sufiksno stablo niske 𝑎𝑥𝑎𝑏𝑥 nakon
dodava�a xestog karaktera 𝑏.

karakter 𝑏 dodaje niski, prva qetiri sufiksa se produ�uju primenom
pravila 1, peti sufiks se produ�uje primenom pravila 2, a xesti sufiks
primenom pravila 3. Rezultat je prikazan na slici 3.16.

Implementacija i ubrza�e. Korix�e�em pravila za produ�ava�e
sufiksa, posle pronala�e�a sufiksa 𝛽 niske 𝑆[1..𝑖] u trenutnom stablu,
potreban je samo konstantan broj koraka za primenu pravila za produ�ava�e
(odnosno, da bi se obezbedilo da se sufiks 𝛽𝑆[𝑖+ 1] nalazi u stablu). Zbog
toga je osnovni problem u realizaciji Ukonenovog algoritma pronala�e�e
svih 𝑖 sufiksa niske 𝑆[1..𝑖].

Najjednostavniji pristup omogu�uje pronala�e�e bilo kog sufiksa
𝛽 u 𝑂(|𝛽|) koraka, prolaskom puta od korena trenutnog stabla. Dakle,
produ�e�e 𝑗 faze 𝑖 + 1 bi zahtevalo 𝑂(𝑖 + 1− 𝑗) = |𝑆[𝑖..𝑗]| koraka. Poxto
je ukupan broj produ�e�a jednak 𝑖 + 1, stablo 𝑇𝑖+1 se formira od stabla
𝑇𝑖 u vremenu 𝑂(𝑖2), a slo�enost formira�a stabla 𝑇𝑚 je 𝑂(𝑚3). Na prvi
pogled nije jasno zaxto smo uopxte razmatrali ovaj algoritam slo�enosti
𝑂(𝑚3), kada ve� znamo jednostavan algoritam slo�enosti𝑂(𝑚2). Me�utim,
metodiqki je algoritam slo�enosti 𝑂(𝑚3) veoma va�an, jer predstav	a
polaznu taqku za razvoj Ukonenovog algoritma linearne vremenske slo�enosti.

Ubrza�e sa𝑂(𝑚3) na𝑂(𝑚) mo�e se izvesti na osnovu nekoliko zapa�a�a
i implementacionih trikova. Svaki trik za sebe deluje kao razumna heuristika
za ubrza�e algoritma, ali �ihova pojedinaqna primena ne povlaqi sma�e�e
slo�enosti u najgorem sluqaju. Me�utim, ukoliko se koriste zajedno, omogu�avaju
izvrxe�e algoritma u linearnom vremenu u najgorem sluqaju.

Definicija 3.3 (Sufiksna veza). Neka 𝑥𝛼 oznaqava proizvo	nu nisku,
gde je 𝑥 karakter i 𝛼 (eventualno prazna) niska. Ako za unutrax�i qvor
𝑣 sa oznakom puta 𝑥𝛼 postoji neki drugi qvor 𝑠(𝑣) sa oznakom puta 𝛼,
onda se pokazivaq od 𝑣 do 𝑠(𝑣) naziva sufiksna veza.

Sufiksnu vezu oznaqava�emo ure�enim parom (𝑣, 𝑠(𝑣)). U specijalnom
sluqaju kada je 𝛼 prazna niska, sufiksna veza iz unutrax�eg qvora sa
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oznakom puta 𝑥𝛼 = 𝑥 vodi ka korenu stabla. Koren se ne smatra unutrax�im
qvorom i ne postoji sufiksna veza koja polazi iz �ega.

Iz definicije sufiksne veze ne sledi da svaki unutrax�i qvor implicitnog
sufiksnog stabla ima sufiksnu vezu koja polazi iz �ega. Ispostav	a se
da je ovo tvr�e�e ipak taqno.

Lema 3.1 (Postoja�e sufiksnih veza u stablu). Ako se trenutnom stablu
u produ�e�u 𝑗 faze 𝑖 + 1 doda novi unutrax�i qvor 𝑣 sa oznakom puta
𝑥𝛼, onda va�i jedno od naredna dva tvr�e�a:

∙ put od korena sa oznakom 𝛼 se ve� zavrxava u unutrax�em qvoru
trenutnog stabla

∙ bi�e formiran unutrax�i qvor na kraju niske 𝛼 (primenom pravila
za produ�e�e) u (narednom) produ�e�u 𝑗 + 1 faze 𝑖 + 1.

Dokaz. Niska koja se razmatra u fazi 𝑖+1 je 𝑆[1..𝑖+1]. Razmatramo pravilo
2 za produ�ava�e sufiksa, jer se jedino prilikom primene ovog pravila
mo�e formirati novi unutrax�i qvor: tokom produ�e�a 𝑗, odnosno razmatra�a
sufiksa 𝑆[𝑗..𝑖 + 1], unutrax�i qvor je ili ve� postojao ili se kreira
dodava�em karaktera 𝑆[𝑖+ 1] na put 𝑆[𝑗..𝑖]. Sufiksna veza treba da od tog
qvora vodi ka qvoru za oznakom puta 𝑆[𝑗+1..𝑖+1], koji ili ve� postoji, ili
�e biti kreiran nakon produ�e�a sufiksa 𝑆[𝑗 + 1..𝑖] karakterom 𝑆[𝑖 + 1]
tokom produ�e�a 𝑗 + 1 faze 𝑖 + 1.

Slika 3.17: Sufiksne veze za implicitno sufiksno stablo niske 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎.

Teorema 3.1 (Postoja�e sufiksnih veza u Ukonenovom algoritmu). U
Ukonenovom algoritmu bilo koji novoformirani unutrax�i qvor do kraja
narednog produ�e�a dobi�e sufiksnu vezu koja polazi od �ega.

Dokaz. Doka�imo ovo tvr�e�e indukcijom po rednom broju faze 𝑖. Tvr�e�e
trivijalno va�i za 𝑇1, jer ne postoje unutrax�i qvorovi. Pretpostavimo
da tvr�e�e va�i za fazu 𝑖, odnosno za stablo 𝑇𝑖. Za unutrax�e qvorove
kreirane do pretposled�eg produ�e�a tvr�e�e va�i prema lemi 3.1.
Razmotrimo posled�e, (𝑖 + 1)-vo produ�e�e. U �emu se dodaje samo znak
𝑆[𝑖 + 1] (pravilom 1 ili 3) bez dodava�a novih unutrax�ih qvorova.

Teorema 3.1 utvr�uje va�nu qi�enicu o implicitnim stablima i specijalno
o sufiksnim stablima. Mo�emo je formulisati i na drugi naqin.
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Teorema 3.2 (Postoja�e sufiksnih veza u implicitnom sufiksnom stablu).
U proizvo	nom implicitnom sufiksnom stablu 𝑇𝑖, ako unutrax�i qvor
ima oznaku puta 𝑥𝛼, tada postoji qvor 𝑠(𝑣) stabla 𝑇𝑖 sa oznakom puta
𝛼.

Na osnovu teoreme 3.1, svi unutrax�i qvorovi u teku�em stablu ima�e
sufiksne veze koje polaze iz �ih, sa izuzetkom posled�eg dodatog unutrax�eg
qvora, koji �e dobiti svoju sufiksnu vezu do kraja narednog produ�e�a.
Sada �emo prikazati kako se sufiksne veze mogu iskoristiti da ubrzaju
implementaciju.

Prisetimo se da u fazi 𝑖 + 1 algoritam locira sufiks 𝑆[𝑗..𝑖] niske
𝑆[1..𝑖], za svako 𝑗 od 1 do 𝑖 + 1 (za 𝑗 = 𝑖 + 1 to je prazan sufiks). U okviru
jednostavnog algoritma ovo se izvodi pra�e�em niske 𝑆[𝑗..𝑖] polaze�i od
korena trenutnog stabla. Sufiksne veze mogu da skrate put koji se prelazi
i da na taj naqin produ�e�e uqine efikasnijim. Razmotrimo redom produ�e�a:

∙ 𝑗 = 1 (produ�e�e 1): s obzirom na to da je 𝑆[1..𝑖] najdu�a niska
kodirana u stablu 𝑇𝑖, tra�e�e niske 𝑆[1..𝑖] se mora zavrxiti u
nekom listu stabla 𝑇𝑖. To qini jednostavnim nala�e�e kraja tog
sufiksa (pri formira�u stabla mo�emo da quvamo pokazivaq na
list do koga vodi put sa oznakom 𝑆[1..𝑖]). �egovo produ�e�e vrxi
se primenom pravila 1. Dakle, prvo produ�e�e bilo koje faze je
specijalan sluqaj i koristi𝑂(1) koraka, s obzirom na to da algoritam
sadr�i pokazivaq na qvor sa oznakom jednakom trenutnoj nisci.

∙ 𝑗 = 2 (produ�e�e 𝑆[2..𝑖] u 𝑆[2..𝑖 + 1]): neka je niska 𝑆[1..𝑖] (koja se
zavrxava u listu 1 stabla 𝑇𝑖) oblika 𝑥𝛼, gde je 𝑥 karakter i 𝛼
(eventualno prazna) niska, i neka je (𝑣, 1) grana stabla koja ulazi
u list sa oznakom 1 (obratimo pa��u da ova grana ne mora biti
oznaqena samo posled�im karakterom ove niske ve� mo�e biti oznaqena
ve�im brojem karaktera). Algoritam treba da prona�e kraj niske
𝑆[2..𝑖] = 𝛼 u trenutnom stablu koje se formira na osnovu stabla 𝑇𝑖.
K	uq je u tome da je qvor 𝑣 ili koren ili unutrax�i qvor stabla 𝑇𝑖.
Ako je koren, onda da bi se pronaxao kraj 𝛼 prelazi se put od korena
prate�i 𝛼 kao u jednostavnom algoritmu. Ako je pak 𝑣 unutrax�i
qvor, onda po teoremi 3.2 (s obzirom da je 𝑣 u stablu 𝑇𝑖) qvor 𝑣 ima
sufiksnu vezu do qvora 𝑠(𝑣). Da	e, s obzirom da 𝑠(𝑣) ima oznaku puta
koja je prefiks niske 𝛼, kraj niske 𝛼 mora da se nalazi u podstablu sa
korenom 𝑠(𝑣). Zbog toga prilikom tra�e�a kraja niske 𝛼 u stablu,
algoritam ne mora da prelazi qitav put od korena, ve� mo�e da
krene od qvora 𝑠(𝑣). Ovo je glavni razlog za korix�e�e sufiksnih
veza u algoritmu. Preciznije, neka je 𝛾 oznaka grane (𝑣, 1). Da bi
se pronaxao kraj 𝛼, treba se vratiti iz lista sa oznakom 1 u qvor
𝑣, pratiti sufiksnu vezu od 𝑣 do 𝑠(𝑣), a zatim pro�i od qvora 𝑠(𝑣)
niz stablo (taj put mo�e da se sastoji od jedne ili vixe grana)
puta�om oznaqenom niskom 𝛾. Kraj tog puta odre�en je zavrxetkom
niske 𝛼 (videti sliku 3.18). Na kraju puta sa oznakom 𝛼 stablo se
a�urira korix�e�em odgovaraju�eg pravila za produ�e�e. Ovim su
u potpunosti opisana prva dva produ�e�a faze 𝑖 + 1.
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Slika 3.18: Produ�e�e prefiksa 𝑆[𝑗..𝑖] u prefiks 𝑆[𝑗..𝑖 + 1] u fazi 𝑖 + 1:
potrebno je popeti se najvixe jednom granom (sa oznakom 𝛾; na slici je
𝛾 = 𝑎𝑏𝑐𝑑) od kraja puta oznaqenog 𝑆[𝑗 − 1..𝑖] do qvora 𝑣; zatim se prati
sufiksna veza od 𝑣 do 𝑠(𝑣); nakon toga prolazi se od qvora 𝑠(𝑣) niz stablo
putem oznaqenim 𝛾, qime je u stablu prona�ena niska 𝑆[𝑗..𝑖]. Na kraju
se prime�uje odgovaraju�e pravilo produ�e�a da bi se umetnuo sufiks
𝑆[𝑗..𝑖 + 1].

∙ Da bi se produ�ila niska 𝑆[𝑗..𝑖] u nisku 𝑆[𝑗..𝑖 + 1] za 𝑗 > 2, koristi
se sliqna opxta ideja. Da bi se u stablu pronaxla niska 𝑆[𝑗..𝑖],
polazi se od kraja niske 𝑆[𝑗 − 1..𝑖] (kojoj je ona prefiks), pe�e se
najvixe jednom granom do korena ili unutrax�eg qvora 𝑣 koji ima
sufiksnu vezu iz sebe; neka je 𝛾 oznaka te grane. Pod pretpostavkom
da 𝑣 nije koren, prolazi se sufiksnom vezom od 𝑣 do 𝑠(𝑣); nastav	a se
niz stablo od 𝑠(𝑣) prate�i put sa oznakom 𝛾 do kraja 𝑆[𝑗..𝑖]. Konaqno,
vrxi se produ�ava�e sufiksa da se dobije sufiks 𝑆[𝑗..𝑖+1] korix�e�em
nekog od pravila za produ�ava�e sufiksa. Postoji jedna mala razlika
izme�u produ�e�a za 𝑗 > 2 i prva dva produ�e�a. Uopxteno govore�i,
kraj niske 𝑆[𝑗−1..𝑖] mo�e biti u qvoru koji i sam ima sufiksnu vezu
koja polazi iz �ega (ako je to unutrax�i qvor), i u tom sluqaju
algoritam prati tu sufiksnu vezu. Primetimo da qak i kada se
pravilo 2 prime�uje u produ�e�u 𝑗 − 1 (tako da se kraj 𝑆[𝑗 − 1..𝑖]
nalazi u novoformiranom unutrax�em qvoru 𝑤), ako otac qvora 𝑤
nije koren, onda otac qvora 𝑤 ve� ima sufiksnu vezu koja polazi iz
�ega na osnovu teoreme 3.1. Zbog toga algoritam u toku produ�e�a
𝑗 nikada na putu ka korenu ne prelazi vixe od jedne grane.

Izvedena analiza omogu�uje da se precizira algoritam za produ�e�e
𝑆[𝑗..𝑖] u 𝑆[𝑗..𝑖 + 1] u fazi 𝑖 + 1:

∙ Polaze�i od lista kome u stablu odgovara sufiks 𝑆[𝑗−1..𝑖] na putu ka
korenu prona�i prvi unutrax�i qvor 𝑣; qvor 𝑣 ili ima sufiksnu
vezu ili je koren. Ovo zahteva pe�a�e uz najvixe jednu granu od
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kraja 𝑆[𝑗 − 1..𝑖] u trenutnom stablu. Neka je 𝛾 (eventualno prazna)
niska na grani kojom se iz 𝑣 nastav	a prate�i 𝑆[𝑗 − 1..𝑖].

∙ Ako 𝑣 nije koren, onda treba pro�i sufiksnom vezom od 𝑣 do 𝑠(𝑣)
i zatim pro�i putem kroz stablo od 𝑠(𝑣) prate�i put sa oznakom 𝛾.
Ako je 𝑣 koren, onda treba pro�i putem niske 𝑆[𝑗..𝑖] od korena (kao
u jednostavnom algoritmu). Time je u stablu prona�en kraj niske
𝑆[𝑗..𝑖].

∙ Korix�e�em odgovaraju�eg pravila za produ�e�e sufiksa, obezbediti
da se niska 𝑆[𝑗..𝑖 + 1] nalazi u stablu.

∙ Ako je formiran novi unutrax�i qvor 𝑤 u produ�e�u 𝑗−1 (korix�e�em
pravila 2), onda po teoremi 3.1 niska 𝛼 mora da se zavrxi u qvoru
𝑠(𝑤), qvoru do kojeg dolazi sufiksna veza iz qvora 𝑤. Formirati
sufiksnu vezu (𝑤, 𝑠(𝑤)) od qvora 𝑤 do qvora 𝑠(𝑤).

Pod pretpostavkom da algoritam quva pokazivaq do trenutne cele niske
𝑆[1..𝑖], prvo produ�e�e faze 𝑖 + 1 ne zahteva nikakvo pe�a�e uz, niti
silazak niz stablo. Tako�e, prvo produ�e�e faze 𝑖 + 1 uvek prime�uje
pravilo 1.

Korix�e�e sufiksnih veza je oqigledno praktiqno pobo	xa�e u odnosu
na polazak od korena u svakom produ�e�u, kao xto se radi u jednostavnom
algoritmu. Me�utim, ovo pobo	xa�e nije dovo	no da popravi brzinu
algoritma u najgorem sluqaju. U nastavku �emo opisati implementacioni
trik koji sma�uje slo�enost algoritma u najgorem sluqaju na 𝑂(𝑚2).

U drugom koraku produ�e�a 𝑗 + 1 algoritam silazi niz stablo od
qvora 𝑠(𝑣) prate�i put sa oznakom 𝛾. Prisetimo se da takav put sigurno
postoji od 𝑠(𝑣). Direktno implementiran, prolazak kroz put sa oznakom 𝛾
zahteva 𝑂(|𝛾|) koraka, odnosno, proporcionalan je broju karaktera oznake
𝛾. Efikasnije je prilikom pra�e�a niske u stablu prelaziti grane za 𝑂(1)
(umesto za vreme proporcionalno du�ini oznake grane). To se posti�e
prelaskom u naredni qvor preko grane i pomera�em pozicije u nisci koja
se prati za broj jednak du�ini oznake grane. Ta ideja, tzv. preskok sa
odbrojava�em (eng. skip/count) ima za rezultat da je slo�enost prelaska
puta proporcionalna broju grana na putu, umesto zbiru du�ina oznaka
grana na putu.

Trik 1 (Preskok sa odbrojava�em). Neka 𝑔 oznaqava broj karaktera
oznake 𝛾. Prisetimo se da nikoje dve oznake grana koje izlaze iz qvora 𝑠(𝑣)
ne mogu da poqnu istim karakterom, odnosno da prvi karakter ℎ oznake
𝛾 mora da se pojavi kao prvi karakter na taqno jednoj grani koja izlazi
iz 𝑠(𝑣). Neka 𝑔′ oznaqava broj karaktera na toj grani. Ako je 𝑔 > 𝑔′, onda
algoritam nema potrebe da qita nijedan drugi karakter na toj grani; treba
da jednostavno do�e do qvora na kraju te grane. Pored toga, a�uriraju
se vrednosti 𝑔 i ℎ, tako xto se 𝑔 zameni sa 𝑔 − 𝑔′, a ℎ se zameni prvim
karakterom niske 𝑔′. Postupak se nastav	a na isti naqin bira�em izlazne
grane qija oznaka poqi�e karakterom ℎ. Uopxte, kada algoritam prona�e
narednu granu na putu, on upore�uje trenutnu vrednost 𝑔 i broj karaktera
𝑔′ na toj grani. Kada je 𝑔 > 𝑔′, algoritam prelazi do qvora na kraju te
grane, zame�uje 𝑔 sa 𝑔 − 𝑔′, zame�uje ℎ karakterom qiji je indeks u nisci
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ve�i za 𝑔′, pronalazi granu qiji se prvi karakter poklapa sa karakterom
ℎ oznake 𝛾 i ponav	a postupak. Kada se dostigne grana u kojoj je 𝑔 ≤ 𝑔′,
onda algoritam prelazi do karaktera sa rednim brojem 𝑔 na toj grani i
zavrxava se, poxto se put sa oznakom 𝛾 iz qvora 𝑠(𝑣) zavrxava na toj
grani taqno 𝑔 karaktera od poqetka oznake grane (videti sliku 3.19).

Slika 3.19: Preskok sa odbrojava�em. U fazi 𝑖 + 1, podniska 𝛾 =
𝑧𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔ℎ𝑦 ima du�inu 10. Postoji kopija podniske 𝛾 koja poqi�e od
qvora 𝑠(𝑣); ona se zavrxava tri karaktera od poqetka oznake na posled�oj
grani, nakon xto se izvedu qetiri preskaka�a grana.

Pod pretpostavkom da se zna du�ina oznake svake grane stabla i da se
karakter niske 𝑆 sa zadatim indeksom pronalazi za vreme 𝑂(1), efekat
korix�e�a preskoka sa odbrojava�em je prela�e�e grane pri pra�e�u
oznake 𝛾 za vreme 𝑂(1). Ukupno vreme za pronala�e�e puta koji odgovara
nisci 𝛾 proporcionalno je broju qvorova na putu umesto broju karaktera
na �emu.

Definicija 3.4 (Dubina qvora). Dubina qvora 𝑢 je broj qvorova na putu
od korena do 𝑢.

Teorema 3.3 (Dubina qvora na kraju sufiksne veze). Neka je (𝑣, 𝑠(𝑣))
proizvo	na sufiksna veza koja se prolazi u Ukonenovom algoritmu. U
trenutku kada se koristi sufiksna veza, dubina qvora 𝑣 je za najvixe
jedan ve�a od dubine qvora 𝑠(𝑣).

Dokaz. Razmotrimo puteve sa oznakama 𝑆[𝑗..𝑖+1] i 𝑆[𝑗+1..𝑖+1] i unutrax�i
qvor 𝑣 na putu sa oznakom 𝑆[𝑗..𝑖 + 1]. K	uqno zapa�a�e je da iz svakog
pretka qvora 𝑣 vodi sufiksna veza ka jedinstvenom pretku qvora 𝑠(𝑣) koji
je tako�e unutrax�i qvor. Ovo va�i za sve unutrax�e qvorove osim za
prvi karakter puta 𝑆[𝑖..𝑗 + 1] qija sufiksna veza vodi ka korenu. Zbog ove
povezanosti unutrax�ih qvorova na dva razmatrana puta va�i da dubina
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qvora 𝑣 mo�e za najvixe jedan biti ve�a od dubine qvora 𝑠(𝑣). Ilustracija
ovog dokaza prikazana je na slici 3.20.

Slika 3.20: Za svaki qvor 𝑣 na putu sa oznakom 𝑥𝛼, odgovaraju�i qvor 𝑠(𝑣)
nalazi se na putu sa oznakom 𝛼. Pri tome, ako je dubina qvora 𝑣 jednaka𝑚,
onda dubina qvora 𝑠(𝑣) mo�e da bude 𝑚− 1, 𝑚 ili ve�a od 𝑚. Na primer,
qvor sa oznakom 𝑥𝑎𝑏 ima dubinu dva, dok je dubina qvora sa oznakom 𝑎𝑏
jednaka jedan. Sliqno, qvor sa oznakom 𝑥𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔 ima dubinu pet, dok je
dubina qvora sa oznakom 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔 jednaka xest.

Definicija 3.5 (Trenutna dubina algoritma). U toku izvrxava�a algoritma
trenutna dubina algoritma je dubina qvora koji je posled�i pose�en u
algoritmu.

Teorema 3.4 (Linearnost faze Ukonenovog algoritma). Korix�e�em preskoka
sa odbrojava�em bilo koja faza Ukonenovog algoritma zahteva 𝑂(𝑚) koraka.

Dokaz. U fazi 𝑖 se 𝑖 + 1 put radi produ�e�e sufiksa. U toku jednog
produ�e�a, algoritam prelazi najvixe jednu granu uvis, prelazi sufiksnu
vezu, spuxta se za odre�eni broj qvorova, prime�uje neko od pravila za
produ�e�e sufiksa i eventualno dodaje novu sufiksnu vezu. Poxto smo
ve� ustanovili da sve ostale operacije sem spuxta�a traju 𝑂(1), ostaje da
razmotrimo kako se me�a trenutna dubina qvora u toku jedne faze.

Kreta�e uvis u toku bilo kog produ�e�a sma�uje trenutnu dubinu
qvora najvixe za jedan (poxto se na putu uvis prolazi najvixe jedan
qvor). Prelazak preko sufiksne veze mo�e da sma�i trenutnu dubinu
najvixe za jox jedan (teorema 3.3), a svaka grana pro�ena na putu nani�e
pove�ava trenutnu dubinu qvora. Prema tome, u toku cele faze se dubina
qvora mo�e sma�iti za jedan najvixe 2𝑚 puta. Poxto ni jedan qvor nema
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dubinu ve�u od 𝑚, ukupan broj inkrementira�a trenutne dubine qvora
u toku cele faze ne mo�e da bude ve�i od 3𝑚. Prema tome, ukupan broj
grana pre�enih prilikom kreta�a nani�e u toku cele faze nije ve�i od
3𝑚. Ako se koriste preskoci sa odbrojava�em, prelazak grane traje 𝑂(1),
pa je ukupna slo�enost dela algoritma koji odgovara kreta�ima nani�e
𝑂(𝑚).

Prethodna teorema ima za direktnu posledicu naredno tvr�e�e.

Teorema 3.5 (Kvadratna slo�enost Ukonenovog algoritma). Ukonenov
algoritam se mo�e implementirati korix�e�em sufiksnih veza tako
da zahteva 𝑂(𝑚2) koraka.

Slo�enost 𝑂(𝑚2) dobija se mno�e�em granice slo�enosti za jednu
fazu algoritma, 𝑂(𝑚), brojem faza u algoritmu, 𝑚. Ova gruba procena
slo�enosti posledica je nezavisne procene slo�enosti proizvo	ne faze.
Pobo	xa�e se posti�e tako xto se u analizi razmatraju i prelasci
izme�u faza.

Va�an deta	 u realizaciji algoritma. Ci	 je posti�i da vremenska
slo�enost algoritma bude 𝑂(𝑚). Na tom putu postoji jedna oqigledna
prepreka: prostor koji zauzima sufiksno stablo je Θ(𝑚2), jer oznake grana
mogu da budu du�ine Θ(𝑚), a broj grana je Θ(𝑚). Zbog toga bilo koji
algoritam za formira�e sufiksnog stabla mora da ima slo�enost bar
Θ(𝑚2). Da bi se doxlo do algoritma slo�enosti 𝑂(𝑚), mora se obezbediti
da oznake grana zauzimaju prostor 𝑂(1).

Ispostav	a se da takva, jednostavna alternativna xema predstav	a�a
oznaka grana postoji. Umesto eksplicitnog zapisiva�a podniske na grani,
mo�e se koristiti ure�en par indeksa na grani, koji oznaqavaju poqetnu
i kraj�u poziciju te podniske u 𝑆 (videti sliku 3.21). S obzirom da
algoritam quva kopiju niske 𝑆, on je u sta�u da u konstantnom vremenu
prona�e bilo koji karakter u 𝑆. Zbog toga je mogu�e opisati bilo koji
algoritam rada sa sufiksnim stablom kao da su oznake grana predstav	ene
eksplicitno, a zatim implementirati algoritam sa samo konstantnim
brojem karaktera na svakoj grani. Opisana xema naziva se kompresija
oznaka grana.

Na primer, kada se u okviru Ukonenovog algoritma prati podniska koja
odgovara prelasku jedne grane, koristi se par indeksa zapisanih na grani
da se iz 𝑆 proqitaju karakteri te niske i zatim se ti karakteri upore�uju
sa karakterima niske. Pravila za produ�e�e se tako�e jednostavno realizuju
korix�e�em kompresije oznaka grana. Kada se u fazi 𝑖+1 primeni pravilo
2, novoformirana grana se oznaqava parom indeksa (𝑖 + 1, 𝑖 + 1), a kada se
primeni pravilo 1 (ka listu), promeni se par indeksa na toj grani sa (𝑝, 𝑞)
na (𝑝, 𝑞 + 1). Indukcijom se lako pokazuje da 𝑞 mora biti jednako 𝑖 i otuda
nova oznaka (𝑝, 𝑖 + 1) predstav	a korektnu novu podnisku za tu granu ka
listu.

Korix�e�em parova indeksa za predstav	a�e oznaka grane na svakoj
grani zapisuju se samo dva broja. Primetimo da je ukupan broj grana u
stablu najvixe 2𝑚 − 1, jer je ukupan broj listova u stablu 𝑚, a svaki
unutrax�i qvor pove�ava broj listova bar za jedan, pa unutrax�ih qvorova
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Slika 3.21: Levo stablo predstav	a fragment sufiksnog stabla niske
𝑆 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑎𝑏𝑐𝑢𝑣𝑤 sa eksplicitno predstav	enim oznakama grana.
Desno stablo predstav	a isti fragment sa kompresijom oznaka grana.
Primetimo da se grana sa oznakom 2, 3 mo�e oznaqiti tako�e parom 8, 9.

ima najvixe 𝑚− 1. Kako je broj grana najvixe 2𝑚− 1, to sufiksno stablo
koristi samo 𝑂(𝑚) simbola i zahteva prostor veliqine 𝑂(𝑚).

Razmotrimo sada odnos pojedinih pravila za produ�e�e sufiksa sa
susednim produ�e�ima, odnosno fazama.

Zapa�a�e 1: Pravilo 3 prekida fazu. Ako se u toku faze za produ�e�e
sufiksa 𝑆[𝑗..𝑖] primeni pravilo 3, isto pravilo bi�e prime�eno i za
produ�e�e svih ostalih sufiksa 𝑆[𝑗 + 1..𝑖], 𝑆[𝑗 + 2..𝑖], . . . Zaista, ako je
prime�eno pravilo 3, put oznaqen sa 𝑆[𝑗..𝑖] u trenutnom stablu mora da
se nastavi karakterom 𝑆[𝑖 + 1]. Poxto su 𝑆[𝑗 + 1..𝑖], 𝑆[𝑗 + 2..𝑖], . . . sufiksi
niske 𝑆[𝑗..𝑖], oni se tako�e nastav	aju istim karakterom 𝑆[𝑖 + 1], pa se
pravilo 3 prime�uje za produ�ava�e svih preostalih indeksa.

Prilikom primene pravila 3 nema potrebe da se bilo xta radi, jer je
produ�eni sufiks ve� u stablu. Pored toga, nova sufiksna veza treba da
se doda u stablo samo nakon produ�e�a u kojem je prime�eno pravilo 2.
Ove qi�enice i zapa�a�e 1 dovode do narednog implementacionog trika.

Trik 2. Kada se u fazi 𝑖 + 1 prvi put primeni pravilo 3, faza je
zavrxena. Drugim reqima, ako se ovo dogodi prilikom produ�e�a sufiksa
𝑆[𝑗..𝑖], onda nema potrebe eksplicitno tra�iti kraj bilo koje niske 𝑆[𝑘..𝑖], 𝑘 >
𝑗.

Za produ�e�a u fazi 𝑖 + 1 koja su \zavrxena" nakon prve primene
pravila 3 ka�emo da su zavrxena implicitno. Nasuprot tome, eksplicitna
produ�e�a su ona u toku kojih se eksplicitno tra�i kraj niske 𝑆[𝑗..𝑖].

Trik 2 je oqigledno dobra heuristika, qiji je rezultat sma�e�e posla
koji se obav	a. Ipak, jox uvek nije jasno kako ona utiqe na ukupnu slo�enost
algoritma. Za to �e nam biti potrebno jox jedno zapa�a�e i jox jedan
trik.
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Zapa�a�e 2: Jednom list, uvek list. Ako je u nekom trenutku u
Ukonenovom algoritmu formiran list i obele�en oznakom 𝑗 (za sufiks
koji poqi�e od 𝑗-te pozicije u niski 𝑆), tada taj list ostaje list u
svim narednim formiranim stablima u toku algoritma. Ovo je taqno jer
algoritam ne poseduje mehanizam za produ�ava�e \raqva�em" grane koja
vodi ka listu. Preciznije, ako se u nekom trenutku pojavi list oznaqen
sa 𝑗, u produ�e�u 𝑗 u bilo kojoj narednoj fazi uvek �e biti prime�ivano
pravilo 1. Dakle, jednom list, uvek list.

List 1 formira se u fazi 1, tako da u proizvo	noj fazi 𝑖 postoji
poqetni niz od prvih nekoliko produ�e�a koja se vrxe primenom pravila
1 ili 2 (jer pravilo 3 zaustav	a proces produ�ava�a; prvo produ�e�e se
uvek radi primenom pravila 1). Neka 𝑗𝑖 oznaqava posled�e produ�e�e u
tom nizu. S obzirom na to da se u fazi 𝑖+ 1 sva produ�e�a sa indeksima
do 𝑗𝑖 rade primenom pravila 1, odnosno da bilo koja primena pravila 2
formira novi list, iz opa�a�a 2 sledi da je 𝑗𝑖 ≤ 𝑗𝑖+1. Drugim reqima,
poqetni niz produ�e�a gde se prime�uje pravilo 1, ne mo�e biti sma�en
u narednim fazama. Ovo sugerixe implementacioni trik da se u fazi 𝑖+1
izbegnu sva eksplicitna produ�e�a od 1 do 𝑗𝑖. Umesto toga bi�e potreban
samo konstantan broj koraka za izvo�e�e implicitnih produ�e�a.

Da bismo opisali ovaj trik, prisetimo se da se oznake grana u (impli-
citnim) sufiksnim stablima mogu predstaviti parom indeksa (𝑝, 𝑞) koji
predstav	aju podnisku 𝑆[𝑝..𝑞]. Prisetimo se, tako�e, da je za svaku granu
do lista u 𝑇𝑖, indeks 𝑞 jednak 𝑖, i u fazi 𝑖+1 indeks 𝑞 se inkrementira na
𝑖+1, registruju�i tako dodava�e karaktera 𝑆[𝑖+1] na kraj svakog sufiksa.

Trik 3. U fazi 𝑖 + 1, kada se grana ka listu prvi put formira i kada
bi se oznaqila oznakom 𝑆[𝑝..𝑖+ 1], umesto pisa�a para indeksa (𝑝, 𝑖+ 1) na
grani, napisati (𝑝, 𝑒), gde je 𝑒 simbol koji oznaqava trenutni kraj. Simbol
𝑒 je globalni indeks koji se postav	a na 𝑖 + 1 po jednom u svakoj fazi. U
fazi 𝑖+1, s obzirom da algoritam zna da �e se pravilo 1 primeniti makar
u produ�e�ima od 1 do 𝑗𝑖, nije potrebno raditi dodatan eksplicitan
posao kojim se implementira tih 𝑗𝑖 produ�e�a. Umesto toga, on samo
inkrementira promen	ivu 𝑒, a zatim sprovodi samo eksplicitna produ�e�a
poqevxi od produ�e�a 𝑗𝑖 + 1.

Slika 3.22: Prikaz jednog mogu�eg izvrxe�a Ukonenovog algoritma. Svaka
linija predstav	a fazu u algoritmu i svaki broj predstav	a eksplicitno
produ�e�e izvrxeno u algoritmu: prikazane su qetiri faze i sedamnaest
eksplicitnih produ�e�a. U proizvo	nim dvema susednim fazama nalazi
se najvixe jedan indeks gde se isto eksplicitno produ�e�e izvrxava u
obema fazama.
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Linearnost Ukonenovog algoritma. Sa trikovima 2 i 3, eksplicitna
produ�e�a u fazi 𝑖+1 potrebna su samo u produ�e�ima poqevxi od 𝑗𝑖+1
do pojave prvog produ�e�a u kojem se prime�uje pravilo 3 ili do kraja
faze. Sva ostala produ�e�a se rade implicitno. Rezimiraju�i sve xto
je reqeno, realizacija faze 𝑖 + 1 mo�e se opisati narednim algoritmom:

∙ Inkrementirati indeks 𝑒, tako da je �egova nova vrednost 𝑖 + 1 (na
osnovu trika 3, ovo korektno realizuje sva implicitna produ�e�a
od 1 do 𝑗𝑖).

∙ Eksplicitno izvrxiti sva naredna produ�e�a poqevxi od 𝑗𝑖 + 1 do
pojave produ�e�a 𝑗* gde se prime�uje pravilo 3 ili dok se ne zavrxe
sva produ�e�a u trenutnoj fazi (na osnovu trika 2, ovo korektno
realizuje sva dodatna implicitna produ�e�a od 𝑗* + 1 do 𝑖 + 1).

∙ Postaviti vrednost 𝑗𝑖+1 na 𝑗
*−1, da bi se pripremila naredna faza.

Posled�i korak algoritma korektno postav	a 𝑗𝑖+1 zbog toga xto poqetni
niz produ�e�a gde se prime�uju pravila 1 ili 2 mora da se zavrxi
neposredno pre prve primene pravila 3.

K	uqna odlika algoritma je da faza 𝑖 + 1 poqi�e sa eksplicitnim
produ�ava�ima od produ�e�a 𝑗*, gde je 𝑗* posled�e eksplicitno produ�e�e
u fazi 𝑖+ 1. Zbog toga, dve susedne faze dele najvixe jedan indeks (𝑗*) za
koji se vrxi eksplicitno produ�e�e (videti sliku 3.22). Xtavixe, faza
𝑖+1 se zavrxava znaju�i gde se zavrxava niska 𝑆[𝑗*..𝑖], tako da ponov	eno
produ�e�e 𝑗* u fazi 𝑖+2 mo�e da izvrxi primenu pravila za produ�e�e
za 𝑗* bez ikakvog vra�a�a uz stablo, pra�e�a sufiksnih veza i preskaka�a
qvorova. To znaqi da je slo�enost prvog eksplicitnog produ�e�a u svakoj
fazi jednaka𝑂(1). Sada je jednostavno dokazati glavni rezultat, formulisan
u obliku naredne teoreme.

Teorema 3.6 (Linearnost Ukonenovog algoritma). Korix�e�em sufiksnih
veza i implementacionih trikova 1, 2 i 3, Ukonenov algoritam formira
implicitna sufiksna stabla 𝑇1 do 𝑇𝑚 u 𝑂(𝑚) koraka.

Formira�e pravog sufiksnog stabla. Posled�e formirano implicitno
sufiksno stablo 𝑇𝑚 mo�e se pretvoriti u pravo sufiksno stablo u vremenu
𝑂(𝑚). Posle dodava�a terminiraju�eg karaktera $ na kraj niske 𝑆 i
Ukonenov algoritam izvrxava jox jednu, dopunsku fazu. Smisao dodava�a
terminiraju�eg karaktera je da nijedan sufiks ne mo�e biti prefiks
nekog drugog sufiksa, pa se Ukonenov algoritam zavrxava implicitnim
sufiksnim stablom u kojem se svaki sufiks zavrxava u listu i time
je eksplicitno predstav	en. Jedina druga izmena koja je potrebna jeste
zamena promen	ive 𝑒 vrednox�u 𝑚. Ovo se posti�e obilaskom stabla u
vremenu 𝑂(𝑚), pose�uju�i svaku granu ka listu. Rezultat koji se dobija
posle ovih izmena je pravo sufiksno stablo. Time je dokazana naredna
teorema:

Teorema 3.7 (Linearnost formira�a sufiksnog stabla Ukonenovim algoritmom).
Slo�enost formira�a sufiksnog stabla niske 𝑆 du�ine 𝑚, zajedno sa
formira�em svih sufiksnih veza, je 𝑂(𝑚).
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3.3.3 Primene sufiksnih stabala

Sufiksna stabla imaju brojne primene. Kao xto smo ve� napomenuli,
jedna od primena je za tra�e�e reqi u tekstu. Ako je zadat tekst 𝑇 i req
𝑃 , mogu�e je prona�i sve pojave reqi 𝑃 u 𝑇 za vreme 𝑂(𝑛 + 𝑘), gde je 𝑛
du�ina reqi 𝑃 , a 𝑘 je broj pojava unutar 𝑇 .

Taqno tra�e�e svih zadatih reqi

Za date reqi 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑘 ukupne du�ine 𝑛, sufiksno stablo mo�e da se
iskoristi za pronala�e�e svih pojava ovih reqi u tekstu 𝑇 du�ine 𝑚
algoritmom slo�enosti 𝑂(𝑚+𝑛+𝑧), gde je 𝑧 ukupan broj pojava svih ovih
reqi u 𝑇 . Sufiksno stablo koristi se za predobradu teksta 𝑇 za vreme
𝑂(𝑚), a posle toga se tra�e�e svih pojava reqi (reqi se tra�e jedna po
jedna, nezavisno) zavrxava za vreme 𝑂(𝑛 + 𝑧).

Najdu�a zajedniqka podniska dve niske 𝑆1 i 𝑆2

Postoji veliki broj problema koji obra�uju ve�i broj niski, kao xto je
tra�e�e reqi u tekstu, automatsko dopu�ava�e teksta, najdu�i zajedniqki
podniz dve niske, najdu�a palindromska niska, . . .. U ovim operacijama
sve niske koje se koriste treba da budu indeksirane zbog br�e pretrage.
Jedan naqin da se to uradi je posredstvom sufiksnih stabala. Sufiksno
stablo formirano za skup niski naziva se uopxteno sufiksno stablo.
Jednostavan naqin za konstrukciju uopxtenog sufiksnog stabla dve date
niske je formira�em nove niske 𝑆1#𝑆2$, koja se dobija dodava�em dva
razliqita zavrxna karaktera, i formira�em obiqnog sufiksnog stabla
za ovu nisku. Svaki list sufiksnog stabla ili poqi�e sufiksom niske
𝑆1, ili 𝑆2, ili obe niske. Oznaka svake grane u uopxtenom sufiksnom
stablu treba da odgovara podniski samo jedne ulazne niske, te ako postoje
oznake puta koje uk	uquju podniske obe ulazne niske, mo�emo da zadr�imo
samo poqetni deo koji pripada jednoj niski. Na osnovu oznaka listova
mo�emo videti da li je list sufiks prve ili druge niske (na osnovu toga
da li oznaka lista ima vrednost iz skupa {1..|𝑆1|} ili vrednost iz skupa
{|𝑆1|+ 2..|𝑆1|+ |𝑆2|+ 1}. Na osnovu ovoga oznaqi�emo unutrax�e qvorove
sa 𝑆1, 𝑆2 ili 𝑆1𝑆2 na osnovu toga da li su svi listovi koji odgovaraju
podstablu sa korenom u tom unutrax�em qvoru sufiksi niske 𝑆1, 𝑆2 ili
postoji bar jedan list koji odgovara sufiksu niske 𝑆1 i bar jedan list koji
odgovara sufiksu niske 𝑆2. Oznake puta do unutrax�eg qvora sa oznakom
𝑆1𝑆2 qine podniske obe niske 𝑆1 i 𝑆2. Oznaka puta do qvora kome u stablu
odgovara najdu�a niska oznaqenog sa 𝑆1𝑆2 daje najdu�i zajedniqki podniz
ove dve niske. Slo�enost svih operacija koje je potrebno izvrxiti da se
prona�e najdu�a zajedniqka podniska niski 𝑆1 i 𝑆2 je 𝑂(|𝑆1|+ |𝑆2|).





Glava 4

Sortira�e linearne slo�enosti

Podsetimo se da se svaki algoritam za sortira�e zasnovan na upore�iva�ima
mo�e modelirati stablom odluqiva�a, zbog qega je �egova slo�enost Ω(𝑛 log 𝑛).
Ova qi�enica sledi iz toga da je vremenska slo�enost algoritma definisanog
stablom odluqiva�a u najgorem sluqaju jednaka visini ovog stabla, a s
obzirom na to da proizvo	no stablo odluqiva�a za sortira�e 𝑛 elemenata
ima bar 𝑛! listova (po jedan za svaku mogu�u permutaciju elemenata na
ulazu), �egova visina je najma�e log2(𝑛!) = Ω(𝑛 log 𝑛).

Sortira�e je ipak mogu�e izvrxavati br�e korix�e�em specijalnih
osobina brojeva, ili izvode�i algebarske manipulacije sa �ima. Ovo ne
protivreqi dokazanoj do�oj granici, jer ovakvi algoritmi sortira�a ne
koriste upore�iva�a ve� recimo qi�enicu da vrednosti brojeva mogu da
se efikasno koriste kao adrese.

4.1 Sortira�e prebrojava�em

Pretpostavimo da niz 𝐴 sadr�i 𝑛 celobrojnih vrednosti od kojih je svaka
iz opsega [0, 𝑘], za neki prirodni broj 𝑘. Za poqetak pretpostavimo da su
svi elementi niza 𝐴 me�usobno razliqiti. Ideja algoritma sortira�a
prebrojava�em (eng. counting sort) je da se za svaki element 𝑥 niza
𝐴 odredi broj elemenata niza 𝐴 koji su ma�i od 𝑥. Ova informacija
omogu�ava postav	a�e elementa 𝑥 direktno na svoju poziciju u sortiranom
redosledu. Na primer, ako je 17 elemenata niza 𝐴 ma�e od 𝑥, onda je
pozicija elementa 𝑥 u sortiranom redosledu 18 (pretpostav	amo da vrednosti
indeksa u nizu kre�u od 1). Da bismo mogli da obradimo sluqaj kada
vixe elemenata ima istu vrednost, potrebno je da malo modifikujemo
predlo�enu xemu.

Pored ulaznog niza𝐴[1..𝑛] u okviru algoritma sortira�a prebrojava�em
koriste se jox dva niza: niz 𝐵[1..𝑛] koji na kraju izvrxava�a algoritma
sadr�i sortirani niz elemenata i pomo�ni niz brojaqa 𝐶[0..𝑘] (posle
prolaska kroz algoritam 𝐶[𝑖] jednako je broju pojav	iva�a broja 𝑖 u nizu
𝐴).

S obzirom na to da elementi niza𝐴 ne moraju biti razliqiti, dekrementiramo
vrednost 𝐶[𝐴[𝑖]] svaki put kada smestimo vrednost 𝐴[𝑖] u niz 𝐵. Time se
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Slika 4.1: Primer sortira�a prebrojava�em niza 𝐴[1..8], pri qemu su
svi elementi niza 𝐴 nenegativni celi brojevi ne ve�i od 5. a) Niz 𝐴
i niz 𝐶 nakon postav	a�a elemenata niza 𝐶 tako da 𝐶[𝑖] sadr�i broj
elemenata jednakih 𝑖. b) Niz 𝐶 nakon izvrxava�a pet	e kojom se vrednost
𝐶[𝑖] postav	a na broj elemenata ma�ih ili jednakih 𝑖. c)-e) Nizovi 𝐵 i 𝐶
nakon izvrxava�a redom 1, 2 i 3 iteracije pet	e. f) Sortirani niz 𝐵.

Algoritam Sortiranje prebrojavanjem(𝐴,𝑛);

Ulaz: prirodni broj 𝑘 i niz 𝐴[1..𝑛] celih brojeva takav da je 0 ≤ 𝐴[𝑖] ≤ 𝑘 za 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Izlaz: 𝐵 (sortirani niz).

begin

Neka je 𝐶[0..𝑘] novi niz

for 𝑖 := 0 to 𝑘 do

𝐶[𝑖] := 0

for 𝑖 := 1 to 𝑛 do

𝐶[𝐴[𝑖]] := 𝐶[𝐴[𝑖]] + 1

{𝐶[𝑖] sada sadr�i broj elemenata jednakih 𝑖}
for 𝑖 := 1 to 𝑘 do

𝐶[𝑖] := 𝐶[𝑖] + 𝐶[𝑖− 1]

{𝐶[𝑖] sada sadr�i broj elemenata ma�i ili jednak od 𝑖}
for 𝑖 := 𝑛 downto 1

𝐵[𝐶[𝐴[𝑖]]] := 𝐴[𝑖]

𝐶[𝐴[𝑖]] := 𝐶[𝐴[𝑖]]− 1

end

Slika 4.2: Sortira�e prebrojava�em.

posti�e da ukoliko postoji jox neki element sa istom vrednox�u 𝐴[𝑗],
jedan od takvih elemenata ide na poziciju neposredno pre 𝐴[𝑗].

Va�no svojstvo algoritma sortira�a prebrojava�em je �egova stabilnost:
brojevi sa istom vrednox�u se na izlazu pojav	uju u onom redosledu u
kojem su bili na ulazu. Ovo se posti�e kreta�em od posled�e ka prvoj
vrednosti za indeks u posled�oj pet	i u algoritmu. Kreta�e u suprotnom
redosledu ne bi quvalo stabilnost. Jasno je, ovo svojstvo je va�no jedino
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ako se uz vrednosti koje sortiramo quvaju i neki dodatni (satelitski)
podaci. Ukoliko se ne quvaju nikakvi dodatni podaci, mogli bismo samo
pro�i kroz niz 𝐶 dobijen nakon prve pet	e algoritma i za svaku vrednost
𝐶[𝑖] > 0 iskopirati 𝐶[𝑖] kopija elementa 𝑖 u izlazni niz.

Ukupna slo�enost algoritma je Θ(𝑘 + 𝑛). U sluqaju kada je 𝑘 = 𝑂(𝑛)
slo�enosti je linearna, Θ(𝑛). Me�utim, ukoliko je 𝑘 = 𝑂(𝑛2), ovaj algoritam
bio bi kvadratne slo�enosti i vixe bi se isplatilo primeniti neki od
algoritama zasnovanih na pore�e�u elemenata.

4.2 Sortira�e razvrstava�em i sortira�e vixestrukim razvrstava�em

Najjednostavniji postupak sortira�a niza prirodnih brojeva bi se sastojao
u tome da se obezbedi dovo	an broj lokacija, i da se onda svaki element
smesti na svoju lokaciju. Taj postupak zove se sortira�e razvrstava�em
(eng. bucket sort). Ako se, na primer, sortiraju pisma prema odredixtima,
onda je dovo	no obezbediti jednu pregradu za svako odredixte, i sortira�e
je vrlo efikasno. Ali ako pisma treba sortirati prema petocifrenom
poxtanskom broju, onda ovaj metod zahteva oko 100000 pregrada, xto postupak
qini nepraktiqnim. Prema tome, sortira�e razvrstava�em radi dobro
ako su elementi iz malog, jednostavnog opsega, koji je unapred poznat.
Prelazimo na deta	niji opis ovog algoritma.

Neka je dato 𝑛 razliqitih elemenata, koji su celi brojevi iz opsega od
1 do 𝑚 ≥ 𝑛. Rezervixe se 𝑚 lokacija, a onda se za svako 𝑖 broj 𝑥𝑖 stav	a na
lokaciju 𝑥𝑖 koja odgovara �egovoj vrednosti. Posle toga se pregledaju sve
lokacije i iz �ih se redom pokupe elementi. Slo�enost ovog jednostavnog
algoritma je dakle 𝑂(𝑚 + 𝑛). Ako je 𝑚 = 𝑂(𝑛), dobijamo algoritam za
sortira�e linerne slo�enosti. S druge strane, ako je 𝑚 veliko u odnosu
na 𝑛 (kao u sluqaju poxtanskih brojeva), onda je i 𝑂(𝑚) tako�e veliko.
Pored toga, algoritam zahteva memoriju veliqine 𝑂(𝑚), xto je jox ve�i
problem za velike 𝑚.

Prirodno uopxte�e ove ideje je sortira�e vixestrukim razvrs-
tava�em (engl. radix sort). Razmotrimo jox jednom primer sa poxtanskim
brojevima. Sortira�e razvrstava�em u ovom sluqaju nije pogodno, jer
je preveliki opseg mogu�ih poxtanskih brojeva. Kako sma�iti potreban
opseg? Primeni�emo indukciju po opsegu na slede�i naqin. Najpre koristimo
10 pregrada i sortiramo pisma prema prvoj cifri poxtanskog broja.
Svaka pregrada sada pokriva 10000 razliqitih poxtanskih brojeva (odre�enih
sa preostale qetiri cifre poxtanskog broja). Broj operacija za ovu etapu
je 𝑂(𝑛). Na kraju prve etape imamo 10 pregrada, od kojih svaka odgovara
ma�em opsegu. Da	e se problem za svaku pregradu rexava rekurzivno.
Poxto se opseg posle svake etape sma�uje za faktor 10 i poxto poxtanski
brojevi imaju pet cifara, dovo	no je pet etapa. Kad se sadr�aji pregrada
sortiraju, lako ih je objediniti u sortiranu (ure�enu) listu. Razmotrena
verzija sortira�a vixestrukim razvrstava�em (cifre se prolaze sleva
udesno) poznata je kao sortira�e obratnim vixestrukim razvrstava�em.

Napomenimo da se opseg mo�e podeliti na bilo koji odgovaraju�i naqin.
U primeru sa poxtanskim brojevima podela je izvrxena u skladu sa dekadnim
prikazom poxtanskih brojeva. Ako su elementi stringovi koje treba sortirati
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leksikografski, mo�emo ih upore�ivati znak po znak, pa se dobija leksikografsko
sortira�e.

Razmotrimo sada drugu varijantu iste ideje. Rekurzivna realizacija
sortira�a obratnim vixestrukim razvrstava�em zahteva pomo�ne lokacije
(oko 50 pregrada u primeru sa poxtanskim brojevima; svaki nivo rekurzije
ima svoje pregrade). Drugi naqin realizacije sortira�a vixestrukim
razvrstava�ema zasniva se na primeni indukcije obrnutim redosledom:
sortira�e se radi zdesna ulevo, polaze�i od najni�ih umesto od najvixih
cifara. Pretpostav	amo da su elementi veliki brojevi, predstav	eni
sa 𝑘 cifara u sistemu sa osnovom 𝑑 (cifre su iz opsega od 0 do 𝑑 − 1).
Induktivna hipoteza je vrlo prirodna.

Induktivna hipoteza. Umemo da sortiramo brojeve sa ma�e od 𝑘 cifara.

Razlika izme�u ovog metoda i sortira�a obratnim vixestrukim raz-
vrstava�em je u naqinu na koji se proxiruje hipoteza (ideja primene
induktivne hipoteze obrnutim redosledom sliqna je kao kod Hornerove
xeme). Kod datih brojeva sa 𝑘 cifara mi najpre ignorixemo najvixu
(prvu) cifru i sortiramo brojeve prema ostatku cifara indukcijom. Tako
dobijamo listu brojeva sortiranih prema najni�ih 𝑘 − 1 cifara. Zatim
prolazimo jox jednom kroz sve elemente, i razvrstavamo ih prema najvixoj
cifri u 𝑑 pregrada. Konaqno, objedi�ujemo redom sadr�aje pregrada. Ovaj
algoritam zove se sortira�e direktnim vixestrukim razvrstava�em. Pokaza�emo
da su elementi na kraju sortirani po svih 𝑘 cifara.

Tvrdimo da su dva elementa svrstana u razliqite pregrade u ispravnom
poretku. Za to nam nije potrebna induktivna hipoteza, jer je najvixa
cifra prvog od �ih ve�a od najvixe cifre drugog. S druge strane, ako
dva elementa imaju iste najvixe cifre, onda su oni prema induktivnoj
hipotezi dovedeni u ispravan redosled pre posled�eg koraka. Bitno je
da elementi stav	eni u istu pregradu ostaju u istom redosledu kao i pre
razvrstava�a. Ovo se mo�e posti�i upotrebom liste za svaku pregradu i
objedi�ava�em 𝑑 lista na kraju svake etape u jednu globalnu listu od svih
elemenata (sortiranih prema 𝑖 najni�ih cifara). Algoritam je prikazan
na slici 4.3.

Slo�enost. Potrebno je 𝑛 koraka za kopira�e elemenata u globalnu
listu 𝐺𝐿 i 𝑑 koraka za inicijalizaciju lista 𝑄[𝑖]. U glavnoj pet	i
algoritma, koja se izvrxava 𝑘 puta, svaki elemenat se vadi iz globalne i
stav	a u neku od lista 𝑄[𝑖]. Na kraju se sve liste 𝑄[𝑖] ponovo objedi�avaju
u 𝐺𝐿. Ukupna vremenska slo�enost algoritma je 𝑂(𝑘(𝑛 + 𝑑)).

Na primer, ukoliko je dat niz od 𝑛 elemenata qije su vrednosti iz
opsega od 0 do 𝑛2−1, mo�emo iskoristiti sortira�e direktnim vixestrukim
razvrstava�em { svaka vrednost bi bila razmatrana kao dvocifreni broj,
gde je svaka cifra iz opsega [0, 𝑛− 1]. Ovaj algoritam bio bi slo�enosti
𝑂(2(𝑛 + 𝑛)) = 𝑂(𝑛).

4.3 Sortira�e proseqne linearne slo�enosti

Razmotri�emo sada drugu varijantu algoritma. Prikaza�emo algoritam
sortira�a razvrstava�em, pri qemu se pretpostav	a da elementi ulaznog
niza𝐴[1..𝑛] imaju ravnomernu raspodelu na poluotvorenom intervalu [0, 1).
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Algoritam DVR sort(𝑋,𝑛, 𝑘);

Ulaz: 𝑋 (niz od 𝑛 celih nenegativnih brojeva sa po 𝑘 cifara).

Izlaz: 𝑋 (sortirani niz).

begin

Pretpostav	amo da su na poqetku svi elementi u globalnoj listi 𝐺𝐿

{𝐺𝐿 se koristi zbog jednostavnosti; lista se mo�e realizovati u 𝑋}
for 𝑖 := 0 to 𝑑− 1 do

{𝑑 je broj mogu�ih cifara; 𝑑 = 10 u dekadnom sluqaju}
inicijalizovati listu 𝑄[𝑖] kao praznu listu;

for 𝑖 := 𝑘 downto 1 do

while 𝐺𝐿 nije prazna do {razvrstava�e po 𝑖-toj cifri}
skini 𝑥 iz 𝐺𝐿; {𝑥 je prvi element sa liste}
𝑐 := 𝑖{ta cifra 𝑥; {gledano sleva udesno}
ubaci 𝑥 u 𝑄[𝑐];

for 𝑡 := 0 to 𝑑− 1 do {objedi�ava�e lokalnih lista}
uk	uqi 𝑄[𝑡] u 𝐺𝐿; {dodava�e na kraj liste}

for 𝑖 := 1 to 𝑛 do {prepisiva�e elemenata iz 𝐺𝐿 u niz 𝑥}
skini 𝑋[𝑖] iz 𝐺𝐿

end

Slika 4.3: Sortira�e direktnim vixestrukim razvrstava�em.

Preciznije, pretpostavka je da je svaki element ulaznog niza generisan
nezavisno od ostalih elemenata nasumiqnim odabirom elementa iz intervala
[0, 1).

Sortira�e razvrstava�em razbija interval [0, 1) na taqno 𝑛 jednakih
podintervala (\pregrade"), a zatim 𝑛 ulaznih brojeva raspore�uje po pregradama.
Kako elementi ulaznog niza imaju ravnomernu raspodelu na intervalu
[0, 1), ne oqekujemo da mnogo brojeva upadne u istu pregradu. Da bismo
dobili izlaz, odnosno sortirani niz elemenata polaznog niza, sortiramo
brojeve u svakoj pregradi (jednostavnim algoritmom, kao xto je na primer
sortira�e umeta�em), a zatim prolazimo kroz pregrade, listaju�i brojeve
u svakoj od �ih.

Algoritam za sortira�e razvrstava�em pretpostav	a da je dat niz 𝐴
du�ine 𝑛 i da za svaki element niza 𝐴 va�i: 0 ≤ 𝐴[𝑖] < 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
Algoritam zahteva dodatni niz 𝐵 veliqine 𝑛 koji sadr�i pokazivaqe
na povezane liste (pregrade); pretpostav	a se da postoji mehanizam za
odr�ava�e takvih listi. Algoritam je prikazan na slici 4.4. Primer
izvrxava�a ovog algoritma prikazan je na slici 4.5.

Da bismo se uverili u korektnost algoritma, posmatrajmo dva elementa
𝐴[𝑖] i 𝐴[𝑗]. Pretpostavimo bez gubitka na opxtosti da je 𝐴[𝑖] ≤ 𝐴[𝑗]. S
obzirom da va�i ⌊𝑛 ·𝐴[𝑖]⌋ ≤ ⌊𝑛 ·𝐴[𝑗]⌋, onda je ili element 𝐴[𝑖] smexten u
istu pregradu kao i 𝐴[𝑗], ili je smexten u pregradu sa ma�im indeksom.
Ako se ta dva elementa smeste u istu pregradu, onda ih posled�a pet	a u
algoritmu premexta u ispravan redosled. Ako se ta dva elementa smeste
u razliqite pregrade, onda ih posled�a naredba u algoritmu smexta u
ispravan redosled. Dakle, predlo�eni algoritam radi korektno.
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Algoritam Sortiranje razvrstavanjem(𝐴,𝑛);

Ulaz: 𝐴 (niz od 𝑛 brojeva pri qemu svaki element 𝐴[𝑖] zadovo	ava 0 ≤ 𝐴[𝑖] < 1).

Izlaz: 𝑋 (sortirani niz).

begin

Neka je 𝐵 inicijalno prazni niz veliqine 𝑛

for 𝑖 := 0 to 𝑛− 1 do

inicijalizovati listu 𝐵[𝑖] kao praznu listu;

for 𝑖 := 1 to 𝑛 do

ubaciti 𝐴[𝑖] u listu 𝐵[⌊𝑛 ·𝐴[𝑖]⌋]
for 𝑖 := 0 to 𝑛− 1 do

sortirati listu 𝐵[𝑖] algoritmom sortira�e umeta�em

nadovezati liste 𝐵[0], 𝐵[1], . . . , 𝐵[𝑛− 1]

end

Slika 4.4: Sortira�e razvrstava�em.

Slika 4.5: Primer primene algoritma 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑟𝑎𝑧𝑣𝑟𝑠𝑡𝑎𝑣𝑎𝑛𝑗𝑒𝑚 za 𝑛 =
10. (a) Ulazni niz 𝐴. (b) Dodatni niz𝐵 sortiranih listi (pregrada) nakon
izvrxe�a posled�e pet	e u algoritmu. Pregrada 𝑖 sadr�i vrednosti
iz poluotvorenog intervala [𝑖/10, (𝑖 + 1)/10). Sortirani izlaz dobija se
nadoveziva�em redom sadr�aja svih pregrada.

Slo�enost. Da bismo izvrxili analizu vremenske slo�enosti algoritma,
primetimo da svi koraci u algoritmu osim koraka kada se sadr�aj pregrada
sortira umeta�em imaju slo�enost 𝑂(𝑛) u najgorem sluqaju. Dakle, da
bismo odredili vreme izvrxava�a algoritma u najgorem sluqaju, potrebno
je da odredimo ukupno vreme izvrxava�a 𝑛 poziva sortira�a umeta�em
sadr�aja pregrada.

Oznaqimo sa 𝑛𝑖 sluqajnu promen	ivu koja oznaqava broj elemenata
u pregradi 𝐵[𝑖]. S obzirom na to da je vremenska slo�enost algoritma
sortira�a umeta�em 𝑂(𝑛2) za niz veliqine 𝑛, jednaqina koja opisuje
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slo�enost sortira�a razvrstava�em glasi

𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛) +

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑂(𝑛2
𝑖 ).

Proseqno traja�e sortira�a razvrstava�em mo�emo odrediti izraqunava�em
oqekivane vrednosti traja�a algoritma, razmatraju�i oqekiva�e na datoj
raspodeli ulaznih elemenata. Prime�uju�i operator oqekiva�a na prethodnu
jednakost i korix�e�em svojstva linearnosti matematiqkog oqekiva�a,
dobijamo

𝐸[𝑇 (𝑛)] = 𝐸[Θ(𝑛) +
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑂(𝑛2
𝑖 )]

= Θ(𝑛) +
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝐸[𝑂(𝑛2
𝑖 )]

= Θ(𝑛) +
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑂(𝐸[𝑛2
𝑖 ]).

Poka�imo da	e da je

𝐸[𝑛2
𝑖 ] = 2− 1/𝑛, (4.1)

za svako 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛−1. Nije iznana�uju�e xto svaka pregrada 𝑖 ima istu
vrednost 𝐸[𝑛2

𝑖 ] s obzirom na to da svaka vrednost u nizu 𝐴 ima jednaku
verovatno�u da upadne u bilo koju pregradu.

Da bismo dokazali ovu jednakost, definixemo indikatorske sluqajne
promen	ive:

𝑋𝑖𝑗 = 𝐼{𝐴[𝑗] upada u pregradu 𝑖} =

{︃
1, ako 𝐴[𝑗] upada u pregradu 𝑖

0, ako 𝐴[𝑗] ne upada u pregradu 𝑖

za svako 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1 i 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. Preko ovih promen	ivih mogu
se izraziti brojevi 𝑛𝑖:

𝑛𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

Kvadrira�em i pregrupisava�em elemenata, na osnovu linearnosti
oqekiva�a dobijamo:

𝐸[𝑛2
𝑖 ] = 𝐸

[︁(︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

)︁2]︁
= 𝐸

[︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑋𝑖𝑗 ·𝑋𝑖𝑘

]︁
= 𝐸

[︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋2
𝑖𝑗 +

∑︁
1≤𝑗≤𝑛

∑︁
1≤𝑘≤𝑛
𝑘 ̸=𝑗

𝑋𝑖𝑗 ·𝑋𝑖𝑘

]︁

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐸[𝑋2
𝑖𝑗 ] +

∑︁
1≤𝑗≤𝑛

∑︁
1≤𝑘≤𝑛
𝑘 ̸=𝑗

𝐸[𝑋𝑖𝑗 ·𝑋𝑖𝑘] (4.2)
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Ocenimo posebno svaku od dve dobijene sume. Indikatorska sluqajna
promen	iva 𝑋𝑖𝑗 ima vrednost 1 sa verovatno�om 1/𝑛, a 0 inaqe, te stoga
va�i:

𝐸[𝑋2
𝑖𝑗 ] = 12 · 1

𝑛
+ 02 ·

(︀
1− 1

𝑛

)︀
=

1

𝑛
(4.3)

Kada je 𝑘 ̸= 𝑗, promen	ive 𝑋𝑖𝑗 i 𝑋𝑖𝑘 su nezavisne i stoga va�i:

𝐸[𝑋𝑖𝑗 ·𝑋𝑖𝑘] = 𝐸[𝑋𝑖𝑗 ]𝐸[𝑋𝑖𝑘] =
1

𝑛
· 1

𝑛
=

1

𝑛2
(4.4)

Zamenom ove dve vrednosti u jednaqinu 4.2, dobijamo:

𝐸[𝑛2
𝑖 ] =

𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑛
+

∑︁
1≤𝑗≤𝑛

∑︁
1≤𝑘≤𝑛
𝑘 ̸=𝑗

1

𝑛2

= 𝑛 · 1

𝑛
+ 𝑛(𝑛− 1) · 1

𝑛2

= 1 +
𝑛− 1

𝑛

= 2− 1

𝑛

qime je dokazana jednakost 4.1.
Korix�e�em dobijenog oqekiva�a iz jednaqine 4.1, zak	uqujemo da

je vremenska slo�enost algoritma sortira�a razvrstava�em u proseku
jednaka:

𝑇 (𝑛) = Θ(𝑛) + 𝑛 ·𝑂(2− 1/𝑛) = Θ(𝑛)

Jasno je da se algoritam mo�e primeniti na proizvo	ni interval [𝑎, 𝑏)
ukoliko su elementi niza sa ravnomernom raspodelom na ovom intervalu.
Qak iako elementi ulaznog niza nemaju ravnomernu raspodelu, sortira�e
razvrstava�em i da	e mo�e da se izvrxi sa linearno vreme. Sve dok
ulazni niz ispu�ava uslov da je suma kvadrata veliqina pregrada linearna
u odnosu na ukupni broj elemenata, jednaqina 4.1 nam govori da �e sortira�e
razvrstava�em u proseku biti linearne vremenske slo�enosti.

Opxtije, proizvo	nih 𝑛 realnih brojeva mogu se sortirati ovim algoritmom
za vreme𝑂(𝑛) ako su dobijeni nezavisno i iz jedne iste raspodele verovatno�a.
To se posti�e na slede�i naqin: kumulativna funkcija raspodele verovatno�a
𝐹 (𝑥) = 𝑃{𝑋 ≤ 𝑥} preslikava dati skup realnih brojeva na interval
[0, 1), koji se deli na 𝑛 jednakih intervala. Ta podela se direktno prenosi
na odgovaraju�e realne intervale koji imaju jednake verovatno�e. Dakle
vrednosti 𝐹 (𝑥1), 𝐹 (𝑥2), . . . , 𝐹 (𝑥𝑛) raspore�ujemo redom po intervalima [𝑖/𝑛, (𝑖+
1)/𝑛), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1, a s obzirom da je funkcija 𝐹 invertibilna, mo�emo
na osnovu vrednosti funkcije da rekonstruixemo �ene argumente. Alternativno,
mo�emo brojeve 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 rasporediti po intervalima [𝐹−1(𝑖/𝑛), 𝐹−1((𝑖+
1)/𝑛)), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1 i oqekivani broj elemenata u svakom od ovih podintervala
je 1.



Glava 5

Probabilistiqki algoritmi

Algoritmi koje smo do sada razmatrali bili su deterministiqki | svaki
naredni korak je unapred odre�en. Kad se deterministiqki algoritam
izvrxava dva puta sa istim ulazom, naqin izvrxava�a je oba puta isti,
kao i dobijeni izlazi. Probabilistiqki algoritmi su drugaqiji. Oni
sadr�e korake koji zavise ne samo od ulaza, nego i od nekih sluqajnih
doga�aja. Postoji mnogo varijacija probabilistiqkih algoritama. Ovde
�emo razmotriti dve od �ih.

5.1 Odre�iva�e broja iz gor�e polovine

Pretpostavimo da je dat skup brojeva 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 i da me�u �ima treba
izabrati neki broj iz "gor�e polovine", odnosno broj koji je ve�i ili
jednak od bar 𝑛/2 ostalih. Na primer, potrebno je izabrati "dobrog"
studenta, pri qemu je kriterijum proseqna ocena. Jedna mogu�nost je uzeti
najve�i broj (koji je uvek u gor�oj polovini). Ve� smo videli da je za
odre�iva�e maksimuma potrebno 𝑛 − 1 upore�iva�a. Druga mogu�nost je
zapoqeti sa izvrxava�em algoritma za nala�e�e maksimuma, i zaustaviti
se kad se pro�e polovina brojeva. Broj koji je ve�i ili jednak od jedne
polovine brojeva je sigurno u gor�oj polovini. Algoritam zahteva oko
𝑛/2 upore�iva�a. Mo�e li se ovaj posao obaviti efikasnije? Nije texko
pokazati da je nemogu�e garantovati da broj pripada gor�oj polovini ako
je izvrxeno ma�e od 𝑛/2 upore�iva�a. Prema tome, opisani algoritam je
optimalan.

Ovaj algoritam je, me�utim, optimalan samo ako insistiramo na garan-
ciji. U mnogo sluqajeva garancija nije neophodna, dovo	na je pristojna
verovatno�a da je rexe�e taqno. Na primer, kod hex tabela nije mogu�e
garantovati da do kolizija ne�e do�i, ali postoji naqin za rexava�e
problema izazvanih pojavom kolizija (operacije sa hex tabelama se tako�e
mogu smatrati probabilistiqkim algoritmima). Ako odustanemo od ga-
rancije, onda postoji bo	i algoritam za nala�e�e elementa iz gor�e
polovine. Izaberimo na sluqajan naqin dva broja 𝑥𝑖 i 𝑥𝑗 iz skupa, tako da
je 𝑖 ̸= 𝑗. Pretpostavimo da je 𝑥𝑖 ≥ 𝑥𝑗 . Verovatno�a da sluqajno izabrani
broj iz skupa pripada gor�oj polovini je bar 1/2 (ona �e biti ve�a od
1/2 ako je vixe brojeva jednako medijani). Verovatno�a da ni jedan od
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brojeva 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ne pripada gor�oj polovini je najvixe 1/4. Zbog 𝑥𝑖 ≥ 𝑥𝑗

ova verovatno�a jednaka je verovatno�i da 𝑥𝑖 ne pripada gor�oj polovini.
Prema tome, verovatno�a da 𝑥𝑖 pripada gor�oj polovini je bar 3/4.

Verovatno�a 3/4 da je dobijeni rezultat taqan obiqno nije dovo	na.
Me�utim, opisani pristup mo�e se uopxtiti. Na sluqajan naqin biramo
𝑘 brojeva iz skupa i odre�ujemo najve�i od �ih. Na isti naqin kao u
specijalnom sluqaju, zak	uqujemo da najve�i od 𝑘 elemenata pripada gor�oj
polovini sa verovatno�om najma�e 1−2−𝑘 (on ne pripada gor�oj polovini
akko gor�oj polovini ne pripada ni jedan od izabranih brojeva, xto je
doga�aj sa verovatno�om najvixe 2−𝑘). Na primer, ako je 𝑘 = 10, verovatno�a
uspeha je pribli�no 0.999, a za 𝑘 = 20 ta verovatno�a je oko 0.999999.
Ako je pak 𝑘 = 100, onda je verovatno�a grexke za sve praktiqne svrhe
zanemar	iva. Imamo dakle algoritam koji bira broj iz gor�e polovine sa
proizvo	no velikom verovatno�om, a koji izvrxava mali broj upore�iva�a
nezavisno od veliqine ulaza. Pri tome se pretpostav	a da se sluqajni
izbor jednog broja mo�e izvrxiti za konstantno vreme; generisa�e sluqajnih
brojeva bi�e razmotreno u ode	ku 5.2.

Za ovakav algoritam obiqno se ka�e da je Monte Karlo algoritam.
Netaqan rezultat mo�e se dobiti sa jako malom verovatno�om, ali je
vreme izvrxava�a ovog Monte Karlo algoritma bo	e nego za najbo	i
deterministiqki algoritam. Drugi tip probabilistiqkog algoritma je
onaj koji nikad ne daje pogrexan rezultat, ali mu vreme izvrxava�a
nije garantovano. Ovakav algoritam se mo�e izvrxiti brzo, ali se mo�e
izvrxavati i proizvo	no dugo. Ovaj tip algoritma, koji sa obiqno zove
Las Vegas, koristan je ako mu je oqekivano vreme izvrxava�a malo. U
ode	ku 5.3 bi�e razmotren Las Vegas algoritam koji rexava jedan problem
boje�a elemenata skupa.

Ideja probabilistiqkih algoritama tesno je povezana sa izvo�e�em
dokaza. Korix�e�e verovatno�e za dokaziva�e kombinatornih tvr�e�a je
mo�na tehnika. U osnovi, ako se doka�e da neki objekat iz skupa objekata
ima verovatno�u ve�u od nule, onda je to indirektan dokaz da postoji
objekat sa tim osobinama. Ova ideja mo�e se iskoristiti za konstrukciju
probabilistiqkog algoritma. Pretpostavimo da tra�imo objekat sa nekim
osobinama, a znamo da ako generixemo sluqajni objekat, on �e zadovo	avati
�e	eni uslov sa verovatno�om ve�om od nule (xto je probabilistiqki
dokaz da tra�eni objekat postoji). Mi zatim pratimo probabilistiqki
dokaz, generixu�i sluqajne doga�aje kad je potrebno, i na kraju nalazimo
�e	eni objekat se nekom pozitivnom verovatno�om. Ovaj postupak mo�e
se ponav	ati vixe puta, sve do uspexnog pronala�e�a �e	enog objekta.

5.2 Sluqajni brojevi

Bitan element probabilistiqkih algoritama je generisa�e sluqajnih brojeva.
Potrebno je imati efikasne metode za rexava�e ovog problema. Deterministiqka
procedura generixe brojeve na fiksirani naqin, pa tako dobijeni brojevi
ne mogu biti sluqajni u pravom smislu te reqi. Ti brojevi su me�usobno
povezani na sasvim odre�eni naqin. Na sre�u, to u praksi nije veliki
problem: dovo	no je koristiti tzv. pseudosluqajne brojeve. Ti brojevi
generixu se deterministiqkom procedurom (pa dakle nisu pravi sluqajni
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brojevi), ali procedura generisa�a je dovo	no slo�ena, da druge aplikacije
ne "ose�aju" me�uzavisnosti izme�u tih brojeva.

Ovde ne�emo deta	nije razmatrati dobija�e sluqajnih brojeva. Jedan
od naqina za dobija�e pseudosluqajnih brojeva je linearni kongruentni
metod. Prvi korak je izbor celog broja 𝑋0 kao prvog qlana niza, sluqaj-
nog broja izabranog na neki nezavisan naqin (na primer, teku�e vreme u
mikrosekundama). Ostali brojevi izraqunavaju se na osnovu diferencne
jednaqine 𝑋𝑛 = 𝑎𝑋𝑛−1 + 𝑏 (mod 𝑚), gde su 𝑎, 𝑏 i 𝑚 konstante, koje se
moraju pa�	ivo izabrati. I pored pa�	ivog izbora, ovakvi nizovi nisu
dovo	no kvalitetni ("sluqajni"). Alternativa su diferencne jednaqine
vixeg reda (sa zavisnox�u od vixe prethodnih qlanova). Na ovaj naqin
dobija se niz brojeva iz opsega od 0 do 𝑚 − 1. Ako su potrebni sluqajni
brojevi iz opsega od 0 do 1, onda se qlanovi ovog niza mogu podeliti sa 𝑚.

5.3 Jedan problem sa boje�em

Problem. Neka je 𝑆 skup od 𝑛 elemenata, i neka je 𝑆1, 𝑆2, . . . 𝑆𝑘 kolekcija
saqi�ena od 𝑘 �egovih razliqitih podskupova, od kojih svaki sadr�i
taqno 𝑟 elemenata, 𝑟 ≥ 2, pri qemu je 𝑘 ≤ 2𝑟−2. Obojiti svaki element
skupa 𝑆 jednom od dve boje, crvenom ili plavom, tako da svaki podskup 𝑆𝑖

sadr�i bar jedan plavi i bar jedan crveni element.

Boje�e koje zadovo	ava taj uslov zva�emo ispravnim boje�em. Ispos-
tav	a se da pod navedenim uslovima ispravno boje�e uvek postoji. Jednos-
tavan probabilistiqki algoritam dobija se prepravkom probabilistiqkog
dokaza postoja�a takvog boje�a:

Obojiti svaki elemenat 𝑆 sluqajno izabranom bojom, plavom
ili crvenom, nezavisno od boje�a ostalih elemenata.

Jasno je da ovaj algoritam ne daje uvek ispravno boje�e. Izraquna�emo
verovatno�u neuspeha. Verovatno�a da su svi elementi 𝑆𝑖 obojeni crveno je
2−𝑟, a verovatno�a da su svi obojeni istom bojom (crvenom ili plavom) je
2 · 2−𝑟 = 21−𝑟. Sluqajni doga�aj (podskup skupa svih 2𝑛 sluqajnih boje�a
| elementarnih doga�aja) 𝐴: "neki od skupova 𝑆𝑖 je neispravno obojen"
je unija svih sluqajnih doga�aja 𝐴𝑖: "skup 𝑆𝑖 je neispravno obojen", za
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, pa va�i nejednakost

𝑃 (𝐴) ≤
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) =

𝑘∑︁
𝑖=1

21−𝑟 = 𝑘21−𝑟 ≤ 2𝑟−221−𝑟 =
1

2
.

Time je dokazano da ispravno boje�e postoji (u protivnom bi verovatno�a
neispravnog boje�a bila taqno 1). Pored toga, vidi se da je ovaj probabi-
listiqki algoritam dobar. Ispravnost zadatog boje�a lako se proverava:
proveravaju se elementi svakog podskupa dok se ne prona�u dva razliqito
obojena elementa. Verovatno�a uspexnog boje�a 𝑝 = 1 − 𝑃 (𝐴) je bar 1/2.
Ako se u jednom pokuxaju ne dobije neispravno boje�e, postupak (boje�e)
se ponav	a. Oqekivani broj pokuxaja boje�a je ma�i ili jednak od dva.
Zaista, verovatno�a da se ispravno boje�e prona�e u 𝑗-tom pokuxaju je



5.3. Jedan problem sa boje�em 72

(1− 𝑝)𝑗−1𝑝, pa je matematiqko oqekiva�e broja pokuxaja

∞∑︁
𝑗=1

𝑗(1− 𝑝)𝑗−1𝑝 = 𝑝

∞∑︁
𝑗=1

(︁
(1− 𝑝)𝑗

)︁′
= −𝑝(𝑝−1)′ =

1

𝑝
≤ 2.

Opisani algoritam boje�a je oqigledno Las Vegas algoritam, jer se boje�a
proveravaju jedno za drugim, a sa tra�e�em se zavrxava kad se nai�e
na ispravno boje�e. Ne postoji garancija uspexnog boje�a u bilo kom
fiksiranom broju pokuxaja, ali je ovaj algoritam u praksi ipak vrlo
efikasan.



Glava 6

Grafovi

U ovom poglav	u razmotri�emo nekoliko novih algoritama nad grafovima.
Grafovski algoritmi o kojima �e biti reqi bave se problemom konstrukcije
optimalnog upariva�a u grafu, problemom konstrukcije optimalnog toka
u transportnim mre�ama i odre�iva�em Hamiltonovih ciklusa za odre�ene
klase grafova.

6.1 Upariva�e

Za zadati neusmereni graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) upariva�e je skup disjunktnih
grana (grana bez zajedniqkih qvorova). Ovo ime potiqe od qi�enice da se
grane mogu shvatiti kao parovi qvorova. Bitno je da svaki qvor pripada
najvixe jednoj grani | to je monogamno upariva�e. Qvor koji nije susedan
ni jednoj grani iz upariva�a zove se neupareni qvor; ka�e se tako�e
da qvor ne pripada upariva�u. Savrxeno upariva�e je upariva�e u
kome su svi qvorovi upareni. Optimalno upariva�e je upariva�e sa
maksimalnim brojem grana. Maksimalno upariva�e je pak upariva�e
koje se ne mo�e proxiriti dodava�em nove grane. Problemi koji se svode
na upariva�e pojav	uju se u mnogim situacijama, ne samo socijalnim.
Mogu se uparivati radnici sa radnim mestima, maxine sa delovima, grupe
studenata sa uqionicama, itd.

Problem nala�e�a optimalnog upariva�a za proizvo	an graf je te�ak
problem. U ovom ode	ku ograniqi�emo se na dva specijalna sluqaja. Prvi
od �ih nije tako va�an | radi se o upariva�u u vrlo gustim grafovima.
Me�utim, rexe�e tog problema ilustruje interesantan pristup, koji se
mo�e uopxtiti da bi se doxlo do rexe�a problema upariva�a za bipartitne
grafove.

6.1.1 Savrxeno upariva�e u vrlo gustim grafovima

Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) neusmereni graf kod koga je |𝑉 | = 2𝑛 i stepen
svakog qvora je bar 𝑛. Prikaza�emo algoritam za nala�e�e savrxenog
upariva�a u ovakvim grafovima. Posledica ovog algoritma je da ako
graf zadovo	ava navedene uslove, onda u �emu uvek postoji savrxeno
upariva�e. Koristi�emo indukciju po veliqini𝑚 upariva�a. Bazni sluqaj

73
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𝑚 = 1 rexava se formira�em upariva�a veliqine jedan od proizvo	ne
grane grafa. Pokaza�emo da se proizvo	no upariva�e koje nije savrxeno
mo�e proxiriti ili dodava�em jedne grane ili zamenom jedne grane
dvema novim granama. U oba sluqaja pove�ava se veliqina upariva�a za
jedan.

Posmatrajmo upariva�e 𝑀 sa 𝑚 grana u grafu 𝐺, pri qemu je 𝑚 <
𝑛. Najpre proveravamo sve grane van upariva�a 𝑀 da ustanovimo da li
se neka od �ih mo�e dodati u 𝑀 . Ako prona�emo takvu granu, problem
je rexen | na�eno je ve�e upariva�e. U protivnom, 𝑀 je maksimalno
upariva�e. Ako 𝑀 nije savrxeno upariva�e, postoje bar dva neuparena
qvora 𝑣1 i 𝑣2. Iz ta dva qvora po pretpostavci izlazi najma�e 2𝑛 grana.
Sve te grane vode ka uparenim qvorovima (u protivnom bi se u upariva�e
mogla dodati nova grana, suprotno pretpostavci da je ono maksimalno).
Poxto u upariva�u 𝑀 ima ma�e od 𝑛 grana, a iz 𝑣1 i 𝑣2 izlazi bar 2𝑛
grana, u upariva�u 𝑀 postoji grana (𝑢1, 𝑢2) koja je susedna sa ("pokriva")
bar tri grane iz 𝑣1 i 𝑣2. Pretpostavimo, bez sma�e�a opxtosti, da su to
grane (𝑢1, 𝑣1), (𝑢1, 𝑣2) i (𝑢2, 𝑣1), videti sliku 6.1(a). Lako je videti da se
ukla�a�em grane (𝑢1, 𝑢2) iz 𝑀 , i dodava�em dveju novih grana (𝑢1, 𝑣2) i
(𝑢2, 𝑣1) dobija ve�e upariva�e, slika 6.1(b).

d d
dd 𝑣1 𝑣2

𝑢1 𝑢2

(a)

d d
dd 𝑣1 𝑣2

𝑢1 𝑢2

(b)

Slika 6.1: Proxiriva�e upariva�a.

Opisani algoritam je primer pohlepnog pristupa. U svakom koraku
proxiriva�a upariva�a za jednu granu razmotraju se qetiri qvora i
nekoliko grana koje ih povezuju. U ovoj situaciji je to bilo dovo	no;
me�utim, u opxtem sluqaju je nala�e�e dobrog upariva�a te�i problem.
Uk	uqiva�e jedne grane u upariva�e utiqe na izbor drugih grana qak i
u uda	enim delovima grafa. Pokaza�emo sada kako se ovaj pristup mo�e
primeniti na drugi specijalni sluqaj problema upariva�a.

6.1.2 Bipartitno upariva�e

Bipartitni graf je graf qiji se qvorovi mogu podeliti na dva
disjunktna podskupa tako da u grafu postoje samo grane izme�u qvorova
iz razliqitih podskupova.

Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑈) bipartitni graf u kome su 𝑉 i 𝑈 disjunktni
skupovi qvorova, a 𝐸 je skup grana koje povezuju neke qvorove iz 𝑉 sa
nekim qvorovima iz 𝑈 .

Problem. Prona�i upariva�e sa maksimalnim brojem grana u bipartitnom
grafu 𝐺.
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Jedan od naqina da se formulixe problem je slede�i: 𝑉 je skup devojaka,
𝑈 je skup mladi�a, a 𝐸 je skup "potencijalnih" parova. Ci	 je pod ovim
uslovima oformiti xto ve�i broj parova mladi�a i devojaka.

Direktan pristup je formirati parove u skladu sa nekom strategijom,
do trenutka kad da	a upariva�a vixe nisu mogu�a | u nadi da �e nam
strategija obezbediti optimalno ili rexe�e blisko optimalnom. Mo�e
se, na primer, pokuxati sa pohlepnim pristupom, uparuju�i najpre qvorove
malog stepena, u nadi da �e preostali qvorovi i u kasnijim fazama imati
neuparene partnere. Drugim reqima, najpre uparujemo stid	ive osobe, one
sa ma�e poznanstava, a o ostalima brinemo kasnije. Umesto da se bavimo
analizama ovakvih strategija (xto nije jednostavan problem), pokuxa�emo
sa pristupom korix�enim kod prethodnog problema. Pretpostavimo da se
polazi od maksimalnog upariva�a, koje ne mora biti optimalno. Mo�emo
li ga nekako popraviti? Pogledajmo primer na slici 6.2(a), na kome je
upariva�e prikazano podeb	anim granama. Jasno je da se upariva�e mo�e
pove�ati zamenom grane 2𝐴 sa dve grane 1𝐴 i 2𝐵. Ovo je transformacija
sliqna onoj koju smo primenili u prethodnom problemu. Me�utim, ne
moramo se ograniqiti zamenama jedne grane dvema granama. Ako prona�emo
sliqnu situaciju u kojoj se nekih 𝑘 grana mogu zameniti sa 𝑘 + 1 grana,
dobijamo algoritam ve�ih mogu�nosti. Na primer, upariva�e se mo�e
da	e pove�ati zamenom grana 3𝐷 i 4𝐸 sa tri grane 3𝐶, 4𝐷 i 5𝐸, slika 6.2(b).

d
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𝐴
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d d d d d2 3 4 5 6

𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹

(a)

d
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𝐴

d d d d d
d d d d d2 3 4 5 6

𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹

(b)

Slika 6.2: Proxiriva�e bipartitnog upariva�a.

Razmotrimo deta	nije ove transformacije. Ci	 je pove�ati broj upa-
renih qvorova. Polazimo od neuparenog qvora 𝑣 i pokuxavamo da ga uparimo.
Poxto polazimo od maksimalnog upariva�a, svi susedi qvora 𝑣 su ve� upa-
reni; zbog toga smo prinu�eni da iz upariva�a uklonimo neku od grana
koje "pokrivaju" susede 𝑣. Pretpostavimo da smo izabrali qvor 𝑢, susedan
sa 𝑣, koji je prethodno bio uparen sa qvorom 𝑤, na primer. Raskidamo
upariva�e 𝑢 sa 𝑤, i uparujemo 𝑣 sa 𝑢. Sada preostaje da prona�emo para
za qvor 𝑤. Ako je 𝑤 povezan granom sa nekim neuparenim qvorom, onda
smo postigli ci	; takav je bio prvi od gor�ih sluqajeva. Ako to nije
sluqaj, onda nastav	amo da	e sa raskida�em parova i formira�em novih
parova. Da bismo na osnovu ove ideje konstruisali algoritam, potrebno
je da uradimo dve stvari: da obezbedimo da se procedura uvek zavrxava, i
da poka�emo da ako je pobo	xa�e mogu�e, onda �e ga procedura sigurno
prona�i. Najpre �emo formalizovati navedenu ideju.

Alterniraju�i put 𝑃 za dato upariva�e 𝑀 je put od neuparenog
qvora 𝑣 ∈ 𝑉 do neuparenog qvora 𝑢 ∈ 𝑈 , pri qemu su grane puta 𝑃
naizmeniqno u 𝐸 ∖𝑀 , odnosno 𝑀 . Drugim reqima, prva grana (𝑣, 𝑤) puta
𝑃 ne pripada 𝑀 (jer je 𝑣 neuparen), druga grana (𝑤, 𝑥) pripada 𝑀 , i
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tako da	e do posled�e grane (𝑧, 𝑢) puta 𝑃 koja ne pripada 𝑀 . Zapazimo
da su upravo alterniraju�i putevi u gor�im primerima omogu�avali
pove�ava�e upariva�a. Specijalno, ako je put du�ine jedan, onda je to
grana koja povezuje dva neuparena qvora; takve grane ne postoje u odnosu
na maksimalno upariva�e. Broj grana na putu 𝑃 mora biti neparan, jer 𝑃
polazi iz 𝑉 i zavrxava u 𝑈 . Pored toga, me�u granama puta 𝑃 grana u 𝐸∖𝑀
ima za jednu vixe od grana u 𝑀 . Prema tome, ako iz upariva�a izbacimo
sve grane 𝑃 koje su u 𝑀 , a uk	uqimo sve grane 𝑃 koje su u 𝐸 ∖𝑀 , dobi�emo
novo upariva�e sa jednom granom vixe. Na primer, prvi alterniraju�i
put korix�en za pove�a�e upariva�a na slici 6.2(a)) je put (1𝐴,𝐴2, 2𝐵),
i on omogu�uje zamenu grane 𝐴2 granama 1𝐴 i 2𝐵; drugi alterniraju�i
put (𝐶3, 3𝐷,𝐷4, 4𝐸,𝐸5) omogu�uje zamenu grana 3𝐷 i 4𝐸 granama 𝐶3, 𝐷4
i 𝐸5.

Jasno je da ako za dato upariva�e𝑀 postoji alterniraju�i put, onda𝑀
nije optimalno upariva�e. Ispostav	a se da je taqno i obrnuto tvr�e�e.

Teorema 7 (Teorema o alterniraju�em putu). Upariva�e je optimalno
ako i samo u odnosu na �ega ne postoji alterniraju�i put.

Dokaz �e biti dat kao posledica opxtijeg tvr�e�a u slede�em ode	ku.
Teorema o alterniraju�em putu direktno sugerixe algoritam, jer pro-

izvo	no upariva�e koje nije optimalno ima alterniraju�i put, a alterni-
raju�i put daje pove�ano upariva�e. Zapoqi�emo sa pohlepnim algoritmom,
dodaju�i grane u upariva�e sve dok je to mogu�e. Onda prelazimo na
tra�e�e alterniraju�ih puteva i pove�ava�e upariva�a, sve do trenutka
kad vixe nema alterniraju�ih puteva u odnosu na posled�e upariva�e.
Dobijeno upariva�e je tada optimalno. Poxto alterniraju�i put pove�ava
upariva�e za jednu granu, a u upariva�u ima najvixe 𝑛/2 grana (gde je 𝑛
broj qvorova), broj iteracija je najvixe 𝑛/2. Preostaje jox jedan problem
| kako pronalaziti alterniraju�e puteve? Problem se mo�e rexiti na
slede�i naqin. Transformixemo neusmereni graf 𝐺 u usmereni graf 𝐺′

usmeravaju�i grane iz𝑀 od 𝑈 ka 𝑉 , a grane iz 𝐸∖𝑀 od 𝑉 ka 𝑈 . Slika 6.3(a)
prikazuje polazno maksimalno upariva�e za graf sa slike 6.2(a), a slika 6.3(b)
prikazuje odgovaraju�i usmereni graf 𝐺′. Alterniraju�i put u 𝐺 tada
odgovara usmerenom putu od neuparenog qvora u 𝑉 do neuparenog qvora u
𝑈 u grafu 𝐺′. Takav usmereni put mo�e se prona�i bilo kojim postupkom
obilaska grafa, npr. pomo�u DFS. Slo�enost obilaska (pretrage) je𝑂(|𝑉 |+
|𝐸|), pa je slo�enost algoritma 𝑂(|𝑉 |(|𝑉 |+ |𝐸|)).
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Slika 6.3: Nala�e�e alterniraju�ih puteva
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Pobo	xa�e

Poxto kompletan obilazak grafa u najgorem sluqaju mo�e da traje koliko
i nala�e�e jednog puta, mo�e se pokuxati sa nala�e�em vixe alterniraju�ih
puteva jednom pretragom. Potrebno je, me�utim, da budemo sigurni da su
ovi putevi nezavisni, odnosno da �ihovi skupovi qvorova budu disjunktni.
Ako su putevi disjunktni, onda utiqu na upariva�e razliqitih qvorova,
pa se mogu istovremeno iskoristiti. Novi, pobo	xani algoritam za nala�e�e
alterniraju�ih puteva je slede�i. Najpre prime�ujemo BFS na graf 𝐺′ od
skupa neuparenih qvorova u 𝑉 , sloj po sloj, do sloja u kome su prona�eni
neupareni qvorovi iz 𝑈 . Zatim iz grafa indukovanog pretragom u xirinu
vadimomaksimalni skup disjunktnih puteva u𝐺′, kojima odgovaraju alterniraju�i
putevi u 𝐺. To se izvodi pronala�e�em prvog puta, ukla�a�em �egovih
qvorova, pronala�e�em narednog puta, ukla�a�em �egovih qvorova, itd.
(rezultat nije optimalni, nego samo maksimalni skup). Biramo maksimalni
skup, da bismo posle pretrage dobili xto ve�e upariva�e; svaki novi
disjunktni put pove�ava upariva�e za jednu granu. Na kraju pove�avamo
upariva�e korix�e�em prona�enog skupa disjunktnih puteva. Proces se
nastav	a sve dok je mogu�e prona�i alterniraju�e puteve, odnosno dok je
u grafu 𝐺′ neki neupareni qvor iz 𝑉 dosti�an iz nekog neuparenog qvora
iz 𝑈 .

Slo�enost. Ispostav	a se da je u pobo	xanom algoritmu broj iteracija
𝑂(

√︀
|𝑉 |) u najgorem sluqaju (Hopkroft i Karp 1973, Hopcroft, Karp; ovo

tvr�e�e dajemo bez dokaza). Ukupna vremenska slo�enost algoritma je
dakle 𝑂((|𝑉 |+ |𝐸|)

√︀
|𝑉 |).

6.2 Optimizacija transportne mre�e

Problem optimizacije transportne mre�e je jedan od osnovnih problema u
teoriji grafova i kombinatornoj optimizaciji. Intenzivno je prouqavan
vixe od 40 godina, pa su za �ega razvijeni mnogi algoritmi i strukture
podataka. Problem ima mnogo varijanti i uopxte�a. Osnovna varijanta
mre�e mo�e se formulisati na slede�i naqin. Neka je𝐺 = (𝑉,𝐸) usmereni
graf sa dva posebno izdvojena qvora: 𝑠 (izvor), sa ulaznim stepenom 0,
i 𝑡 (ponor) sa izlaznim stepenom 0. Svakoj grani 𝑒 ∈ 𝐸 pridru�ena
je pozitivna te�ina 𝑐(𝑒), kapacitet grane 𝑒. Kapacitet grane je mera
toka koji mo�e biti propuxten kroz granu. Za ovakav graf ka�emo da
je transportna mre�a (ili jednostavnije mre�a). Tok je funkcija 𝑓
definisana na 𝐸 koja zadovo	ava slede�e uslove:

(1) 0 ≤ 𝑓(𝑒) ≤ 𝑐(𝑒): tok kroz proizvo	nu granu ne mo�e da premaxi �en
kapacitet;

(2) za sve qvorove 𝑣 ∈ 𝑉 ∖ {𝑠, 𝑡} je
∑︀

𝑢 𝑓(𝑢, 𝑣) =
∑︀

𝑤 𝑓(𝑣, 𝑤): ukupan tok
koji ulazi u proizvo	ni qvor 𝑣 razliqit od 𝑠, 𝑡 jednak je ukupnom
toku koji izlazi iz �ega ("nestix	ivost", zakon oquva�a, odnosno
konzervacije toka).

Ova dva uslova imaju za posledicu da je ukupan tok koji izlazi iz 𝑠
jednak ukupnom toku koji ulazi u 𝑡. U to se mo�emo uveriti na slede�i
naqin. Uvex�emo najpre pojam preseka. Neka je 𝐴 proizvo	an podskup 𝑉
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takav da sadr�i 𝑠, a ne sadr�i 𝑡. Oznaqimo sa 𝐵 = 𝑉 ∖𝐴 skup preostalih
qvorova. Presek odre�en skupom 𝐴 je skup grana (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸 takvih da
𝑣 ∈ 𝐴 i 𝑢 ∈ 𝐵. Intuitivno, presek je skup grana koje razdvajaju 𝑠 od 𝑡.
Indukcijom po broju qvorova u 𝐴 lako se pokazuje da ukupan tok kroz
presek ne zavisi od 𝐴. Specijalno, za 𝐴 = {𝑠} presek obuhvata grane koje
izlaze iz 𝑠, a za 𝐴 = 𝑉 ∖ {𝑡} presek qine grane koje ulaze u 𝑡. Prema tome,
ukupan tok koji izlazi iz 𝑠 jednak je ukupnom toku koji ulazi u 𝑡. Problem
koji nas zanima je maksimizira�e toka. Jedan naqin da se opisani problem
shvati kao realan fiziqki problem, je da zamislimo da mre�u qine cevi
za vodu. Svaka cev ima svoj kapacitet, a uslovi koje tok treba da zadovo	i
su prirodni. Ci	 je "proterati" kroz mre�u xto ve�u koliqinu vode u
jedinici vremena.

Pokaza�emo najpre da se problem bipartitnog upariva�a mo�e svesti
na problem optimizacije transportne mre�e. To mo�e na prvi pogled
da izgleda beskorisno, poxto ve� znamo da reximo problem bipartitnog
upariva�a, a ne znamo rexe�e problema optimizacije transportne mre�e
| redukcija je dakle u pogrexnom smeru. Me�utim, za rexava�e problema
optimizacije transportne mre�e mo�e se primeniti postupak sliqan postupku
za nala�e�e optimalnog bipartitnog upariva�a.

Zadatom bipartitnom grafu𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑈) u kome treba prona�i upariva�e
sa najve�im mogu�im brojem grana (optimalno upariva�e) dodajemo dva
nova qvora 𝑠 i 𝑡, povezujemo 𝑠 granama sa svim qvorovima iz 𝑉 , a sve qorove
iz 𝑈 povezujemo sa 𝑡. Oznaqimo dobijeni graf sa 𝐺′ (videti sliku 6.4, na
kojoj su sve grane usmerene sleva udesno). Poxto svim granama dodelimo
kapacitet 1, dobijamo regularan problem optimizacije transportne mre�e
na grafu 𝐺′. Neka je 𝑀 neko upariva�e u 𝐺. Upariva�u 𝑀 mo�e se na
prirodan naqin pridru�iti tok u 𝐺′. Dode	ujemo tok 1 svim granama
iz 𝑀 i svim granama koje 𝑠 ili 𝑡 povezuju sa uparenim qvorovima. Svim
ostalim granama dode	ujemo tok 0. Ukupan tok jednak je tada broju grana
u upariva�u 𝑀 . Mo�e se pokazati da je 𝑀 optimalno upariva�e ako i
samo ako je odgovaraju�i celobrojni tok u 𝐺′ optimalan. U jednom smeru
dokaz je jednostavan: ako je tok optimalan i odgovara upariva�u, onda se
ne mo�e na�i ve�e upariva�e, jer bi mu odgovarao ve�i tok. Da bismo
izveli dokaz u drugom smeru, potrebno je da nekako primenimo ideju
alterniraju�ih puteva na tok u transportnoj mre�i, i da poka�emo da
ako nema alterniraju�ih puteva, onda je odgovaraju�i tok optimalan.

Pove�avaju�i put u odnosu na zadati tok 𝑓 je usmereni put od 𝑠 do
𝑡, koji se sastoji od grana iz 𝐺, ne obavezno u istom smeru; svaka od tih
grana (𝑣, 𝑢) treba da zadovo	i taqno jedan od slede�a dva uslova:

(1) (𝑣, 𝑢) ima isti smer kao i u 𝐺, i 𝑓(𝑣, 𝑢) < 𝑐(𝑣, 𝑢). U tom sluqaju grana
(𝑣, 𝑢) je direktna grana Direktna grana ima kapacitet ve�i od
toka, pa se mo�e pove�ati tok kroz �u. Razlika 𝑐(𝑣, 𝑢)− 𝑓(𝑣, 𝑢) zove
se slek te grane.

(2) (𝑣, 𝑢) ima suprotan smer u 𝐺, i 𝑓(𝑣, 𝑢) > 0. U ovom sluqaju grana (𝑣, 𝑢)
je povratna grana. Deo toka iz povratne grane mo�e se "pozajmiti".

Pove�avaju�i put je uopxte�e alterniraju�eg puta, i ima isti smisao
za transportne mre�e kao alterniraju�i put za bipartitno upariva�e.
Ako postoji pove�avaju�i put u odnosu na tok 𝑓 , onda 𝑓 nije optimalni
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Slika 6.4: Svo�e�e bipartitnog upariva�a na optimizaciju transportne
mre�e (sve grane usmerene su sleva udesno).

tok. Tok 𝑓 mo�e se pove�ati pove�ava�em toka kroz pove�avaju�i put na
slede�i naqin. Ako su sve grane pove�avaju�eg puta direktne grane, onda
se kroz �ih mo�e pove�ati tok, tako da sva ograniqe�a i da	e ostanu
zadovo	ena. Najve�e mogu�e pove�a�e toka je u ovom sluqaju taqno jednako
minimalnom sleku me�u granama puta. Sluqaj povratnih grana je nexto
slo�eniji, videti primer na slici 6.5. Svaka grana oznaqena je sa dva
broja 𝑎/𝑏, pri qemu je 𝑎 kapacitet, a 𝑏 trenutni tok. Jasno je da se ukupan
tok ne mo�e direktno pove�ati, jer ne postoji put od 𝑠 do 𝑡 koji se sastoji
samo od direktnih grana. Ipak, postoji naqin da se ukupan tok pove�a.
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Slika 6.5: Primer mre�e sa pove�avaju�im putem.

Put 𝑠 − 𝑣 − 𝑢 − 𝑤 − 𝑡 je pove�avaju�i put. Dopunski tok 2 mo�e se
sprovesti do 𝑢 od 𝑠 (2 je minimalni slek na direktnim granama do 𝑢). Tok
2 mo�e se oduzeti (pozajmiti) od 𝑓(𝑤, 𝑢). Time se posti�e zadovo	e�e
uslova (2) (zakona oquva�a toka) za qvor 𝑢, jer je 𝑢 imao pove�a�e toka za
2 iz pove�avaju�eg puta, a zatim sma�e�e dotoka za 2 iz povratne grane.
U qvoru 𝑤 je sada izlazni tok sma�en za 2, pa ga treba pove�ati kroz
neku izlaznu granu. Sa "proteriva�em" toka mo�e se nastaviti na isti
naqin od 𝑤, pove�ava�em toka kroz direktne grane i sma�iva�em toka
kroz povratne grane. U ovom sluqaju postoji samo jox jedna direktna grana
(𝑤, 𝑡) koja dosti�e 𝑡, i problem je rexen. Poxto samo direktne grane mogu
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da izlaze iz 𝑠, odnosno da ulaze u 𝑡, ukupan tok je pove�an. Pove�a�e je
jednako ma�em od slede�a dva broja: minimalnog sleka direktnih grana,
odnosno minimalnog toka povratnih grana. Na slici 6.6 prikazana je
ista mre�a sa prome�enim tokom; ispostav	a se da je novi tok u stvari
optimalan.
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Slika 6.6: Rezultat pove�ava�a toka u mre�i sa slike 6.5.

Iz reqenog sledi da ako u mre�i postoji pove�avaju�i put, onda tok
nije optimalan. Obrnuto je tako�e taqno.

Teorema 8 (Teorema o pove�avaju�em putu). Tok kroz transportnu mre�u
je optimalan ako i samo ako u odnosu na �ega ne postoji pove�avaju�i
put.

Dokaz. Dokaz u jednom smeru smo ve� videli | ako u mre�i postoji po-
ve�avaju�i put, onda tok nije optimalan. Pretpostavimo sada da u odnosu
na tok 𝑓 ne postoji ni jedan pove�avaju�i put, i doka�imo da je tada 𝑓
optimalni tok. Za proizvo	an presek (odre�en skupom 𝐴, 𝑠 ∈ 𝐴, 𝑡 ∈ 𝐵 ≡
𝑉 ∖ 𝐴) definixemo kapacitet, kao zbir kapaciteta �egovih grana koje
vode iz nekog qvora 𝐴 u neki qvor 𝐵. Jasno je da ni jedan tok ne mo�e
biti ve�i od kapaciteta proizvo	nog preseka. Zaista, ukupan tok iz 𝑠
jednak je zbiru tokova kroz grane preseka od 𝐴 ka 𝐵, uma�enom za tok
kroz grane preseka od 𝐵 ka 𝐴, pa je ma�i ili jednak od zbira kapaciteta
grana koje vode od 𝐴 ka 𝐵, odnosno od kapaciteta preseka. Prema tome, ako
prona�emo tok sa vrednox�u jednakom kapacitetu nekog preseka, onda je
taj tok optimalan. Sa dokazom nastav	amo u tom pravcu: pokaza�emo da
ako u odnosu na tok ne postoji pove�avaju�i put, onda je ukupan tok jednak
kapacitetu nekog preseka, pa dakle optimalan.

Neka je 𝑓 tok u odnosu na koji ne postoji pove�avaju�i put. Neka je
𝐴 ⊂ 𝑉 skup qvorova 𝑣 takvih da u odnosu na tok 𝑓 postoji pove�avaju�i put
od 𝑠 do 𝑣 (preciznije, postoji put od 𝑠 do 𝑣 takav da na �emu za sve direktne
grane 𝑒 va�i 𝑓(𝑒) < 𝑐(𝑒), a za sve povratne grane 𝑒′ va�i 𝑓(𝑒′) > 0). Jasno
je da 𝑠 ∈ 𝐴 i 𝑡 /∈ 𝐴, jer po pretpostavci za 𝑓 ne postoji pove�avaju�i put.
Prema tome, 𝐴 definixe presek. Tvrdimo da za sve grane (𝑣, 𝑤) tog preseka
va�i 𝑓(𝑣, 𝑤) = 𝑐(𝑣, 𝑤) ako je 𝑣 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵 ("direktne" grane), odnosno
𝑓(𝑣, 𝑤) = 0 ako je 𝑣 ∈ 𝐵, 𝑤 ∈ 𝐴 ("povratne grane"). Zaista, u protivnom
bi direktna grana (𝑣, 𝑤) produ�avala pove�avaju�i put do qvora 𝑤 /∈ 𝐴,
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suprotno pretpostavci da takav put postoji samo do qvorova iz 𝐴. Sliqno,
povratna grana (𝑣, 𝑤) produ�avala bi pove�avaju�i put do qvora 𝑣 /∈ 𝐴.
Dakle, ukupan tok jednak je kapacitetu preseka odre�enog skupom 𝐴, pa je
tok 𝑓 optimalan.

Dokazali smo slede�u va�nu teoremu.

Teorema 9 (Teorema o maksimalnom toku i minimalnom preseku). Opti-
malni tok u mre�i jednak je minimalnom kapacitetu preseka.

Teorema o pove�avaju�em putu ima za posledicu i slede�u teoremu.

Teorema 10 (Teorema o celobrojnom toku). Ako su kapaciteti svih
grana u mre�i celobrojni, onda postoji optimalni tok sa celobrojnom
vrednox�u.

Dokaz. Tvr�e�e je posledica teoreme o pove�avaju�em putu. Svaki algoritam
koji koristi samo pove�avaju�e puteve dovodi do celobrojnog toka ako su
svi kapaciteti grana celobrojni. Ovo je oqigledno, jer se mo�e krenuti
od toka 0, a onda se ukupan tok posle svake upotrebe pove�avaju�eg puta
pove�ava za celi broj. Do istog zak	uqka dolazi se i na drugi naqin:
kapacitet svakog preseka je celobrojan, pa i minimalnog.

Vratimo se sada na problem bipartitnog upariva�a. Jasno je da svaki
alterniraju�i put u𝐺 odgovara pove�avaju�em putu u𝐺′, i obrnuto. Posledica
teoreme o pove�avaju�em putu je teorema o alterniraju�em putu iz prethodnog
ode	ka. Ako je𝑀 optimalno upariva�e, onda za �ega ne postoji alterniraju�i
put, pa u 𝐺′ ne postoji pove�avaju�i put, a odgovaraju�i tok je optimalan.
S druge strane, postoji optimalni celobrojni tok, i on mora da odgovara
upariva�u, jer je svaki qvor u 𝑉 povezan samo jednom granom (sa kapacitetom
1) sa 𝑠; zbog toga, ukupan tok kroz svaki qvor iz 𝑉 mo�e da bude najvixe 1.
Isto va�i i za qvorove iz skupa 𝑈 . Ovo upariva�e mora biti optimalno,
jer ako bi se moglo pove�ati, onda bi postojao ve�i ukupni tok.

Teorema o pove�avaju�em putu neposredno se transformixe u algoritam.
Polazi se od toka 0, tra�e se pove�avaju�i putevi, i na osnovu �ih
pove�ava se tok, sve do trenutka kad pove�avaju�i putevi vixe ne postoje.
Tra�e�e pove�avaju�ih puteva mo�e se izvesti na slede�i naqin. Definixemo
rezidualni graf u odnosu na mre�u 𝐺 = (𝑉,𝐸) i tok 𝑓 , kao mre�u
𝑅 = (𝑉, 𝐹 ) sa istim qvorovima, istim izvorom i ponorom, ali prome�enim
skupom grana i �ihovih te�ina. Svaku granu 𝑒 = (𝑣, 𝑤) sa tokom 𝑓(𝑒)
zame�ujemo sa najvixe dve grane 𝑒′ = (𝑣, 𝑤) (ako je 𝑓(𝑒) < 𝑐(𝑒); kapacitet
𝑒′ jednak je sleku grane 𝑒: 𝑐(𝑒′) = 𝑐(𝑒) − 𝑓(𝑒)), odnosno 𝑒′′ = (𝑤, 𝑣) (ako
je 𝑓(𝑒) > 0; kapacitet 𝑒′′ je 𝑐(𝑒′′) = 𝑓(𝑒)). Ako se na ovaj naqin dobiju
dve paralelne grane, zame�uju se jednom, sa kapacitetom jednakom zbiru
kapaciteta paralelnih grana. Na slici 6.7 prikazan je rezidualni graf za
mre�u sa slike 6.5, u odnosu na tok zadat na toj slici. Grane rezidualnog
grafa odgovaraju mogu�im granama pove�avaju�eg puta. �ihovi kapaciteti
odgovaraju mogu�em pove�a�u toka kroz te grane. Prema tome, pove�avaju�i
put je obiqan usmereni put od 𝑠 do 𝑡 u rezidualnom grafu. Konstrukcija
rezidualnog grafa zahteva 𝑂(|𝐸|) koraka, jer se svaka grana proverava
taqno jednom.
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Slika 6.7: Rezidualni graf mre�e sa slike 6.5 u odnosu na tok definisan
na toj slici.

Na nesre�u, izbor pove�avaju�eg puta na proizvo	an naqin mo�e se po-
kazati vrlo neefikasnim. Vreme izvrxe�a takvog algoritma u najgorem
sluqaju mo�e da qak i ne zavisi od veliqine grafa. Posmatrajmo mre�u
na slici 6.8. Optimalni tok je oqigledno 2𝑀 . Me�utim, mogli bismo da
krenemo od pove�avaju�eg puta 𝑠−𝑎− 𝑏− 𝑡 kroz koji se tok mo�e pove�ati
samo za 1. Zatim bismo mogli da izaberemo pove�avaju�i put 𝑠−𝑏−𝑎−𝑡 koji
opet pove�ava tok samo za 1. Proces mo�e da se ponovi ukupno 2𝑀 puta, gde
𝑀 mo�e biti vrlo veliko, bez obzira xto graf ima samo qetiri qvora
i pet grana. Poxto se vrednost 𝑀 mo�e predstaviti sa 𝑂(log𝑀) bita,
slo�enost ovog algoritma je u najgorem sluqaju eksponencijalna funkcija
veliqine ulaza (broj 𝑀 je deo ulaza).
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Slika 6.8: Primer mre�e na kojoj tra�e�e pove�avaju�ih puteva mo�e
biti neograniqeno neefikasno.

Gore navedena mogu�nost je vrlo nepo�e	na, ali se mo�e izbe�i. Edmonds
i Karp (Edmonds, Carp) su 1972. godine pokazali da ako se me�u mogu�im
pove�avaju�im putevima uvek bira onaj sa najma�im brojem grana, onda
je broj pove�ava�a najvixe (|𝑉 |3 − |𝑉 |)/4. To vodi algoritmu koji je u
najgorem sluqaju polinomijalan u odnosu na veliqinu ulaza. Od tog vremena
predlo�eno je vixe razliqitih algoritama, slo�enijih i ma�e slo�enih,
a vixe �ih dosti�e gor�u granicu slo�enosti 𝑂(|𝑉 |3) u najgorem sluqaju.
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Ovde ih ne�emo opisivati.

6.3 Hamiltonovi ciklusi

Problem. Zadat je graf 𝐺 = (𝑉,𝐸). Prona�i u 𝐺 prosti ciklus koji
svaki qvor iz 𝑉 sadr�i taqno jednom.

Takav ciklus zove seHamiltonov ciklus. Graf koji sadr�i Hamiltonov
ciklus zove se Hamiltonov graf. Problem ima usmerenu i neusmerenu
verziju; mi �emo se baviti samo neusmerenom varijantom.

Za razliku od problema Ojlerovih ciklusa, problem nala�e�a Ha-
miltonovih ciklusa (odnosno karakterizacije Hamiltonovih grafova) je
vrlo te�ak. Da bi se proverilo da li je graf Ojlerov, dovo	no je znati
stepene �egovih qvorova. Za utvr�iva�e da li je graf Hamiltonov, to nije
dovo	no. Zaista, dva grafa prikazana na slici 6.9 imaju po 16 qvorova
stepena 3 (dakle imaju iste stepene qvorova), ali je prvi Hamiltonov, a
drugi oqigledno nije. Ovaj problem spada u klasu NP-kompletnih problema.
U ovom ode	ku prikaza�emo jednostavan postupak nala�e�a Hamiltonovog
ciklusa u specijalnoj klasi vrlo gustih grafova.
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Slika 6.9: Dva grafa sa po 16 qvorova stepena 3, od kojih je prvi
Hamiltonov, a drugi nije.

Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) povezan neusmeren graf i neka za proizvo	an qvor
𝑣 ∈ 𝑉 𝑑(𝑣) oznaqava �egov stepen. Slede�i problem je specijalni sluqaj
tra�e�a Hamiltonovog ciklusa u vrlo gustim grafovima. Pokaza�emo da
uslovi problema garantuju da je graf Hamiltonov.

Problem. Dat je povezan neusmeren graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) sa 𝑛 ≥ 3 qvorova,
takav da svaki par nesusednih qvorova 𝑣 i 𝑤 zadovo	ava uslov 𝑑(𝑣)+𝑑(𝑤) ≥
𝑛. Prona�i u 𝐺 Hamiltonov ciklus.

Algoritam se zasniva na indukciji po broju grana koje treba ukloniti
iz kompletnog grafa da bi se dobio zadati graf. Baza indukcije je kompletan
graf. Svaki kompletan graf sa bar tri qvora sadr�i Hamiltonov ciklus,
koji je lako prona�i.

Induktivna hipoteza. Umemo da prona�emo Hamiltonov ciklus u gra-
fovima koji zadovo	avaju navedene uslove ako imaju bar 𝑛(𝑛 − 1)/2 −𝑚
grana.
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Sada treba da poka�emo kako prona�i Hamiltonov ciklus u grafu
sa 𝑛(𝑛 − 1)/2 − (𝑚 + 1) grana koji zadovo	ava uslove problema. Neka je
𝐺 = (𝑉,𝐸) takav graf. Izaberimo proizvo	na dva nesusedna qvora 𝑣 i 𝑤 u
𝐺 (to je mogu�e ako graf nije kompletan), i posmatrajmo graf 𝐺′ koji se od
𝐺 dobija dodava�em grane (𝑣, 𝑤). Prema induktivnoj hipotezi mi umemo
da prona�emo Hamiltonov ciklus u grafu 𝐺′. Neka je 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1

takav ciklus u 𝐺′ (videti sliku 6.10). Ako grana (𝑣, 𝑤) nije deo ciklusa,
onda je isti ciklus deo grafa 𝐺, pa je problem rexen. U protivnom, bez
sma�e�a opxtosti mo�e se pretpostaviti da je 𝑣 = 𝑥1 i 𝑤 = 𝑥𝑛. Prema
datim uslovima je 𝑑(𝑣) + 𝑑(𝑤) ≥ 𝑛. Potrebno je u grafu prona�i novi
Hamiltonov ciklus.
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Slika 6.10: Modifikacija Hamiltonovog ciklusa posle izbaciva�a grane
(𝑣, 𝑤).

Posmatrajmo sve grane grafa 𝐺 susedne sa qvorovima 𝑣 ili 𝑤. Tvrdimo
da pod zadatim uslovima postoje dva qvora 𝑥𝑖 i 𝑥𝑖+1 takva da u 𝐺 postoje
grane (𝑤, 𝑥𝑖) i (𝑣, 𝑥𝑖+1). Da bismo to dokazali, pretpostavimo suprotno,
da ni za jedno 𝑖, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2, ne postoje istovremeno obe grane (𝑤, 𝑥𝑖) i
(𝑣, 𝑥𝑖+1). Neka je qvor 𝑤 vezan sa qvorom 𝑥𝑛−1 i 𝑘 qvorova 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . . , 𝑥𝑖𝑘 ,
pri qemu je 2 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛−2. Tada po pretpostavci qvor 𝑣 nije
vezan ni sa jednim od qvorova 𝑥𝑖1+1, 𝑥𝑖2+1, . . . , 𝑥𝑖𝑘+1, pa je 𝑑(𝑣) ≤ 𝑛−2−𝑘 (od
ukupno 𝑛−1 mogu�ih grana iz 𝑣 ne postoje grane ka 𝑤, niti ka 𝑘 navedenih
qvorova, razliqitih od 𝑤). Zbog toga je 𝑑(𝑤) + 𝑑(𝑣) ≤ (𝑘 + 1) + (𝑛 − 2 −
𝑘) = 𝑛 − 1; ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da je 𝑑(𝑤) + 𝑑(𝑣) ≥
𝑛. Dakle, za neko 𝑖 postoje grane (𝑤, 𝑥𝑖) i (𝑣, 𝑥𝑖+1). Od ovih dveju grana
mo�e se formirati novi Hamiltonov ciklus 𝑣(= 𝑥1), 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, . . . , 𝑤(=
𝑥𝑛), 𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1, . . . , 𝑣, koji ne sadr�i granu (𝑣, 𝑤), videti sliku 6.10.

Realizacija. Direktna primena ovog dokaza polazi od kompletnog gra-
fa, iz koga se jedna za drugom izbacuju grane koje ne pripadaju zadatom
grafu. Bo	e je rexe�e poqeti sa mnogo ma�im grafom, na slede�i naqin.
U datom grafu 𝐺 najpre pronalazimo dugaqak put (na primer, pomo�u
DFS), a onda dodajemo nove grane tako da put produ�imo do Hamiltonovog
ciklusa. Tako je dobijen ve�i graf 𝐺′. Obiqno je dovo	no dodati samo
nekoliko grana. Me�utim, qak i u najgorem sluqaju bi�e dodata najvixe
𝑛−1 grana. Polaze�i od 𝐺′, dokaz teoreme se zatim prime�uje iterativno,
sve dok se ne prona�e Hamiltonov ciklus u 𝐺. Ukupan broj koraka za
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zamenu jedne grane je 𝑂(𝑛). Potrebno je zameniti najvixe 𝑛− 1 grana, pa
je vremenska slo�enost algoritma 𝑂(𝑛2).





Glava 7

Redukcije

7.1 Uvod

Zapoqe�emo ovo poglav	e jednom anegdotom. Matematiqaru je objax�eno
kako mo�e da skuva qaj: treba da uzme qajnik, napuni ga vodom iz slavine,
stavi qajnik na xted�ak, saqeka da voda provri, i na kraju stavi qaj u
vodu. A onda su ga pitali: kako mo�e da skuva qaj ako ima qajnik, pun
vrele vode? Jednostavno, ka�e on; prosu�e vodu i tako svesti problem na
ve� rexen.

U ovom poglav	u pozabavi�emo se idejom redukcije, odnosno svo�e�a
jednog problema na drugi. Pokaza�emo da redukcije, iako ponekad nera-
cionalne, mogu biti i vrlo korisne. Na primer, ako ubacite u sanduqe
poxte na Novom Beogradu pismo za qoveka koji stanuje odmah pored te
poxte, pismo �e, bez obzira na blizinu odredixta, pre�i put do Glavne
poxte u Beogradu, pa nazad do poxte na Novom Beogradu, i tek onda �e ga
poxtar odneti vaxem poznaniku. U mnogo sluqajeva nije lako prepoznati
specijalni sluqaj i za �ega skrojiti efikasnije specijalno rexe�e. U
praksi je qesto efikasnije sve specijalne sluqajeve tretirati na isti
naqin. Na takvu situaciju redovno se nailazi i pri konstrukciji algoritama.
Kad nai�emo na problem koji se mo�e shvatiti kao specijalni sluqaj
drugog problema, koristimo poznato rexe�e. To rexe�e ponekad mo�e
biti previxe opxte ili previxe skupo. Me�utim, u mnogim sluqajevima
je korix�e�e opxteg rexe�a najlakxi, najbr�i i najelegantniji naqin
da se problem rexi. Ovaj princip se qesto koristi. Za neke raqunarske
probleme, na primer rad sa nekom bazom podataka, obiqno nije neophodno
napisati program koji rexava samo taj problem. Opxte rexe�e ne mora
biti najefikasnije, ali je mnogo jednostavnije iskoristiti upravo �ega.

Pretpostavimo da je dat problem 𝑃 , koji izgleda komplikovano, ali
liqi na poznati problem 𝑄. Mo�e se nezavisno (od poqetka) rexavati
problem 𝑃 , ili se mo�e iskoristiti neki od metoda za rexava�e 𝑄 i
primeniti na 𝑃 . Postoji, me�utim, i tre�a mogu�nost. Mo�e se pokuxati
sa nala�e�em redukcije, odnosno svo�e�a jednog problema na drugi.
Neformalno, redukcija je rexava�e jednog problema korix�e�em "crne
kutije" koja rexava drugi problem. Redukcijom se mo�e posti�i jedan
od dva ci	a, zavisno od smera. Rexe�e 𝑃 , koje koristi crnu kutiju za
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rexava�e 𝑄, mo�e se transformisati u algoritam za rexava�e 𝑃 , ako se
zna algoritam za rexava�e 𝑄. S druge strane, ako se za 𝑃 zna da je te�ak
problem, i zna se do�a granica slo�enosti za algoritme koji rexavaju
𝑃 , onda je to istovremeno i do�a granica slo�enosti za problem 𝑄. U
prvom sluqaju je redukcija iskorix�ena za dobija�e informacije o 𝑃 , a
u drugom | o 𝑄.

Na primer, u ode	ku 7.4.2 razmatraju se problemi mno�e�a i kvadrira�a
matrica. Jasno je da se kvadrira�e mo�e izvesti primenom algoritma za
mno�e�e; prema tome, kvadrira�e matrice mo�e se svesti na mno�e�e
matrica. U ode	ku 7.4.2 se pokazuje da je mogu�e pomno�iti dve matrice
primenom algoritma za kvadrira�e; drugim reqima, mno�e�e matrica
svodi se na kvadrira�e. Svrha ove druge redukcije je izvo�e�e dokaza da se
kvadrira�e matrice ne mo�e izvesti asimptotski br�e od izraqunava�a
proizvoda dve proizvo	ne matrice (pod uslovima koji su razmotreni u
ode	ku 7.4.2).

U ovom poglav	u vide�emo nekoliko primera redukcija. Nala�e�e
redukcije jednog problema na drugi mo�e biti korisno qak i ako ne daje
novu do�u ili gor�u granicu slo�enosti problema. Redukcija omogu�uje
bo	e razumeva�e oba problema. Ona se mo�e iskoristiti za nala�e�e
novih tehnika za napad na problem ili �egove varijante. Na primer,
redukcija se mo�e iskoristiti za konstrukciju paralelnog algoritma za
rexava�e problema.

Jedan od efikasnih naqina za upotrebu redukcija je definisa�e vrlo
opxteg problema, na koga se mogu svesti mnogi drugi problemi. Takav
problem treba da bude dovo	no opxti, da pokrije xiroku klasu problema,
dok sa druge strane treba da bude dovo	no jednostavan, da bi imao efikasno
rexe�e. Linearno programira�e, jedan od takvih problema, razmotri�emo
u ode	ku 7.3.

Pomenimo i to da smo se i ranije ve� sretali sa primerima redukcija
| na primer, sa redukcijom problema nala�e�a tranzitivnog zatvore�a
na problem nala�e�a svih najkra�ih puteva.

7.2 Primeri redukcija

U ovom ode	ku razmotri�emo nekoliko primera upotrebe redukcija kao
metoda za konstrukciju efikasnih algoritama.

7.2.1 Cikliqko upore�iva�e stringova

Poqi�emo sa jednostavnom varijantom problema pronala�e�a uzorka
u tekstu.

Problem. Neka su 𝐴 = 𝑎0𝑎1 . . . 𝑎𝑛−1 i 𝐵 = 𝑏0𝑏1 . . . 𝑏𝑛−1 dva stringa
du�ine 𝑛. Ustanoviti da li je string 𝐵 cikliqki pomeraj stringa 𝐴.

Problem je ustanoviti da li postoji indeks 𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1, takav da
je 𝑎𝑖 = 𝑏(𝑘+𝑖)mod𝑛 za sve 𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1. Oznaqimo ovaj problem sa CUS,
a osnovni problem tra�e�a reqi u tekstu sa TUT. Problem CUS mo�e se
rexiti, na primer, izmenom algoritma KMP. Postoji bo	i naqin da se
do�e do rexe�a. Ideja je formulisati CUS kao regularni primer ulaza za
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problem TUT. Drugim reqima, tra�imo neki tekst 𝑇 i req 𝑃 , tako da je
pronala�e�e 𝑃 u 𝑇 ekvivalentno utvr�iva�u da je 𝐵 cikliqki pomeraj
𝐴. Ako nam to po�e za rukom, onda se rexe�e TUT sa stringovima 𝑇 i
𝑃 mo�e iskoristiti za rexava�e CUS sa stringovima 𝐴 i 𝐵. Kad se
problem razmotri na ovaj naqin, lako je videti rexe�e: za 𝑇 treba uzeti
𝐴𝐴 (odnosno string 𝐴 nadovezan na samog sebe). Jasno je da je 𝐵 cikliqki
pomeraj 𝐴 ako i samo ako je 𝐵 podstring stringa 𝐴𝐴. Poxto problem TUT
umemo da reximo za linearno vreme, doxli smo do algoritma za rexava�e
CUS linearne slo�enosti.

7.2.2 Redukcije sa upore�iva�em nizova

Razmotrimo problem odre�iva�a edit rastoja�a dve niske: dati su
nizovi znakova 𝐴 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛, 𝐵 = 𝑏1𝑏2 . . . 𝑏𝑚, a zadatak je promeniti
𝐴 znak po znak, i tako ga uqiniti jednakim nizu 𝐵. Dozvo	ene su tri
edit operacije | umeta�e, brisa�e i zamena znaka. Znaju se cene svake
operacije, a ci	 je minimizacija cene editova�a. Rexe�e koje smo ranije
razmatrali zasniva se na popu�ava�u tabele dimenzija 𝑛×𝑚, u kojoj svaki
element odgovara parcijalnom editova�u: element tabele u preseku 𝑖-te
vrste i 𝑗-te kolone je najma�a cena transformisa�a prvih 𝑖 znakova niske
𝐴 u 𝑗 prvih znakova niske 𝐵. Ci	 se posti�e izraqunava�em elementa u
do�em desnom uglu tabele. Videli smo da se svaki element mo�e izraqunati
na osnovu samo tri "prethodna" elementa, xto odgovara trima mogu�im
varijantama za posled�u edit operaciju.

Isti problem mo�e se posmatrati na drugi naqin ako tabeli pridru-
�imo usmereni graf. Svaki element tabele odgovara qvoru grafa, odnosno
parcijalnom editova�u. Grana (𝑣, 𝑤) u grafu postoji ako se editova�e
koje odgovara qvoru 𝑤 dobija dodava�em jedne edit operacije editova�u
koje odgovara qvoru 𝑣. Primer takvog grafa dat je na slici 7.1, gde je
𝐴 = 𝑐𝑎𝑎 i 𝐵 = 𝑎𝑏𝑎. Horizontalne grane odgovaraju umeta�ima, vertikalne
brisa�ima, a dijagonalne zamenama znakova. Tako, na primer, put istaknut
na slici 7.1 odgovara brisa�u 𝑐, zameni 𝑎 sa 𝑎, umeta�u 𝑏 i jox jednoj
zameni 𝑎 sa 𝑎. U osnovnoj varijanti problema cene grana su 1, izuzev
dijagonalnih grana koje odgovaraju zameni znaka istim znakom, qija je
cena 0. Problem se na taj naqin transformixe u obiqan problem nala�e�a
svih rastoja�a od zadatog qvora u grafu. Svakoj grani dode	ena je te�ina,
i mi tra�imo najkra�i put od qvora (0, 0) do qvora (𝑛,𝑚). Dakle, problem
nala�e�a edit rastoja�a sveden je na problem nala�e�a najkra�ih rastoja�a
od zadatog qvora u grafu.

Nala�e�e svih rastoja�a od zadatog qvora u opxtem sluqaju nije
lakxe od direktnog rexava�a problema (algoritam za nala�e�e najkra�ih
rastoja�a od zadatog qvora je slo�enosti 𝑂((|𝐸| + |𝑉 |) log |𝑉 |), gde je sa
|𝑉 | oznaqen broj qvorova koji je ovde jednak (𝑚 + 1) · (𝑛 + 1)), dok je broj
grana proporcionalan broju qvorova (iz svih qvorova osim onih na do�oj
i desnoj ivici kre�u po tri grane). Ova redukcija ipak nije beskorisna.
Razmotrimo, na primer, slede�u varijantu problema upore�iva�a nizova.
Cene edit operacija ne moraju da zavise samo od pojedinaqnih znakova.
Cena umeta�a bloka znakova unutar drugog niza mo�e biti razliqita od
umeta�a istog broja znakova jednog po jednog, na razliqitim mestima.
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Slika 7.1: Graf koji odgovara nizovima 𝐴 = 𝑐𝑎𝑎 i 𝐵 = 𝑎𝑏𝑎.

Isto mo�e da bude sluqaj i sa brisa�ima. Drugim reqima, umesto da
cene dode	ujemo pojedinaqnim umeta�ima, brisa�ima i zamenama, cene se
mogu dodeliti blokovima umeta�a, brisa�a i zamena, nezavisno od �ihove
veliqine. Ili drugaqije, umeta�u bloka od 𝑘 znakova mo�e se dodeliti
cena 𝑐1 + 𝑐2𝑘, gde je 𝑐1 "poqetna cena", a 𝑐2 cena za svaki naredni znak.
Postoji mnogo drugih korisnih metrika. One se mnogo lakxe modeliraju
korix�e�em formulacije u vidu problema najkra�ih puteva, nego pri-
lago�ava�em polaznog problema. Isto tako, mogu se dodati nove grane sa
pogodno izabranim cenama, ne me�aju�i suxtinu problema.

7.2.3 Nala�e�e trouglova u neusmerenom grafu

Postoji tesna veza izme�u grafova i matrica. Graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) sa 𝑛
qvorova 𝑣1, 𝑣2, . . . 𝑣𝑛, mo�e se predstaviti svojom matricom povezanosti |
kvadratnom matricom 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) reda 𝑛, takvom da je 𝑎𝑖𝑗 = 1 ako (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈
𝐸, odnosno 𝑎𝑖𝑗 = 0 u ostalim sluqajevima. Ako je 𝐺 neusmereni graf,
matrica 𝐴 je simetriqna. Ako je 𝐺 te�inski graf, onda se on tako�e
mo�e predstaviti kvadratnom matricom 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) reda 𝑛, pri qemu je
element 𝑎𝑖𝑗 jednak te�ini grane (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), odnosno ∞, ako te grane nema u
grafu. Postoje i drugi naqini da se matrica pridru�i grafu. Tako se
grafu 𝐺 = (𝑉,𝐸) sa 𝑛 qvorova i 𝑚 grana mo�e pridru�iti 𝑛×𝑚 matrica
u kojoj je (𝑖, 𝑗)-ti element jednak 1 ako i samo ako je 𝑖-ti qvor susedan sa
𝑗-tom granom.

Veze grafova i matrica ne zadr�avaju se samo na reprezentaciji. Mnoge
osobine grafova mogu se bo	e razumeti analizom odgovaraju�ih matrica.
Sliqno, mnoge osobine matrica otkrivaju se posmatra�em odgovaraju�ih
grafova. Nije iznena�uju�e da se mnogi algoritamski problemi mogu rexiti
korix�e�em ove analogije. To �emo ilustrovati jednim primerom.

Problem. Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) neusmereni povezani graf sa 𝑛 qvorova i 𝑚
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grana. Potrebno je ustanoviti da li u 𝐺 postoji trougao, odnosno takva
tri qvora da izme�u svaka dva od �ih postoji grana.

Direktno rexe�e obuhvata proveru svih troqlanih podskupova skupa
qvorova. Podskupova ima

(︀
𝑛
3

)︀
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)/6, a poxto se svaki od

�ih mo�e proveriti za konstantno vreme, vremenska slo�enost ovakvog
algoritma je 𝑂(𝑛3). Mo�e se konstruisati i algoritam slo�enosti 𝑂(𝑚𝑛)
(zasnovan na proveri svih parova (𝑔𝑟𝑎𝑛𝑎, 𝑐𝑣𝑜𝑟) | da li grade trougao),
koji je bo	i ako graf nije gust. Mo�e li se ovo da	e pobo	xati? Prikaza-
�emo sada algoritam koji je asimptotski br�i, i suxtinski je drugaqiji.
Svrha primera je da ilustruje vezu izme�u grafovskih i matriqnih algo-
ritama.

Neka je 𝐴 matrica povezanosti grafa 𝐺. Poxto je graf 𝐺 neusmeren,
matrica 𝐴 je simetriqna. Razmotrimo vezu elemenata matrice 𝐵 = 𝐴2 =
𝐴𝐴 (proizvod je obiqan proizvod matrica) i grafa 𝐺. Prema definiciji
proizvoda matrica je

𝐵[𝑖, 𝑗] =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴[𝑖, 𝑘] ·𝐴[𝑘, 𝑗].

Iz ove jednakosti sledi da je uslov 𝐵[𝑖, 𝑗] > 0 ispu�en ako i samo ako
postoji indeks 𝑘, takav da su oba elementa 𝐴[𝑖, 𝑘] i 𝐴[𝑘, 𝑗] jedinice. Drugim
reqima, 𝐵[𝑖, 𝑗] > 0 je ispu�eno ako i samo ako postoji qvor 𝑣𝑘, takav da
je 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑘 ̸= 𝑗 i da su oba qvora 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 povezana sa 𝑣𝑘 (pretpostav	amo
da graf nema pet	i, odnosno 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛). Prema tome,
u grafu postoji trougao koji sadr�i temena 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 ako i samo ako je 𝑣𝑖
povezan sa 𝑣𝑗 i 𝐵[𝑖, 𝑗] > 0. Konaqno, u 𝐺 postoji trougao ako i samo ako
postoje takvi indeksi 𝑖, 𝑗 da je 𝐴[𝑖, 𝑗] = 1 i 𝐵[𝑖, 𝑗] > 0.

Navedena analiza sugerixe algoritam. Treba izraqunati matricu 𝐵 =
𝐴2 i proveriti ispu�enost uslova 𝐴[𝑖, 𝑗] = 1, 𝐵[𝑖, 𝑗] > 0 za svih 𝑛2

parova (𝑖, 𝑗). Slo�enost provere ovog uslova je 𝑂(𝑛2), pa preovla�uju�i
deo vremenske slo�enosti algoritma potiqe od mno�e�a matrica. Time je
problem nala�e�a trougla u grafu sveden na problem mno�e�a matrica
(preciznije, kvadrira�a matrice, ali kao xto �emo videti u ode	ku 7.4.2,
ta dva problema su ekvivalentna). Za mno�e�e matrica mo�e se iskoristiti
Xtrasenov algoritam i tako dobiti algoritam za nala�e�e trougla u
grafu slo�enosti 𝑂(𝑛2.81). Preciznije, opisana redukcija pokazuje da
je slo�enost ovog grafovskog problema 𝑂(𝑀(𝑛)), gde je 𝑀(𝑛) slo�enost
mno�e�a Bulovih matrica reda 𝑛.

7.3 Redukcije na problem linearnog programira�a

Prethodni ode	ak sadr�i primere redukcija izme�u algoritama u raz-
liqitim oblastima. Pokuxali smo da transformixemo jedan problem u
drugi, da bismo mogli da iskoristimo poznati algoritam. U ovom ode	ku
tako�e se razmatraju redukcije, ali je pristup drugaqiji. Umesto da tra-
�imo kandidata za redukciju svaki put kad nai�emo na novi problem,
razmatramo "super{probleme", na koje se mogu svesti mnogi drugi problemi.
Jedan takav super{problem (mo�da najva�niji) je linearno programira�e.
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7.3.1 Uvod i definicije

Sadr�aj mnogih problema je maksimizira�e ili minimizira�e neke
funkcije, koja zadovo	ava zadate uslove. Na primer, kod optimizacije
transportne mre�e ci	 je maksimizira�e fukcije toka, pod uslovom da
su zadovo	eni uslovi kapaciteta grana i konzervacije toka. Linearno
programira�e je opxta formulacija problema kod kojih su funkcija i
ograniqe�a linearni. Neka je x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑇 vektor promen	ivih.
Ci	na funkcija je linearna funkcija promen	ivih | komponenti
vektora x:

𝑐(x) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖, (7.1)

gde su 𝑐𝑖 konstante. Ci	 linearnog programira�a je prona�i vrednost x
koja zadovo	ava zadata ograniqe�a (koja �e biti navedena) i maksimizira
ci	nu funkciju. Kasnije �emo videti da je lako zameniti minimizira�e
ci	ne funkcije �enim maksimizira�em. Prethodno navodimo opxti oblik
zadatka linearnog programira�a sa tri tipa ograniqe�a, pri qemu se u
konkretnim problemima ne moraju pojav	ivati sva tri tipa ograniqe�a.
Pokaza�emo da se opxti problem mo�e svesti na problem sa samo dva tipa
ograniqe�a.

Neka su a1,a2, . . . ,a𝑘 realni vektori vrste jednake du�ine 𝑛, i neka su
𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑘 realni brojevi. Nejednakosna ograniqe�a su ograniqe�a
oblika

a𝑗 · x ≤ 𝑏𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, (7.2)

pri qemu su svi simboli sem komponenti x konstante, a · je oznaka za
matriqni proizvod. Sliqna su jednakosna ograniqe�a

e𝑗 · x = 𝑑𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, (7.3)

pri qemu su e1, e2, . . . , e𝑚 tako�e vektori vrste du�ine 𝑛, a 𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑚
su realni brojevi.

Obiqno se dodaju i posebna nenegativna ograniqe�a (iako se ona
mogu shvatiti kao specijalni sluqaj nejednakosnih ograniqe�a)

𝑥𝑗 ≥ 0 za sve 𝑗 ∈ 𝑃, (7.4)

gde je 𝑃 zadati podskup skupa {1, 2, . . . , 𝑛}.
Problem linearnog programira�a mo�e se formulisati na slede�i

naqin: maksimizirati funkciju 𝑐(x) (7.1), pod uslovom da su zadovo	ena
nejednakosna (7.2), jednakosna (7.3) i nenegativna ograniqe�a (7.4). Razume
se da konkretni problemi ne moraju da sadr�e ograniqe�a svih tipova.

Za ovako definisan problem u opxtem sluqaju postoji vixe ekvivalentnih
formulacija. Na primer, jednakosna ograniqe�a tipa e𝑗 · x = 𝑑𝑗 mogu
se ekvivalentno zameniti sa dva nejednakosna ograniqe�a e𝑗 · x ≤ 𝑑𝑗 i
e𝑗 · x ≥ 𝑑𝑗 . Sliqno, nejednakosno ograniqe�e a𝑖 · x ≤ 𝑏𝑖 mo�e se zameniti
sa dva ekvivalentna, a𝑖 ·x+𝑦𝑖 = 𝑏𝑖 i 𝑦𝑖 ≥ 0, pri qemu je 𝑦𝑖 nova promen	iva.
U oba sluqaja zamena jednog skupa ograniqe�a drugim mo�e da pove�a broj
ograniqe�a.

Na ovom mestu ne�emo se baviti algoritmom za rexava�e problema
linearnog programira�a. Va�no je znati da je ovaj problem iz klase 𝑃 ,
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odnosno da se za �egovo rexava�e zna algoritam polinomijalne slo�enosti.
Napomenimo i to da su postoje�i algoritmi za rexava�e problema linearnog
programira�a u praksi dovo	no efikasni, i da svo�e�e nekog problema
na linearno programira�e nije samo uve�bava�e redukcija, nego mo�e da
bude i dobar naqin da se taj problem rexi.

7.3.2 Primeri redukcije na linearno programira�e

U praksi su problemi retko direktno zadati kao problemi linearnog
programira�a. Obiqno je neophodno uvesti odgovaraju�e definicije da bi
se problem uklopio u ovu formulaciju.

Transportni problem

Ovaj problem razmatran je u ode	ku 6.2. Neka promen	ive 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

predstav	aju vrednosti toka za svih 𝑛 grana 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, Ci	na funkcija
je vrednost ukupnog toka

𝑐(x) =
∑︁
𝑗∈𝑆

𝑥𝑗 ,

gde je 𝑆 skup grana koje izlaze iz izvora 𝑠. Nejednakosna ograniqe�a
odgovaraju ograniqe�ima kapaciteta

𝑥𝑖 ≤ 𝑐𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

gde je 𝑐𝑖 kapacitet grane 𝑒𝑖. Jednakosna ograniqe�a odgovaraju uslovima
odr�a�a toka ∑︁

𝑒𝑖 izlazi iz 𝑣

𝑥𝑖 =
∑︁

𝑒𝑗 ulazi u 𝑣

𝑥𝑗 , za sve 𝑣 ∈ 𝑉 ∖ {𝑠, 𝑡}.

Na kraju, sve promen	ive treba da zadovo	e nenegativna ograniqe�a 𝑥𝑖 ≥
0 za 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}. Vrednosti x koje maksimiziraju ci	nu funkciju uz
ova ograniqe�a odgovaraju oqigledno optimalnom toku.

Dobrotvorni problem

Pretpostavimo da 𝑛 osoba �ele da upute pomo� u 𝑘 ustanova. Osoba 𝑖 ima
ograniqe�e 𝑠𝑖 na ukupan prilog u toku godine, kao i ograniqe�e 𝑎𝑖𝑗 na
iznos priloga ustanovi 𝑗 (na primer, 𝑎𝑖𝑗 mo�e da bude 0 za neke ustanove).

U opxtem sluqaju 𝑠𝑖 je ma�e od
∑︀𝑘

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗 , pa svaka osoba treba da donese
odluku o tome kome da uputi koliki prilog. Pretpostavimo da	e da svaka
ustanova 𝑗 ima ograniqe�e 𝑡𝑗 na ukupan iznos koji mo�e da primi (ovo
ograniqe�e ne mora uvek da bude prisutno, ali je ipak interesantno).
Ci	 je napraviti algoritam koji maksimizira zbir priloga.

Ovaj problem je uopxte�e problema upariva�a iz ode	ka 6.1.2. Problem
se mo�e rexiti postupkom sliqnim postupcima za nala�e�e optimalnog
upariva�a, a mo�e se formulisati i kao problem linearnog programira�a.
Ukupno ima 𝑛𝑘 promen	ivih 𝑥𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, gde je 𝑥𝑖𝑗 iznos koji
osoba 𝑖 upla�uje ustanovi 𝑗. Ci	na funkcija je

𝑐(x) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑗 .
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Ograniqe�a su slede�a:

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑎𝑖𝑗 za sve 𝑖, 𝑗,

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑠𝑖 za sve 𝑖,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑡𝑗 za sve 𝑗.

Pored toga, sve promen	ive naravno moraju biti nenegativne: 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 za
sve 𝑖, 𝑗.

Problem pridru�iva�a

Promenimo malo dobrotvorni problem tako da svaka osoba mo�e da uplati
prilog samo jednoj ustanovi, i da svaka ustanova mo�e da primi prilog
od samo jedne osobe. Tako dobijamo standardni problem upariva�a, ali
sa te�inama. Svakom mogu�em upariva�u pridru�en je zbir priloga, a
ci	 je ne samo prona�i optimalno upariva�e, nego i maksimizirati sumu
priloga. Ovo je te�inski problem bipartitnog upariva�a, ili problem
pridru�iva�a.

Promen	ive u ovom problemu ne mogu biti iste kao u prethodnom. Po-
trebno je na neki naqin okarakterisati upariva�e. Treba obezbediti da je
sa svakim qvorom povezana taqno jedna izabrana grana. To se mo�e posti�i
dode	iva�em po jedne promen	ive 𝑥𝑖𝑗 svakoj grani (𝑖, 𝑗), tako da je 𝑥𝑖𝑗 = 1
ako je grana izabrana, odnosno 𝑥𝑖𝑗 = 0 u protivnom. Ci	na funkcija je

𝑐(x) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ,

a ograniqe�a su
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 1 za sve 𝑖,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 1 za sve 𝑗.

Pored toga, sve promen	ive 𝑥𝑖𝑗 treba da budu nenegativne. Navedena ogra-
niqe�a obezbe�uju da je za svaki qvor izabrana najvixe jedna grana.

Sa ovakvom formulacijom postoji jedan ozbi	an problem. Promen	ive
treba da predstav	aju izbor tipa "da"{"ne", a �ihove optimalne vrednosti
mogu da budu realni (dakle ne celi) brojevi! Potrebno je dodati ograniqe�e
da promen	ive mogu uzimati samo vrednosti 0 ili 1. U opxtem sluqaju
takav problem je texko rexiti. Linearni programi qije promen	ive moraju
biti celi brojevi zovu se celobrojni linearni programi, a �ihovo
rexava�e je celobrojno linearno programira�e. Me�utim, iako se
linearni programi mogu efikasno rexavati, celobrojni linearni programi
su obiqno (ali ne uvek) vrlo texki.Xta vixe, va�i da je problem celobrojnog
linearnog programira�a NP-kompletan.
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Tra�e�e maksimalne klike

Klika je podskup 𝐶 skupa qvorova 𝑉 grafa𝐺 = (𝑉,𝐸) takav da za svaka dva
qvora 𝑥 i 𝑦 iz 𝐶 va�i (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸. Zadatak je odrediti maksimalnu kliku
u datom grafu, odnosno kliku sa najve�im brojem qvorova. Pokaza�emo
sada kako se problem klika mo�e formulisati kao problem celobrojnog
linearnog programira�a.

Svakom qvoru grafa 𝐺 pridru�ujemo po jednu promen	ivu 𝑥𝑖, tako da
je 𝑥𝑖 = 1 ako qvor 𝑣𝑖 pripada kliki, odnosno 𝑥𝑖 = 0 u suprotnom. Ci	na
funkcija je:

𝑐(x) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

i zadatak je maksimizirati je, jer je potrebno uk	uqiti u kliku xto ve�i
broj qvorova. Postoji po jedno ograniqe�e za svaki qvor:

0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

Ograniqe�e koje nam obezbe�uje da izabrani skup qvorova bude klika
ekvivalentno je ograniqe�u da od svaka dva nesusedna qvora najvixe jedan
qvor mo�e da pripada skupu. Ovo ograniqe�e kodiramo narednim uslovom:

𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 ≤ 1 za svaki par qvorova (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) /∈ 𝐸, 𝑖 < 𝑗

Dodatno ograniqe�e je da za svaki qvor va�i da je vrednost 𝑥𝑖 iz skupa
{0, 1}.

Ovakav problem celobrojnog linearnog programira�a mo�e se rexiti
algoritmom grana�a sa odseca�em, korix�e�em odgovaraju�eg linearnog
programa (koji rexava isti problem, ali bez ograniqe�a celobrojnosti)
za izraqunava�e gor�ih granica. Rexe�e linearnog programa mo�e se
sastojati samo od celih brojeva; u tom sluqaju polazni problem je rexen.
Me�utim, verovatnije je da �e u rexe�u neke promen	ive imati necelobrojne
vrednosti. Pretpostavimo, na primer, da je rexe�e linearnog programa
pridru�enog problemu klika (0.1, 1, . . . , 0.5) i 𝑧 = 7.8. Poxto linearni
program maksimizira ci	nu funkciju sa ma�e ograniqe�a od celobrojnog
linearnog programa, maksimum koji on prona�e je gor�a granica za maksimum
koji mo�e da prona�e celobrojni linearni program. Prema tome, ne mo�e
se oqekivati pronala�e�e klike veliqine ve�e od 7. Ova informacija
mo�e biti korisna prilikom pretrage. Kao i kod obiqne pretrage, biramo
neke vrednosti promen	ivih i napredujemo niz stablo, pri qemu ako je
teme 𝑏 u stablu sin temena 𝑎, onda je problem koji odgovara temenu 𝑏
potproblem problema iz temena 𝑎, koji se dobija fiksira�em vrednosti
neke promen	ive na vrednost 0 ili 1; time je potproblem koji odgovara
proizvo	nom qvoru potproblem polaznog problema. Na primer, potproblem
mo�e da odgovara prik	uqiva�u qvorova 𝑣, 𝑤 kliki, i eliminisa�u iz
�e qvorova 𝑢, 𝑥, tj. pokuxava se sa nala�e�em najve�e klike sa 𝑣, 𝑤, a bez
𝑢, 𝑥. Ako se tom prilikom dobije rexe�e linearnog programa koje je ma�e
od veliqine ve� prona�ene klike, onda qinimo korak nazad, i napuxtamo
tu varijantu. To je suxtina metoda grana�a i odseca�a. Pokuxavamo da
na�emo gor�e granice (ili do�e, ako se ci	na funkcija minimizira) koje
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�e omogu�iti odseca�e neperspektivnih podstabala na xto ni�em nivou
(xto bli�e korenu stabla).

Rezultat linearnog programa mo�e se iskoristiti i pri izboru redosleda
pretrage. Na primer, ako je 𝑥2 = 1 u necelobrojnom rexe�u, mo�e se
pretpostaviti da je 𝑥2 = 1 i u celobrojnom rexe�u. Ta pretpostavka ne
mora biti taqna, ali je primer vrste heuristika koje tra�imo. Pokuxavamo
da pove�amo \verovatno�u" brzog nala�e�a optimalnog rexe�a; pri tome
je jasno da ne mogu sve takve odluke da budu "ispravne", jer je problem
NP-kompletan. Mo�emo da stavimo 𝑥2 = 1, izmenimo u skladu sa tim
ograniqe�a (npr. promenimo vrednosti promen	ivih za sve qvorove nesusedne
sa 𝑣2 na 0), i reximo rezultuju�i linearni program. Ako u nekom trenutku
modifikovani linearni program ima maksimalnu vrednost 𝑧 = 𝑎, pri
qemu je 𝑎 ma�e od veliqine najve�e prona�ene klike, ta grana u stablu
pretrage se mo�e napustiti.

Prema tome, linearni program koristi se na dva naqina: za dobija�e
gor�ih granica i time za napuxta�e neperspektivinih podstabala (odseca�e),
odnosno za donoxe�a odluka o usmerava�u pretrage. Oqekuje se da rexava�e
potproblema koji "najvixe obe�ava", uqini nepotrebnim rexava�e velikog
dela drugih potproblema. Uqestalost odseca�a, odnosno efikasnost celog
algoritma, zavisi od heuristike za formira�e potproblema i izbora
narednog potproblema za ispitiva�e. Heuristika zavisi od konkretnog
problema koji se rexava, i u ovoj oblasti sprovode se xiroka istra�iva�a.

Algoritmi sa grana�em i odseca�em garantuju pronala�e�e optimalnog
rexe�a ako se svi potproblemi istra�e ili "odseku". Ako izvrxava�e
traje predugo, mo�e se prekinuti, i tako dobiti aproksimacija | najbo	e
rexe�e prona�eno do tog trenutka.

Minimalni pokrivaq grana

Za dati neusmereni graf 𝐺 = (𝑉,𝐸) pokrivaq grana je podskup qvorova
𝑉 takav da za svaku granu iz 𝐸 va�i da je susedna bar jednom od qvorova
iz ovog skupa. Razmatra se problem pronala�e�a minimalnog pokrivaqa
grana za dati graf 𝐺.

Ovaj problem se jednostavno mo�e preformulisati u problem celobrojnog
linearnog programira�a. Svakom qvoru iz 𝑉 dode	ujemo po jednu promen	ivu
𝑥𝑖. Ci	na funkcija koju treba minimizovati je

𝑐(x) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

a ograniqe�a su oblika

𝑥𝑖 + 𝑥𝑗 ≥ 1 za svaku granu 𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸

Ova ograniqe�a odgovaraju uslovu da je bar jedan od krajeva svake grane
uk	uqen u pokrivaq. Dodatno, svaki qvor mo�e biti uk	uqen ili ne u
pokrivaq, te dodajemo uslov 𝑥𝑖 ∈ {0, 1} za sve 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 xto nam
sugerixe da je ovo problem celobrojnog linearnog programira�a.
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Boje�e grafa

Razmotrimo problem boje�a qvorova datog grafa minimalnim brojem boja
tako da nikoja dva susedna qvora nisu obojena istom bojom. S obzirom na
to da je maksimalan potreban broj boja jednak 𝑛 (ako je graf kompletan),
uvodimo 𝑛 promen	ivih 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 kojima kodiramo uslov da li se
boja 𝑘 koristi (𝑦𝑘 = 1) ili ne (𝑦𝑘 = 0). Uvodimo i 𝑛2 promen	ivih 𝑥𝑖𝑘

koje oznaqavaju da li je qvor 𝑖 obojen bojom 𝑘. Ci	na funkcija koju treba
minimizirati je:

𝑐(x) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘

a skup uslova je:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑖𝑘 = 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑥𝑖𝑘 − 𝑦𝑘 ≤ 0, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑥𝑖𝑘 + 𝑥𝑗𝑘 ≤ 1 za svaku granu (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 i 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑥𝑖𝑘, 𝑦𝑘 ∈ {0, 1}.

Prvo ograniqe�e odgovara uslovu da se svaki qvor mora obojiti taqno
jednom od 𝑛 mogu�ih boja. Drugo ograniqe�e ekvivalentno je uslovu da se
qvor 𝑖 mo�e obojiti bojom 𝑘 samo ako se boja 𝑘 koristi u boje�u. Tre�e
ograniqe�e kodira uslov da se bilo koja dva susedna qvora ne mogu obojiti
istom bojom, a posled�e ograniqe�e da su u pita�u celobrojne vrednosti.

7.4 Primena redukcija na nala�e�e do�ih granica

Ako poka�emo da se proizvo	an algoritam za rexava�e problema 𝐴 mo�e
modifikovati (ne pove�avaju�i mu pri tome znaqajno vremensku slo�enost)
tako da rexava problem 𝐵, onda je do�a granica za problem 𝐵 istovremeno
i do�a granica za problem 𝐴. Zaista, svaki algoritam za 𝐴 je istovremeno
i algoritam za 𝐵, pa je do�a granica za 𝐵 ve�a ili jednaka od do�e
granice za 𝐴. Prikaza�emo tri primera dokaza do�e granice slo�enosti
zasnovana na redukciji.

7.4.1 Do�a granica za konstrukciju prostog mnogougla

Posmatrajmo problem poveziva�a skupa taqaka u ravni prostim mnogouglom
(videti ode	ak 2.3). Videli smo kako se taj problem mo�e rexiti korix�e�em
sortira�a. Ispostav	a se da, pod odre�enim pretpostavkama, ovaj problem
ne mo�e da se rexi br�e od sortira�a. Zbog toga se algoritam koji smo
videli za nala�e�e prostog mnogougla ne mo�e pobo	xati ako se ne
pobo	xa sortira�e (pod "pobo	xa�em" se podrazumeva pobo	xa�e za
vixe od konstantnog faktora).

Teorema 11. Neka je poznat algoritam za konstrukciju prostog mnogougla
vremenske slo�enosti 𝑂(𝑇 (𝑛)). Tada postoji algoritam za sortira�e
slo�enosti 𝑂(𝑇 (𝑛) + 𝑛).
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Dokaz. Razmotrimo 𝑛 taqaka na kru�nici, slika 7.2. Jedini naqin da
se te taqke pove�u prostim mnogouglom je da se svaka taqka pove�e sa
svojim susedima na kru�nici. U protivnom, ako dve taqke koje su susedi
ne bi bile povezane, du� koja sadr�i jednu od te dve taqke razdvajala bi
preostale taqke na dve grupe, koje se ne mogu povezati ne presecaju�i ovu
du�. Posmatrajmo sada instancu 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 problema sortira�a. Ako
bismo imali algoritam ("crnu kutiju") za rexava�e problema prostog
mnogougla, brojeve bismo mogli da sortiramo na slede�i naqin. Ulaz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

najpre preslikavamo u uglove 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, iz opsega od 0 do 2𝜋, sa istim
me�usobnim odnosima kao i 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. To se mo�e posti�i linearnom
funkcijom 𝑦 = 2𝜋(𝑥𝑖 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)/(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛) koja interval (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥)
preslikava na interval (0, 2𝜋); ovde je (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥) proizvo	an interval
koji sadr�i sve taqke 𝑥𝑖. Uglovi se zatim na prirodan naqin preslikavaju
u taqke na jediniqnoj kru�nici: broju 𝑥𝑖 odgovara taqka na kru�nici,
qiji �en polupreqnik sa fiksnom polupravom zaklapa ugao 𝑦𝑖. Ovo preslikava�e
brojeva u taqke izvodi se za linearno vreme. Sada se mo�e iskoristiti
crna kutija za poveziva�e ovog skupa taqaka prostim mnogouglom, za vreme
𝑂(𝑇 (𝑛)). Kao xto smo ve� videli, mnogougao mora da spaja svaku taqku
sa �enim susedima na kru�nici. Zbog toga, prolaze�i taqke onim redom
kojim su one slo�ene da bi qinile temena mnogougla, dobijamo niz taqaka
sortiran po uglovima, a time i sortiran polazni niz brojeva. Slo�enost
ovakvog sortira�a je 𝑂(𝑇 (𝑛) + 𝑛).

u
uu

u
u

𝑦5

𝑦1
𝑦3

𝑦4

𝑦2

Slika 7.2: Pridru�iva�e taqaka na kru�nici brojevima.

Da bismo dobili do�u granicu za problem nala�e�a prostog mnogougla,
moramo biti pa�	ivi u pogledu podrazumevanog modela raquna�a. Do�a
granica Ω(𝑛 log 𝑛) za problem sortira�a dokazana je pod pretpostavkom
da se radi o modelu stabla odluqiva�a. Da bi ova granica mogla da se
iskoristi za problem nala�e�a prostog mnogougla, mora se koristiti
isti model. Drugim reqima, mora se pretpostaviti da crna kutija koja
rexava problem nala�e�a prostog mnogougla koristi𝑂(𝑇 (𝑛)) upore�iva�a,
na naqin koji je u skladu sa modelom stabla odluqiva�a. Teorema dakle
mora da sadr�i tu pretpostavku. Zatim se mora pokazati da je i redukcija
u skladu sa modelom stabla odluqiva�a. U ovom sluqaju redukcija je
regularna jer prilikom dokaza do�e granice za sortira�e nije bilo nikakvih
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ograniqe�a na tip pita�a dozvo	enih u okviru stabla odluqiva�a. Dakle,
upore�iva�e koje radi sa 𝑥 i 𝑦 koordinatama koje odgovaraju uglu 𝑦𝑖
raquna se kao jedno upore�iva�e u stablu odluqiva�a. Stablo odluqiva�a
koje rexava problem nala�e�a prostog mnogougla mo�e se transformisati
u stablo odluqiva�a za sortira�e, bez znaqajne promene visine.

Posledica 12. Ako se pretpostavi model stabla odluqiva�a, konstrukcija
prostog mnogougla koji povezuje skup od zadatih 𝑛 taqaka u ravni zahteva
u najgorem sluqaju Ω(𝑛 log 𝑛) upore�iva�a.

Ova redukcija ustanov	ava qi�enicu da je sortira�e centralni deo
rexava�a problema konstrukcije prostog mnogougla.

7.4.2 Jednostavne redukcije sa matricama

Na simetriqne matrice (one kojima je element (𝑖, 𝑗) jednak elementu
(𝑗, 𝑖) za svaki par indeksa (𝑖, 𝑗)) qesto se nailazi u praksi. Prirodno je
upitati se da li je mogu�e na jednostavniji naqin mno�iti simetriqne
matrice nego proizvo	ne matrice. Nije nelogiqno da simetrija omogu�uje
pronala�e�e bo	ih izraza za mno�e�e npr. matrica reda 3. To bi moglo
da proizvede asimptotski bo	i algoritam za mno�e�e simetriqnih matrica.
Pokaza�emo da to ipak nije mogu�e, odnosno da je mno�e�e dve simetriqne
matrice, sa taqnox�u do na konstantni faktor, iste slo�enosti kao i
mno�e�e dve proizvo	ne matrice.

Oznaqimo problem izraqunava�a proizvoda dve proizvo	ne matrice sa
PrM, a problem izraqunava�a proizvoda dve simetriqne matrice sa SimM.
Jasno je da problem SimM nije te�i od PrM, jer je SimM specijalni
sluqaj PrM. Pretpostavimo sada da imamo algoritam koji rexava SimM.
Pokaza�emo da se taj algoritam mo�e iskoristiti kao crna kutija za
rexava�e opxtijeg problema PrM. Neka su𝐴 i𝐵 dve proizvo	ne kvadratne
matrice reda 𝑛. Oznaqimo sa𝐴𝑇 transponovanu matricu matrice𝐴. Neposredno
se proverava da je taqan slede�i izraz u kome se pojav	uje proizvod dve
simetriqne 2𝑛× 2𝑛 matrice(︂

0 𝐴
𝐴𝑇 0

)︂(︂
0 𝐵𝑇

𝐵 0

)︂
=

(︂
𝐴𝐵 0
0 𝐴𝑇𝐵𝑇

)︂
. (7.5)

Ovde 0 oznaqava 𝑛 × 𝑛 matricu qiji su svi elementi nule. Redukcija je
posledica qi�enice da su matrice sa leve strane simetriqne. �ihov
proizvod mo�e se izraqunati korix�e�em algoritma za rexava�e problema
SimM. Me�utim, gor�i levi blok ovog proizvoda je upravo proizvod 𝐴𝐵.
Prema tome, problem PrM mo�e se rexiti primenom algoritma za rexava�e
SimM na matrice dvostruko ve�e dimenzije. Tako dolazimo do slede�eg
tvr�e�a.

Teorema 13. Ako postoji algoritam za mno�e�e dve realne simetriqne
𝑛 × 𝑛 matrice za vreme 𝑂(𝑇 (𝑛)), pri qemu je 𝑇 (2𝑛) = 𝑂(𝑇 (𝑛)), onda
postoji algoritam za mno�e�e dve proizvo	ne realne 𝑛 × 𝑛 matrice
za vreme 𝑂(𝑇 (𝑛) + 𝑛2).

Dokaz. Ako su date dve proizvo	ne 𝑛× 𝑛 matrice 𝐴 i 𝐵, �ihov proizvod
nalazimo korix�e�em algoritma za mno�e�e simetriqnih matrica na
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osnovu jednakosti (7.5). Potrebno je izvrxiti𝑂(𝑛2) operacija za izraqunava�e
𝐴𝑇 i 𝐵𝑇 i formira�e dve simetriqne matrice, i 𝑇 (2𝑛) operacija da
se pomno�e dve dobijene simetriqne matrice, iz qega neposredno sledi
tvr�e�e teoreme.

Pretpostavka da je 𝑇 (2𝑛) = 𝑂(𝑇 (𝑛)) nije prejaka, jer je, na primer,
svaka polinomijalna funkcija zadovo	ava. Navedena redukcija je interesantna
samo u okviru dokaza do�e granice. Teorema tvrdi da je nemogu�e iskoristiti
simetriju prilikom mno�e�a matrica, i tako dobiti asimptotski br�i
algoritam. Navodimo jox jednu sliqnu redukciju.

Teorema 14. Ako postoji algoritam koji izraqunava kvadrat realne 𝑛×
𝑛 matrice za vreme 𝑂(𝑇 (𝑛)), pri qemu je 𝑇 (2𝑛) = 𝑂(𝑇 (𝑛)), onda postoji
algoritam za mno�e�e dve proizvo	ne realne 𝑛 × 𝑛 matrice za vreme
𝑂(𝑇 (𝑛) + 𝑛2).

Dokaz. Kao i u dokazu teoreme 13, treba prona�i matricu qiji kvadrat
sadr�i dovo	no informacija za izraqunava�e proizvoda dve zadate matrice.
Rexe�e se zasniva na slede�em izrazu:(︂

0 𝐴
𝐵 0

)︂2

=

(︂
𝐴𝐵 0
0 𝐵𝐴

)︂
.

Iz �ega neposredno sledi tvr�e�e teoreme.

7.5 Uobiqajene grexke

Sa redukcijama treba biti oprezan. Navex�emo primere uobiqajenih grexaka
koje se mogu napraviti pri pokuxaju redukcije. Najqex�a grexka je da
se redukcija izvede u pogrexnom smeru, a do �e dolazi uglavnom pri
redukcijama za dobija�e do�ih granica. Neka je potrebno redukcijom
dokazati da je neki problem 𝑃 te�ak bar koliko drugi problem 𝑄, qiju
slo�enost znamo. Tada treba po�i od proizvo	nog ulaza za problem 𝑄, i
pokazati da se on mo�e rexiti crnom kutijom za rexava�e problema 𝑃 .
Razmotrimo, na primer, slede�i pokuxaj redukcije problema sortira�a
na problem kompresije podataka Hafmanovim kodom (optimalnim prefiksnim
kodom). Ci	 je pokazati da je Ω(𝑛 log 𝑛) do�a granica slo�enosti za
Hafmanovo kodira�e.

Polazi se od zapa�a�a da, ako su uqestanosti znakova jako razliqite,
onda kodno stablo postaje toliko neuravnote�eno da se mo�e iskoristiti
za sortira�e uqestanosti, videti primer na slici 7.3. U tom sluqaju
su znakovi u kodnom stablu pore�ani po opadaju�im uqestanostima (sa
najqex�im znakom najbli�im korenu stabla). To upravo znaqi da se Hafmanovo
kodira�e mo�e iskoristiti za sortira�e uqestanosti. Prema tome, formira�e
kodnog stabla je texko bar toliko koliko i sortira�e, pa je time izgleda
dokazana do�a granica slo�enosti Ω(𝑛 log 𝑛).

Grexka u dokazu krije se u qi�enici da smo poxli od specijalnog
ulaza za problem sortira�a: razmatrali smo samo takve uqestanosti, koje
su znaqajno razdvojene. Da bi se doxlo do do�e granice slo�enosti za
problem kodira�a, mora se po�i od proizvo	nog ulaza za problem sortira�a:
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Slika 7.3: Hafmanovo kodno stablo kad se uqestanosti znakova drastiqno
razlikuju.

treba dokazati da se proizvo	ni brojevi mogu sortirati pomo�u algoritma
za Hafmanovo kodira�e.

Ispostav	a se da se u ovom sluqaju grexka mo�e ispraviti. Ideja je
da se utroxi jox malo vremena da bi se promenio (proizvo	ni!) ulaz za
problem sortira�a, tako da se on mo�e iskoristiti kao ulaz za kodira�e.
Neka je ulaz niz razliqitih prirodnih brojeva 𝑋 = 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Mo�e
se pretpostaviti da su brojevi razliqiti, jer do�a granica za sortira�e
va�i i za instance koje se sastoje od razliqitih brojeva (xta vixe,
do�a granica je dokazana za razliqite brojeve). Kodno stablo Hafmanovog
koda za ove uqestanosti mo�e biti proizvo	nog oblika, pa je prethodno
razmatra�e neprimen	ivo. Me�utim, svaki broj 𝑥𝑖 mo�e se zameniti uqestanox�u
𝑦𝑖 = 2𝑥𝑖 . Poxto za svaki prirodni broj 𝑚 va�i 2𝑚 >

∑︀
𝑖<𝑚 2𝑖, kodno

stablo ima�e oblik kao na slici 7.3 (svaka uqestanost u nizu ve�a je od
zbira svih uqestanosti ma�ih od �e). Prema tome, algoritam za Hafmanovo
kodira�e mo�e se iskoristiti za sortira�e brojeva 𝑦𝑖. Potrebno je jox
uveriti se da broj operacija izvedenih pri redukciji nije nedozvo	eno
veliki. Stepenova�e mo�e da sadr�i veliki broj operacija, ali to ovde
nije bitno, jer do�a granica za sortira�e obuhvata samo upore�iva�a.
Prema tome, dokazano je da, ako se pretpostavi model stabla odluqiva�a,
formira�e Hafmanovog kodnog stabla u najgorem sluqaju zahteva Ω(𝑛 log 𝑛)
upore�iva�a (potencijalno je mogu�e br�e formirati stablo algoritmom
koji nije obuhva�en modelom stabla odluqiva�a).

Kod algoritama dobijenih redukcijom va�no je da sama redukcija ne
unese znaqajnu neefikasnost. Razmotrimo problem ranca i �egovo uopxte�e
kad se kopije svakog od predmeta mogu u ranac staviti neograniqeni broj
puta. Direktna redukcija uopxtenog problema na polazni (u kome se svaki
predmet mo�e iskoristiti samo jednom) je slede�a. Neka je veliqina ranca
𝐾. U ranac mo�e da stane najvixe 𝐾/𝑠𝑖 kopija predmeta veliqine 𝑠𝑖.
Prema tome, u polaznom problemu mo�e se svaki predmet zameniti sa
𝐾/𝑠𝑖 predmeta iste veliqine u polaznom problemu. Iako je ova redukcija
korektna, ona nije efikasna, jer je veliqina problema znaqajno pove�ana.
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7.6 Rezime

Uvek je korisno razmatrati sliqnosti izme�u problema. Analizom razlika
i sliqnosti izme�u dva problema, obiqno se stiqe bo	a predstava o oba
problema. Kad se nai�e na novi problem, u ve�ini sluqajeva je korisno
upitati se da li je on sliqan nekom ve� poznatom problemu. Ponekad
sliqnost izme�u dva problema postaje vid	iva tek po izvrxe�u komplikovane
redukcije. Posebno su interesantne redukcije izme�u matriqnih i grafovskih
algoritama. U ovom poglav	u videli smo vixe primera redukcija.

Linearno i celobrojno programira�e su ovde izlo�eni vrlo kratko.
To su veoma va�ni problemi, i korisno je da se sa �ima deta	nije upozna
svako koga interesuju algoritmi.
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Grana�e sa odseca�em

8.1 Minimizira�e maksimalne sume uzastopna tri broja na krugu

Posmatrajmo narednu kombinatornu zagonetku koja uk	uquje dvanaest brojeva
na satu: mogu li se brojevi razmestiti na krugu tako da nijedna trojka
uzastopnih brojeva nema sumu ve�u od 21? Vrednost 21 predstav	a najma�u
vrednost koju maksimalna suma uzastopnih trojki mo�e da ima. Jedan
naqin da se to ustanovi je da se na�e maksimalna suma uzastopna tri broja
za svih 11! = 39916800 suxtinski razliqitih rasporeda ovih 12 brojeva
na krugu (polo�aj jednog od �ih se mo�e fiksirati, xto ne utiqe na
rezultat); od tih maksimalnih suma treba izabrati najma�u. U nastavku
�emo videti kako se prostor pretrage prilikom rexava�a ovog problema
u opxtem sluqaju, sa 𝑛 brojeva na krugu, mo�e bitno sma�iti primenom
grana�a sa odseca�em.

Program mo�e biti koristan za razmatra�e tehnike grana�e sa odseca�em
prikazuju�i snagu, ali i ograniqe�a pristupa qiste pretrage [7]. Ovaj
problem mo�e se rexiti generisa�em svih permutacija, a zatim sistematiqnom
proverom da li pojedine permutacije zadovo	avaju tra�ene uslove. Permutacije
se mogu generisati rekurzivnim algoritmom i u algoritam se mo�e ugraditi
mehanizam odseca�a. Ovakva implementacija bi mogla da detektuje trenutak
kada se u parcijalnoj permutaciji pojavila trojka uzastopnih elemenata
sa sumom ve�om od zadate, na osnovu qega bi se izvrxilo odseca�e (jer ni
jedna od permutacija izvedenih iz ove parcijalne permutacije ne zadovo	ava
uslov). Ovim bi se znaqajno ubrzala pretraga. Ipak, nedostatak ovog pristupa
bi bio taj xto bi se u stablu odluqiva�a pretraga spuxtala duboko
niz stablo za granu koja ne mo�e da generixe rexe�e jer su brojevi na
poqetku permutacije premali (pa ne postoji permutacija koja bi sadr�ala
preostale velike brojeve i koja bi zadovo	avala uslov problema).

Posmatrajmo sada nexto opxtiji problem odre�iva�a permutacije brojeva
od 1 do 𝑛 sa najma�im maksimalnim zbirom tri uzastopna qlana. Pretpostavimo
da su pozicijama od 0 do 𝑘 u nizu 𝑥 pridru�eni brojevi { elementi
permutacije, a pozicijama od 𝑘 + 1 do 𝑛 − 1 jox uvek ne (videti sliku
8.1). Suma svake uzastopne trojke ne sme da bude ve�a od𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑚. Postoji
𝑛− 𝑘 + 1 grupa nepoznatih suma trojki.
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· · · 𝑥𝑘−1 𝑥𝑘 𝑥𝑘+1 · · · 𝑥𝑛−1 𝑥0 𝑥1 · · ·
· · · poznato poznato nepoznato · · · nepoznato poznato poznato · · ·

Slika 8.1: Grafiqki prikaz kru�ne liste pozicija i elemenata
permutacija koji su im dode	eni: za pozicije od 0 do 𝑘 znamo, a za pozicije
od 𝑘 + 1 do 𝑛− 1 ne znamo dode	ene elemente permutacije.

Neka 𝑅 oznaqava sumu brojeva koji jox uvek nisu dode	eni nijednoj
poziciji. Tada va�i slede�e: 𝑥𝑘−1 se pojav	uje u jednoj trojci, 𝑥𝑘 u dve
trojke, svaka od vrednosti 𝑥𝑖, 𝑖 = 𝑘+1, . . . , 𝑛−1, pojav	uje se u tri trojke,
𝑥0 se pojav	uje u dve, a 𝑥1 u jednoj trojci. Zbir nepoznatih suma uzastopnih
trojki je 𝑥𝑘−1 + 2𝑥𝑘 + 3𝑅 + 2𝑥0 + 𝑥1. Ni jedna uzastopna trojka ne sme da
ima zbir ve�i od 𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑚, pa proseqna vrednost (𝑥𝑘−1 + 2𝑥𝑘 + 3𝑅+ 2𝑥0 +
𝑥1)/(𝑛− 𝑘 + 1) nepoznatih suma uzastopnih trojki mora da bude ma�a ili
jednaka od𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑚. Dakle, mogu�e je dobiti rexe�e sa zadatim poqetkom
premutacije ako va�i uslov

(𝑛− 𝑘 + 1)𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑚 ≥ 𝑥𝑘−1 + 2𝑥𝑘 + 3𝑅 + 2𝑥0 + 𝑥1.

Ovakvo ograniqe�e je posebno efikasno u problemima u kojima postoji
malo validnih rexe�a.
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NP kompletnost

9.1 Dokaz nepostoja�a pribli�nog algoritma za rexava�e (opxteg) problema trgovaqkog putnika

O problemu trgovaqkog putnika (traveling salesman problem, skra�eno, 𝑇𝑆𝑃 )
je bilo reqi ranije. Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) kompletni neusmereni te�inski
graf, pri qemu je te�ina (cena) grane (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 oznaqena sa 𝑐(𝑢, 𝑣) ≥ 0.
Problem je prona�i Hamiltonov ciklus sa najma�om cenom.

U mnogim praktiqnim problemima najjeftiniji naqin da se poseti
qvor 𝑣 iz qvora 𝑢 je upravo kroz granu od 𝑢 do 𝑣, umesto preko nekih drugih
grana koji qine put izme�u ta dva qvora. Ovaj pojam mo�emo formalizovati
tako xto ka�emo da funkcija cene 𝑐 zadovo	ava nejednakost trougla ako
za svaka tri qvora 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 va�i

𝑐(𝑢,𝑤) ≤ 𝑐(𝑢, 𝑣) + 𝑐(𝑣, 𝑤).

Specijalno, ovaj uslov je ispu�en ako su qvorovi grafa taqke u ravni,
a du�ine grana su euklidska rastoja�a krajeva grana (tzv. euklidski
problem trgovaqkog putnika). Kao xto smo videli, postoje pribli�ni
algoritmi polinomijalne slo�enosti za rexava�e euklidskog problema
trgovaqkog putnika, takvi da pronalaze Hamiltonov ciklus du�ine najvixe
𝜌 ·𝑜𝑝𝑡, gde je 𝜌 jednako 2 ili 3/2, a 𝑜𝑝𝑡 je minimalna du�ina Hamiltonovog
ciklusa. U opxtem sluqaju za rexava�e 𝑇𝑆𝑃 ne postoji pribli�ni algoritam
polinomijalne slo�enosti za bilo koje 𝜌 > 1, osim ako nije 𝑃 = 𝑁𝑃 . Ovo
tvr�e�e predmet je teoreme 9.1.

Teorema 9.1 (Nepostoja�e pribli�nog algoritma za rexava�e 𝑇𝑆𝑃 ).
Ako je 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 , onda za bilo koju konstantu 𝜌 ≥ 1 va�i da ne postoji
pribli�ni algoritam polinomijalne vremenske slo�enosti za rexava�e
(opxteg) problema trgovaqkog putnika u polinomijalnoj vremenskoj slo�enosti
sa aproksimacijom do na faktor 𝜌 (odnosno, da je ciklus koji pribli�ni
algoritam vra�a najvixe 𝜌 puta du�i od du�ine optimalnog Hamiltonovog
ciklusa).

Dokaz. Dokaz �emo izvesti izvo�e�em kontradikcije. Pretpostavimo suprotno,
odnosno, da za neki broj 𝜌 ≥ 1, postoji pribli�ni algoritam𝐴 polinomijalne
vremenske slo�enosti sa aproksimacijom do na faktor 𝜌. Bez gubitka na
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opxtosti, pretpostavimo da je 𝜌 celobrojna vrednost, uz zaokru�iva�e
ukoliko je to neophodno. Sada �emo pokazati kako je mogu�e iskoristiti
algoritam𝐴 za rexava�e instanci problema Hamiltonovog ciklusa algoritmom
polinomijalne vremenske slo�enosti. Kako znamo da je problem pronala�e�a
Hamiltonovog ciklusa NP-kompletan problem, sledi da ako mo�emo da ga
reximo algoritmom polinomijalne vremenske slo�enosti, onda je 𝑃 =
𝑁𝑃 .

Neka je 𝐺 = (𝑉,𝐸) zadati graf { instanca problema pronala�e�a
Hamiltonovog ciklusa; ci	 je utvrditi da li 𝐺 sadr�i Hamiltonov
ciklus koriste�i hipotetiqki pribli�ni algoritam𝐴. Polaze�i od grafa
𝐺 mo�e se formirati instanca problema 𝑇𝑆𝑃 na slede�i naqin. Neka je
𝑔′ = (𝑉,𝐸′) kompletan graf sa skupom qvorova 𝑉 , odnosno,

𝐸′ = {(𝑢, 𝑣) | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 i 𝑢 ̸= 𝑣}.

Pridru�ujemo cenu svakoj grani iz 𝐸′ na slede�i naqin:

𝑐(𝑢, 𝑣) =

{︂
1, ako (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸,
𝜌|𝑉 |+ 1, inaqe.

Jasno je da je slo�enost formira�a te�inskog grafa 𝐺′ od polaznog
grafa 𝐺 polinom od |𝑉 | i |𝐸|.

Razmotrimo problem trgovaqkog putnika (𝐺′, 𝑐). Ako poqetni graf 𝐺
ima Hamiltonov ciklus 𝐻, onda funkcija cene 𝑐 pridru�uje svakoj grani
iz 𝐻 cenu 1, odakle se dobija da (𝐺′, 𝑐) sadr�i Hamiltonov ciklus cene
|𝑉 |. Sa druge strane, ako 𝐺 ne sadr�i Hamiltonov ciklus, onda bilo koji
Hamiltonov ciklus u 𝐺′ mora da sadr�i neku granu koja se ne nalazi u
𝐸. Me�utim, proizvo	an takav ciklus koji sadr�i neku granu koja se ne
nalazi u 𝐸 ima cenu barem

(𝜌|𝑉 |+ 1) + (|𝑉 | − 1) = 𝜌|𝑉 |+ |𝑉 |
= (𝜌 + 1)|𝑉 |.

Dakle, cena Hamiltonovog ciklusa u 𝐺′ je barem za faktor 𝜌 + 1 ve�a od
cene Hamiltonovog ciklusa u 𝐺′ koji jeste Hamiltonov ciklus u 𝐺.

Primenimo pribli�ni algoritam 𝐴 polinomijalne slo�enosti (za
koji smo pretpostavili da postoji) na instancu (𝐺′, 𝑐) problema 𝑇𝑆𝑃 . S
obzirom da algoritam 𝐴 daje kao rezultat Hamiltonov ciklus cene ne ve�e
od 𝜌 puta cene optimalnog puta, ako 𝐺 sadr�i Hamiltonov ciklus, onda
𝐴 mora da ga vrati. Ako 𝐺 nema Hamiltonov ciklus, onda 𝐴 pronalazi
u 𝐺′ Hamiltonov ciklus du�ine bar (𝜌 + 1)𝑉 > 𝜌𝑉 . Dakle, algoritam
𝐴 polinomijalne slo�enosti mo�e se iskoristiti za utvr�iva�e da li
u 𝐺 postoji Hamiltonov ciklus. Iz ovog zak	uqka sledi da je 𝑃 = 𝑁𝑃 ,
suprotno pretpostavci teoreme.

9.2 Dokaz NP-kompletnosti problema \zbir podskupa"

Sada �emo razmotriti jedan aritmetiqki NP-kompletan problem pod nazivom
zbir podskupa. Pretpostav	a se da je dat konaqan skup 𝑆 pozitivnih
celih brojeva i celi broj 𝑡 > 0. Treba prona�i da li postoji podskup
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𝑆′ ⊆ 𝑆 takav da je zbir �egovih elemenata jednak broju 𝑡. Na primer, ako
je 𝑆 = {1, 2, 7, 14, 49, 98, 343, 686, 2409, 2793, 16808, 17206, 117705, 117993} i
𝑡 = 138457, onda podskup 𝑆′ = {1, 2, 7, 98, 343, 686, 2409, 17206, 117705} skupa
𝑆 zadovo	ava tra�eni uslov.

Kao i u vezi sa bilo kojim aritmetiqkim problemom, trebalo bi se
podsetiti da naxe standardno kodira�e pretpostav	a da su ulazni celi
brojevi kodirani kao binarni. Sa ovom pretpostavkom na umu, mo�emo
pokazati da je problem zbira podskupa 𝑁𝑃 -kompletan.

Teorema 9.2 (NP-kompletnost problema zbir podskupa). Problem zbir
podskupa je NP-kompletan.

Dokaz. Prvo, jasno je da se u polinomijalnom vremenu mo�e proveriti da
li je zbir elemenata podskupa 𝑆′ skupa 𝑆 jednak vrednosti 𝑡. Sada �emo
pokazati da je problem 3𝑆𝐴𝑇 polinomijalno svod	iv na problem zbira
podskupa. Neka je data Bulov izraz u ko�uktivnoj normalnoj formi 𝐹 nad
promen	ivim 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 sa klauzama 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑘, gde svaka klauza
sadr�i taqno tri razliqita literala. Redukcioni algoritam konstruixe
instancu (𝑆, 𝑡) problema zbira podskupa takvu da je izraz 𝐹 zadovo	iv
ako i samo ako postoji podskup skupa 𝑆 qija je suma elemenata jednaka
𝑡. Bez sma�e�a opxtosti, pretpostavi�emo slede�e dve osobine izraza
𝐹 . Prvo, nijedna klauza ne sadr�i promen	ivu i �enu negaciju, jer je
takva klauza automatski zadovo	ena u bilo kojoj valuaciji promen	ivih.
Drugo, svaka promen	iva se pojav	uje u barem jednoj klauzi, jer nije
va�no koja vrednost je dode	ena promen	ivim koje se ne nalaze u klauzama.

Redukcija dodaje dva broja u skup 𝑆 za svaku promen	ivu 𝑥𝑖 i dva broja
u skup 𝑆 za svaku klauzu 𝐶𝑗 . Brojevi se konstruixu u osnovi 10, gde svaki
broj ima 𝑛 + 𝑘 cifara i svaka cifra odgovara ili jednoj promen	ivoj
ili jednoj klauzi. Osnova 10 ima svojstvo koje je neophodno za spreqava�e
prenosa sa ni�e pozicije na vixu.

Konstruixemo skup 𝑆 i ci	nu vrednost 𝑡 na slede�i naqin (vidi sliku
9.1). Oznaqi�emo svaku poziciju cifre ili promen	ivom ili klauzom.
Taqno 𝑘 najma�e znaqajnih cifara su oznaqene klauzama i taqno 𝑛 najznaqajnih
cifara su oznaqene promen	ivima.

∙ Ci	 𝑡 ima broj 1 u svakoj cifri oznaqenoj promen	ivom i ima broj
4 u svakoj cifri oznaqenoj klauzom.

∙ Za svaku promen	ivu 𝑥𝑖, skup 𝑆 sadr�i dva cela broja 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖. Svaki
od brojeva 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 ima 1 kao cifru oznaqenu sa 𝑥𝑖 i broj 0 u ciframa
oznaqenih ostalim promen	ivama. Ako se literal 𝑥𝑖 pojav	uje u
klauzi 𝐶𝑗 , onda cifra oznaqena klauzom 𝐶𝑗 u 𝑣𝑖 sadr�i broj 1. Ako
se literal ¬𝑥𝑖 pojav	uje u klauzi 𝐶𝑗 , onda cifra oznaqena klauzom
𝐶𝑗 u 𝑣′𝑖 sadr�i broj 1. Sve ostale cifre oznaqene klauzama u 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖
imaju broj 0.

Tvrdimo da su sve vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 u skupu 𝑆 jedinstvene. Za 𝑙 ̸=
𝑖, nijedna od vrednosti 𝑣𝑙 i 𝑣′𝑙 ne mo�e biti jednaka ni jednoj od
vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖, xto se vidi ako se posmatra �ihovih najvixih 𝑛
cifara. Da	e, iz pretpostavki sledi da je 𝑣𝑖 ̸= 𝑣′𝑖. Ova dva broja se
ne razlikuju ako se posmatra samo gor�ih 𝑛 cifara, ali se ova dva
broja uvek razlikuju bar po jednoj od do�ih 𝑘 najni�ih cifara. Ako
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Slika 9.1: Primer redukcije problema 3𝑆𝐴𝑇 na problem zbir podskupa.
Formula 𝐹 je 𝐶1∧𝐶2∧𝐶3∧𝐶4, gde je 𝐶1 = (𝑥1∨¬𝑥2∨¬𝑥3), 𝐶2 = (¬𝑥1∨¬𝑥2∨
¬𝑥3), 𝐶3 = (¬𝑥1 ∨ ¬𝑥2 ∨ 𝑥3) i 𝐶4 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3). Za 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 1
vrednost izraza je 1, pa je izraz 𝐹 zadovo	iv. Brojevi koji ulaze u podskup
𝑆′ su oznaqeni tamno sivom bojom.

bi vrednost 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 bile jednake, onda bi promen	ive 𝑥𝑖 i ¬𝑥𝑖 morale
da se pojave u istom skupu klauza. Me�utim, mi pretpostav	amo da
nijedna klauza ne sadr�i obe promen	ive 𝑥𝑖 i ¬𝑥𝑖, ali i da se ili
𝑥𝑖 ili ¬𝑥𝑖 pojav	uju u nekoj klauzi, tako da mora da postoji klauza
𝐶𝑗 za koju se odgovaraju�e cifre brojeva 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 razlikuju.

∙ Za svaku klauzu 𝐶𝑗 , skup 𝑆 sadr�i dva cela broja 𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 . Svaka od
vrednosti 𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 ima sve cifre 0, sem cifre koja odgovara klauzi
𝐶𝑗 . Isto va�i i za brojeve 0, 𝑠𝑗 , 𝑠

′
𝑗 , 𝑠𝑗 + 𝑠′𝑗 , qija cifra koja odgovara

klauzi 𝐶𝑗 je redom 0, 1, 2, 3.

Sliqno kao u prethodnom sluqaju, mo�e se pokazati da su sve vrednosti
𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 jedinstvene u 𝑆.

Primetimo da suma cifara na bilo kojoj poziciji mo�e da bude najvixe
6, xto se mo�e desiti na pozicijama oznaqenim klauzama (tri jedinice
koje odgovaraju vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖, i dodatna jedinica i dvojka koje odgovaraju
vrednostima 𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 , redom). Odavde sledi da, interpretira�em ovih
cifara u osnovi 10, nije mogu�e da se pojavi prenos sa neke pozicije na
vixu poziciju.

Slo�enost opisane redukcije je polinomijalna. Skup 𝑆 sadr�i 2𝑛+2𝑘
vrednosti, od kojih svaka ima 𝑛 + 𝑘 cifara; svaka cifra se izraqunava
za vreme 𝑂(𝑛+ 𝑘). Ci	 𝑡 ima 𝑛+ 𝑘 cifara i redukcija formira svaku od
ovih cifara za vreme 𝑂(1).

Sada �emo pokazati da je formula 𝐹 zadovo	iva ako i samo ako postoji
podskup 𝑆′ skupa 𝑆 qija suma iznosi 𝑡. Prvo, pretpostavimo da je formula
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𝐹 zadovo	iva u nekoj valuaciji 𝑣. Za svako 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 ako je 𝑣𝐹 (𝑥𝑖) = 1,
onda treba uk	uqiti 𝑣𝑖 u 𝑆′. U protivnom, uk	uqiti 𝑣′𝑖. Drugim reqima,
u skup 𝑆′ uk	uqujemo taqno vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 koje odgovaraju literalima
sa vrednox�u 1 u zadovo	avaju�oj valuaciji. Uk	uqiva�em ili 𝑣𝑖 ili 𝑣′𝑖,
ali ne i obe, za svako 𝑖, i stav	aju�i cifru 0 na sve pozicije oznaqene
promen	ivima u svim 𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 , vidimo da za svaku poziciju oznaqenu promen	ivom,
zbir vrednosti u 𝑆′ mora biti 1, xto se poklapa sa odgovaraju�im ciframa
u 𝑡. S obzirom da je proizvo	na klauza zadovo	ena, ona sadr�i bar jedan
literal sa vrednox�u 1. Dakle, svaka cifra oznaqena klauzom ima barem
jednu jedinicu koja doprinosi sumi u okviru 𝑣𝑖 ili 𝑣′𝑖 u 𝑆′. Preciznije,
jedan, dva ili tri literala mogu biti 1 u svakoj klauzi, pa tako svaka
pozicija oznaqena klauzom ima sumu 1, 2 ili 3 od vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 u
𝑆′. Ci	 4 se dobija na svakoj poziciji oznaqenoj klauzom 𝐶𝑗 tako xto
se u skup 𝑆′ uk	uquje odgovaraju�i neprazan podskup slek promen	ivih
{𝑠𝑗 , 𝑠′𝑗}. Kako smo poklopili ci	 po svim ciframa zbira, i ne postoji
prenos, vrednosti skupa 𝑆′ se sumiraju na 𝑡.

Sada pretpostavimo da postoji podskup 𝑆′ skupa 𝑆 sa sumom jednakom
𝑡. Podskup 𝑆′ mora da uk	uqi taqno jednu od vrednosti 𝑣𝑖 i 𝑣′𝑖 za svako
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛; u protivnom zbir cifara brojeva iz 𝑆′ ne bi bio jednak
1. Ako 𝑣𝑖 ∈ 𝑆′, onda postav	amo 𝑣𝐹 (𝑥𝑖) = 1. Inaqe je 𝑣′𝑖 ∈ 𝑆′, odnosno,
𝑣𝐹 (𝑥𝑖) = 0. Tvrdimo da za svaku klauzu 𝐶𝑗 , za 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, va�i da je
zadovo	ena ovakvom valuacijom. Da bismo ovo pokazali, primetimo da,
s obzirom da je suma cifara na poziciji oznaqenoj klauzom 𝐶𝑗 jednaka
4, podskup 𝑆′ mora da sadr�i bar jedan od brojeva 𝑣𝑖 ili 𝑣′𝑖, koji imaju
cifre 1 na poziciji oznaqenoj klauzom 𝐶𝑗 , jer se zajedniqki doprinos slek
promen	ivih 𝑠𝑗 i 𝑠′𝑗 toj cifri zbira najvixe 3. Ako skup 𝑆′ sadr�i 𝑣𝑖
koja ima cifru 1 na poziciji oznaqenoj 𝐶𝑗 , onda se literal 𝑥𝑖 pojav	uje u
klauzi 𝐶𝑗 . Ako skup 𝑆′ sadr�i 𝑣′𝑖 koja ima cifru 1 na poziciji oznaqenoj
𝐶𝑗 , onda se literal ¬𝑥𝑖 pojav	uje u klauzi 𝐶𝑗 . S obzirom da smo postavili
𝑣𝐹 (𝑥𝑖) = 0 kada je 𝑣′𝑖 ∈ 𝑆′, klauza 𝐶𝑗 je svakako taqna. Dakle, sve klauze
izraza 𝐹 su taqne, xto znaqi da je izraz 𝐹 zadovo	iv.

9.3 Pribli�ni algoritmi za rexava�e problema minimalnog pokriva�a skupa

Problem minimalnog pokriva�a skupa (set covering problem, skra�eno,
𝑆𝐶𝑃 ) predstav	a optimizacioni problem koji modeluje mnoge probleme
u vezi sa alokacijom resursa. �egov odgovaraju�i problem odluqiva�a
generalizuje NP-kompletan problem pokriva�a skupa qvorova grafa, i
sam je tako�e NP-kompletan. Pribli�ni algoritmi za rexava�e problema
pokriva�a skupa qvorova grafa se ne mogu primeniti na ovaj opxti
sluqaj, pa je neophodno pokuxati drugim aproksimacijama. U nastavku
�emo analizirati jednostavnu pohlepnu heuristiku sa logaritamskim faktorom
aproksimacije. Drugim reqima, kako se veliqina instance pove�ava, veliqina
pribli�nog rexe�a mo�e da raste, relativno u odnosu na optimalno
rexe�e. Ipak, s obzirom da logaritamska funkcija sporo raste, pribli�ni
algoritam mo�e da dâ korisne rezultate.

Instanca (𝑋,ℱ) problema minimalnog pokriva�a skupa sastoji se od
konaqnog skupa𝑋 i familije ℱ podskupova skupa𝑋, tako da svaki element
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Slika 9.2: Instanca (𝑋,ℱ) problema minimalnog pokrivaqa skupa,
gde se skup 𝑆 sastoji od 12 elemenata oznaqenih crnim taqkama i
ℱ = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆6}. Minimalni pokrivaq skupa 𝑋 je 𝒞 = {𝑆3, 𝑆4, 𝑆5},
kardinalnosti 3. Opisani pohlepni algoritam pronalazi pokrivaq
kardinalnosti 4 koji se sastoji od skupova 𝑆1, 𝑆4, 𝑆5 i 𝑆3 ili skupova
𝑆1, 𝑆4, 𝑆5 i 𝑆6, u tom redosledu.

skupa 𝑋 pripada barem jednom podskupu iz ℱ :

𝑋 =
⋃︁
𝑆∈ℱ

𝑆.

Ka�emo da podskup 𝐶 ⊆ 𝑋 pokriva svoje elemente. Problem je prona�i
podskup 𝒞 ⊆ ℱ najma�e kardinalnosti qiji elementi pokrivaju ceo skup
𝑋:

𝑋 =
⋃︁
𝑆∈𝒞

𝑆. (9.1)

Ako neka familija 𝒞 zadovo	ava jednakost 9.1, onda ka�emo da ona
pokriva skup 𝑋. Na slici 9.2 prikazan je primer problema minimalnog
pokrivaqa skupa. Na slici 9.2 minimalni pokrivaq skupa je kardinalnosti
3.

Pohlepni pristup rexava�u ovog problema mo�e se opisati na slede�i
naqin: u svakoj fazi treba odabrati skup 𝑆 koji pokriva najve�i broj do
sada nepokrivenih elemenata. Ovaj algoritam mo�e se opisati slede�im
kodom.

U primeru na slici 9.2, pohlepni algoritam dodaje redom u 𝒞 skupove
𝑆1, 𝑆4, 𝑆5, a zatim bira jedan od skupova 𝑆3 ili 𝑆6.

Slo�enost. Mogu�e je jednostavno implementirati algoritam tako da
mu slo�enost bude polinom od |𝑋| i |ℱ|. S obzirom na to da je broj
iteracija pet	e ograniqen vrednox�u min{|𝑋|, |ℱ|} i je slo�enost tela
pet	e𝑂(|𝑋||ℱ|), ukupna slo�enost jednostavne implementacije je𝑂(|𝑋||ℱ|min{|𝑋|, |ℱ|}).
Napomenimo da se algoritam mo�e implementirati tako da mu slo�enost
bude 𝑂(

∑︀
𝑆∈ℱ |𝑆|).

Analiza. Sada �emo pokazati da pohlepni algoritam vra�a pokrivaq
skupa koji nije mnogo ve�i od minimalnog pokrivaqa skupa. Neka je𝐻(𝑑) 𝑑-

ta parcijalna suma harmonijskog reda, 𝐻(𝑑) =
∑︀𝑑

𝑖=1 1/𝑖 i neka je 𝐻(0) = 0
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Algoritam Pohlepni pokrivac skupa(𝑋,ℱ);

Ulaz: skup 𝑋 qiji minimalni pokrivaq tra�imo i familija ℱ podskupova skupa 𝑋.

Izlaz: 𝐶 (pribli�ni minimalni pokrivaq skupa 𝑋).

begin

𝑈 := 𝑋

𝒞 := ∅
while 𝑈 je neprazan do

Odaberi skup 𝑆 ∈ ℱ koji maksimizuje vrednost |𝑆 ∩ 𝑈 |
𝑈 := 𝑈 ∖ 𝑆

𝒞 := 𝒞 ∪ {𝑆}
end

Slika 9.3: Pohlepni algoritam za pokriva�e skupa.

Teorema 9.3 (Aproksimativna mo� pohlepnog algoritma za rexava�e
𝑆𝐶𝑃 ). Prikazani pohlepni algoritam je pribli�ni algoritam polinomijalne
vremenske slo�enosti sa faktorom aproksimacije

𝜌(𝑛) = 𝐻

(︂
max
𝑆∈ℱ
{|𝑆|}

)︂
.

Dokaz. Ve� smo pokazali da je prikazani algoritam polinomijalne vremenske
slo�enosti. Da bismo pokazali da je algoritam pribli�ni algoritam
sa faktorom aproksimacije 𝜌(𝑛), dode	ujemo cenu 1 svakom skupu koji
je odabran od strane algoritma i ravnomerno raspode	ujemo ovu cenu
svim elementima koji se ovim skupom pokrivaju prvi put. Ove cene bi�e
iskorix�ene za izvo�e�e �e	enog odnosa izme�u kardinalnosti minimalnog
skupa pokrivaqa 𝒞* i kardinalnosti pokrivaqa 𝒞 dobijenog kao izlaz
algoritma. Preciznije, neka 𝑆𝑖 oznaqava 𝑖-ti izabrani skup od strane
algoritma; algoritam zadu�uje cenu 1 kada dodaje skup 𝑆𝑖 u 𝒞. Ovu cenu
preraspode	ujemo po elementima koji se pokrivaju po prvi put skupom 𝑆𝑖.
Oznaqimo sa 𝑐𝑥 cenu raspode	enu elementu 𝑥 ∈ 𝑋. Svakom elementu se
cena dode	uje taqno jednom, onda kada se on pokriva po prvi put. Ako je
𝑥 pokriven po prvi put skupom 𝑆𝑖, onda je

𝑐𝑥 =
1

|𝑆𝑖 ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖−1)|
.

Svaki korak u algoritmu dode	uje cenu 1, te je stoga ukupna cena |𝒞|
familije 𝒞 jednaka

|𝒞| =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑐𝑥. (9.2)

Svaki element 𝑥 ∈ 𝑋 je u barem jednom skupu minimalnog pokrivaqa
𝒞*, te je stoga ∑︁

𝑆∈𝒞*

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥 ≥
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑐𝑥. (9.3)

Kombinova�em jednakosti 9.2 i nejednakosti 9.3 dobijamo nejednakost

|𝒞| ≤
∑︁
𝑆∈𝒞*

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥. (9.4)
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Ostatak dokaza teoreme zasniva se na narednoj k	uqnoj nejednakosti,
koju �emo dokazati u nastavku. Za proizvo	an skup 𝑆 ∈ ℱ va�i nejednakost

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥 ≤ 𝐻(|𝑆|). (9.5)

Kombinova�em nejednakosti 9.4 i 9.5 dobija se

|𝒞| ≤
∑︁
𝑆∈𝒞*

𝐻(|𝑆|)

≤ |𝒞*| ·𝐻
(︂

max
𝑆∈ℱ
{|𝑆|}

)︂
,

xto je i trebalo dokazati.

Ostalo je da doka�emo nejednakost 9.5. Neka je 𝑆 ∈ ℱ proizvo	an skup
i neka za proizvo	no 𝑖 = 1, 2, . . . , |𝒞|

𝑢𝑖 = |𝑆 ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖)|

oznaqava broj elemenata skupa 𝑆 koji su ostali nepokriveni nakon xto je
algoritam odabrao skupove 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑖. Definixemo 𝑢0 = |𝑆| kao broj
elemenata skupa 𝑆, s obzirom da su na poqetku algoritma svi elementi
nepokriveni. Neka je 𝑘 najma�i indeks 𝑖 takav da je 𝑢𝑖 = 0, odnosno takav
indeks da je svaki element skupa 𝑆 pokriven barem jednim od skupova
𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑖 i da je barem neki element skupa 𝑆 nepokriven unijom 𝑆1 ∪
𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖−1. Jasno je da je 𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖 ≥ 0 elemenata skupa 𝑆 po prvi put
pokriveno skupom 𝑆𝑖, zbog qega je 𝑢𝑖−1 ≥ 𝑢𝑖, za svako 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘. Dakle,

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥 =

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖) ·
1

|𝑆𝑖 ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖−1)|
.

Primetimo da je

|𝑆𝑖 ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖−1)| ≥ |𝑆 ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ . . . ∪ 𝑆𝑖−1)|
= 𝑢𝑖−1,

s ozbirom da pohlepan izbor skupa 𝑆𝑖 garantuje da 𝑆 ne mo�e da pokrije
vixe novih elemenata nego xto to qini skup 𝑆𝑖 (u suprotnom, algoritam
bi izabrao 𝑆 umesto 𝑆𝑖). Kao posledicu dobijamo

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥 ≤
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖) ·
1

𝑢𝑖−1
.
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Gor�a granica za ovu sumu mo�e se dobiti na slede�i naqin:

∑︁
𝑥∈𝑆

𝑐𝑥 ≤
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖) ·
1

𝑢𝑖−1
=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖−1∑︁
𝑗=𝑢𝑖+1

1

𝑢𝑖−1

≤
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖−1∑︁
𝑗=𝑢𝑖+1

1

𝑗
(jer je 𝑗 ≤ 𝑢𝑖−1)

=

𝑘∑︁
𝑖=1

⎛⎝𝑢𝑖−1∑︁
𝑗=1

1

𝑗
−

𝑢𝑖∑︁
𝑗=1

1

𝑗

⎞⎠ =

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝐻(𝑢𝑖−1)−𝐻(𝑢𝑖))

= 𝐻(𝑢0)−𝐻(𝑢𝑘) (jer je ovaj red \teleskopski")

= 𝐻(𝑢0)−𝐻(0) = 𝐻(𝑢0) = 𝐻(|𝑆|),

qime je zavrxen dokaz nejednakosti 9.5.

Qi�enica da je faktor aproksimacije algoritma 𝑃𝑜ℎ𝑙𝑒𝑝𝑛𝑖 𝑝𝑜𝑘𝑟𝑖𝑣𝑎𝑐 𝑠𝑘𝑢𝑝𝑎
logaritamska funkcija od broja elemenata skupa 𝑋 sledi iz teoreme 9.3
i ranije izvedene nejednakosti

𝐻(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
≤ ln𝑛 + 1. (9.6)

Teorema 9.4 (Logaritamska aproksimativna mo� algoritma za pribli�no
rexava�e 𝑆𝐶𝑃 ). Faktor aproksimacije algoritma 𝑃𝑜ℎ𝑙𝑒𝑝𝑛𝑖 𝑝𝑜𝑘𝑟𝑖𝑣𝑎𝑐 𝑠𝑘𝑢𝑝𝑎
iznosi 𝑂(log |𝑋|).





Glava 10

Paralelni algoritmi

10.1 Uvod

Paralelno izraqunava�e vixe nije egzotiqna oblast, i ve� du�e vreme
je na glavnom pravcu razvoja raqunarstva. Razvija se vrlo brzo, qak i u
odnosu na druge raqunarske oblasti. U upotrebi je vixe tipova paralelnih
raqunara, sa brojem procesora u opsegu od 2 do 65536, i ve�im. Razlike
izme�u razliqitih postoje�ih raqunara, qak i sa aspekta neobavextenog
korisnika, vrlo su velike. Nemogu�e je usvojiti jedan opxti model izraqunava�a
koji bi obuhvatao sve paralelne raqunare

U ovom poglav	u nisu pokrivene sve (pa qak ni ve�ina) oblasti povezanih
sa paralelnim izraqunava�em. Prikazani su primeri korix�e�a pojedinih
modela izraqunava�a i razliqite tehnike. Ci	 je stica�e predstave o pa-
ralelnim algoritmima i upoznava�e sa potexko�ama vezanim za �ihovu
konstrukciju. Poqi�e se sa zajedniqkim karakteristikama paralelnih
algoritama. Zatim se ukratko opisuju neki osnovni modeli paralelnog
izraqunava�a, a na kraju se navode primeri algoritama i tehnika.

Osnovne mere slo�enosti za sekvencijalne algoritme su vreme izvrxava�a
i veliqina korix�ene memorije. Ove mere su va�ne i kod paralelnih
algoritama, ali se mora voditi raquna i o drugim resursima, posebno o
broju procesora. Postoje problemi koji su suxtinski sekvencijalni, koji
se ne mogu "paralelizovati" qak ni ako je na raspolaga�u neograniqeni
broj procesora. Ipak, ve�ina ostalih problema mo�e se do nekog stepena
paralelizovati. Xto vixe procesora se koristi | do neke granice |
algoritam se br�e izvrxava. Va�no je prouqavati ograniqe�a paralelnih
algoritama, i biti u sta�u okarakterisati probleme za koje postoje vrlo
brza paralelna rexe�a. Poxto je broj procesora ograniqen, isto tako
je va�no da se procesori efikasno koriste. Slede�i va�an elemenat je
komunikacija izme�u procesora. Qesto je vixe vremena potrebno da dva
procesora razmene podatke, nego da se izvrxe jednostavne operacije sa
podacima. Pored toga, traja�e razmene podataka mo�e da zavisi od "uda	enosti"
dva procesora u raqunaru. Prema tome, va�no je minimizirati komunikaciju
i organizovati je na efikasni naqin. Slede�e va�no pita�e je sinhronizacija,
koja je veliki problem kod paralelnih algoritama kad se izvrxavaju na
nezavisnim maxinama, povezanim nekom mre�om za komunikaciju. Takvi
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algoritmi se obiqno zovu distribuirani algoritmi. �ih ovde ne�emo
razmatrati; ograniqi�emo se na modele sa potpunom sinhronizacijom.

Neki modeli paralelnog izraqunava�a sadr�e ograniqe�e da svi procesori
u jednom koraku izvrxavaju jednu istu instrukciju (nad eventualno razliqitim
podacima). Paralelni raqunari sa ovakvim ograniqe�em zovu se SIMD
(skra�enica od Single–Instruction Multiple–Data) raqunari. Paralelni raqunari
kod kojih svaki procesor mo�e da izvrxava razliqiti program zovu se
MIMD (skra�enica od Multiple–Instruction Multiple–Data) raqunari. Ukoliko
se ne naglasi drugaqije, pretpostav	a se da su raqunari o kojima je req
MIMD raqunari.

10.2 Modeli paralelnog izraqunava�a

Deta	an pregled modela paralelnih raqunara zahtevao bi vixe prostora.
Spomenu�emo samo osnovne modele, sa naglaskom na one koji se koriste
u ovom poglav	u. U ovom ode	ku izlo�i�emo neka opxta razmatra�a i
definicije koji se odnose na mnoge modele. Svaki od slede�ih ode	aka
pokriva jedan od tipova modela, sadr�i �egov deta	niji opis i primere
algoritama.

Vreme izvrxava�a algoritma oznaqava�emo sa 𝑇 (𝑛, 𝑝), gde je 𝑛 veliqina
ulaza, a 𝑝 broj procesora. Odnos

𝑆(𝑝) = 𝑇 (𝑛, 1)/𝑇 (𝑛, 𝑝)

zove se ubrza�e algoritma. Paralelni algoritam je najefikasniji kad
je 𝑆(𝑝) = 𝑝, tj. kad algoritam dosti�e savrxeno ubrza�e. Za vrednost
𝑇 (𝑛, 1) treba uzeti najbo	i poznati sekvencijalni algoritam. Va�na mera
iskorix�enosti procesora je efikasnost paralelnog algoritma, koja se
definixe izrazom

𝐸(𝑛, 𝑝) =
𝑆(𝑝)

𝑝
=

𝑇 (𝑛, 1)

𝑝𝑇 (𝑛, 𝑝)
.

Efikasnost je odnos vremena izvrxava�a na jednom procesoru (kad izvrxava
sekvencijalni algoritam) i ukupnog vremena izvrxava�a na 𝑝 procesora
(ukupno vreme je stvarno proteklo vreme pomno�eno brojem procesora).
Efikasnost ukazuje na udeo procesorskog vremena, koje se efektivno koristi
u odnosu na sekvencijalni algoritam. Ako je 𝐸(𝑛, 𝑝) = 1, onda je koliqina
raquna�a obav	enog na svim procesorima u toku izvrxava�a algoritma
jednaka koliqini raquna�a koju zahteva sekvencijalni algoritam. U tom
sluqaju postignuto je optimalno iskorix�e�e procesora. Postiza�e optimalne
efikasnosti je retko, jer se u paralelnim algoritmima moraju izvrxiti
neka dopunska izraqunava�a, koja nisu potrebna kod sekvencijalnog algoritma.
Jedan od osnovnih ci	eva je maksimizira�e efikasnosti.

Pri konstrukciji paralelnog algoritma moglo bi se fiksirati 𝑝, u
skladu sa brojem procesora na raspolaga�u, i pokuxati sa minimizira�em
𝑇 (𝑛, 𝑝). Ali nedostatak ovakvog pristupa je u tome xto bi on mogao da
zahteva novi algoritam, kad god se promeni broj procesora. Zgodnije bi
bilo konstruisati algoritam koji radi za xto je mogu�e vixe razliqitih
vrednosti 𝑝. Razmotri�emo sada kako transformisati algoritam koji radi
za neku vrednost 𝑝, u algoritam za ma�u vrednost 𝑝, bez znaqajne promene
efikasnosti. U opxtem sluqaju, algoritam sa 𝑇 (𝑛, 𝑝) = 𝑋 mo�e se transformisati
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u algoritam sa 𝑇 (𝑛, 𝑝/𝑘) ≃ 𝑘𝑋, za proizvo	nu konstantu 𝑘 > 1. Drugim
reqima, mo�e se koristiti za faktor 𝑘 ma�e procesora, qije je vreme rada
onda du�e za faktor 𝑘. Modifikovani algoritam mo�e se konstruisati
zamenom svakog koraka polaznog algoritma sa 𝑘 koraka, u kojima jedan
procesor emulira (paralelno) izvrxava�e jednog koraka na 𝑘 procesora.
Ovaj princip nije uvek primen	iv. Na primer, mogu�e je da 𝑝 nije de	ivo
sa 𝑘, ili da algoritam zavisi od naqina poveziva�a procesora (o qemu �e
biti reqi u ode	ku 10.4), ili da donoxe�e odluke o tome koje procesore
emulirati zahteva tako�e utroxak nekog vremena. Ipak, ovaj princip,
takozvani princip imitira�a paralelizma, vrlo je opxti i koristan.
On pokazuje da se mo�e sma�iti broj procesora, ne me�aju�i bitno efikasnost.
Ako polazni algoritam (koji je konstruisan za velike 𝑝) ima veliko ubrza�e,
onda se mogu dobiti algoritmi koji posti�u pribli�no isto ubrza�e za
bilo koju ma�u vrednost 𝑝. Prema tome, treba konstruisati algoritam sa
xto bo	im ubrza�em za maksimalni broj procesora, pri qemu efikasnost
treba da bude dobra (tj. bliska jedinici). Zatim, ako je na raspolaga�u
ma�i broj procesora, i da	e se mo�e koristiti isti algoritam. S druge
strane, paralelni algoritmi sa malom efikasnox�u su korisni samo ako
je na raspolaga�u veliki broj procesora. Pretpostavimo, na primer, da
imamo algoritam sa 𝑇 (𝑛, 1) = 𝑛 i 𝑇 (𝑛, 𝑛) = log2 𝑛, odnosno sa ubrza�em
𝑆(𝑛) = 𝑛/log2 𝑛 i efikasnox�u 𝐸(𝑛) = 1/log2 𝑛. Pretpostavimo da nam je
na raspolaga�u 𝑝 = 256 procesora i da je 𝑛 = 1024. Vreme izvrxava�a
paralelnog algoritma je 𝑇 (1024, 256) = 4 log2 1024 = 40 (uz pretpostavku
da je mogu�e imitira�e paralelizma bi�e 𝑇 (𝑛, 𝑝) = (𝑛 log2 𝑛)/𝑝), xto je
ubrza�e za faktor oko 25 u odnosu na sekvencijalni algoritam. S druge
strane, za 𝑝 = 16 vreme izvrxava�a je 640, xto daje nedovo	no ubrza�e
(ma�e od 2 sa 16 procesora).

Modeli paralelnog izraqunava�a razlikuju se me�usobno uglavnom
po naqinu komunikacije i sinhronizacije procesora. Razmatra�emo samo
modele koji podrazumevaju potpunu sinhronizaciju i razliqite naqine
poveziva�a. Modeli sa zajedniqkom memorijom pretpostav	aju da postoji
zajedniqka memorija sa ravnomernim pristupom, tako da svaki procesor
mo�e da pristupi svakoj promen	ivoj za jediniqno vreme. Ova pretpostavka
o vremenu pristupa nezavisnom od broja procesora i veliqine memorije
nije bax realna, ali je dobra aproksimacija. Modeli sa zajedniqkom memorijom
razlikuju se po naqinu na koji obra�uju konflikte prilikom pristupa
memoriji. Pojedine alternative razmotri�emo u ode	ku 10.3.

Zajedniqka memorija je obiqno najjednostavniji naqin za modelira�e
komunikacije, ali naqin koji je najte�e hardverski realizovati. Drugi
modeli pretpostav	aju da su procesori me�usobno povezani posredstvom
mre�e. Mre�a raqunara se mo�e predstaviti grafom, pri qemu qvorovi
odgovaraju procesorima, a dva qvora su povezana ako izme�u odgovaraju�ih
procesora postoji direktna veza. Svaki procesor obiqno ima lokalnu
memoriju, kojoj mo�e da pristupa brzo. Komunikacija se ostvaruje porukama,
koje moraju da pro�u vixe direktnih veza da bi doxle do odredixta.
Prema tome, brzina komunikacije zavisi od rastoja�a izme�u procesora
koji razme�uju poruke. Nekoliko razliqitih grafova je analizirano u
ulozi skeleta mre�e raqunara. Vixe popularnih konfiguracija navedeno
je u ode	ku 10.4.

Slede�i model koji �emo razmotriti je model sistoliqkog raquna�a.
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Sistoliqka arhitektura podse�a na pokretnu traku u fabrici. Podaci
se kre�u kroz procesore ravnomerno, i tom prilikom se nad �ima izvode
jednostavne operacije. Umesto da pristupaju zajedniqkoj (ili lokalnoj)
memoriji, procesori dobijaju ulazne podatke od svojih suseda, obra�uju ih,
i prosle�uju da	e. Neki sistoliqki algoritmi navedeni su u ode	ku 10.5.

Kolo je osnovni teorijski model, koji �e biti korix�en samo za potrebe
ilustracije. Kolo je usmereni acikliqki graf, u kome qvorovi odgovaraju
jednostavnim operacijama, a grane pokazuju kreta�e operanada. Na primer,
Bulovo kolo je ono u kome su ulazni stepeni qvorova najvixe dva, a sve
operacije su Bulove operacije (disjunkcija, konjunkcija ili negacija).
Posebno su izdvojeni ulazni (sa ulaznim stepenom nula) i izlazni qvorovi
(sa izlaznim stepenom nula). Dubina kola je du�ina najdu�eg puta od
nekog ulaznog do nekog izlaznog qvora. Dubina odgovara vremenu izvrxava�a
paralelnog algoritma.

10.3 Algoritmi za raqunare sa zajedniqkom memorijom

Raqunar sa zajedniqkom memorijom sastoji se od vixe procesora i zajedniqke
memorije. U ovom ode	ku bavi�emo se samo potpuno sinhronizovanim
algoritmima. Pretpostav	amo da se izraqunava�e sastoji od koraka. U
svakom koraku svaki procesor izvrxava neku operaciju nad podacima
kojima raspola�e, qita iz zajedniqke memorije ili pixe u zajedniqku
memoriju (u praksi svaki procesor mo�e da ima i lokalnu memoriju).
Modeli sa zajedniqkom memorijom razlikuju se po tome kako obra�uju me-
morijske konflikte. Model EREW (Exclusive–Read Exclusive–Write) ne
dozvo	ava da dva procesora istovremeno pristupaju istoj memorijskoj
lokaciji. Model CREW (Concurent–Read Exclusive–Write) dozvo	ava da
vixe procesora istovremeno qitaju sa iste memorijske lokacije, ali ne
dozvo	ava da dva procesora istovremeno pixu na istu lokaciju. Na kraju,
model (Concurent–Read Concurent–Write) ne name�e nikakva ograniqe�a na
pristup procesora memoriji.

Modeli EREW i CREW su dobro definisani, ali nije jasno xta
je rezultat istovremenog pisa�a od strane dva procesora na jednu istu
memorijsku lokaciju. Ima vixe naqina za obradu istovremenih pisa�a.
Najslabiji CRCW model, jedini koji �e biti ovde razmatran, dozvo	ava
da vixe procesora istovremeno pixu na istu lokaciju samo ako zapisuju
istu vrednost. Ako dva procesora pokuxaju da upixu istovremeno razliqite
vrednosti na istu lokaciju, prekida se sa izvrxava�em algoritma. Iako
je to mo�da neoqekivano, vide�emo u ode	ku 10.3.2 da je ovakav model vrlo
mo�an. Druga mogu�nost je pretpostaviti da su procesori numerisani,
i da, ako vixe procesora pokuxaju istovremeni upis na istu lokaciju,
realizuje se upis procesora sa najve�im rednim brojem.

10.3.1 Paralelno sabira�e

Zapoqi�emo sa jednostavnim primerom paralelnog algoritma za rexava�e
problema, koji je na prvi pogled suxtinski sekvencijalan.

Problem. Izraqunati sumu dva 𝑛-bitna binarna broja.
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Obiqan sekvencijalni algoritam najpre sabira dva bita najma�e te�ine,
a onda u svakom koraku sabira po dva bita, i zbiru eventualno dodaje
prenos sa ni�e pozicije. Na prvi pogled nemogu�e je predvideti ishod 𝑖-
tog koraka, sve dok se ne saberu 𝑖−1 bita najma�e te�ine, jer prenos mo�e,
a ne mora da postoji. Ipak, mogu�e je konstruisati paralelni algoritam.

Koristimo indukciju po 𝑛. Prelaz sa 𝑛 − 1 na 𝑛 ne mo�e da bude od
velike koristi, jer vodi iterativnom sekvencijalnom algoritmu. Pristup
zasnovan na razlaga�u qesto daje dobre rezultate kod paralelnih algoritama,
pa i u ovom sluqaju, jer mo�e da rexi sve ma�e potprobleme paralelno.
Pretpostavimo da smo podelili problem na dva potproblema veliqine
𝑛/2, tj. na sabira�e levih i desnih sabiraka od po 𝑛/2 bita (zbog jednostavnosti
pretpostav	amo da je 𝑛 stepen dvojke). Sume dva para brojeva mogu se
izraqunati paralelno. Ipak, jox uvek ostaje problem prenosa. Ako suma
delova ma�e te�ine ima prenos, mora se promeniti suma delova ve�e
te�ine.

Problem rexava zapa�a�e da postoje samo dve mogu�nosti | prenos
postoji ili ne. Zahva	uju�i tome, mo�e se pojaqati induktivna hipoteza,
tako da obuhvati oba sluqaja. Modifikovani problem glasi: prona�i sumu
dva broja, sa i bez prenosa na najni�u poziciju. Pretpostavimo da smo
rexili modifikovani problem za oba para sabiraka, i tako dobili qetiri
broja 𝑁 , 𝑁𝑃 , 𝑉 i 𝑉𝑃 , koji predstav	aju sumu ni�eg para bez prenosa,
istu sumu sa prenosom, i odgovaraju�e sume za vixi par brojeva, redom.
Za svaku od tih suma tako�e znamo da li je pri �enom izraqunava�u doxlo
do prenosa. Ukupnu sumu 𝑆 (bez prenosa na najni�i bit) qine 𝑁 sa 𝑉 ili
𝑉𝑃 , zavisno od toga da li je suma 𝑁 proizvela prenos. Ukupna suma 𝑆𝑃

sa prenosom dobija se na isti naqin, samo se 𝑁 zame�uje sa 𝑁𝑃 . Prenos
ukupne sume je prenos 𝑉𝑃 .

Problem veliqine 𝑛 svodi se na rexava�e dva potproblema veliqine
𝑛/2 i na izvrxava�e konstantnog broja koraka za objedi�ava�e dva rezultata.
Poxto se oba potproblema mogu rexiti paralelno | pretpostavka je da
procesori mogu da pristupe razliqitim bitovima nezavisno | dobija
se diferencna jednaqina 𝑇 (𝑛, 𝑛) = 𝑇 (𝑛/2, 𝑛/2) + 𝑂(1), qije je rexe�e
𝑇 (𝑛, 𝑛) = 𝑂(log 𝑛). Pored toga, poxto su dva potproblema potpuno nezavisna,
ovaj algoritam podrazumeva samo model EREW. Ovaj algoritam nije najbo	i
za paralelno sabira�e ali je dobar primer jednostavne paralelizacije
algoritma. Kad za neki problem postane jasno da se mo�e efikasno rexiti
paralelno, rexe�e se mo�e da	e pobo	xavati.

10.3.2 Algoritmi za nala�e�e maksimuma

Problem. Prona�i najve�i od 𝑛 razliqitih brojeva, zadatih u nizu u
zajedniqkoj memoriji.

Ovaj problem rexi�emo za dva razliqita modela sa zajedniqkom memorijom,
EREW i CRCW. Algoritmi za oba modela koriste tehnike koje se koriste
pri rexava�u mnogih drugih problema.
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Model EREW

Direktni sekvencijalni algoritam za nala�e�e maksimuma zahteva 𝑛 −
1 upore�iva�e. Upore�iva�e se mo�e shvatiti kao partija koju igraju
dva broja, u kojoj pobe�uje ve�i. Problem nala�e�a maksimuma je tada
ekvivalentan organizova�u turnira, u kome je pobednik najve�i broj u
celom skupu. Efikasan naqin da se turnir organizuje paralelno je da
se iskoristi stablo. Igraqi se dele u parove za prvo kolo (pri qemu
eventualno jedan igraq ne uqestvuje, ako je ukupan broj igraqa neparan),
pobednici se ponovo dele u parove, i tako da	e do finala. Broj kola je
⌈log2 𝑛⌉. Turnir se mo�e transformisati u paralelni algoritam tako xto
se svakoj partiji dodeli procesor (procesor igra ulogu sudije u partiji).
Me�utim, treba odbezbediti da svaki procesor zna brojeve { takmiqare.
To se mo�e posti�i kopira�em pobednika u partiji na poziciju sa ve�im
indeksom od pozicija dva uqesnika partije. Preciznije, ako partiju igraju
𝑥𝑖 i 𝑥𝑗 , 𝑗 > 𝑖, onda se ve�i od brojeva 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 kopira na poziciju 𝑗. U
prvom kolu procesor 𝑃𝑖 upore�uje 𝑥2𝑖−1 sa 𝑥2𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛/2), i zame�uje
ih ako je potrebno, tako da na ve�u poziciju ode ve�i broj. U drugom
kolu procesor 𝑃𝑖 upore�uje 𝑥4𝑖−2 sa 𝑥4𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛/4), i tako da	e. Ako
je na primer 𝑛 = 2𝑘, onda u posled�em, 𝑘-tom kolu, 𝑃1 upore�uje 𝑥𝑛/2

sa 𝑥𝑛, i eventualno ih zame�uje. Najve�i broj nalazi�e se na poziciji
𝑛. Poxto svaki broj u jednom trenutku uqestvuje samo u jednoj partiji,
dovo	an je model EREW. Vreme izvrxava�a ovog jednostavnog algoritma
je oqigledno𝑂(log 𝑛). Pokuxa�emo sada da sma�imo broj korix�enih procesora.

Algoritam koji smo upravo razmotrili zahteva ⌊𝑛/2⌋ procesora, a broj
koraka je 𝑇 (𝑛, ⌊𝑛/2⌋) = ⌈log2 𝑛⌉. Poxto je za sekvencijalni algoritam
𝑇 (𝑛, 1) = 𝑛 − 1, efikasnost ovog paralelnog algoritma je 𝐸(𝑛, 𝑛/2) ≃
2/log2 𝑛. Ako nam je ionako na raspolaga�u ⌊𝑛/2⌋ procesora (na primer,
ako je algoritam za nala�e�e maksimuma deo drugog algoritma, kome je
neophodno toliko procesora), onda je ovaj algoritam jednostavan i efikasan.
Me�utim, uz mali napor mo�e se do�i do algoritma sa vremenom izvrxava�a
𝑂(log 𝑛) i efikasnox�u 𝑂(1).

Ukupan broj upore�iva�a potrebnih za ovaj algoritam je 𝑛−1, isti kao
i za sekvencijalni algoritam. Razlog male efikasnosti le�i u tome xto
se ve�ina procesora ne koristi u kasnijim kolima. Efikasnost se mo�e
pobo	xati sma�iva�em broja procesora i uravnote�ava�em �ihovog optere�e�a
na slede�i naqin. Pretpostavimo da koristimo samo oko 𝑛/log2 𝑛 procesora.
Ulaz se mo�e podeliti u 𝑛/log2 𝑛 grupa (sa pribli�no log2 𝑛 elemenata u
svakoj grupi) i zatim svakoj grupi dodeliti po jedan procesor. U prvoj
fazi svaki procesor pronalazi maksimum u svojoj grupi koriste�i sekvencijalni
algoritam, koji se sastoji od oko log2 𝑛 koraka. Posle toga ostaje da se
odredi maksimum otprilike 𝑛/log2 𝑛 maksimuma, pri qemu sad ima dovo	no
procesora da se iskoristi turnirski algoritam. Vreme izvrxava�a turnira
je 𝑇 (𝑛, ⌈𝑛/log2 𝑛⌉) ≃ 2 log2 𝑛. Odgovaraju�a efikasnost je 𝐸(𝑛) ≃ 1/2.
Pokuxa�emo sada da formalizujemo ovu ideju, koja omogu�uje uxtedu na
broju procesora.

Za algoritam ka�emo da je statiqki ako se unapred zna pridru�iva�e
procesora operacijama. Dakle, unapred znamo za svaki korak 𝑖 algoritma
i za svaki procesor 𝑃𝑗 operaciju i argumente koje 𝑃𝑗 koristi u koraku 𝑖.
Algoritam za nala�e�e maksimuma je primer statiqkog algoritma, jer se
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unapred znaju indeksi uqesnika u svakoj partiji.

Lema 10.1 (Brentova lema). Ako postoji statiqki EREW algoritam sa
𝑇 (𝑛, 𝑝) = 𝑂(𝑡(𝑛)), takav da je ukupan broj koraka (na svim procesorima)
𝑠(𝑛), onda postoji statiqki EREW algoritam sa 𝑇 (𝑛, 𝑠(𝑛)/𝑡(𝑛)) = 𝑂(𝑡(𝑛)).

Primetimo da ako je 𝑠(𝑛) jednako sekvencijalnoj slo�enosti algoritma,
onda modifikovani algoritam ima efikasnost 𝑂(1).

Dokaz. Neka je 𝑇 (𝑛, 𝑝) ≤ 𝑡(𝑛) za sve dovo	no velike 𝑛, i neka je 𝑎𝑖 ukupan
broj koraka koje izvrxavaju svi procesori u 𝑖-tom koraku algoritma, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑡(𝑛). Tada je
∑︀𝑡(𝑛)

𝑖=1 𝑎𝑖 = 𝑠(𝑛). Ako je 𝑎𝑖 ≤ 𝑠(𝑛)/𝑡(𝑛), onda ima
dovo	no procesora za paralelno izvrxava�e koraka 𝑖. U protivnom se
korak 𝑖 zame�uje sa ⌈𝑎𝑖/(𝑠(𝑛)/𝑡(𝑛))⌉ koraka u kojima raspolo�ivih 𝑠(𝑛)/𝑡(𝑛)
procesora emuliraju korake, koje u originalnom algoritmu izvrxava 𝑝
procesora (koriste�i princip imitira�a paralelizma). Ukupan broj koraka
je sada

𝑡(𝑛)∑︁
𝑖=1

⌈︂
𝑎𝑖

𝑠(𝑛)/𝑡(𝑛)

⌉︂
≤

𝑡(𝑛)∑︁
𝑖=1

(︂
𝑎𝑖𝑡(𝑛)

𝑠(𝑛)
+ 1

)︂
= 𝑡(𝑛) +

𝑡(𝑛)

𝑠(𝑛)

𝑡(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 = 2𝑡(𝑛).

Prema tome, vreme izvrxava�a modifikovanog algoritma je tako�e𝑂(𝑡(𝑛)).

Ovo tvr�e�e poznato je kao Brentova lema. Brentova lema pokazuje
da je pod odre�enim pretpostavkama efikasnost paralelnog algoritma
odre�ena odnosom ukupnog broja operacija (operacija koje izvrxavaju svi
procesori) i vremena izvrxava�a sekvencijalnog algoritma.

Ograniqe�e da algoritam bude statiqki je potrebno, jer se mora znati
koje procesore treba emulirati. Brentova lema je taqna i za algoritme
koji nisu statiqki, pod uslovom da se emulacija mo�e lako izvesti. Primer
gde se ova lema ne mo�e primeniti je slede�i. Pretpostavimo da imamo
𝑛 procesora i 𝑛 elemenata. Posle prvog koraka neki procesori odluquju
(na osnovu rezultata prvog koraka) da prestanu sa radom. Isto se dexava i
drugom, tre�em koraku, itd. Ovaj algoritam je sliqan turnirskom algoritmu,
izuzev xto se u ovom sluqaju ne zna koji procesori odustaju od da	eg rada.
Ako pokuxamo da emuliramo preostale procesore posle na primer prvog
koraka, potrebno je da znamo koji su jox aktivni. Da bi se to ustanovilo,
potrebno je izvrxiti neka izraqunava�a.

Model CRCW

Name�e se utisak da paralelni algoritam ne mo�e da na�e maksimum za
ma�e od log2 𝑛 koraka, ako se koriste samo upore�iva�a. Me�utim, to
nije taqno. Slede�i algoritam sa vremenom izvrxava�a 𝑂(1) ilustruje
mogu�nosti istovremenih upisa. Podrazumeva se varijanta istovremenih
upisa, u kojoj dva ili vixe procesora mogu da pixu istovremeno na istu
lokaciju samo ako zapisuju isti podatak. Zbog jednostavnosti pretpostavi�emo
da su svi elementi razliqiti.

Koristi se 𝑛(𝑛 − 1)/2 procesora, tako da se procesor 𝑃𝑖𝑗 dode	uje
paru elemenata {𝑥𝑖, 𝑥𝑗}. Pored toga, svakom elementu 𝑥𝑖 pridru�uje se
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zajedniqka (de	ena) promen	iva 𝑣𝑖, sa poqetnom vrednox�u 1. U prvom
koraku svaki procesor upore�uje svoja dva elementa i zapisuje 0 u promen	ivu
pridru�enu ma�em elementu. Poxto je samo jedan elemenat ve�i od svih
ostalih, samo jedna od promen	ivih 𝑣𝑖 zadr�ava vrednost 1. U drugom
koraku procesori pridru�eni pobedniku mogu da ustanove da je on pobednik
i da objave tu qi�enicu (na primer, upisiva�em �egovog indeksa u posebnu
zajedniqku promen	ivu, rezultat). Ovaj algoritam zahteva samo dva koraka,
nezavisno od 𝑛. Me�utim, �egova efikasnost je vrlo mala, jer on zahteva
𝑂(𝑛2) procesora. Ovo je takozvani dvokoraqni algoritam.

Efikasnost dvokoraqnog algoritma mo�e se pobo	xati kao i algoritma
za model EREW. Ulazni podaci dele se u male grupe, tako da se svakoj
grupi mo�e dodeliti dovo	no procesora, da bi se maksimum grupe mogao
odrediti dvokoraqnim algoritmom. Sa opada�em broja kandidata raste
broj raspolo�ivih procesora po kandidatu, pa se mo�e pove�ati veliqina
grupe. Dvokoraqni algoritam omogu�uje odre�iva�e maksimuma u grupi
veliqine 𝑘 sa 𝑘(𝑘 − 1)/2 procesora, za konstantno vreme. Pretpostavimo
da imamo ukupno 𝑛 procesora i da je 𝑛 stepen dvojke. U prvom ciklusu
veliqina svake grupe je 2 i maksimum u svakoj grupi mo�e se odrediti u
jednom koraku. U drugi ciklus ulazi se sa 𝑛/2 elemenata, i 𝑛 procesora.
Ako formiramo grupe od po 4 elementa, ima�emo 𝑛/8 grupa, xto nam
omogu�uje da svakoj grupi dodelimo 8 procesora. Ovo je dovo	no, jer je
4 · (4− 1)/2 = 6. U tre�i ciklus ulazi se sa 𝑛/8 elemenata. Pokuxajmo da
odredimo najve�u mogu�u veliqinu grupe koja se mo�e obraditi na ovaj
naqin. Ako je veliqina grupe 𝑔, onda je broj grupa 𝑛/8𝑔, i za svaku grupu
imamo na raspolaga�u 8𝑔 procesora. Za primenu dvokoraqnog algoritma
na grupu veliqine 𝑔 potrebno je 𝑔(𝑔 − 1)/2 procesora, pa mora da bude
𝑔(𝑔 − 1)/2 ≤ 8𝑔, odnosno 𝑔 ≤ 17; jednostavnije je uzeti vrednost 𝑔 = 16.

Uopxte, u 𝑖-ti ciklus se ulazi sa 𝑛/22
𝑖−1−1 elemenata, koji se dele na

𝑛/22
𝑖−1 grupa po 𝑔 = 22

𝑖−1

elemenata, 𝑖 ≥ 1. Za nala�e�e maksimuma

u grupi dvokoraqnim algoritmom dovo	no je 𝑔(𝑔 − 1)/2 ≤ 𝑔2/2 = 22
𝑖−1

procesora, pa je za nala�e�e maksimuma u svim grupama dovo	no

𝑛

22𝑖−1
· 22

𝑖−1 = 𝑛

procesora. U naredni ciklus ulazi se sa po jednim elementom iz svake
grupe, dakle sa 𝑛/22

𝑖−1 elemenata, xto indukcijom dokazuje ispravnost
ove konstrukcije. Ukupan broj ciklusa do zavrxetka algoritma ograniqen
je uslovom da je broj elemenata na poqetku 𝑖-tog ciklusa ma�i od jedan:
𝑛/22

𝑖−1−1 ≤ 1, ili 𝑖 ≥ log2(log2 𝑛 + 1) + 1. Dakle broj ciklusa, a time i
broj koraka prilikom izvrxe�a ovog algoritma je 𝑂(log log 𝑛).

Iako je ovaj algoritam nexto sporiji od dvokoraqnog (𝑂(log log 𝑛) u
odnosu na𝑂(1)), �egova efikasnost je mnogo bo	a. Ona iznosi𝑂(1/ log log 𝑛)
u odnosu na 𝑂(1/𝑛) kod dvokoraqnog algoritma. Opisana tehnika mo�e se
nazvati podeli i smrvi (eng. divide-and-crush), jer se ulaz deli u grupe,
koje su dovo	no male da se mogu "smrviti" mnoxtvom procesora. Primena
ove tehnike nije ograniqena na model CRCW.
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10.3.3 Paralelni problem prefiksa

Paralelni problem prefiksa je va�an jer se koristi kao osnovni
elemenat pri konstrukciji mnogih paralelnih algoritama. Neka je ⋆ proizvo	na
asocijativna binarna operacija (operacija koja zadovo	ava uslov 𝑥 ⋆ (𝑦 ⋆
𝑧) = (𝑥 ⋆ 𝑦) ⋆ 𝑧) za proizvo	ne 𝑥, 𝑦 i 𝑧), koju �emo oznaqavati imenom
proizvod. Na primer, ⋆ mo�e da oznaqava sabira�e, mno�e�e ili maksimum
dva broja.

Problem. Dat je niz brojeva 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Izraqunati proizvode 𝑥1⋆𝑥2⋆
· · · ⋆ 𝑥𝑘 za 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Oznaqimo sa 𝑃𝑅(𝑖, 𝑗) proizvod 𝑥𝑖⋆𝑥𝑖+1⋆· · ·⋆𝑥𝑗 . Potrebno je izraqunati
𝑃𝑅(1, 𝑘) za 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Sekvencijalna verzija problema prefiksa je
trivijalna | prefiksi se jednostavno izraqunavaju redom. Paralelni
problem prefiksa nije tako lako rexiti. Iskoristi�emo metod razlaga�a,
uz uobiqajenu pretpostavku da je 𝑛 stepen dvojke.

Induktivna hipoteza. Umemo da reximo paralelni problem prefiksa
za 𝑛/2 elemenata.

Sluqaj jednog elementa je trivijalan. Algoritam zapoqi�e podelom
ulaza na dve polovine, koje se rexavaju indukcijom. Na taj naqin dobijamo
vrednosti 𝑃𝑅(1, 𝑘) i 𝑃𝑅(𝑛/2+1, 𝑛/2+𝑘) za 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛/2. Prva polovina
ovih vrednosti deo je konaqnog rezultata. Vrednosti 𝑃𝑅(1,𝑚) za 𝑚 =
𝑛/2 + 1, 𝑛/2 + 2, . . . , 𝑛 dobijaju se izraqunava�em proizvoda 𝑃𝑅(1, 𝑛/2) ⋆
𝑃𝑅(𝑛/2+1,𝑚). Oba ova qlana poznata su po indukciji (ve� su izraqunata;
primetimo da je iskorix�ena asocijativnost operacije ⋆). Algoritam
je prikazan na slici 10.1. Qi�enica da se prolasci kroz do pet	u
izvrxavaju paralelno (istovremeno, na razliqitim skupovima procesora)
u kodu je naznaqena dodatkom “in parallel”.

Slo�enost. Ulaz je pode	en u dva disjunktna skupa u svakom rekurziv-
nom pozivu algoritma. Oba potproblema se mogu dakle rexiti paralelno
u modelu EREW. Ako imamo 𝑛 procesora za problem veliqine 𝑛, onda se
polovina �ih mo�e dodeliti svakom potproblemu. Kombinova�e rexe�a
potproblema sastoji se od 𝑛/2 mno�e�a, koja se mogu izvrxiti paralelno,
ali je potreban model CREW, jer se u svakom mno�e�u koristi 𝑃𝑅(1, 𝑛/2),
odnosno 𝑥[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖]. Iako vixe procesora istovremeno qitaju 𝑥[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖],
oni pixu na razliqite lokacije, pa model CRCW nije neophodan (ako se
algoritam promeni tako da svaki procesor ima svoju kopiju 𝑥[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖]).
Ukupan broj koraka je 𝑇 (𝑛, 𝑛) = 𝑂(log 𝑛), pa je efikasnost algoritma
𝐸(𝑛, 𝑛) = 𝑂(1/ log 𝑛) (vreme izvrxava�a sekvencijalnog algoritma je𝑂(𝑛)).

Na �alost, efikasnost ovog algoritma ne mo�e se pobo	xati korix�e�em
Brentove leme, jer je ukupan broj koraka na svim procesorima 𝑂(𝑛 log 𝑛).
Prema tome, da bi se pobo	xala efikasnost, mora se sma�iti ukupan broj
koraka.

Pobo	xa�e efikasnosti paralelnog prefiksa

Ideja koja omogu�uje efikasnije rexava�e ovog problema je korix�e�e
iste induktivne hipoteze, ali uz podelu ulaza na drugaqiji naqin. Pretpostavimo
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Algoritam Paralelni Prefiks 1(𝑥, 𝑛);

Ulaz: 𝑥 (niz sa 𝑛 elemenata).

{pretpostav	a se da je 𝑛 stepen dvojke}
Izlaz: 𝑥 (qiji 𝑖-ti elemenat sadr�i 𝑖-ti prefiks).

begin

𝑃𝑃 1(1, 𝑛)

end

procedure PP 1(𝐿𝑒𝑣𝑖,𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖);

begin

if 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 𝐿𝑒𝑣𝑖 = 1 then

𝑥[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖] := 𝑥[𝐿𝑒𝑣𝑖] ⋆ 𝑥[𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖] {⋆ je asocijativna binarna operacija}
else

𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖 := (𝐿𝑒𝑣𝑖+𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖− 1)/2;

do in parallel

𝑃𝑃 1(𝐿𝑒𝑣𝑖, 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖); {dode	eno procesorima od 1 do 𝑛/2}
𝑃𝑃 1(𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖+ 1, 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖); {dode	eno procesorima od 𝑛/2 + 1 do 𝑛}

for 𝑖 := 𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖+ 1 to 𝐷𝑒𝑠𝑛𝑖 do in parallel

𝑥[𝑖] := 𝑥[𝑆𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑖] ⋆ 𝑥[𝑖]

end

Slika 10.1: Algoritam 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑛𝑖 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑘𝑠 1.

ponovo da je 𝑛 stepen dvojke i da imamo 𝑛 procesora. Neka 𝐸 oznaqava skup
svih 𝑥𝑖 sa parnim indeksima 𝑖. Ako izraqunamo prefikse svih elemenata
iz 𝐸, onda je izraqunava�e ostalih prefiksa (onih sa neparnim indeksima)
lako: ako je poznato 𝑃𝑅(1, 2𝑖), onda se neparni prefiks 𝑃𝑅(1, 2𝑖 + 1)
dobija izraqunava�em samo jox jednog proizvoda 𝑃𝑅(1, 2𝑖) ⋆ 𝑥2𝑖+1, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑛/2 − 1, Prefiksi elemenata iz 𝐸 mogu se odrediti u dve faze.
Najpre se (paralelno) izraqunavaju proizvodi 𝑥2𝑖−1 ⋆ 𝑥2𝑖, koji se zatim
smextaju u 𝑥2𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛/2. Drugim reqima, izraqunavaju se proizvodi
svih elemenata iz 𝐸 sa svojim levim susedima. Zatim se rexava (indukcijom)
problem paralelnog prefiksa za 𝑛/2 elemenata iz 𝐸. Rezultat za svako
𝑥2𝑖 je taqan konaqni prefiks, jer je svako 𝑥2𝑖 ve� zame�eno proizvodom
sa 𝑥2𝑖−1. Poxto se znaju prefiksi za sve elemente sa parnim indeksima,
preostali prefiksi se mogu izraqunati u jednom paralelnom koraku na
ve� spomenuti naqin. Lako se proverava da se ovaj algoritam mo�e izvrxavati
u modelu EREW. Algoritam je prikazan na slici 10.2.

Slo�enost. Obe pet	e u algoritmu 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑛𝑖 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑘𝑠 2 mogu se izvrxiti
paralelno za vreme 𝑂(1) sa 𝑛/2 procesora. Rekurzivni poziv prime�uje se
na problem dvostruko ma�e veliqine, pa je vreme izvrxava�a algoritma
𝑂(log 𝑛). Ukupan broj koraka 𝑠(𝑛) zadovo	ava diferencnu jednaqinu 𝑠(𝑛) =
𝑠(𝑛/2) + 𝑛 − 1, 𝑠(2) = 1, iz qega sledi da je 𝑠(𝑛) = 𝑂(𝑛) (preciznije,
𝑠(2𝑘) = 2𝑘+1 − 𝑘 − 2). Zbog toga se sada mo�e iskoristiti Brentova lema
za pobo	xa�e efikasnosti: algoritam se mo�e promeniti tako da se za
vreme 𝑂(log 𝑛) izvrxava na samo 𝑂(𝑛/ log 𝑛) procesora, odnosno da mu
efikasnost bude 𝑂(1). K	uqna ideja pobo	xa�a je korix�e�e samo jednog
rekurzivnog poziva (umesto dva), pri qemu se korak objedi�ava�a i da	e
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Algoritam Paralelni Prefiks 2(𝑥, 𝑛);

Ulaz: 𝑥 (niz sa 𝑛 elemenata).

{pretpostav	a se da je 𝑛 stepen dvojke}
Izlaz: 𝑥 (qiji 𝑖-ti elemenat sadr�i 𝑖-ti prefiks).

begin

𝑃𝑃 2(1)

end

procedure PP 2(𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘);

begin

if 𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘 = 𝑛/2 then

𝑥[𝑛] := 𝑥[𝑛/2] ⋆ 𝑥[𝑛] {⋆ je asocijativna binarna operacija}
else

for 𝑖 := 1 to 𝑛/(2 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘) do in parallel

𝑥[2 · 𝑖 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘] := 𝑥[(2 · 𝑖− 1) ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘] ⋆ 𝑥[2 · 𝑖 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘];

𝑃𝑃 2(2 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘);

for 𝑖 := 1 to 𝑛/(2 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘)− 1 do in parallel

𝑥[(2 · 𝑖+ 1) ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘] := 𝑥[2 · 𝑖 ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘] ⋆ 𝑥[(2 · 𝑖+ 1) ·𝐾𝑜𝑟𝑎𝑘]

end

Slika 10.2: Algoritam 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑛𝑖 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑘𝑠 2.

izvrxava paralelno.

10.3.4 Odre�iva�e rangova u povezanoj listi

U paralelnim algoritmima mnogo je te�e raditi sa povezanim listama
nego sa nizovima, jer su liste suxtinski sekvencijalne. Povezanoj listi
mo�e se pristupiti samo preko glave (prvog elementa), i lista se mora
prolaziti element po element, bez mogu�nosti paralelizacije. U mnogim
sluqajevima su, me�utim, elementi liste (odnosno pokazivaqi na �ih)
smexteni u niz; redosled elemenata liste nezavisan je od redosleda u
nizu. U takvim sluqajevima, kad se listi pristupa paralelno, postoji
mogu�nost primene brzih paralelnih algoritama.

Rang elementa u povezanoj listi definixe se kao rastoja�e elementa
od kraja liste. Tako, na primer, prvi elemenat ima rang 𝑛, drugi 𝑛 − 1,
itd.

Problem. Data je povezana lista od 𝑛 elemenata koji su smexteni u niz
𝐴 du�ine 𝑛. Izraqunati rangove svih elemenata liste.

Sekvencijalni problem se mo�e rexiti prostim prolaskom kroz listu.
Metod koji �emo iskoristiti za konstrukciju paralelnog algoritma zove
se udvostruqava�e. Svakom elementu dode	uje se po jedan procesor. Na
poqetku svaki procesor zna samo adresu desnog (narednog) suseda svog
elementa u listi. Posle prvog koraka svaki procesor zna elemenat na
rastoja�u dva (du� liste) od svog elementa. Ako u koraku 𝑖 svaki procesor
zna adresu elementa na rastoja�u 𝑘 od svog elementa, onda u narednom
koraku svaki procesor mo�e da prona�e adresu elementa na rastoja�u 2𝑘.
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Proces se nastav	a sve dok svi procesori ne dostignu kraj liste. Neka
je 𝑁 [𝑖] adresa elementa desno od elementa 𝑖 u listi, koju zna procesor 𝑃𝑖.
Na poqetku je 𝑁 [𝑖] desni sused elementa 𝑖 (izuzev za posled�i elemenat
u listi, qiji je pokazivaq na desnog suseda nil). U suxtini, procesor
𝑃𝑖 u svakom koraku zame�uje 𝑁 [𝑖] vrednox�u 𝑁 [𝑁 [𝑖]], sve dok ne dostigne
kraj liste. Neka je 𝑅[𝑖] rang elementa 𝑖. Na poqetku se promen	ivoj 𝑅[𝑖]
dode	uje vrednost 0, izuzev za posled�i elemenat u listi, za koga se
ona postav	a na vrednost 1 (ovaj elemenat se od ostalih razlikuje po
pokazivaqu, koji ima vrednost nil). Kad procesor dobije adresu suseda
sa rangom 𝑅 razliqitim od nule, on mo�e da izraquna svoj rang (odnosno
rang svog elementa). Na poqetku samo elemenat ranga 1 zna svoj rang. Posle
prvog koraka elemenat ranga 2 otkriva da �egov sused ima rang 1, pa
zak	uquje da je �egov sopstveni rang 2. Posle drugog koraka elementi
sa rangom 3 i 4 ustanov	avaju svoje rangove, itd. Ako 𝑃𝑖 ustanovi da 𝑁 [𝑖]
pokazuje na "rangirani" elemenat ranga 𝑅 posle 𝑑 koraka udvostruqava�a,
onda je rang elementa 𝑖 jednak 2𝑑−1+𝑅. Ovaj algoritam (slika 10.3) se mo�e
lako prilagoditi modelu EREW, (dovo	no je da svaki procesor nezavisno
izraqunava svoju kopiju 𝐷[𝑖] promen	ive 𝐷).

Algoritam Rangovi(𝑁);

Ulaz: 𝑁 (niz od 𝑛 elemenata).

Izlaz: 𝑅 (rangovi svih elemenata u nizu).

begin

𝐷 := 1;

{Svaki procesor mo�e imati svoju lokalnu promen	ivu 𝐷}
{ovde je 𝐷 zajedniqka promen	iva}
do in parallel {procesor 𝑃𝑖 je aktivan dok 𝑅[𝑖] ne postane razliqito od nule}

𝑅[𝑖] := 0;

if 𝑁 [𝑖] = nil then 𝑅[𝑖] := 1;

while 𝑅[𝑖] = 0 do

if 𝑅[𝑁 [𝑖]] ̸= 0 then

𝑅[𝑖] := 𝐷 +𝑅[𝑁 [𝑖]]

else

𝑁 [𝑖] := 𝑁 [𝑁 [𝑖]];

𝐷 := 2 ·𝐷
end

Slika 10.3: Paralelni algoritam za odre�iva�e rangova elemenata
povezane liste.

Slo�enost. Proces udvostruqava�a omogu�uje da svaki procesor dos-
tigne kraj liste posle najvixe ⌈log2 𝑛⌉ koraka, pa je 𝑇 (𝑛, 𝑛) = 𝑂(log 𝑛).
Efikasnost algoritma je 𝐸(𝑛, 𝑛) = 𝑂(1/ log 𝑛). Popravka efikasnosti
zahtevala bi teme	nu preradu algoritma, jer je ukupan broj koraka𝑂(𝑛 log 𝑛).

Poznava�e rangova omogu�uje transformaciju liste u niz za 𝑂(log 𝑛)
paralelnih koraka. Posle izraqunava�a svih rangova, elementi se mogu
paralelno prekopirati na svoje lokacije u nizu, pa se ostatak izraqunava�a
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mo�e izvrxiti direktno na nizu, posle qega je �ihova obrada mnogo
jednostavnija.

10.3.5 Tehnika Ojlerovog obilaska

Mnogi algoritmi za rad sa stablima mogu se paralelizovati tako
da se paralelno obra�uje kompletna generacija qvorova (na primer, kod
turnirskog algoritma za nala�e�e maksimuma). Vreme izvrxava�a takvog
algoritma je proporcionalno visini stabla. Ako je stablo sa 𝑛 qvorova
dovo	no uravnote�eno i visina mu je 𝑂(log 𝑛), onda je ovaj pristup sasvim
dobar. Me�utim, ako stablo nije uravnote�eno, visina stabla mo�e da bude
u najgorem sluqaju 𝑛−1, pa se mora tra�iti neki drugi pristup. Tehnika
Ojlerovog obilaska je alatka za konstrukciju paralelnih algoritama na
stablima, pogodna i za neuravnote�ena stabla.

Neka je 𝑇 stablo. Pretpostavimo da je 𝑇 predstav	eno uobiqajenom
listom povezanosti, uz jednu dopunu. Kao i obiqno, postoji pokazivaq
𝐸[𝑖] na poqetak liste grana susednih qvoru 𝑖 (ako je ova lista prazna,
onda 𝐸[𝑖] ima vrednost nil). Ta lista sastoji se od slogova koji sadr�e
odgovaraju�u granu (𝑖, 𝑗) (pri tome je dovo	no smestiti samo 𝑗, jer je
𝑖 poznato) i pokazivaq 𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑎(𝑖, 𝑗) na narednu granu u listi. Svaka
neusmerena grana (𝑖, 𝑗) predstav	ena je sa dve usmerene kopije, (𝑖, 𝑗) i (𝑗, 𝑖).
Slogovi liste sadr�e i dodatni pokazivaq: slog koji odgovara grani (𝑖, 𝑗)
sadr�i pokazivaq na granu (𝑗, 𝑖). Ovo je potrebno da bi se grana (𝑗, 𝑖) mogla
brzo prona�i kad se zna adresa grane (𝑖, 𝑗). Primer ovako predstav	enog
stabla dat je na slici 10.4; pokazivaqi na kopije grana zbog preglednosti
nisu prikazani.
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Slika 10.4: Reprezentacija stabla.

Tehnika Ojlerovog obilaska zasniva se na ideji da se formira lista
grana stabla, i to onim redom kojim se grane pojav	uju u Ojlerovom ciklusu
za usmerenu verziju stabla (u ciklusu se svaka neusmerena grana pojav	uje
dva puta, po jednom u oba smera). Kad se zna ova lista, mnoge operacije
sa stablom mogu se izvesti direktno na listi, kao da je lista linearna.
Sekvencijalnim algoritmom lako se mo�e pregledati stablo i usput izvrxiti
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potrebne operacije. Ovakva "linearizacija" omogu�uje da se operacije
sa stablom efikasno izvode paralelno. Vide�emo dva primera takvih
operacija, poxto prethodno razmotrimo formira�e Ojlerovog ciklusa.

Sekvencijalno nala�e�e Ojlerovog obilaska stabla 𝑇 (u kome se svaka
grana pojav	uje dva puta) je jednostavno. Mo�e se izvesti obilazak stabla
koriste�i pretragu u dubinu, vra�aju�i se suprotno usmerenom granom
prilikom svakog povratka nazad u toku pretrage. Sliqna stvar se mo�e
izvesti i paralelno. Neka 𝑤(𝑖, 𝑗) oznaqava granu koja sledi iza grane
(𝑖, 𝑗) u ciklusu. Ispostav	a se da se 𝑤(𝑖, 𝑗) mo�e definisati slede�om
jednakox�u

𝑤(𝑖, 𝑗) =

{︂
𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑎(𝑗, 𝑖) ako 𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑎(𝑗, 𝑖) nije nil
𝐸[𝑗] u ostalim sluqajevima

,

na osnovu koje se lako paralelno izraqunava. Drugim reqima, lista grana
susednih qvoru 𝑗 prolazi se cikliqkim redosledom (ako je (𝑗, 𝑖) posled�a
grana u listi qvora 𝑗, onda se uzima prva grana iz te liste, ona na koju
pokazuje 𝐸[𝑗]). Na primer, ako krenemo od grane 𝑎 na slici 10.4, onda se
ciklus sastoji od grana 𝑎, 𝑑, 𝑔, 𝑐, 𝑓 , 𝑒, 𝑏, ℎ, i ponovo 𝑎. Qi�enica da
𝑁𝑎𝑟𝑒𝑑𝑛𝑎(𝑗, 𝑖) sledi iza (𝑖, 𝑗) u ciklusu obezbe�uje da �e grana (𝑗, 𝑖) do�i
na red posle prolaska svih grana susednih qvoru 𝑗. Prema tome, podstablo
sa korenom u 𝑗 bi�e kompletno pregledano pre povratka u qvor 𝑖.

Kad je lista grana u Ojlerovom obilasku konstruisana, proizvo	na
grana (𝑟, 𝑡) bira se za polaznu, a grana koja joj prethodi oznaqava se kao
kraj liste. Qvor 𝑟 se bira za koren stabla. Posle toga se grane algoritmom
𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜𝑣𝑖 sa slike 10.3 mogu numerisati, u skladu sa svojim polo�ajem u
listi. Neka 𝑅(𝑖, 𝑗) oznaqava rang grane (𝑖, 𝑗) u listi. Tako je, na primer,
𝑅(𝑟, 𝑡) = 2(𝑛 − 1), gde je 𝑛 broj qvorova. Prikaza�emo sada dva primera
operacija sa stablom| dolaznu numeraciju qvorova, i izraqunava�e broja
potomaka za sve qvorove.

Za granu (𝑖, 𝑗) u ciklusu ka�emo da je direktna grana ako je usmerena
od korena, odnosno da je povratna grana u protivnom. Numeracija qvorova
omogu�uje razlikova�e direktnih od povratnih grana: grana (𝑖, 𝑗) je direktna
grana ako i samo ako je 𝑅(𝑖, 𝑗) > 𝑅(𝑗, 𝑖). Poxto su dve kopije grane (𝑖, 𝑗)
povezane pokazivaqima, lako je ustanoviti koja je od �ih direktna grana.
Xta vixe, ova provera se mo�e obaviti paralelno za sve grane. Direktne
grane su interesantne, jer odre�uju redosled qvorova pri dolaznoj numeraciji.
Neka je (𝑖, 𝑗) direktna grana koja vodi do qvora 𝑗 (odnosno, qvor 𝑖 je otac
qvora 𝑗 u stablu). Ako je 𝑓(𝑖, 𝑗) broj direktnih grana koje slede iza (𝑖, 𝑗)
u listi, onda je redni broj qvora 𝑗 jednak 𝑛 − 𝑓(𝑖, 𝑗). Redni broj korena
𝑟, jedinog qvora do koga ne vodi ni jedna direktna grana, je 1. Primenom
varijante algoritma sa udvostruqava�em mo�e se izraqunati vrednost
𝑓(𝑖, 𝑗) za svaku direktnu granu (𝑖, 𝑗). Precizniju razradu algoritma ostav	amo
qitaocu kao ve�ba�e.

Drugi primer je izraqunava�e broja potomaka svakog qvora u stablu.
Neka je (𝑖, 𝑗) (jedinstvena) direktna grana koja vodi do zadatog qvora 𝑗.
Posmatrajmo grane koje slede iza grane (𝑖, 𝑗) u listi. Broj qvorova ispod
𝑗 u stablu jednak je broju direktnih grana ispod 𝑗 u stablu. Mi ve� znamo
kako se paralelno izraqunavaju vrednosti 𝑓(𝑖, 𝑗), jednake broju direktnih
grana koje slede iza grane (𝑖, 𝑗) u listi. Na sliqan naqin 𝑓(𝑗, 𝑖) je broj
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direktnih grana koje slede iza grane (𝑗, 𝑖) u listi. Lako je videti da je
broj potomaka qvora 𝑗 jednak 𝑓(𝑖, 𝑗)−𝑓(𝑗, 𝑖). Vreme izvrxava�a oba opisana
algoritma na modelu EREW je 𝑇 (𝑛, 𝑛) = 𝑂(log 𝑛)

10.4 Algoritmi za mre�e raqunara

Mre�e raqunara mogu se modelirati grafovima, obiqno neusmerenim.
Procesori odgovaraju qvorovima, a dva qvora su povezana granom ako
postoji direktna veza izme�u odgovaraju�ih procesora. Svaki procesor
ima svoju lokalnu memoriju, a posredstvom mre�e mo�e da pristupi lokalnim
memorijama drugih procesora. Prema tome, sva memorija je na neki naqin
zajedniqka, ali cena pristupa nekoj promen	ivoj zavisi od lokacija procesora
i promen	ive. Pristup �e	enoj promen	ivoj mo�e biti brz koliko i
lokalni pristup (ako je promen	iva u istom procesoru), ili toliko spor
koliko i prolazak kroz celu mre�u (u sluqaju kad graf ima oblik niza
povezanih qvorova). Traja�e pristupa je negde izme�u ove dve krajnosti.
Procesori komuniciraju razmenom poruka. Kad procesor treba da pristupi
promen	ivoj smextenoj u lokalnoj memoriji drugog procesora, on xa	e
poruku sa zahtevom za promen	ivom. Poruka se usmerava kroz mre�u.

Vixe razliqitih grafova koriste se za mre�e raqunara. Najjednostavniji
me�u �ima su linearni niz, prsten, binarno stablo, zvezda i dvodimenzi-
onalna mre�a. Efikasnost komunikacije raste sa brojem grana u mre�i.
Me�utim, grane su skupe | to se mo�e objasniti pove�a�em povrxine koju
zauzimaju veze, a time pove�a�em dimenzija mre�e i vremena komunikacije.
Zbog toga se obiqno tra�i kompromis. Ne postoji tip grafa koji je univerzalno
dobar. Pogodnost odre�enog grafa bitno zavisi od naqina komunicira�a
u okviru konkretnog algoritma. Me�utim, postoje neke osobine grafova,
koje mogu biti vrlo korisne za vixe razliqitih algoritama. U nastavku
�emo ih navesti, kao i primere mre�a raqunara.

Bitan parametar mre�e je dijametar odgovaraju�eg grafa, tj. najve�e
rastoja�e neka dva qvora. Dijametar odre�uje maksimalni broj grana na
putu poruka do odredixta. Dvodimenzionalna mre�a 𝑛×𝑛 ima dijametar
2𝑛, a kompletno binarno stablo sa 𝑛 qvorova ima dijametar 2 log2(𝑛+1)−2.
prema tome mo�e da isporuqi poruku mnogo br�e nego dvodimenzionalna
mre�a. S druge strane, stablo ima usko grlo, jer sav saobra�aj iz jedne
u drugu polovinu stabla prolazi kroz koren. Dvodimenzionalna mre�a
nema usko grlo i vrlo je simetriqna, xto je va�no za algoritme u kojima
je komunikacija simetriqna.

Hiperkocka je popularna struktura koja kombinuje prednosti visoke
simetrije, malog dijametra, mnoxtva alternativnih puteva izme�u dva
qvora i odsustva uskih grla. 𝑑-dimenzionalna hiperkocka sastoji se od
𝑛 = 2𝑑 procesora. Adrese procesora su 𝑑-torke brojeva iz skupa {0, 1} (koje
se mogu kodirati brojevima od 0 do 2𝑑 − 1). Prema tome, svaka adresa se
sastoji od 𝑑 bita. Procesor 𝑃𝑖 je povezan sa procesorom 𝑃𝑗 ako i samo ako
se binarni zapis 𝑖 razlikuje od binarnog zapisa 𝑗 na taqno jednom bitu.
Rastoja�e izme�u proizvo	na dva procesora je uvek ma�e ili jednako od 𝑑,
jer se od 𝑃𝑖 do 𝑃𝑗 mo�e do�i promenom najvixe 𝑑 bita, jednog po jednog. Na
slici 10.5 prikazana je qetvorodimenzionalna hiperkocka. Hiperkocka
obezbe�uje bogatstvo veza, jer postoji mnogo razliqitih puteva izme�u
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svaka dva procesora (odgovaraju�i biti mogu se me�ati proizvo	nim redosledom).
Hiperkocka se mo�e tako�e kombinovati sa nekom drugom mre�om, na
primer ume�u�i mre�e umesto temena hiperkocke. U primeni se pojav	uju
i druge strukture mre�a.

u u

uu

u u

uu
u u

uu

u u

uu

Slika 10.5: Qetvorodimenzionalna hiperkocka.

10.4.1 Sortira�e na nizu

Razmotri�emo najpre jednostavan problem sortira�a na nizu procesora.
Na raspolaga�u je 𝑛 procesora 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 i zadato je 𝑛 brojeva 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛.
Svaki procesor quva jedan ulazni podatak. Ci	 je preraspodeliti brojeve
me�u procesorima tako da najma�i od �ih bude u 𝑃1, slede�i u 𝑃2, itd.
U opxtem sluqaju mogu�e je dode	iva�e vixe ulaznih podataka jednom
procesoru. Vide�emo da se algoritam mo�e prilagoditi i takvim uslovima.
Procesori su povezani u linearni niz: procesor 𝑃𝑖 je povezan sa procesorom
𝑃𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛−1. Poxto svaki procesor mo�e da komunicira samo sa
susedima, upore�iva�e i razmenu podataka mogu�e je vrxiti samo izme�u
elemenata koji su susedni u nizu. U najgorem sluqaju algoritam zahteva
izvrxava�e 𝑛 − 1 koraka, koliko je potrebno da se podatak premesti sa
jednog na drugi kraj niza. Algoritam se u osnovi izvrxava na slede�i
naqin. Svaki procesor upore�uje svoj broj sa brojem jednog od svojih suseda,
razme�uje brojeve ako je �ihov redosled pogrexan, a zatim isti posao
obav	a sa drugim susedom (susedi se moraju sme�ivati, jer bi se u protivnom
upore�ivali uvek isti brojevi). Isti proces nastav	a se sve dok brojevi
ne budu pore�ani na �e	eni naqin. Koraci se dele na neparne i parne.
U neparnim koracima procesori sa neparnim indeksom upore�uju svoje sa
brojevima svojih desnih suseda; u parnim koracima procesori sa parnim
indeksom upore�uju svoje sa brojevima svojih desnih suseda (slika 10.6).
Na taj naqin su svi procesori sinhronizovani i upore�iva�e uvek vrxe
procesori koji to i treba da rade. Ako procesor nema odgovaraju�eg suseda
(na primer prvi procesor u drugom koraku), on u toku tog koraka miruje.
Ovaj algoritam se zove sortira�e parno-neparnim transpozicijama,
videti sliku 10.7. Primer rada algoritma prikazan je na slici 10.8.
Primetimo da se u ovom primeru sortira�e zavrxava posle samo xest
koraka. Ipak, raniji zavrxetak texko je otkriti u mre�i. Prema tome,
bo	e je ostaviti algoritam da se izvrxava do svog zavrxetka u najgorem
sluqaju.



131 10. Paralelni algoritmi

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

Slika 10.6: Sortira�e parno-neparnim transpozicijama.

Algoritam Sortiranje na nizu(𝑥, 𝑛);

Ulaz: 𝑥 (niz sa 𝑛 elemenata, pri qemu je 𝑥𝑖 u procesoru 𝑃𝑖).

Izlaz: 𝑥 (sortirani niz, tako da je 𝑖-ti najma�i elemenat u 𝑃𝑖).

begin

do in parallel ⌈𝑛/2⌉ puta
𝑃2𝑖−1 i 𝑃2𝑖 upore�uju svoje elemente i po potrebi ih razme�uju;

{za sve 𝑖, takve da je 1 < 2𝑖 ≤ 𝑛}
𝑃2𝑖 i 𝑃2𝑖+1 upore�uju svoje elemente i po potrebi ih razme�uju;

{za sve 𝑖, takve da je 1 ≤ 2𝑖 < 𝑛}
{ako je 𝑛 neparno, ovaj korak se izvrxava samo ⌊𝑛/2⌋ puta}

end

Slika 10.7: Algoritam za sortira�e na nizu procesora.
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Slika 10.8: Primer sortira�a parno-neparnim transpozicijama.
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Algoritam 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑛𝑎 𝑛𝑖𝑧𝑢 izgleda prirodno i jasno, ali dokaz
ispravnosti �egovog rada nije trivijalan. Na primer, elemenat se u nekim
koracima mo�e uda	avati od svog konaqnog polo�aja. U primeru na slici 10.8
broj 5 se kre�e ulevo dva koraka pre nego xto poqne sa kreta�em udesno,
a 3 ide do levog kraja i ostaje tamo tri koraka pre nego xto krene nazad
udesno. Dokaz ispravnosti rada paralelnih algoritama nije jednostavan,
zbog me�uzavisnosti delova�a razliqitih procesora. Ponaxa�e jednog
procesora utiqe na sve ostale procesore, pa je obiqno texko usredsrediti
se na jedan procesor i dokazati da je to xto on radi ispravno; moraju se
posmatrati svi procesori zajedno.

Teorema 15. Na kraju izvrxava�a algoritma 𝑆𝑜𝑟𝑡𝑖𝑟𝑎𝑛𝑗𝑒 𝑛𝑎 𝑛𝑖𝑧𝑢 dati
brojevi su sortirani.

Dokaz. Dokaz se izvodi indukcijom po broju elemenata. Pri tome se tvr-
�e�e malo pojaqava: sortira�e se zavrxava posle 𝑛 koraka, bez obzira
da li je prvi korak paran ili neparan. Za 𝑛 = 2 sortira�e se zavrxava
posle najvixe dva koraka; sortira�e traje dva koraka ako je prvi korak
neparan. Pretpostavimo da je teorema taqna za 𝑛 procesora, i posmatrajmo
sluqaj 𝑛+ 1 procesora. Skoncentriximo pa��u na maksimalni elemenat,
i pretpostavimo da je to 𝑥𝑚 (u primeru na slici 10.8 to je 𝑥5). U prvom
koraku 𝑥𝑚 se upore�uje sa 𝑥𝑚−1 ili 𝑥𝑚+1, zavisno od toga da li je𝑚 parno
ili neparno. Ako je 𝑚 parno, nema zamene jer je 𝑥𝑚 ve�e od 𝑥𝑚−1. Ishod
je isti kao u sluqaju da je broj 𝑥𝑚 na poqetku bio u procesoru 𝑃𝑚−1, i
da je zamena bila izvrxena. Prema tome, bez gubitka opxtosti mo�e se
pretpostaviti da je𝑚 neparno. U tom sluqaju broj 𝑥𝑚 se upore�uje sa 𝑥𝑚+1,
zame�uje, i kao najve�i se premexta korak po korak udesno (dijagonalno na
slici 10.8), sve dok ne do�e na mesto 𝑥𝑛+1, a onda ostaje tamo. To je pozicija
koju 𝑥𝑚 i treba da zauzme, pa sortira�e ispravno tretira maksimalni
element.

Pokaza�emo sada indukcijom da je i sortira�e ostalih 𝑛 elemenata
korektno. Posmatrajmo dijagonalu nastalu kreta�em maksimalnog elemenata
(videti sliku 10.9). Upore�iva�a u kojima uqestvuje maksimalni elemenat
se ignorixu. Upore�iva�a delimo na dve grupe, ona ispod, i ona iznad
dijagonale. Zatim "transliramo" trougao iznad dijagonale za jedno po	e
nani�e i jedno po	e ulevo. Drugim reqima, za upore�iva�a u gor�em
trouglu korak 𝑖 se sada zove 𝑖+1. Na primer, posmatrajmo upore�iva�a 1 sa
8 i 4 sa 2 u prvom koraku na slici 10.8. Prvo upore�iva�e je na dijagonali,
pa se ignorixe; drugo je iznad dijagonale, pa se smatra delom koraka 2,
umesto koraka 1. Prema tome, korak 2 sastoji se od upore�iva�a 7 sa 5, 6
sa 1, i 4 sa 2. Me�utim, ovo je regularni parni korak sa samo 𝑛 elemenata.
Korak 1 i sva upore�iva�a u kojima uqestvuje maksimalni elemenat se
sada mogu prosto ignorisati, posle qega su preostala upore�iva�a identiqna
sa nizom upore�iva�a koja se izvode pri izvrxava�u algoritma sa 𝑛
elemenata (pri qemu je prvi korak neparan). Prema induktivnoj hipotezi
sortira�e 𝑛 elemenata se izvodi korektno; prema tome, i sortira�e svih
𝑛 + 1 elemenata je korektno, a zavrxava se posle 𝑛 + 1 koraka.

Do sada smo razmatrali sluqaj jednog elementa po procesoru. Pret-
postavimo sada da svaki procesor pamti 𝑘 elemenata, i razmotrimo za
poqetak sluqaj samo dva procesora. Pretpostavimo da je ci	 da procesori
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Slika 10.9: Korak indukcije u dokazu ispravnosti sortira�a parno-
neparnim transpozicijama, Teorema 15.

me�usobno razmene elemente, tako da 𝑘 najma�ih elemenata do�u u 𝑃1,
a 𝑘 najve�ih u 𝑃2. Jasno je da u najgorem sluqaju svi elementi moraju
biti razme�eni, pa je tada broj razmena elemenata 2𝑘. Sortira�e se mo�e
izvesti ponav	a�em slede�eg koraka sve dok je potrebno: 𝑃1 xa	e svoj
najve�i elemenat u 𝑃2, a 𝑃2 svoj najma�i elemenat u 𝑃1. Proces se zavrxava
u trenutku kad je najve�i elemenat u 𝑃1 ma�i ili jednak od najma�eg
elementa u 𝑃2. Ovaj korak zove se objedi�ava�e-razdvaja�e. Koriste�i ovaj
korak kao osnovni u sortira�u parno-neparnim transpozicijama, dobija
se uopxte�e sortira�a na sluqaj vixe elemenata po procesoru.

Iako je ovakav algoritam sortira�a optimalan za niz procesora, �egova
efikasnost je mala. Imamo 𝑛 procesora koji izvrxavaju 𝑛 koraka; prema
tome, ukupan broj koraka je 𝑛2. Mala efikasnost𝑂(log 𝑛/𝑛) nije iznena�uju�a,
jer efikasan algoritam za sortira�e mora imati mogu�nost da zame�uje
mesta me�usobno uda	enim elementima. Niz procesora ne omogu�uje takve
zamene. U slede�em ode	ku prikaza�emo specijalizovane mre�e za efikasno
sortira�e.

10.4.2 Mre�e za sortira�e

Kad konstruixemo efikasan sekvencijalni algoritam, interesuje nas
samo ukupan broj koraka. U sluqaju konstrukcije paralelnih algoritama,
ci	 je uqiniti korake xto nezavisnijim. Posmatrajmo sortira�e objedi�ava�em.
Dva rekurzivna poziva su potpuno nezavisna i mogu se izvrxiti paralelno.
Me�utim, objedi�ava�e kao deo algoritma izvrxava se na sekvencijalni
naqin. U izlazni niz se 𝑖-ti elemenat stav	a tek kad je tamo ve� stav	eno
prvih 𝑖−1 elemenata. Ako nam po�e za rukom paralelizacija objedi�ava�a,
onda �emo mo�i da paralelizujemo i sortira�e objedi�ava�em.

Opisa�emo sada drugaqiji algoritam objedi�ava�a, zasnovan na tehnici
razlaga�a. Pretpostavimo zbog jednostavnosti da je 𝑛 stepen dvojke. Neka
su 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛; 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 dva sortirana niza koje treba objediniti,
i neka je 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥2𝑛 rezultat �ihovog objedi�ava�a. Specijalno je,
na primer, 𝑥1 = min{𝑎1, 𝑏1} i 𝑥2𝑛 = max{𝑎𝑛, 𝑏𝑛}. Potrebno je objediniti
razliqite delove ovih nizova paralelno, tako da �ihovo kompletno objedi�ava�e
bude jednostavno. Ci	 se mo�e posti�i podelom dva niza na po dva dela
| sa neparnim, odnosno parnim indeksima. Svaki deo se objedi�ava sa
odgovaraju�im delom drugog niza, a onda se kompletira objedi�ava�e.
Neka je 𝑜1, 𝑜2, . . . , 𝑜𝑛 objedi�eni redosled neparnih nizova 𝑎1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛−1;
𝑏1, 𝑏3, . . ., 𝑏𝑛−1, i neka je 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 objedi�eni redosled parnih nizova
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𝑎2, 𝑎4, . . . , 𝑎𝑛; 𝑏2, 𝑏4, . . . , 𝑏𝑛. Oqigledno je 𝑥1 = 𝑜1 i 𝑥2𝑛 = 𝑒𝑛. Naredna
teorema pokazuje da se i ostatak objedi�ava�a tako�e lako izvodi.

Teorema 16. U skladu sa uvedenim oznakama, za 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 va�i
𝑥2𝑖 = min{𝑜𝑖+1, 𝑒𝑖} i 𝑥2𝑖+1 = max{𝑜𝑖+1, 𝑒𝑖}.

Dokaz. Zbog jednostavnosti se pod parnim, odnosno neparnim elementima
podrazumevaju elementi nizova 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 sa parnim, odnosno neparnim indeksom.
Razmotrimo elemenat 𝑒𝑖. Poxto je 𝑒𝑖 𝑖-ti elemenat u sortiranom redosledu
parnih nizova, 𝑒𝑖 je ve�e ili jednako od bar 𝑖 parnih elemenata u oba niza.
Me�utim, svakom parnom elementu koji je ma�i ili jednak od 𝑒𝑖 odgovara
jox jedan neparni elemenat koji je tako�e ma�i ili jednak od 𝑒𝑖 (jer smo
poxli od dva sortirana niza). Prema tome, 𝑒𝑖 je ve�e ili jednako od bar
2𝑖 elemenata iz oba niza. Drugim reqima, ustanovili smo da je 𝑒𝑖 ≥ 𝑥2𝑖.
Na sliqan naqin, 𝑜𝑖+1 je ve�e ili jednako od bar 𝑖+1 neparnih elemenata,
iz qega sledi da je ve�e ili jednako od bar 2𝑖 elemenata ukupno (za svaki
neparan elemenat sem prvog, koji je ma�i ili jednak od 𝑜𝑖+1, postoji jox
jedan parni elemenat koji je ma�i ili jednak od 𝑜𝑖+1). Prema tome, va�i
i nejednakost 𝑜𝑖+1 ≥ 𝑥2𝑖. Specijalno, za 𝑖 = 𝑛 − 1 dobija se 𝑒𝑛−1 ≥ 𝑥2𝑛−2

i 𝑜𝑛 ≥ 𝑥2𝑛−2, pa poxto je 𝑒𝑛 = 𝑥2𝑛, tvr�e�e teoreme je taqno za 𝑖 = 𝑛− 1.
Stav	aju�i da	e u gor�e nejednakosti redom 𝑖 = 𝑛−2, 𝑛−3, . . . , 1, dobijamo
da je tvr�e�e teoreme taqno i za ostale vrednosti 𝑖, qime je zavrxen dokaz
teoreme.

Va�na posledica Teoreme 16 je da se kompletno objedi�ava�e nizova
𝑜1, 𝑜2, . . . , 𝑜𝑛 i 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 mo�e izvrxiti u jednom paralelnom koraku.
Ostatak posla izvrxavaju rekurzivni pozivi opisanog algoritma. Konstrukcija
paralelnog algoritma sledi direktno iz teoreme. Slika 10.10 ilustruje
rekurzivnu konstrukciju objedi�ava�a, a na slici 10.11 se vidi primer
kompletnog sortira�a, koje se zove sortira�e parno-neparnim objedi�ava�em.
Pravougaonici na levoj strani slike 10.11, oznaqeni sa "𝑛/2 sortira�e",
predstav	aju rekurzivne kopije kompletne mre�e za sortira�e, koje sortiraju
po 𝑛/2 brojeva.

Slo�enost. Diferencna jednaqina za ukupan broj koraka 𝑇𝑀 (𝑛) za
objedi�ava�e je 𝑇𝑀 (2𝑛) = 2𝑇𝑀 (𝑛) + 𝑛 − 1, 𝑇𝑀 (1) = 1. Iz toga sledi
da je ukupan broj upore�iva�a 𝑂(𝑛 log 𝑛), u pore�e�u sa sekvencijalnim
algoritmom koji zahteva samo𝑂(𝑛) koraka. Dubina rekurzije, koja odgovara
broju paralelnih koraka, je 𝑂(log 𝑛). Diferencna jednaqina za ukupan broj
koraka 𝑇𝑆(𝑛) za sortira�e parno{neparnim objedi�ava�em je 𝑇𝑆(2𝑛) =
2𝑇𝑆(𝑛) +𝑂(𝑛 log 𝑛), 𝑇𝑆(2) = 1. �eno rexe�e je 𝑇𝑆(𝑛) = 𝑂(𝑛 log2 𝑛). Mre�a
sadr�i po 𝑛 procesora u svakoj "koloni", a �ena dubina (tj. broj kolona)
je 𝑂(log2 𝑛), pa je ukupan broj procesora u mre�i 𝑂(𝑛 log2 𝑛). Primetimo
da bi se istih 𝑛 procesora mogli koristiti u svim kolonama, ali oni bi
tada morali biti skoro potpuno ispovezivani. Jedini tip izraqunava�a
u mre�i je upore�iva�e i eventualna zamena, pa su potrebni jednostavni
procesori koji se sastoje od komparatora sa dva ulaza i dva izlaza.



135 10. Paralelni algoritmi

𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑎4

𝑎5

𝑎6

𝑎7

𝑎8

tttttttt
𝑏1
𝑏2
𝑏3
𝑏4
𝑏5
𝑏6
𝑏7
𝑏8

tttttttt

𝑛
2
= 4

tttt
t
t
t
t
t
t
t
t
t
t
t

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

𝑥6

𝑥7

𝑥8

𝑥9

𝑥10

𝑥11

𝑥12

𝑥13

𝑥14

𝑥15

𝑥16t

𝑜6
𝑒5
𝑜7
𝑒6
𝑜8
𝑒7
𝑒8

𝑜1
𝑜2
𝑒1
𝑜3
𝑒2
𝑜4
𝑒3
𝑜5
𝑒4

va�e

di�a-

obje-

𝑛
2
= 4

kolo za

va�e

di�a-

obje-

kolo za

Slika 10.10: Kolo za parno{neparno objedi�ava�e dva niza od po 𝑛 = 8
elemenata.
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Slika 10.11: Primer sortira�a 16 brojeva pomo�u kola za sortira�e
parno-neparnim objedi�ava�em.
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10.4.3 Nala�e�e 𝑘-tog najma�eg elementa na stablu

Pretpostavimo sada da je mre�a raqunara kompletno binarno stablo
visine ℎ− 1 sa 𝑛 = 2ℎ−1 listova, odnosno 2ℎ − 1 procesora, pridru�enih
qvorovima stabla. Ulaz je niz 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, pri qemu se u poqetnom trenutku
𝑥𝑖 quva u listu 𝑖. Raqunari u obliku stabla koriste se npr. u vezi sa
obradom slika, pri qemu listovi odgovaraju elementima ulaznog niza
a algoritmi koji ih obra�uju su hijerarhijski. Ovde �emo razmotriti
problem nala�e�a 𝑘-tog najma�eg elementa.

Podsetimo se najpre sekvencijalnog algoritma za nala�e�e 𝑘-tog naj-
ma�eg elementa. Zbog jednostavnosti pretpostavimo da su elementi niza
razliqiti. Algoritam je probabilistiqki. U svakom koraku bira se sluqajni
elemenat 𝑥 kao pivot. Rang elementa 𝑥 izraqunava se upore�iva�em 𝑥 sa
svim ostalim elementima, a onda se eliminixu elementi koji su ma�i ili
ve�i od 𝑥, zavisno od toga da li je rang ma�i ili ve�i od 𝑘. Izvrxava�e
algoritma obustav	a se u trenutku kad je rang pivota 𝑘. Oqekivani broj
iteracija je 𝑂(log 𝑛), a oqekivani broj upore�iva�a je 𝑂(𝑛). Postoje tri
razliqite faze u svakoj iteraciji algoritma: (1) izbor sluqajnog elementa,
(2) izraqunava�e �egovog ranga, i (3) eliminacija. Opisa�amo efikasnu
paralelnu realizaciju svake od faza.

Izbor sluqajnog elementa mo�e se posti�i organizova�em turnira na
stablu. Svaki list xa	e svoj broj ocu, gde se on "takmiqi" sa brojem
brata. Pobednik u partiji odre�uje se baca�em novqi�a. Broj koji je
pobedio prelazi u drugo kolo takmiqe�a | ide uvis po stablu. Proces
se nastav	a sve dotle dok koren stabla ne izabere taqno jedan broj kao
ukupnog pobednika (ovaj postupak je regularan samo u prvoj iteraciji;
razmotri�emo kasnije kako ga treba popraviti, da bi radio ispravno i
kad su neki elementi eliminisani). Broj{pobednik se zatim xa	e niz
stablo do svih listova, nivo po nivo; u procesu sla�a uqestvuje svaki
qvor stabla, xa	u�i dobijeni broj i levom i desnom sinu. Poxto svi
listovi saznaju koji je broj pivot, oni svoje brojeve mogu da uporede sa
pivotom u jednom paralelnom koraku. Listovi zatim xa	u navixe, svom
ocu, jedinicu, ako je �ihov broj ma�i ili jednak od pivota, odnosno nulu
u protivnom. Rang pivota je broj jedinica poslatih navixe. Sabira�e
brojeva koji se xa	u navixe lako se izvodi tako xto svaki qvor sabira
brojeve dobijene od sinova. Posle toga koren xa	e nani�e rang pivota, i
svaki list mo�e nezavisno da ustanovi da li treba eliminixe svoj broj.
Ukupno postoje qetiri "talasa" komunikacije u svakoj iteraciji: (1) uz
stablo da bi se izabrao pivot, (2) niz stablo, da bi se pivot poslao do
listova, (3) uz stablo, da bi se izraqunao rang pivota, i (4) niz stablo se
xa	e rang pivota.

Posle prve iteracije pojav	uje se jedan problem; poxto su neki elementi
eliminisani, takmiqari vixe nisu ravnopravni. Posmatrajmo, na primer,
ekstremni sluqaj kad su u jednoj polovini stabla eliminisani svi listovi
sem jednog. Preostali elemenat u toj polovini stabla "provu�i" �e se do
"finala" bez ikakvog takmiqe�a, a onda �e biti izabran sa verovatno�om
1/2, dok je verovatno�a izbora ostalih elemenata mnogo ma�a. Voleli
bismo da oquvamo uniformnost raspodele verovatno�a prilikom izbora
pivota u svakoj iteraciji. Uniformnost se mo�e oquvati na slede�i naqin.
Procesori, qiji su brojevi eliminisani u prethodnim kolima, xa	u navixe
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specijalnu vrednost nil, koju svaki elemenat pobe�uje. Svakom elementu
koji uqestvuje u takmiqe�u pridru�uje se brojaq, qija je poqetna vrednost
1. Brojaq pokazuje koliko je stvarnih "protivnika" uqestvovalo u delu
turnira, iz koga je elemenat izaxao kao pobednik (odnosno broj neeliminisanih
elemenata u podstablu qvora, u kome se nalazi elemenat). Kad elemenat
pobedi u partiji u nekom qvoru stabla, on se upu�uje navixe, a vrednost
�egovog brojaqa pove�ava se za vrednost brojaqa �egovog pora�enog protivnika
(kao u filmu "Gorxtak"). Partije se odigravaju sa "nesimetriqnim" novqi�em,
kod koga je odnos verovatno�a nule i jedinice jednak odnosu vrednosti
brojaqa dva takmiqara. Ako su brojaqi igraqa 𝑝, odnosno 𝑞, onda prvi
igraq pobe�uje sa verovatno�om 𝑝/(𝑝+𝑞), a drugi sa verovatno�om 𝑞/(𝑝+𝑞).
Na primer, ako je u prvoj partiji 𝑥 pobedio igraqa 𝑦, a 𝑧 proxao da	e bez
borbe, onda brojaqi elemenata 𝑥, odnosno 𝑧 imaju vrednosti 2, odnosno 1. U
igri 𝑥 protiv 𝑧 koristi se novqi� koji je naklo�en elementu 𝑥, odnosno
dode	uje mu prednost u odnosu 2 : 1. Rezultat je da 𝑧 ima verovatno�u
1/3 pobede u ovoj partiji, a 𝑥 i 𝑦 sa verovatno�om (1/2) · (2/3) = 1/3
pobe�uju u obe svoje partije. Indukcijom se pokazuje da ovakav proces
izbora obezbe�uje da u svakom kolu svi elementi se jednakom verovatno�om
mogu biti izabrani za pivot.

Slo�enost. Broj paralelnih koraka u svakoj iteraciji jednak je qet-
vorostrukoj visini stabla. Poxto ovaj algoritam eliminixe elemente
na potpuno isti naqin kao i sekvencijalni algoritam, oqekivani broj
iteracija je𝑂(log 𝑛). Prema tome, oqekivano vreme izvrxava�a je𝑂(log2 𝑛).

10.4.4 Mno�e�e matrica na dvodimenzionalnoj mre�i

Mre�a raqunara koju �emo sada razmotriti je dvodimenzionalna mre�a
𝑛×𝑛. Procesor 𝑃 [𝑖, 𝑗] nalazi se u preseku 𝑖-te vrste i 𝑗-te kolone, i povezan
je sa procesorima 𝑃 [𝑖, 𝑗+1], 𝑃 [𝑖+1, 𝑗], 𝑃 [𝑖, 𝑗−1] i 𝑃 [𝑖−1, 𝑗]. Pretpostav	a
se da su suprotni krajevi mre�e me�usobno povezani, odnosno da mre�a
liqi na torus. Tako, na primer, 𝑃 [0, 0] je povezan sa 𝑃 [0, 𝑛−1] i 𝑃 [𝑛−1, 0],
pored 𝑃 [0, 1] 𝑃 [1, 0], videti sliku 10.12. Drugim reqima, sva sabira�a i
oduzima�a indeksa vrxe se po modulu 𝑛 (opseg vrednosti za indekse 𝑖, 𝑗 je
0, 1, . . . , 𝑛− 1). Algoritam koji prikazujemo je simetriqniji i elegantniji
uz ovu pretpostavku; �egovo vreme izvrxava�a jednako je (do na konstantni
faktor) vremenu izvrxava�a na obiqnoj mre�i (onoj koja nije presavija�em
povezana kao torus).

Problem. Date su dve 𝑛× 𝑛 matrice 𝐴 i 𝐵, tako da su �ihovi elementi
𝐴[𝑖, 𝑗] i 𝐵[𝑖, 𝑗] u procesoru 𝑃 [𝑖, 𝑗]. Izraqunati 𝐶 = 𝐴𝐵, tako da elemenat
𝐶[𝑖, 𝑗] bude u procesoru 𝑃 [𝑖, 𝑗].

Koristi�emo obiqan algoritam za mno�e�e matrica. Problem je premestiti
podatke tako da se pravi brojevi na�u na pravom mestu u pravom trenutku.
Posmatrajmo elemenat 𝐶[0, 0] =

∑︀𝑛−1
𝑘=0 𝐴[0, 𝑘]·𝐵[𝑘, 0], koji je jednak proizvodu

prve vrste matrice 𝐴 i prve kolone matrice 𝐵; redni brojevi vrsta i
kolona su pri ovakvom oznaqava�u za jedan ve�i od �ihovih indeksa.
Voleli bismo da broj 𝐶[0, 0] bude izraqunat u procesoru 𝑃 [0, 0]. Ovo se
mo�e posti�i cikliqkim pomera�em prve vrste 𝐴 ulevo, i istovremenim
cikliqkim pomera�em prve kolone𝐵 uvis, korak po korak. U prvom koraku
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Slika 10.12: Dvodimenzionalna presavijena mre�a.

𝑃 [0, 0] sadr�i 𝐴[0, 0] i 𝐵[0, 0] i izraqunava �ihov proizvod; u drugom
koraku 𝑃 [0, 0] dobija 𝐴[0, 1] (od desnog suseda) i 𝐵[1, 0] (od suseda ispod
sebe) i �ihov proizvod dodaje parcijalnoj sumi, itd. Vrednost 𝐶[0, 0] se
tako izraqunava posle 𝑛 koraka.

Problem je obezbediti da svi procesori obav	aju isti ovakav posao, a
svi moraju da dele podatke me�usobno. Potrebno je da podatke preuredimo
tako da ne samo 𝑃 [0, 0], nego i svi ostali procesori dobiju sve potrebne
podatke. Ideja je da se podaci u matricama ispremextaju na takav naqin,
da svaki procesor u svakom koraku dobije dva broja qiji proizvod treba
da izraquna. Bitan je dakle poqetni raspored podataka. Problem rexava
poqetni raspored takav da procesor 𝑃 [𝑖, 𝑗] ima elemente 𝐴[𝑖, 𝑖 + 𝑗] i 𝐵[𝑖 +
𝑗, 𝑗], odnosno da drugi indeks elementa𝐴 bude jednak prvom indeksu elementa
𝐵 (pri qemu se, kao xto je reqeno, indeksi raqunaju po modulu 𝑛). Poxto se
formira ovakav raspored, svaki korak se sastoji od istovremenog cikliqkog
pomera�a vrsta 𝐴 i kolona 𝐵, qime 𝑃 [𝑖, 𝑗] dobija elemente 𝐴[𝑖, 𝑖 + 𝑗 + 𝑘]
i 𝐵[𝑖 + 𝑗 + 𝑘, 𝑗], 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, upravo one elemente koji su mu potrebni.
Do poqetnog rasporeda mo�e se do�i cikliqkim pomera�em vrste 𝐴 sa
indeksom 𝑖 za 𝑖 mesta ulevo, a kolone 𝐵 sa indeksom 𝑖 za 𝑖 mesta navixe,
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1. Algoritam je prikazan na slici 10.13. Na slici 10.1
prikazano je formira�e poqetnog rasporeda elemenata matrica za 𝑛 = 4.
Leva strana pokazuje poqetno sta�e podataka, a desna �ihov razmextaj
posle izvrxava�a poqetnih cikliqkih pomera�a.

Slo�enost. Poqetna cikliqka pomera�a vrsta 𝐴 traju 𝑛/2 paralelnih
koraka (kad broj pomera�a postane ve�i od 𝑛/2, pomera�a se izvode u
suprotnom smeru| udesno umesto ulevo); isto va�i i za poqetna pomera�a
kolona 𝐵. U narednih 𝑛 koraka izvode se u svakom procesoru izraqunava�a
i pomera�a. Ti koraci mogu se izvrxiti paralelno. Ukupno vreme izvrxava�a
je𝑂(𝑛). Efikasnost algoritma je𝑂(1), ako upore�ujemo paralelni algoritam
sa obiqnim sekvencijalnim mno�e�em matrica slo�enosti𝑂(𝑛3). Efikasnost
je asimptotski ma�a, ako paralelni algoritam upore�ujemo sa npr. Xtra-
senovim algoritmom.
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Algoritam Množenje matrica(𝐴,𝐵);

Ulaz: 𝐴 i 𝐵 (𝑛× 𝑛 matrice).

Izlaz: 𝐶 (proizvod 𝐴𝐵).

begin

for 𝑖 := 0 to 𝑛− 1 do in parallel

cikliqki pomeri ulevo vrstu 𝑖 matrice 𝐴 za 𝑖 mesta;

{odnosno, izvrxi 𝐴[𝑖, 𝑗] := 𝐴[𝑖, (𝑗 + 1)mod𝑛] 𝑖 puta}
for 𝑗 := 0 to 𝑛− 1 do in parallel

cikliqki pomeri navixe kolonu 𝑗 matrice 𝐵 za 𝑗 mesta;

{odnosno, izvrxi 𝐵[𝑖, 𝑗] := 𝐵[(𝑖+ 1)mod𝑛, 𝑗] 𝑗 puta}
{podaci su sada na �e	enim poqetnim pozicijama}
for sve parove 𝑖, 𝑗 do in parallel

𝐶[𝑖, 𝑗] := 𝐴[𝑖, 𝑗] ·𝐵[𝑖, 𝑗];

for 𝑘 := 1 to 𝑛− 1 do

for sve parove 𝑖, 𝑗 do in parallel

𝐴[𝑖, 𝑗] := 𝐴[𝑖, (𝑗 + 1)mod𝑛];

𝐵[𝑖, 𝑗] := 𝐵[(𝑖+ 1)mod𝑛, 𝑗];

𝐶[𝑖, 𝑗] := 𝐶[𝑖, 𝑗] +𝐴[𝑖, 𝑗] ·𝐵[𝑖, 𝑗]

end

Slika 10.13: Algoritam za paralelno mno�e�e matrica na mre�i.

𝑎00 𝑎01 𝑎02 𝑎03 𝑎01 𝑎02 𝑎03 𝑎00
𝑏00 𝑏01 𝑏02 𝑏03 𝑏10 𝑏21 𝑏32 𝑏03
𝑎10 𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎12 𝑎13 𝑎10 𝑎11
𝑏10 𝑏11 𝑏12 𝑏13 𝑏20 𝑏31 𝑏02 𝑏13
𝑎20 𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎23 𝑎20 𝑎21 𝑎22
𝑏20 𝑏21 𝑏22 𝑏23 𝑏30 𝑏01 𝑏12 𝑏23
𝑎30 𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎30 𝑎31 𝑎32 𝑎33
𝑏30 𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏00 𝑏11 𝑏22 𝑏33

Tabela 10.1: Poqetno razmexta�e elemenata matrica | priprema za
paralelno mno�e�e.

10.5 Sistoliqki algoritmi

Sistoliqka arhitektura liqi na pokretnu traku u fabrici. Procesori su
obiqno raspore�eni na vrlo pravilan naqin (najqex�e u obliku jednodimenzionalnog
ili dvodimenzionalnog po	a), a podaci se kroz �ih ritmiqki pomeraju.
Svaki procesor izvrxava jednostavne operacije sa podacima koje je dobio
u prethodnom koraku, a svoje rezultate dotura slede�oj "stanici". Svaki
procesor mo�e da sadr�i malu lokalnu memoriju. Ulazi se najqex�e
"utiskuju" u sistem jedan po jedan, umesto da se svi odjednom upixu u neke
memorijske lokacije. Prednost sistoliqke arhitekture je efikasnost, i
u hardverskom pogledu (procesori su specijalizovani i jednostavni) i
u pogledu brzine (minimiziran je broj pristupa memoriji). Kao i na
pokretnoj traci, k	uqno je da se izbegne potreba za dovlaqe�em alata
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i materijala za vreme rada. Sve xto je potrebno za izvrxava�e operacije,
dolazi pokretnom trakom. Ozbi	an nedostatak ovakvih raqunara je nedovo	na
fleksibilnost. Sistoliqke arhitekture su efikasne samo za odre�ene
algoritme. Razmotri�emo dva primera sistoliqkih algoritama.

10.5.1 Mno�e�e matrice i vektora

Zapoqi�emo sa jednostavnim algoritmom, koji �emo zatim koristiti
za razvoj komplikovanijeg algoritma.

Problem. Izraqunati proizvod 𝑥 = 𝐴𝑏 matrice 𝐴 dimenzije 𝑚 × 𝑛 i
vektora 𝑏 du�ine 𝑛.

Sistem se sastoji od 𝑛 procesora, tako da procesor 𝑃𝑖 dodaje parcijalnoj
sumi qlan u kome je qinilac 𝑏𝑖, 𝑖-ta komponenta vektora 𝑏. Kreta�e podataka
i operacije koje izvrxava svaki od procesora prikazani su za 𝑛 = 𝑚 = 4
na slici 10.14. Pretpostav	amo da se vektor 𝑏 nalazi u odgovaraju�im
procesorima (ili je u �ih ubaqen korak po korak). Rezultati se akumuliraju
tokom kreta�a sleva udesno kroz procesore. Izlazne prome�ive 𝑥𝑖 na
poqetku imaju vrednost 0. U prvom koraku se 𝑥1 (= 0) zajedno sa 𝑎11 ubacuje
u 𝑃1, a svi ostali ulazi napreduju jedan korak na putu ka procesorima.
Procesor 𝑃1 izraqunava 𝑥1 + 𝑎11 · 𝑏1, i rezultat prosle�uje udesno. U
drugom koraku 𝑃2 prima sleva 𝑥1 = 𝑎11 · 𝑏1 i odozgo 𝑎12, pa izraqunava
𝑥1 +𝑎12 · 𝑏2, rezultat prosle�uje udesno, itd. U 𝑖-tom koraku izraqunava�a
𝑥1 procesor 𝑃𝑖 prima sleva parcijalni rezultat 𝑥1 =

∑︀𝑖−1
𝑘=1 𝑎1𝑘𝑏𝑘, odozgo

odgovaraju�i elemenat matrice 𝑎1𝑖, a odgovaraju�u koordinatu 𝑏𝑖 bilo iz
lokalne memorije (kao na slici), bilo odozdo. Procesor 𝑃𝑖 izraqunava
vrednost izraza 𝑥1+𝑎1𝑖𝑏𝑖 i predaje je da	e, udesno. U trenutku napuxta�a
niza procesora, posle 𝑛 koraka, 𝑥1 oqigledno sadr�i �e	enu vrednost.
Izraqunava�e 𝑥2 prati " u stopu" izraqunava�e 𝑥1 i zavrxava se u (𝑛+1)-
om koraku. Drugim reqima, izraqunava�a 𝑥1 i 𝑥2 su vremenski skoro
potpuno preklop	ena. Uopxte, izraqunati elemenat 𝑥𝑗 pojav	uje se na
izlazu posle 𝑛+𝑗−1 koraka, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, a kompletan proizvod izraqunava
se posle 𝑚 + 𝑛− 1 koraka.

- 𝑏1
?
- 𝑏2 𝑏3 𝑏4
? ? ?
- - -

IZLAZ

- 𝑏 -
𝑥𝑢

𝑎

𝑥𝑖 = 𝑥𝑢 + 𝑎𝑏

𝑥1𝑥2

𝑎11

𝑎21

𝑎31

𝑎41

𝑎12

𝑎13

𝑎14
𝑎22

𝑎23

𝑎24
𝑎32

𝑎33

𝑎34
𝑎42

𝑎43

𝑎44

𝑥3𝑥4

?

Slika 10.14: Mno�e�e vektora matricom.

Osnovni problem pri konstrukciji sistoliqkih algoritama je organizacija
kreta�a podataka. Svaki podatak mora se na�i na pravom mestu u pravom
trenutku. U ovom primeru to je postignuto uvo�e�em kax�e�a, tako da



141 10. Paralelni algoritmi

poqetak 𝑖-te kolone matrice 𝐴 sti�e u procesor 𝑃𝑖 u koraku 𝑖. Ovaj primer
je jednostavan, jer se svaki elemenat matrice 𝐴 koristi samo jednom. Kad
se ista vrednost koristi vixe puta, mnogo je komplikovanije organizovati
�eno kreta�e, xto �emo videti u slede�em primeru.

10.5.2 Izraqunava�e konvolucije

Neka su 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) i 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑘) dva realna vektora,
pri qemu je 𝑘 < 𝑛.Konvolucija vektora 𝑥 i 𝑤 je vektor 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛+1−𝑘),
sa koordinatama

𝑦𝑖 = 𝑤1𝑥𝑖 + 𝑤2𝑥𝑖+1 + · · ·𝑤𝑘𝑥𝑖+𝑘−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 1− 𝑘.

Problem. Izraqunati konvoluciju 𝑦 vektora 𝑥 i 𝑤.

Problem izraqunava�a konvolucije mo�e se svesti na problem izraqunava�a
proizvoda matrice i vektora na slede�i naqin:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1 𝑥2 𝑥3 · · · 𝑥𝑘

𝑥2 𝑥3 𝑥4 · · · 𝑥𝑘+1

𝑥3 𝑥4 𝑥5 · · · 𝑥𝑘+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛+1−𝑘 𝑥𝑛+2−𝑘 𝑥𝑛+3−𝑘 · · · 𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑤1

𝑤2

𝑤3

· · ·
𝑤𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
· · ·

𝑦𝑛+1−𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Sistoliqki algoritam koji rexava ovaj problem mo�e se dobiti kao

specijalni sluqaj opxtijeg algoritma za izraqunava�e proizvoda matrice
i vektora (videti prethodni problem, slika 10.14). Ovo je prikazano na
slici 10.15. Primetimo da se 𝑥𝑖 istovremeno koristi du� celog niza
procesora (sem prvih 𝑘 − 1 vrednosti 𝑥𝑖, koje se koriste samo u poqetnom
delu niza). Zbog toga je potrebna linija za prostira�e. Prikaza�emo sada
rexe�e problema konvolucije bez prostira�a.

- 𝑤1 - 𝑤2 𝑤3 𝑤4- - -
IZLAZ

𝑦1𝑦2

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥3

𝑥4𝑥4

? ? ? ?

𝑥5 𝑥5𝑥5𝑥5

Slika 10.15: Konvolucija sa prostira�em.

Procesori na slici 10.15 primaju dva ulaza, a daju samo jedan izlaz.
Upotrebi�emo sada procesore koji primaju ulaze iz dva smera, i xa	u
izlaz u dva smera. Ideja je pomerati vektor 𝑥 sleva udesno, a vektor 𝑤
zdesna ulevo. Rezultat 𝑦 akumulira se u procesorima. Kreta�e podataka
treba tako podesiti da se odgovaraju�e koordinate 𝑤 i 𝑥 sretnu tamo gde
treba da budu pomno�ene. Problem je u tome xto, kad se dva vektora
kre�u jedan prema drugom, onda je brzina jednog vektora u odnosu na
drugi dvostruko ve�a. Posledica ove qi�enice je da bi jedan elemenat
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vektora 𝑥 propustio polovinu elemenata vektora 𝑤, i obrnuto. Rexe�e
je pomerati vektore dvostruko ma�om brzinom. Ulaz sleva je dakle "𝑥1,
nixta, 𝑥2, nixta, . . . ", a zdesna isto to za vektor 𝑤. Rexe�e je prikazano
na slici 10.16 (crne taqke odgovaraju odsutnim podacima).

𝑦4-
�

?

∙

-

𝑦3 𝑦2 𝑦1- - -
� � �

? ? ?

𝑥2 ∙ 𝑥1

- - -

𝑤1 ∙ 𝑤2

𝑥3

IZLAZ

�
𝑦- -
�𝑤𝑖

𝑥𝑢 𝑥𝑖

𝑤𝑢

𝑦 = 𝑦 + 𝑤𝑢𝑥𝑢
𝑥𝑖 = 𝑥𝑢
𝑤𝑖 = 𝑤𝑢

Slika 10.16: Konvolucija pomo�u dvosmernog niza.

Prepuxtamo qitaocu da se uveri da svaki procesor 𝑃𝑖 na kraju izraqunava
vrednost 𝑦𝑖. Kad 𝑤𝑘 napusti 𝑃𝑖, izraqunata je konaqna vrednost 𝑦𝑖, pa se
podaci mogu "izruqiti" iz niza procesora putem naznaqenim ispod niza
procesora na slici 10.16. Nedostatak kreta�a podataka dvostruko ma�om
brzinom je u tome xto izraqunava�e traje dvostruko du�e.

10.6 Rezime

Poxto je paralelne algoritme komplikovanije konstruisati od sekvencijalnih,
korisno je xto vixe upotreb	avati gotove blokove. Jedan od takvih mo�nih
blokova je algoritam za paralelno izraqunava�e prefiksa, koji je qak
predlagan za primitivnu maxinsku instrukciju. Texko je u ovom trenutku
proceniti koje �e od razmatranih paralelnih arhitektura (odnosno da li
�e neka od �ih) dominirati u budu�nosti. Zbog toga je va�no identifikovati
tehnike projektova�a algoritama zajedniqke za vixe modela. Analizirali
smo qetiri takve tehnike: udvostruqava�e (odre�iva�e rangova elemenata
liste i druge operacije sa povezanim listama), paralelnu varijantu razlaga�a
(sabira�e, paralelno izraqunava�e prefiksa, sortira�e), preklapa�e
(kod sistoliqkih algoritama), itehniku Ojlerovog obilaska (koja je korisna
kod mnoxtva algoritama za rad sa stablima, odnosno grafovima).
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