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[nasa 1

NMpeanrosop

OBaj TekcT npeacrassba nparehu marepujan 3a kypc ” KoHcTpyKnuja u anaan3a
anropurama 2“ mva Maremaruukom dakynrery Yuausepsurera y Beorpamy. Tekcr
j€ IPBEHCTBEHO 3aCHOBaH Ha Kibu3u “AsiropurMu” Muonpara 2Kuskopuhia, ajiu
¥ Ha OCTAJIOj MPENnopyUueHoj IuTepaTypn. Bennky 3axBasHocT ayTopu IyTyjy
Hukonu Ajzenxamepy dmja je CKpWNTa 3a WCTH KypC TIOMOTJIA y TPUIPEMA
HEKWX TeMa W3 OBOr Marepujaja. Ayropu cy Takohje 3aXBaJHU U CTYICHTAMA
KOju Ccy UM OOpaTWIW TaxKiby Ha rpemke y marepujany. Ckpunra moKpuBa
TeMe KOje Ce IIpesia3e Ha YaCOBUMA IIPEeIaBaiba, AJId HA Y KOM CJIy4ajy He MOXKE
3aMeHuTH 1Hoxahame 4acoBa npesaBamba.

Marepujan je u gajbe y (asu mopae Te YKOJIMKO yOUuTe OUI0 KAKBY
TPeIKy MJIU MPOIYCT, MOJIMMO BaC J|a Ce jaBUTe ayTOPUMa CKPHIITE.

Ayropu
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[nasa 2

[eomeTpujckn anropntmn

2.1 VYBop

leomerpujcku aJropuT™Mu Urpajy BaxKHY yJIOTY Y MHOTHM OOJIACTUMA, HA TIPU-
Mep Y padyHapCKoj rpaduilm, mpojeKToBamy MOMONY padyHapa, IPOjeKTOBAbY
VLSI (unTerpucanux Koja BUCOKE pe3osiyluje), poborunu u 6azama moJaTaka.
Y padyHapCKy I'€HEPUCAHOj CJULKA MOXKE OMTU HA XUJbaJe WU YaK MUJIAOHE
Tavyaka, JUHUja, KBAAPATA WU KPYTrOBa; MPOJEKTOBAMKE KOMIIjyTEPCKOT UUITa,
MOZKe /I3 3aXTeBa pajl ca MUJIHOHHMA ejeMeHara. CBu OBU MpOOIEMU CaIpiKe
obpamy reomerpujckux objexara. Ilomro BeamuymHa yaasa 3a OBe mpobieme
MOXKe OMTH BPJIO BEJIMKA, BEOMA je 3HAYAJHO Pa3BUTU e(PUKACHE AJITOPUTME
3a IBUXOBO PeIaBarbe.

PaszmorpuhieMo HEKONIMKO OCHOBHHX T€OMETPHjCKHUX ANTOPUTAMA, — OHHUX
KOjU Ce MOI'y KOPUCTUTH KO €JIEMEHTH 33 U3IPA/IY CJIOKEHUJUX AJITOPUTAMA.
ObGjekTn ca KojuMa, ce paam Cy Tadyke, MpaBe, Ay*KW U MHOTOYIJIOBU. AJro-
purmu 06paljyjy oBe 00jeKTe, OITHOCHO M3PAYYHABA]Y HEKE HUXOBE KAPAKTEPH-
cruke. Hajupe hiemo naru ocHoBHe neduHUIMje 1 HABECTH CTPYKTYPE MOIATAKA
MOTOHE 33 IPeICTaB/balbe mojequHnx objekara. Tadyka p y paBHU MIPeICTABIbA
ce Kao nap koopauuara (x,y) (upermocrasba ce na je uzabpad dbukcupanu
KoopauHaTHU cucteM). IIpaBa je mpeicTraB/beHa MmapoM Tadaka p u ¢ (mpo-
U3BOJbHE J[BE Pa3jIMyUTe TauyKe Ha 1IPaB0j), W o3HadaBaliemo je ca —p — ¢—.
Hy>xk ce Ttakohe 3a7aje mapoMm Tadaka p W ¢ KOje TPEACTAB/bAjy KpajeBe Te
mayxku, n oznadaBahemo je ca p — q. Iyt P je um3 Ttagaka pi, po,...,Prp 4
IyKHU P1 — P2, P2 — P3, .- -, Pk—1 — Pk Koje ux mose3yjy. lyxu Koje dmHe myT
cy werope mBHIe (crpanuie). 3aTBOPEHU IYyT je LyT 4uja C€ LOCIEtba,
TaYKa MOKJIAMA Ca MPBOM. 3AaTBOPEHU YT 30BE Ce€ W MHOTOyrao. Tadke Koje
JeduHUITY MHOTOYTAO Cy FHEeroBa remeHa. Ha mpumep, Tpoyrao je MHOTOyTao
ca Tpu Temena. Muoroyrao ce mpezicraB/ba HI30M, a HE CKYIIOM Tadaka, jep je
GuTaH pesociiel] KOjuM ce Taduke 3a/ajy (IpOMEHOM pejocJiesia TadaKa U3 UuCTor
CKyna y omuirem cjyuajy aobuja ce apyru muoroyrao). IIpoct muoroyrao
je OHaj Koi Kora oaroBapajyhm myT Hema Tpeceka ca CaMuM COOOM; JIPYTUM
peunMa, jeHe WBHUIlE KOje MMAjy 3ajeHUYKEe TadKe Cy CyCcelHe WBHUIE Ca
CBOjuM 3ajeqHudkuM TeMeHOM. IIpocT MHOroyrao orpanudaBa jemHy o0JacT
Yy PaBHH, YHY TPAIIHOCT MHOTOyria. KOHBEKCHM MHOTOYTAO jé MHOTOYTao
4Hrja YHYTPAIIHOCT CA CBAKE JIBE TAYKE KOje CAJAPKH, CAJPKU U CBE TAYKE Te
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nyxu. KOHBEKCHU MYT je myT Of Tavaka P, P2, . - . , P; TAKAB 73 jé MHOTOyTao
P1P2 - . . Dk, P1 KOHBEKCAH.

[IpermocTaBsba ce fa je unTaal yrmo3HaT ca OCHOBaAMa aHAJIUTUIKE TeoMe-
Tpuje. Y aqropuTMuMa kKoje fieMo pa3marparu HaWIa3W Ce, HA TPUMEpP, Ha
n3pavyHaBame NpPecevHe TadKe JIBejy [yKH, YTBpjUBarbe Ja JIM JBE TauKe
JIe’Ke ca WCTe CTpaHe 33JaTe IpaBe, M3PadyHaBame pacrojama m3mely nse
tauke. CBe OBe oneparyje MOry ce U3BEeCTH 33 BPeMe OIPAHMYE€HO KOHCTAHTOM,
KOHCTAHTHOM TPUMEHOM OCHOBHHMX APUTMETHUYKWX omneparnuja. [Ipm Tome, Ha
TpUMep, TPETTIOCTaB/bAMO /1a Ce KBAIPATHN KOPEH MOYKe N3patdyHaTH 38 KOHCTAHTHO
BpeMe.

Yecra HEeyromHa KapaKTEPHUCTHKA TEOMETPHjCKHX IPOOIeMa je MOCTOjarbhe
MHOrux ”crnenujaaHux caydajesa’. Ha npumep, aBe mpase y paBHE OOHYHO Ce
CEKy y jeTHOj Ta9dKHu, CeM aKO Cy IapaJiesiHe Win ce noksamajy. Ilpu pemasamy
mpobJteMa, ca JIBe TpaBe, MOPajy Ce MPeIBUAeTH ¢Ba Tpu moryha cayuaja. Cro-
JKeHMj¥ 00jeKTH POY3POKYjy mojaBy MHOro Behier 6poja crierujasnux ciay4ajesa,
0 KojuMa Tpeba BoauTu pauyHa. ObudHo ce BehrHa THX CHENUjaTHIX CIydajeBa
pelaBa HemocpeaHo, ajau 1norpeda [1a ce OHU y3My y OO3UD YMHH ITOHEKa.
KOHCTPYKIIHjy T€OMETPHjCKUX ajropurama Bp/o ucupibyjyhom. Mu hemo y
OBOM TIOTJIABJBY Y€CTO UTHOPUCATH JeTashe KOji HUCY OJ] CYTIITHHCKOT 3Ha9aja 3a
pa3yMeBaibe OCHOBHUX H/Ieja aJITOPUTAMa, AJIN YATAOILY CABETYjeMO Jla Pa3MOTpH
pelllaBame CBAKOT OF] CIENWjaJHAX CJIydajeBa Ha KOJU Ce MPU KOHCTPYKIIWjH
ajropuTMa Hawnbe.

2.2 VYrephuBarbe ga nu 3apara Tayka npunaga MHOroyrny

Pasmarpame 3amodnmemMo jeJHuM je THOCTaBHUM IIPOOJIEMOM.

IIpo6aem. 3agar je mpoct MHOrOyrao P m Tauyka q. YCTQHOBUTH 113 JIU je€
TaYKa y WX BaH MHOroyrJa P.

Cmuka 2.1:  YrTBphuBame NpPUMATHOCTH TaYKe YHYTPAIIEHOCTH MTPOCTOT
MHOTOYTJIA.

[Ipobisiem wm3riena jeJHOCTABHO HA HIPBU IMOIVIET, ajlH aKO CE€ Pa3MarTpajy
CJI07KE€HV HEKOHBEKCHN MHOTOYTJIOBH, Kao OHaj Ha camnu [2.1] mpobaem curypHo
Huje jeaHocTaBaH. IIpBUM MHTYMTHBHH TPHUCTYN je TOKYIIATH HEKAKO ~u3alu
Hanosbe” , nosrazehu on1 3azare Tauke. IlocmarpajMo MpOM3BOBHY MOJIYyIPABY
ca TemeHoM ¢. Buam ce nma je moBosbHO mpebpojaTw mpeceke Ca CTPAHUIAMA
MHOI'OYTJIa, CBE JI0 JIOCTU3aba CIIOJballlibe o0acTu. Y npumepy Ha couim [2.1f
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unyhiu Ha ceBepoucTok of jare Tadke (uparehu MCIPEKUJAHY JUHU]Y), HAM-
JIA3MMO Ha, LIECT IIPeceKa Ca MHOIOYIJIOM JO JOCTH3aibha CIOJballibe 00/1acTu.
Ucruna, Beh mocte geTnpu mpeceka CTUKe ce BaH MHOTOYTJIA, aJIA TO PAYYHAD
"ne Buau’; 3aT0 ce Opoju ykymaH Opoj mpeceka MOJIyIpaBe Ca CTPAHUIIAMA
MuOroyrJa. Ilomro Hac moceamu Tpecek mpe U3/1aCKa U3BOIN U3 MHOTOYIJIA, &
MPeTIoCce by HAC Bpaha y MHOTOyTao, UT/I., TAYKA je BAH MHOTOYIJIa. YOIIIIITe
TAayKa je y MHOIOYIJIy aKO M CaMO akKo je Opoj mpeceka Henapad (crenujasise
cllyvajeBe Ha TPEHyTaK 3aHEMapyjemo).

Aunropuram Tacka u_mnogouglu_1(P,q); {upsu nokymaj}
VYna3z: P (IpocT MHOrOyrao ca T€MEHHMA P1,pP2,...,Pn U UBHIAMA €1,€2,...,€En), H ¢ (Tauka).
Wsaas: Pripada (Bynosa npomensbusa, true akko g npumnajga P).
begin
W3abparu IPOU3BOBHY TAUKY S BAH MHOTOYIJIA;
Hexa je L gyx q — s;
broj := 0;
for cse crpanune e; maOyrsia do
if ¢; ceue L then
{mpermocraB/baMo 1a Ipecek HHUje HU TeMe HU WBHUIA, BHJETH TEKCT }
broj := broj + 1;
if broj je memapan then pripada := true
else pripada := false

end

Kao m1To je pedeno y mpeTxoHOM 0/1€/bKY, 0OMYHO IIOCTOje HEKH CIeIHjaTHH
caydajeBu Koje Tpeba mocebHo pasmorpuru. Heka je s Tadka BaH MHOTOYTJIA, U
HeKa je L ny:k Koja crmaja q u s. Lnsb je yrBpaAuTH [1a JIU ¢ TIPUTIAIA YHY TPAIITEHOCTH
MHOTOyTsia P Ha ocHOBY Opoja mpeceka ay»u L ca mBumama MHOroyriaa P.
Mehytum, ayx L Moxke Cce IeI0M TPEKJIANaTH Ca HEKUM WBHUIAM3 MHOTOYTJIA
P. OBo mpekitaname ounrieHO He Tpeba bpojaru y npeceke. [IpBu cnenujannn
ciay4aj je kama jayxk L caap:ku HEKO Teme p; MHOroyria. Ha ciawuium (a)
BUIM Ce IpHUMep ciydaja Kaja mpecek L ca temeHom He Tpeba Opojarwm, a Ha
CJIATIA 6) npuMep KaJ Taj npecek tpeda opojaru. [locroju Buie Haunna 3a
yTBphUBame Ja Jiu HEKW OBAKAB Mpecek Tpeba OpojaTu uau He.

e Jenan nauwd je ciemehn: ako cy /1Ba TeMeHA MHOTOYTJIA CyCEIHA TEMEHY
p; U ca ucre crpane L, npecek ce He padyHa. Y NPOTHBHOM, aKO Cy /JIBA
cycemHa TeMeHa ca Pa3IuINTUX CTpaHa Ay:Ku L, mpecek ce Opoju.

e JIpyru moryhu Hauwns je ciaemehin: ¢ 063upom HA TO A pazMaTpamo Mpeceke
ITpaBe mapaJiesiHe ca ¢ 0COM, 3a CBaKy MBHILy MHOTOYTJIA PAYyHAMO PEInMO
JIEBO TeMe, a JEeCHO He (TeMeHa KJacupUKyjeMO Kao JIEBO U JECHO Y
OZIHOCY HA BPETHOCTH T Koopauuare). Twve Hehemo padyHATH mpecek
HAJIMK OHOM Ha CJIUIH (a) jep je 3a obe MBHMIE IpECceK Kpo3 IECHO
TeMe, a IPEeCceK Kao Ha CJIUII (6) xoheMo jemHoM, jep je 3a jemHy of
WBHUIA KOj€ Ce CYyCTHYy y TOM TEMEHY TO JIEBO TeMe, a 33 JPYyTy JECHO.

Jlpyru caydaj je Kaga ce HeKOUKO y3aCTOMHUX TEMEHA, 3ajeTHO Ca p; Haaa3e
Ha HOJIYyNPaBoj, TeMe p; IPeTXOAU OBUM TEMEHHMa, a TeMe Py je IPBO MOCye
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Cruka 2.2: Crenujajnu CliydajeBu KaJ MpaBa CeYe WBHUILY KPO3 TEME.

BUX Ha MHOTOYTIY: aKO Cy TeMeHa p; M pP; Ca PA3IMIUTHX, OTHOCHO €3 MCTE
CTpaHe IMOJIypaBe, IIPEeceK Ce PadyHa, OMHOCHO He PAIyHA.

Pa3zsujajyhn oBaj anropuraM, UMILTUIIATHO CMO IIPETIIOCTABHAIIN Ja PATIMO
ca ciaukoM. IIpobiem je HemrTo Apyraduju Kaj je yia3 gaT HE30M KOOPIUHATA,
mTo je yobudajeno. Ha mpumep, ka1 mocao paguMo pyvHO U BUIUMO MHOTOYTAO0,
Jako je nahu no6ap myT (OHaj ca MaJjIo mpeceka) /10 HeKe TaYKe BaH MHOIOYTJIA.
VYV caydajy MHOrOyrja JaTor HM30M KOOpAWHATA, TO HEje yslako. Hajsehu meo
BpPeMeHa TPOIM Ce HA M3PadyHaBarbe Ipeceka. 1aj meo mocsia MoxKe ce DUTHO
YIIPOCTUTUA aKO je Jy»K ¢ — S IapaJjieiHa je[HOj OJI OCA — Ha IPUMEpP Y-OCH.
Bpoj mpeceka ca OBOM CreIUjajHOM Iy:KHW MOYKe OuTm MHOro Behu Hero ca
ONITUMAJIHOM Jy:KH (KOjy HUje JIAKO OJPEJUTH — YHUTAOIy Ce OCTaB/ba Ja
pa3MoTpu 0Baj IpobJieM), ajlu je HAJaXKeHme IPeceKa MHOrO jeJHOCTaBHUje (3a
KOHCTaHTHU (HAKTOP).

Asropuram Tacka_u-mnogouglu_2(P, q); {xpyru mokymaj}
Vnas: P (mpocT MHOrOyrao Ca TEMEHHMA P1, P2, ..., Pn U CTDAHULAMA €1,€2,...,€n),
u ¢ (Tauxka ca koopamHaTaMa (Z0,Y0))-
WNsnas: Pripada (6ynmoBa npomensbusa, true akko g npunana P).
begin
Broj := 0;
for cee rpaue e; MmHOroyrsa do
if mpaBa = = z¢ cede e; then
{IIpernocraB/paMo fa IPECEeK HUje HH TeMe HHM CTPAHUIlA MHOLOYIJA }
Heka je y; y-KOOpAMHATA MIPECEKA TIPABE T = T Ca& €;;
if y; < yo then {mpecex je mcmog g}
Broj := Broj + 1;
if Broj je nemapan then Pripada := true
else Pripada := false

end

Caootcenocm. 3a n3padyHaBame MPECEeKa JIBE AyKU MOTPEOHO je KOHCTAHTHO
Bpeme. Heka je m Opoj mBuma muOrOoyriaa. Kpo3 OCHOBHY MeT/by AJITOPUTMAa,
MPOJIA3u Ce N IMyTa. ¥ CBAKOM IIPOJIACKY HAJIA3M CE TPECEK JBE [IyKU ¥ U3BPIIABA]Y
ce joIIl HeKe orepalirje 3a KOHCTAHTHO BpeMe. Jlakie, yKyHO BpeMe U3BPIIaBaibha
airopurma je O(n).

Komenmap. Y MHOTO CJIy4ajeBa, jeJHOCTABAH TOCTYITaK WHCIIUPUCAH OOUIHUM
aaropuTMoM (OHUM KOJUM Ce PyUHO peliaBa npobsiem) uuje ebukaca 3a BeJIUKe
ynaze. Ilorekas je mak TakaB IPUCTYII HE CAMO jeIHOCTABAH, HETO U epUKACAH.
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IIpucryn pemaBamy mpobaemMa IMOCTYIIKOM KOju ce BU3yeTHO Hamehe je oOmIHO
nobap u36op. Tume ce moxke gohu 10 BUIle KOPUCHUX 3aMaKarmba O MPodIeMy.
Y oBoM ciayuajy, mocMarpajyhiu ciuKy, IpUMETUIN CMO [1a Ce MPODJIEM MOKe
peruty iparehi HEKU MYT Of TaYKe J0 CIOJbAITHOCTA MHOTOYTIIA.

Nurepecanran mpobiem jecre kako Hahm “onrumanmy” mOJympaBy Kpo3
JaTy Ta4vKy ¢, OJHOCHO OHY KOja CedYe HajMaru OpOj CTPAHWIA, MHOTOYTJIA.
3a cBakO TeMe p; M3padyHABAMO Yrao KOjU TMONYTPaBa ¢ — p;— 3aKJIAma Ca T
OCOM W TeMEHa COPTHPAMO pacTyhie mpemMa 0BOj BPEIHOCTH. 33, CBAKY CTPAHUILY
Pa3JIMKyjeMO MMOYEeTHO W KPajibe TeMe, ITPU YeMy TTOYEeTHUM TeMEHOM HAa3WBaMO
OHO TeMe KOMe OAroBapa Mamu yrao mosaymnpase. Hajupe ce oapemm 6poj b
LIpeceka 10JypaBe Kpo3 ¢ U 1pBo TeMe (y COPTUPAHOM PEJOCIIE/y) Ca MHOLOY-
riioM (To ce MOxke ypazuTh y Bpemeny O(n), v1e je n 6poj cTpaHuIia MHOTOYTIIA).
[IpernocraBumo ma je 3a i-TO TeMe y COPTHUPAHOM pPeNoCaeny, ¢ > 1, oapehen
6pOj mpeceka MOIympaBe ¢—p; — Ca CTPAHUIIAMA MHOTOyIa. [IpuinkoM mpenacka
Ha HAPEHO TeMe P; ;1 HOTPEOHO je Pa3MOTPUTH JIBE CTPAHUIE KPO3 TO TeMe U
aXKypuparu BpeHocT Opojada b. BpemgHoct 6pojada b ce MoOKe MPpUTOM IPOMEHUTH
3a HajBumie 2. Y CBAKOM CJyd9ajy CIOXKEHOCT aykKypuparma Opojada je O(1).
Tokom mposacka Kpo3 CBa TEMEHA, TAaMTHMO HajMarby /10 CaJ1a 1001jeHy BPETHOCT
Opojaya b u 3a KOju CKyl TOJIyIIpaBuX ce oHa nobuja (u3mely koja aBa TemeHa
Tpeba 1a nposiaszu naru 3pak). C 063upom ja je onepanuja axypuparma KOHCTAHTHE
BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH, a Jla TO PAJUMMO 3a CBAKO Teme, oxHocuo O(n) myra,
YKYITHa CJIOXKEHOCT OBOT Kopaka je O(n). YKyIHA CJI0KEHOCT OBOT aJrOPUTMa
je 36or nouerHor coprupama O(nlogn).

2.3 KoHcTpyKUMja NpoOCTOr MHOroyrna

Ckyn radaka y paBHEH JeMDUHUINE MHOIO PA3IHYMTHX MHOIOYTJIOBA, 3aBHCHO
o1 m3abpaHor pemociena Tadaka. Pa3zmorpulieMo cajga mpoHAIAKEHE TPOCTOT
MHOTOYTJIa Ca 33JaTUM CKYIIOM TeMeHa.

IIpobuem. /laro je n Tadaka y paBHE, TAKBUX Ja HHCY cBe KoauHeapue. ITo-
Be3aTH UX MPOCTUM MHOTOYTJIOM.

[Tocroju Bulie MeTOA 38 KOHCTPYKIINA]Y TPAXKEHOD TPOCTOr MHOTOYTJIA; YOC-
TaJIOM, jJACHO je Ja y OIIITeM CIyd4ajy MpoOeM HEMa jeTHO3HAYUHO PEIIErhe.
[Ipukazahemo majupe reomerpujcku mpuctyn oBoMm mpodbiaemy. Heka je C' nekn
KpyT, YHja YHYTPAIIHBOCT CAAPIKU CBE TAYKE. 33 HAJANKEHE TAKBOT KPyTa
noBosbHO je O(n) omepanuja — uspadyHaBama najseher mely pacrojamuma
IPOM3BOJbHE TadKe paBHU (LEHTPa Kpyra) 40 cBux n rtadaka. [lospiuna C
moxe ce " upebpucaru” (uperaegaru) porupajyfiom nosayunpasom Kojoj je nouerax
nenrap C, Bugetn cauky [2.3] IIpermocraBmmo 3a TpeHyTak ga pormpajyhia
TOJIyIIpaBa y CBAKOM TPEHYTKY CAJIPyKU HajBuile jenny Tadky. OQuekyjemo na
hemo cnajameM Tadaka OHUM PEJOM KOjUM TIOTYTPABA HANIA3U HA HUX JOOUTH
npoct muoroyrao. ITokymajmo ga To gokaxkemo. O3naunMo Tadke, ypehene y
CKJIAJy C€a PEJOCJIE/IOM HAWJIACKA LOJIYLIPABE HA IbUX, €A P1,P2,...,Pn (LDBa
Tauka OMpa ce Mpou3BoJbHO). 3a cBaKko 4, 1 < ¢ < n, cTpanura p;—p;—1 (OAHOCHO
P1 — Pn 32 ¢ = 1) caap:kana je y HOBOM (IUCjYHKTHOM) MCEUKY KPYTa, 4 Ce He
cede HU Ca JeTHOM JIPYyroM cTpanoM. AKo Ou 0BO TBpheme OujIo TauHo, 100ujeHu
MHOroyrao 6m mopao ma 6yzae mpoct. Mehyrum, yrao namehy momynpasux Kpo3
HEKe JIBe y3aCTOIIHE TAYKe P; U P;41 MO2Ke 11a Oyzae sehu ox m. Taza uceyak koju
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CANIPKU YK P; — Pij+1 CAAPIKHU BHIIE OJT [10JIA KPyTa U HIje KOHBEKCHA (hurypa,
a JIy’K P; — Pi+1 NPOJIA3d KPO3 JIPyre UCEYKe KPyra, [a MOXKE Jla cede Jpyre
crpanuie MHOroyria. Jla 6ucmo ce yBepuiu 1a je To moryhe, JOBOBHO je 1a
YMECTO HAIPTAHOT 3aMUCIUMO KPYT €& [MEHTPOM BaH Kpyra ca cauke 2.3 Oso
je mobap mpuMep ChenujajHuX CIydajeBa Ha KOje Ce HAWIA3W IPHU PEIIABADY
reomerpujckux mpoodiaema. [Torpebro je ma OymeMo maxk/bUBH, 13 OHCMO OWIH
CUTYPHH JIa Cy CBHU CaydajeBu pasmorperu. Ha oBy mojaBy Hamma3m ce KO CBUX
BPCTa aJTOPUTaMa, ajii je OHa KO TeOMETPHjCKUX aJTOpuTaMa JpACTUIHHje
n3paykeHa.

/’_’\ N
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Cnwuka 2.3: Ilponazak Tauaka y Kpyry poTupajyhoM moJymnpaBoM.

N
\

Jla 6u ce perno yodeHu mpodjieM, MOy Ce, Ha TpuMep, (DUKCUpPATH TPOU3-
BOJbHE TPH TAYKe M3 CKYIa, a 3a IEeHTap KPyra m3adpaTu HeKa TAadIKa yHyTap
wuMa oapelenor Tpoyria (Ha npuMep TexuinTe, Koje ce Jako Hanasu). OBakas
u300p rapaHryje /la HH jeIaH OJ JOOHjeHHX CEKTOpa Kpyra Hehe mMaru yrao
Behu ox 7. Moryhe je mzabparu m apyro permieme, 7a Ce 3a IEHTAp Kpyra
y3Me jelHa o7 Tauaka U3 CKyIa — Tadka z ca HajBehoM x-KoopAuHaToM (U ca
HAjMAbOM Y-KOODIMHATOM, AKO MMa BUIIIE TaA4aKa ca HajBelloM Z-KOOPAMHATOM );
3Bahiemo je excmpemma maura. 3aTUM KOPUCTUMO MCTH OCHOBHHU AJTOPHUTAM.
Coprupamo Tadke npemMa moJaoxkajy y Kpyry ca mnearpoum z. Ilpenusnuje, coprupajy
ce yzao6u n3Mely z-oce U MOIyMpaBux O 2 Ka OCTAJIUM TaukaMa. AKO JIBe UK
BUITIE TaYaKa UMajy WCTH yTao, OHE Ce JaJhe COPTHPAjy MpeMa PacTojamy O
tauke z. Ha kpajy, z ce moBe3yje ca TaukoM Ca HajMAmLUM U HajBehuMm yriiom, a
ocraJie Tadke MoBe3yjy ce y CKIaLy ca qobujenuM ypehemeM, 1o IBe y3acTomHe.
[Momro cBe Tadke Jiexke JEBO OJ 2, J0 JEr€HEPUCAHOr CIIydaja O KOMe je Ouiio
peun mHe mMoxke mohwu. IIpocT MHOTOyTao J00Mj€H OBUM TIOCTYIKOM 33 TadKe Ca
cauke 23| mpukasan je na comnu [2.4]

z

Cnuka 2.4: KoHCTpyKIHja IpOCTOr MHOTOYTJIA.

Onucanu MeToJ, MOXKe Ce YCABPIIUTH HA J[Ba HAYUHA. YTrao ¢ KOJU IpaBa
y = mx + b 3akiamna ca x ocom nobuja ce Kopuiiliemem Be3e m = tg ¢, OTHOCHO
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u3 jennaumae p = arctgm. Mehyrum, yrimoBu ce He MOpPajy EKCILIHUIIUTHO
u3padyHaBaTU. Y [JIOBU CE KOPUCTE CAMO 33 HAJIAXKEIHE PEJI0CIe/[a KOjuM Tpeda
nose3aru tauke. Mcru pemocnen nobuja ce ypehemem nazuba (0aHOCHO OmHOCA,
[IPUPAINTAja Y- U L-KOOPAUHATA) OAroBapajyliux moynpasux; TO YNHA HENOTPEOHUM
W3padyHaBame apKycTanrenca. 13 ncror pasiora HemoTpeOHO je n3padyHaBarhe
pacrojama KaJ ABe TadKe HMajy NCTH HArnO — JOBOJHHO je M3PATyHATH KBAIPATE
pacrojama. Jlakie, Hema norpebe 3a n3padyHaBameM KB3IPATHUX KOPEHOBA.

Auaropuram Prost_mnogougao(pi,p2,...,Pn);

VYanas: pi,p2,...,pn (Tadke y paBHHU).

WNsnas: P (mpoCT MHOrOYrao Ca TEMEHHMA P1, P2, .. ., Pn Y HEKOM PELOCIENY).
begin

NPOMEHUTH O3HAKE TAKO Aa pi OyJe eKCTPEeMHAa TAUKa;
{rauka ca HajBellOM Z-KOOPAMHATOM, & AKO TAKBUX MMa BUIIE,}
{oHa o1 BUX KOja UMa HAJMAIYY-KOODAUHATY }
for i := 2 ton do

M3padyHaTH yrao «; u3Mehy npase —pi1 — p;— U T-0CE€;
COPTHPATH TA4YKe IIPpeMa YIVIOBUMA (2, . .., Qn;
{y rpynu ca mcTEM yrioM COpTHPATH HX IIpeMa PaCTOjamby O pi}
P je mHOTOYrao meduHHUCAH COPTHPAHOM JIUCTOM TadaKa,

end

Caootcenocm. OCHOBHA KOMIIOHEHTA BPEMEHCKE CJIO2KEHOCTH OBOT aJITOPUTMA,
norude oj coprupama. Ciaoxenocr aaropurma je gakie O(nlogn).

2.4 KoHBekCHU oMoOTa4

KoHBeKCHM OMOTaY KOHAYHOI CKyTla Tadaka JepUHHIIE Ce KAO HAJMAbU
KOHBEKCHUA MHOI'OYra0 KOjU CaJpKHU CBe Tadyke CKyra. KKOHBEKCHHM OMOTa4 ce
MPECTAaB/ba, HA UCTH HAYWH KAO0 OOMYAH MHOTOYrao, TEMEHWMa HABEIEHUM Y
MUKJITIKOM PEeIOCTIeNy.

IIpo6aem. Koncrpyrncarn KOHBEKCHU OMOTAY 33JaTHX N > 3 TAYaKa y PABHU.

O06paa KOHBEKCHUX MHOTOYTJIOBA je THOCTABHU]A je 01 00paie TPOu3BObHUAX
muoroyryiosa. Ha npumep, nocroju anropuram cioxkernoctu O(logn) 3a mposepy
MPUIATHOCTHA TAYKEe KOHBEKCHOM 7-TOYTITY.

[IpernocraBumo ga je 3agarak jga yTBPAUMO JIa JIM Ce TadKa ¢ HAJIA3H
YHyTap JATOT KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA P1ps . ..DPn. VIJ€ja Ha KOjOj ce 3aCHWBA
aJIrOpUTaM je Jla ce MpUMeHu OMHApHA IpeTpara: ako 3HaMO Jia Ce ¢ Haja3H
yYHyTap yria /p;pipj, ¢ < j, OHJIa ce Iocjie IpoBepe Ja Jii ce ¢ U p; Halaze
ca ucre crpaHe mpase pi1Pm, m = |(i + j)/2], 3ua na s je ¢ ynyrap yriaa
Lpmp1p; (axo je omrosop ”ma”, uiu ako je q Ha IPABO]j P1Pm ), WIK YHYTAP yIJIa
/pip1pm (y mporusaoM). Ha mouerky ce mpoBepaBa Ja JH je ¢ YHYTap yria
/pap1pr (aKo HUje, OHZA ¢ He mpunaaa muoroyriy). ITocie najsumie O(logn)
KOpaKa 3aKJbydyje ce WM JIa ¢ He TIPUTIA/ia MHOTOYIULY, UJIH /1a je YHyTap HEKOT
yraa /p;piPi+1; Y APYrOM CIydajy je ¢ y MHOTOYIJIy aKKO MPHUIIaJia TPOYTITY
Apip1Diy1-
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Temena KOHBEKCHOT OMOTAa4a Cy HEKE O] Ta9aKa U3 33aTor cKyma. Kaxkemo
Jla TadKa npunada oMOTady ako je reme omorada. KOBEKCHE OMOTAad MOXKe ce
cacTojaTu Of HajMalbe TPH, a HajBHUINE n Tadaka. KOHBEKCHW OMOTAYN WMAjy

MUPOKY MPHUMEHy, Ta cy 300T Tora pa3BHjeHH MHOTOOPOjHM AJTOPUTMHU 33
BHUXOBY KOHCTPYKIIH]Y.

2.4.1 [OupekTHn npuctyn

Kao n obmano, mokymahemo Hajupe ca JTUPEKTHUM HHIYKTHBHUM IIPUCTYIIOM.
Konsekcan omorad 3a Tpu tauke jako je Hahu. IIpermocraBumo ma ymemo 1a
KOHCTPYHMIIIEMO KOHBEKCHH OMOTadY CKyIa O < T Ta4dakKa, ¥ MOKYLIAjMO J1a
KOHCTPYWIIEMO KOHBEKCHI OMOTAt CKyTa of 1 Tadaka. Kako n-ta Tawuka Moxe
Jla TIPOMEHN KOHBEKCHM oMoTad 3a npsux n — 1 tavaka? Ilocroje aBa moryha
cJlydaja: WM je HOBa Ta4Ka y IPETXOJAHOM KOHBEKCHOM OMOTauy (TaJa OH OCTaje
HENpOMEEH), WK je OHA BaH era, na ce omorad mupu”’ Ja obyxBaTu U
HOBY Ta4YKYy, BUJAETH CJIUKY ITorpebHo je makse pemnTu ABa MOTIPOOIEMA:
yTBphUBame Ja M je HOBA TadyKa YHyTap OMOTada M TPOIMPHUBAhE OMOTava,
HOBOM TaukoM. Ouu Hucy jeanocraBau. CTBAp Ce MOXKe YIPOCTUTHU MOTOIHUM
n300pOM M-Te TadKe. 3BY4YM H3a30BHO IOKYIIATH ca M300POM TadKe yHyTap
oMoTada; To, MefjyTuM, HEje yBeK Moryhe jep y HEKHM CIydajeBHMa CBe TaduKe
npunanajy omorady. Ipyra moryhuaocr, Kkoja ce moka3asia yCIEITHOM Y IIPeT-
XOJIHOM IIpobJieMy, je m300p eKCTpeMHE TadKe 3a N-Ty TAYKY.
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Ciouka 2.5: IlpomupuBame KOHBEKCHOI OMOTAYa HOBOM TAYKOM.

N3abepumvo moHOBO Tauky ca HajBeliom x-kKoopauHaTOM (M MUHUMAJIHOM
Y-KOODJMHATOM aKO MMa BHUIle Tadaka ca Hajsehom x-koopauuarom). Heka
je To mauka ¢. JacHo je Ja Tayka ¢ Mopa OUTH TeMe KOHBEKCHOT OMOTAYA.
[Murame je KAKO TPOMEHUTH KOHBEKCHU OMOTAY OCTAIUX 7 — 1 TadaKa TaKO J1a
obyxBaru u q. [lorpebno je Hajupe nponahu TeMena cTapor oMorada Koja cy y
YHYTPAITHOCTH HOBOT OMOTa4a (p3 ¥ P4 HA CIIMAIH U YKJIOHUTH WX; 3aTUM
ce ymehe noso teme ¢ uzmelly nsa nocrojeha (pe u ps Ha caunu . IIpaBa
OCJIOHITIA KOHBEKCHOI MHOT'OYTJIA je MPaBa KOja MHOTOYrao cedye y caMmo jeTHOM
TeMEHy WK y JBa CycejHa TeMeHa. MHOroyrao yBek 1eo JIeXKu ca jeiHe CTpaHe
cBoje npase ocsoHia. [TocMarpajMo cajja npaBe OCJIOHIA, —@ — Po— U —( — Ps—
Ha camm [2.5] O6raHO camo Ba TeMeHa MHOTOYTIIA MOBE3UBAEM Ca ¢ onpehyjy
mpase OCJIOHIE (MrHOpucalieMo CenujaaHu Cydaj Kaj, ABa TeMEHA MHOTOYTIIa,
Jieke Ha, UCTOj mpaBoj ca q). Muoroyrao jiexku u3mely zBe mpase OCJIOHIA,
IMTO yKa3yje Kako Tpeda m3BecTH Moandukammjy omorada. IIpase ociomma
3aKJIANAjy MUHUMAJHU W MAaKCHMAJIHH yrao ca T-0coM Meljy cBUM paBuMm
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KpO3 ¢ U HEeKO TeMe MHOroyrma. Jla 6ucmo ogpeanin Ta ABa TeMeHa, Tpeba 1a
Pa3MOTPHUMO IIPaBe U3 ¢ Ka CBUM OCTAJMM TEMEHHUMA, JIa U3PAdyHAMO YIJIOBE
KOje OHe 3aKJamnajy ca r-ocoMm, u Meljy TuMm yrioBuma m3abepemMo MUHMMAJIAH
u Maxcumajian. Ilocie mponasiazkema JiBa eKCTpeMHa TeMeHa p;,p; JakKo je
KOHCTpymcaTu MoaudukoBanu omorad. [IoTpebHO je eruMuHuCATH je1aH O 1Ba,
JobujeHa cermenTa Huza Temena. [TocMarpajy ce cycegHa TeMeHa HIP. TEMEHaA
P;. JEITHO OJ BUX je ca UCTe CTpaHe IpaBe —p; — Pj— Kao U TadKa ¢; TO TeMe
TMpUMaga CETMEHTY HU3a TeMeHa Koje Tpeba 3aMEeHUTH HOBUM CTPAHUIAMA, D; — ¢
u ¢ — p;. Y OpuMepy Ha CIHIH @ TeMe P4, CyCeTHO eKCTPEMHOM TEMEHY Ps,
HaJIa3u Ce Ca WCTe CTPaHE [MjaroHaJje pPs — Po2, A C€ CETMEHT CTapOr OMOTAYa,
D3, P4 3aMembyje ca JIBe HOBE CTPAHUIIE P5 — ¢ U Py — (.

Caootcenocm. 3a cBaky TadkKy Tpeba M3padyHATH YIJIOBE MPABUX KA CBUM
MPeTXOAHNM TeMEHHMa W Z-0Ce, MPOHahW MUHHMAJIHA W MAKCHMAJHH yrao,
JOMATH HOBU YBOP H u3banuTu Heke uBopose. CJl02KeHOCT jlofaBamba k-Te Tadke
je nakse O(k), a Bugesnn cmo Beh na je pewemwe qudepenuse jeapadune T'(n) =
T'(n—1)+cn obauxa O(n?). [lpema Tome, co¥KeHOCT OBOT anroputma je O(n?).
Asrropuram Ha MOYETKY TaKohe 3aXTeBa W COPTHPAIHE, AJIH jé BpEMe COPTUPA:A,
ACHMIOTOTCKH Mambe Ol BpEMEHa MOTPEeOHOr 3a OCTae OIepalg]e.

2.4.2 VYBujarbe NOKJ0OHA

Kako ce moxke mobosprnaTu onucanu ajaropuram? Kama mpommpyjemMo MHO-
royrao Teme IO TeMe, J0CTa BpeMeHa TPOINMO Ha (HOpMHUpamhe KOHBEKCHUX
MHOTOYTJIOBA O TadaKa KOje MOTY OUTH YHYTpPAIllhe 33 KOHAYHU KOHBEKCHU
omorad. Moxke mu ce To u36ehu? Ymecro jga mpaBUMO OMOTade MOJCKYIOBA
JIATOr CKYIIa TadaKa, MOXKEMO JIa IOCMATPAMO KOMILIETAH CKYIl Tadaka W Ja
JWPEKTHO TPABUMO FHeroB KOHBEKCHU OMOTad. MoxKe ce, Ka0 U y MPEeTXOIHOM
AJIrOPUTMY, KPEHYTH OJl eKCTPEMHE Taduke (KOja YBEK MPUIIaIa OMOTAYY ), IIPO-
nahu ®0j cycemaHa TemeHna omorada Hasaszehn mpase OCJIOHIIA, U HACTABUTH HA,
WCTH HAYUH Of TuX cycena. OBaj anropuram w3 pa3zyMJbUBHX Pa3jiora 30Be Ce
yBujame mokJioHa.llonasu ce ox jegHor reMeHa ”IIOKJIOHA”, W OHJA Ce OH
yBHUja y KOHBEKCHW OMOTAdY TpoHana3elin Teme mo TemMe omorada. Ajaropuram
ONHUCyje HApeTHW KOJ. ANropuTaM ce MOYKe MPEMPaBAUTH TAKO Ja PAaId u Y
npocTopuMa Behe auMensuje.

Anropuram yBujame MOKJIOHA je JUPEKTHA IMOCTeWIa TpuMeHe ciemnehe
unaykrusHe xunorese (1o k):

NuaagykruBHAa Xuioresa. 3a 33JaTH CKYI O 7 Ta9aKa y PABHU, YMEMO I
npoHaljeMo KOHBEKCHHU TyT AyxKuHe k < n KOju je Je0 KOHBEKCHOT OMOTAada,
CKyna.

Kom ome xmmoTe3e Harjacak je Ha TPOMIUPHUBAKY Nyma, & HE OMOTAYA.
YMecTo 1a MpoHAIA3UMO KOHBEKCHE OMOTAaY€e MAUX CKYMOBA, MU IPOHAJIA3UMO
J€0 KOHAYHOT KOHBEKCHOT OMOTAda.

Caootcenocm. [la oucmo momanm k-To Teme omorady, Tpeba ga mponahemo
[IPaBy Ca HajMAIUM YIVIOM y CKYILy O n — k mpaBux. 300r Tora je BpeMeHCKa
CTI0¥KEHOCT alTOpPATMa yBHjambe mokaona O(n?), oMHOCHO aKo KOHAYHH OMOTAT
uMa m Tadaka, ciroxkenoct je O(mn).
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Aunropuram Uvijanje_poklona(p1,p2,...,pn);

Vaas: p1,p2,...,pn (CKyI TaYaka y DaBHH).
W3sa3: P (KOHBEKCHH OMOTAY TAYAKA D1, P2, .- -,Dn)-
begin

Hexka je P mpa3an ckym;

Hexa je p tauka ca najsehom z-koopamraToMm
(# ca HAjMABOM Y-KOODAMHATOM, AKO KMA, BUIIE
Ta4Ka ca HajBeloM T-KOOpAMHATOM);

Vrmyuu p y ckyn P;

Hexka je L mpaBa Kpo3 p mapaJjesHa ca r-0COM;

while omotau P nHuje 3appiiner do
Heka je ¢ Tauka 3a Kojy je HajMamu yrao usMmehy L u —p — g—;
VKIpy4Hu q y cKyn P;
L := mpaBa —p—q—;
pi=gq

end

2.4.3 TpejemoB anroputam

Cazra hemo pa3MOTPHUTH aJIrOPUTAM 32 HaJIaKeHhe KOHBEKCHOT OMOTa4a CJIO-
:kenocru O(nlogn). Banouutbe ce coprupameM Tadaka MpeMa yrioBUMa, CJAUIHO
Ka0 [IPU KOHCTPYKIMjH IPOCTOr MHOroyrna y oxewky [2.3] Heka je p; Tauka
ca HajsehioM z-KoopauHATOM (U Ca HAjMAFHbOM Y-KOODAMHATOM, aKO MMa BHUIIE
Tavaka ca HajBelioM z-KoopAMHATOM). 3a CBAKY TauKy p; U3PAUyHABAMO yTao
n3mehy mpase —p; — p;— U T-0Ce€, U COPTHPAMO Ta4dKe IIPEeMa BEJNIUHU OBUX
yrioBa, Bugeru ciuky [2.6] Tauke nponasuMo pesocIeon KOjuM Ce I0jaBibyjy y
(npocToM) MHOrOyIIYy, U MOKYIIABAMO A3 UAeHTU(DUKY]EMO TeMEHa KOHBEKCHOT
omoraya. Kao u koj anropurma yBujarme HOKJIOHA [MAMTUMO IIyT CACTABJHEH
o1 nena mpoheHux Tadaka. IIpennsuuje, TO je KOHBEKCHU TYT YUji KOHBEKCHH
MHOTOYrao CaJp:KU CBe [0 caJa mperjegane tadke (oarosapajyhu KOHBek-
CHU MHOroyrao Jo0uja ce NOBE3WBAEM IIPBE U II0C/Iehe Tadke IyTa). 360r
TOra, y TPEHYTKY KaJ Cy CBe TadKe IperjieaHe, KOHBEKCHH OMOTAd CKYyIIa
Tadaka je koncrpyucan. OcHOBHA pasiinka usmeljy oBor ajropurMa u yBujama
TTOKJIOHA, je y YMIbeHUIN Ja TeKyhn KOHBEKCHW TyT He Mopa na Oyme 1eo
KOHAQYHOT KOHBEKCHOT oMoTadva. To je caMo Je0 KOHBEKCHOT OMOTada J0 Cala
npersiefaHuX Tadaka. Iyt Mozxke fa caip:ku Tauke Koje He IPUIA/Iajy KOHATHOM
KOHBEKCHOM OMOTAady; Te€ Tadke Omuhe ennMuHuCane kacauje. Ha mpumep, myT ox
P1 710 Gy Ha counu [2.6] je KOHBEKCAH, AT ¢, U ¢py—1 OYMIVIEHO HE MPUIAJAJY
KOHBEKCHOM omoTady. OBO pa3maTpare CyrepuIiie ajropuTaM 3acCHOBAH Ha,
cienehoj MHAYKTUBHO] XUTIOTE3H.

NuaykrusHa xurnore3a. AKO je JaTo n Tavyaka y paBHU, ypeleHux mpema
anropurmy Prost_mnogougao (omemax [2.3), oHIa yMEMO /14 KOHCTDPYHIIIEMO
KOHBEKCHHU TyT MPEKO HEKUX OJf MPBUX k Tadyaka, TaKaB /3 OAroBapajyhu KOH-
BEKCHH MHOTOyrao oOyXBaTa MpBHUX k Tadaka.

Cayuaj k = 1 je rpuBujanan. O3Ha4uMO KOHBEKCHU YT 100UjeH (MHIYKTUBHO)
3a npeux k tavakaca P = q1,qo, . . ., ¢m. Caja Tpeba Ja npornmpumMo WH Iy KTUBHY
xunore3y Ha k + 1 Tagaka. [Tocmarpajmo yrao uamehy mpaBux —@m,—1 — @m— 1
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b1

Cmuka 2.6: T'pejemMoB asropuram 3a HAJAXKEHE KOHBEKCHOT OMOTaYa CKYTIA
TavyakKa.

—qm—Pr+1— (BugeTn CJ'II/IKy. Axo je Taj yrao Mamwu o 7 (Iipu yeMy ce yrao
MepH U3 YHYMPAUHOCTY MHOIOYTJIA), OHJIA CE P11 MOXKe nojarTu mnocrojeliem
nyry (HoBM myT je 360r Tora Takohe KOHBEKCAH), YMME je KOPAK UHIYKIHje
3aBpIeH. ¥ HPOTUBHOM, TBPAUMO /14 ¢y, JIEKHU Y MHOIOYIULy 1001]jeHOM 3aMEHOM
Gm Y P TavYKOM D11, ¥ TIOBE3WBAIEM Pi41 €& p1. OBO je TavwHO jep cy Taduke
ypebene npeme oarosapajyhum yrinosuma. IlpaBa —p; — pg41— Jiexu ”neBo”
oI mpBUX k Tadaka. 3060r Tora ¢, jecre yHyTap rope aedHUHUCAHOT MHOTOYTJIA,
Mozke ce u3baruTu u3 P, a pr11 ce moxke nomaru. da nu je rume cBe ypaheno?
He cacsum. Nako ce ¢, MOXKe eTMMAHACATH, MOAN(DUKOBAHH IIyT HE MOPA YBEK
na Gyze kouBekcan. 3ancra, cimkal2.6jacno nmokasyje na mocroje cyuajesn Kaz
Tpeba eJTMMUHUCATH jOIT Ta9aka. Ha mpumep, Tavuka ¢, 1 MOxKe 13 Oyme yHyTap
MHOTroyJIa gedunucanor moaudukosanuM nmyrem. Mopamo za (yHa3a/1) HacTaBUMO
ca MpoBepaMa IMOCJIe/ibe /IBe IPaHe IIyTa, CBe J0K yrao u3Mmely mux He mocTane
Mamu ox 7. IlyT je Tama KOHBEKCaH, a XUIIOTe3a je mpomunpena Ha k + 1 Tadky.

Ausropuram Grahamov _algoritam(p1,p2,...,pn);

VYanas: p1,p2,...,pn (CKyN Tavaka y paBHH).

Wsnas: q1,q2,. .., ¢m (KOHBEKCHH OMOTAY TAYAKA P1,P2,---,DPn)-
begin

Heka je p1 Tauka ca majsehom z-KoopauHaToM (2 HAjMAOM Y-KOODIUHATOM,
aKO MMa BHIIE Ta9aka ca HajsehoM z-KoOpAMHATOM);

TTomohy amropurma Prost_-mnogougao ypesuTu TadKe y OGHOCY HA P1;

HEKa je TO PeAOCIeN P1,P2,- - -, Pn;
q1 ‘= p1;
q2 = p2;

g3 := p3; {nyT P ce Ha MO4YeTKY CACTOJU OX p1, P2 U P3}

m = 3;

for k:=4 ton do
while yrao msmeby — gm—1—¢m — U — qm —pg—) > 7 do

m:=m — 1;
m:=m+ 1;
qm = py {na cmurmm 28] 10 je pry1}
end

Caootcenocm. I'napau €0 CJIO2KEHOCTH aJI'OpUTMa IIOTHYEe O IIOYeTHOI' COP-
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tupamba. Ocrarak ajgropurma usspiiasa ce 3a speme O(n). CBaka Tadka cKyna
pa3Marpa ce TavyHO jeJHOM y MH/YKTHUBHOM KOPAKY KaO Dgt1. ¥ TOM TDEHYTKY
TavKa ce yBeK /10/1aje KoHBeKcHoM myTy. VMcra Tauka 6uhe pa3maTpana n KacHuje
(MOXKa Yak W BUINE HETO jeJHOM) 1@ OU Ce MPOBEPUJIA HEHA MPUIATHOCT
KOHBEKCHOM IyTy. Bpoj Tagaka Ha KOje ce mIpmMemyje OBaKaB IMOBPATHU TECT
MOKe OUTH BEJIMKH, aJli ce CBe OHe, ceM JBe (Tekyha Tadyka u Tadka 3a Kojy ce
UCIIOCTABIbA J3 JIa/be IPUIIA/IA KOHBEKCHOM I1yTY) €JMMUHUIILY, jep Ta4Ka MOKE
OuTn eruMuHECaHA caMo jeaaoM! TIpema ToMe, TPOIH ce HajBUIe KOHCTAHTHO
BpeMe 3a eJIMMHUHAIA]Y CBaKe TAYKe M KOHCTAHTHO BPEME 33 HEHO JI0JaBaIbe.
Vkynuo je 3a oBy ¢dazy norpebno O(n) kopaka. 360r copTupamba je Bpeme
n3BplIaBama KomierHor anropurma O(nlogn).

2.5 [lpeceun xOpN30OHTA/IHUX U BEPTUKANHNX [YXKU

YecTo ce mamnazum Ha mpobiieMe HajmaxKkema mpeceka. Ilomexan je moTpebHO
MPOHAJIAXKEHE MIPeceKa Bullle objekara, a MoHeKa | caMo Tpeba OTKPUTH Ja JIH
je mpecek HempasaH ckytm. [Ipobslemn nereknuje cy OOMYHO JIAKIMH. Y OBOM
o/leJbKy TpuKaszaheMo jean mpodJIeM HATAYKEHha ITPECEKA, KOjU UIIYCTPYj€ BAXKHY
TEXHUKY 33 PEIlaBarbe reOMeTpHujcKux mpodsema. Vcra TexHuKa MOXKe ce Tpu-
MEHUTH U Ha JIpyre mpodieme.

IIpoGaem. 3a 3amaTu CKym O 1 XOPW3OHTAJHUX U 11 BEPTUKAJIHUX IyKA
npoHahu cBe IHUXOBE IPECceKe.

Osaj npobsiem BaxKaH je, Ha IpUMep, IIpU IpojekToBamy Kojaa VLSI (un-
TErpucaHux Koja ca orpomuuM Opojem esiemenara). Koso moxke ma caupku
Ha XuU/baze ~Ku4anmd”’, a MpojeKTanT Tpeba ga Oyme curypaH jga He IIOCTOje
HeoueKkwBaHu npecern. Ha mpobieM ce Takolje Hanias3n mpu eTMMUHAIIN]A CKPH-
BEHUX JIMHMja KaJa je MOTPeOHO 3aKJbYUIHTH KOje MBHUIE WJIN JI€JIOBW WBHIIA
Cy CKPHMBEHM caMUM OOjeKTOM WJIM HEKUM JIPYIMM O0jeKTOM; Taj mpobiiem je
0OMYHO KOMILIMKOBAHU]H, jep Ce He PAJIA CAMO O XOPU30HTATHUM U BEPTUKATHAM
nuaujama. Ilpumep ynasa 3a oBaj mpobieM MPUKA3aH je Ha CJIUIN

2] -+

Cruka 2.7: Tlpecenu XOpuU30OHTAJIHUX W BEPTUKAJTHUX TyKH.

Hasrazkeme cBux mpeceka BEPTHKAJTHAX [IY2KH je jeJHOCTABAH MPo0IeM, KOju
Ce OCTaBJba YUTAOILY 34 BexkOame (MCTO Ce OJHOCH W Ha, XOPU3OHTAJHE Jy7KHU).
[IpermocraBiMo 360T jeJTHOCTABHOCTH J1a He TIOCTOje TIpeceny u3Meljy mpon3BosbHe
JIBEe XOPU30HTAJIHE, OTHOCHO IPOU3BOJHHE JBE BEPTUKAJIHE JY3KU. AKO MOKYIITaMO
Ja npobJieM PelMMo yKJIamhamheM jeJHe 110 jefqHe ayxku (6110 Xopu3oHTaHe,
6us10 BepTUKaJIHe), OnJa fie Guru HeouxouHo aa ce uponally npecenu yKJIOmheHe
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JLyZKU Ca CBMM OCTaJIMM JIy2KUMa, I1a ce 1o6uja aiaropuram ca O(mn) Hajlaxemba
upeceka Jyxku. ¥y omreMm ciy4dajy 6poj upeceka moxe na 6yze O(mn), na
ajgropuraM Mosxke ma yrpomm Bpeme O(mn) Behi camMo 3a NMpUKa3WBambe CBUX
npeceka. Meljyrum, Opoj mpeceka moxke ga Oymge MHOTO Marmu o1 mn. Bojenn
61CMO J1a KOHCTPYHIIIEMO aJIrOPUTaM KOjU paJiu 100pOo KaJi MMa Majio Ipeceka,
a He IIPEBWIIE JIOIIE AKO Mpeceka mMa MHOro. Jlakse musb HaMm je ga npobiiem
permmo KOpuUIihemeM aJIropuTMa OCET/bUBOL HA U3J1a3, YUja CJI02KEHOCT 3ABUCH
¥ OJT BeJIMYWHE yIa3a U OJT BeTMIIHe n3y1a3a. To ce MoxKe mTocTuhi KOMOMHOBAHEeM
aBejy ujeja: m300pa CIeujaaHor Peocye a NHAYKINje U TM0javaBabha, WHIYK-
THUBHE XUTIOTE3E.

Penocsien npuMene uHAyKIUje MOXKE Ce OJPEJIUTH IOKPETHOM IIPABOM (EHT.
sweeping line) koja npesiazu (”ckenupa”) paBaH CjieBa yAeCHO; y2KH CE PA3MATPajy
OHHM P€/IOM KOjUM Ha IhUX HaWJIa3u nokperHa npasa. [lopes namaxema npecedanux
Tayaka, Tpeba UyBaTH W HEKE TOJATKE O MIYyKHMa KOje je TIOKDETHa, MpaBa
Beh 3axBaruia. Tu moganu Ouhe KopucHu 3a edUKACHIjE HATAKEHE HAPETHUX
npeceka. OBa TeXHWKA 30BE C€ TEXHUKA MOKPETHE JUHUJE.

SaMUCIUMO BEPTUKATHY IPAaBY KOja MPea3u paBaH ciesa yaecHo. la 6ucmo
ocTBapusu edexar npedprucaparma, COPTHPAMO CBE KPAjeBe /Iy2KU IIPEMa (bUXOBUM
r-KoopamHaTama. /IBe Kpajie Tauke BEPTUKAJIHE Iy KU UMajy UCTE T-KOOPIUHATE,
1a Ce PEruCTPYje CaMo jeaHa T-KOOPAWHATA 33 XOPU30HTAJIHE TYKH MOPAjy Ce
kopuctuTu 0oba kpaja. Ilocae coprupama Kpajesa, Ay:Ku Ce pa3Marpajy jeaHa
1o jemqHa yrepherunm pemocienom. Kao u 0OMIHO P WHAYKTHBHOM IPUCTYIIY,
MPeTIOCTAB/FAMO [Ia CMO IIPOHAIILIN IIPECeYHEe TAYKE IMPETXOMHUX [IyXKHU, U 14
cMO 00e30eu/ii HeKe IOy HCKe nHPOpMAaImje, Ia Ca/1a MOKYIIaBaMo 13 00pauMo
crenehy Ay m Ja yHeceMo HeomxopaHe gonyHe wHbopmannja. IIpema Tome
CTPYKTypa ajaroputma je y ocuoBu cieneha. Paszmarpamo kpajese myzku jeman
10 jena, caesa yaecuo. Kopucrumo nadopmaliuje npukynbene 10 cana (HUCMo
ux jou crenudunupasu) 1a o0pauMo Kpaj lyzKu, nponaljeMo npeceke y Kojuma
OHA yYIeCTBYje, U IOMybyjeMo nHpopMmarmje 1a OuCMO UX KOPUCTHUIA Ipu ciegehem
HaWJIACKy HA HEKHU Kpaj ayxku. OcHOBHEU pobiieM je neduHuUCakme nHOOPMAIIT]ja,
KOje Tpeba npukymbarn. [ToKyImajmMo qa MOKpeHeMo aIropuTam /13 OMCMO OTKPUIIH
Koje cy To mHdOopManuje moTpedHe.

IIpupomHo je y vHAYKTUBHY XUIOTE3y YKJbYYUTHU MO3HABAHE CBUX ITPECETHUX
Ta4aka Jy>KHU KOje Ce HaJjia3e JIEBO OJi TPEHYTHOI II0JIOXKAaja MOKPETHe IIPaBe.
Ha nm je 60o/me TpoBEpaBaTH Mpeceke KaJ ce pa3Marpa XOPW3OHTATIHA MIIN
BepTuKaJaHA AyxkK! Kaa pa3zmarpaMo BEPTHKAIHY YK, XOPU3OHTAJIHE IyXKU
koje je mory cehiu jom yBek ce pasmarpajy (IIONIITO HEje JIOCTUTHYT HUXOB
necuu kpaj). C apyre crpane, Kaj, mocMarpamo OHJIO JieBd, OUIIO IECHU KPaj
XOPU3OHTAJIHE JIyXKU, MU WJIM HUCMO HAWIIIN HA BEPTHKAIHE IyXKH KOje je
ceky, nm cmo ux Beh 3abopasunu. Jlakie, 6osbe je mpeceke OpOjaTu MPUITHKOM
HaMJIACKa HA BEPTUKAJIHY 1yK. [IpeTmocTaBuMo /13 je TOKPeTHA, TpaBa TPEHYTHO
[IPEKJIONuUJIa BepTukanny ayx L (Bumeru ciauky . Kaxkse undopmanuje cy
norpebHe 1a ce nponaly csu mnpecemu ayzxku L? IlomTo ce mpermocrasiba 1a
Cy CBU Ipeceny JIEBO Ol TPEHYTHOI I0JIOXKAja MOKPeTHe mnpase Beh mo3Harw,
HEeMa 1oTpebe pa3MarparTd XOPHU3OHTAJIHY YK aKO je IheH JeCHH KPaj JIEBO
on mokperHe mpase. [Ipema Tome, Tpeba pazmMaTpaTH camMo OHe XOPHU30HTAJHE
JIy2KW 9UjU Cy JIEBU KPAJEBU JIEBO, & IECHU KPAJEBU JECHO O TPEHYTHOT MOJIOXKAja,
HOKpeTHe npase (Ha CJauiy TakBUX JAyxKu uMa mect). [lorpebHo je uyBaru
JIUCTY TaKBUX XOPU3OHTAJIHUX JyKU (OZHOCHO HUXOBUX Y-KoopiauHara). Kan
ce Hamhe HA BEPTUKAMHY ay2K L, MOTPeOHO je IPOBEPUTH A JIX Ce OHA cede Ca,
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TUM XOPU3OHTAJIHUM AyKnMa. BaxKHO je mpUMeTUTH Ja 38 HaIaKermhe [MPeceKa

ca L oBme z-KoopamHATE KpajeBa My:KH HHCY O 3Hadaja. Mu Beh 3HaAMO 1a
XOPHU3OHTAJIHE YKU N3 JINCTE NMA]y T-KOOpJNHATE KOoje ” TTOKPUBA]y” Z-KOOPINHATY
nyxu L. ITorpebHO je mpoBepuTH CaMo y-KOOPAMHATE XOPU3OHTAJHUX Iy KU U3
Jmcre, 1a OM ce TPOBEPWJIO [1a, Jiu Cy OHe obyxBalieHe Oomcerom y-KOOPIMHATA,
ayxu L. Caga cMo cipeMHad 12 (DOPMYITUIIEMO UHIYKTUBHY XUIIOTE3Y.

NuaykruBHa xunoTresa. Heka je 3amara jaucra on NMPBUX kK COPTHPAHUX -
KOODIMHATA KpajeBa AyzKH Kao IIITO je OMHMCAHO, MPHU UeMy je rjp Hajseha ox
2Z-KOOp/mHaTa. Y MEMO 2 npoHaljeMo CBe npeceke Jy2Ku KOju Cy JI€BO OJ Tj, U
Jla eTMMUHHUIIEMO CBE XOPU3OHTAJIHE JIY’KHU KOje Cy JIEBO OfT L.

3a XOpu30OHTAIHE YW KOje ce jour yBek pasmarpajy pehu hemo ma cy
KaHAuAaTu (TO Cy XOPU30HTAJIHE JIy’KU YUju Cy JIEBU KPajeBU JIEBO, a JAECHU
KpajeBu JiecHo oz Tekyher nosioxaja nokperte npase). @opmupahiemo u oxpxasaru
CTPYKTYDY MoJaTaKa Koja caapku ckyn Kauaumgara. OamoxulieMo 3a TpeHyTak
aHAJIM3y peau3alyje OBe CTPYKTYPe [MoJaTaKa.

Bazuu ciyuaj 3a HaBeieHy WHIYKTUBHY XUTIOTE3Y je jeanocranaH. la 6ucMo
je mpormmpuin, norpebHo je ma obpaaumo (k + 1)-u kpaj ayxwu. ITocroje Tpu
moryhuocTH.

1. (k + 1)-u kpaj myXKu je JeCHH Kpaj XOPU3OHTAJIHE JYKHU; YK CE Taja
IPOCTO elUMHUHHUINE W3 CIHCKa Kapauaara. Kao mro je pedeno, mpecemu
ce IIpoHaJIa3e IIPH pa3MaTpaiby BEPTHKAJHUX Jy2KH, 113 Ce HU jelaH o1
npeceka He rybu equMuHanujom xopusonrasne ayxu. OBaj Kopak Jakiie
IPOIUpPYje WHAYKTUBHY XUTIOTE3Y.

2. (k + 1)-m kpaj Ay>Ku je JIEBM Kpaj XOPM3OHTAJIHE JYXKH; YK Ce Taja
Jomaje y cnmcak Kagauparta. Ilomro mecHm kpaj oyKuW HUje JOCTUTHYT,
Jy?K Ce He CMe jOIll eTUMUHUCATH, 1a je U Y OBOM CJIyd4ajy WHIYKTHBHA
XUIIOTE3a MPOIIUPEeHa Ha MCIPABAH HAYWH.

3. (k+1)-u kpaj ayxu je Beprukanna gyxK. OBO je OCHOBHHU JI€0 aJIrOPUTMA.
IIpecernu ca oBoM BepTHUKAJIHOM JIy2KH MOTry ce mponahu ymnopehuBamem
1-KOOPIUHATA CBUX XOPU3OHTAIHUX AY¥KU U3 CKYIa KAHIUIATA Ca Y-KO-
OopJIMHATaMa KpajeBa BEPTUKAJIHE ILyKU.

Agnropuram je cama xkommieran. bpoj ynopehusama hie obuuno 6utu MHOTO
Mamu of mn. Ha xKajocT, y HajropeM ciIydajy OBaj aJropuTaM HIaK 3aXTeBa
O(mn) ynopehusama, 4ak uako je 6poj mpeceka maiau. AKO ce, Ha OpuUMep,
CBE XOPU3OHTAJHE JyXKH IIPOCTHPY cJeBa yiuecHo (”uesoMm mupunom”), OHJIA
ce MOpa IPOBEPUTH [PECEK CBAKE BEPTHKAJHE JIy2KU Ca CBUM XOPU3OHTAIHUM
JIy>KUMa, 110 uMInnupa cioxkenoct O(mn). OBaj Hajropu ciydaj TiojaBibyje
Ce J9aK W aKO HUje/IHa BEPTUKAJIHA IyK HE Cede HUjeTHY XOPUIOHTAJIHY Iy¥K.

Jla 6u ce ycaBpIInoO aJIropuTaM, IOTPEOHO je cCMamuTH Opoj ymopehupama
Y-KOODJMHATA BEPTUKATHE TyXKH Ca Y-KOOPAUHATAMA XOPU3OHTATHUX JTYKU Y
cKyiy kKaujumara. Heka cy y-koopJuHare /1y KOja C€ TPEHYTHO Pa3MaTpa
Yp U Y, U HEKA Cy Y-KOODAWHATE XOPUIOHTAIHUX JYKU U3 CKYMA KAHIWIATA
Y1, Y2, - - -, Yr- IIPETIIOCTABUMO 8 CYy XOPUBOHTAJIHE AYXKU Yy CKYILy KAHIWIATA
3a/iaTe COPTUPAHO IPEMa, Y-KoopauHaTaMa (OIHOCHO HU3 Y1, Yo, - - - , Yy j€ pacrylin).
Xopu3oHTaIHE TY2KHU KOje Ce CEKY Ca BEPTUKAJTHOM MOry ce mponahn u3Bohemem
JBe GuHApHE mpeTpare, jeJiHe 3a yp, a apyre 3a yg. Heka je y; < yp < 441 <
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¥; < ya < Yj+1. BepTukanny myXK ceKy XOPH30HTATHE Ca KOODIUHATAMA it 1,
Yit2,- -+ Y4, 1 camo oHe. Moxke ce Takohe m3BpmmTH jenHa OMHaApHa IpeTpara
3a HIIP. Yp, & 3aTUM IIPOJIA3UTH Y-KOOpAWHATE JOK ce He mobhe mo y;. Maxo
je momasHM TMpobseM ITBOAVMEH3WOHAJAH, HaJasKeme i1, -..Y; je jeTHOan-
Men3uoHa Hu mpobsiem. Tpazkeme OpojeBa y jeJIHOAUMEH3UOHATHOM omncery (y
OBOM CJIy4ajy Ol Yp IO Yg) 30Be Ce jeOHOOUMEHZUOHAAHA NPEMPAza Oncezq.
Ako cy 6pojeBu copTUpaHH, OHJA je BpeMe U3BPLUEHA jeJHONMMEH3MOHAJHE
mperpare Orcera MpoOMOPIMOHAIHO 30MPY BPEMeHa, TParKema MPBOT MPeceKa, u
Opoja mponaljernx mpeceka. HapaBHo, He MOXKEMO Ja TPUYIIITUMO CEOM COPTUPAHE
XOPUBOHTAJIHUX [IY?KU TPU CBAKOM HAWIACKY HA BEPTUKAJIHY IYIK.

IIpucerumo ce jour jeqrom 3axreBa. [loTpebHa je cTpyKTypa moaaTaka mOroIHa
3a 4dyBame KaHJIuJara, Koja J03BO/baBA YMETAm€ HOBOI ejieMeHTa, OpHucarbe
enemMenTa U e(pUKACHO H3BPIIEHE jeTHOJUMEH3HOHATHE npeTpare omcera. Ha
cpehy, mocToju Builie CTPYKTYpa MOJAATAKA — HA IPUMED, YPABHOTEKEHO CTabIIo
— Koja omoryhyjy H3BpIIEIHE yMETambha, OpPUCAmha W TPAXKEHma CJI0KEHOCTU
O(log n) mo onepanmju (e je n 6poj elemMeHaTa y CKyIy), U JIHHEAPHO MPeTpa-
JKWBAME 332 BpEME MPOMOPIHOHAIHO Opojy nmponaljenux ejgemenara. Ilperpara
3AM0YULE TPAKEHEM Yp U Yo Y CTabIly Koje CAIpKU KAHIUIATE Y1, . .., Y
Hexka cy myTeBu Koju ce mpu ToMme mIpesase mogasehn o1 KopeHa crabyia O3HaYeHn
ca Pp, Pg, u HeKa je v mocjeqmn 3ajeITHIIKH IBOP 34 Ta JIBa IIyTa. Pe3ynrar
mperpare Cy KJby4YeBU KOMIIJIETHHX JIECHUX TMOjacTabaja IBOpoBa ca myTta Pp
(ucmon v) y KOjuMa IyT HACTABJbA JIEBOM I'PAHOM, U (CUMETPUYHO) KOMILIETHUX
JeBux mnozcrabaja 4BopoBa ca mnyrta Pg (ucmon v) y KojuMma IyT HacTaBjba,
JgecHoM rpanom. OBuM cy obyxBalieHr CBY YBOPOBH y YHYTPAINGUM MOACTADIMA
Koja cy orpahena myreBuma Pp u Pg. Tokom obumacka, Takohe ce mpoBepaBajy
¥ TIPUjaBJbyjy CBU YBOPOBM HA TyTeBMMa Pp n Pg Koju Jieyke y WHTEPBAJLY.

Anropuram BSP pretraga opsega(v, 2/, 2”)

Vaas. v (nokazusau na kopen BCII), [/, 2"] (nurepsa)
Hsaas, F (ckyn tadaka u3 v Koje OpHOATAJY HHTEPBALY)
1 if v # nil:

2 if 2" < v.kljue:

3

BSP pretraga_opsega{v.levi,z’ x")
if 2" < v.kljue and 2" = v.kljue:

nonaj v.kljue y F
G if 2" = vkl jue:

.

BSP pretraga_opsega({v.desni, z', x")

Caoocenocm. Ilouerno coprupame npema r-KOOPAMHATAMA KpajeBa JLyKu
zaxreBa O((m + n)log(m + n)) kopaka. ITomTo cBako ymerame M OGpHCAHE
zaxreBa O(logn) Kopaka, yKymHO BpeMe 3a 00pajly XOPU3OHTAJHUX JYKH j€
O(nlogn). O6pasa BEPTUKAIHUX [Iy?KY 3aXTE€BA jeIHOAUMEH3UOHAJIHY TIPETPArY
oricera, Koja ce moxke uzspiuru 3a speme O(logn + r), rue je r 6poj npeceka
OBE BEPTUKAJIHE JIyKi. BpEMEHCKA CJI0KEHOCT AJIrOPUTMA je JTaKJie

O((m +n)log(m +n) + R),

rae je R ykyman Opoj npeceka.
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Cruxka 2.8: Ilpumep jenHomuMeH3MOHAJHE MpeTpare orncera. Kauanmaru, mux
25, ymucaHw Cy y YPABHOTEXKEHO CTabJIO, a HCOUCY]y Ce KAHIUIATH W3
unrepsaia [30,39]. Pesysrar uute TaMHO CMBM M LIPHU YBOPOBHU.

Anropuram Preseci((vi,v2,...,vm), (h1,h2,...,hn));
VYaas: v1,v2,...,Um (CKyn Beprukagnux gayxu), uhi, ho, ..., h, (CKyn xOpu3oHTaNIHEX Hy2Kn).
{ye(v;) 1 yg(v;) cy Mama u Beha y-KoOpaAUHATA TY¥XKHU U; }
Nznasz: Ckyn cBUX MapoBa JYKHU KOje UMAjy IIpecek.
begin
CopTupaTi CBe Z-KOODIMHATE y Heomaaajyhu HU3 U cCMecTuTH uX y Q;
V=10
{V je cxynm XOpM30HTAJHHUX Ay>KH, TPEHYTHHX KAHIWMJATA 33 IPECEKe; OPraHM30BaH |
{je xao ypaBHOTEKEHO CTA0JIO IPEMA Y-KOOPAUHATAMA XOPU3OHTAIHAX [Ly?KH }
while @ je menpazax do
yKJIOHUTH U3 () HApeAHU KDPaj LYKH, D;
if p je mecuu kpaj nyxu hi then
yKJIOHUTHU hp u3 V'
else if p je neBu xpaj ayxu hy then
yRIByUuTH hi y V
else if p je z-koopamHaTa BepTUKaNHE AyKH v; then
{Hasmaxeme npeceka KAHIUAATS CA BEPTHKAJIHOM Jy7KH |
jenHOIMMEH3MOHAMHA IpeTpara oncera of ya (vi) 1o yg(vi) y V

end
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2.6 OppehuBare gBe Hajypa/beHnje Tauke y paBHU

Yecro je, mopen aBe HAjOIMXKE TAYKE, BAXKHO ONPEIWTH W JBE HAjyIA/bEHU]jE
Tayke y HEKOM CKymy Tadaka. Heka je S ckym om n Tadaka y paBHU W HEKa
je 3amarak oxpenutu aujamerap D(S) ckyna tavaka S koju ce nedunuiie Kao
najselie pacrojame Heke jBe Tadke u3 S:

D(S) = max{d(p,q) | p,q € S}

[Iputom xkeaumMo 12 yTBPAUMO W KOje Cy TO JBe Tadke a W b 3a KOje BaxKu
na je d(a,b) = D(S) (MoxkeMO a pa3mMKyjemMo JBe BapujaHTe OBOI IpOO/IeMa:
Hahm OMIO KOjU Map TAKBHUX TadaKa WM CBE TAPOBE KOJU 33I0BO/HABAjy OBAj
yciaoB). Jlupektan HauuH Ja PEruMo 0Baj IIpobJieM cacTojao 6u ce o1 padyHarba,
pacrojawa d(p,q) 3a csaku uap radaka (p,q) u oxpehusamwa najselie o1 Tux
Bpeguoctn. C 063MpOM HA TO Jia Cé PAdyHAHmEe PACTOjarba JIBe TAauKe MOXKe
YDPAJWTH y KOHCTAaHTHOM BpeMeHy ¥ Ja je O6poj maposa Tadaka jennak (}), 0Baj
amroputam je cioxkernoctun O(n?). Ilokazahemo y HacTaBKy TeKCTa /a Ce OBaj
npobieM MOKe pemuTu u ajaropurmom ciaoxenocru O(nlogn).

Jlema 2.1. /mjamerap ckyma Ttadaka S jeJHAK je AUjaMeTpy CKyIa TeMeHa,
HErOBOI KOHBEKCHOT oMoTada, S’.

Joxas. Heka cy p u q 1Be paziuaure Tadke CKyma S Tako ga nucy ode y S’. Bes
CMambemba OMITOCTU mpernocTaBumo na ¢ ¢ S’. TlokaxuMo ma oHIa Baxku Ja
nocroju Tauka ry S’ mako 1a je d(p,q) < d(p,r). Be3 napymasama omrocTy,
[IPETIOCTABUMO [a je IpaBa KPO3 TadyKe p W ¢ XOPU3OHTAJIHA U JIa je P JIEBO
on q. C 063upoM Ha TO Ja Ta4dKa ¢ HE TMPHUIAIA KOHBEKCHOM OMOTady, MOPa
Jla MOCTOjU TeMe KOHBEKCHOI' OMOTada 7 KOje je Ha BEePTUKAJJIHOj IPaBoj KPo3
q wim gecuo ox we. Hejennakocr d(p, q) < d(p,r) ciaenu u3 yumwenuna aa je y
Tpoyray (p,q,r) yrao Koz TemMeHa ¢ mpas min Tyn (a HacnpaMm Hajeeher yria y
TPOYIJIy yBEK jiexku Hajseha cTpaHura).

Hakie, qa 6MCMO M3padyHAJIN JUjaMeTap CKyla Tadaka y PaBHH, JOBOJHHO
je pa3MOTpHUTH caMO TeMeHa KOja IMPHUIaJiajy HEeroBOM KOHBEKCHOM OMOTAdy.
Hpyrum pedanma, 6e3 CMarmbermha OIIIITOCTH MOXKE Ce IPETIIOCTABUTH 1A Cy TAYKe
u3 cKymna S TeMeHa KOHBEKCHOI MHOIOYIJIa, P YeMY Cy CBU YIVIOBU KOHBEKCHOL
oMoTada Mamu o T (aKO je yrao MHOrOYT/Ia Y HEKOM TEMEHY jeIHaK T, OHIA
TO TeMe He TIPUIIAIa KOHBEKCHOM OMOTAMY ).

Jlema 2.2. Heka je | mpaBa kpo3 tauke p; u po. Huz pacrojama npeocrananx
ravaka 10 npase l: d(ps, 1), d(p4, 1), . .., d(pn,1) pacre 1o Heke BpexuocTH d(p;, 1),
a 3aTuM OmaJIa.

Zoxas. OBo TBpljeme cenu AUPEKTHO W3 YHIHEHUIE Ja Cy Tadke CKyra S
TeMEHA KOHBEKCHOI MHOTOYIJIA.

AKo je e Heka MBMIA KOHBEKCHOI' OMOTa4a, O3HAYMMO ca [, LpaBy KOja
campxku e. Heka je L ckym cBux mapoBa (p,q) 3a Koje 3a jelHy OJ] MBHIA €
KOHBEKCHOT OMOTadva KOje CaJpiKe P BaXKM 13 je ¢ HajJa/ha TauKa KOHBEKCHOT
omoraya of l., onHocHO Baxku za je: d(q,l.) = max{d(r,l.)|r € S}. ¥ upumepy
Ha caury [2.9] Tauka ¢ je Ha MaKCHMAaJHOM pacrojamy of mpase l.. Ako ca
{9 o3HAYMMO TpaBy KPO3 ¢ KOja je mapajenHa ca l., Taga cy cBe Tadke u3 S
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usmely . u 12 (36or koHBeKCHOCTH, 1paBa (¢ MOXKe 1A CAApPXKKU HAJBUILE jOIL
jenny Tauky ckyua S). Crora je nap (p,q) caupxan y ckymy L.

Cnuka 2.9: Unycrpanuja nedununimje ckyna L. VIBuma e nma p Kao Kpajiby
TavyKy u ¢ je Hajygamenuja ox l.. Crora ckyn L canpxku nap (p,q)

Jlema 2.3. /Iujamerap ckyna S jennax je najseliem pacrojamwy d(p, q) 3a Heku
map u3 ckyma L.

Joxas. Heka cy a u b nBe Tauke u3 S rakse aa je d(a,b) = D(S). [Tokaxumo
na je map (a,b) wiu nap (b, a) cagpxkan y L, unme hie jema Gutu mokasasa.

Cmuka 2.10: WUnycrpanuja mokasa Jjieme 3. IIpaBa kKpo3 a u e je mpBa Koja
HaWJ/Ia3W Ha UBUIY KOHBEKCHOT' OMOTa4va.

Bes mapyrmaBama ONINTOCTH, IPETIOCTABUMO Ja je IpaBa Kpo3 a u b xopu-
sonraiana. Cee tauke uz S \ {a,b} cy crporo uzmely /iBe BepTUKajHE IpaBe
kpo3 a u b (unaue 6u pujamerap ckyuna S 6uo sehu ox d(a,b)). Porupajmo
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OBe JIBe IIpaBe CUMYJITAHO Yy CMepy Ka3asbe Ha JYaCOBHUKY OKO @ M b M CTaHUMO
qumM ce jeﬂHa OJ1 IbUX IIOKJIOIIK Ca CTPAHHUIOM KOHBEKCHOI' OMOTa4a CKYIIa S,
IPUIMKOM POTalMje OBe JBe mpase ocTajy mapasenne (cauka [2.10). Heka je
€ WBWIIA Ca KOJOM Ce JelaBa MpBO Mpekjaname. AKO je a Kpajiba Tadyka OBe
WBUIlE, HUje TEIKO 3aK/pyunTn 1a b uma najBehie pacrojame 10 mpase Kpo3 €.
Crora je nap (a,b) caugpxaun y ckyny L. CiaudHo, yKOIHMKO je b Kpajiba Tadka
usuie e, ouzaa je uap (b, a) caapxan y L.

Ha ocnoBy mpeTxone jeMe 3aKbyIyjeMo Aa JujaMeTap MOKEeMO N3PadyHATH
Ha caefehn HauYWH: HAjIPe OpeaIuMO CKyT L, a 3aTUM OJpeIruMO U CBa, PACTOjamba,
onpebena enementuma w3 L m mponabhemo najsehe. Ilokaxkumo ma ckym L
caaprKu HajBUIIE 4N eleMeHaTa, IPH 9eMy je ca n 03HAaUeH OPOj NBUIA KOHBEKCHOT
MHOroyrJia S. Youumo je/iHy UBHILy e KOHBeKCHOI omoTada. OHa je orpaHuyeHa
aBema radukama. Ilocroje HajBullie gBe Tauke CKyIa S Ha MAKCUMAJIHOM PACTOjatby
ox mpase [, kpo3 e. [locnenuiia oBe UYMILEHUIE je a OBOj WBHUIMU OArOBApa
HajBUITE YeTUPHU Mapa y L m3 dera cjaeau /a je BeTmdanHa ckyna L majsure 4n.
Ha ocHoBy Tora 3akiby4yjemo ja je npyru Kopak ajaropurma ciaoxenocru O(n).
Ocraje npobaem onpeljuBama ckyna L. [Tokazahiemo 1a ce on Moxke u3padyHaru
y Bpemeny O(n).

IToxcerumo ce ma cmo Tavke ckyna S HyMepHUCAIu Kao P1, P2, - - - , Pn, Y CMEDPY
CyIPOTHOM O] KpeTama Ka3a/bKe Ha JacOBHUKY. Heka je e mBuiia orpanu<eHa
TadyKaMa p1 U P U HEKa je [, mpaBa Koja caapxku e. zKemmmo ga npornahemo
HajBHUINE JBE TavdKe CKyma S Koje cy Ha MaKCHMAaJIHOM pacrojamy o l.. Jlema
22  mam naje jemmocraBan mocTynak 3a onpeljuBame oBuX Tauaxa:

7«3

while d(p;y1,l.) > d(p;,le) do

j—g+1

IIpuTtoM ce mompasymeBa Ja ce WHAEKCH Tavaka PAdyHAjy MO MOIYAY N, Tj.
Ja Baxku pp+1 = p1. Ha xpajy ose while nersbe mmamo na Baxu d(ps,l.) <
d(pa,1e) < ... < d(pj,le) u d(pj1,1e) < d(pj,le). Axo je d(pjt1,le) < d(pj,l.)
OHJa je p; jequHa TadKa ca MaKCHMAaJHIM pacTojameM J0 l. U JomajeMo JBa
napa (p1,p;) u (p2,p;) y L. Unage, nmamo d(pjt1,l.) = d(pj,l.) u momajemo
wetupn napa (p1,p;), (P1,Pj+1), (P2:p5): (p2,pj+1) ¥ L. Ha osaj maunn cmo
obpasmin TpBY WBHIY e. YKYIMHO yTpoineHo Bpeme je O(n), jep MHIEKC j
POJIa3u 7 BPEIHOCTH.

Hexa je € mapenma mBuIa KOHBEKCHOT OMOTAYa, KOja WMa KPajmhe TadKe po
u p3. PasamorpumMo kako MoxkeMmo 13 edukacHO mpoHaheMo HajBuIle ABE TAUKE
ckyma S KOja Cy Ha MaKCHMAJIHOM DACTOjarby O e/ .

Jlema 2.4. Hexka je nnmekc j Takap Ja BaKé Jia je p; Ha HajsehieM pacrojamy
on mpase .. CamvyHO, HEKA je WHIOEKC ¢ TaKaB [a je Tadka p; Ha HajBehem
pacrojamwy on l/. Tana je j < i <n nmm i = 1.

Zloxas. TlpermocraBuMo 6e3 HapyIaBama OMIITOCTH 1A je MPaBa KPO3 P U Po
xopusonTasnua. Tazxa je pi aeBo ox ps. Heka je [; (amanorno l;) npaBa Kpo3 p;
mapasenna ca l, (omrocHO [.), BUACTH CIUKY C ob63upoM Ha TO 12 je p; Ha
Hajehem pacrojamy of [, 3HAMO 1a Cy TadKe P4, Ps, - . ., Pj—1 CBE Ha TPaBoj [;
WJIM UCTOJ Fhe. 300r KOHBEKCHOCTHU OBE TAYKe MOpPAjy m1a Oy/Iy /[IeCHO O IpaBe
I’ (mokazaru z1a je OBO TAYHO U AKO je yrao y ps Matbu ox 7/2). Crora Baxu Ja
je d(pj,lL) > d(p, 1),k =4,5,...,7 — 1, nakne i ¢ {4,5,...,j — 1}. Jacno je
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D3

n

Cruxka 2.11: Waycrparmmja mokas3a jgeme 4.

u ja je i # 2 u i # 3. Ilpema Tome, Ha Hajaaby TadKy O/ € HaWJIA3HU CE MOCTIE
TauKe pj.

[Tocrenuiia oBe jeme je cieneha: na 6GucMo HAILIN WHIEKC ¢, HE MOPAMO 14
KPEHEMO O/, P4 TOKOM ODU/IACKA KOHBEKCHOI' OMOTa4a; MOXKEMO KPEHYTH Ol P;.

Y ommtem ciydajy, HEKa je €} WBUIA KOHBEKCHOT OMOTAaYa, Ca KPAjHUM
TauKaMa Pi U P41 U HEKA je P, TAYKa HA MAKCUMAJHOM PACTOjarby O mpase [y
KpO3 eg. Jla bucmo mpoHanum TavKy Ha MAKCUMAJIHOM PACTOjamby O IpaBe [+ 1
KOja CaJpIKu HAPEJIHY UBHUILY €jt1, MOXKEMO PA3MOTPUTH TEMEHA KOHBEKCHOT
OMOTaYa MOYEB O Py, W PABMOTPUTH TAYUKE Py, Dyt-1s - -« s Py P1y - - - Pk CBE JIOK
He npoHaljeMo MakCUMaJHW €JIeMEHT HU3a

A(Pus let1), APut 15 g1)s -« - APy lot1), A1, leg 1), - -, APy Let1)

3a KOju 3HAMO Jla My €JIeMEHTH IIPBO PacTy, a 3aTruM omnaaajy. Ha oaj Hauwmn
padyHaMo CKyn L ¥ MPUTOM TTPOJIA3UMO MAKCUMAJTHO JIBA MyTa OKO KOHBEKCHOT
oMoTaua, Te ce 0Baj cKym padyHa y Bpemeny O(n). Crora cMo g0Ka3aIM HAPEJHY
TEopeMmy:

Teopema 1. Hexa je S cxyn 0d n mauaxae y pasnu. ujamemap ckyna S ce
moorce uspawyrnamu y epemeny O(nlogn). Axo cy mauke ckyna S dame xao
MEMEHA KOHBEKCHO2 MHO20Y2A0, COPMUPAHUM pedocaedom, onda ce dujamemap
moorce uspauynamu y epemeny O(n).

KomenTap 2. Moxe mocrojaru Belim 6poj Tadaka Koje cy HAa MAKCHMAJTHOM
pacrojamy, aju CBU MMAPOBH TAKBUX TAYaKa MOPAjy OMTH CaAPIKAHU y CKYyIy
L. Crora mozxke mocrojaTu HajBuine 4n mapoBa Tadaka Koje Cy Ha pacrojamby
D(S) n npensioxeHn aJroOpuTaM UX CBe MTPOHAIAZN.

Pasmorpumo joir HEKOIMKO 3aHUMJBUBUX [€OMETPHjCKUX 1IpodsemMa.
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2.7 [OyxwuHa yHnje py>Kn Ha NpaBoj

IIpobaem. 3a gaTti CKym OJ n AYKHU HAa MPABOj, OAPEIUTH YKYIHY AYKUHY
KOjy MOKDPHBAjy OBE JIyIKH.

Yrosmmko Ou cBe myxu Ouse meljycobno mucjyukrae, onga oucmo mpobsem
JIAKO permn: cabpajim OMCMO ay»KuHe CBuX nysku. MehyTtum, oBe myxku ce
MOry TpekJjanaru (MOTEHIUjATHO W MO HEKOJMKO WX HCTOBPEMEHO), T€ je
MOTPEOHO pa3BUTH Apyraduju ajroputaMm. [IpermocTaBumMo a CBe AyKu JIekKe
Ha x-ocu. Veja je MCKOPHUCTUTH TEXHUKY BEPTHUKATHE MOKPETHE MpPaBe Koja
paBaH mpeJia3u CJIeBA YJECHO U KOja PeJIOM IPOJIA3U CKYIOM KPAjHhUX TadaKa
CBUX JQTHX JyXKH.

DopMuUPAjMO OJT CBUX T KOOPAUHATA KPAJIHUX TAUAKA, Iy KU HU3 tacke TyKUHE
2n. Y3 T KOOpAMHATY Tadke NOTPEOHO je y3 CBAaKM YjIaH HU3A IAMTUTU H
uadOpMAIHjy Ja JIX je Tadka moderHa u Kpajiwa. CopTupajMo 3aTuM 0Baj HU3
npeMa & KOOPIMHATH Heoma ajyhe; yKOJIUKO JIBe UJIU BUIIE TAYAKA UMA]y UCTY
BPEIHOCT & KOOP/INHATE, TIPBO CE€ Y COPTHPAHOM HU3Y Tpebajy HAJa3UTH Kpajihe
Tayke, a 3aTuM moderHe. buhe mam morpebaH jemaH HaMeHCKu Opojad br umja
jé BPeIHOCT y CBaKOM TPEHYTKY OpOj NPEeKJIOI/bEHUX Jy’KU HEIOCPEIHO H3a
[OKPETHE IIpaBe (a IIpe HAPeJIHOr KPaja JAy»Ku) U KOjU HA I0YeTKY MHUIIUjATH3YjeMO
ua 0, u npomensbuBa ukupna_duzina K0jy Takohe MHUIMjAIH3YjEMO HA HYJIYy H
quja BpemHOCT Tpeba ga Oyzge 30up AyKWHA [IyKH KOje je IMOKpeTHa IIpaBa
Beh “mpermemasna”. OBa aBa TBphema HaM TpeaCTaBI/bajy WHBAPUjAHTY TETIhE
asroputr™a koju Tpeba dopmynncarn. Hakon Tora mposa3mMo pesioM Kpo3
eJIeMEHTe HW3a W 33 CBAKW YIAH HU3a YKOJUKO je BpemHocT Opojada Beha o
Hysie npoMensbuBy ukupna-duzina ysehiaBamo 3a spenuocr tackali] — tackali —

1]. IlpunukoM HaMJIACKA HA TOYETHY TAYKY Jy2KU BPEIHOCT OPOjada MHKPEMEHTHPAMO,
a TPUJINKOM HAMJTACKA HA KPAjihy TAUKY IyKHU BPEIHOCT Opojada IeKpeMEHTHPAMO
(makje y cBAKOM TPEHYTKY BPEIHOCT Opojada HaM yKa3yje Ha Opoj JyKu Koje

Ce y TOj TA4KHU MPEKJIAMA]y).

Osaj anropuram (Kuee, 1977.) upencrasipa uiiycrpaiujy TeXHUKE IOKPETHE
upase. Culoxkenocr osor ajiropurma je O(nlogn) wro norude oj moverHor
COPTHUPAHA KPAJIHUX TAYAKA, JTYIKHU.

2.8 “Happy-ending” teorema

Teopema 3. 3a ceaku ckyn 0d 5 mauara y pasny Koje cy Y ONWMem NoAOACATY
NOCMOJU YEMBOPOUAGHY NOJCKYN KOJU POPMUPE KOHBEKCHU YeME0POY2a.

OBa Teopema ce MOXKE jEeJHOCTABHO JOKA3ATH PA3MATPABEM CJIydajeBa.
VKOIMKO Cy O OBUX MET TAYaKa UYETUPH WJIW MET TAYaKa TEMEHA KOHBEKCHOT
omorava, oH/1a OUJI0 Koje YeTHpH Tauke KOHBEKCHOT oMoTava opelyjy pererne.
Axo ckynm Tauaka mMma OOJIMK TpPOYIJIa Ca JBE TadKe YHYTap Ihera, OHIa Ce
YBEK MOry OfabpaTw [Be YHYyTPAIlibe TAYKe U je/Ha OJ CTPAHUI@A TPOyTJIa.
Kojy crpanuiy Tpoyrina 6upamo? C 063upoM Ha TO Ja Cy TadKe y OIIITeM
1n0J102kajy (Tj. HUKOje TPU TAadKe HUCY KOJMHEAPHE), IPaBa KOoja CaJPKH JIBe
VHYTPAIIllhe Ta9Ke CKYIa Cedue TAYHO JBE CTPAHWIE TpOyria. bupamo Tpehy
CTPAHUILYy TPOYTJIA U JBE YHYTPAIIHE TAUKE.

Ha caunu|2.12|npukasane cy cBe Tpu Moryhe KoHpUTypalirje Ha KOje MOXKEMO
vanhu npuiukoM amasm3se ciydajeBa. OBaj pesynrar je ITosr Eppemnt mazsao
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Cruka 2.12: Paznuunre kouHbUrypammje mpobiemMa: Kaaia ce KOHBEKCHI OMOTAY
CaCTOju OJf TIeT, YeTUPHU U TPU TAUKE

“happy-ending” Teopema jep ce /BOje HErOBUX MpUjaTe/had KOjU Cy PAIUIA HA
osoM 1ipobsiemy (ITopn Cekepemr u Ecrep Kimaju) Benuasio. Yomimireme 0BOr
pesynrara je reopema Eppern-Cekeperr koja rimacu:

Teopema 4. Hajmaru 6poj maswara 3a Koje C8AKU NPOU3BOHAH PACTIOPED CAOPHCU
KoneexcHu nodckyn 00 n mavaka je 2" "2 + 1.

Omna je u majpe 6e3 10Ka3a, ajau Cy JOKa3aHe HEKe Marhe MPEIu3He TPAHUIIE.

2.9 HWcnutuBare Aa v y CKyny oA, n Tayaka nocroje Tpu KoJinHeapHe Tauke

IIpobiem. Heka je 3agaro n tagaka y pasuu. I[lorpebno je mcmumraru ma Jjin
Mely ®BuMa TOCTOje HEKEe TPHU KOje Cy KOJIMHEeapHe.

Anropuram rpybe cuie 6u 3a CBake TPU TavKe IIPOBEPABAO KOJMHEAPHOCT,
na 6u cioxkenoct 6uaa O(n?).

3a cBaky TauyKy u3padyyHaMO HArub pasBe Kpo3 by U CBAKY OJl IIPEOCTAJIUX
n— 1 Tavaka cKyma, a 3aTuM Taj Hu3 HAruba coprupamo. HakoH Tora morpebHO
j€ TIPOBEPUTH A JIM MOCTOj€ JBE CYCEQHE MCTE BPESHOCTH Y OBOM COPTHPAHOM
HU3y. Ao mocroje, oHma mocroje Tpu KonmHeapHe Tadke. C0sKeHOCT OBOT
anropurma je O(n) 3a pauyname Haruba npasux, a 3aruM O(n logn) 3a BUXOBO
coprupame. To pagumo n myTa, TAKO Ja je yKylHA CJIOXKEHOCT aJrOPUTMa
O(n?logn).

2.10 WcnutuBare fa nNu y ckyny oA, n Tayaka nocToju keaapart

IIpobaem. 3a garux n Tadaka y paBHU MOTPEGHO je yTBPAUTH JIa JU MOCTOje
HEKe JeTupH Koje o0pasdyjy KBajpar.

Ajiropuram rpy6e cusie 61 3a CBake YeTHPHU TadKe IPOBEPABao Ja Ju 00pa3yjy
KBajipaT 1 610 6u cioxenocrn O(nt). Aaropuram MOXKEMO YHAIPEIUTH TaKO
IIITO 33 CBAKe JIBE TAYKe MOYKEMO Ja W3PAUyHAMO KOODINHATE MOTEHIINjaTHUX
KBaJ[paTa HaJ TOM CTpaHuioM (IOCToje Mo JABa TakBa KBaapara). Hakon Tora,
OTPeOHO je YCTAaHOBUTH JIa JIU Ce y CKYIly HaJla3e TadKe Ca JIaTUM KOOp/IUHATAMA.
Hu3 rauaka moxkemo coprupaTu pacryhe u OH/Ia IPUMEHUTH ONHAPHY TIpeTpary.
Asropurawm je crnoxenoctu O(n?logn).
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2.11 Pe3ume

leomerpujcku ajropuTMu Cy Ha HEKU HAYUH MAH€ AlCTPAKTHU O rpadoBCKuX,
jep CMO HABHUKJIX JIa BUIUMO U PAJIUMO Ca TeOMeTprjcKuM o0jekruma. Mehyrum,
TO je caMO0 TIpBU yTHUCAK. PagnuTu ca orpoMuuM OpojeM o0jekara Huje UCTO IIITO
7 PaINTH Ca MaJIMM CJIMKAaMa, [a MOPAMO OWTH OIpPE3HHU Ja HAC MPEJICTaBa
KOjy UMaMO He HaBeJle Ha MorperrHe 3akpydke. Mopajy ce mpeaBuaeTn MHOTH
crenujainu ciydajeBu. Ajropuram 3a yTBpYUBAE MPUIIATHOCTH TAYKE YHY TPAIIHOCTH
MHOI'OYLJIa (O,H,e.]'baK je mobap npumep. 360r TOra KOHCTPYKIHja Fe€OMETPU]CKUX
anropuTaMa 3axTeBa MocebaH ompes.

Y KOHCTpYKIWju (JIUCKPETHUX) MEOMETPUJCKUX AJTOPUTAMA, BAXKHY YIIOTY
urpa mHAYKIHja. TeXanka TOKpeTHe TpaBe, 3aCHOBAHA HA WHIYKIIWjU, 3a)e THUTIKA
j€ 3a BWIIlE TEOMETPHjCKUX aJITOPUTAMA; TAKODE Ce YeCTO KOPUCTHU PA3JIarambe.
Teomerpujcku anropurmu (U3y3€B HAjjeAHOCTABHUJUX) YECTO 3aXTEBA]Y KOMIIMKOBAHE
CTPYKType TOJaTaKa, IMa Cy MHOTe CJIOYKeHe CTPYKTyYpe ToJaTaka pa3BUjeHe
yrmpagBo 3a Ty HaMmeHy. OBie HICMO pa3MaTpPaJId HY jeTIHY Ol TAKBUX CIIEIVjATHUX
CTPYKTYypa MOJaTaKa.






[nasa J

CrpykType nogartaka

3.1 ABJ1 crabna

ABJI crabaa (koja cy ume mobusia mo ayropuma, Anenbcon—Benbckuil u
Jlanguc, 1962.) cy crpykTypa nojaraka Koja rapanTyje Ja CJI0XKEHOCT HU jeHe
OJ1 OIlepalirja TpaXKemba, yMeTama u Opucama y HajropeM cJydajy uuje sehia
o1 O(logn), rae je n 6poj esemenara. Uueja je yaoKuTu JOMYHCKE HALOD Ja
ce 1ocJIe CBaKe onepaiyje crabjio ypaBHOTEXKH, TAKO JIa BUCHHA CTabJia yBEK
6yne O(logn). Ilpu ToMe ce ypaBHOTeXKeHOCT crabia aedWHHITE TaKo Ja Ce
MoKe JIako oapxkasaru. [Ipenusuauje, ABJI crabio ce medunuire kao GuHAPHO
cTabsio Tperpare Ko KOra je 3a CBAKH YBOP AICOIYTHA BPEIHOCT pPa3JINKe
BUCHHA JIEBOI ¥ JECHOT 110/icTabiia Matba Wild jeJiHaka oJ jefan (BUAeTH HpUMep

Ha CJIUIHU .

/\

(2)
®/\® & O
09@

Cnuka 3.1: Tlpumep ABJI crabia.

Kao mro mokasyje cieneha Teopema, sucnna ABJI crabia je O(logn).

Teopema 5. 3a ABJI cmabao ca n wsoposa sucuna h 3adosonasa ycros h <
2logy 1.

31
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Zoxas. Heka je T, ABJI crabmo Bucuse h > 0 ca Hajmamum moryhum Gpojem
upopoBa. Crabio Ty cagp:ku camMo KOpeH, a crabio 17 KOpeH U jeJTHOr CUHA,
perumo gecuor. 3a h > 2 crabno Tj, moxke ce dpopmuparu Ha ciaenehn wvadwmn:
BEroBO TOJICTA0/I0 Mae Bucuue h — 2 Takohe Tpeba ma 6yme ABJI crabmo ca
MUHUMAJIHAM OpOjeM YBOpPOBA, makJje 1} _o; CAMIHO, FHErOBO JIPYTO MOACTADIIO
Tpeba na Oyne Tj_1. Crabsa onmcaHa oBakBOM ~ audepeHIHOM jeaHadInHOM”
30By ce Qubonauwujesa cmabaa. Hexomuko npsux ®PubonadmjeBux crabdasa,
TAaKBUX JIa je y CBAKOM YHYTPAIbeM YBOPY BUCHHA JIEBOT MOACTab/Ia Marba,
npukaszaHo je Ha camnn [3.2} O3naunmo ca nj, MuanManHN 6poj 1BOopoBa ABJI
crabsa Bucune h, Tj. 6poj uBopoBa crabia Th; ng = 1, ny =2, no = 4,... Ilo
nepununujn Pubonaunjesux crabana je np, = np_1 +np_o +1,3a h > 2. C
003UpPOM Ha TO J1a je My > Np_1 3a CBAKO h > 2 BaxKu:

Ny =Np—1+Nh—2+1>2np_9+1>2n,_9

JIoKayKUMO MHIYKIMjoM 1a Baskn tepheme n, > 22 . 3ah=0u h =1
TBpheme Baxku. [IpermocTaBuMo m1a TBpheme Baxku 3a h — 2, OMHOCHO /18 BaXKH
np_o > 2h=2)/2 Ha OCHOBY Be3e Ny > 2nj,_o BaXKu

np > 2. 2(h—2)/2 — 2h/2—1+1 — 2h/2
O/IHOCHO HAKOH JIOrapuTMOBama 00e crpane jgobujamo h < 2logy ny < 2logyn

jep je mo mpermocTaBIu 3a cBa crabsa BucmHE h Opoj duBopoBa n Behwm nim
jeaHak oz np.

o o 0 o
\o o/ \o\ o/ \/o\
\ / \
\o \o Jd
T, T T, T

Cinuka 3.2: ®@ubonaumjesa crabna Ty, T, T u T3.

Mozxke ce moka3zaru u jade TBpheme.

Teopema 6. 3a ABJI cmabao ca n 46oposa sucuna h 3adosonasa ycaoe h <
1.4411og, n.

Zlokas. Kpenumo on 00ujeHe peKypenTHe jeTHaAINHE 33 MUHUMAJIHA OPOj 9BOPOBA
ABJI crabna sucuse h: np = np—1 + np—o + 1. Baxu np +1 = (np—1 +
1) + (np—2 + 1), 3a h > 2. Bugumo na 6pojeBu nj, + 1 3am0BosbaBajy ucry
nudepennny jeanaduny kao u @ubonauujesu 6pojesu Fj, (Fjy0 = Fri1 + F,
3a h > 1; F; = F» = 1). ¥Y3umajyhu y 063up jeIHAKOCT MO MpPBa, JBa WIAHA
Hu3oBa ng+1 = F3 =2uny+1 = Fy, = 3, UHAYKINjOM Ce HETIOCPETHO TIOKa3yje
ma Baxu ny = Fjy3 — 1. [lomazehn ox u3pasa 3a ommru ynan OPuboraunjeBor

ne((57) - (50)) = (57 )
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J00mjaMo

e (5 ) (5 e

OgBa HejeqHAKOCT €KBUBAJIEHTHA je ca
h <10g( ;g /2(V5(nn + 1.45)) — 3 < 1.4411log, ny, < 1.4411logy n

qnMe je TeopeMa JIOKa3aHa.

3.1.1 Onepauynje ca ABJ1 crabnom

Pazmorpumo cazma Kako ce Tociie ymMeTarha, OJHOCHO Opucarha eeMeHTa
u3 ABJI crabmna, Mo¥Ke WHTEPBEHHCATH TaKO Ja pe3yarar u mabe Oyne ABJI
cTadJIo.

Ymertamwe enementa y ABJ1 crabno

[Mpunukom ymerama HOBOr esementa y ABJI crabmo mocryma ce Hajupe Ha
HAYMH yoOn4ajeH 3a OuHapHO cTab/Io0 IpeTpare: MPOHAIA3H CE€ MECTO YBOPY, I1a
ce y cTabJIo J0/aje HOBU YBOP Ca KJ/bYUeM jeTHAKUM 33JaTOM Opojy. YBOpoBuMA
Ha MyTy KOjU Ce TOM NIPHWJIMKOM IIpejia3e OJroBapajy pa3jnKe BHUCHHA JIEBOT
u aecuor nozacrabia (dpakropu pasHorexe) u3 ckyna {0,+1}. Ilocebro je
WHTEPECAHTAH TOCJEIbU YBOP HA TOM MyTy KOju UMa (AKTOP PABHOTEXKE
pa3JUYuT Of HyJie, T3B. KPpUTUIHU 4UBOPp. Vcrocraspa ce 1a je MPUIHKOM
yMmetama 6poja y ABJI ctabyio dosowto ypasromesicumu nodcmabro ca KOpeHom
Y KPUMUYHOM 460pYy - Y TO heMo ce yBEpHUTH KaJia BUIMMO JeTajbe MOCTYIKA
YPABHOTEXKABAHA.

IIpernocTaBumo 1a je pakTop paBHOTEKE y KPUTHIHOM UBOPY jemHax 1
(Bugeru cauky [(3.3). HoBu uBop mozke ja 3aBpiiu y:

e JIeCHOM TOACTA0Y — y TOM CIIyqajy TOoACTaba0 KOME j€ KOPEH KPUTHIHH
41Bop ocraje ABJI

e JIEBOM MOACTAbIy — y TOM Ciydajy crabyo mpecraje ma Oyme ABJI u
moTpeOHO je mHTepBeHmcartu. llpema Tome 1a i je HOBU YBOD JOIAT
JIEBOM WLJTH JIECHOM TIOJCTA0JIY JIEBOT TIOACTA0/Ia, PA3IUKYjeMO ABA CIydaja,

BUJETH CIHUKY [3.3]

— Y npBoM ciy4ajy ce Ha cTabiio IpuMerbyje poTamuja: KOPeH JeBor
nozcrabua B (Bugeru cauky |3.4) noxuxke ce u nocraje Kopes nojcrabia
(koMe je KopeH OuO KPUTHYAH 9BOP), a OCTaTak crabia npeypehyje
ce Tako Ja crabjio u gasse ocrane BCII. Crabno T ce "momuzke” 3a,
jemam HEBO octajyhm m masbe meBo moacTabiao uBopa B; crabmo Th
ocTaje Ha MCTOM HHUBOY, ajid YMECTO HecHOr mojacTtabia B moctaje
JieBo nozcrabsio A; gecuo mnopcrabsio A ciuymira ce 3a jeJaH HUBO.
[omro je A xpurwuan 4BOp, pakTop paBHOTEKE UBOpa B je 0, ma
crabmna 17 n Tp mumajy ucry Bucuny. Crabna T5 n Ty He Mopajy
HMaTHU UCTy BUCHHY, jep uBop C' HEje HA MyTy O KPUTUIHOT YBOPA
JI0 MECTa, yMeTarba (cm/IKa. HoBu kopen moacrabia mocraje I8op
B, ca dakropom pasaorexe 0.
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Cnuka 3.3: Ywmerama koja pemere ABJI cBojerso crabia.
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Cnuka 3.4: Ypasaorexasawe ABJI-crabia mocie ymerama — pOTalldja.

— JIpyru ciy4aj je KOMILTUKOBAHU]I; Taga ce CTab/I0 MOYKE YPABHOTEXKUTH
JBOCTPYKOM poTaryjoM, sugeru ciuky [3.5 Hosu usop noxcrabia
YMECTO KPUTUYHOI YBOPA IOCTAje JECHHU CHH JI€BOI CUHA KPUTUYHOTL
9BOPA.

0 A

B et B/ T

2 / \QT 4 - / \C
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h+2 HOBH JIACT

_— HOBU JIUCT
Cnuka 3.5: VYpasaorexasamwe ABJI-crabna mocie ymerama — IBOCTPYKA
poraiiyja.

Bamaxkamo g1a y oba ciydaja BUCHHA MOACTA0IA KOME je KOPEH KPUTHIHU
9BOP IIOCJIE YPABHOTEXKABAaIba OCTAje HEIPOMEIbeHa. Y PABHOTEXKABAME IIOI-
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crabiia KOMe je KOpeH KPUTHIaH 9BOp 300r Tora He yTWYe Ha OCTaTaK CTabIa.
V3 cBaku 4yBop crabsia 4yBa ce meroB (hakTOp PABHOTEXKE, jeJHAK Pa3JIHUIH
BUCHHA FHETOBOT JIEBOT W JecHOr momcTabna; 3a ABJI crabio cy Te pasnnke
enementn ckymna {—1,0, 1}. YpaBHOTe:KaBambe mocraje HEOMXOHO ako je hakTop
Hekor uyBopa *+1, a HoBu uBOp ce ymehe Ha "norpemny” crpany. Ilocite ypasuo-
TexkKaBarbha BUCUHE U3HAJ KPUTHIHOT YBOPA OCTajy HempomermeHe. Komrieran
MOCTYIAK YMETaba Ca YPABHOTEKABAEM JIAKJIE U3LJIEIa OBAKO: Uy Nu HaHuXKe
MPUJINKOM YMEeTarha MaMTH Ce TIOCTEIHU YBOP ca (paKTOPOM PaBHOTEXKE Pa3JIu-
YUTHUM O HyJIe — KPUTHYIAH YBOP; KA Ce I0hje 10 MECTa yMETamba, YCTAHOB/baBa,
ce ma Ju je ymerame Ha ~ mo0poj”’ wmam "morpemHoj” CTpaHW y OZHOCY HA
KPUTHUYAH YBOP, a OHJA Ce jOIl jeJHOM TPOJIA3U IMyT YHA3aT J0 KPUTHIHOT
9BOPA, MOMPaABJhajy ce (PAKTOPH PABHOTEXKE U U3BPIIIABAjy €BEHTYAIHE POTAII]e.

Bbpucamse enementa ns ABJ1 cTtabna

Bpucame je komnukoBanuje, kao u ko oouanor BCIIL. Y onmrrem ciydajy ce
yPaBHOTEXKaBame He MOXKe n3Bectu nmomohy camo jemne wian ape poramnuje. Ha
npuMep, 1a ou ce ®PubonaumjeBo crabio Fj, ca n 9BOPOBA yPABHOTEIKUIIO TOCTE
Opucama ”mome” m3abpaHOr YBOpa, MOTPEOHO je M3BPIIATH h — 2, OFHOCHO
O(logn) porauuja (Bugeru cauky 3a h = 4). Y ouwrem ciy4ajy je rpanuna
3a norpeban 6poj porauuja O(logn). Ha cpehy, csaka poranuja 3axresa KOH-
cTaHTHU OpPOj KOpakKa, 1Ma je BpeMe W3BPINaBama OpHCama TaKohe OrpPAHUIEHO
ozno3ro ca O(logn). Ha oBom Mecry mpeckounfiemo nerasbe.

! 1 :
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Cmuka 3.6: VYpasuorexaBame @PuOoHaumjeBor crabma Ty mocie Opucama
9BOpa, MOMONY JBE pOTaIuje.

3.1.2 ChnoxeHocT ocHOBHUX onepauuja ca ABJ1 ctabnom

ABJI crabio je edpuracua crpykrypa mogaraka. Jak u y HajropeM ciydajy
ABJI crabna 3axreBajy najsuine 3a 45% Bumre ynopeljumpama o1 onTHMAaTHEX
crapana. EMnupujcka ucnuruBama cy MoKasajia Ja ce IPOCEYHO TPAXKEHe Cac-
Toju ox Oko log,n + 0.25 mopehema. Ocuoun memocraraxk ABJI crabama je
moTpeda, 3a JOJATHUM MEMOPHUjCKUM MPOCTOPOM 3a CMEITamke (PAKTOpa pas-
HOTEXKE, Ka0 W YMIbEeHHUIA Ja Cy mporpamu 3a pajd ca ABJI crabiauma mocra
rkoMmitukoBanu. Ilocroje u 1pyre BapujanTe ypaBHOTEKEHUX cTabasia mperpare,
Ha npumep 2 — 3 crabsia, B-crabia u npBeHO-IpHA cTabiia.
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3.2 Ckun nucre

Vpebhena ounapua crabja ce 9eCTO KOpHUCTe 3a peanu3anujy peunnka. OHa ce
J100po TIOHAIIIajy YKOJIUKO ce efleMenTH yMmehy ciaydajanm pemociesom. Mehyrtum,
HEKH HU30BU ONEpalfja, Kao IITO je yMeTame elemenarta ypehenux pacryhe
peMa BPEIHOCTH JAereHepuIny OMHapHO cTab/Io 1 KBape mherose nepdopmance.
Asropurmu 3a paj, ca ypasHorexkenuMm (6ajaHcupanum) crabiuMa Merbajy
CTPYKTYpy cTabja TOKOM H3BpINaBara OCHOBHUX Oleparnuja aa Ou ce 01p:Kao
YCJIOB yPABHOTEXKEHOCTH U OCUTypaJje mobpe nepdopManHce.

Ckun sgucra (6p3a jmcra uig JUcTa ca Ipeduliama) je npobabuincruaka
AJITEPHATHBA YPABHOTEXKEHUM CTAOIMMA, KOJ| KOje C€ YPABHOTEKEHHE MTOCTHIKE
kopurhemeM reHepaTopa ciydajuux opojera. Vako y HajropeMm ciay4ajy CKUM
JucTe uMajy Joie mepdopMaHce, HU jegaH yJja3 He OJroBapa KOH3HCTEHTHO
HAjropeM CJydajy (CIMYHO aJIrOpUTMY KBUKCOPT Ka/1a Ce MUBOT OUpa Ha, CJlydajaH
nauun). Masio je BepoBarHo na ckuil JjucTa Gyje 3HAYAJHO HEyPABHOTEXKEHA.
Jaxie, CKUII JILCTA ©Ma, CBOjCTBO YPABHOTEXKEHOCTH HAMNK ypeheHnM OnHAPHIM
crabpimMa n3rpaheHnM CAyIajHuM yMeTamuMa eleMeHaTa, ajan He 3aXTeBa J1a
yMeTrama Oyay ciaydajHa.

IIpunmukom paga ca OOMIHOM JIMCTOM ITOHEKA je TMOTPeOHO MperiesaThn
CBaKU 4BOD JmcTe (CIIUKa )) YKOJIHUKO JINCTA IyBa €JIEMEHTE Y COPTUPAHOM
peIocIeny  CBaKW APYTH YBOP WMa W MOKA3MBaY HA YBOP JBA MECTa MCTpes
Iera y JINCTH OHJIA je MAKCHMAJHHN OPOj YBOPOBa Koje Tpeba ucnurarn [n/2] +
1 (rme je ca n o3HaveHa YKyIHA JAyKUHA JICTE); 38 TPAKEIHE Ce KOPUCTE
npopehern ToKa3uBa4n JOK Ce He Hauhe HA IBOP Ca K/bydeM BeNuM O TPasKeHOT
(comka )) Ha npumep, ako jmcra uMa 5 9BOPOBA ¥ MU TPAKUMO €JIEMEHT
KOjH Ce HaJla3W HA 9YETBPTOM MECTy Y JIMCTH, HAjupe DMCMO MCHUTAIU IIPBH
YBOD, 3aKJbYYNJIN J1A j€ BPEIHOCT eJIEMEHTa, KOjU TpaskuMo Behia o7 BpegHocTn y
OBOM YBOpY U ITOKa3MBaveM KOjU ITPECKade 1o JBa IBOPa JUCTE UCITUTAJN Tpehin
YBOP JIUCTE, TIOIITO jé W EeroBa BPEIHOCT Mamba O TParXKeHe, HAPETHU OHCMO
HUCIIUTAIH TIeTH IBOp ucTe. Melyrum, BpeaHocT meTor YBopa Jucre je Beha of
Tpaxkene, Te bucmo u3 Tpeher upopa jucre uayhu mMoKa3uBadeM KOju IOBE3Yje
Cyce/iHe YBOPOBE JIMCTE WCIUTAIN YETBPTH YUBOP JIMCTE MW 3aKJ/bYUMIN Ja Ce
TparkeHa BPEJIHOCT HAJIA3M HAa TOM MecTy. /lakye yKymHO 6MCMO aHAIN3UPATIH
4 gBopa smcre mTo je jenHako [5/2] + 1.

Ako Ou cBaku 4YeTBPTH YBOpP IOPEJ] TOra MMAO M I[IOKA3UBAY KA YBOPY
YeTHPU MECTa WCIPEI Hhera, MaKCUMaJHU YKYMaH Opoj YBOPOBa, Koje Tpeda
aHanmu3uparu 6uo 6u [n/4] + 2 (cauka )) Axo cBakm 2°-Tn 4BOp MMa
noxasmsade Ha asopose 27,21, ..., 2¢ MecTa HCIIpes mera ¥ JIHCTH, MAKCHMAJTHH
6poj uBopoBa Koje Tpeba anasusuparu ce cmamyje na O(log, 1), 00 HeHy nymimpama
yKyunHor 6poja nokasuBaua (CJuMKa )) OBakBa cTpyKTypa mHojaraka Ou
ousta epuKacHa 3a IpeTpary, ajau Ou Opucama u yMeTama O1Ia IIOTIIYHO HEIIPAKTUIHA.

HazoBumo uBop Koju uMa k MMoKa3nBada yHaIpeJ 9BOPOM HUBOA k. YKOIUKO
cBakm 2'-TH 4BOp HMa TIOKA3WBad Ha UBOp 2° MecTa HCIpes, mera, OHAA CY
HHBOH 4YBOPOBa pacnozesbeHn Ha ciaenehm maumu: 50% usoposa je mmsoa 1,
25% uBoposa je nuBoa 2, 12.5% mwux je nupoa 3, ura. IllTa 6u ce mecusno ako
61 HUBOW YBOPOBA OMJIM OMpaHW HA CAyUajaH HAYWH, AJU Y WCTOj TPOTIOPIIHjH
(comka ))7 YBOpOB i-TH MOKa3WBay OM yMecTo ja mokasyje Ha usop 2¢~!
MECTa UCIIPEJ], Hhera, II0Ka3nBao Ha HapeIHU YBOP HMBOA ¢ UK Beher. YMmeTama
u Opucama 61 3axTeBasa caMmo JokaaHe n3mere. Hupo uBopa nzabpan Ha ciaydajaH
HAYWH MPUJIMKOM KPerparmba He Ou MOpao HUKAJIA J1a ce Meba. OBaKBY CTPYKTYDPY
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Cauka 3.7: Ilope3ana jucTa ca JOJATHUM IMOKA3WBATNMA,

II0JaTaKa HA3UBAMO CKHII JIMCTOM.

3.2.1 Onepauyuje ca ckun AUCTOM

Caza hemo pasMoTpuTH KaKo Ce HaJl CKUII JIUCTOM U3BOJIE OCHOBHE OMEPAIlyje
pedyHuKa: mperpara, ymerame u bpucame.

CBaku eJIeMEHT je IPeJICTaB/beH YBOPOM UHUjU Ce CTeleH Oupa Ha CiydajaH
HAYUH [IPUIMKOM yMeTara. UBOp HMBOA ¢ MMa ¢ [IOKA3MBA4Ya YHALDPEH, Ca
naaekcnMa o 1 1o ¢. HuBom cy orpammuenn xomctantoM MaxzNivo. Huso
JIECTE je MaKCHMAaJIHA HUBO 4YBOpa Jwucre (nam 1 ako je jawcra mpasHa). [nasa
jucre (MOYETHHU eJIEMEHT, KOjU IIOCTOJU U y MPA3HO] JMCTH) UMa IOKA3UBaYe Ha
auBonMa o 1 10 MaxNivo. Iloka3uBadu yHampes riaBe JIUCTE HA HUBOUMA,
BehuM O/ TPEHYTHO MAKCHMAJITHOT HHUBOA, JIUCTE TMOKa3yjy Ha eqement NIL.

Wunnujanusanmja CKUM JIUCTE Ce CACTOJU O ABa KOpaka:

e ajronmpa ce eement N1 L u gaje my ce BpennocT Behia 011 CBUX 103BOJHEHUX
BPEIHOCTH 33 KJbyY,

e WHUIIMjAJIU3yje Ce HOBA JIUCTA TAKO Ja je nivo JIuCTe jegHak 1 u cBU
IMOKA3WBAYH TJIaBe JiucTe mokasyjy na NIL.

Tpaxerbe eniemeHTa y ckun smcTu

Tpakeme ereMeHTa y CKHUIT JUCTH Ca KJbYUeM jeIHAKWM 3a7aaTtoM Opojy a
MOYNHbe HA HajBUINEM HUBOY Jjucre. Ha ToMm HEMBOY mparte ce MOKa3WBadu JI0K
ce He Hamhe HA K/byd KOju je Behw mim jemHak of a. ¥ MPETXOTHOM YBOPY HA
TOM HHBOY IIpesia3u ce Ha caefaehm “Huxku’ mokaszuBad. IlocTymak ce moHaBsba
Ha TOM M CBUM HUKUM HuBouMa. Kaj ce Ha OCHOBHOM HMBOY Haulje Ha 4BOD
ca KJbyUeM jeTHAKUM a, TIpeTpara je 3aBpIlieHa.

Axo ce mperocraBu Ja CBaKU 4JIaH JIUCTE UMA 10Jba k (Kibyd), vrednost u
HU3 naredni MOCTYIAK TPaXKewa OMUCYje cieaehn Koz,

Ha mpumep, ako ce y smcru va caunu [3.8| Tpaxku 6poj 12, momasu ce on
gpopa 6 u HEBOA 4, 11a Ce HACTABJ/bA CA UCTUM YBOPOM HA HUBOY 3 M HHUBOY 2,
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Aunropuram Search(L, kljuc);
VYna3z: L (ckun aucra) u kljuc (Kjbyd eJ€eMeHTa KOJU Ce TPAXKH).
W3nas: BpeIHOCT eJeMeHTa Ca JaTHM KJbYdeM WJIH neuspeh aKO Ce eJleMEeHT He HaJa3d y JIHCTH.
begin

r:= L — glava

for i := L — nivo downto 1 do

while &z — narednifi] — k < kljuc do
z =z — narednili]

{uHBapujanTa WET/HE: T je NOCJEAIbH €JEMEHT HUBOA ¢ Ca KibydeM Mamum of kljuc}

z = x — naredni[l]

if © — k = kljuc then return x — vrednost

else return neuspeh

end

J0JIa3u ce 10 9Bopa 9 Ha HUBOY 2, uBopa 9 Ha HuUBOY 1, uBopy 12 Ha HEBOY 1.
Ty ce uckade u3 nersbe, Ipu YeMy je y TOM TPEHYTKY & yIepPeH Ha 4BOp 9 Ha
auBoy 1. Hapeamo npemernrame BOAM HAC ¥ UBOP €A TPAXKEHHM KJbydem 12,

Hamomena: y mpuka3zanuM IpuMEPUMa Ka0 BPEIHOCTH YBOPOBA KOpUIheHn
Cy IUXOBU KJ/byYeBH. Y OIIIITEM CJIy4Yajy KJby4eBH Ce KOpHucTe 3a ypeheme
JINCTE, & BPEIHOCTU Y YBOPOBUMA MOTY OUTH MPOM3BOJbHE.

Epwcarbe esiemMeHTa n3d ckun Jimcrte

Search path / update[i|—forward]i]
e -2 :
[ I e A R
- S i jc NI
ke s 9 " e
EREE G R G M = [P ¥ R [y S = S B s S
original list, 17 1o be inserted
- 61 _ sl NIL
G- T e e i o [ o1~

list after insertion, updated pointers in grey

Cnuka 3.8: Unycrpanuja 1Ba KOpaka O KOjUX C& CACTOJH OMEpaIlja yMeTarmba
Bpexuoctu 17 y HaTy CKUII JIUCTY.

la 6ucmo obpucasy 9BOp U3 CKHUII JUCTe, TOTPEOHO je Ja IPeTParKMuMO CKUI
JIUCTY ¥ JIa TPEBEKEMO TOKa3uBade. [IpUInKOM TparKema MOJAIN HEOTXOHH
3a Opucame 14yBajy ce y TOMONHOM BEKTOPY pom Ay:KWHE jeTHaKe OPojy HHBOA
macre. Ilpenusnuje, pom[i| canpKm MoKa3wBad HA HAJAECHUJU IBOD HUBOA i
WJIV BWINET KOjU Ce HaJIa3u JIeBO OJ JIoKamuje rae Tpeba n3sectu Opucame. Ha
npuMep, aKo u3 JHucTe ca cauke [3.8] xKemmmo g1a o6pumeMo YBOp €a KibydeMm
25, npBO HpOHAIA3UMO Taj 4Bop. Ilpurom BpearocTu pomn[4] u pom[3] caxpxe
[OKa3uBa4 Ha 4YBOP ca BpexaHoiihy 6, BpenHocr pom[2] nokasupad Ha 4BOp Ca
Bpemuomthy 17, a pom|1] nokasusad Ha uBoOp ca Bpeauomhy 21. Ysop 25 Gpure
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ce TaKo IIITO Ce IMPeBe3yjy MOKa3MBa4Yu HA HUBOUMA MAMbUM WU jeIHAKUM O/I
werosor HuBoa (3): mokasupaduu y usopoBuma 6, 17 u 21 (ua koje nokasyjy
€JIEMEHTH HU3a pom) A00Hjajy HOBE BPEIHOCTH, TAKO [ MOKA3Yjy HA YBOPOBE
pemom NIL, NIL, 26.

Hakon cBaxor 6pucama, BpIu Ce TPOBEPA, /13 JIU je OOPUCAHU IBOD jE€INHU
YBOP Ca MAKCUMAJIHUM HUBOOM Yy JIUCTH; aKO jecTe, CMambyje ce MaKCUMAJHU
HUBO JIUCTE.

Auropuram Delete(L, kljuc);
Vnas: L (ckun gucra) u kljuc (kibyda esemenTa koju ce Gpume).
begin
z = L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while z — narednili] — k < kljuc do
z = x — naredni[i]
pom[i] :=x
z = x — naredni[l]
if £ — k = kljuc then
for i :=1 to L — nivo do
if pom[i] — naredni[i] # = then break {mpemamunnu cmo crenen usopa z}
poml[i] — narednili] := z — narednil]
free(x)
while L — nivo > 1 and L — glava — naredni[L — nivo] = NULL do
L — nivo := L — nivo — 1

end

YmeTtame esieMeHTa y CKUM JIMCTy

Jla 6mCMO yMeTHYJIM YBOP Y CKHUII JIUCTY, KAO W KOJ Opucama, moTpedHo je 1a
MPeTPAYKUMO JIUCTY U 73 MPEBEKEMO MOKAZUBATE (anKa. 3a mpeBe3uBame
MIOKA3WBAYa HAM je OIeT MoTpedbaH BEKTOP pom KOju, KaO U y CIydajy Opucamba
eJIEMEHTa U3 JIUCTE, CAJIPKU [T0KA3UBAY HA HAJJIECHUjU YBOP HUBOA ¢ UJIA BUIIIET
KOjU Ce HAJIa3W JIEBO O[I JIOKAIWje Tae Tpeda W3BECTH YMeTarba.

VKOJIMKO yMETame IeHEpHIlne YBOp Beher HWBOA HEro IIMTO je MPEeTXOIHU
HUBO JINCTE, AyKyPUPAMO BPEIHOCT HABOA JINCTE U WHUIKjAIU3YjEMO OAroBapa-
jyhe memose muzsa pom.

Buparse HMBOA 4YBOpa Ha CilyyajaH HAYMH

Kako na ciy4ajan nHaumH n3abpatu HEBO HOBOr uBopa’ IIpermocraBumo ja
[IPOIIEHAT P YBOPOBA HMBOA | MMa NOKa3uBade HUBOA i + 1 (Hajuemhe ce Gupa
p=1/2). la 6u ce oape o HUBO HOBOI' YBOPA KOPUCTHU CE MEHEPATOD CILy YajHUX
6pojeBa, KOju Ha U31a3y JAaje caydajuu 6poj u3 maTepsana [0, 1) ca paBaOMepHOM
pacnozgenom BepoBaruHoha. CBaku myT Ka/1a ce HA W3/1a3y U3 TeHEepaTopa J00uje
6poj Mamu o p (IITO ce JenaBa ca BEPOBATHONOM jeJIHAKOM YIPABO p), HUBO
ce nosehasa 3a 1, cem ako Beh HUje JJOCTUTHYT MAKCUMAJIHU HUBO.
OBakaB HaYMH reHepUCaba HUBOA HEKAIa MOXKe OuTr HeeUKaCaH jep moIpa3yMeBa

norentujanno sehiu 6poj nosusa dyukumje random() (2 nos3usa y 1poceky).
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Aunropuram Insert(L, kljuc, nova_vrednost);
VYanaz: L (ckun jaucra), kljuc (kbyd eseMeHTa KOjU ce f0/aje) u nova_vrednost (BpeaHOCT eleMeHTa KOjU Ce J0maje).
begin
z:= L — glava
for i := L — nivo downto 1 do
while z — narednifi] — k < kljuc do
z =z — narednili]
pomli] := x
z = x — naredni[l]
if © — k = kljuc then {Beh mocToju Ta BpeJHOCT Kibyda, CaMO ayKypUPaMO BPEJIHOCT }
x — vrednost := nova_vrednost
else
nivo := SluchajniNivo() { Ha caydajan Hauws 6Gupa ce HUBO HOBOT YBODA }
if nivo > L — nivo then { axo je HuBo HoBOr uBOpa Behu of rexyher HuBOAa JHCTE}
for i := L — nivo + 1 to nivo do
pomli] := L — glava
L — nivo := nivo
z := makeNode(nivo, kljuc, nova_vrednost)
for ¢ := 1 to nivo do
z — naredni[i] := pom[i] — naredni[i]
pom[i] — narednifi] := x

end

Augropuram SluchajniNivo();
W3zsa3: zuBo 1sopa.
begin
nivo :=1
while random() < p and nivo < MaxNivo do
niwo := nivo + 1
return nivo

end

VYmecro oBora moxkemo uckopuctuTu GyHruujy random _int() koja spaha ciyuajan
ueo 6poj y omcery [0, MAX_INT] u BparuTu HO3ULM]Y HPBOI' HOCTABJLEHOT
6ura y 3anucy ror 6poja (oBa umiuieMenTanuja noapasymesa na MazNivo nuje
Behin oz 6poja Gurosa y 3ammcy 6poja koju Bpaha dbyukunja random_int()).

Mozke ce gecnTn Jia y CKHI JUCTHA O 16 esleMeHara reHepucaHux momohy
BpeaHocru p = 1/2 umamo 9 enemenara uuBoa 1, 3 esemenTa HuBOA 2, 3
elleMeHTa HUBOA 3 U jeman ejeMeHT HuBOa 14. AKo GucMO mperpary BpIITAIIH
KopHUIIlielheM MPETXO[IHO HABEJIEHOI AJTOPUTMA, UMAJIU ODMCMO IIYHO HPA3HOT
xozma. [ne 6u Tpedaso 3anouern nperpary? CupoBejeHa aHaausa Cyrepuiie
Ja 6u uaeasHo OujIo 3amoderu mperpary Ha HuBOY L(n) Ha KOMe OYeKyjeMo
1/p = 2 wBopa. OBo ce memasa 3a wuso L(n) = log, ,, n. [laxme, 3a BpeanocT
MazxzNivo iemo y anropurmy Guparu speguaoct L(n).

IIpumernmo ma HE 3a jeqHYy O HaBeIeHUX OIepalyja Huje moTpedbHo 1a y
CcaMOM 9YBOpY 4yBaMO MH(MOPMAIU]Yy O BErOBOM HUBOY.
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3.2.2 Chno>xeHOCT OCHOBHUX OMNepauuja ca cCKUn JNCTOM

Bpemennma moTpebHIM 33 W3BPINABAIGE OMEPAINja TPETpare, yMeTama 1
Opucama JOMUHUDA BpeMe MOTPeOHO 33 HaJMAXKeme oaroBapajyher ereMenta
Yy CKWII JINCTH; KOJ OIMEpalyja yMeTama W OpHCama MOCTOjU [I0JATHA, IeHa
MIPOITOPITMOHATHA HUBOY YBOpa Koju ce ymehe mnm Opwurne. Bpeme morpebmo 3a
MIPOHAJIAXKEHE €JIEMEHTA je MIPOITOPIIMOHAIHO Iy KUHU 1y Ta noTpare. Anamusupahemo
[yT moTpare yHasaj, Of YBOPa KOjU CMO TPAXKHUJIU, TAKO JIa HALPEIYyjeMO Ka
BUNIMM HUBOMMa U HasieBo. O3naummo ca C(k) odeknBaHy IieHy (Tj. JLy>KUHY)
myta ako cMo Ha HuBoy k omosro. Tama je C(0) = 0, jep ce mpu Tpaxkemy
oJIa3u OJI HajBuUIiller HUBoa, HUBoa 0. IlogceTumo ce 1a YKOIUKO MOYKEMO J1a ce
“mornHeMoO” HEKHM HHUBO, YBEK TO W PAAMMO jep ThMe maemo “kKpahum” myrewm;
caMoO yKOJIMKO HE MOXKeMO na ce Kpehemo HaBuiie ujemo yiaepo. [Ipuiaukom
mporieHe ovekuBaHe ayxkuHe myTta C(k) MPeTNOCTaBbAMO & je CKHUI JINCTa
GecKOHAYTHE Ty KHUHE.

e Ca BepoBaTHONOM p y 4BOP IJE Ce CaJla HAJIA3UMO JIOCLENH CMO U3 UCTOr
YBOpA Ca BHUINEr HUBOA, Ca OYeKMBaHOM JyuHoM myta C(k — 1).

e Ca BepoBaTHONOM 1 — p y 4BOp TZI€ Ce caja HAJA3HMO JOCHEIU CMO U3
4BOpA €a UCTOI HUBOA, ca odekuBaHoM jyxunoM iyra C(k).

ITpema rome, Bpeanoctu C(k) 3amoBosbaBajy nudepeHiny jeHaduny:

Ck) = (1 =p)(A+C(k)) +p(1+C(k - 1))

CpeljuBamem oBor m3pasa m00mjamo:

Clk)y=1/p+C(k—1)

O/IHOCHO y CJIy4ajy Kaja je p = 1/2 ouekuBanu 6p0j KOpaka HA CBAKOM HUBOY
je 2. Hasum pacnucusarmem uspasa 3a C(k) nobujamo C'(k) = k/p

C 063upoM Ha TO Ja CKUI JIUCTA HUje OECKOHAYHA y HEKOM MOMEHTY hemo
Hamhu Ha TJIaBy JIUCTE W3 KOje BuIe HuUCYy Moryhe KpeTwme yiero Beli camo
Hapuie. Ako ca L(n) = log; /p T O3HAUMMO NPOCEYHM HUBO JIHCTE Jy7KUHE
n, MakcuMaJHa BpeaHocT 3a k je L(n) — 1 jep ce ununmjanno seh Hasjmazumo
Ha uuBoy 1 (Ha KOMe cMo Haiui 4Bop). Jlakie, IPOCeYHO BpeMe TPaXKema, je
C(k) = O(logn). IloBparak Ha HAjBUIIKM HUBO HAC HE MOPAMO HY2KHO JAUPEKTHO
JIOBECTH J10 [JIABE CKUIIL JIKCTE, AJIM OYeKUBAHKM OPOj IIPEOCTAINX KOPAKA j€ MAaJlu
¥ HEe yTWYe HA YKYIHY CJOXKEHOCT.

Ckun JjimcTe He 3aXTEBajy Ja Ce y3 YBOp JIUCTE 4YyBajy wHMOpPMAIHje O
yDPaBHOTEXKEHOCTH (Kao KOoJi baslaHcupaHux crabajia), aji 3aT0 3aXTeBajy 1yBambe
JOJATHUX TOKa3uBada (y mpoceky 2 nokasupada 1o 4Bopy). Mebyrum, 3a
MHOI'€ IPUMEHE CKUII JIUCTE Cy [PUPOIHE]A PEIPE3EHTAIja O crabaia u BOJe
jenHOoCTaBHMUjUM ajroputMmuma. JlocTta ¢y jegHOCTaBHUje W 38 MMTIJIEMEHTAIIN]Y
o1 banancupanux obunapuux crabana. Takole, mpuankoMm onepamnyja ymeTama u
Opucama CBe M3MeHe Cy JIOKAJIHE, Ca U3Y3€TKOM IIPOMeHe MAaKCHMAaJIHOI HUBOA
JIECTE, T€ Jeyjy MOTOAHHje 3a Mapaseau3amujy o OaJaHCHpaHuX OMHAPHUX
MpeTpaKuBadKuX crabdasa.

3.3 CydwukcHa crabna

CydukcHo cTabJiio je cTpyKTypa IMOJaTaKa KOjOM Ce MPeICTaB/ba WHTEPHA
CTPYKTYypa HUCKE.
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Cranmapana npuMena cyduKCHEX cTabasia je mpobieM TpaxKkema pedu y
Tekcry. AKo je gar Tekcr T’ y2KuUHE M, HAKOH IIPejodpaje Koje je BPeMEHCKe
caoxkenocrn O(n), moryhe je 3a 1ary Hemo3HaTy HUCKY S IyKUHE M y BPEMEHY
O(m) wahm Heko WeHO TOjaBbuBame y T WM YyTBPIWTH J1a ce HHUCKa S He
wanazu y 1. /lakje, mpenobpasa je BpEMEHCKE CJIOXKEHOCTHU MPOMOPITHOHAIHE
JIy?KUHU TEKCTa, aJId je HAKOH TOra CJIOXKEHOCT TPaXKema S MPOMOPIHOHATHA
JIyKuHE S, He3aBUCHO o1 ayzkuHe rekcra 1. OBa rpaHuiia ce He MOXKe nocTuhu
anropurmoMm KMII, unja je cmoskenoct O(n). C 063upom Ha TO ga n MoOXKe 6HTH
BEJINKO Y OJHOCY Ha M, OBaj PE3yJITAT MPEJICTaB/ha BAXKHO MODOIbINIAIHE.

[IpBu anropuram JinHeapHe CI0KEHOCTH 38 KOHCTPYKITHjy cydHUKCHOT cTabia
npeoxkuo je Bajuep (Weiner) 1973. roaune. JIpyraguju, npoctopHo ebuKacHuju
anropuraMm 3a dopvupame cyDUKCHUX cTabasa npemioxkuo je 1975. romune
Mexkpajr (McCreight). Mu hiemo ce y okBupy Kypca yno3saru ca Y KOHEHOBUM
(Ukonnen) ajropurmMoM Koju je Takolje jiuHeapHe BPEMEHCKE CJI0ZKEHOCTHU, aJll
je jeTHOCTaBHUje Pa3yMeTH Ta.

Hedbuannuja 3.1 (Cydukcho crabio). CydukcHo crabino wucke S dyorcune
m je KOpeHcro cmabao 3a Koje 8adtcu:

® UMA MAYHO M AUCTOBA KOJU CY HYMepucaHy bpojesuma 1,2,....m;
® CBAKU YHYMPAWHU 460D uMa bapem 06a cuna;

® CBAKA 2PAMA je 03HAYEHA HENPAZHOM NOJHUCKOM Hucke S;

e HuKoje d6e 2pane u3 UCMO2 Y60PA HE NOYUIY UCTNUM KAPAKMEPOM;

e xada ce HadoBeIHCY CB€e 03HAKE HA NYMY 00 KOpera 00 AUCTG CG 03HAKOM
i, peayamam je cyduxrc nucke S Koju nouurse od nosuyuje i, 0OHOCHO
S[i..m).

2

Cnuka 3.9: Cydurcao crabyio nucke xabrac. UYBopoBu ca O3HaKaMa 4 U W Cy
YHYTDAIIbA YBOPOBH.

Ha comun [3.9] npukasano je cyduxcro crabno vucke rabrac. deduanmmja
cydukcHor crabsa Hucke S He rapaHTyje mocTojame Cy(duKCHOr crabja 3a
npou3BosbHY HuCKY S. IIpobiem ce jaBiba OHma Kaja ce HEKH Cy(UKC HUCKE
S noksonu ca npeduKcoM Apyror cydukca HUCKe S, jep Taja ce myT 3a [pBu
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cydukc He 3aBpinasa y jaucty. Ha mpumep, y caydajy HUCKe crabra, TOCTOjao
Ou 1myT o1 KopeHa 10 cydurca rabra Koju Ou ce 3aBpIIABAO y JIUCTY, AU CE
3aTo myt 10 cydurca ra (kao npedurca cydukca rabra) He Ou 3aBpUIABAO
y mucry. /la 6u ce u3berao oBaj mpobsIeM, MPETIOCTAB/HAMO 113 C€ MOCJIE TN
KapakTep HHCKe S He Haja3u Hurze apyrzae yuyrap S. OBo ce moxke noctuhin
JOIABAI-EM CIIEIHjaTHOT KapaKTepa KOju He IpUIaaa a3dyu je3auka y KojeM ce
dopmupa nucka S. Taj kapakTep hemo osHadaBaru ca $ u 3BaTu ra saspwhu
(nm mepmunupajyhu) xapaxmep.

Jom jeman mpoOsiem Koju ce jeJHOCTAaBHO MOXKE€ PEeLIUTH KOPHUIINemeM Cy-
durcHOr crabsa jecte ma ce 3a gary ped P ayxkuHe m u TeKCT 1 IyKuHE N
uaby cea nojaBbusama Py T y spemeny O(m+n). Pememe npeko cydukcaux
crabasa Ou moapasymeBasio dbopmuparme cybukcHor crabdnaa 3a Hucky 1y
Bpemeny O(n). Hakon Tora 6ucMo nparwiv jeMHCTBEHH OYT y Cy)UKCHOM
crabiy umju je mpedukc Hucka P, cBe m0K He HaheMO CBe KapakTepe pedn
P nam 10 TpeHyTKa KaJia ce MCTOCTaBM Ja ce HapeaH! KapakTep Hucke P me
MOXKe TpoHahu HU HA jeHOM MyTy 0 HEKOT JIUCTA. Y JAPYTOM CJIYUajy MOKEMO
3aKJBYUIUTH J1a ce HHUCKa P HuT/Ae He jaBiba y TeKcTy 7', JOK y IPBOM CIyUajy
CBaK® JIUCT y MOACTAOIY Ca KOPEHOM Yy 9YBOPY y KOME Ce JECHJIO MOCIEeIFhe
MOKJTallafhe KapaKTepa MpecTaB/ba UHIEKC OJl KOra MovYnmbe nojaBa pean Py
texcry T'. Ha npumep, Ha caunm NIpUKA3aH je jeaan ¢pparMenT cyuKCHOT
crabyia 3a HUCKY awyawrawzxz. Pea P = aw jaBma ce Tpu nyra y T Ha
moYeTHNM mo3unujama 1,4 u 7.

4

7

Cmnuka 3.10: Tpu nojaBpuBama HHUCKE Gw y HHUCKH awyawrawzrz. Hbuxose
MOYeTHE TIO3WIHje Ce HAIa3e y JIMCTOBUMA TOACTAbIa IBOPA T/ Ce 3aBPIINaBa
HHUCKa auw.
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3.3.1 JepHocrtaBumn anroputam 3a chopmuparse cycpukcHor crabna

Ha 6ucmo mirycrpoBaiu mpobsiem gopMupama cy@uKCHOr crabyia Hucke S
JIyKuHe m, onucaheMo HajIpe pememne mpodieMa Hajje THOCTAaBHUjUM aJITOPATMOM.
OBaj jeaHOCTaBHU aJrOpUTAM TMOJA3U O CTADJIA KOje CAAPIKU KOPEH W jeTHY
rpaHy, ca o3HakoM cydukca S[1..m] jegrakor 1esnoj wuciy S. 3aTuM ce 3a 1 =
2,3,...,m y crabyo penom ykibydyje cyduxc S[i..m]. UaayKkruBHa Xunoresa
rnacu: “Ymemo ga KoHcTpywuinemo crabiao N; Koje Koaupa cBe cydukce HUCKe
S Koju mountby Ha nosuimjama o 1 g0 7.

Bazuu ciyuaj je jemmocraBan — ctabio [N ce cacToju Off je/iHe rpaHe O3HAUEHE
o3nakoM S$ koja mosesyje kopen u et ca o3aakom 1. Crabno N1 ce KOHCTpyunIIe
on crabja N; wa cienehn maunm: nomasehin ox kopena crabia N; TpoHaiasu ce
HajIy»K¥ TyT 9rMja ce O3HAKa TOoKJjamna ca mpedukcom Hucke S[i + 1..m|$; mox
O3HAKOM IIyTa MO/pa3yMeBa ce KOHKaTeHANja O3HaKa TPaHa KOoje YWHe Taj MyT.
Kapa ce nponabe Takas myT, OH ce 3aBpIaBa WK Y HEKOM YHYTPAIIEHEM 9BOPY
w wiu yHyTap Heke rpane (u,v). AKO je yHyTap rpane, oHJa ce rpana (u,v)
“pa3buja” Ha JBe rpaHe yMETAHEM YBOPA W TATHO HAKOT ITOCIEIIHEr KAPAKTEPa
Ha I'DaHM KOJU Ce TIOKJIONNO KapakrepoMm y S[i + 1..m| u TauHo wcnpe mpBor
KapakTepa Ha I'paHu Koju ce uuje mnokjomnuo. Hosa rpana (u,w) o3Hagasa ce
JIeJIOM O3HaKe rpae (u, v) Koja ce moKJonmia ca npedukcom Hucke S[i+ 1..m],
a HoBa rpana (w,v) ce 03HaYaBa OCTATKOM O3HaKe rpaue (u,v). 3arum, 6uio Ja
ce HOBU 4BOD w (POPMHUPAO WJIK JIA j€ HEKU YBOP Beli mocTojao Ha MecTy rie ce
TTOKJIATIAHE 3aBPIIIIIO, aJITOPUTAM Kpenpa HOBY TpaHy (w, i+ 1) Koja moBe3yje
YBOpP W M HOBH JIUCT €& O3HAKOM ¢+ 1 1 O3HaYaBa HOBY TPAHY HEMOKJIOMNbEHIM
nesiom cydukea S[i + 1..m]$.

Cuoxkenoct. Ilponanaxkeme nyra Koju oarosapa jeanom cydukcy rpaje O(m),
a 3aBpiuHa 00paja ror cydukca je caoxenocru O(1). OBo ce paau 3a cBaku
cydukc, ma je pema ToMe yKyTHa BpeMeHcKa cioxkenoct aiaroputma O(m?).

3.3.2 VY«koHeHoOB anroputam 3a cpopmMmupatse cydunkcHor ctabna

Ecko YkoHeH je KOHCTpyHncao aaroputam 3a hopMuparme CyGUKCHOT CTabIa,
y JUHEAPHOM BPEMEHY U OH je 100ujeH KOMOWHAIMjOM HEKOJIUKO JIETTHX yBUIA
Yy CTPYKTYpy CydUKCHOr CTab/ia W HEKOJWKO TMaMETHUX HMILJIEMEHTAIMOHUX
Jerasba. TokoM u3BpIIaBarmba aIropuTmMa (POPMUPA Ce HU3 UMNAUYUMHUT CYPUKCHUL
cmabaaa, TOCTAE dera ce IMOCTeIbe O AOOHjeHHX HUMILIUIATHUAX CYy(OUKCHUX
crabajia mpeTBapa y mpaBo Cy(dUKCHO CTA0IO HUCKE S.

Hedbunannuja 3.2 (MmmianurHo cydukcHo crabo). UMnmnurao cydukcHo
crabisio nucke S je cmabao dobujero 0d cydurcnoe cmabaa nucke S$ Opucarvem
ceuUT nojasa 3aspwnoz Kapaxmepa $ ca osmaxa zpamna cmabaa, HaKOH Mo2a
bpucarbem C8UT 2PAHA €A NPA3HOM O3HAKOM U, KOHAYHO, OPUCAIHEM CEUT 46OPOBQ
Koju Hemajy 0ap 064 CUHG.

NvnummurHO cydukcro crabio 3a npeduke S[1..4] Hucke S o3HauaBahiemo
ca T;. Crabno T; ce nobuja npumenom nocrynka u3 gedununuje 32| na cyduxc
S[1..1].

Ny Tao cydUKCHO CTabI0 33 MPOU3BOJPHY HHUCKY S MMa Mame Ol
m = |S| nucroBa ako u camo ako 6apem jegan oj cypukca HUCKe S TIPeIcTaBsba,
npedukc Hekor apyror cydukca. 3appmHu Kapakrep $ ce nqomaje na Kpaj HuCKe
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S ymopaso ga 6um ce m3bersa oBa curyaruja. Ako ce cama HuCKa S 3aBpIIaBa
KapaKTepOM KOju ce He TI0jaBJbyje HUL/IE ApYyTae y S, OHAA UMILIUIUTHO Cy(DUKCHO
cTabs10 HKUCKe S WMa JINCT 33 CBAKW Cy(UKC, I1a, jeé CAMUM THM MPABO CY(MUKCHO
cTabJio.

6

Ciuka 3.11: Cydukcuo crabio nucke rabra$.

Cnuka 3.12: UMnmumuTHO cydUKCHO cTabyio HUCKe rabra.

Ha upumep, nocmarpajmo cyduxcuo crabio nucke rabra$ npuxkasano na
cmmm 311 Cyduke za je npedwke cydbukca rabra, W ciudHO je HUCKA a
npedukc cydbukrca abra. 3aTro cy y cydukcHoM cTabiy 3a rabra rpaHe Koje
BOJZE JI0 JIUCTOBA 4 u 5 03HaUeHe caMo KapakTepoM $. ObarmBameM THX TpaHa,
ITPOU3BOJIE Ce JBA HOBA YBOPA KOja MMajy CaMO jeTHOT CHHA, I1a Ce OHJA W OHU
onbaryjy. Pesyarar je uMmaunuTHO cypUKCHO cTab/Io HUCKE xabra MPUKA3aHO
Ha cauny [3.12)

Mako uMTIuIuTHO CyHUKCHO cTabJIo HE MOPA 1 WMA, JIUCT 32 CBAKY CyMUKC,
OHO WITaK KOIMPA, CBe CydUKCce HUCKe S — CBaKku Cy(DUKC ce 100Mja HATOBE3UBAHEM
KapakTepa Ha HEKOM IIyTy O KOPeHa UMILTHIIUTHOr cydukcHor crabma. Nnax,
aKO Ce IIyT He 3aBPIIX y JIUCTY, HE MOCTOjU O3HAKA KOja O3HAYaBa Kpaj IyTa.
360r Tora cy uMILTAIUTHA CyPUKCHA cTabia cama 110 cebu Mambe HHPOPMATHBHA
on cydukcamx crabaJa.

YKOHEHOB aJITOpUTaM KOHCTPYHUINE UMILIAIUTHO cydukcHo crabmo T; 3a
cBaku npedurc S[1..i] nucke S, nonasehu on Ty, cse m0K ce He dopmupa
T,,. Cydukcuo crabmo aHucke S ce KOHCTPYHUIIE O TMOCTEIHEr UMILTHIIATHOT
cydukchor crabiua T, u BpeMme u3BplLIaBamba LEJI0KynHOr ajropurma je O(m).
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Hajmpe hemo npukasaru meros koju 3axtea O(m?) Kopaka 1a ce bopmupajy
cBa crabsaa T;, a HAKOH TOra mpukazaheMO ONTHMHU3AIHjE Y UMILIEMEHTAINjH
VkomeHOBOT ajiropuT™a Koje omoryhamajy ja ajropuram TocTaHe JMHeApHe
BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH.

Onunc YkoHeHoBOr anroputma

Pasmorpumo ciaydaj aucke S = abba. llub HaM je 1a OZpesuMO WMILIUIATHA
cydurcna crabia T; 3a cse npedurce S[1..i], i = 1,2,3,4 uucke S. Ha cyuim
B.13| npuxasana cy nobujena nmumnuTHa crabna 3a cse npedukce Hucke S.

D T

Cruka 3.13: Ummmuiuraa, cydukcHa ctabnaa cBux npedukca Hucke abba.

YkoneHoB asropuram ce cacroju ox m gasa. Y (i+ 1)-0j dasu crabdmo T;4q
ce bopmupa Ha ocuoBy crabua 15,7 = 1,2,...,m. ®a3a i+ 1 cacroju ce om i+ 1
npodyosicerva, 10 jexHor 3a cBaku of i + 1 cydukca nucke S[1..i + 1]. Kopucru
ce uumbeHuna aa ce 3a j = 1,2, ...,4 cydukc S[j..t + 1] nobuja upoayxapBamem
cybukca S[j..i] (xoju je Beh y crabmy) kapakrepom S[i + 1].

Y mponyxemwy j dase i + 1, nporanasumo mecro cybukcy S[j..i + 1],5 =
1,2,...,i+ 1. ¥ ummaunuraom crabay T; dopmupanom y mperxomHo] das3u
MpOHAJIa3M ce Kpaj myTa (07 KOpeHa) ca o3HaKoM S[j..i]. 3aTuM ce MOAHWMCKA
Sj..i] Kao o3HaKa myTa OPOAYXKYyje JIonaBambeM Kapakrepa S[i+ 1] Ha meH Kpaj,
ocuM yKOJIMKO ce kapakrep S[i + 1] Beli ne Hanazu Tamo (y HACTABKY O3HAKE
ucror uyra). IIpoayxeme 7 + 1 daze i + 1 upoayxyje npasan cydukc HucKe
S[1..i], omaocuo, “ymehe” HuCKy KOja ce cacroju o jemnor kapakrepa, S[i+ 1],
y crabmo (ocuMm y cuTyanuju Kaja ce Taj kKapakrep seh nanazu y crabiy). OBaj
AJITOPUTaM MOKe Ce OIHCATH KOZOM ca ciuke [3.14]

IIpaBuia 3a npoay»KaBame cyduKca. Y OKBUPY OBOT aJIFOPUTMA, HEOITXOTHO
je mpenm3mWpaTH Kako ce M3BOAM Npomyikapame cydukca. Heka je S[j..i] = S
cydukc mucke S[1..7]. Y upomyxemy j, Kaaa aaropuram nponalje kpaj cyukca

B y TpeHyTHOM CTabJly, BPIIM Ce€ HpOIy’KaBarme HUCKe  na OM ce W HOBH
cybukc SS[i 4+ 1] mamao y crabay. I[Ipu Tome cy moryha tpu ciayuaja, OmHOCHO
POy Kemhe ¢e N3BOIN MPUMEHOM jeJHOT Of, HapeJHa TPU MpaBUIIa:

IIpaBuso 1: Y rpenyrHoM crabiay, myT [ ce 3aBpmiaBa y Jucrty. dpyrum
pednMa, Mocie/mha rPAHa Iy Ta O3HAYEHOT €A [3 je TpaHa € KOja Ce 3aBPIIaBa
y mmcry. la 6u ce crabio mpoayxkuio, Kapakrep S[i + 1] ce momaje Ha
Kpaj O3HaKe TrpaHe e.

IIpaBuito 2: Hujenan myt o Kpaja Hucke 3 He mounbe kapakrepoM S[i+ 1],
amm OapeM jeJaH O3HAYEHHW IyT HACTAB/bA O Kpaja Hucke 3. Y 0OBOM
ciy4ajy, bopMupa ce HoBa IpaHa 0j] Kpaja HICKe 3 1 O3HadaBa ce KapaKTePOM
S[i + 1]. Ako ce 8 3aBpmasa yHyTap rpane, Ha TOM MecTy ce (opMmpa
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Asropuram Ukonenov_algoritam(S);
Vaas: S (HHCKa 01 KOje ce KOHCTpyHIIe Cy(HUKCHO cTabi0), m (Iy’KHUHa HHECKE).
Uzma3z: cydukcHo crabio HACKe S.
begin
Koucrpyunmiu crabno T7;
fori:=1tom—1do
{zanoummenmo dazy i+ 1}
for j:=1toi+1do
{3anounmeMo nposyxKeme j}
[Tporabhu myT oj KOpeHa ca o3HakoM S[j..i] y TpeHyTHOM cTabIy
if S[i + 1] ce He Hamasu m3a Kpaja myra then
{OBume ce mocrmke na je uucka S[j..¢ + 1] y crabuy}
IIpoay»xu nyT nogasamem Kapakrepa S[i + 1]

end

Cruka 3.14: Koz jemrocTaBHOr ajroputma 3a dpopmupame cyGUKCHOT cTabIa
cnoxenoctu O(m?).

HOBU 4BOD. JlucTy Ha Kpajy HOBe rpaHe ce mpuipyxKyje 6poj j (moruro
JIICT OJroBapa Cy(UKCY KOJU [OYUELE O/ UHJIEKCA ).

IIpaBuiio 3: Hekwm myT on kpaja aucke 3 nounmbe kapakrepom S[i+1]. ¥ osom
cay4ajy uucka (S[i + 1] ce Beh Hamasw y crabiy, Tako 1a HUje TTOTPEGHO
YPAIUTH HUIITA, (IPUCETUMO C€ Ja Y UMILIMIUTHOM Cy(DUKCHOM CTabJIy
Kkpaj cydukca He Mopa na Oye eKCIUTUIUTHO O3HAYEH ).

Cnuka 3.15: NUmmiunurao cydurcHo crabio HUCKe axabr Tpe I01aBamba
IIeCTOr Kapakrepa b.

Ha mpuwmep, mocMarpajMo UMILIAIATHO CyPUKCHO cTabjio Hucke S = arabx
npuka3sano na camnu [3.15] IIpsa werupu cyduxca ce 3aBpmasajy y IucTOBIMA,
aJlu ce jeTHOKapaKTepcKu cyduKC T 3aBpIiasa yHyTap rpame. Kama ce mectn
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Cruka 3.16: [IpomyxeHo UMILIUIIUTHO CydUKCHO CTADI0 HUCKE arabr HAKOH
IOmaBama MIeCTOr KapakTepa, b.

KapakTep b omaje HUCKW, TPBa YeTUpu CydUKCA Ce TPOIYKYjy TPUMEHOM
npaBuiia 1, meTu cyQuKC ce MpOILyXKyje TPUMEHOM MPABUJIA 2, & MeCTu Cydukc
npumenom npapuna 3. Pesynrar je npukasan na caunu [3.16]

NmMmnunemenTanuja u yopsame. Kopumliemem npaBmiia 3a mpoay:KaBambe
cybukca, nocsie npoHasnaxkema cybukca [ unucke S[1..i] y TpenyTHOM CcTabIIy,
norpebaH je caMo KOHCTaHTaH O6p0j KOpaka 3a IPUMEHY MPABUIIA, 33 POy KABAHE
(omHOCHO, na 6u ce 06e36eauII0 Ja ce cyduke 3S[i+ 1] Hanasu y crabiuy). 360r
TOra je OCHOBHU IPODJIeM y peasn3anuju Y KOHEHOBOI JITOPUTMA IIPOHATIAZKEHE
cBux i cydukca nucke S[1..i].
HajjeanocraBuuju npuctyn omoryhyje mpoHasiaxkeme OMII0 KOr cydukca
By O(|8]) xopaka, nposackoM IiyTa O KOpeHa TpeHyTHOr crabsa. lakie,
npoayxkeme j dasze ¢ + 1 6u 3axresasno O(i+ 1 — j) = |S[i..j]| kopaka. ITourro
je ykyman 6poj npoayxkema jenuak ¢ + 1, crabmio T;41 ce ¢popmupa ox cradia
T; y spemeny O(i%), a cioxkenocr dopmupama crabia Ty, je O(m?). Ha npsu
TIOTJIe] HYj€ jACHO 3aITITO CMO YOTIIIITE PA3MaTPAJIN OBaj aJITOPUTAM CJTOKEHOCTH
O(m?), xama Beh 3mamo jenHocrasan anroputam ciaoxerocta O(m?). MehyTuawm,
MeTONMYKH je anroputam cioxenoctn O(m?3) Beoma BaykaH, jep TIpejicTaB/ba
HOJIA3HY TaYKy 3a Pa3Boj Y KOHEHOBOI aJITOPUTMa JJHHEAPHE BPEMEHCKE CJIOZKEHOCTH.
Vépsame ca O(m3) na O(m) Mozke ce H3BECTH HA OCHOBY HEKOJIMKO 3aI1azKaba
7 AMTIIEMEHTAIMORNX TpuKoBa. CBaKM TPUK 3a cebe Iemyje Kao pa3yMHa XeypUCTHKA,
3a yOp3ame aJropuTMa, ajln BAXOBA MOjeIMHATHA, TPUMEHA, HE TIOBJIAYH CMAFheHhe
CJIOXKEHOCTH y Hajropem ciy4ajy. Mehyrum, ykomuko ce Kopucre 3ajeaHo, omoryhasajy
W3BPIIEHE aJrOPUTMa Yy JIMHEAPHOM BPEMEHY Y HAJTOPEM CIIydajy.

Hedbununnuja 3.3 (Cydukcua seza). Heka ra 03Hawa8a NPOU3EOSHY HUCKY,
2de je x Kapaxmep u @ (€6EHMYAAHO NPA3HA) HUCKA. AKO 3G YHYMPAUWIHU 4GOP
U Ca 03HAKOM NYMa T nocmoju weku dpyeu ueop s(v) ca o3marom nyma o,
onda ce nokasusay 00 v do s(v) Hazuea CyduUKCHA Be3a.

Cydukcny Be3y oznauasahemo ypehenum napom (v, s(v)). V cneuujamaom
clydajy Kaja je o IpasHa HHCKa, cy(HKCHA Be3a M3 YHyTpPAalliber 4Bopa ca
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O3HAKOM IIyTa T = X BOJU Ka KopeHy crabia. Kopen ce He cmaTpa yHyTparimbuM
9BOPOM M HE IIOCTOju Cy(pUKCHA Be3a KOja MOJIa3U U3 IHEra.

W3 nedununuje cydbukcae Be3e He Caen Ja CBAKHA YHY TPAITHA 9BOP UMILIAIIATHOT
cydurcHor crabsa nMma Cy(QpUKCHY Be3y KOja moja3u u3 mera. Vcmocrasiba ce
Ja je oBO TBpheIbe UIlaK TATHO.

Jlema 3.1 (TTocrojame cydbukcaux Be3a y crabiy). Axo ce mpenymmuom cmabay
y nmpodyorcerry j dase i + 1 doda HOBU YHYMPAWHU 460D U CG 03HAKOM NYMA
xa, onda eascu jedno 00 Hapedna dea mepherva:

o nym 00 KOpeHa ca 03HAKOM (. ce Gell 3a6PwWasa Y YHYMPAULbEM YEOPY
mpenymmoz cmabaa

o Gulie opmupar YHYMPawrby ¥60p Ha KPAJy HUCKE & (NPUMEHOM NPAEULQ
3a npodyoicerve) y (napednom) npodyoicery j + 1 dase i + 1.

Joxas. Hucka koja ce pazmarpa y dasu i+1 je S[1..i+1]. Pasmarpamo npasusio

2 3a mpojay:kaBambe cydukca, jep ce jeJuHO MPUINKOM IIPUMEHE OBOI' IIPABUIIA,

Moke GOPMHUPATH HOBHM YHYTPAITIHH YBOP: TOKOM TIPOIYKeHa, j, OMHOCHO pa3MaTpama,
cybukca S[j..i + 1], yayrpammsmsu usop je wam Beh mocrojao mim ce Kpewpa
nomaBameM Kapakrepa S[i+ 1] Ha myr S[j..7]. Cydukcna Besa Tpeba Ja o1 Tor

4YBOpA BOJM Ka YBOPY 3a o3HakoM 1ryTa S[j+1..i+1], koju unu sBeh nocroju, wiu

he 6uTu Kpeupan HaKoH npomayxema cybukca S[j + 1..7] kapakrepom S[i + 1]

TOKOM IIpojayzxkema j + 1 ¢aze ¢ + 1.

Cruka 3.17: Cydurcue Be3e 3a UMILIAIUTHO CyOUKCHO cTabiio Hucke aabbabaa.

Teopema 3.1 (Ilocrojame cyduKCHUX Be3a y YKOHEHOBOM AJIrOPUTMY). ¥
YKonenosom aszopummy 6us0 KOJu HOBOPHOPMUPAHY YHYMPAWHU 460D 00 KPaja
Hapedrnoz npodysicerva dobufie cydurchy 6e3y Koja nosasu 0d reaa.

Jloxas. JTokazkKmMo OBO TBpheme HHAYKIINjOM 0 peaHoM 0pojy dase i. Tepheme
TPUBHUjATHO BaxKu 3a 17, jep He ImOoCToje yHyTpaIlmhi YBopoBu. IIpermoctaBuMo
Ja TBpheme Baxku 3a (aldy i, OJHOCHO 3a cTabso T;. 3a yHyTpallimhe 4BOPOBE
KpEMpaHe [0 MPeTTOCe/Iher TPOIyKema TBpheme Bakh mpema jemwu [3.1]
Pazmorpumo nocientse, (i + 1)-Bo npogyxkeme. Y meMy ce J0aje CaMoO 3HAK
S[i 4+ 1] (upasusiom 1 uiu 3) 6e3 nomaBarba HOBUX yHYTDAIIHUX YBOPOBA.

Teopema[3.I]yreplyje Bazky unmennIly 0 IMIIMIUTHUM CTAOIMMA U CIEIHI]ATHO
o cybukcuum crabmmma. Mozxkemo je popmynucaru u HA APyTrd HAGHH.
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Teopema 3.2 (Ilocrojame cydurcHux Be3a y uMIIMIUTHOM CyhuKcHOM cTabiy).
Y npouseomsrom umniuyummom cydurcrom cmabay Ty, axo ynympawrsu 460p
uMa 03HaKY nyma ro, made nocmoju weop s(v) cmabaa T; ca o3narxom nyma
a.

Ha ocnosy teopeme 3.1} cBu ynyrpammu usoposu y rekyhem craGmy nmvahe
cybUKCHE Be3e Koje MoJa3e U3 bUX, Ca U3Y3eTKOM MOCIEIHEr T0IATOr yHY TPAIIHer
9BOpa, Koju he mobutu €BOjy CydHUKCHY Be3y 0 Kpaja HAPETHOT POy Kerba.
Cazna hemo mpukazaTtu Kako ce CydUKCHE Be3e MOry MCKOPUCTUTHU 113 yOp3ajy
UMILIEMEHTAITH]Y .

Ipucerumo ce na y daszm i + 1 anropuram momupa cydukce S[j..i] HucKe
S[1..4],3a crako j om 1 mo i+ 1 (3a j =i+ 1 1o je mpazan cydukc). Y OKBUDY
jeqHOCTABHOr AlIropUTMa 0BO Ce m3BOAM mpahemem mucke S[j..7] momasehu ox
kopena TpenyTHOr crabna. CydukcHe Be3e MOTY J1a CKpaTe Iy T KOjU Ce MPeas3u
¥ JIa HA Taj HAYWH POy Kebe yauHe e(puKaCHUjuM. Pa3zMOTpuMO peIoM IpojLy Kemba:

e j = 1 (mponmyxeme 1): ¢ ob3upom Ha TO na je S[l..i] HajayKa HHCKA
komupana y crabay T;, rpaxeme uucke S[l..i] ce Mopa 3aBpIiuTH Y
HekoMm Jqmcty crabna 1;. To umHM jemHOCTaBHMM HajarKeme Kpaja Tor
cyduxca (upu dopmupary crabia MOXKEMO Ja 4yBaMO LIOKA3UBAY HA
JIUCT 110 KOra BOAM MyT ca o3HakoM S|[1..i]). Fberoso npomykerme BpIm
ce mpumenoMm mnpasmiaa 1. /lakje, mpBo mpomayzkeme Omiio koje dase je
cnenujanan ciaydaj u kopuctu O(1) Kopaka, ¢ 063UPOM HA TO Ja AJIrOPUTAM
CaZip>KyU MOKA3MBAY HA YBOP €A O3HAKOM jEIHAKOM TPEHYTHO] HHCITH.

e j = 2 (mpomyxemwe S[2..7] y S[2..0 + 1]): Heka je mucka S[1..7] (xoja ce
zaBpmasa y jaucry 1 crabaa T;) obiumka T, rue je T Kapakrep U «
(eBenryasiHO Lpa3Ha) HUCKA, u HeKa je (v,1) rpana crabia koja ysna3u
y Jcr ca o3HakoM 1 (06paTuMo maxKkiy Ja OBa IpaHa He MOpa OuTH
O3HAYEHA CaMO TIOCIeIHUM KapAKTepOM OBe HHUCKe Beh Moxke OuTH 03HAUEHA
Belium Gpojem kapakrepa). Asropuram Tpeba ga nponalje kpaj HHCKe
S[2..7]) = a y TpenyrHom crabiy kKoje ce opmupa Ha ocHoBy crabsa T;.
Kibyd je y ToMe 1a je 9BOp v wIu KOPEH Wiu yHyTpaIlbu 9Bop crabma T;.
Axo je KopeH, OHJ1a 1a 6U ce TTPOHAIIAO KPaj o TIPEJIa3h Ce MyT OJT KOPEHa
mparelin « Kao y jeIHOCTABHOM aJroOpuTMy. AKO je Mak v yHYTPAIbu
YBOP, OHJIA [0 TEOPEMH (c ob3upom na je v y crabmy T;) 4BOp v UMa,
cydukchy Be3y 10 uBopa s(v). dame, ¢ 063upom na s(v) uma 03HaKY IyTa
KOja je mpeduKc HICKE (v, Kpaj HUCKE (x MOPA J1a, Ce HAJIA3U Y MOACTAOY Ca
kopenoM $(v). 360r Tora NPUIIMKOM TPaXKema KpPaja HUCKe ay cTabiy,
aJTOpUTAaM HE MOpa & TPeia3d YWTaB TMyT O KOpeHa, Beh Moxke 13
kpene oz, uyBopa s(v). OBo je ryaBHU pasjor 3a Kopuiihemwe CyhUKCHUX
Be3a y anropurmy. IIpenusnuje, Heka je v o3uaka rpase (v,1). Ja 6u
ce IMpoHAITa0 Kpaj «, Tpeba ce BPATUTH M3 JHUCTA €A O3HAKOM 1 y 9BOP
v, uparuru cydukcHy Be3y o4 v 10 s(v), a 3arum upohu oz usopa s(v)
HU3 cTabso (Taj MyT MOXKE Ja Ce CACTOju Off jeJHe WJIU BUIE IPaHa)
MyTamoOM O3HaueHOM HucKoM 7. Kpaj Tor myta ompebhen je 3aBprreTkom
nucke o (sugeru cauky [3.18). Ha xpajy myTa ca ossakom a crabio ce
axkypupa Kopuihemem oarosapajyher npasuma 3a npomyxkeme. OBuM cy
y HOTIYHOCTH OIIMCAHA IPBa JABa MpOLyxKema ¢aze ¢ + 1.
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node s(v)

Cauka 3.18: IIpoayxkeme npedukca S[j..7] y npedukc S[j..i + 1] y baszm i + 1:
HOTPEGHO je HOIETH Ce HAJBUILE jeJHOM TIPAHOM (Ca 03HAKOM 7y; Ha CJIUIHM j€
~v = abed) on kpaja nmyra o3uadenor S[j — 1..4] mo uBopa v; 3aTUM ce IpaTu
cydukcHa Be3a o v 10 $(v); HAKOH TOra MpoJasu ce of 9Bopa $(v) Hu3 cTabiao
MyTeM O3HAYEeHWM <, unMe je y crabiy mponabena uucka S[j..i]. Ha xpajy
ce mpuMemyje onrorapajyhe mpaBuiio TPOIYKEma /13 OM ce YMETHYO Cy(dUKC
S[j..i +1].

e Jla 6m ce mpomyzxuna aucka S[j..i] y aucky S[j..i + 1] 3a j > 2, xopucru
ce canuna ommTa uzaeja. Jda 6u ce y crabmy npoHanuia Hucka S|[j..d],
nonaszu ce o Kpaja Hucke S[j — 1..i] (kojoj je ona mpedwukc), neme ce
HajJBUITE jeTHOM IPDAHOM J0 KOPeHa WM YHYTPAITHher YBOpa ¥ KOju UMa
cydukcHy Be3y u3 cebe; HEKa je vy o3HaKa Te rpane. [loa npermocraBkoM
Jla v HUje KOPEeH, IpoJia3u ce cy(DUKCHOM BE30M O U J0 $(v); HACTaB/ba ce
HU3 cTabuso on s(v) mparehn myT ca o3HakoM v 10 kpaja S[j..7]. Konauno,
BDIITH ce IPOJIy’KaBambe cydukca na ce gobuje cyburce S[j..i+1] kopumhemem
HEKOT OJ TPaBUJIa 33 MpoykaBame cybukca. [locToju jenna masa pa3inka
u3mely mpoaykema 3a j > 2 v IPBa JIBa MPO/IYKekba. YOuITeHo ropopehn,
kpaj nucke S[j — 1..7] Mmoxke Guru y 4BOPY KOjU U caMm uMa Cy(DUKCHY Be3y
KOja 110J1a3u U3 era (ako je TO yHyTpallibu 4BOP), U Y TOM CJydajy
ajropuTaM mpartu Ty cyduxcHy Be3y. llpumernmo ma 9ak u Kajga ce
OpaBUIIO 2 IMpuMeryje y nponyxkewy j — 1 (Tako ma ce kpaj S[j — 1..4]
Hasa3u y HOBOOPMUPAHOM YHYTPAIbeM YBOPY W), aKO OTall YBOPa W
HHje KOPEeH, OHJa OTall YBopa w Beh mMma cyHUKCHY Be3y Koja MOJa3u nu3
bera Ha OCHOBY TeopeMe 360r Tora aJropuTaM y TOKY HPOYZKEHha
J HUKaJa Ha MyTy Ka KOPEHY He Mpejia3w BHUIIe O je/iHe Tpame.

Wssenena ananmsa oMoryhyje ma ce Ipenmsmpa alrOPUTaM 33 MPOILYIKEHhe
Slj.ily S[j.-i+ 1]y dasm i+ 1:

e Ilonasehiu on sucra kome y crabiy oarosapa cydukce S[j—1..i] na myTy xa
KOpeHy npoHahu MPBU yHYTPAIIHYA YBOP vU; YBOP U UIU UMa CyDUKCHY
Bedy mwiu je Kopen. OBO 3axTeBa NEHABE Y3 HAJBUINE jeJHY IDAHy O]
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kpaja S[j — 1..i] y rpenyrnom crabmy. Heka je v (eBenryasno mnpasna)
HEUCKA Ha PaHM KOjOM Ce M3 v HacTaBba nparehn S[j — 1..4].

e Ako v HHje KopeH, oHza Tpeba mpohu cydukcHOM Be3oM ox v 10 $(v)
u 3aruM npohim myrem Kpo3 crabio ox s(v) mparehu myT ca O3HAKOM 7.
Ako je v kopeH, onga Tpeba npohiu myrem Hucke S[j..i] o kopena (kao
y jennocrasuHom asropurmy). Tume je y crabiy nponahen Kpaj HuCKe

S[j..].

o Kopwumhemem oarosapajyher npasuiia 3a mpoayxkeme cydukca, 00e30euTn
na ce HUCKa S[j..i + 1] Hana3m y crabdiy.

e Ako je popMupaH HOBU yHYTpPAILbH YBOD W y POy Kewy j—1 (koputihemem
npaBusia 2), OHJA 10 TEOPEME HUCKa (v MOPa JIa C€ 3aBPIIN Y YBOPY
s(w), uBopy 10 Kojer momasu cydukcHa Be3a u3 yBopa w. Popmuparn
cybukcny Besy (w, s(w)) ox uBopa w 10 UBOpa S(w).

[Tox mpernocTaBKOM Jia AJIrOPUTaM 9yBa HOKA3UBAY JI0 TPEHYTHE [1eJ1€ HUCKE
S[1..4], mpBo mponyxeme basze i + 1 He 3aXTeBa HUKAKBO TEMHAME Y3, HUTH
cunasak Hu3 ctabsio. Takohe, mpBo mpomayxkeme daze i + 1 yBek mpuMmemyje
mpaBuio 1.

Kopumheme cydpukcHnx Be3a je OIuraeHo MPAKTHIHO TOO0IBITAIHE Y OTHOCY
HA MOJIA3aK OJ KOPEHA y CBAKOM IPOJLYKEbY, KA0 IITO e PAIH Y jeTHOCTABHOM
agropurmy. Mehyrtum, oBo mobosblliarbe HHUje JOBOBHO 1 IOIMPABU OpP3WHY
AJITOPUTMA y HAJTOPEM CIy9ajy. Y HACTABKY NEMO OMMUCATH WMILJIEMEHTAIMOHN
TPHUK KOjH CMambyje CJIOKEHOCT ajlrOpUTMa y HajropeMm ciydajy ua O(m?).

Y Apyrom KOpaky Tpoayx)ema j + 1 amropuram cuia3u HA3 CTAbIO Of
uyBopa s(v) nparehu nyr ca ozmakom . IIpucerumo ce Ja Takas IyT CUTypPHO
nocroju oj, s(v). JupekTHO uMILIeMEeHTHPAH, [IPOJIA3aK KPO3 LYT €4 O3HAKOM 7y
saxrena O(|y|) Kopaka, OIHOCHO, TPOTIOPIMOHAIAH je 6POjy KapakTepa 03HaKe
~. Edbukacunje je mpuiamnkom mpahema Hucke y crabuy npenasutn rpane 3a O(1)
(ymecTo 3a Bpeme NPOIOPLIMOHAJIHO [IyXKWHU O3HaKe rpane). To ce mocruzke
MPEeJACKOM Y HapeIHU YBOP MPEKO IPAHE U MOMEPAheM MO3UIHje y HUCIH KOoja
ce mparu 3a OpOj jeqHAaK AyKHWHHM O3HaAKe rpane. Ta maeja, T3B. Npeckor ca
0dbpojasarbem (enr. skip/count) mma 3a pe3yarTar na je CIO0’KEHOCT MPEeTacKa
MyTa MPOIMOPIMOHAMHA OPOjy I'paHa HA MYTY, YMECTO 30WpPY IyKUHA O3HAKA
rpaHa Ha MyTYy.

Tpuk 1 (IIpeckok ca ogbpojaBamem). Heka g o3nauasa 6poj kapakrepa
o3nake 7. [Ipucerumo ce na HUKOje 1Be O3HAKE rpaHa Koje u3sase u3 uBopa s(v)
HE MOrYy Jia II0OYHY UCTHM KapPaKTEPOM, OJHOCHO /& LIPBUA KapakTep h O3HAKe
Y MOpa JIa ce MojaBM Kao MPBHU KapaKTep Ha TAYHO je/IHOj TPAHW KOja M3J1a3u
u3 s(v). Heka ¢’ o3nauaBa Opoj KapakTepa Ha TOj rpanu. AKo je g > ¢, oHJa
anropuraMm HeMa morpede /1a 9WTa HUjeJaH APYTU KapakTep HA TOj rpaHu; Tpeda
Ja jedHOCTAaBHO mohe 10 4uBopa Ha Kpajy Te rpae. Ilopea Tora, axkypupajy
ce BpeIHOCTH ¢ M A, TAKO IITO Ce ¢ 3aMeHu ca g — ¢', a h ce 3aMEeHU IPBUM
kapakTepoM Hucke g'. [TocTymak ce HacTaB/ba HA WCTH HAYUH OMpareM N3Ia3He
rpaHe 4nja O3HAKa MOYMI-e KapakTepoM h. YominTe, Kaja ajroputam mpoxabhe
HapeaHy rpaHy HA MyTy, OH yrmopeljyje TpeHyTHY BpeaHOCT g U OPOj KapakTepa
¢’ ma Toj rpanu. Kaga je g > ¢/, anropmram mpenasu 1o uBopa Ha Kpajy Te
rpame, 3aMemyje g ca g — ¢', 3aMemyje h KapakTepoM 4MjM je UHJIEKC Y HUCIH
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Belim 3a ¢/, IpoHAaTa3u IrpaHy YUjU Ce IPBH KApaKTep HOKJIAIA Ca KapaKTEpOM
h osHake v u nounas/ba nocrynax. Kaja ce gocrurne rpasa y xojoj je g < g,
OHJ/a aJITOPUTAM TPEJIa3u 10 KAPAKTEPa Ca PeJHUM OpOjeM ¢ Ha TOj TPAHU W
3aBpINaBa ce, TMOIITO Ce TMyT ca O3HAKOM < M3 4YBopa $(v) 3aBpllaBa Ha TOj
IDAHU TAYHO ¢ KApaKTepa OJ IOYeTKA O3HAKE I'pDaHe (BUIETH CJIUKY .

end of
suffix j - 1

end of suffix j

Cimuka 3.19: Ilpeckok ca ogbpojaBamwem. Y daszu i + 1, momHucka y =
zabede fghy wva gyxumy 10. Iloctoju Komuja MOmHMCKE <y KOja TOUWH-E O
gBopa $(v); OHA ce 3aBpliaBa TPH KapakTepa Of] ToYeTKa 03HAKEe Ha MOCIIE/ O]
paHu, HAKOH IITO Ce M3Be/ly YETHUPH IIPECKAKaha IPAHA.

ITox mpermocTaBkOM 113, ce 3HA AyKWHA O3HAKE CBAKE TpaHe CTab/Ia U Ja ce
KapakTep HUCKe S Ca 3aJaTuM MHIEKCOM npoHajiasu 3a speme O(1), edexar
KopuIhema MPecKoKa ca oa0pojaBameM je Mpeaykeme rpaHe mpu mnpahemy
o3nake vy 3a Bpeme O(1). YKynHO Bpeme 3a [IPOHAJIAKEE [1yTa KOjU OAr0Bapa
HUCITA Y IPOIOPIMOHAIHO je Op0ojy 4BOpOBa HA IIyTy yMECTO Opojy KapakTepa
Ha, IHEeMY.

Hedunnnuja 3.4 (dybuna usopa). dybuna asopa u je 6poj 460posa na nymy
0d Kopena do u.

Teopema 3.3 (y6una usopa Ha Kpajy cydbukcue sese). Hexa je (v,s(v))
NPOUZBOLHG CYPUKCHA 6€3a KOja ce NPoa3u Y YKOHEHOB80M aA20pumMYy. Y
mpenymry Kada ce Kopucmu cydurcHa eesa, dyYobuHa “60pa vV je 3a Hajeuuie
jedan seha 00 dybune weopa s(v).

Joxas. Pazmorpumo nyrese ca o3nakama S|[j..i4+1] u S[j+1..i4+1] n yayrpammu
YBOp v Ha TyTy ca o3HakoMm S[j..i + 1]. KibyuHo 3amaxare je ga W3 CBaKkor
MIPETKA YBOpa v BOIM CY(DHUKCHA Be3a Ka jeIMHCTBEHOM TPETKY YBopa s(v) KOju
je Takohe yuyrparmrmsu 9Bop. OBO BaXku 3a CBE yHYTPAIHE IBOPOBE OCHM 3a
upBu Kapakrep mnyTa S[i..j + 1] uuja cydurcua Be3a Boxu Ka Kopeny. 360r oBe
[OBE3aHOCTH yHYTPALIbUX YBOPOBA HA JIBA PA3MaTpaHa IIyTa BaxkKu Ja JLyOuHa,
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4YBOpa U MOXKeE 3a HajBuile jenad 6utu Behia ox nybune usopa s(v). Miaycrpanuja
OBOr' 10Ka3a HpuKa3ana je na caunu [3.20]

Cumka 3.20: 3a cBaku 4BOD ¥ HA IIyTy Ca O3HAKOM T, oiaroBapajyhiu usop s(v)
HaJIa3u Ce Ha IMyTy ca 03HaKoM «. [Ipu ToMe, ako je myOwHa YBOPA v jeqHAKA M,
oHzia y6uHa uBopa s(v) Moxke ma 6yae m — 1, m win Beha ox m. Ha npumep,
9BOp Ca O3HAKOM xab mma myOWHY 1Ba, MOK je JAyOMHA 94BOpA Ca O3HAKOM ab
jennaka jeman. CiugHO, 9BOp ca o3HaKOM xabcdefg mma mybuHy TeT, JOK je
ayOuHa uBOpa ca o3HakoM abcdefg jenHaka mecr.

Hedununnuja 3.5 (Tpenyrua nybuna aqroputma). ¥ moky udepuasatba aA20pUmma
TPEHYTHA AyOWHA aJrOpuT™Ma je dybuna w6opa kKoju je nocaedhwu mnocehien y
ar20pumMy.

Teopema 3.4 (Jluneapuocr daze Yronenosor anropurma). Kopuwherem npecroxa
ca odbpojasarbem b6uno Koja gasa Yronenosoe arzopumma saxmesa O(m) xopaxa.

Zoxas. Y dazu i ce i + 1 myr pagu mponyxkeme cydukca. Y TOKY jeaHOT
POy KEEba, AJITOPUTAM IIPeJIa3u HAJBUIIE jeIHY IPAHY YBUC, 1peJia3n CyOUKCHY
Be3y, cuyura ce 3a ojapehenu 6pOj 4BOPOBA, IIPUMEIbYje HEKO O IIPABHUIIA 34
POy Kerbe cyduKca U eBeHTYaJIHO 1o/aje HOBy cydukcHy Be3y. ITomrro cmo
Bell ycraHOBWIIM /14 CBE OCTaJIe Onepanuje ceM ciymrama Tpajy O(1), ocraje aa
Pa3MOTPUMO KAaKO Ce Merha TPeHyTHa AyOWHa IBOpa y TOKY jemne dase.
Kperame yBuc y TOKy OHIO KOI' MPOIy’KEba CMaibyje TPEHYTHY IyOuHy
YBOpa, HajBHINE 33 jemaH (MONIITO Ce Ha MyTy YBUC MPOJIA3W HAJBUIIE jeIaH
usop). Ilpenasak mpeko cydukcHe Be3e MOKE Ja CMalbd TPEHYTHY JLyOumHy
HajBUINE 3a joI jesan (TeopeMa , a CBaKa rpana mnpoheHa Ha MyTy HAHWKE
nosehaBa TpenyTHy mybuny uBopa. IIpema Tome, y TOky tmese das3e ce myouma
9BOPA MOZKE CMABUTH 34 jeJaH HajBuire 2m myTa. Ilomro uu jegan 9Bop HEMA,



55 3. CrpykType nogaraka

aybuny Behy om m, yKyman Opoj MHKpEMEHTHpPama TPEeHyTHE ayOnHe IBOpa
y ToKy muesie daze ne moxe ga Oyze Behu ox 3m. Ilpema tome, ykymnan Opoj
rpana mpeheHnxX TPUINKOM KpeTarma HaHWKe y TOKy neie ¢gase Huje ehu ox
3m. AKo ce KOpHCTE TIPECKOIHM Ca 0f0pojaBarmeM, npea3ak rpane tpaje O(1),
ma je yKYIHA, CJIOKEHOCT Jlejia aJITOPUTMa, KOjU O/Ir0Bapa KPeTamnMa HaHWKE

o(m).
[Iperxonna Teopema mMa 3a AUPEKTHY TOCIEIUIly HAPEIHO TBpherme.

Teopema 3.5 (Ksagparna CI0KEHOCT YKOHEHOBOT aJIFOPUTMA). YKOHEH06
AA20PUTNAM CE MOICE UMTAEMEHTIUPAU Kopuwhervem cydukcrur ee3a maxo
da saxmeea O(m?) xopaxa.

Cnoxernoct O(m?) mobuja ce MHOMKEReM TDAHHIE CJI0XKEHOCTH 3a jeHy
dazy anropurma, O(m), 6pojem daza y amropurmy, m. OBa rpyba mporeHa
CTI0?KEHOCTH TIOCJIEIUIA je HE3aBHCHE IMPOIEHE CJIOXKEHOCTH IMIPOU3BObHE (hase.
[To6Go/pmame ce MOCTHXKE TaKO INTO Ce Yy aHAJU3H PasMarpajy U NPeIaciy
u3mely daza.

BaxaH serass y peanunzanuju asropurma. Llub je moctuhu ma BpemeHcKa
caoxkenocr ainropurma 6yne O(m). Ha Tom myry nocroju jeana ouuriensa
Iperpeka: MPOCTOP KOoju 3ay3uMa cydUKCHO ctabio je ©(m?), jep o3Hake rpana
mory za Oyuay ayzube ©(m), a 6poj rpana je ©(m). 36or rora 6uio Koju
anroputaMm 3a dopMupame cy(OUKCHOT crabjia MOpa [1a MMa CIOXKEHOCT Oap
©(m?). la 6u ce gormio 10 anroputma cioxenoctu O(m), Mopa ce 06e36eauTH
Jla O3HaKe rpana 3ay3umajy npocrop O(1).

Ucnocrasipa ce Ja TakBa, jeJHOCTABHA AJITEPHATUBHA IIEMA TPEICTABbAbA,
O3HAKA MPAHA TOCTOjH. ¥ MECTO eKCIUIMIATHOD 3AlIUCUBAbA [TOTHUCKE HA I'PAHH,
MOKe Ce KOPUCTUTH ypeheH map mHIEeKCa Ha TPAHW, KOjU O3HAYABA]Y MOYETHY
U Kpajiby MO3UIM]y Te momHucke y S (BUIETH CIUKY . C o63upom na
aJIropuTaM 4yBa KOMHUjy HUCKE S, OH je y CTamy [3a Y KOHCTAHTHOM BPEMEHY
nponalje 6uno koju kapakrep y S. 36or Tora je moryhe ommcatu GHIO KOju
ajropuraM paja ca cypUKCHIUM CTabJIOM Kao Ja Cy 0O3HAKE MPAHA IPEJICTABIbEHE
EKCILIUIUTHO, & 3aTUM UMIUIEMEHTHPATH AJrOPUTAM Ca CAMO KOHCTAHTHHM
6pojeM KapakTepa Ha cBakoj rpanu. Omucana IemMa Ha3WBa Ce KOMNPeCuja
03HAKA 2PANA.

Ha mpumep, Kaga ce y OKBUPY Y KOHEHOBOT aJITOPUTMA MTPATH TTOTHUCKA KOja
OJIrOBapa MPeJIacKy jeHe rpaHe, KOPUCTHU Ce Tap WHIEKCA 3alMCAHUX Ha IPAHE
Jia ce U3 S MPOYUTAjy KAPAKTEPHU T€ HUCKE U 3aTUM CE T KapakTepu ymopehyjy
ca KapakTepuma Hucke. [IpaBuia 3a MpoayKeme ce TaKohje jeJTHOCTABHO Peasn3y]y
KopuihemeM KOMITpecHje 03uaka rpara. Kama ce y dhasu i+ 1 npuMenn mpaBuio
2, HoBodopMEpaHa TpaHa ce 03HauaBa napoM uHaekca (i + 1,7+ 1), a kaza ce
npuMenu npasuiio 1 (Ka JIucTy ), IPOMEHH ce ap UHIAEKCa Ha TOj rpanu ca (p, q)
Ha (p, g+ 1). Ungykuujom ce jlako nokasyje Ja ¢ MOpa OUTH JeJHAKO 7 U OTY/a
HOBa 03HaKa (p,? + 1) upeacraB/ba KOPEKTHY HOBY LIOJHUCKY 3a TY I'DAHy Ka
JIUCTY.

Kopumnihemem mapoBa mHIAEKCA 33 MPEACTAB/bAE 03HAKA IPAHE HA CBAKO]
rpanu 3ammcyjy ce camo asa Opoja. Ilpumermmo na je ykyman Opoj rpaHa y
crabiy nHajBuie 2m — 1, jep je ykyman Opoj JmcTOoBa y CTabiay m, a CBaKH
yHyTpaimu 9Bop mosehasa 6poj ucToBa bap 3a je1aH, ma yHY TPAIIbAX IBOPOBA
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Cmuka 3.21: JleBo crabmo mpezacraBpa dparmMenT cydukcHOr crabja HUCKEe
S = abcdefabcuvw ca EKCIUIMIUTHO TIPEJACTAB/LEHNM O3HAKAMa TPAHA.
HecHo crabio mpeacTaB/ha MCTH (pparMeHT ca KOMIIPECHjOM O3HAKa T'PaHA.
[Ipumerumo 1a ce rpana ca o3HaKOM 2,3 MOKe 03HAYUTH Takohe mapom §,9.

nma Hajsume m — 1. Kako je 6poj rpana najsure 2m — 1, To cydurcuo crabio
kopucru camo O(m) cumbosia u 3axrTeBa npocrop Bemudute O(m).

Pazmorpumo casma oaHOC MOjeAMHNUX TpaBUIa 3a MPOAyXKeme cydukca ca
CYCeJIHUM TIPOyZKemUMa, OJHOCHO (dazama.

Bamaxxame 1: [Ipasuiio 3 nupeknga dpasy. Ako cey TOKy pase 3a IpOLYKEHE
cydukca S[j..i] upumenu npasumio 3, ucro npasuso 6ulie npumemeHo u 3a
npogyxkeme cBux ocramux cybukca S[j + 1..i], S[j + 2..4],... 3aucra, ako je
TIPUMEhEHO TTPABUJIO 3, MyT o3HaueH ca S[j..i] y TpeHyTHOM crabiy Mopa nIa
ce Hacrasu KapaktepoM S[i + 1]. Ilomro cy S[j + 1..i], S[j + 2..7], . .. cydukcu
Hucke S[j..i], oHM ce Takohe HacraBibajy mcrmMm Kapakrepom S[i + 1], ma ce
PABUIIO 3 IPUMEbYje 3a MPOILYKABAE CBAX MPEOCTAINX WHIIEKCA.
IIpunukom upumene npasuia 3 Hema norpede jga ce Ouso wrra paju, jep je
npoxyxkenu cydukc Behi y crabiy. Ilopen Tora, HoBa cydukcua Be3a Tpebda 1a
ce 707a y cTabjIo caMO HAKOH TPOIAYKEHa Y KOjeM je MPUMEHEHO MPABUIO 2.
OBe yumeHnE U 3amaxkame 1 10BoJe 10 HAPEIHOT MMILIEMEHTAITHOHOT TPHUKA.

Tpuk 2. Kana ce y da3u ¢ + 1 npsu myr npumenu npasuio 3, dasza je
3aspiena. [[pyrum pedunma, ako ce OBO JIO0r0/U MPUINKOM POy Kerba Cy huKca
S1j..i], onma Hema moTpede eKCIUININTHO TPAYKUTH Kpaj 6niio Koje uucke S|k..i], k >
j-

3a mponyxkema y dasu i + 1 koja cy “3aBprieHa” HAKOH MpBe MPUMEHE
npaBmiia 3 KayKeMo J1a ¢y 3aBpiiena umnavyumuo. Hacynmpor Tome, excnavyumma
POy 2Kemha Cy OHA y TOKY KOJUX Ce eKCIUIMIUTHO TPaxKu Kpaj aucke S[j..i].

Tpuk 2 je ounrnenno 100pa XeypUCTUKA, YUjU j€ PE3YJITAT CMAKEHE MOCTA
Koju ce obasspa. Vlmak, jorrn yBeK Hije jaCHO KAKO OHA, yTUYEe HA YKYITHY CJI0KEHOCT
asropurMa. 3a to he Ham GuTH MOTPEGHO JOII jeTHO 3amarkarmbe W jOIll jejiaH
TPUK.
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Banmaxkame 2: JegHOM JHCT, YBEeK JIUCT. AKO je y HEKOM TPEHYTKY Y
Ykonenosom ajropurmy opMmupan Jmcr u obesiexken o3HakoM j (3a cydukc
KOjU TIOUWIbE Ol j-Te TO3UIMje y HUCKKU S), Taja Taj JIUCT OCTaje JIUCT Y
cBUM HapeaHuMm (POPMHUpPAHUM CTAbIMMa y TOKY aiaropurma. OBo je TadHO jep
aJIropuTaM HE TOCEIyje MEXaHW3aM 33 MPOAyKaBarme “padBameM”’ TrpaHe Koja
Boau Ka jmcry. [Ipernusnuje, ako ce y HEKOM TPEHYTKY TOjaBH JUCT O3HAYEH
ca j, y mpoayzKemy j y Omiao Kojoj HapeaHoj ¢a3u yBek he 6uTu mpuMemuBaHO
npasuio 1. lakje, jeTHOM JIMCT, YBEK JIUCT.

Jluct 1 dopmupa ce y dasu 1, tako ma y npousBosbHOj dasu ¢ nocroju
TMOYETHN HU3 OJI MPBUX HEKOJIMKO MPO/LYKerkha KOja Ce BPIle TPUMEHOM TIPABUIIA,
1w 2 (jep npaBusio 3 3aycTaBiba MPOIEC MPO/LYKABAbA; IIPBO MPOJLYKEhE Ce
yBeK pajau npumenom npasuiia 1). Heka j; o3HauaBa moC/IeIbe POy KEHE Y
tom Huzy. C 063upom Ha TO 1a ce y dasu i+ 1 cBa mpoyxKema ca WHIEKCHMa,
70 j; paje IPpUMEHOM IpaBuja 1, OMHOCHO /13 OMIO KOja IMPUMEHA [IPABUIA 2
dopmupa HOBM JUCT, U3 OTMaYKarmba 2 CIean 1a je j; < j;+1. Apyrum peunma,
MOYETHN HU3 MPOJYKEHhA TIe Ce TPUMEIbYje TPABWIO 1, He MOXKe OUTH CMAmheH
y HapeauauM dazama. OBO cyrepuiiie MMIJIEMEHTAIIMOHN TPUK 13 ce y das3u 1+ 1
n30erny CBa eKCILUIMIATHA MPOAyKema o 1 10 j;. YmecTto Tora duhe morpeban
caMoO KOHCTaHTaH OPOj KOpakKa 3a M3BOLEhe UMILTUIUTHIX POy Keba.

Ha 6ucmo onucaiu oBaj TPUK, IPUCETHMO Ce Jia Ce O3HAKe rpaHa y (MMILiu-
uuTHUM) cybuKcHUM crabiuma MOrYy IPEeACTABUTH 11APOM MHAEKCa (P, q) Koju
pesicTarbajy momauucky S[p..q|. Ipncernmo ce, takobe, ma je 3a cBaky rpaHy
no qucrta y T;, vHIeKC g jenHax ¢, u 'y dasu i+ 1 uHIeKC ¢ ce MHKPEMEHTUPa Ha,
i+1, perucrpyjyhu rako nomasame kapakrepa S[i+ 1] Ha kpaj cBakor cydukca.

Tpuk 3. V da3u i + 1, kaga ce rpana Ka JUCTy OPBH IyT GOPMUPA U KATA
6u ce o3nauusa o3nakom S[p..i+ 1|, ymecro nucamwa napa unzuekca (p,i+ 1) na
rpanu, HarmcaTu (p, e), rae je e cuM00J Koju 03HadaBa TpeHyTHH kpaj. Cumbos

e je rnobaHM WHAEKC KOju ce TIOCTaB/ba Ha ¢ + 1 mo jexnom y cBakoj dazm. Y
dazn i+ 1, c 063upom 1a ajropuram 3Ha g3 he ce mpaBuiIo 1 IpUMEHUTH MaKap

y mpoayxemuma on 1 10 j;, HUje TOTPEOHO PATUTH JT0JATAH €KCILTUIUTAH
OCa0 KOJUM C€ WMILIEMEHTHPA TUX j; MPOIYyXKemha. YMeCTO TOra, OH CAMO
WHKPEMEHTHPA TPOMEHIBUBY €, & 3ATUM CIIPOBOJIM CAMO EKCILTUIIUTHA ITPOJLY KEHha
TIOYEBINN OJT TPOAYKema j; + 1.

1 23456738

8§ 9 10 11

11 12 13 14 15 16

16 17

Cuuka 3.22: Ilpuka3s jesnor moryher usspiuema Y KoHeHOBOI asiropurMa. CBaka
JIMHHAja TTpeicTaBsba a3y y aJlropuT™My U CBaKM OpOj MpeicTaBba eKCIIUINTHO
MIPO/IYKEFHe U3BPITIEHO y AJITOPUTMY: TIPUKA3AHE Cy YeTupu (Pa3e u CeTaMHAECT
EKCILTUIUTHAX MPOIYKeha. Y MPOU3BOFHUAM IBEMA CyceaHnM (a3aMa HAIa3u
ce HajBUINE jeJaH WHIEKC TJIe Ce UCTO eKCILTAIUTHO MPO/LYKEHe U3BPIIABA Y
obema dazama.
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Jluneapuoct YkoHeHoBor ajgropurMma. Ca rpukoBuMa 2 1 3, eKCILTAIIUTHA,
npoayzkema y ¢asu ¢+ 1 moTpedHa cy camMo y IPOIyKemUMAa MOYEBIIH O j; + 1
JIO TI0jaBe TIPBOT MPOAYIKema Y KOjeM ce TIpUMerbyje TpaBmIo 3 Wian 10 Kpaja
daze. Ca ocraia TpoayXKema ce paje UMILIUIuTHO. Pesumupajyhu ce mTo
je pedeno, peasusamuja dasze ¢ + 1 MOxKe ce OnucaTv HAPEIHUM AJTOPUTMOM:

e lukpementupary MHIEKC €, TAKO JIa je Berosa HoBa BpeaHocT i+ 1 (Ha
OCHOBY TPHUKa 3, OBO KOPEKTHO Peajiu3yje CBa UMILJIUIUATHA IIPO/LYKEHha

on 1 10 j;).

o ExcnimmuTHO U3BPIIUTH CBA HAPEIHA IIPOY2Kema MoYeBIu o j; + 1 10
[1ojaBe npOoy2Kemha j* 1€ ce NPpUMebyje IPABUIIO 3 UK JIOK Ce He 3aBPILe
CBa MPOJYXKEbha y TpeHyTHO] (as3u (Ha OCHOBY TpUKA 2, OBO KOPEKTHO
peasiu3yje cBa J0JaTHA UMILITUIATHA TPOAYyKema of j* + 1 no ¢ + 1).

e ITocrasuru Bpeguocr j;4+1 Ha j*—1, na 6u ce npunpemusia napeaua dasa.

[Tocrenbu KOpak ajaropuTMa KOPEKTHO TOCTaBIba j;41 300T TOra MITO MOYETHH
HU3 TPOJYKelka TJie ce IMpUMeyjy npaBuia 1 mam 2 mMopa Ja ce 3aBpIin
HEIIOCPE/IHO TIPEe IIPBE IMPUMEHE [IPABUIIA 3.

Kmyuna omymka ajaropurma je ga ¢dasa ¢ + 1 mounibe ca eKCIIMIUTHUM
MPO/IY?KABABUMA O TPOIYXKewa ¥, rje je j* mocmeme eKCITUIUTHO PO/ XKEHhe
y dasu i+ 1. 360r Tora, ase cyceane daze nese najBuile jenan unuexc (5*) 3a
KOjH Ce BPILIU €KCIJIMIUTHO POy Ketbe (BUIETH CIUKY . MIraBume, daza
i+ 1 ce 3aBpraBa 3Hajyhu rae ce 3aBpmaBa HUCKa S[j*..i], TaKO 12 MOHOBIHEHO
npomayxkeme j* y daszu i+ 2 MoxkKe 14 U3BPINY MIPUMEHY TPABUJIA 33 PO KEHe
3a j* 6e3 ukaksor Bpahama y3 crabisio, mpahema cybUKCHUX BE3a U MPECKAKAHA,
qBopoBa. To 3HaYN A je CII0KEHOCT MPBOT eKCILIAIATHOT TIPO/IyKeba y CBAKO]
dasu jeauaxa O(1). Caza je jeqHOCTABHO JOKA3aTH IJIaBHU pe3yirar, (hOpMyJIucan
y OOJIMKY HapegHe TeopeMe.

Teopema 3.6 (JIuneapuoct YkoneHosor ajropurMa). Kopuwherem cydurcnus
6€3a U UMNAEMEHMAYUOHUT mpukosa 1, 2 u 3, Ykonenos aszopumam dopmupa
umnauyumue cydurcna cmabaa Ty do T, y O(m) xopaxa.

Dopmuparse npasor cydukcHor crabaa. llocienme hopMupaHO UMITATIATHO
cydurcHo cTabo T}, MOKe ce IPETBOPUTH Y TPABO CYy(OUKCHO CTAOIO0 Y BPEMEHY
O(m). Iocne pomasamwa repmunupajyhier kapakrepa $ wa kpaj nucke S wu
VKOHEHOB aJropuTaM U3BPIIaBa oIl jeHy, AonyHcky ¢gazy. Cmucao gogaBama
TepmuHUpajyher kapakrepa je ma wHujeman cyduKC He MO¥Ke Outnm mpedukc
HEKOT JIpyror cydukca, ma ce YKOHEHOB aJITOPUTAM 3aBPINAaBa, MMILIUIIUTHAM
CyPUKCHEM CTabJIOM y KOjeM Ce CBaKW Cy(HKC 3aBpIaBa y JUCTY W THME
j€ eKCIUIMIIMTHO IPeACTaB/beH. Jenuna apyra m3MeHa Koja je morpebHA jecre
3aMeHa npomensbuBe ¢ Bpeguorihy m. OBO ce mocTuke OOUIACKOM cTabiia, y
Bpemeny O(m), nocehyjyhu caky rpany ka smcry. Pesyarar koju ce mo6mja
mocJie OBUX M3MeHa je mpaBo cydukcHo ctabio. Tume je moxkasama HapemHa
TeopeMma:

Teopema 3.7 (JIuneapuoct popMuparba cyGUKCHOr cTab/ia Y KOHEHOBUM aJIrOPUTMOM ).
Caoorcenocm. opmuparsa cydurcroz cmabaa nucke S dyscune m, 3ajedno ca
Popmupareem ceur cypurcnuz eesa, je O(m).
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3.3.3 Mpumene cydukcHux crabana

Cydukcua crabsa umajy 6pojue nmpumene. Kao mro cmo Beh Hamomemrymu,
jeIHa Of MPUMEHa, je 3a TPaXKeme PeYn y TeKCTy. AKo je 3amar tekct T’ u ped
P, moryhe je nponahu cee mojase pean P y T 3a Bpeme O(n + k), vae je n
ayxKuua pean P, a k je 6poj mojasa yuyrtap 1.

TauHo Tpaxkerbe CBUX 3agaTux peyu

3a mare peun Pi, P, ..., Py yKynHe DyXuHE n, Cy(GUKCHO CTAOIO MOXKE 113 Ce
MCKOPHUCTH 33 TPOHAJAYKEIHE CBUX T0jaBa OBUX pedm y TekcTy 1 IyxKuHe m
anropurMoM citoxkernoctu O(m+n+ z), rue je z ykynad Opoj nojaBa CBUX OBUX
peun y T. Cydurcao crabno KOpucTu ce 3a mnpeaodbpajay rekcra T’ 3a Bpeme
O(m), a nocjie Tora ce Tpaxkewe CBUX 110jaBa pedu (pedu ce Tpazke jeHa 10
jenna, He3aBUCHO) 3aBpmaBa 3a Bpeme O(n + z).

Hajayxa 3ajegHuyka nogHucka ase Hucke S; n Sy

ITocToju Benmukm 6poj mpobisiema koju obpalyjy Behu Opoj HuCKH, KAO IITO je
TPaXKEHe PEUH Y TEKCTY, Ay TOMATCKO JIOMY (baBAHE TEKCTA, HAJ/LY KU 38j€THUIKA
[OJIHU3 JIBE€ HUCKE, HAjAyKa MATUHIPOMCKA HHUCKA, .... Y OBHM OlepalujaMa
CBe HUCKe KOje ce Kopucre Tpeba ma Oymay wHIeKCcupaHne 300r OpiKe mperpare.
Jeman HaumH ga ce TO ypaau je mocpeactBoM cydukcaux crabasa. CydukcHo
cTab0 GHOPMUPAHO 33 CKYIl HUCKU HA3UBA CE YONWIMEHO CYPUKCHO CMabao.
JenHocTaBaH HAYMH 32 KOHCTPYKIU]Y YONIITEHOTr Cy(QUKCHOT cTabja IBe Jare
nucke je dpopMupamem HoBe HuUCKe S1#5:%, koja ce nobuja nomaBamem IBa
pa3uYnuTa 3aBPITHA KAPAKTEpa, u (POPMHUPAHEM OOMIHOr Cy(OUKCHOT cTabjIa,
3a oBy HuCKy. CBaku JucT CyUKCHOT CTAO/Ia WA TMOYNE CYy(MUKCOM HUCKE
S1, nau Sy, nin obe Hucke. O3HaKa CBakKe I'paHe y YOIIITEHOM CydHUKCHOM
crabsiy Tpeba Ja oaroBapa MOJHUCKH CAMO jeJHe yIa3He HUCKE, Te aKO MOCTOoje
O3HAKe IyTa KOje YKIbYUIy]jy HOTHUCKE 00€e yIa3He HUCKE, MOKEMO Ja 3aPKUMO
caMoO TOYETHHU /10 KOju INPUIaIa jemHoj Hucku. Ha OCHOBY oO3HaKa JILCTOBA
MOKEMO BHJIETH [ JIU je JIUCT Cy(hUKC TPBE WU JApyTe HUCKE (HA OCHOBY TOTa,
I3 JIM O3HAKA, JINCTa UMa BpeAHocT u3 ckyma {1..|S1|} mau BpeamocTt u3 ckyma
{IS1] + 2..|S1] + |S2| + 1}. Ha ocroBy oBora o3Ha4nlieMo yHyTpalllle YBOPOBE
ca S1, S miau S1S2 HA OCHOBY TOTa [1a Jid Cy CBU JIUCTOBU KOjU OIIOBapajy
mo/icTabily ca KOPEHOM Yy TOM YHYTPAIEbeM 4BOpY cydukcu HUCKe S1, So UIH
MOCTOju Dap jegaH JUCT KOju OATOBapa cybUKCY HUCKe S 1 6ap jeiaH JINCT KOju
onrosapa cydukrcy uucke So. O3HaKe MyTa J0 YHYTPAIIHEr 9BOPA €A O3HAKOM
5152 unne momHUCKe 00e HUCKE S U S3. O3HaKA TyTa 10 YBOPA KOME y CTalILy
OITOBapa Hajay»Ka HUCKA O3HAYUEHOT ca S1.55 /aje Hajay KK 33jeJHUIKN TOTHI3
ose nBe HEcKe. CI0XKEHOCT CBUX ONepalifja Koje je morpeOHO U3BPIIUTH 1A Ce
nponabje Hajnyxka 3ajemuuuka nojuucka nucku Sy u So je O(]S1| + [Sal).






naBsa 4

CopTtupame nuHeapHe C/I0XXEHOCTH

ITosiceTnmo ce 1a ce CBaKH aJIrOPUTaM 3a COPTHUPAe 3aCHOBAaH HA yrnopehuBamuma
MOKe MO/ IupaTh cTabaoM oIy YuBamba, 300r Yera je mwerosa cioxkenocr 2(nlogn).
OBa yumbeHnA CJIe/IU U3 TOTa Ja je BPEMEHCKA CJIOKEHOCT AJITOPUTMA Je(DUHIUCAHOT
cTrabyioM O/IydHBaba y HAJTOPEM CAy4ajy jeIHAKA BHCUHUA OBOI CTA0/a, a C
003WpPOM Ha TO J1a TTPON3BOJHHO CTAOJIO O/IITy UMBAHA 38 COPTUPATHE 1L €JIeMeHATa,
uma Gap n! mucrosa (mo jegan 3a cBaky Moryhy mepMyraliujy ejlemMeHaTa Ha,
yJ1a3y), Beroba BHCHHA je HajMame log,(n!) = Q(nlogn).

Coprupame je unak moryhe u3BpiiaBaTu Op:ke KOPUIINEHeM CIejaTHuX
ocobuna OpojeBa, nin uzBojehu anrebapcke Manumysangje ca muma. OBO He
IIPOTUBPEYH JIOKA3AHO] J0H0j I'PAHUIIM, jep OBAKBH aJI'OPUTMU COPTUPAA HE
kopucre yrnopehuBama Beli penumo ynmeHUIly 13 BpeIHOCTH OpojeBa MOry ma
ce echbnkacHO KOpPHUCTE KAO0 aJIpece.

4.1 Coptupare npebpojaBarbem

[IpernocraBumo ja Hu3 A cagp2ku n 1ea00POjHUX BPEAHOCTH O, KOjUX j& CBaKa
u3 omcera [0, k], 3a Hekn mpupoaHn 6poj k. 3a mouerak MpeTIoCTaBuMO Ja Cy
cBu ejemMenTu Hu3a A meljycobuo pazmuuuru. Uneja ajropurva coprupamka
npebpojaBambeM (eHr. counting sort) je Ja ce 3a CBaKU €JEMEHT T HHU3aA
A onpemu 6poj ememenara mu3a A koju cy mamu on x. OBa unrdopmaimja
omoryhaBa mocraB/barbe eJIeMeHTa, T JUPEKTHO HA CBO]Y MO3UIU]Y Y COPTUPAHOM
pemocneny. Ha mpumep, ako je 17 ememenara Husa A Mame O T, OHIA je
MO3UIK]ja eJIEMEHTA T Y COPTUPAHOM pefociieny 18 (mpernocraB/baMo 13 BPeIHOCTH
unzgekca y uusy kpehy ox 1). Ja OGucmo morsiu Ja oOpajmMo Cjydaj Kaja
BHUIIIE e/IeMeHaTa WMa HCTY BPEIHOCT, MOTPeOHO je Ja Majo MOTUQHUKYjeMO
IpeajIozKeny miemy.

Iopen ynazuor nuza A[l..n] y OKBEpY anropuTma COPTUPamba IPebpojaBambeM
KOpHcTe ce jor nBa Hu3a: Hu3 B[l..n] Koju Ha Kpajy M3BpIaBama aJropurMa
CaJp>K¥U COPTUPAHW HU3 ejeMeHara W nomohum Hu3 Opojada C[0..k] (mocie
npoJsiacka Kpo3 anroputam C[i] jeanako je 6pojy mojaBpuBama 6poja i y HE3Y
A).

C 063upoM Ha TO Jla eIeMeHTH Hu3a A He MOpajy OUTH Pa3IuIuTH, JeKPEMEHTHPAMO
speanocr C[A[i]] cBaku myt kaza cmecrumo spexuocr Afi] y nu3 B. Tuwme ce
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1 23456738 123 4546738
al[2]s[3]o]2]3]0]3] 0123 45 sC T T T
001 2 3 4 5 c[2]z]4]7]7]¢8] 001 2 3 4 5
c[2]e]2]=]e]1] c[2]2]+]6]7]¢]

(@) (b) {c)
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
HEOEEENEN s Jo [T I3[3]] 12345 6 7 8
o 1 2 3 4 5 ® 1 2 3 4 5 B|U|U|2|2|3|3|3|5|
c[1]z2]4]6]7]8] cl1]2]4]s]7]s]
(d) (e} 43}

Cruka 4.1: Tlpumep coprupama npebpojaBamem um3a A[l..8], mpm wemy cy
CBU ejleMeHTH Hu3a A Henerarwsnu nesu Opojesu me Behwm om 5. a) Huz A
n #n3 C HaKOH mocTaBibama enemenara Hnza C' tako ga C[i] caapxku 6poj
esiemenara jeqHakux i. b) Huz C HakoH U3BpIIABabA E€TIHE KOJOM CE BPEIHOCT
C'[i] mocraB/ba Ha OpOj eleMeHaTa MABUX WK jeiHaknX i. ¢)-¢) Husosu B u C
HAKOH u3BpIIaBamba peaoM 1,2 u 3 urepauuje uersbe. f) Coprupanu nuz B.

Aunropuram Sortiranje_prebrojavanjem(A,n);
VYnasz: npuponuu 6poj k u uu3 A[l..n] nenux Gpojesa Takas ga je 0 < Afi] < kszal<i<n.
Wsmnas: B (copTupaHu HU3).
begin
Hexka je C[0..k] mHoBH HU3
for i := 0 to k£ do
Cli] =0
for i :=1 ton do
C[A[Z]] :== C[A[{]] + 1
{C[i] cama caapxu Gpoj eseMeHaTa jeHAKKUX ©}
for i:=1to k do
Cli] :=C[i]| +C[i — 1]
{C[i] cama caapxku 6poj eseMeHaTa MAWU HIA JeJHAK O i}
for i := n downto 1
BIC[ALi]]] := Al
C[A[z]] :== C[A[{]] — 1

end

Cnuka 4.2: Coprupame npebpojaBarmeM.

[OCTHZKE A YKOJIMKO IOCTOjU jOII HEKHW eJIeMeHT ca ucToMm Bpenaomiy A[j],
jesan o TAKBMX €JIEMEHATA UJe HA MO3ULuUjy HemocpeaHo upe A[j].

BaskHo cBOjCTBO ajIropuT™Ma COpTHpama mpedpojaBarbeM je theroBa cmabuiHoCm:
OpojeBHU Ca MCTOM BPEIHOINNY Ce Ha W3Ja3y MOjaBJby]y y OHOM DEIOCIeny y
KojeM cy Omsm Ha yna3y. OBO ce MOCTHIKe KpeTameM OJ MOCJe/ihe Ka IPBOj
BPEIHOCTH 33 WHJIEKC Y TIOCIEH0] ET/HU Y alroputMy. Kperame y cympoTHOM
pe/iociieny He 6 4yBasiO CTAOMIHOCT. JACHO je, OBO CBOJCTBO je BasKHO j€/INHO
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aKo Ce y3 BPEIHOCTH KOjé COPTHPAMO 9YyBajy W HEKH JOJATHH (CATESTATCKH)
nojany. YKOJIMKO e He 4yBajy HUKAKBH JOJATHH HOJAIM, MOLIH OHCMO CaMO
npohu kpo3 uu3 C 106ujeH HAKOH TIPBE MeT/he aJITOPUTMA U 3& CBAKY BPEIHOCT
Ci] > 0 nckonuparu C[i] Komuja egeMeHTa ¢ y W3JIa3HA HU3.

Ykynua cnoxenocr anropurma je O(k + n). ¥V cayuajy kaga je k = O(n)
CI0%KeHOCTH je uHeapHa, O (n). MehyTum, ykomuko je k = O(n?), oaj anropuram
6mo Om KBaJpaTHe CIOXKEHOCTH W BUIIE OU Ce MCILIATHJIO MPUMEHWTH HEKU O
anropuTaMa 3aCHOBAHMX Ha mopehemy eeMeHaTa.

4.2 Coptupatbe pa3BpcTaBakhbeéM U COPTUPAHE BULLECTPYKMM pPa3BpPCTaBatbeM

HajjeamocTaBuuju mocTymak copTupama Hu3a IPUPOIHUX OpojeBa bu ce cacTojao
y TOoMe Ja ce 06e30eau T0BObAH OPOj JOKAIuja, U 13 Ce OHJA CBAKH €JIEMEHT
CMECTH Ha CBOjy JIOKaIHjy. Taj mocTymak 30Be Ce COpTUpPamke pa3BPCTABAHEM
(enr. bucket sort). Ako ce, Ha IpEMep, COPTUPA]Y MHCMa MPEMa OJIPEUIITHMA,
OHJIA je TOBOJHHO 00€30€IUTH jeIHY MPErpaLy 3a CBAKO OPEININTE, U COPTUPAHE
je BpJyio edukacHo. A ako mucMma Tpeba COPTHPATH MpPeMa HeTOLH(PEHOM
MOIITAHCKOM OpOojy, ona oBaj merox 3axresa oko 100000 mperpa/ia, mro mocTymak
gynHu HenpakTudnuM. lIpema Tome, coprupame pa3BpcraBameM pajaud 100po
aKO Cy eJIeMEeHTH W3 MAJIOT, jeJHOCTABHOT OICEra, KOju je yHAIMpEeI MO3HAT.
IIpenaszumo Ha AeTa/bHUjU OMUC OBOT AJITOPUTMA.

Hexka je maTo n paznmantux enemenara, KOju Cy ey OpOjeBu u3 orcera o
1 10 m > n. Pe3epBuire ce m jokamnuja, a OHIA Ce 33 CBAKO i OPOj T; CTaBJ/ha HA
JIOKAIWjy T; KOja oJiroBapa merosoj Bpeanoctu. llocie Tora ce mpermenajy cse
JIOKAIIMje U U3 UX Ce PeIoM MoKyTe eneMenTr. CI0KeHOCT OBOT jeTHOCTABHOT
anropurma je gakiae O(m + n). Ako je m = O(n), nobujamo anropuram 3a
coprupate juHepHe ciaoxkenocru. C apyre crpane, ako je m BEJIHKO Y OJHOCY
Ha n (Kao y ciaydajy TmomTaHcKuX Opojera), oHza je m O(m) takohe Beamko.
ITopen rora, anropuram 3axresa Memopujy Besmaune O(m), mTo je jom sehu
poOJIeM 32 BEJIHKE 1.

[IpupomHo yomimTemne OBe Ueje je copTupame BUIIECTPYKAM pa3BpC-
TaBamweM (enrl. radix sort). Pa3zmorpumo jour jesHom npuMep ca MOmITaHCKUM
6pojeuma. CopTupame pa3BpCTABABEM Yy OBOM CJIydajy HUje MOTOIHO, jep
je mpeBeqmKu orcer Mmoryhmx momrramckux OpojeBa. Kako cmamuru morpeban
oncer? IIpumennhemo unaykiujy 1o omcery Ha ciaegehn nauun. Hajupe kopucrumo
10 mperpama w COpTHpPAMO THCMA TMPEMa, TMPBOj IUdPH MOMITAHCKOT Opoja.
Csaka niperpaja caja nokpusa 10000 pasiuaurux nomranckux 6pojesa (oapehernnx
ca npeocrajie ueTupu nudpe nomranckor 6poja). Bpoj onepaiyja 3a oBy eraiy
je O(n). Ha kpajy upse erame umamo 10 nperpaza, oJ KOjuX CBaKa OArOBapa
Mamem orcery. Jlasbe ce mpoOsem 3a CBaky Iperpajy peliaBa PeKypP3UBHO.
[TormTo ce omcer mocye cBake erare cMamyje 3a ¢pakTop 10 u moINITo MOMTAHCKA
OpojeBu mMajy met mudapa, J0BObHO je meT erana. Kaz ce cagprxkaju mperpaia
COpTUPAjyY, JAKO uX je objeaunuru y coprupany (ypeheny) mucry. Pazmorpena
Bep3uja COpTUpPaa BUIIECTPYKUM pa3BpcraBameM (mudpe ce mposase cjeBa
YJECHO) 1103HaTa je Ka0 COPTUParbe OOPATHUM BUILECTPYKUM PA3BPCTABAIHEM.

Hanomennmo J1a ce oricer Mozke MOJeIUTH Ha OUJIO KOjU O/iroBapajyhu HauuH.
VY npumepy ca normranckuM 6pojeBrMa, ITO/Ies1a je M3BPIMEeHAa y CKJIALY Ca IeKAHUM
MIPUKA30M MOMITAHCKUX OpojeBa. AKO Cy eJleMeHTH CTPUHIOBH KOje Tpeba copTuparu
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JIEKCUKOTPaCKI, MOXKEMO UX yIopehuBaTu 3HAK 10 3HAK, T4 ce 1001ja JeKCuKorpad cKo
COPTHUPAE.

Pazmorpumo cana apyry BapujaHTy ucte uieje. PekypauBHa peamu3anuja
coprupama 00paTHUM BUIIECTPYKUM PA3BPCTABAHLEM 3aXTEBA MOMONHE JIOKAIHje
(oxo 50 nperpaja y upuMepy ca HOIITAHCKMM OPOjeBUMa; CBAKU HUBO DEKYyp3uje
uMa, cBoje mperpaje). pyru HaYWH peann3alivje COPTUPArha BUIIECTPYKUM
pa3BpCTABABHEMa, 3aCHUBA C€ HA MPUMEHW WHIYKIMje OOPHYTUM DEIOCIEIOM:
COPTHPAIHE Ce PAIu 3/1€CHA YIIeBO, mosa3ehin o1 HajHUKUX YMECTO O] HAjBUIIINX
mudapa. IIpermocraBbaMo ma cy e1eMeHTH BEJIUKH OpPOjeBH, MPeaCTAB/HEHN
ca k uudapa y cucremy ca ocuosom d (umdpe cy uz oucera og 0 go d — 1).
NunykruBna xunoresa je BpJIO HPUPOIHA.

MuaaykTuBHA XUKoresa. Y MeMO 13 COPTUpamo Opojese ca mame of k mudapa.

Paznuka n3mely oBor meroma u coprupama 0OpaTHUM BHUIIECTPYKUM pPa3-
BPCTaBamEM je y HauuHy Ha KOjU Ce Mmpolnupyje xunoresa (uieja MpuMeHe
WHIYKTUBHE XUMOTE3e OOPHYTUM PEIOCIeIOM CIUYHA je Kao KOJ XOPHEPOBE
weme). Kox narux 6pojeBa ca k mudapa Mu Hajipe UTHOPULIEMO HAJEUULY
(npBy) nudpy u coprupamo 6pojese npema octarKy mudapa uHIyKIujoM. Tako
nobujamo ucTy OpojeBa copTupaHux mnpema HajHmkux k — 1 mudapa. 3atum
IIPOJIA3MMO jOIII jeTHOM KPO3 CBE eJIEMEHTE, U PA3BPCTABAMO UX IIPEMa HAajBHIIO]
nudpu y d nperpaga. Konadno, objeaumyjeMo pegom cajprkaje nperpaga. OBaj
aJIropuTaM 30Be Ce COPTUPAHE IUPEKTHIM BUIIECTPYKUM pa3Bpcrasamem. [lokazahemo
Ja Cy eJIeMEHTH Ha KPajy COPTHpPaHH I10 cBUX k mudapa.

TBpaumo 1a Cy Ba eJleMeHTa CBPCTAHA y PA3JIUYUTE IPErPAJIe Y UCITPABHOM
nmoperky. 3a TO HaM Huje noTpedHA WHAYKTHBHA XHUIIOTE3d, jep je HajBUIIa
nudpa npeor oj wux Beha ox najsuiie nuudpe npyror. C apyre crpane, ako
JBA eJIeMEHTa WMajy WCTe HajBuUIle Iudpe, OHJA Cy OHU MPEMa WHIYKTHBHO]
XUIOTE3H JIOBEJIEHU Y WMCIIPABAH PEJOCIes Tpe MOocieamer Kopaka. BUTHO je
JIa €JIEMEHTH CTABJ/FEHU Y WCTY MPErpay OCTajy y UCTOM PEIOCyeny Kao U Mpe
pasBpcraBama. OBO ce MOxKe nocTuliu ynorpeboM JIUCTe 3a CBaKy Mperpajiy u
objemumaBameM d JIUCTa Ha KPajy CBAKe €Tale y jedHy ryI00aHy JIUCTY O, CBUX
eieMenaTa (COPTUPAHUX MPEMa, § HAJHUKUX udapa). Ajropuram je mpukasam

Ha, connm [L3]

Caootcenocm. TlorpebHO je m KOpaka 3a KONMHWPAME eJIeMEHATa y TJI00aHYy
mucty GL n d xopaka 3a WHHNMjanmsaiujy Jgucra Q[i]. Y riaBHOj merbu
aJroOpuTMa, KOja ce M3BpIIaBa k myTa, CBAKHU e/IeMEeHAT Ce BaJu M3 II0baTHe H
craBsba y Heky oz sucra Q[i]. Ha kpajy ce cBe sucre Q[i] monoBo o6jenumaBajy
y GL. Ykynna Bpemencka caoxenoct aaropurma je O(k(n + d)).

Ha npumep, yKommKO je maT HH3 OF M eJeMeHaTa 4duje Cy BPEIHOCTH U3
orcera o, 0 10 n%—1, MOKEMO HCKOPHCTUTH COPTUPAILE TUPEKTHIM BUILIECTPYKHM
pa3BpCTaBamEM — CBaKa BPEAHOCT Ou Omjia pa3marpana Kao asorudperHu 6poj,
rae je ceaka mndpa n3 oncera [0,n — 1]. OBaj anropuram 61O GH CIOYKEHOCTH
O(2(n+n)) = O(n).

4.3 Coptuparbe npocevHe nuHeapHe CI0XXEHOCTU

Pasmorpuhemo caga apyry Bapujanty anropurma. Ilpmkasahiemo asropuram
COPTHUPAaa PA3BPCTABAIHEM, [P YEMY C€ IMPETTIOCTABIhA 3 eJIEMEHTH YIa3HOT
um3a A[l..n] mmajy paBHOMEDHY PACIOETy HA TOTYOTBOpeHOM nHTEpBaty [0,1).
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Ausropuram DVR sort(X, n, k);
VYanaz: X (Hu3 01 n I[eMX HEHEraTUBHUX OpojeBa ca mo k mudapa).
Wsnas: X (coprupanu HU3).
begin
IIpernocraBibaMo a Cy HA MOYETKY CBHU €JIeMeHTH y ryiobasuo]j auctu GL
{GL ce xopucru 360r jeJHOCTABHOCTH; JIUCTA C& MOXKe peanu3osarn y X }
for i:=0tod—1do
{d je 6poj morylimx nmudapa; d = 10 y mexagroM caydajy}
HHUIKjAJIU30BaTu Jucty @Q[i] Kao npashny Jucry;
for i := k downto 1 do
while GL uuje npa3sna do {passpcrasame 10 i-10j nudpu }
ckunu x u3 GL; {z je upBu esemeHT ca jucre}
¢ := i—ta nudpa z; {riesaHo cieBa yaecHo}
ybamu z y Qlcl;
for t := 0 tod—1do {ofjenumaBame JIOKANIHAX JIUCTA}
yrmyan Q[t] y GL; {nomaBame Ha kpaj sucre}
for i := 1 to n do {upenucusame esemenara uz GL y uu3 x}
ckuun X [i] u3 GL

end

Cimka 4.3: Coprupame JUPEKTHUM BUIIECTPYKUM PA3BPCTABAHEM.

[Ipenmsnmje, MPETIIOCTABKA je Ia jeé CBAKW €JIEMEHT yJIa3HOT HU3a TeHEPHCAH
HE3aBMCHO O/ OCTAJINX €JIEMEHATA HACYMUIHIM Oa0MpPOM €JIEMEHTA, U3 MHTEPBAJIA
[0,1).

Coprupame pa3spcraBameM pa3buja waTepsas [0, 1) Ha TaYHO N jeTHAKUX

noauaTepBaa (“nperpane”), a 3arum n yiaasuux opojesa pacnopelyje no nperpagama.

Kako eneMeHTH yIa3HOr HE3a MMajy PABHOMEPHY PACIOIENy Ha HHTEPBAJTY
[0,1), ne ouekyjemo ma mHOro 6pojeBa ymazase y ucry nperpauy. Jda 6ucmo
JI0OUIH U313, OJHOCHO COPTHPAHE HU3 €JIeMEHATA [MOJA3HOI HU3a, COPTHPAMO
Opojese y CBAKO]j mperpaau (jeJHOCTABHUM aJITOPUTMOM, KA0 IIITO j€ HA MpUMep
COPTUPAIbE YMETAHEM ), 8 3aTUM TIPOJIA3UMO KPO3 Iperpaje, aucrajyhin 6pojese
y CBaKOj O HUX.

Anropuram 3a copTHpame pa3BpCTaBalbeM MPETTIIOCTaBba, Ja je nar Hu3 A
Jy’KWHe n W 1a 3a cBaku eimemeHT Hu3a A Baxm: 0 < A[i] < 1,1 < i < n.
Ajropuram 3axTeBa n0JaTHU HU3 B BeJMYMHE N KOJU CAAPKU TOKA3UBAYE
Ha TIOBe3aHe JucTe (Mperpajie); MPeTIoCTaB/ba Ce Ja TMOCTOJH MEeXaHW3aM 33
onpkasame TakBux sucru. Asropuram je npukasan na caunu .4 IIpuvep
U3BpLIABAbA OBOL AJArOPUTMA IPUKa3aH je na cauuu 5]

Ja 61cMO ce yBepuIn y KOPEKTHOCT AITOPUTMA, TIOCMATPajMO JBa, €JIeMEHTA,
Ali] mu Alj]. IlpernocraBumo 6e3 ryburka Ha ommroctu ma je Afi] < Alj]. C
o63umpom na Baxku |n - Ali]] < |n- A[j]], onna je nmm enement A[i] cmemren y
ncry mperpanay Kao u A[j], nam je cmernreH y mperpajy ca MamnUM HHIEKCOM.
AKo ce Ta /1Ba ejileMeHTa CMECTe y UCTY IPErpajy, OHZA UX HOCHEIba MeT/ba, Y
AJITOPUTMY MIPEMEITa y UCIPABAH Penocyes. AKO ce Ta JBa €JIeMEHTa CMECTe
y PasIudYuTe IpPEerpaje, OHAA UX HMOCTeNba Hapeada y ajJrOPUTMY CMENITa Y
ucnpasan pegocies. JJakmie, NpeaoxKeHd aaropuTaM paiu KOPEKTHO.
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Ausropuram Sortiranje_razvrstavanjem(A,n);
VYanasz: A (uu3 ox n 6pojeBa npu demy cBaku enemeHT A[i] 3agoBospasa 0 < Afi] < 1).
Wsnas: X (coprupanu HU3).
begin
Heka je B mHUNUjAaJHO NPa3HU HU3 BEJUYUHE N
for i:=0ton—1do
nHUNEjaIu30BaTH Jgucty Bli] xao npassy amcrTy;
for i :=1 ton do
y6anuru Afi] y mmcry B[|n - Afi]]]
for i:=0ton—1do
COpPTUPATH JHUCTY B[i] aJropuTMOM COPTHpAbE YMETatheM
Hagosesatu jgucre B[0], B[1],..., B[n — 1]

end

Cmuxka 4.4: Coprupame pa3BpCTABABHEM.

A B
1|.78 o0/
2 [17] [ {1 F-{17/]
3 139 2 | =21 =23 F—>{26/]
4 |26] 3 | J397]
s [72] 4|/
6 |94 s [/
7 21 6 [ J—>les]/]
s |12 7| A T3]
9 | 23] 8 [ /]
10 |.68| 9| -

(a) (b)

Cruka 4.5: [Ipumep npumene anropurma Sortiranje_razvrstavanjem 3a n =
10. (a) Ynazuu au3 A. (6) Jomarau uu3 B coprupanux Juctu (Iperpaia) HaKOH
U3BpIIEHa MOCHEABE TeT/he y ajaropurmy. llperpaja 4 caap:ku BpeIHOCTH
u3 nosiyorBopenor unrepsasia [i/10, (i + 1)/10). Coprupanu usna3 nobuja ce
HA/IOBE3MBAHEM PEJIOM CAIPKAja CBUX IIPETPAJIA.

Caoxenoct. [la 6ucMO n3BpIIMIN aHAIN3Y BPEMEHCKE CJIOYKEHOCTH AJITOPUTMA,
TIPUMETHUMO JTa, CBU KOPAITH ¥ aJITOPUTMY OCUM KOpaKa KaJla Cce Caap:Kaj mperpaia
coprupa ymerameMm uMajy ciaoxenoct O(n) y Hajropem ciaydajy. axie, na
OMCMO OJPEUIN BPeMe N3BPINABAKHA AJTOPUTMA Y HAJTOPEM CIIy4ajy, TOTPEOHO

jé 1a oIpeauMo yKYIHO BPEMe M3BPIINAaBarba N MO3WBA COPTUPAHA YMETAHEM
cajipaKaja 1nperpajia.

O3maumMo ca m; CIydYajHy NPOMEHJ/bUBY KOja O3HAYaBa OpOj eleMeHaTa
y uperpaau B[i]. C 063upom Ha TO Ja je BPEMEHCKa CJIOXKEHOCT AJIOPUTMA,
coprupama yMmerameMm O(n?) 3a HE3 BenmuuHe N, jeHAYMHA KOja ONHUCY]e
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CJIOZKEHOCT COPTUPAHA PA3BPCTABAMBEM [JIACH

IIpoceuno Tpajame copTupama pa3BPCTaBaAbEM MOXKEMO OAPEIUTH H3PATyHABAHEM
OUYEKHBAHE BPEIHOCTH TPajama aJrOPUTMa, pa3Marpajyhu odeKuBame Ha JaToj
pacuozenu yina3uux esemenara. Ilpumersyjyhu oneparop ouekuBama HA TPETXOIHY
JEIHAKOCT W KOPHUITNEmEeM CBOjCTBA JIMHEAPHOCTH MATEMATHUYKOT OYEKUBAIHA,
Jobujamo

n—1 2
E[T(n)] = E[B(n)+ 3y On;)]

n—1 2
O(n) + 2=y E[O(n])]
n—1 2
O(n) + 32—, O(E[nj]).

Tlokaxkumo mame ma je
En? =2-1/n, (4.1)

dacBako? = 0,1,...,n—1. Huje usnanahyjyhe nro cBaka mperpaja ¢ uMa ucTy
spennoct E[n?] ¢ o63upom Ha TO ma cBaka BpemHOCT y HU3y A mma jemmaxy
BEpOBATHONY [1a ymajaHe y OUI0 KOjy Iperpay.

Jla bucmMo goKa3aim OBY jeIHAKOCT, AeDUHUIIIEMO WHINKATOPCKE CIIydajHe
TPOMEHJbUBE:

. . 1, axo A[j] ymaza y mperpasy 4
Xij = I{Alj] ynaza y uperpaxy i} = {O ako A[j] me ynazga y mperpany i

3acBako ¢t =0,1,...,n—1wuj =12, ..., n IIpeko oBUX TPOMEH/bUBUX MOLY
ce m3pasuTu OPOjeB: Ny;:

n

n; = ZXij

=1
KpasipupameM ¥ MperpynucaBarbeM eleMeHaTa, Ha OCHOBY JIMHEAPHOCTH
ovYeKmBama 1001jaMo:

poi - £[(55 )
= E[ii){zj 'Xik}

j=1k=1

DT D SEIEN
j=1

1<j<n 1<k<n

R
n
=Y BIXEI+ > D BElXi Xl (42)
j=1 1<j<n1<k<n

K
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Onernmo moceGHO cBaky of JBe jobujeHe cyme. MHAMKATOPCKA CITydajHA
npomersbuBa X;; uMa Bpeanocr 1 ca seposarnohom 1/n, a 0 unaue, re crora
BayKU:

1 1 1
EX2]=1*—40"-(1--)=— 4.3
X351 ~ 407l —) =~ (4.3)
Kaua je k # j, upomenssuse X;; u X;p, Cy He3aBUCHE U CTOIA BazKu:
E[X;; - Xig] = E[Xy] B[Xun] = ~ - = (4.4)
ij ik] — B ik] — n n - n2 .

3aMeHOM OB€ JIB€ BPEIHOCTH y jJeIHAYHHY nmobujamo:

1

+ > D oz
1<j<n 1<k<n
k#j

3=

Bn?) ="

1
- —1). —
nn—l—n(n ) 3

-1

1
=2 - —

n

unMe je jokasana jexnakoct [A1]

Kopumhiemem nobujenor ouexkmpama u3 jenmaunue (1] 3akmyuyjemo ma
jé BpEMEHCKa CJIOKEHOCT AJIFOPUTMa COPTHPAarha Pa3BPCTABABEM Y IIPOCEKY
jenHaka:

T(n) = O(n) +n- 02— 1/n) = O(n)

Jacro je na ce anropuram Mo3Ke MPUMEHNUTH Ha POU3BOJHHU HHTEPBAI [a, b)
YKOJIMKO Cy €JIEMEHTH HU3a Ca PABHOMEPHOM DACIIOIEIOM HA OBOM HHTEPBAJIY.

Yax wako eJeMEHTH YJIa3HOT HU3a HEMAjy PaBHOMEPHY PaCloIesy, COPTHPAIHE
pa3BpcTaBameM W Jajbe MOXKe Ja ce W3BpHu ca JjuHeapHo Bpeme. Cpe JI0K
YJIA3HU HU3 UCILY IbaBa YCJIOB /1A, jé CyMa KBaPaTa BeJIMYUHA IIPErPaia JTUHEAPHA
y OmHOCY Ha yKymHE 6poj enemenara, jenpaannafd.Ilnam rosopn aa hie copruparme
Pa3BPCTABAHEM Y TPOCEKY OUTH JIHHEApHE BPEMEHCKE CJIOYKEHOCTH.

Omnimruje, TpOU3BOJLHUX N PEATHUX OPOjeBa MOTY CE€ COPTHPATH OBUM AJITOPUTMOM
3a Bpeme O(n) ako cy qobujeHn HE3aBUCHO U U3 jeJIHE UCTe Pacioesie BepopaTHoha.
To ce mocTmxke Ha ciemehn HaYnH: KyMy/TaTuBHA (DYHKIINja PACIOIETe BEpOBATHONA
F(z) = P{X < z} mpeciukaBa 1aTu CKyll peaqHuX OPOjeBa HA HUHTEPBAI
[0,1), Koju ce menm HA N jeHAKWX WHTepBaja. Ta momena ce JUPeKTHO TPEHOCH
Ha omarosapajyhe peasiHe mHTEpBaJje KOju MMajy jemHake BepoBarnohe. /lakie
Bpeanocru F(x1), F(x2),. .., F(x,) pacuopelyjemo pegom no uarepsanuma [i/n, (i+
1)/n),i=0,...,n—1, a c 063upom Jja je dbyukuuja F uneprubuina, MOxKeMo
Ha OCHOBY BP€IHOCTHU (DYHKIIU]E /1A PEKOHCTPYHILEMO bEeHe apryMenTe. AJITepHaTuBHO,
Mo¥KeMo 6pojeBe T1, Ta, . - . , T, PacriopeuTh To uHTeppaiuma [F~1(i/n), F~((i+
1)/n)),i=0,...,n—1 n ouekuBauu 6POj eIEMEHATA Yy CBAKOM OJf OBUX MOINHTEPBAIIA
je 1.
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Mpobabunucrtnyukn anropntmm

Asropurmu Koje ¢Mo 10 cajia pazMaTpasid Ouiin Cy JeTepMUHUCTUIKA — CBAKH
HapengHW KOpak je yHampen oapehen. Kaj ce meTepMUHHCTHYKEH AJTOPUTAM
W3BPIaBa /IBA MyTa Ca UCTUM YJIa30M, HAYWH M3BPIINABAKA je 00a MyTa UCTH,
Kao u Jgobujenu wu3nazu. [Ipobabunucruyaku anropur™mu cy apyraduju. Omu
caJipyKe KOpake KOju 3aBHCE HE CaMO OJf yJja3a, HEero W OJ HEKUX CIydajHuX
porabaja. Ilocroju muoro Bapwujaruja npodbabunucrudkux airopurama. Qe
hemo pasmoTpuTHi aBE O HWX.

5.1 OppehuBame 6poja U3 ropte NoNOBUHE

[IpernocraBumo 1a je mart ckym OpojeBa x1,Ts,. .., T, U aa Mely muma Tpebda
u3abparu HeKu Opoj w3 ”ropme mojioBWHE”, 0gHOCHO Opoj Koju je Behwm wmim
jemnak ox Gap m/2 ocramux. Ha npumep, norpeGuo je usabparu ”mobpor”
CTY/IEHTA, IPU Y€MYy je KPUTEPHUjyM mpocedna orneHa. Jegna moryhuocr je y3erun
najseliu 6poj (koju je yBek y ropwoj nososunu). Beh cmo Bujenu na je 3a
oapehuBame Makcumyma morpedHo n — 1 ynopehusama. Ipyra moryhmocr je
3aMOYeTH Ca U3BPIIABAKHEM AJITOPUTMA, 33, HAJTAYKEHEe MAKCUMYMa, U 3ayCTABUTH
ce Kaj, ce mpohe mosoBuHA, OpojeBa. Bpoj koju je Behwm wiwm jenmax omx jemme
oJIoBUHE OpojeBa je CUTypHO y IOPHbOj MMOJOBHHH. AJrOpUTaM 3aXTeBa OKO
n/2 ynopehusama. Mozxe siu ce oBaj nocao obasuru ebukacuuje? Huje reriko
MoKa3aTH Ja je Hemoryhe rapanToBaTy 1a OpOj MPHUIIAIa TOPHHOj MOJTOBUHE aKO
je m3BpITIeHo Mambe o7 n/2 ynopehupama. IIpema ToMe, onncaHu ajropuTam je
ONTHUMAJIAH.

Ogaj anropuram je, MejyTum, ONTUMAJIAH CAMO KO UHCHCTHPAMO HA 2aPAH-
yuju. Y MHOTO CIIydajeBa TapaHIlija HUje HEeOMXOJHA, JTOBOJbHA je MPUCTOjHA
BepoBaTHONA [1a je pereme Tauno. Ha mpumep, Koz xermn tabesa Huje moryhe
rapaHToOBATH Ja J0 Koausuja Helie 10hiu, amu MOCTOjU HAYWH 3a DPellaBarbe
npobiieMa u3a3BaHuX 110jaBOM Kouu3uja (onepanuje ca xein Tabejaama ce takobhe
MOry cMarpard Hpo0abU/IMCTUYKUM AJropuTMuMa). AKO OiycraHeMo o ra-
paHInje, OHAA TOCTOjU OOBY AJTOPUTAM 32 HAJAYKemhe eJIeMEeHTa U3 TOpihe
mosiosuHe. V3abepnMo Ha ciydajaH HauWH ABa Opoja x; M &; W3 CKyTIa, TaKo Ja
je © # j. IlpernocraBumo na je x; > ;. Beposarnoha ma ciyuajHo usabpanu
6poj U3 CKylla Ipunajia ropmwoj nososunu je 6ap 1/2 (ona he 6uru seha ox
1/2 ako je Buwe GpojeBa jennako meiujanu). Beposarnoha ma Hu jeman op

69
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6pojeBa x;, T; He IPUNANA TOPHOj HMONOBHHM je HajBmime 1/4. 36or z; > z;
oBa BepoBarHoha jegHaka je BepoBaTHONH /14 T; HE MPUIAIA TOPIHOj MOJTOBUHH.
ITpema ToMe, BepoBaTHONA Ja x; MPUTIAIA TOPHO] TTOJIOBUHY je Gap 3/4.

Beposarnoha 3/4 na je mobujeHu pesynrar TadaH OOMYHO HHUje OBOJbHA.
Mebhytum, onucanu mpucTyn Moxke ce yommruTtu. Ha ciaygajan Haunsn 6Gupamo
k 6pojeBa m3 ckyma m oxpelhyjemo najBehm omx mux. Ha mcerm mHauma kKao y
CIIENIMjATHOM CJIy9ajy, 3aK/bydyjeMo 1a HajBehu o k erfeMeHara mpuiaia ropmoj
TOIOBMHY ca, BepoaTHohoM Hajmame 1—27% (om He MpwUMaIa ropmkoj MOTOBHHNI
AKKO TOpH0j TOJIOBUHU HE TIPHUIAIA HU jedaH of m3abpanux Opojesa, IITO je
norahaj ca BeposarHOohoM Hajsmme 2~ %), Ha mpumep, axo je k = 10, BeposaTHoha
ycruexa je npubmmxkaOo 0.999, a 3a kK = 20 ta BepoBarnoha je oko 0.999999.
Axko je mak k = 100, onza je BepoBarHOha Ipelnike 3a CBe MPAKTUIHE CBPXE
3aHemMapspuBa. VMaMo gakse ajaropuraM Koju oupa 6poj u3 ropime moJIoBUHE Ca,
MPOM3BOJHHO BEJTMKOM BEPOBATHONOM, & KOjU M3BPIIABA MaJIK Opo]j yrnopehuBama
HE3aBUCHO OJ] BesinumHe ysasa. IIpw Tome ce mpermnocraBsba Ja ce CaydajHu
n300p jemHor 6poja MOXKe U3BPIIUTH 38 KOHCTAHTHO BpeMe; TeHEPUCAE CITYIajHIX
6pojeBa 6uhe pa3zMOTPEHO y ONEBKY

3a oBakap ajropuram o6mdHO ce kaxke na je Monte Kapito anropuram.
Herauan pesyarar moxke ce MOOWTH Ca jako MaJjoM BepoBaTHONOM, anu je
Bpeme m3BpriaBama oBor Monte Kapso anropurma 6osbe HEro 3a HajOObU
JETEePMUHUCTUYKY ajroputaMm. Ipyru Tumn npoOadUINCTHYIKOr AJITOPUTMA, je
OHAaj KOjU HHUKAJ He Jiaje TOTpeliaH pe3yiaTar, ajd My BpeMe HU3BPIIaBaHba
Huje rapanToBano. OBAKAB aJrOPUTAM CE MOYKE U3BPIIUTH OP30, ajlu ce MOKe
W3BPITABATH W TMPOW3BOJBHO Ayro. OBaj THN aJIropuTMa, KOju ca OOMYHO 30Be
Jlac Berac, kopucraH je ako My je 0ueKuearno BpeMe M3BpPIINaBama Majgo. ¥
onesky [5.3|6uhie pasmorpen Jlac Berac anropuram koju pemasa jegan npobiem
Oojerba eleMeHaTa CKyIa.

Nneja mpobabUINCTUIKUX AJITOPUTAMa TECHO je MOoBe3aHa ca u3BohemeMm
noka3za. Kopumnheme BepoBaTaohe 3a I0Ka3uBame KOMOMHATOPHUX TBpPhemba je
MoliHa TexHuKa. Y OCHOBH, aKO Ce JIOKaXKe Ja HEeKHW 00jeKaT m3 CKyma objekara
nMa BepoBarTHOhy Behy o Hyse, OoHIA je TO MHAMPEKTAH JOKa3 Ja MOCTOjH
objexkar ca Tum ocobmrama. OBa uaeja MONKe Ce UCKOPUCTUTHU 33 KOHCTPYKIIH]Y
MPOoOAOKIUCTHIKOT alropuTMa. IIpermocTaBuMo 1a TpaxKuMo 06jeKaT ca HEKIM
ocobuHaMa, a 3HAMO /13, aKO TeHEPHUIIEMO Caydajun o0jekar, oH he 3a10B0/baBaTh
JKEJbeHU YCJIOB ca BepoBarnohom Behiom oz myse (mTo je mpoGabuIucTHIKn
JIOKa3 J1a TpaskeHu objekar mocroju). Mu 3arum mpaTuMo npobabuIMCTHYKY
noka3, remepurnyhu ciaygdajue moralaje kas je moTpebHO, 1 HA KPajy HAIA3UMO
JKeJbeHr O0jeKaT ce HeKOM MO3UTHBHOM BepoBarHohom. OBaj mocTymak Moxke
ce ITOHABJHATH BHUIIE IIyTA, CBE /IO YCIIENIHOT IIPOHAJIAXKEHA KE/HEHOr 00jeKTa.

5.2 CnyuajHn 6pojesn

Buran enement npobabuIuCTUIKUX aJTOPUTAMA j€ TEHEPHUCAIbE CyIajHuX OpojeBa.
ITorpebHno je nmaTu epukacHe MeTO/Ie 3a pelraBaibe OBor mpobiiema. lerepmuancTraka
MpOIleIy pa renepuiie Opojere Ha (DUKCUPAHN HAYWH, 118, TAKO 100ujeHn OpojeBu

HE MOTY OWTH CAy4ajHu y MPABOM CMUCTY Te peun. Tu OGpojeBu cy mehycobro
moBe3anu Ha cacBuMm oxapehenm maumu. Ha cpehy, To y mpakcu Huje Benmkwm
pobJieM: JOBOJHHO j€ KOPUCTUTH T3B. IIceymociydajHe O6pojeBe. Tu Opojesu
[EHEPHUIILY Ce JIeTEPMUHUCTUYIKOM HPOLEyPoM (11 J1aK/ie HUCY IPABU CJLy 9ajHU
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6pojeBHu), ajiu NPOLE/LyPa FeHEPUCAHA j€ JIOBOJLHO CII0XKEHA, Ja APyTe aljluKanuje
e ”ocehajy” mehyzaBucnoctu m3mehy tux Opojesa.

Osue nehemo nerasbHuje pasmarparu Jobujame ciydajuux Opojesa. Jeman
OJ1 HAUMHA, 34 J00Wjame TICeyI0CayIajHIX OpojeBa je JuHeapHu KOHTPYEHTHA
merox. [Ipeu kKopak je u36op mesor 6poja Xy Kao mPBOT YjaHa HU3A, CJIYYaj-
HOr Opoja W3abpaHor HA HEKM He3aBHCAH Ha4YWH (Ha npumep, Tekyhe Bpeme y
MuKpocekyHaama). Ocranu OpojeBu u3padyHABajy ce Ha OCHOBY JubepeHIiHe
jennauune X,, = aX,_1 + b (mod m), rue cy a, b u m KoHCcTaHTe, Koje ce
MOpajy mak/pbuBo n3abparu. 1 nmopea maxkpusor u360pa, OBAKBA HU30BU HUCY
noBosbHO KBasuTernu (”ciaydajun”). AnrepHaTusa cy audepeHiiie jeqHaante
Burer pena (ca 3aBucHorily of] BUIlle IPETXOAHUX 4ianoBa). Ha oBaj nauun
nobuja ce nu3 6GpojeBa u3 omcera ox 0 10 m — 1. Axo cy morpebuu ciydajuu
6pojesu u3 orcera o 0 10 1, OH/IA ce YIAHOBU OBOT HM3a MOTY IIOJIEJIATH CA M.

5.3 Jepan npobnem ca 6ojerbem

IIpo6aem. Heka je S ckym ox n elemenara, u Heka je Sy, So, . .. Sk KOJIeKImja
cadMibeHa O Kk IberOoBUX PA3NMIUTHX IOACKYIIOBA, OJ KOJUX CBAKU CaIPIKH
TauHO T ejeMenara, r > 2, upu uemy je k < 2772, O60jUTH CBAKH €JIeMEHT
ckyna S jenHom oz gse 0oje, IPBEHOM WJIM ILJIABOM, TAKO J1a CBAKM LOACKYI S;
canpxku 6ap jenaH miaBu u 6ap jeaH MPBEHU €JIEMEHT.

Bojeme koje 3a0B0/paBa Taj ycios 3saheMo ucnpasnum 6ojervem. Vcmoc-
TaBJbA Ce /13 TIOJ] HABEJIEHUM YCJIOBUMA UCIPABHO 0Ojerhe YBEK MOCTOju. JeTHoc-
TaBaH MPOOAOUINCTHYKHY AJITOPUTAM J00Mja Ce MPETPABKOM TPOOAOMINCTHIKOT
JI0Ka3a MOCTOjaha TaKBOTr OOjembas:

Obojumu cearu easemenam S CAY%AJHO U3GOPAHOM OOJoM, NAGEOM
UAYU UPEBEHOM, HE3A6UCHO 00 00jerba OCMANUL eNEMEHATNG.

JacHo je ma oBaj asropuTam He maje yBeK ucrnpasHO Oojerse. V3pagynahemo
BepoBaTHONy Heycmexa. Beposarnoha ma cy cBu ejemenTn S; 000jeHU IIPBEHO je
27", a BepoBaTHolia na cy cBu 060jeHu ucToM 60joM (LIPBEHOM UJIM ILJIABOM) je
227" = 217", Cnyuajru gorahaj (momckyn ckyma ceux 2" caydajHux 6ojema
— enemenTapuux gorahaja) A: "Heknm om cKymoBa S; je HEMCIpaBHO 000jen”
je yumja cBux caydajumx morabaja A;: "ckym S; je memcmpasrHO 000jen”, 3a
1=1,2,...,k, ma BaXKu HEjETHAKOCT

k k
PA) <) P(A) =) 2" " =k2!m <2 =
i=1 i=1

N

Tume je moka3zano jJa ucnpasHo Gojere nocroju (y npoTuBHOM 6U BepoBarHOha
HeucnpasHor 6ojewa 6uia rauno 1). [Topesn rora, Buau ce na je oBaj npobabu-
JMCTHYKH ajropuram obap. Mcnpasaoct 3agaTor 60jema JaKo ce IpoBepaBa.;
TTPOBEPABAjy Ce eJIEMEHTH CBAKOT TOJICKYTIA 0K ce He MpoHaly ABa pa3nnyanTo
obojena enemenTa. BepoBarnolia ycmentaor 6ojema p = 1 — P(A) je 6ap 1/2.
Axo ce y jennom mokymajy He n00uje HEMCIPABHO 6ojeme, nocrynak (6ojeme)
ce nonas/ba. OQ4yekuBanu Gpoj MOKyIIaja OOjema je MambU WU jeJHAK OJ] JIBA.
3aucra, BepoBarnohia ma ce mcrnpaBHo Oojeme mponalje y j-ToM HOKyinajy je
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(1 — p)’~1p, ma je MmaTeMaTHuKO OUeKHBame GPOja MOKYyIIaja

- i S (] =) — 1y — L
> il-p) p—p;((l p)) = —p(p )—pSZ

=1

Onucanu anropuram 60jema je ounrienano Jlac Berac anropuram, jep ce 60jema
TPOBEPABAjy jeJIHO 3a IPYTUM, a Ca TPayKEmeM Ce 3aBpliaBa KaJ ce Hanbe
Ha wucmnpaBHO Oojerse. He mocroju rapamiuja ycmemnrHor Oojera y OMIO KOM
durcupanom Opojy MOKyIaja, aju je OBaj aJArOpUTaM y TPAKCH UIAK BPJIO
epukaca.



[nasa O

'pacdoBn

V oBOM TOrIaB/BY PA3MOTPUIEMO HEKOJIMKO HOBUX AJITOPUTaMa Hal rpadoBuMa.
I'padoBckm anropurmu o kojuma he 6utu pedn 6ase ce TpodIEMOM KOHCTPYKITH]e
OIITUMAJIHOL yIIapuBamba y rpady, HpodbieMoM KOHCTPYKIIMje OMTUMAIHOD TOKA,
y TPAHCIIOPTHUM Mpexkama u oapehuBamem XaMuITOHOBUX IUKJITyCa 3a oapelene
KJace rpadosa.

6.1 VYnapusame

3a 3anaru weycmepenu rpad G = (V) E) ymapusame je CKyl JUC]JyHKTHUX
rpana (rpana 6e3 3ajequuukux 4Boposa). OBO UMe HOTUYE O/ YUHEHULIE 13 CE
rpaHe MOTY CXBATHUTH KaO MMapOBH YBOPOBA. BUTHO je a cBakm YBOp MpHIAIa
HajBHIIE jeJHOj TPAHU — TO je MOHOTaMHO ynapuBame. UBop Koju HHje cyceIaH
HU je[IHOj TPAaHM W3 yIAPWBAamba 30Be ce HeyMapeHW 9BOp; KaxKe ce Takohe
Ja 9BOp He mpumaja yrnapubamy. CaBpIIIEeHO ymapHWBambe je ylnapuBame y
KOMe cy cBu 4BOpoBu ymnapenu. ONTHMAaJIHO yIlapuBalbe je ylapuBambe ca
MakCHMaJHuM OpojeM rpana. MakcmMmaJsiHO ymapuBambe je TaK yIapuBambe
KOje ce He MOKe TPOIIUPUTH JI0/IaBarbeM HOBe TpaHe. IIpobiemu Koju ce cBojie
Ha yMapUBambe TOjaBJbyjy Ce y MHOTHM CHTYyalldjaMa, He CaMO COIUjaJIHUM.
Mory ce yapuBaTu paJHuUIM ca PAJHIM MECTHMA, MAIIIUHE Ca JEJI0BUMA, TPYIIe
CTy/IEHATA CA YyYUOHUIAMA, UTJ.

[IpoGiem Hamakema ONTHMATHOT yapuBambha 3a MPou3BosbaH rpad je Teskak
npobsieM. Y 0BOM 0/1eJbKy OrpanHnunhemMo ce Ha JiBa crerujaina ciayydaja. [Ipsu
OJl 1hUX HHUje TAKO BAXKAH  PAJM Ce O yIapuBamy y BPJO ryctuM rpadoBuMa.
MebhyTum, pememe Tor mpobieMa HWIyCTPyje MHTEPECAHTAH MPUCTYI, KOju Ce
MO2K€e YOIIIIITUTH /13 Of Ce JOIILIO 0 PEIerha IpodIeMa yIIapuBama 3a OuapTuTHE
rpacdose.

6.1.1 CaspweHo ynapueatrbe y Bpno ryctum rpacosuma

Heka je G = (V, E) ueycmepenn rpad wox kora je |V| = 2n n cremnen
cBakor uBopa je 6ap n. Ilpmkazahemo asropmraMm 3a HajJayKeme CABPHIIEHOT
ynapuBama y oBakBuM rpadosuma. Ilocienuma oBor asropurMa je 1a ako
rpad 3a70BObaBA HABEJIEHE YCIOBE, OHJA y IbEMY yBEK MOCTOjH CABPIIEHO
ymapuBambe. Kopuctuhemo uHIyKIN]y 110 BEIUYINHA M yIIAPUBabha. ba3Hu ciydaj

73
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m = 1 pemaBa ce (popMupameM ynapuBama BEJIUUYHHE jeIaH OJI IPOU3BOJHHE
rpame rpada. [lokazahemo ma ce mpon3BO/HPHO yIAPUBAILE KOje HUje CaBPIIEHO
MOXK€ TIPOIIUPUTU WUJIN JO0JaBarbeM je,ZLHe TpaHE MNJIN 3aMEHOM je,JIHe TpaHe
JBEMa HOBMM rpanama. ¥ oba ciydaja moehaBa ce BeIMYWHA yIapUBama 3a
jemaH.

ITocmarpajmo ymapuBame M ca m rpana y rpady G, npu demy je m <
n. Hajnpe mpoBepaBaMo CBe TpaHe BaH ynapuBatba M 1a yCTAHOBUMO J1a JiH
ce HeKa oJ mux Moxke gogaru y M. Axo nponaljeMo TakBy rpamy, mnpobJiem
je pemen — wnabeno je Behe ymapusame. Y nporusaoMm, M je mMakcumasHO
ynapusame. Ako M HHje CaBpIeHO ymapuBame, mocToje 6ap IBa HeymapeHa
9BOpa v1 ® V9. U3 Ta mABa IBOpA MO MPETIOCTABIN W3J1a3W HajMame 2n TpaHa.
Cse Te rpaHe BoZie Ka yIapeHuM 4BOpOBHMA (y IPOTUBHOM OU Ce y yHnapuBaibe
MOIJIa JOJIATH HOBA I'PAHA, CYIPOTHO MPETHOCTABIM Ja jé OHO MAKCUMAJIHO).
Ilomro y ynapuBamy M mma mame O N I'PaHa, & U3 V1 U Vg U37a3u Oap 2n
rpaHa, y ymapusamwy M mocToju rpana (uq,us) Koja je cyceqna ca (" mokpusa’)
Oap Tpu rpaHe w3 vy U vo. lIpermocraBumo, 6e3 CMamema OMIITOCTH, 13 CY TO
rpase (u1,v1), (u1,v2) 1 (ug,v1), Bugern cauky [6.1a). Jlako je Buaern xa ce
yKJambambeM rpade (uq,us) us M, u nonaBameM JBejy HOBUX TrpaHa (uj,vs) U
(ug,v1) nobuja sehie ynapusamwe, ciauka (6)

U2

Cnuka 6.1: ITlpomupuBame ynapupamba.

Onucanu ajaropuram je nNpumMep norienHoz NPUCTyHA. Y CBAKOM KOPAKY
MPOIMVPUBAKHA, YIAPUBAKHA 33 jeIHy TPAHy pPa3MOTPAjy Ce YETHDPU YBOPA W
HEKOJIMKO TPAaHA KOj€ WX MOBE3yjy. ¥ OBOj CHTyalluju je TO OWIO JIOBOJHHO;
MehyTumM, y OmImTeM CIy4ajy je HajJaxKeme J00pOr yImapuBama TEeXKU mMpobIeM.
VribyuuBame jefHe rpaHe y ynapuBame yTude Ha u300p APYrUX IPaHA daK u
y yaamenuM genoBuma rpada. ITokazahemo caga Kako ce oBaj MPUCTYIT MOXKe
MPUMEHUTHU HA, JAPYTHU CIENUjaJHN CIy4daj TPo0IeMa ynapuBarba.

6.1.2 bBunapTutHO ynapmuBatse

Bunaprurau rpad je rpad uumju ce 9YBOPOBU MOTY IOAEJUTH HA JIBA
JWCjYHKTHA MOJACKYIa Tako ga y rpady mocroje camo rpane n3mehy 4BOpOBaA
73 PA3IUIUTHX IIOJCKYIIOBA.

Heka je G = (V,E,U) 6unaprurau rpad y kome cy V u U nucjyHkTHU
CKYIIOBH 9BOPOBa, a F je CKymn rpana Koje IOBe3yjy HeKe 4Bopose u3 V ca
HeKUM YBopoBuMa n3 U.

IIpo6iaem. IIponahu ynapuBambe ca MAKCHMATHEM OpOjeM rpaHa y OMIapTHTHOM

rpady G.
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Jenan on nadnna 1a ce hopmysuiie npobsem je caenehu: V je ckym geBojaka,
U je ckyn mnaguha, a F je ckyn "norennujanaunx’ maposa. Humb je nmom oBum
ycnoBuma odopmuru mto Behin 6poj naposa Mmyaguha u j1eBojaka.

JlupekTaH npucTyn je (hopMUpATH MAPOBe ¥ CKJIATLY Ca HEKOM CTPATErHjoM,
[0 TPEHyTKa KA/l [ajhba ylnapuBama Buiie Hucy moryha — y magm ma he mam
crparerrja 06e30eIuTH ONTUMATHO WM pelneibe O6ucKo onTuMantaoM. Moxke
ce, Ha IIPUMED, MOKYIIATH Ca MOXJIEIHIM IPUCTYIIOM, yrnapyjyhu Hajupe ¥Bopose
MaJIOT CTEeTeHa, Vv Ha/u J1a he TpeocTaln YBOPOBU U Y KaCHUjUM (pasaMa UMaTh
Heynapere mapraepe. Ipyrum peunma, Hajupe ynapyjemMo CTUIJbIBE 0CO0e, OHe
ca Marbe MO3HAHCTABA, a O OCTAINMa OPWHEMO KacCHHUje. ¥ MECTO 13 ce DABUMO
aHaJM3aMa OBaKBHUX cTpareruja (1ITo HUje jeJHOCTaBaH pobJieM), nokymahemo
ca MPUCTYIIOM KOPHUIITNEeHuM KO/ IPeTxoaHor mpoodiema. [IpermnocraBumo ma ce
[10J1a3U OJf MAKCUMAJIHOI yIIaPUBabha, Koje He Mopa buru onrumasnuo. Moxemo
Ju ra Hekako mompasutu’! Ilormemajmo mpumep Ha CIUIN a), HA KOME je
yIapuBame MPUKA3aHO Moae0/haHNM IPaHaMa. JACHO je /13 Ce yIapuBame MOKe
noseharu 3amenom rpane 2A ca ase rpane 1A u 2B. Opo je Tpancdopmalmja
CTUYHA OHO] KOjy CMO TIPHUMEHWJIH y MPEeTXoaHoM mnpobdmemy. Mebhyrtum, He
MOPAMO Ce OrPAHMYHUTH 3aMEHaMa jeJIHe IPaHe JBeMa rpaHaMa. Ako nponaljemo
CIUYHY CUTYaIlWjy V KOjOj ce HEeKWX k TrpaHa MOTy 3aMeHuTH ca k + 1 rpana,
nobujamo ajgropuram Behmx moryhuocru. Ha mpumep, ymapuBame ce MOXKe
naspe noBehaTu 3amenom rpana 3D u 4F ca tpu rpane 3C, 4D u 5 F, C.HI/IKa6).

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 ) 6
/ /T N //
/ / / // \\ \\ /
/// / // \\ \\ //'
// f//’/ \\ \\ //
A B C D E F A B C D E F

(a) (0)

Crnuxka 6.2: IlpomupuBame OUTAPTUTHOT yIAPUBAHA.

Pasmorpumo merasmumje oBe Tpanchopmarmje. lnm je moBeharu 6poj yma-
penux uBoposa. [onazumo o1 HeyImapeHor YBOpa ¥ U IMOKYIIIABAMO /14 Ta, YIIAPUMO.
[MormTo morazmmMo 01 MAKCHMAJTHOT YIAPUBAha, CBYU CyCeIn IBOpa v cy Beh yma-
penu; 300r TOra CMO TpUWHYLEeHU 13 W3 ymapuBama YKJIOHMMO HEKY O IPaHa
Koje "mokpuBajy”’ cyceae v. I[IpermocraBumo ma cMo w3abpaJjiu 9BOp U, CyCeaaH
ca v, KOju je mperxomHo OMo ymapeH ca dBopoM w, Ha mpumep. Packmmamo
yuapuBame u ca w, u ynapyjemo v ca u. Caza npeocraje ja nponalemo mapa
3a 4BOp w. AKO je w NOBE3aH I'DAHOM Ca HEKUM HEyIIAPEHUM YBOPOM, OHJIA
CMO TIOCTHIJIM [IMJb; TaKaB je OHO MPBU O TOPIHUX ClydajeBa. AKO TO HHje
CJIydaj, OHA HACTAB/hAMO Tajh€ Ca PACKUIAHEM MaPOBa U (hOPMUPAHEM HOBUX
maposa. /la 6ucMO HA OCHOBY OBe Hjeje KOHCTPYHCAJIU AJrOPUTAM, IIOTPEOHO
je J1a ypaaumo ape crBapu: Ja 06e30e1uMo Ja ce IporeLypa yBeK 3aBpIiaBa, |
Ja MMOKa2KeMo 13 akKo je mobospinambe moryhe, onma he ra mponemypa CUrypHO
nponahu. Hajope hiemo dopmanuzoBaru HaBemaeny umejy.

Anrepanpajyhu myr P 3a garo ynapuBame M je myT oI HEyTApeHOT
gyBopa v € V 10 HeymapeHor uBopa u € U, mpu deMmy cy rpame myTta P
nausmenuuno y E'\ M, onnocuo M. Ipyrum peduma, upsa rpasa (v, w) myTa
P ue upunaga M (jep je v neyuapen), apyra rpasna (w,x) upunasa M, u
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TAKO Jajbe N0 Hocienme rpane (z,u) nyra P koja ne npunaga M. Sanazumo
Ja Cy ymupaso asrepHupajyhu myTeBm y ropmuM npuMmepuma omoryhasasn
noBehaBame ymapuBama. CHenujajsno, ako je myT IyKUHE jeJaH, OHIA je TO
rpaHa Koja MOBe3yje JBa HEyNapeHa YBOPA; TAKBE TpaHe He TOCTOje y OJTHOCY
Ha MAaKCHMAaJIHO ymapuBame. Bpoj rpana Ha nyty P mopa Outu Henapas, jep P
nonasu u3 V uzaspuasa y U. Ilopex Tora, meljy rpanava nyra P rpanay E\M
uMa 3a jenny suire ox rpana y M. Ilpema Tome, ako u3 ymapuBama u36armMo
cBe Tpare P Koje ¢y y M, a ykibyunmo cBe Tparne P koje ¢y y E'\ M, nobuhemo
HOBO yTIQPUBAIGE Ca jeIHOM rpaHom suine. Ha mpumep, npsu ajrepuupajyhn
myT kopuithen 3a noseharme ymapusama Ha CIUIN a)) je myr (1A, A2,2B),
u o oMmoryliyje sameny rpane A2 rpanama 1A u 2B; apyru anrepuupajyhn
uyr (C3,3D, D4,4E, E5) omoryhyje 3ameny rpana 3D u 4E rpanama C3, D4
u F5.

JacHo je ma ako 3a garo ynapusame M mocroju anrepuupajyhu myt, ormga M
HEje ONTUMAJHO ynapuBaibe. cmocraBba ce ga je TagHO U 0OPHYTO TBpheme.

Teopema 7 (Teopema o anrepuupajyhem nyry). Ynapusarve je onmumaito
aKo U CaMO Y 00HOCY HA the2a He NOCMmoju asmeprupajyhiu nym.

Jloka3 he OuTu JaT Kao MOCTEINIA OIINTHjer TBPhema y caeaeheM OIesbKy.

Teopewma o ajrepuupajyhiem myTy AUpPEKTHO CyrepHIle ajaropuTaMm, jep mpo-
M3BOJHHO YIIAPUBAIbe KOje HIje OMTUMAJIHO NMa anTepHupajyhu myr, a anrepHu-
pajyhu myT maje nosehano ynmapusame. 3aM09UHBEMO €A TOXJIEITHIM AJITOPATMOM,
nomajyhu rpame y ymapuBame cBe nOK je To moryhe. Oupa mpejga3sumMo Ha
Tpaxkerme anrepanpajyhux myresa u nosehasarme ymapuBama, CBe 10 TPEHYTKA,
KaJI BUIIE HEMJ, aJTepHUpAjyimx myTeBa y OJHOCY HA MOCIEIHE yIapUBarbe.
Hobujeno ynapusaibe je Taga onrumastao. [lomrro anrepuupajyhu myT nmosehasa
yliapuBambe 3a jeJlHy I'DaHy, a y ylapupamwy uMma Hajsuiie n/2 rpaua (rue je n
6poj uBoposa), 6poj urepauuja je najsuuie n/2. IIpeocraje jow jegan upobiem
— Kako TpoHajaa3uTu ajrepuupajyhe myrese? IIpobiem ce Moxke pernmuTu Ha
cnenehn maunn. Tparcdopmumenmo neyemepenn rpad Gy yemepernn rpad G
yemepasajyhu rpane uz M on U ka V', arpase uz E\M on V xa U. CJ’[I/IKa(a)
IIPUKAa3yje MONIa3HO MAKCUMAJIHO YIAPUBamhe 33 rpad ca CIIKe a), a CIamMKa 6)
npukasyje oarosapajyhu ycmepenu rpad G’. Anreprupajyhu myr y G tana
O/ITOBapa yCMEpPeHOM MyTY O/ HeymapeHor uBopa y V 10 HeymapeHor 4Bopa y
U y rpady G'. Takas ycMepeHn IyT MOKe ce TpoHahim OMi1o KOjuM MOCTYITKOM
obunacka rpada, unp. nomohy DFS. Cioxenocr obunacka (nperpare) je O(|V |+
|E|), na je cnoxenocr anropurma O(|V|(|V| + |E|)).

v

U
1 2
/|
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A B
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Cnuka 6.3: Hanaxemwe anrepuupajyhnx myresa
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MobGosbwarse

ITomro kKoMmILTeTan obuIa3ak rpada y HajropeM caydajy MOKe Ja TPaje KOIUKO

¥ HAJIAXKEEHE jeTHOT My Ta, MOYKE Ce TIOKYIIATH Ca HAJIAYKEHEM BHINE aJITepHUPAjyhux
myTeBa jemxnom mperparom. Ilorpebno je, mehyrum, ma OyaemMo CUTypHH T3 Cy
OBU Iy TEBU HE3ABUCHU, O[THOCHO /13, (bUXOBU CKYTIOBH YBOPOBA Oy Iy THCjyHKTHH.
AKko cy myTeBu JUCjyHKTHH, OHJIA YTHIY HA yIAPUBAILE PA3JIUYUTAX YBOPOBA,

1a ce Mory ucrospemeno uckopucruru. Hosu, nobospianu ajaropuram 3a HAJIaXKemne
antepuupajyhux nyresa je cienehu. Hajnpe npumemnyjemo BFS una rpad G’ ox
CKyTIa HEeyIapeHuX YBOpOBa y V, CJI0j 1Mo CJI0j, A0 CjI0ja y KoMme Cy mpoHaljenn
meynapenu 4Boposu u3 U. 3arum u3 rpada uHIyKOBAHOT TPETPATrOM Y IITUPUHY
BaJINMO MAKCUMGAHY CKYTl TUC]yHKTHEX myTeBa y G/, kojuma onrosapajy antepuupajyhn
nyresu y G. To ce uzBou mpoHATAXKEHEM IPBOL IIyTa, YKIABAMEM HErOBUX
YBOPOBA, TTPOHAJIAYKEFHEM HAPETHOT My Ta, YKIABAHEM HEeroBUX YBOPOBA, UTI.
(pesyaTar HEje ONMUMAAHY, HETO CAMO MAKCUMAJIHU CKYTI). BUpaMo MakcuMa Hu
CKyTl, Ja OMCMO mocJjie mperpare moomam mro Behie ymapuBame; CBAKW HOBU
JUCjYHKTHH TIyT ToBehasa ymapusambe 3a jeany rpany. Ha kpajy moBehaBamo
yapuBambe KopuimhemeM mpoHaleHor ckyma JucjyHKTHHX myTesa. Ilporec ce
HACTaBJ/ba CBe JIOK je Moryhe mponahm anreprupajyhe myTese, OTHOCHO 0K je

y rpady G’ Hekn Heymapern 9Bop u3 V IOCTHIKAH W3 HEKOT HEYMapeHOT 9BOpa,

u3 U.

Caoatcenocm. Vcrnocrasiba ce 1a je y moOOBIITAHOM aJITOPUTMY OpOj uTeparmja
O(/|V|) y najropem ciyuajy (Xoukpodr u Kapu 1973, Hopcroft, Karp; oo
TBpheme gajeMo 0e3 moKa3a). YKYIHA BPEMEHCKA CJIOYKEHOCT AJITOPUTMA j€

naxae O((|V] + |E))\/[V]).

6.2 OnTumusaymja TpaHCNOPTHE Mpexe

[Ipobsiem onTuMu3aIMje TPAHCIOPTHE MPEXKE je jeJlaH O OCHOBHUX MPODbIeMa, y
Teopuju rpadoBa U KOMOMHATOPHO] onTuMu3aIuju. VIHTeH3WBHO je mpoydaBaH
sute of 40 roauHa, A Cy 33 Hera Pa3BUjeHH MHOTH aJITOPUTMU U CTPYKTyDPe
nojaraka. IIpobsiem nuMa MHOrO BapujanTu u yormrrema. OCHOBHA BapujaHTa
Mpexke Moxke ce hbopmyamcaTn Ha cienehn vaunn. Heka je G = (V, E) ycmepenn
rpad ca aBa moceOHO M3/ABOjeHa uBOpa: § (M3BOP), ca ynasHuMm cremeHoMm 0,
u t (monop) ca mzmasaum crenenom 0. CBakoj rpanu e € FE upuapy:keHa
je nosuruBHa TexuHa c(e), kamanurer rpame e. Kananurer rpane je mepa
TOKA KOjU MOXKe OMTH IMPOILYIITeH KPO3 rpaHy. 3a OBakaB rpad Kaxkemo Jia
je TpaHcmopTHa MpeXka (uiu jegHocrasHuje mpexka). Tok je dynkuuja f
nebunucana Ha F Koja 3310Bo/baBa cieaehe yciaose:

(1) 0 < f(e) < c(e): TOK Kpo3 NPOKU3BOJbHY I'DAHy HE MOXKE JIa [PEMAIIH HheH
KAIIALUTET;

(2) 3a cse uBopose v € V' \ {s,t} je > f(u,v) = >, f(v,w): ykyman Tox
KOjHM yJa3u y NPOU3BOJbHU YBOP ¥ PA3JIUYUT O S,1 jeJIHAK je YKYITHOM
TOKY KOju u3Jia3u u3 mera (”HecTUI/bUBOCT” , 3aKOH O4yBakbha, OIHOCHO
KOH3€pBaluje TOKA).

OBa 1Ba ycjI0Ba MMajy 3a MOCJIEAWILYy /13 je YKYIaH TOK KOjU W3JIa3W U3 S
jelHaK yKYIHOM TOKY KOju yJja3u y t. ¥ TO Ce MOXKeMO yBeputu Ha ciemehu
HaugmH. YBemlieMo Hajupe mojam mpeceka. Heka je A npousBospan nogckyn V



6.2. Onrumwusanuja TpaHCIIOPTHE MpeXKe 78

TAKaB JIa CAAPKU S, a He canpxku t. O3nauumo ca B = V'\ A ckyn npeocraiux
usoposa. IIpecek oumpehen ckynom A je ckyun rpana (v,u) € E rtaksux Ja
v € Auwu € B. IHTyUTUBHO, TIpECEK j€ CKYI IpaHa KOje pa3aBajajy s oOf t.
Nuaykuujom mo 6pojy uBopoBa y A J1ako ce mokasyje Ja yKymaH TOK KpO3
npecek He 3aBucu o A. Cuernujanno, 3a A = {s} npecek obyxBara rpase Koje
uznaze u3 s, a3a A =V \ {t} upecek uune rpane xoje ynase y t. [Ipema Tome,
YKyITaH TOK KOju U3JIa3H U3 S jeIHAK je YKYIHOM TOKY Koju yna3u y t. IIpobiem
KOjU HAC 3aHUMA je MaKCUMU3NPAhe TOKA. JeTaH HAurH [1a, ce OTTUCAHU TTPOoDIeM
CXBATHU Ka0 peayia GU3WIKM Mpo0JIeM, je 1a 3aMUCTUMO Ja MPEXY YUHE [EBU
3a Boay. CBaka 11€B nMa, CBOj KaIAIUTEeT, & YCJIOBU KOj€ TOK Tpeba, /1a 33/10BOJbU
cy npupoauu. lum je "nporeparn” Kpo3 mMpexy mro Behy KomuduHy BOmE y
JeIMHUIA BpEMeHa.

Ilokazahemo mHajupe ma ce mpobeM OUITAPTUTHOI YIIAPUBAHA MOXKE CBECTH
Ha TpOoOJeM ONTHMW3AIMje TPAHCIOPTHE Mpexke. To MoOXKe Ha, MpPBU TOTJIEN
Ja m3raena 6ecKopucHO, morTo Beh 3uamMo ga permumo mpobieM OUImapTUTHOT
yIapuBama, & He 3HAMO DEITerhe TTPO0IeMa ONTUMU3AIN]e TPAHCIIOPTHE MPEXKe
— pemyKImja je makje y norpemsaom cmepy. MehyTum, 3a permapame mpobiema,
OIITUMU3AIM]E TPAHCIOPTHE MPEXKE MOXKE C€ IPUMEHUTH HMOCTYIAK CAUIAH TOCTYIIKY
3a HaJIAYKemhe ONMTUMATHOT OUMTAPTUTHOT YIAPUBAA.

Bagarom Gunapruraom rpady G = (V, E, U) y kome Tpeba nponahu ynapubame
ca najsehium moryhum Opojem rpasa (ONTUMAJIHO yIapUBaKE) J0JAjEMO IBa,
HOBA 4BOpA § U 1, MOBE3yjeMO § rPaHaMa ca CBUM YBOPOBHMA U3 V, a cBe 40poBe
u3 U mosesyjemo ca t. O3naunmo mobujenn rpad ca G’ (Bumern ciuxy Ha
KOjOj cy cBe rpaHe ycmepene cjiesa yaecHo). Ilowro csum rpanama J1oueaumo
kamamurer 1, 7100mjaMo peryaapaH npodeM ONTHMU3AIIN]e TPAHCIIOPTHE MPEXKe
na rpady G’. Heka je M meko ymapwsame y G. Ynapusamwy M Moxke ce Ha
NPUPOJAH HAYMH NpuApyKUTH TOK y G'. Jlomemyjemo Tok 1 cBuM rpaHama
u3 M u cBuM rpanama Koje s wim t moBe3yjy ca ynapeHum uBopouma. Cum
ocrajiuM rpaHama aozesbyjeMo Tok 0. YKynan Tok jegHak je raza 6pojy rpana
y ymapuBamy M. Moxke ce mokazatn na je M ONTHMAJIHO yHapuBame aKoO W
camo ako je omrosapajyhm menobpojau Tok y G’ ontuMaman. Y jeaIHOM cMeEpy
JOKa3 je jeJHOCTaBaH: aKO je TOK ONTHUMAaJIaH W OAroBapa yHnapwBamy, OHIA Ce
He Moxke Hahm Behe ymapuwBambe, jep 6m My omrosapao sehm Tok. Jla Gucmo
M3BEIU JIOKAa3 y JIPYrOM CMepy, HOTPEOHO je Ja HEKAKO MPUMEHUMO HJIEjy
anTepHupajyhux myreBa HA TOK y TPAHCIOPTHO] MPEXKW, U 13 TMOKAYKEMO I
aKo HeMa ajTepHupajyhnx myresa, oHIa je oAroBapajyhu TOK OMTHMAJIAH.

IToBehaBajyhu myT y onmocy ma 3amatu TOK f je ycMepeHHU IyT O S 10
t, Koju ce cacroju of rpana u3 G, He 00aBE3HO y MCTOM CMEpY; CBAKa OJ] TUX
rpana (v, u) Tpeba Ja 3a10B0bM TA4HO jedan ox ciaeneha npa yciosa:

(1) (v,u) uma ucru cmep kao u'y G, u f(v,u) < c(v,u). ¥ Tom ciyuajy rpana
(v,u) je mupekTHa rpaHa /lupekrTHa TpaHa MMa Kananuter Behuw oOf
TOKa, Ta ce Moxe mosehaTn Tok Kpo3 wy. Pasmuka c(v,u) — f(v,u) 30Be
Ce CJIeK Te I'paHe.

(2) (v,u) mma cymporan cmep y G, u f(v,u) > 0. Y oBom ciaydajy rpana (v, u)
je moBpaTHa rpasa. /leo Toka u3 moBpaTHe rpaHe MOxKe ce " mo3ajMuTn’” .

ITosehasajyhu nyT je yommreme anrepaupajyher myTa, 1 uMa UCTH CMHCAO
3a TPAHCIOPTHE MpeXke Kao ajaTepHupajyhm myT 3a OMIAPTUTHO yHapuBabe.
Ako nocroju nosehapajyhu myr y omnocy Ha Tok f, OHHa f HUje ONTHMAJIHU
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Cnuka 6.4: Cpoljembe OUMIAPTUTHO YIAPUBAHA HA ONTUMU3AIN]Y TPAHCIIOPTHE
MpexKe (CBe rpaHe yCMepeHe Cy CJIeBa YJECHO).

Tok. Tok f moxke ce moeeharu moBehaBameMm ToKa Kpo3 moBehasajyhu myr Ha
cienehu maumn. Ako cy cBe rpane noBehaBajyhier myra JIupekTHe IpaHe, OHIA
ce Kpo3 BbHUX MOXKe moBeharTu TOK, TAKO Ja CBA OPPAHUYEHA U JAJbe OCTAHY
3agoBosbeHa. Hajsehe moryhe mosehame Toka je y OBOM caydajy TavdHO jeTHAKO
MUHUMAJIHOM cJieKy mehy rpanama nyra. Ciydaj HOBpATHHX I'DAHA je HEIITO
CJI0KeHuju, BUaeTu npuMep Ha caunu [6.5] CBaka rpana o3HadeHa je ca JBa
6poja a/b, npu Yemy je a KananureT, a b TpeHyTHU TOK. JACHO je Ja ce yKymaH
TOK HE MOKe JTUPEKTHO moBehaTn, jep He TMOCTOjU My T O S A0 t KOJH Ce CACTOjh
caMmo oJ] IUpPeKTHUX rpana. Mmak, mocToju Ha4YMH 1a ce yKymaH TOK moseha.

4/3

Cnuka 6.5: Tlpumep mpexe ca nmopehasajyhum myrem.

Iyt s — v —u — w — t je noehanajyhn myr. [JonyHCKM TOK 2 MOKe ce
CHIPOBECTH JI0 U Off § (2 je MUHUMAJIHU CJIEK Ha, IUPEKTHUM rpaHama 10 u). Tok
2 moxe ce odyzemu (mozajmuru) of f(w,u). Tume ce mocruzxe 3310BOIbEHE
ycaoBa (2) (3akona odyBarba TOKA) 3a 4BOD U, jep je u uMmao nosehame ToKa 3a
2 w3 nopehasajyher myTa, a 3aTUM CMambEHE JTOTOKA 33 2 U3 IIOBPATHE I'PAHE.
YV uBOpy w je cama mW3Ja3HW TOK CMameH 3a 2, ma ra tpeba moeeharu kpo3
Heky u3ja3Hy rpany. Ca ”mporepuBameM”’ TOKA MOXKE C€ HACTABUTH HA WCTH
Ha4MH Ooff w, noBehaBameM TOKa KPO3 JUPEKTHE I'DaHe M CMalbUBambeM TOKa
KPO3 [MOBPATHE IPaHe. ¥ OBOM CJIy4ajy MOCTOjU CAMO jOII jeHa JUPEKTHA IPAHa
(w, t) koja mocruzke t, u upobiiem je peuren. Ilowro camo JupekrHe rpane Mory
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Ja m37a3€e u3 S, OAHOCHO Ha yia3e y t, ykymad Tok je mosehan. IloBehame je
jenHako mameM o ciefeha aBa 6poja: MUHHMAIHOL CJIEKA JMPEKTHUX IPAHA,
OJIHOCHO MWHMMAJIHOT TOKa MOBparHuX rpana. Ha cimum [6.6] mpukasana je
WCTa, MPEXKa Ca MTPOMEHEHNM TOKOM; MCIIOCTABJhA CE 1A jeé HOBU TOK y CTBApPH
ONTHUMAJIAH.

5/5

Ciomka 6.6: Pesyarar moeehasama Toka y Mpexn ca canke [6.5]

W3 pedenor cienu jma ako y mMpexu nocroju nmosehasajyhu myT, oHZA TOK
wuje ontumasian. O6pHYTO je Takofje TavHO.

Teopema 8 (Teopema o nosehasajyhem nyry). Tox xpos mparncnopmmuy mpesicy
je onmumanar aKO u camo ako Yy odHOCY Ma tbeza we nocmoju nosehasajyhu
nym.

Zloxas. Jloka3 y jemqHoMm cMepy cMO Beh BHIAEIH — aKO Y MPEXKU IMOCTOJH II0-
BehaBajyhu myT, omza Tok HEje onTuMasan. [IpernocraBuMo caza ma y omgHOCY
Ha ToK f He mocToju HM jeman mosehaBajyhm myT, n mokaxkmmo ga je taga f
OIITUMAJIHU TOK. 3a MpoM3BOJbaH npecek (oapehen ckymom A, s € A, t € B =
V \ A) nebununiemo kamanurer, Kao 30Up KanalUTeTa HErOBUX IPaHa Koje
Bozie u3 Hekor uBopa A y Heku upBop B. JacHo je 7a HU jemaH TOK He MOXKe
6uru Belin o1 KamaruTeTa IPOU3BOJLHOI IIPECEKA. 3aUCTa, YKYHAH TOK U3 S
jenHak je 30Mpy TOKOBA KPO3 TpaHe mpeceka on A ka B, ymMameHOM 33 TOK
KpO3 rpame mpeceka o B ka A, na je Mam¥ Wi jeaHak o 30upa Kamamurera,
rpana koje Boze o7 A ka B, 0qHOCHO 0J1 KamanuTera npeceka. [Ipema Tome, ako
nponaljeMo Tok ca BpegHoIly jeTHAKOM KAMAIUTETY HEKOD Mpeceka, OHIa je
Taj Tok ontumasian. Ca IOKa30M HACTAB/FAMO y TOM MpaBIly: nmokasahemo ma
AaKO y OJIHOCY Ha TOK He mmocToju nopehasajyhu myT, oH/za je yKyIlaH TOK jeTHaK
KaIalnTeTy HEeKOr Mpeceka, 1ma JIaKJje ONMTHMAJIAH.

Heka je f Tok y ommocy Ha Koju He mocroju mnoBehasajyhm myr. Heka je
A C V ckyn 94BOpOBa v TAKBUX JIa Y OMHOCY Ha TOK f mocroju nosehasajyhu my
0/1 s 10 v (IpenusHuje, MOCTOjU ILyT O/ S O U TAKAB [Ia HA BEMY 33 CBE JIUPEKTHE
rpaue e Baxu f(e) < c(e), a 3a ce nosparue rpane ¢ saxu f(e’) > 0). Jacuo
jenase€ Auté A, jep no npermnocraBiy 3a f He mocroju noeehapajyhin myr.
ITpema Tome, A nedunuine npecex. TBpaumo aa 3a cBe rpane (v, w) TOr mpeceka,
Baxku f(v,w) = ¢(v,w) ako je v € A, w € B (”aupexrne” rpase), OIHOCHO
f(v,w) =0 ako je v € B, w € A ("uosparue rpane”). 3aucra, y IPOTUBHOM
6u aupekTHa rpana (v,w) upomsyxxasasa nosehasajyhu myr no usopa w ¢ A,
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CYNPOTHO TPETIIOCTABIM /14 TAKAB IIyT OCTOjH caMo J10 YBopoBa u3 A. Ciaudno,
nosparsa rpasa (v,w) upoayzkasasa 6u nosehasajyhiu nyr no usopa v ¢ A.
JlakJie, yKymaH TOK jeJHAK je KamaIuTeTy npeceka onpeheror ckymom A, ma je
TOK f omTmMaJIaH.

Hokazasu cmo ciesiehy BakHY Teopemy.

Teopema 9 (Teopema 0 MaKCUMAJHOM TOKY U MUHUMAJIHOM TIPECEKY ). Onmu-
MANHU MOK Y MPENHCU JEOHAK je MUHUMAAHOM KANAUUMEMYy npecexa.

Teopema o mosehasajyhem myTy mma 3a mocjemuily u ciaemehy Teopemy.

Teopema 10 (Teopema o 1enob6pojuoM TOKY). Ako cy wanayumemu ceux
2PAna Y MPENCU UeAoOPOjHY, 0HIa NOCTOJU ONMUMAAHY MOK €A UeA0OPOTHOM
epednowhy.

Zoxas. Tsplheme je mocseauiia Teopeme o nosehasajyhem myry. CBaku aaropuram
Koju KopucTu camo noseliaBajylie myTeBe m0BOIM 10 1METOOPOJHOT TOKA aKO Cy
CBU KamarureTu rpaHa mneiaodpojau. OBo je oumrienHo, jep ce MOKe KPEeHYTH
ox Toka 0, a oHIA ce yKylaH TOK Iocje cBake yrnorpebe nosehasajyher myra
noBehasa 3a mesm 6poj. o ucror 3ak/bydka J0Ja3uW Ce W HA APYTA HAUWH:
KAIaIUTeT CBAKOT MPECEKA je 1e00p0jaH, a U MUHIMAJIHOT .

Bparumo ce caza wa npobiem OMIAPTUTHOT yIapuBama. JacHO je Ja CBaku
anrepanpajyhn myT y G onrosapa nosehasajyhem myry y G’, m o6puyTo. ITocaenumna
Teopeme o moBehaBajyhem myry je Teopema o aarepuupajyhem myTy u3 mpeTxomsHor
oziesbKa. Ako je M onruMaJ/iHO ylapuBarbe, OH/1a 34 Hhera He 1OCTOju ajarepaupajyiin
myT, na y G’ e nocroju nosehasajyhu myr, a onrosapajyhu Tok je onrumaJa.

C apyre cTpane, IOCTOjU ONTUMAJIHU 1IEJI00POjHI TOK, M OH MOPA /13 OATr0Bapa
yllapuBamy, jep je cBaku 9Bop y V [OBe3aH caMo jeJHOM IPAHOM (Ca KAIlaluTeTOM
1) ca s; 360r TOra, yKynas Tok Kpo3 cBaku 4Bop u3 V moxe ja Oyue Hajsuine 1.
Ucro Baxku u 3a uBopose u3 ckyna U. OBo ynapupame MOpa OUTH OINTUMAJHO,
jep ako 6u ce moryo mosehaTu, oHa 6 MocTojao BehM YKYMHM TOK.

Teopema o moBehaBajyhem myTy HETOCPeTHO ce TPAHCHOPMHUIIIE Y AJTTOPUTAM.
ITonasu ce ox Toka 0, Tpaxe ce mosehasajyhu myTeBu, m HA OCHOBY HUX
moBehapa ce TOK, CBe 10 TpeHyTKa kan noehasajyhin myTtesu Buiie ne mocroje.
Tpaxeme nosehasajyhux myresa moxe ce u3Bectu Ha cienehn vaunn. ledunumemo
pesuayasau rpad y oxuocy na mpexy G = (V,E) u Ttok f, Ka0 Mpexy
R = (V, F) ca uctum 4BOpPOBUMA, UCTUM U3BOPOM U IIOHOPOM, AJIH IIPOMEHEHUM

CKylOM TpaHa u muxosux rexkuna. Cpaky rpany e = (v,w) ca TokoMm f(e)
3amemyjeMo ca najsuwe ase rpane ¢ = (v,w) (axo je f(e) < c(e); xkananurer
e’ jemnak je cmexy rpane e: c(e’) = c(e) — f(e)), omnocro ¢’ = (w,v) (axko

je f(e) > 0; kanamurer €” je c(e”) = f(e)). Ako ce Ha oBaj HaYMH HOOU]y
JB€e TapaJjesHe rpaHe, 3aMembyjy ce jeTHOM, Ca KAMalluTeToOM jeTHAKOM 30upy
kananurera napanennux rpana. Ha cimnu[6.7 npukasan je pesmayamnu rpad 3a
Mpexy ca cauke [6.5] y omnocy na ok 3ajar na 1oj ciuuu. I'pane pesnmyasnnor
rpada ogrosapajy moryhum rpanama nosehasajyher nyra. Fbbuxosu kamamurern
onrosapajy moryhem moeehiamy Toka kpo3 Te rpane. [Ipema Tome, mosehasajyhn
myT je oOm4yaH ycMepeHu myT O s 70 t y pesumyanuom rpady. Kouncrpykimja
pesunyansor rpadga 3axresa O(|E|) xopaka, jep ce cBaka IpaHa IPOBEpaBa
TAYHO JeJIHOM.
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Cimka 6.7: Pesmayamnn rpad mpesxke ca civke[6.5]y omrocy Ha TOK nedunucan
Ha TOj CJIUIIH.

Ha necpehy, n36op nmosehasajyher myra Ha mpon3BO/baH HAYUH MOXKE CE IO~
Ka3aTu BpJIo HeedukacHuM. Bpeme m3BpIema TakKBOT AJITOPUTMA, Y HAjrOpeM
CAydajy MOXKe Ja YaK W He 3aBucu o Bejauunue rpada. I[locmarpajMo Mmpexy
Ha couny [6.8] Onrumanam Tox je ounrmeano 2M. Mehyrum, Mormm Gucmo 1a
Kperemo ox nopehasajyher myra s —a — b —t Kpo3 Koju ce TOK Mozke noehiarn
camo 3a 1. 3arum Gucmo moru ga udabepemo noehasajyhu nyr s—b—a—t koju
omer moBehasa Tok camo 3a 1. [Iporec moxke 11a ce monosu yKymao 2M myTa, rie
M wmoxke 6UTH BpJIO BEJINWKO, Oe3 003mpa mTo rpad mMa caMoO YeTHpPH YBOpa
u ner rpana. Ilomro ce Bpeaunocr M wmoxe npexacrasuru ca O(log M) Gura,
CJTO’KEHOCT OBOT AITOPUTMA, je Y HAJTOPEM CIIydajy eKCIIOHEeHIHjamHa (pyHKITHja
BesmuuHe ynasa (6poj M je jeo ymnasa).

Q

S

Cmnuka 6.8: IlpmMmep Mperke Ha K0joj Tpaxkeme nosehasajyhnx myTeBa mozke
OMTH HEOrPAHWYEHO HeedUKACHO.

T'ope HaBenena moryhHOCT je BpJIO HemozKe/bHa, aru ce Moxke u3behn. Exmomac
u Kapu (Edmonds, Carp) cy 1972. ronune nokasanu ua ako ce mehy moryhium
mosehaBajyhum myreBnMa yBek Ompa oHaj ca HajMamuM OpojeM TpaHa, OHJA
je 6poj nosehasama najsurme (V|3 — |V])/4. To Boau anropurmy Koju je y
HajropeM cJ1y4ajy MOJIMHOMUjaJIaH y OHOCY Ha Besuauny yiada. Qg Tor Bpemena
MPEJJIOKEHO je BUIIE PATUIUTUX AJITOPUTAMA, CTIOKEHUJUX U MAHE CIIOKEHUX,
a BUIIE HHX JOCTHZKe ropiby rpanuity caoxkenoctu O(|V[3) y majropem ciy4ajy.
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Osne nx mehiemo onucusary.

6.3 XamMunToHOBM LUKNYCK

IIpo6nem. 3anar je rpad G = (V, E). IIponahn y G mpoctu nmkiyc Koju
cBaK® YBOp m3 V CaZp:KW TAYHO jETHOM.

TakaB nukIyc 30Be ce XaMUJITOHOB IUKJIYC. 'pad Koju canpxku XaMHUITOHOB
IHUKIyC 30Be ce XaMuJITOHOB rpad. IIpobiem numa ycmepeHy u HeycMepeHy
Bep3ujy; Mu hemo ce GaBUTH CaMO HEYCMEDPEHOM BAPHUjaHTOM.

3a pasnuky ox mpobsema QjaepoBuX NMUKIIyCa, MpOOJEM HaJIaKema Xa-
MUJITOHOBUX LUKJIyca (OAHOCHO Kapakrepu3aiuje XaMuIToOHOBUX rpadoBa) je
BpJio Texkak. [a 6u ce mposepusio ga siu je rpad Ojnepos, JOBOBHO je 3HATH
CTEIEHE HhEeroBrX YBOPOBa. 3a yrBphuBame na Jiu je rpad XaMuaIroHoB, TO HEje
nososbHO. 3amcra, qpa rpada npukasana Ha canmw [6.9) nvajy no 16 wBoposa
crenena 3 (Jaxje UMajy WCTE CTENEHe YBOPOBA), ajll j€ MPBU XaMUJITOHOB, a
apyru ounrsenuo uuje. OBaj mpobsem cuaaa y kiracy NP-kommmeraux mpobiema.
YV oBowMm onespKy npuka3ahiemMo jeJHOCTABAH MOCTYIAK HAJIAXKEHa X aMUJITOHOBOT
MUKJIyCa Y CIENHUjATHO] KJIACH BPJIO I'yCTUX rpadoBa.

Cmuka 6.9: [IBa rpada ca mo 16 uBopoBa cremeHa 3, O KOjUX je TPBU
XaMuITOHOB, a APYTHU HUJjE.

Heka je G = (V, E) noBe3an HeycMepeH rpad M HeKa 3a MPOU3BOJbAH YBOD
v € V d(v) o3nauasa mweros crenen. Cienelin npobiem je crenujajsnu ciydaj
Tpaxkema XaMUITOHOBOT MIUKJIyca y BpJjo ryctuM rpadosuma. [Tokazahemo ma
ycaoBu mpobiieMa rapaHTyjy aa je rpad XaMuITOHOB.

IIpo6aem. lar je mosesan neycmepen rpad G = (V) E) ca n > 3 usoposa,
TAKaB J[a CBAKM [1aP HECYCEJIHUX YBOPOBA U ¥ W 3310B0JbaBa ycios d(v)+d(w) >
n. [Iponahn y G XaMUITOHOB IUKJTYC.

Agropuram ce 3acHUBa Ha WHAYKIUjU TIO OPOjy rpaHa Koje Tpeda yKIOHUTH
3 KOMILTEeTHOT rpada ga 6u ce moomo 3amaru rpad. baza nnaykmnuje je kommieran
rpad. CBaku komiuteTan rpad ca 6ap Tpu 4BOpa CaApPKU XaMUITOHOB ITUKIYC,
KOju je jako mponahu.

NuaagykruBHa xumoresa. YMemo Ja nponahemo XaMuITOHOB MUKIIYC y Tpa-
doBuma Koju 3a/10Bo/bABAjy HaBeIEHe ycjoBe ako umajy bap n(n — 1)/2 —m
rpasa.
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Cama Tpeba ma mokaxkeMo Kako mpoHahu XaMUJITOHOB IHUKIYC y Tpady
ca n(n —1)/2 — (m + 1) rpana koju 3amoBosbaBa ycioBe npobaema. Heka je
G = (V, E) rakas rpad. 3abepnMo TpoN3BOJbHA 1BA HECYCEHA UBOPA U U W Y
G (ro je moryhe ako rpad Huje KoMmIIeras), u mocMarpajmo rpad G’ koju ce o1
G nobuja momasarmeM rpade (v,w). [Ipema MHIYKTUBHO] XUIOTE3U MU yMEMO
na nporahemo Xammaronos mukyc y rpady G'. Heka je x1, xo, ..., Tpn, o1
TakaB mukayc y G’ (Bumern camky . Ako rpana (v, w) Huje 1O HUKJILyCa,
OHIa je MCTH OUKJyC jaeo Tpada G, ma je mpobdsem perrer. Y TPOTHUBHOM, Oe3
CMamermha OMIITOCTH MOXKE Ce MPETIOCTABUTH 13 je ¥ = T1 U W = Ty,. lIpema
parum yenosuMa je d(v) + d(w) > n. Ilorpebno je y rpady uponahu HOBu
XaMHUITOHOB ITTHKITYC.

w v

Tp—1 ///Q—Q;\i\ s )
PN

o~
N BV BN

Tit1 X

Cruka 6.10: Monudukanuja XaMuITOHOBOT IIUKIYCA TIOCTIE N30AIINBAHa TPAHE
(v, w).

ITocmarpajmo cse rpane rpada G cyceade ca 4BopoBuMa v uid w. TBpaumo
Jla TIOJI, 33/IATUM YCJIOBMMA MOCTOje JBa YBOpA X; U ;11 Taksa Jga y G mocroje
rpase (w,x;) u (v,x;41). Jda 6GucMo TO JOKa3a/M, OPETIOCTABUMO CYIIPOTHO,
Ja HU 3a jefHo i, 2 < i < m — 2, He OCTOje UCTOBPEMEHO 00e rpaue (w,x;) u

(v, x;41). Heka je 4BOp w Be3aH ca 9BOPOM Tp_1 U k IBOPOBA Xj,, Tig, - - -y Tips
npu gemy je 2 < i1 < i < -+ < i < n—2. Taga no npermnocrasiu YBOP v HH]jE
BE3aH HHU €A JETHUM Ol YBOPOBA T'j; 41, Tiyt1s - - - Tip+1, Maje d(v) < n—2—k (on

ykymHO n— 1 Moryhinx rpaHa u3 v He MOCTOje rpaHe Ka w, HUTH Ka k HaBeJIeHNX
YBOPOBA, pasamIuTHX On w). 30or rora je d(w) +d(v) < (k+1)+ (n —2 —
k) = n — 1; oBo je y xouTpasukuuju ca mnpermnocraBkom aa je d(w) + d(v) >
n. Jakie, 3a neko i nocroje rpane (w,x;) u (v,2;4+1). Ox oBux aBejy rpana
Moxke ce (hOpMUpaATH HOBM XAMWITOHOB IUKIYC V(= 1), Tiy1, Tit2, ..., W(=
Tn), Tiy Ti—1,...,0V, KOJU HE CAIPIKK rpany (v,w), BUIETH CJII/IKy

Peaaudayuja. JupekTHA TpPUMeHA OBOr JI0Ka3a I0JIa3U OJ] KOMILJIETHOT I'Da-
da, m3 Kora ce jemHa 3a aIpyrom m3baiyjy rpaHe Koje He MPHUIALA]y 3aJaTOM
rpacdy. Bosbe je pememe modern ca MHOro MamuM rpadom, Ha caeaehn HAdIWH.
VY sarom rpady G Hajupe npoHasazuMo Jyradak uyT (Ha upumep, nomohy
DFS), a ona mozajeMo HOBE TpaHe TAKO Ja, YT MPOLYKUMO 10 X aMHUJITOHOBOT
mukiyca. Tako je mobujen sehu rpad G'. O6MYHO je IOBO/BHO JOJATH CAMO
HEKOJIMKO TpaHa. MehyTum, 9ak u y HajropeMm cjaydajy Oulie mojara HajBHUIIE
n—1 rpana. ITorazehn o G, nokas Teopeme ce 3aTUM IPUMEHBYj€ HTEPATUBHO,
cBe JoK ce He nponahe XamwmiaroHoB mukiyc y G. YKynan Opoj Kopaka 3a
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sameny jeaue rpane je O(n). IlorpebHo je 3amenuTu HajBuie n — 1 rpana, na
je Bpemencka cioxenoct anropurma O(n?).






[nasa T

Pepykunje

7.1 VYBop

3anouehemo oBo morsassbe jegHoMm anerjioroM. Maremarudapy je objarrmeHo
KaKO MOJKe /I3 CKyBa 4aj: Tpeba 1a y3Me YajHuK, HAIIYHHU Ta BOIOM W3 CIABHHE,
CTaBU YajHUK HA IITEIHaK, CavyeKa Jia BOJA IIPOBPH, U HA KPajy CTaBH 4a] y
Bomy. A oHZA Cy ra mMTaNM: KaKO MOYKE Jla CKyBa 4Yaj ako WMa YajHWK, TMyH
Bpesie Boze? JeqHOCTAaBHO, Kayke OH; mpocyhe BOAy u TakO CBECTH mpobJeM Ha
Beh perreH.

Y oBom norsiaBsby moszabaBuhemo ce uiejoM peayKIiiuje, OIHOCHO CBODema
jemuor mpobiema wHa apyru. Ilokasahiemo ma penykimje, mako MOHEKA HEpa-
[WOHAJIHE, MOTY OMTH W BpJO KopucHe. Ha mpumep, ako ybamure y caHIyde
nmomre Ha HoBom Beorpasy mmcMo 3a 4oBeka KOju CTaHyje OIMaxX MOPEI Te
normre, mucMo he, 6e3 ob3upa Ha OauM3uHY ompenuinTa, npehn myr mo I'maBme
nomre y Beorpaay, ma nasazn qo nomre Ha HoBom Beorpaay, n ek omma he ra
TIOTITAp OJHETH BAITIEM MMO3HAHWKY. ¥ MHOTO CJIy4YajeBa HIje JaKO MPero3HaTH
CTEIWjAJTHA CJIy4a] W 3a BHera CKpojuTu eduKacHUje CHIeUjaTHO pememne. Y
mpakcy je decto edUWKACHUWje CBE CIEIHjAJIHE CIyIajeBe€ TPETHUPATH HA WCTH
nauwnH. Ha TakBy curyarnujy peoBHO ce HAWIA3W U IPU KOHCTPYKITH] U aJIrOPUTAMA.
Kan mamhemo ma mpobsem Koju ce MOXKe CXBATHTH KAO CIENHWjAJTHU CIIydaj]
Apyror npobsieMa, KOPUCTAMO IIO3HATO pelrere. 10 peleme MOHEKa  MOXKe
OMTHU TIPEBUIIE OIINTE WM MpeBUIe CKymo. MehjyTum, y MHOruUM ciryuajeBumMa,
je Kopuinhere ONIITer pelema HAjIaKIN, HAJOPKNU W HajeJeraHTHUjH HAYHH
na ce mpobaem perru. OBaj IPUHIUI CE YECTO KOPUCTHU. 34 HEKE PAIyHAPCKE
mpobseme, HA IPUEMEDP PaJ ca HEKOM 0a30M MOJaTaKa, OOMYIHO HEje HEOIXOIHO
HAIMCATH [POTPAM KOju perraBa camo Taj npobsem. Oumiire peiemne He MOpa
6uTn HajedUKacHUje, ann je MHOTO jeTHOCTABHMje MCKOPUCTHUTH YIPABO Fhera.

IIpernocraBumo ma je mar mpobiem P, KOju m3riaesa KOMILTHKOBAHO, aJIh
Juuu Ha 1o3HaTu upobsiem (). Moxke ce He3aBuCHO (OJ IIOYETKA) DeIlaBaTu
npobsieM P, wiin ce MOXKe MCKOPUCTUTU HEKU OJ MEeTOJa 3a peliaBame () u
npumenutn HA P. [loctoju, meljyrum, u Tpeha moryhnocr. Moxe ce moxkyraru
ca HAJIAXKemeM PeayKIMje, OIHOCHO CBODema jeTHOr mpoOjemMa Ha JAPYTH.
Hedopwmasno, peaykimja je permaBare jeIHor mpobsieMa KopuiihemeM ”pHe
KyTHuje” Koja pemasa apyru mpobsem. Peaykmmjom ce morke moctuhm jeman
Ol /1Ba Iusba, 3aBUCHO O cmepa. Pememe P, KOje KOpUCTU LPHY KyTHjy 3a
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permaBame (), MOXKe ce TPAHC(OPMUCATH Yy AJITOPUTAM 34 pelnaBame P, ako ce
3Ha ajropuraMm 3a pemasame (). C apyre crpane, ako ce 3a P 3Ha 11a je Texak
mpobsieM, W 3Ha Ce JO0Fa T'PAHWIA CJIOYKEHOCTH 33 AJTOPHUTME KOjW PeniaBajy
P, oHja je TO MCTOBPEMEHO W JI0Hha TPAHMIA CJIOKEHOCTH 3a mpobiieM Q. Y
MPBOM CJIy9ajy je peAyKimja uckKopuiinhena 3a aobujame nadopmaruje o P, a
y Apyrom — o0 Q.

Ha npumep, y onesmky [7.4.2] pazmaTpajy ce mpobieMn MHOXKEba 1 KBa[PHPAba
Marpuia. JacHo je a ce KBaIPUPAHE MOXKE U3BECTH MIPUMEHOM aJITOPUTMA 33
MHOXKEhE; IIPEeMa TOMEe, KBAJIPUPAhe MATPUIE MOXKE Ce CBECTH HA MHOXKEFhE
Marpuia. ¥y OJesbKy ce mokasyje Ja je moryhe MOMHOXKHTH JIBE MATPUIIE
MPUMEHOM AJITOPUTMA 33 KBAJIPUPAe; IPYTUM DEUYNMa, MHOXKEHE MaTPHUIa
cBO/H ce Ha KBaipupame. CBpxa oBe Apyre peayKIyje je n3Boherme J0Ka3a /1a ce
KBaJpuparbe MATPUIE He MOYKe U3BECTH ACHMIITOTCKH OPIKe O/ U3PadyHABAA
[IPOM3BOJA JBE IIPOU3BOJbHE MaTpulle ([0J] yCJIOBUMa KOjU Cy Pa3MOTDEHH Y
OJIETBKY .

Y oBoMm morsiaBby BuielieMO HEKOJIMKO mnpuMmepa penykimja. Hasmaxeme
peaykimje jemHor mpobsiemMa Ha APYyTH MOXKe ONTH KOPHUCHO YaK W aKO HE Jaje
HOBY JIOThY WJIW TOPFhY MPAHUILY CJIOKeHocTH mpobiaema. Peaykmmja omoryhyje
0osbe pasymeBame oba mpobsema. OHA ce MOXKE MCKOPHUCTHUTH 33 HAJTAKEHE
HOBUX TEXHWKA 33 HamaJ HAa Opo0jeM wuin meroBe Bapujante. Ha mpumep,
PeIyKIHja ce MOYKe UCKOPUCTUTH 33 KOHCTPYKIIM]Y MapaseTHOr aIrOPUTMa 3a
pemraBaime mpobieMa.

Jenan on edpukacHux HaumHa 33 ynorpely peayKimja je meduHUCAHE BPIIO
ommrer mpobeMa, Ha KOTa Ce MOLYy CBECTH MHOTHM APyru mpobsemu. Takas
mpobsem Tpeba ga Oyae JOBOJHHO OIIIITH, 1 MOKPHje MIUPOKY KJacy mpodaema,
JIOK ca IpyTe cTpaHe Tpebda na Oyae J0BO/BHO jeTHOCTABAH, /13 61 nMao e(PUKACHO
perrerse. JInneapHo IporpamMuparbe, jeJjaH o/l TaKBUX IpobiiemMa, pa3MoTpuiieMo
y omemKy [7-3]

ITomenumo u TO Ha CMO ce u panuje Beh cperanu ca TPUMEPUMa PeIYKIIN]ja
— Ha IOpHUMep, ca PeLyKIHjoM IpodseMa HaJIaXKemha TPAH3UTHBHOL 3aTBOPEHA
Ha mpobiieM HajaxKemha CBUX HajKpalux myTeBa.

7.2 Tllpumepn pepykuuja

YV oBoM o71e/pKy pa3sMoTpulieMO HEKOJMKO mpruMepa ynorpebe peayKimja Kao
METO/IA 32 KOHCTPYKIH]y e(PUKACHUX AJITOPUTAMA.

7.2.1 Uwuknnuko ynopeljuearbe cTpnHroea

IMounmemo ca jeTHOCTABHOM BapWjaHTOM MPOOIEMa MPOHAIAKEHa Y30PKa,
Y TEKCTY.

IIpo6aem. Heka cy A = apay...ap—1 u B = byby...b,_1 nBa crpunra
Jy2KWHE M. YCTAHOBUTH I3 JIW je CTPUHT B IUKJINYKA TOMEPaj CTpUHTA, A.

[IpoGsem je ycranoBuTu ja ju moctoju wHaeke k, 0 < k < n — 1, Takas 1a
je @i = b(rti)modn 3a cBe i, 0 < i < n — 1. O3naunmo osaj npobaem ca CUS,
a ocHOBHU mpobJieM Tpaxkema peun y Tekcty ca TUT. Ilpobmem CUS moxke ce
pemmnTH, Ha npuMep, udmenom aaropurma KMP. ITocToju 6o/mpn HaumMH 1a ce
nobe zo pemema. Uzeja je popmynucaru CUS Kao perysrapau IpuMep yia3a 3a
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npobistem TUT. JIpyrum pedanma, tpakumo Heku mexkem 1 u pew P, Tako 1a je
npoHanaxeme Py T ekBUBaJeHTHO yTBPhHUBaIby 1a je B NUKINYKH IOMEPAj
A. Axo mam To molje 3a pykom, ouzga ce pememe TUT ca crpunrosuma T’ u
P wmoxke wuckopuctutu 3a pemasame CUS ca crpunrosuma A m B. Kan ce
npobJrleM pa3MOTPHU HA OBaj HAYWH, JIAKO je BUJETH pernere: 3a 1 Tpeda y3ern
AA (onnocHo crpunr A HajoBe3aH Ha camor cebe). JacHo je na je B uuKJIMUKY
nomepaj A ako u camo ako je B nogcrpunr crpunara AA. ITomrro npobiaem TUT
YMEMO 13, PENTUMO 33, IMHeaPHO BpeMe, O CMO 0 aJITOPUTMA, 33 PElTaBabe
CUS smHeapHe CJI0XKEHOCTH.

7.2.2 Pepykuwuje ca ynopehuearbem Hnsosa

Pazmorpumo mpobisiem ofipeljuBarba €IuT pacrojama JBe HHCKE: JaThH Cy
HHM30BU 3HaKoBa A = ajas...an, B = biby...b,, a 3amarak je mpoMeHUTH
A 3HaK 10 3HAK, ¥ TAKO I'a yYUHUTHU jeaHakum Hudy B. Jlo3BosbeHe cy Tpu
€T OTlepalnje — ymematrbe, Opucarbe N 3amena 3HaAKA. 3HAJy ce T[EHE CBaKe
omeparyje, a b je MUHIMU3aIMja [eHe eInToBama. Pereme Koje cMO panuje
pa3MaTpaJjiu 3aCHUBA Ce Ha MONyhaBaby Tabese TUMeH3nja 1 X m, y KOjoj CBaKH
€JIEMEHT OJIrOBaPa NAPUUJAAHOM €TUTOBAY: €JIEMEHT Tabese y MPEeCceKy i-Te
BPCTE U j-T€ KOJIOHE je HajMambha MeHa TPAHC(POPMUCAHA IIPBUX ¢ 3HAKOBA HUCKE
Ay j upBux 3HaxoBa nucke B. Ilusb ce mocrumke u3padyHaBAbEM eJIEMEHTA Y
JIOFheM JIeCHOM YTy Tabese. Bumean cMo a ce cBaku €JIeMeHT MOKe N3PadyHATH
Ha OCHOBY CaMO Tpu ~MpPETXOaHA” eJIeMEHTa, IITO OATrOBapa TpuMma, Moryhumm
BapHUjaHTaMa 3a MOCIEIbY eIUT OIEePaIn]jy.

Wctu npobisieM MOXKe ce MOCMaTpaTH HA APYTH HAUWH aKO Tabeu TpUuiIpy-
xuMo yemepern rpad. Cpaxu ejemenT Tabesre oarosapa 9Bopy rpada, 0aIHOCHO
napuujanHoM exuToBamy. I'pana (v,w) y rpady MOCTOju aKO Ce eIUTOBAME
KOje OfTOBapa YBOpPY w I00Mja J0JaBabeM jelHe eIUT ONepallije eInTOBAbY
Koje oxrosapa uBopy v. IIpmmep TakBor rpada mar je Ha CIHUIHN e je
A = caa u B = aba. Xopu3oHTaJjHe rPaHe O[roBapajy yMerambuMa, BEPTUKAJIHE
OpucamuMa, a IujaroHaTHe 3aMeHaMa 3HAKOBa. Tako, HA TpUMeEp, My T UCTAKHYT
Ha caunu [7.1] onrosapa Gpucamy ¢, 3aMEHH @ ca a, yMeramy b U jour jexHoj
3aMeHM @ Ca a. ¥ OCHOBHOj Bapujantu mnpobsema IeHe rpana cy 1, u3y3es
JUjarOHaJIHUX I'paHa KOje OJ/Ir0Bapajy 3aMeHu 3HaKa MCTUM 3HAKOM, 4YHja je
uena 0. IIpobsiem ce na taj Hauun Tpancdopmuiie y obuydan npodaemM HaIaKeha
CBUX PaCTOjamba 01 331aTor 9Bopa y rpady. CBakoj rpaHu 10e/beHa je TeKUHA,
n Mu TpaxkuMo Hajkpahu nyT o usopa (0,0) mo uBopa (n,m). axie, mpobiem
HaJIaXKerba eIUT PACTOjamba CBEIEH je Ha MpodJIeM HaJlaKermha HajKpahux pacrojama
o7 3a7aTOT 9YBOpa y rpady.

Hamazkeme cBUX pacTojama OJ 33JaTOT YBOPA Y OMINTEM CJIy4Yajy HUje
JIAKIIIE OJ] JMPEKTHOT PEeIaBaiba npobjiemMa (aaropuraM 3a HaJaxKeme Hajkpahux
pacrojama on 3amaror usopa je caoxenocru O((|E| + [V])log|V]), tae je ca
|V | o3nagen 6poj usopoBa koju je oze jeanaxk (m + 1) - (n + 1)), 10k je 6poj
I'PAaHa [IPOLOPUMOHAJIAH OPOjy 4BOPOBa (U3 CBUX YBOPOBA OCUM OHMX HA JIOHO]
u jecuoj uBuim Kpehy no Tpu rpaune). OBa peaykimja umak Huje GECKOPUCHA.
Pazmorpumo, Ha mpumep, cienehy BapujanTy npobiema ynopeluparma HU30Ba.
llene emuT omeparuja He MOPAjy /la 3aBHUCE CaMO OJ TOjeIMHAYHUX 3HAKOBA.
Ilena ymerama 6,10Ka 3HAKOBA YHYTAp APYror HU3a MOXKE OUTH Pa3JIUTIUTa O,
yMeTama HCTOr Opoja 3HAKOBA, jeHOr IO jeIHOr, Ha PA3IUUATHM MECTHMA.
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0 a b a

Cruka 7.1: T'pad xoju omrosapa uuzosuma A = caa u B = aba.

Hcro moxe ma Oyme ciydaj m ca Opucamuma. pyrum pedmma, ymMecTo 1a
IeHe J0IEbYjeMO TIOjeIMHAYHAM YMEeTAmhUMa, OPUCABUMA, U 3aMEHAMA, [IeHE Ce
MOTY JI0JeIUTH OJIOKOBUMA YMETaha, OPUCaha 1 3aMEeHa, HE3aBUCHO O/ IhUXOBE
Benmmuwae. nu apyradwuje, ymeramwy OJI0Ka 0O k 3HAKOBA MOXKE CE€ TOIEIUTH
meHa c; + cok, vme je ¢; "moderHa 1eHa”, a co IeHA 33 CBAKW HAPEIHHW 3HAK.
[Mocroju mHOrO Apyrux KopucHux Merpuka. OHe ce MHOrO JIAKIIe MOJEIUPAjy
KopuinhemeM ¢opMmynanuje y Bugy mpodiema HajKpahux myTeBa, HEro mpu-
JlarohaBameM MoJIa3Hor mpobsema. VcTo Tako, MOTyY ce I0JaTh HOBE TPaHe Ca
MOTOMHO M3a0paHUM IeHaMa, He Memajyhu cymTuay mpobdsiema.

7.2.3 Hanaxere Tpoyrnosa y HeycMmepeHom rpady

IMocroju Tecua Besa usmehy rpadosa u marpuna. I'pad G = (V, E) ca n

YBOPOBA U1, U2, . . . Up, MOXKE C€ IIPEICTABATH CBOjOM MATPHIOM IOBE3AHOCTH —
KBaIparHoM MarpunoM A = (a;;) pema n, TakBoM a je a;; = 1 axo (v;,v;) €
E, onmocuo a;; = 0 y ocramum ciyuajesuma. Axo je G neycmepenu rpad,

varpuna A je cumerpuuna. Axo je G rexuHcku rpad, OHIA ce OH Takohe
MOZKe IPEJCTaBUTH KBaaparHoM MarpunoM A = (a;;) pesa m, OpH deMy je
€JIeMEHT @;; je[HAK TeXKHUHU Tpaxe (v;,V;), ONHOCHO 0O, aKO Te IpaHe HeMa y
rpady. Ilocroje n apyru Haumam 1a ce mMaTpuna npuapyxkn rpady. Tako ce
rpady G = (V, E) ca n 4BopoBa u m IrpaHa MOXKe HPUAPYKUTHU 1 X 1M MATPULA,
y K0joj je (i,7)-Tw emeMeHT jeqHak 1 ako M camo ako je i-TW YBOp CyCeaH ca
J-TOM T'DAHOM.

Bese rpadoBa u MmaTpuria mHe 33apKaBajy ce caMmo Ha penpesenTaruju. Muore
ocobume rpadoBa MOry ce 60/be pa3zyMeTH aHAJIU30M OAroBapajyhux marpura.
Cimano, MHOTE OCOOMHE MATPUIA, OTKPUBA]Y Ce MOCMATPABbEM O/roBapajyhux
rpadosa. Huje usnenahyjyhe na ce MHOrE airoputaMcKu mpoOIeMu MOTY PEITUTH
kopumthemeM oBe anajoruje. To hemMo miIycTpoBaTu jeTHUM MPUMEDPOM.

IIpo6aem. Heka je G = (V, E) neycmepenu nosesanu rpad ca n 4BOpoBa u m
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rpana. [Torpe6Ho je ycranoBuru ja s y G OCTOjU TPOYTao, OJHOCHO TAKBA
Tpu 4BOpa Ja u3dMely cBaka [Ba O HbUX IIOCTOjU IPAHA.

JupekTHo peremne 00yXBaTa IPOBEPY CBUX TPOYIAHUX HOJACKYIIOBA, CKYIIa
aroposa. Ilonckynosa nva (3) = n(n — 1)(n — 2)/6, a momTo ce cBaxn o1
BUX MOXKE ITPOBEPUTH 3a KOHCTAHTHO BPEMe, BPEMEHCKA CJIO?KEHOCT OBAKBOT
anroputMa je O(n?). Mose ce KOHCTpyHCaTH U aiaroputam ciaoxkenoctu O(mn)
(3acHoBaH Ha mpoBepu CBUX Iaposa (grana,Cvor) — na Jid rpajie TPOyrao),
Koju je 60sbu ako rpad Huje rycr. Moxxe jiu ce 0Bo jasbe nobossmaru? [Ipukasa-
hemo cajta aaropuTaM KOju je aCUMITOTCKU OPIKU, U CYMTUHCKH je IPyTadnju.
Capxa mpumepa je a niaycrpyje Be3y mamehy rpadOBCKUX U MATPUTHUX aJITO-
purama.

Heka je A marpuna nmosesanoctu rpada G. Ilomro je rpad G meycmepew,
Marpmna A je cumerpudHa. PazMoTpuMo Besy emeMenaTa Marpune B = A% =
AA (mpowussoz je obuvan npoussoz Marpuna) u rpada G. IIpema nedununuju
IIPOU3BO/Ia MATPUIIA je

Bli,j] =Y Ali, k] - A[k, j].
k=1

U3 oe jemnakocru ciemnu na je ycnos Bli,j] > 0 uCuymeH ako u caMo ako
rocroju uHeKc k, Takas 1a cy oba exementa Ali, k] w Alk, j] jennnnne. Ipyrum
peuanma, B[i,j] > 0 je ucmymeHO aKO M CaMO aKO IOCTOjH IBOD Uk, TaKaB JIa
je k #1i, k # j u na cy oba 1BOpa v; U v; MOBE3aHA A Uy (IPETIOCTAB/HAMO
na rpad mema nersbu, oxHocuo Al i) = 0 3a i = 1,2,...,n). IIpema Tome,
y rpady HOCTOju TPOyrao KOju CaJpzKH TeMeHa v; U U; aKO B CaMO aKo je v;
nose3an ca v; u Bli,j|] > 0. Kownauno, y G mocToji Tpoyrao ako ¥ €amMo aKo
MocToje TaKBU MHIEKCH 4, § 1a je Ali, j] = 1 u BJ[i, j] > 0.

Hagemena ananuza cyrepurne aaropuram. Tpeba nzpadyHaru marpuily B =
A% wu nposeputu ucnymwenoct ycaosa Ali,j] = 1, B[i,j] > 0 3a cux n?
maposa (i, j). Croxkenoct mposepe osor yciosa je O(n?), ma mpeosmabyjyhn
JI€0 BPEMEHCKE CJIO?KEHOCTH AJITOPUTMA, TOTHYE O/l MHOXKEHha MaTpuna. Tume je
mpobIeM HaTaXKema TPOYTJIa y rpady cBeaeH Ha MpoOgeM MHOKEHhA MATPHUILA
(mperusHuje, KBAIPUPaha MATPUIIE, AU KAO IMTO hieMo BUIeTH y 01e/bKy
Ta 1Ba MpobjeMa Cy €KBUBAJIEHTHA). 32 MHOKEHE MATPUIIA MOYKE C€ MICKOPUCTUTH
[IIrpacenoB ajropuraMm ¥ TAaKO JOOUTH AJArOPUTAM 3a HAJIAKEHE TPOYyTJa y
rpady croxenoctu O(n?8!). Tpermmsuuje, onmcana peayKnmja mokasyje na
je croxkenoct osor rpadosckor mpobiema O(M(n)), tne je M(n) croxenocr
MHOXK€Iba, BysloBUX MaTpuua peaa n.

7.3 Pepykuymnje Ha npobnem nuHeapHor nporpamupatba

[Iperxonnu omespak caap:ku TpUMEPE PeayKImja u3dMehy asropurama y pas-
guautuM obsiactuma. Ilokymanu cMo ga TpaHchOpPMHUIIEMO jeaaH mpobieM y
JpyTH, 13 OMCMO MOTJIM 3 MCKOPUCTUMO TIO3HATH AJITOPUTAM. ¥ OBOM OIE/BKY
Takohe ce pa3Marpajy peayKIlmje, ajau je PUCTYI APyTravduju. ¥ MECTO A Tpa-
KUMO KAHINAIATA 3a PEAYKIHUjy CBAKWM IyT KaJ HauhemMo Ha HOBH mpOOJeM,
pazmarpamo ” cymep—mpobieme” , Ha KOje Ce MOT'y CBECTH MHOTH JIPYTH IIPOOTIEMH.
Jenan rakas cynep—upobieM (MOXK/1a HAjBAXKHU]K) je IUHEAPHO IPOrpaMupabe.
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7.3.1 VYeog n pednHuunje

Cazp:kaj MHOTUX TIpOOJIEMA jé MAKCUMU3WPAHE MJIM MUHUMU3UPAHE HEKE
dyukuje, Koja 3aJ0BoJbaBa 3ajare ycaoBe. Ha mpumep, Koz onTmMu3aImje
TPAHCIIOPTHE MpPEXKe IIJb j€ MaKCUMU3uUparme QPyKIrje TOKA, IO YCAOBOM 1
Cy 3a/I0BOJbEHH YCJIOBHU KAIAIMTETA TPAHA W KOH3EPBaIWje TOKa. JImHeapHO
mporpamMupaibe je ommmra opmysiaiuja mpobiemMa Koo Kojux cy (DyHKIHja U

orpanudema auHeapuu. Heka je x = (21, 72,...,2,)] BEKTOp npomenmueur.
IInspaa dyskimja je nuaeapHa (QyHKIHja TPOMEH/BUBUX — KOMIIOHEHTH
BEKTOpA, X:

n
c(x) =Y cimi, (7.1)
i=1
rje cy ¢; koucranre. Ilub jinHeapHOr porpamMuparba je npoHahu BpeJIHOCT X
KOja 33/10BOJbaBA 33/1aTa orpanudena (Koja fie Guru naBeseHa) u mMaxcumMu3upa
unspny dyaxknmjy. Kacanje hemo Bugern ma je sako 3aMeHUTH MUHUMU3UPATHE
nnsbHe QYHKIHje IheHNM MaKCUMHU3upameM. [IpeTxoaHo HaBoguMO oIty 00JIUK
3a/1aTKa JIMHEAPHOT IPOrPAMUPaka Ca TPU THUIA OTPDAHUYEIHA, IIPU 9eMy ce y
KOHKDETHHUM IIpO0/IeMUMa He MOPAjy I0jaB/bUBATH CBA TPH TUIIA OIDAHUYEHA.
ITokazahemo za ce omirTu TpobieM MOZKEe CBECTH Ha IPOOJIeM Ca CaMO 1B THUIIA,
OTDAHUIEHA.

Heka cy aj, as, ..., a, peajHun BEKTOPU BPCTE jeTHAKE TyKUHE 7, U HEKA CY
b1,b2,...,b; peannu 6pojeBu. HejenqnakocHa orpaHmyderma Cy OrpaHUYErHA
00TIKA

aj'XSbj, 1§j§k, (72)

TIpU YeMy Cy CBH CHMODOJIH CeM KOMIIOHEHTM X KOHCTaHTe, a - je O3HaKa 3a
Marpuvau poussoz. CrnvHa Cy jeTHAKOCHA OrpaHUYeha

ej-x=d;, 1<j<m, (7.3)

IpHu 9eMmy Cy €1,€s, ..., €, Takohe BEeKTOPHU BpPCTE AyKUHE N, a di,ds, ..., dy,
cy peannu OpojeBu.

O6uuno ce m0majy u moce0HA HeHeraTHMBHA orpaHMYera (MaKO Ce OHA
MOr'y CXBATUTHU KaO CIEIUjATHU CIydaj HEjeIHAKOCHUX OrPAHUICHHA)

z; >0 3acseje Pl (7.4)

rze je P 3amaru nonckyn ckyna {1,2,...,n}.

IIpobmem muHEapHOr mporpamMupara Moxke ce (popMmynncaTu Ha caemehn
HAYMH: MakcuMusuparu QyHkuujy c(x) , II0/T YCJIOBOM [1a Cy 3a0BOJbEHA
HEje/IHAKOCHA, , JETHAKOCHA, U HEHEraTUBHA OUPAHUYEHHA . Pazyme
ce J1a KOHKPETHH MpobJIeMr HE MOPAjy [a CaAp Ke OrPAHWYEHha, CBUX THUIIOBA.

3a oBako JiecbunIcaH TPOOIIEM Y ONIIITEM CJIYdajy MOCTOjU BUIIIE eKBHBAJIEHTHUX
dopmynammja. Ha mpumep, jeamakocHa orpaHudera THNA €5 - X = d; MOTY
ce eKBHBAJEHTHO 3aMEHHTH Ca JBa HejeJHaKOCHa OrpaHnmdema €; - X < d; u
e; - x > d;j. Ciu4no, HEjeJHAKOCHO OrpaHuyerse a; - X < b; MOXKe ce 3aMeHuTH
ca JIBa €KBUBAJIEHTHA, a;-X+1y; = b; ny; > 0, npu yeMmy je y; HOBa MPOMEHJHbUBA.

V oba cirygaja 3aMeHa jeHOr CKyIia OrPaHuYena, APYyruM MoxKe 1 noseha 0poj
OTPAHUYIEIHA.

Ha oBom mecty mehemo ce 6aBuTH aaropuTMOM 3a PeIIaBambe MpodIeMa

JIMHEApHOT Iporpamupama. Baxmo je 3uaTn ga je oaj mpobsem u3 kiaace P,



93 7. Penykmuje

OJTHOCHO JIa, Ce 32 IEer0BO PEIaBAEe 3HA ATITOPUTAM [TOJTUHOMUJATHE CJIOXKEHOCTH.
Hamomenumo u To 11 cy nocrojehn agropurMu 3a peraBame mpodaemMa JTHHEAPHOT
TMPOrpPaMUparka y MPAKCH TOBOJHHO epUKACHU, U 1a CBODeme HeKOr mpobiemMa
Ha JIMHEAPHO MPOrPaMUPAIbe HUje caMo yBexKOaBame PeAyKIlnja, HEro Mo¥XKe J1a,
Oyze n nobap HAYMH Ja Ce Taj MPOOJIEM DEIITH.

7.3.2 Tpumepu peaykumje Ha NMHEAPHO NporpamMupare

Y mpakcu cy npobsieMu PeTkO AUPEKTHO 33/aTh Kao MpodseMu JTHHeapHOT
nporpamupama. OOUYIHO je HeonxXoAHO yBecTH oaropapajyhe nedununuje mna ou
ce TpobJsieM yKJIOMHO y oBY (opmysanmjy.

TpaHcnoptTHn npobnem

Osaj npoGiem pasmarpan je y onemky [6.2] Heka npomensbuse x1, s, ..., Ty
MIPE/ICTAaB/bAjy BPEIHOCTH TOKA 33 CBUX 7L TPAHA €1, €2, . . . , €y, LlusbHa DyHKIN]ja

je BPeIHOCT YKYITHOT TOKAa
e(x) =Y xj,

jeSs
rae je S CKym TpaHa Koje m3ja3e m3 m3Bopa S. Hejeamakocna orpanunyerna
OATOBapajy OrpaHUYEHUMa KAIAIUTETa

$i§cia 1§Z§n7

re je ¢; KamanmureT TPaHe €;. JeIHAKOCHA OrPAHMYeHha OIrOBAPAjy yCJIOBAMA
Op2Kama TOKa

Z x; = Z xzj, 3acBev€V\{st}

e; U3Ja3u u3 v ej ynasuy v

Ha xpajy, cBe npomensbuBe Tpeba Ja 33/10B0Jbe HEHEraTUBHA OrPAHUYEHHA T; >
03ai€{l,2,...,n}. Bpeanoctu X Koje MaKCUMHU3UPA]y UM/bHY DYHKIHU]Y Y3
OBa OIpaHUYErba OArOBAPAjY OYMIJIEJTHO ONTUMAJIHOM TOKY.

HobporsopHu npobnem

[IpernocraBumo ma n ocoba xene ma ynyre nomoh y k ycranosa. Ocoba i uma
OrpaHmYenhe §; Ha yKyHaH HPUJIOT y TOKY TOJWHE, KaO W OTPAHHYEhe ¢;; Ha
M3HOC [IPUJIOTa YCTAHOBH j (Ha IpUMep, a;; MOxXKe 13 Oyae 0 33 HeKe yCTaHOBe).
V onmrrem Caydajy S; jeé Mame o1 Z§:1 ai;, Ma cBaka ocoba Tpeba Ja JOHECE
O/IIYKY O TOME KOMe J1a YIIyTH KOJWKK npuiior. IIpernocraBumo masme 1a cBakKa
YCTAQHOBA j MMa OrpaHHYerne t; Ha yKyIaH H3HOC KOjH MOXKe 1a IpuMu (0BO
orpaHuYere He MOpa yBeK Ja Oy/e MPUCYTHO, ajli je UIAK UHTEPECAHTHO).
Husb je HanpaBuTU aaropuram Koju MaKCUMHU3UPA 30Mp HPUIIOra.

Ogaj npo6GeM je yormrerse mpobieva ynapusama u3 onesbkal6. 1.2} IIpobrem
Ce MOYKE PEITUTH MOCTYIIKOM CJAUYHUM TTOCTYIIIAMA 38 HAJAXKEHHE ONTUMAJIHOT
yIapuBama, a MoxKe ce (POPMYTUCATH U KA0 TPOOJIEM JIMHEAPHOT TPOTrPAMUDAHa.
Ykynno nma nk TpoMeHBUBHX T;5, 1 <1 < n, 1 < j <k, rae je x;; u3HOC KOjn
ocoba ¢ ymnahyje ycranosu j. llupaa dyrkuja je

c(x) = Z Tij.
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Orpanudema cy ciemeha:

Lij < Qi 3a CB€ i,j,
k

E z;; <'8; 3acse i,

Jj=1

n
g z;; <t; 3acsej.
i=1

ITopen Tora, cBe MpoMeHBUBE HAPABHO MOPajy ONTH HeHeraTwBHE: T;; > 0 3a
cBe 1, J.

Mpob6nem npugpyxusatba

[Ipomenumo mMaso 10OPOTBOPHY TPODJIEM TAKO /14 CBAKA 0CO0A MOXKE /13, YILIATH
OPUJIOT CAMO jeJIHOj YCTAHOBH, W JIa CBAKA YCTAHOBA MOXKE Ja MPUMHU MPUIIOT
on camo jemme ocobe. Tako mobujamo crapmapmau TpoOIeM yIaphuBamba, aJh
ca rexkunama. Cakom moryhiem ynapusatby HpuipyskeH je 36up npujora, a
Wb je He caMo TpoHalin ONTUMAJIHO yIapuBarke, HEr0 U MAKCUMU3UPATH CyMy
npuiora. OBO je TexkuHCKY MpobJieM OUITAPTUTHOT yIIaPUBaha, U HPobiiem
NPUAPYXKUBaKkA.

IIpomenssuBe y oBoM mpobiiemy He MOry OUTH mcTe Kao y mperxomaom. [To-
TPeOHO je Ha HEKW HAYIMH OKapaKTepucaTu ynapusame. Tpeba 06e36emuTu 1a je
Ca CBAKWMM YBOPOM TIOBE3aHAa TAYHO jeaHa n3abpana rpana. To ce moxke noctuhu
JIOZIeJbUBAIGEM IO jeIHe IPOMEH/BHUBE T;; CBAKOj IPaHu (i, j), TaKo Ja je x;; = 1
aKo je rpana m3abpana, OZHOCHO Z;; = 0 y mporusHOM. llnbHa dyHKIHja je

C(X) = E QijLij,
,J
a OrpaHu4Yema Cy

k
E r;; =1 3acse i,
j=1

n
g z;; =1 3acse j.
i=1

ITopen Tora, cee mpoMen/buBe T;; Tpeba na Oyny HeneraTusHe. Hapenena orpa-
HEYema 00e30elyjy ma je 3a cBaku 4BOp m3abpaHa HAjBHUIIE jeqHA IpaHA.

Ca oBakBOM (hOpMyIaIIMjOM TIOCTOjU jeJan 030usban mpodsem. IIpomenspuBe
Tpeba Ja mpeIcTaB/bajy n3bop Tuna ’ 1a”—"He” | a (bUXOBe ONTUMAJIHE BPEIHOCTH
mory ga 6yzay peannu (nakse ne uesn) 6pojesu! IlorpebHo je gomaru orpanuyere
Ja MPOMeHJbUBE MOry y3mmaru camo Bpeanoctu () mam 1. Y ommrem ciaydajy
TakaB IPoOJIeM je Terko pemmTu. JIuneapau nporpamMu duje IpPOMeH/bUBE MOPA]y
OuTH 1enM OpOjeBU 30BY Ce MeJIOOPOJjHM JIMHEAapHU IIPOTrPaMM, a FHhUXOBO
pelnaBame je meJiobpojHo JumHeapHO nporpaMmpame. MeljyTtuMm, naxko ce
JINHEAPHY MPOTPAMHU MOTY e(pUKACHO PEITaBaTh, MeJI00pOjHI JIMHEAPHU TPOrPAMU
cy o6buuno (asiu He yBek) BpJio remku. [llTa Buie, Baxku ja je npobiiem 11e106pojHor
JMHEeapHor mporpaMupama NP-koMmieras.
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Tpaxere makcumanHe Kanke

Kuuka je nonckyn C ckyna usoposa V rpada G = (V, E) takas na 3a cBaka JBa
usopa x u y u3 C Baxu (2,y) € E. Banarak je oapeurn MAKCUMATIHY KIUKY
y marom rpady, ogHOCHO KWKy ca Hajsehmm Opojem uBoposa. [Tokazahemo
calla Kako ce mpobjeM KJnKa MOxke (hOpMy/IucaTu Kao mpobJeM meo00pojHor
JIMHEAPHOT MTPOrPAMUPAHA.

Csakom gBopy rpada G npuapyKyjeMo o jeaHy TPOMEHJBPUBY T;, TAKO 113
je x; = 1 ako 4BOp v; mpuUMaja KIuKu, ogHOCHO x; = 0 y cymporaoMm. umpHa
dyHKIHT]jA je:

e(x) = Z T

¥ 331aTaK je MAaKCUMU3UPATH je, jep je MOTPpeOHO YKIBYUUTH ¥ KJAUKY ITO Behin
6poj uBoposa. IlocToju 1o jemnHo orpanndeme 3a CBAKU IBOP:

0<z;<1,i=1,2,...,n

Orpanudeme Koje HaM 00e36ehyje na u3abpanu CKyI 4BOPOBa OyI€ KIUKA
€KBHUBAJIEHTHO je OrPaHUYebY JIa O] CBAKA JIBA HECYCEHA YBOPA HA]BUIIIE je/IaH
4BOP MOXKeE J1a npunaga ckyiy. OBO OrpaHuYerbe KOJIMPAMO HAPEIHUM YCI0BOM:

x; +x; <1 3acBaku map usoposa (v;,v;) ¢ E, i <j

JonarHo orpanuyene je /1a 3a CBaKM 9BOP BaXKU Ja je BPETHOCT T; U3 CKYyIa
{0,1}.

OBaxkas mpobJieM Me06POJHOT JTUHEAPHOT TPOIPAMUPAbA, MOYKE C€ PEIUTH
AJITOPUTMOM I'paHamba ca ofcelameM, KopuiliemeM ofarosapajyher muaeapaor
uporpama (Koju pewasa uctu upobsiem, aau 6e3 orpaHuyerba 1eJ06pojHOCTH )
3a M3pavYyHABaFEe TOPHUX TPAHUIA. Perreme JIMHEAPHOT MPOrpaMa MOXKE Ce
cacTojaTu camMo Of IeuX OpojeBa; y TOM CIydajy TOJJA3HU TPODJIEM je perreH.
Mebhytum, BepoBaTHuje je ma he y pernremny HeKe MPOMEH/bUBE UMATH HEIEI00POjHE
BpeauocTu. IIpernocraBuMo, Ha MPUMED, Ja je Pellemne JHHEAPHOT MporpaMa
upugpyxenor upobsemy kauka (0.1,1,...,0.5) u z = 7.8. Ilowro suneapuu
MPOTrPaM MAKCUMU3UPA [MUbHY (DYHKIN]Y Ca Mamhe OrPaHUYIEHa, O IIEJI00POjHOT
JINHEAPHOT MPOTrPaMa, MAKCUMYM KOju OH mpoHalje je ropmba rpanuiia 3a MaKCUMYM
KOju MOKe [1a mponahe 1e100pojuu uneapau nporpam. [Ipema Tome, He MOKe
ce OYEeKWBATH NMpOHANaXKeme Kiuke Benuduse Behe ox 7. OBa unrdopmalmja
MOzKe OUTH KOpuCHa nMpuaukoM mperpare. Kao u ko obutume mperpare, bupamo
HEKE BPEJHOCTH HPOMEHJbUBUX U HAIPEIYjeMO HU3 CTabJIO, IIPU YEMY AKO je
Teme b y crabiay CUH TeMeHa a, OHJA je MpobJIeM KOju OAroBapa TeMeHy b
moTpobsiem mpobjieMa U3 TeMEHA a, KOju ce ao0uja (puKCHpameM BPEIHOCTH
HEKe MpoMeHsbuBe Ha BpenHocT () wiau 1; TmMme je moTmpobieM KOju oaroBapa
MPOMU3BOJHHOM UBOPY MOTIIPOOIEM mosia3Hor npobiema. Ha mpumep, mormpobiem
MOZKE J[a OJIFOBAPa MPUKJbY YMBAIbY YBOPOBA U, W KJIMKW, U €JUMUHUCAY U3
e YBOPOBA U, T, Tj. TTOKYIIAaBa Ce Ca HaJlaXKemeM Hajelie Kinke ca v, w, a 6e3
U, . AKO ce TOM TpUIMKOM T00OHje pelerme JINHEAPHOT TPorpamMa Koje je marbe
on Besimunue Beh nmponaleHe KiiMke, OHA YMHUMO KOPAK HA3aJ, W HAIIYIIITAMO
Ty BapujanTy. To je cymrrmHa MeToa rpaHama u ofacernama. [lokymasaMo ia
nalhemo rope rpanute (K J0be, aKO ce IuibHa (DYHKIM]a MUHUMU3UPA) KOje
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he omoryhurn ozncername HeMEePCHEKTUBHAX MTOACTA0AA HA IITO HUKEM HHUBOY
(wro Gumzke Kopeny crabiia).

Pesynrar simneapuor nporpama Mo2Ke ce HCKOPUCTUTH U IPU u300Py PeIoceia
nperpare. Ha mpumep, ako je zo = 1 y HEIeJI00pOjHOM pEeIemy, MOKe Ce
MPETTIOCTABUTHU 113 je To = 1 u y 1eja00pojHOM perrersy. Ta mpeTmocTaBKa He
MOpa OuTH TadHa, aJI¥ je IPUMED BPCTE XeyPUCTUKA KOje Tpazkumo. [lokymasamo
na noBehamo “BepoBarHOhyY” 6p30r HATAXKEIHA ONTHUMATHOT PEIIEHa; MPU TOME
je jacHo ma He MOTy CBe TakBe OmijIyKe ma Oymy “ucmpasme”, jep je mpobsiem
NP-kommieran. Moxkemo 1a craBUMO To = 1, U3MEHHMO y CKJIQJIy Ca TUM
OrpaHuYerha (HIIp. TPOMEHUMO BPEIHOCTH TPOMEH/BUBUX 33 CBE YBOPOBE HECYCEIIHE
ca vy Ha 0), u permmmo pe3yaryjyhu mureapau nporpam. AKO y HEKOM TPEHYTKY
MOn(UKOBAHU JIUHEAPHU NMPOrPaM WMa MAaKCHMAJIHY BPETHOCT 2z = @, NPHU
qeMy je a Mame Ol BequunHe HajBehie mponaheHe Kamke, Ta rpaHa y CTaOIy
nperpare ce MOXKe HAIyCTHTH.

IIpema Tome, nuHeapHu mporpaM KOPHUCTH Ce HA [IBA HAYWHA: 33 100ujare
TOPIHUX FPAHNIIA ¥ TUME 32 HATYIITAMhe HeePCIeK THBUHUX MoIcTabasa (OICeIame),
OJTHOCHO 3a JIOHOTIEHa O/IJTyKa 0 ycMepaBaiby nperpare. Ouekyje ce f1a perraBame
noTpobiiema Koju ”HajBuine obehiaBa” , yInHN HETOTPEOHUM PeNIaBathe BEJTUKOT
Jesa IPYTruX MOTIpodaeMa. Y 9eCTaI0CT OACeIama, OMHOCHO e(pUKACHOCT MeIor
aJITOPUTMA, 3aBUCH O] XEYyPHUCTHKE 3a (opmupame mnormpodaemMa u u3bdbopa
HapemHor noTnpobseMa 3a UCIUTUBAME. XeyPUCTUKA 3ABUCH OJI KOHKDPETHOI
mpobieMa KOji ce pernaBa, 1 y OBOj 007IaCTH CITPOBO/IE CE MTMPOKA NCTPAKHBAHA.

AsropuTMmu ca TpaHarmeM U OCeIarheM TapaHTyjy TPOHAIAYKEHE OTTTUMAJHOT
perema ako ce CBU MOTIPODJEMHU UCTpaske WM ~oiceky”. AKO M3BpIIaBarbe
Tpaje mpeayro, MOXKe Ce IPEeKUHYTH, M TAKO JOOMTH aripOKCHMaInja — Hajoosbe
perterse npoHaheHo 0 TOT TPEeHyTKA.

MuHumanuu nokpusay rpaHa

3a naru weycmepenu rpad G = (V) E) nokpuBad rpasa je ImOJACKYIl YBOPOBa
V rakaB na 3a cBaky rpany u3 E Baku na je cycenna 6ap jeaHoMm o 4BOPOBA
u3 oBor ckyna. Pazmarpa ce npobsieM IpoHaJazKemha MUHEMAJIHOL [TOKPUBAYA,
rpana 3a gatu rpad G.

OBaj mpobieM ce jeTHOCTABHO MOYKe pedopMyancary y mpobeM 1me100pojHor
JIMHEAPHOT porpamMuparma. CBakoMm 9Bopy u3 V' [107e/byjeMo 1o jeIHy TPOMEHIbUBY
x;. UnibHa dyHKIMja KOjy Tpeba MUHHMHU3OBATH j€

c(x) = Z Z;

a OrpaHmYerHa cy obnKa

xz;+x; > 1 3acBaky rpamy e;; = (v;,v;) € E

OBa orpanmyerma 0AroBapajy yCIOBy Ia je Oap jeIan O KpajeBa CBaKe paHe
YKJ/bydeH y mokpuBad. Jl0JAaTHO, CBAKM YBOP MOXKE€ OWUTH YKJbYy9I€H WJIU HE y
nokpusad, Te nomajemo ycios x; € {0,1} 3a cse i = 1,2,...,n wro Ham
cyrepuiiie /1a je oBO mpobsieM 1esj06pOjHOr JTMHEAPHOT IIPOrPaAMUPAbHA.
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Bojerse rpaca

Pasmorpumo mpobiem 6ojema 9BOPOBa JATOT rpada MUHUMATHUM Opojem 60ja
TaKO Ja HUKOja IBA CyCEIHa YBOpa HHUCY obojeHa mcrom 6ojom. C o63upom Ha
TO Jia je MakcuMaJian norpeban 6poj 6oja jexnak n (ako je rpad KomiuieTan),
YBOIHUMO 7, IPOMEHJBUBHX Yk, k = 1,2, ..., n KOjuMa KOIUPAMO YCJIOB Ha JIA CE
6oja k xopucru (yx = 1) uma me (y; = 0). YBoauMo u n? NPOMEHBUBHUX T
KOje 03HAaYaBajy na Jin je uBop i obojen 6ojom k. [wmpHa dyukimja kojy Tpebda
MUHUMW3UPATH je:

o(x) = Z Yk
k=1

a CKYII yCJIOBa je:

n
E {Eikzl, i=1,27...,n,
k=1

ik — Y <0, i,k=1,2,...,n,
i+ <1 3acsaxyrpamy (i,j) € Euk=12,...,n,
Tik, Yk € {0,1}.

[IpBo orpanuverme OAroBapa ycjaoBy Ja ce CBAKU 9BOP MOpa ODOJUTH TAIHO
jemnsoMm om n moryhmx 60ja. JIpyro orpannderhe eKBUBAJIEHTHO je YCIOBY J1a Ce
9BOp ¢ MOKe obojutu Oojom k camo ako ce 60ja k xkopuctu y 6ojemy. Tpehe
OoTpaHuYerhe KOJIUPa YCJIOB Ja ce OMII0 KOja Ba CyCceHa 9BOpa He MOTy OD0juTH
ncroM 00joM, a TTOCJIe e OrPAHIYIehe 1A Cy Y MUTamky 11e00p0jHe BPEIHOCTH.

7.4 TlpumeHa peaykumja HA HaNaxkeme AO0HUNX FpaHUUa

Ako mokaxkeMo J1a ce MPOU3BObAH ATTOPUTAM 34 peliaBambe mpobaema A Moxke
moaudurosaru (e nopehasajyhu My npu TomMe 3HaA4ajHO BpDEMEHCKY CII0XKEHOCT )
TaKo J1a pemrasa mpobsieM B, oH/Ia je moma rpanuia 3a npobdiaem B ncroppemeno
¥ JI0Ha IpaHuIla 3a nmpobsem A. 3aucra, cBaku ajaropuram 3a A je ncToBpeMeHo
u ajgroputam 3a B, ma je moma rpanuna 3a B Beha wim jegHaka of I0me
rpaunune 3a A. [Ipukazahiemo Tpu nmpumepa J0Ka3a JI0He TPAHUIE CIOKEHOCTH
3aCHOBAHA HAa PEYKIUjH.

7.4.1 [dorba rpaHuua 3a KOHCTPYKLUUjY NMPOCTOr MHOroyrna

ITocmaTpajmo mpobsieM MOBE3NBaA CKYTIA TaYaKa Y PABHN TTPOCTHM MHOTOYTJIOM
(Bugeru onemak 2.3). Bumenn cMo Kako ce Taj mpobsieM MOYKe PEIUTH KOpUIThemem
coprupama. Vcnocrasipa ce J1a, oz oapeheHnm npeTnoctaBkaMa, oBaj mpoosem
HE MOXKe J1a ce peru OpKe oJ COPTUpama. 3000 TOra ce ajJropuTaM KOju CMO
BUJIEJIM 33 HAJAXKemhe MPOCTOr MHOIOYrJIa He MOXKe IODOJBIIATH aKO Ce He
nobospiua coprupatbe (1104 ”nobossiiamem” ce 1noppasymesa 1060/bILABE 38,
BUIIE 0] KOHCTAHTHOT (DAKTOPA).

Teopema 11. Hexa je nosnam aszopumam 3a KOHCIMPYKUUTY NPOCTOE MHOZOYZAG
epemencke caooicenocmu O(T(n)). Tada nocmoju aszopumam 3a copmuparse
cnoorcenocmu O(T'(n) +n).
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Jlokas. PasmorpuMo n radaka Ha KPyKHUIWM, cauka [(.2) JeauHn Ha4uH a2
ce Te TadKe IMOBexKy MPOCTHM MHOTOYIJIOM je Jla Ce CBaKa TadKa I[OBEeXKe Ca
CBOJUM CYCEIMMa Ha, KPYKHUIM. Y TPOTUBHOM, aKO JBE Ta4YKe KOje Cy CyCceIn
He Ou Ouyte moBe3aHe, Ay KOja CaApPIKU jeIHY O T€ JIBE TAadKe pa3aBajaia Ou
MpeocTajie TadKe Ha JBe I'PyIe, KOje ce He MOry MmoBe3aru He mpecernajyhu oBy
nyx. ITocmarpajMo casa MHCTAHIY T1,Z2,...,~L, IpodiaeMa coprhpama. AKo
6ucmo umasiu asropuram (upHy KyTujy”) 3a peiabaibe npobsiema [pocTor

MHOTOYTJTa, OpojeBe 6GUCMO MOTJIH JTa COPTUPAMO Ha caeaehn HaunH. Yaa3 &1, Lo, . . .

HajIpe MPeCJUKaBaMO y YTJIOBE Y1, Y2, - - - , Yn, U3 omcera ox 0 10 27, ca uctum
MehycoOHUM OIHOCHMA Ka0 W T1, T2, ..., Tn. 10 C& MOXKe mOCTUhN JIMHEAPHOM
(bYHKI_H/IjOM y = 277(171 - xmzn)/(xma'r - xnﬂn) KOja HHTEpBAJI (xmin7xmam)

upecsukasa Ha unrepsai (0,27); oBae je (Tmin, Tmaz) TPOU3BOIbAH UHTEPBAJI
KOjU CaJIP2KK CBE TAYKE T;. YJIOBU CE 3aTUM HA IPUPO/JAH HAYUH [IPECTUKABAJY
y TadKe Ha jeIWHWUIHO] KPYKHWIM: OpOjy T; OArOBapa TadKa Ha KPy KHUIW,

9UjU BEH MOy TPETHUK €& (PUKCHOM MOTyITPABOM 3aKJjarma yrao y;. OBoO mpec/inKaBame

OpojeBa y Tauke m3BOAu ce 3a juHeapHo Bpeme. Cama ce MOXKe MCKOPUCTUTH
[IPHA KYyTH]a 33 TOBE3UBAMHE OBOT CKYTIa TAYaKa IPOCTUM MHOTOYIJIOM, 33 BpEME
O(T'(n)). Kao wro cmo Beli Buzesnu, MHOroyrao Mopa Ja Claja CBaKy Tauky
ca BEHWM CyCennMa Ha KpyKHuim. 36or Tora, mposaszehn tauke oHUM pemoMm
KOJUM Cy OHE CJIOYKEHE J[a OW YMHUJIE TeMEeHa MHOrOYT/Ia, T00HjaMO HI3 TavdaKa,
COPTHUPAH MO yIJIOBUMA, a THUME W COPTUPAH mojia3uu Hu3 Opojea. CiioxkeHOCT
oBaksor coprupama je O(T(n) + n).

Cnuka 7.2: IlpuapyuBarbe Tavaka Ha KPY:KHHUIM OpojeBMMA.

Ja 6ucymo 106mtu 10y IPAHUILY 34, IPOOIEM HATAXKEha IIPOCTOr MHOTOY 1A,
MOpPaMO OWTHU MAXKJ/bUBH Y MOTJIEIY MOAPA3YMEBAHOT MOJIE/Ia padyHama. JJoma
rpanuna (nlogn) 3a npobieM copTUpama J0KA3aHA je MOJ MPETIOCTABKOM
Ja ce paam O Moaeny crabia omnydmBama. Jla Om oBa TpaHHIA MOLJa Ja ce
HCKOPHUCTH 38 HpobJieM HajazKermba IIPOCTOr MHOIOYIJIa, MOpa Ce KOPUCTUTH
ucry Mozes. JpyruMm peduma, MOpa Ce IPeTHOCTABATH Ja LPHA KyTHja Koja

perriaBa mpobJieM Hastaskema mpocror Muoroyria kopuctu O (T (n)) ynopehupama,

Ha HAYMH KOjU je y CKJIAJIy ca MOJesoM crabja o/jyunBama. Teopema Jakie
MOpa J1a Ca/JIPKH Ty IPETIIOCTaBKY. 3aTUM Ce MOpa MTOKA3aTH /1A j€ ¥ PeAYKIHja
Yy CKJIaJy ca MOIeJOM CTabjia OIJIydYWBama. ¥ OBOM CIIydajy PeIyKIuja je

peryJiapHa jep IpUJINKOM J0Ka3a JA0e IPAHULIE 38 COPTUPAHE HITje ONI0 HUKAKBUX
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OrpaHWYerha Ha TUII TUTAba TO3BOFEHUX Y OKBHUPY cTabia omayduBama. Jake,
yrnopehuBame Koje paju ca & W Y KOOpJAHHATAMa KOje OAroBapajy yriay y;

pauyHa ce Kao jeano yrnopehusame y ctabiay omytyunBama. Ctabio oIy unBama

KOje pelraBa mpobJieM HaJlaKermba IMPOCTOr MHOTOYTJIa MOKe ce TpaHncdopMucaTn
y CTabJIO O/IyYnBaHa 33 COpTUpame, 0e3 3HaYAjHEe TPOMEHE BUCHHE.

Hocaeanna 12. AKo ce TIpeTNoCTaBU MOIEJ CTabJIa Oy INBakha, KOHCTPYKITH]a,
IIPOCTOr MHOTOYTJIA KOjHU TIOBE3Yje CKYI O 33JaTHX 7 Ta4aKa y PABHH 3aXTEBa,
y Hajropem ciyuajy (nlogn) ynopehusarma.

OBa peaykiyja yCTaHOB/bABA YUIHLEHUILY A j€ COPTUPAhe MEHTPATHU JIe0
peraBama npobsieMa KOHCTPYKIHje MPOCTOr MHOTOYTJIA.

7.4.2 JepHocTaBHe peaykuuje ca maTpuuama

Ha cumerpuune marpuie (oHe Kojuma je enemenT (i,f) jeIHaK eJIeMeHTy
(j, i) 3a cBakm map mHIEKca (i,j)) 9ecro ce HamiasW y mpakcu. IIpupoaHo je
youTaru ce Ja ju je Moryhe Ha jeHOCTABHUjU HAYUH MHOXKHUTH CHUMETDUYHE
MaTpHIE HETO Mpon3Bo/bHe MaTputie. Huje HenornaHo 12 cumerpuja omoryhyje
npoHaIaXKeme 60/pbUX U3pa3a 3a MHOXKEE HIIp. MaTpuna pega 3. To 6u Morsio
J1a IPOU3BE/IE ACUMIITOTCKY 00/bY AJITOPUTAM 33, MHOXKEHhE CUMETPUYHAX MATPHIIA.
IMokazahemo ma To nmak Huje moryhie, OMHOCHO Ja je MHOXKEHE IBe CHMETPUIHE
MaTpuIle, Ca TAYHOMNY 70 HA KOHCTAHTHU (DAKTOP, UCTE CJIOKEHOCTH KAO U
MHOYK€Ib€e JIBE€ TTPOU3BObHE MATPHIIE.

Ozragumo npobiieM u3padyHaBabha IPOU3BOIA JIBE TIPOM3BOFHE MATPHIIE CA
PrM, a npobiiem u3padyHaBamba IPOU3BOA JIBE cUMeTprudHe Marpuie ca SimM.
Jacuo je ma mpobaem SimM wuuje meowcu om PrM, jep je SimM crnenmjamuu
caydaj PrM. IlpermocraBumo cama ga ©MaMO aJIrOpuTaM Koju pemraBa SimM.
ITokazahemo ma ce Taj ajaropuram MOXKe UCKOPUCTUTH KAO IPHA KYyTHja 34
pemasame ommrujer npodsema PrM. Heka cy A u B nBe mpou3BO/bHE KBAAPATHE
marpuie peaa n. Ozpaunmo ca AT rpancnonosany marpuny marpune A. Henocpeano
ce poBepaBa 1a je tadan cienehin m3pas y Kome ce mojaBibyje MPOW3BO JBE
cumempuyure 2n X 2n MaTpuIe

0 A 0 BT AB 0
T = TRT |- (7.5)

A 0 B 0 0 A'B
OBze 0 o3HavaBa n X n MaTPUIy YMju Cy CBH €JeMeHTH Hyje. Peaykuuja je
[IOC/Ie/IUIIA, YUIbEHUIIE Ja Cy MaTPUIE ca JieBe crpane cumerpudne. Ibuxos
TMPOM3BO/T MOKE C€ M3PATYHATH KOPUIITNEEHEM aJITOPUTMA 33 PENTABAE TPODIEMa,
SimM. Mebhyrum, ropmu JieBu 6J0K OBOT MPOU3BOJIA je ynpaBo mpousson AB.
IIpema Tome, mpobsiem PrM moxke ce penutu npuMeHOM aJITOPUTMA, 3a PEIaBahe

SimM na marpune apocrpyko Behe mumensuje. Tako nosasumo g0 caeneher
TBphema.

Teopema 13. Axo nocmoju aszopumam 3a muodicerve 06e Peaine CUMEmMpPuHe
n X n mampuye 3a epeme O(T(n)), npu wemy je T(2n) = O(T(n)), onda
NOCMOJU AAZOPUMAM 3G MHONHCEWE 06€ NPOU3BONLHE PEAAHE N X N MAMPUYE
sa epeme O(T(n) +n?).

Zloxas. Ako cy mare nse npousBosbHE N X 1 Marpule A u B, lbUXOB IPOU3BO/L
HAJIA3UMO KOPHUIINNEmEM ANTrOPUTMAa 33 MHOXKEHE CUMETPUYHAX MaTPHIA HA
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OCHOBY JeTHAKOCTH . [Morpe6Ho je m3ppmut O(n?) onepanuja 3a ©3padyHaBame
AT u BT u dbopmupame mse cumerpuune marpune, u 1(2n) omepanuja ma

ce TIOMHOXeE [iBe J00ujeHe CHMETPUYHEe MATpPWIe, W3 Yera HermoCPeIHO CIIen
TBpheme Teopeme.

IIpermocraBka ga je T'(2n) = O(T(n)) Huje mpejaka, jep je, Ha TpHMep,
CBaKa MoIMHOMM]jaJiHa, (DYHKIIN]a 3a10B0JbaBa. HaBeaeHa penyKiimja je ”HTEPECAHTHA,
caMo y OKBHPY JI0Ka3a J0me rpanuniie. Teopema TBpau fa je Hemoryhe nCKOPUCTUTH
CHMETPH]y MPUIAKOM MHOXKEFha MATPHUIlA, U TAKO JOOUTH aCHMIITOTCKH OpKH
anropuraMm. HaBonmmo jort jeqny can<Hy penyKInjy.

Teopema 14. Axo nocmoju aszopumam Koju u3pauyrasa keadpam peasre n X
n mampuye 3a speme O(T(n)), npu wemy je T'(2n) = O(T(n)), onda nocmoju
AA20PUMAM 30 MHONHCEHE J6E NPOU3BOHLHE PEAAHE N X T MAMPUYUE 30 BPEME
O(T(n) +n?).

Zloxas. Kao u y mokasy teopeme [13| Tpeba mpornahm Marpuily 9wju KBajapar

CaIIpKu JO0BOBHO H(MOPMAIIHjaA 38 N3PATYHABATHE TPOM3BOIA JBE 33aTe MATPHUIIE.
Pememe ce 3acauBa Ha ciaenehem uzpasy:

(55 ) (% ).

W3 mera HermocpeaHo ciaenn TBpheme Teopeme.

7.5 YobuuajeHe rpewke

Ca penykiujama Tpeda outu onpe3an. Hagemrhemo mpuMepe yoOndajeHnx rpermaka
KOje ce MOT'y HAIPaBHUTH IMpPH MOKymajy peaykiuje. Hajuentha rpemika je ma
ce penyKIHja u3Belie y TOTPEITHOM CMEpPY, a J0 e JIOJA3W YIIAaBHOM IIPH
peaykmmjama 3a mobujaibe M0muX rpanuma. Heka je moTpeOHO pemyKImjom
JOKa3ary Ja je Heku upobsem P rTexkak 6ap KoJMKO apyru mnpobsiem @, dujy
caoxxenoct 3uamo. Tama Tpeba nohu om npoussonHoz yiasa 3a mpobiaem ), u
MTOKA3aTH /1a Cé OH MOYKe PEIuTH I[PHOM KYyTHjOM 3a peliaBarbe npodsiema P.
Pazmorpumo, Ha npumep, ciaenehn mokymiaj peaykiuje npodsiemMa COpTUPAbHA
Ha npobsiem KoMupecuje nogaraka XabMaHOBUM KOZAOM (OITUMATHUM HPEeDUKCHUM
kounom). ub je nokazaru ja je (nlogn) noma rpaHuna CJIOXKEHOCTH 33
XadMaHOBO KOTUPAHHE.

[Tonazwu ce ox 3amaxkama J1a, aKO Cy y9eCTAHOCTH 3HAKOBA JAKO PA3TUINTE,
OH/JIa KOJTHO €TabJI0 MOCTAaje TOTUKO HEYPABHOTEIXKEHO A C& MOYKE HCKOPUCTUTH
3a COpTUpAmE y4eCTAHOCTH, BUJAETH IpUMep Ha cauuu [(.90 Y TOM ciyuajy
Cy 3HAKOBM y KOZHOM cTabsy mopehamu no omamajyhnm ydecramoctuma (ca
HajyermhuM 3HAKOM HAjOUKUM KOopery crabia). To ynpaso 3uaun ga ce XabmanoBo
KOJ[MParbe MOKe HCKOPUCTUTH 3a copTupame ydecranoctu. [Ipema Tome, bopmuparse
KOJHOT cTabiia je Temko 6ap TOMUKO KOJUKO U COPTUPAbE, 1A je TUME U3TJIeIa
JIOKa3aHa JI0wba rpanula caoxenocru )(nlogn).

I'pemka y noka3dy Kpwuje ce y IMIBEHHUIN J1a CMO HOILIHA OJ CIEINjaJHOT
yJjiaza 3a npobJjieM cOpTupama: pa3MaTpad CMO CaMO TaKBe Y4YeCTaHOCTH, KOje
cy 3Ha4ajHO pazasojene. la Gu ce JOILIO 10 JOE TPAHUIE CJIOXKEHOCTH 33
npobieM KOmpama, Mopa ce ohu 0/ npou3eonsHo2 Yaa3a 3a NpodbIeM COPTUPAHA!
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o 2 1

Cruka 7.3: XadMaHOBO KOTHO CTAOJIO KT CE YIECTAHOCTH 3HAKOBA, APACTHIHO
pa3IuKyjy.

Tpeba JOKA3aTH I3 Ce MPOU3BOJbHY OPOjEBU MOTY COPTUPATH TIOMONY aJIFOPUTMa
3a XahMaHOBO KOJMPAHE.

HcnocraBma ce Ja ce y OBOM CJaydajy Tperntka Moxke ucrnpasutu. Vaeja je
Jla ce yTPOINHU jOIll MaJio BpeMeHa Ja Ou ce mpoMenuno (mpoussospHu!) yias 3a
mpobJIEM COPTUPAHA, TAKO /13 CE OH MOXKE UCKOPUCTUTH KAO0 yJIa3 3a KOIUPAFHE.
Hexka je yna3 au3 pasnuautux mpuponnux opojesa X = x1,xs,...,T,. Moxe
Ce MPETIIOCTABUTH J1a Cy OPOjeBU PA3JIUYIUTH, jep JI0bha IPAHUIA 38 COPTUPAIHE
BaykKW W 3a WHCTAHIE KOje Ce CACcTOje O pa3judyuTux OpojeBa (ITa BUIIE,
JI0Ea TPAHMUIA je ToKa3ana 3a pasimuutre 6pojese). Komno crabno Xadmanosor
KO/Ia 33 OBE yYECTAHOCTH MOXKE OMTHU MPOU3BOJHHOr OOJINKA, 113, j& MPETXOIHO
pa3marpambe HenmpuMeHbuBO. MeljyTnM, cBaku 6poj x; MOXKe ce 3aMEeHUTH yIeCTaHOIINy
y; = 2%. Ilomro 3a cpaku mpupojnu 6poj m paxu 2™ > > . 2, komHO
crabsio nmahe 00IMK Kao HA CJIUIU (cBaka yuecranocr y uusy seha je ox
30Mpa CBUX y4ECTAHOCTH MambuX 011 ibe). IIpema Tome, anropuram 3a XahMaHOBO
KOJIMPAFhe MOXKE Ce MCKOPUCTHUTH 33 copTupame Opojea y;. Ilorpebuo je jorm
YBEpUTH ce Ja Opoj omepaluja M3BeIeHuX MPHU PEAYKIUjA HUje HEI03BOJHEHO
Besiuku. CreneHoBame MOXKe JIa CAIPKK BEJUKH OpPOj oreparmja, ajau TO OBJe
HEUje OUTHO, jep I0ma TPAHUIA 3a COPTHpPAabe 00yxBara caMmo ymopehuBamba.
[Ipema Tome, moka3aHo je Ja, aKO Ce MPETIOCTaBU MOIe CTabjia Oy YNBarba,
dbopmupame XabumanoBor Koguor crabia y HajropeM ciydajy 3axresa ((nlogn)
yuopehusama (morenimjasno je moryhe 6pxke dhopmuparu ctabiio ajiropuTMoM
KOju Huje obyxBalieH MoJesoM cTabJia Oy YUBAbA).

Kom amropurama mo0mjeHuX pEeayKIMjOM BAXKHO j€ [1a caMa, PeayKIuja He
yHece 3Ha49ajHy HeedpuKacHOCT. PazMoTpuMo mpobieM paHIa | IberOBO YOIIIITEH e
K&/l ce KOIHUje CBAKOI O/l MPEIMETa MOI'Y Y PAHAIl CTABUTU HEOrPaHU4IeHu OPOj
uyra. JupekTHa pejyKiuja youreHor npobsema Ha 1oJa3uu (y KOMe ce CBaKu
IIPEIMET MOKE HCKOPUCTUTH caMo jeauoM) je ciaeneha. Heka je Bemunna panma
K. Y panai Moxke na craHe Hajpuine K/s; Konmja TpeaMera BeJIWYWHE S;.
IIpema Tome, y mojasHoM mpoOEMy MOXKE CE€ CBAKH MPEIMET 3aMEHHUTH Ca
K /s; upeamera ucre BesinurHe y nosa3HoM 1npobiemy. Mako je oBa pemykimja
KOPEKTHa, OHA HHje e(pUKACHA, jep je BeaudnHa mpodseMa 3Hadajuo mosehama.
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7.6 Pe3ume

VBeK je KOpUCHO pa3zMaTpaTu CaIuIHoCcTH n3Mely mpobiema. AHaam30M pa3inKa

u camgHoctu u3melhy aBa mpobsema, obuaHO ce ctude 6osba mpeacraBa 0 006a

npobnema. Kaj ce nanlje na mou mpobstem, y Behnnum ciaydajeBa je KOpHUCHO

YOUTATHA ce Jia JU je OH canyaH HekoM Beh mosmaTom mpobiemy. Ilonekas

cruaroct u3Mmely aBa mpobiiema nmocraje BUIJbUBA TEK MO U3BPIIEHHY KOMILITHKOBAHE

penykmmje. [Tocebro cy mHTEpEecanTHE peayKnuje n3mehy MaTpuIHuX u rpadoBCKuX

ajiropuraMa. ¥ OBOM IOIJIABJbY BUJEIM CMO BUIIE IIPUMEPA PELyKIH]ja.
JInmneapHo ¥ 1neI00POjHO TTPOTpaAMUpame Cy OBZIE M3JI0KEHU BPJIO KPATKO.

To cy Beoma BayKHE TIPOOJIEMH, ¥ KOPHUCHO je /1a ce ca HhHUMa JeTajbHHje YITO3Ha

CBAKO KOTA MHTEPECYjy aJTOPUTMH.
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[ paHarbe ca oaceuarbem

8.1 MuHumusupare MakcumasiHe cyme y3actonHa Tpu Opoja Ha Kpyry

ITocmarpajmo HapeaHy KOMOMHATOPHY 3arOHETKY KOja yKJ/bydyje ABaHaecT OpojeBa
Ha caTy: MOry Jiu ce OpOjeBM PAa3MECTHUTH HA KPYry TAaKO J1a HUjeIHA TPOjKa
y3acronmuux OpojeBa Hema cymy Behy ox 217 Bpeamocr 21 npecraBiba HajMABKy
BPETHOCT KOjy MaKCHMAaJHA CyMa y3aCTONHUX TPOjKH MOXKe Ja UMa. Jegan
HaAYWH J]a C€ TO YCTAHOBH je /1a ce Hal)e MaKCHMAaJIHA CyMa y3acTomHa Tpu Opoja
3a cBux 11! = 39916800 cymTuHCKE pa3jnduTux pacnopena oBux 12 6pojesa
Ha Kpyry (Mojo¥aj jemHor o muX ce Moyke (DUKCHPATH, TITO HE yTHYE HA
pe3yJITar); o TUX MaKCUMAJHUX CyMa Tpeba m3abparu HajMamy. Y HaCTABKY
hemo BuZeTH KaKo ce IMPOCTOpP MpeTpare NPUINKOM DeIaBama OBOI MpodseMa
y OmIITeM CiIy4ajy, ca n OpojeBa Ha KPYTy, MOXKe OMTHO CMAUTU TPUMEHOM
rPaHama Ca OJICEIAbEM.

IIporpam moxke OuTH KOPUCTAH 33 PA3MATPAHE TEXHUKE TPAHAHE Ca, O/ICEIIAEeM
upukasyjyhu chary, aju u orpaHuyera upucryna uucre nperpare [7]. Osaj
pOOIEM MOKE CE PEIINTH MeHEPUCALEM CBUX ITIEPMYTAIHja, & 3aTUM CUCTEMATUIHOM
TIPOBEPOM /13, JIW TIOje/TMHE TIEPMYTallrje 3aJ0BOJbaBajy TpazxKene yciose. [lepmyTaruje
Ce MOT'y reHepuCaTu PEKYP3UBHUM aJITOPUTMOM U Y aJITOPUTAM Ce€ MOXKe YyrpaJuTn
MexaHuzaM ojcernama. OBaKBa UMILTEMEHTAIMja OU MOITIA 1A JETEKTY]e TPEHYTaK
KaJla ce y MapIujaJiHoj NepMyTallijd 0jaBUIa TPOjKA Y3aCTOIHUX eJIeMEeHATa
ca cymoM Beliom oz 3azare, HA OCHOBY dera Ou ce u3BpuIMIIO ojcename (jep Hu
jeZIHa o1 TepMyTallija N3BeIeHNX M3 OBE MapIiijasHe TTepMyTalfje He 33/10B0/haBa
ycaoB). OBuM 6u ce 3Havajuo yop3asa nperpara. lnak, HeJoCcTaTak 0BOI HPUCTYIIA,
Om Omo Taj mTO OM ce y CTAb/Iy OMIyYMBAMKA MpeTrpara CIymraja IyOoKo
HEU3 cTabyio 3a TpaHy KOja He MOXKe /13 TeHEpHIe pelrerbe jep cy OpojeBnm Ha
LOYeTKY IepMyTanuje upemasu (1a He IOoCToju nepMyraiuja Koja 6u caapxKania
mpeocTase BeuKe Opojese u Koja 6 3a,10B0/baBaia yCJIOB MpobIemMa).

ITocmarpajmo cama Hernro onmmtuju podeM oapehuBama nepmyranuje 6pojesa
ox 1 10 n ca HajMAKBUM MAKCUMAJIHUM 30MPOM TPH y3aCTOIHA, WiaHa. [IpermocTtaBumo
Ja cy nosmimjama on 0 70 k y HuM3Y Z UPHADPYKEHH OpOjeBM — eJleMeHTH
nepmyraiuje, a nosunujama on k + 1 g0 n — 1 jour yBek He (BUAETH CJIUKY
. Cywma cBake y3acromne Tpojke He cMme na Oyae seha ox MaxSum. Ilocroju
n — k 4+ 1 rpyma Hemo3HaTUX CyMa TPOjKH.
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8.1. MuHuMu3supame MaKCHMaJIHEe CyMe y3acTollHa Tpu 6poja Ha

KpYyTy 104
Tr—1 T Tr+1 T Tn—1 To T
TMO3HATO TMO3HATO HEMO3HATO -+ HEMO3HATO IMO3HATO TO3HATO

Cmuka 8.1: Tpadwuku mnpuka3z KpyKHE JIHUCTE TO3WIKja ¥ eJleMeHaTa
epMyTanyja Koju Cy uM J1o/esbenu: 3a nosunuje o1 0 10 k 3HamMo, a 3a Mo3ulinje
on k+ 1 no n — 1 He 3HAMO JO/e/HEHE eJIEMEHTE TTepMYTaIlHje.

Heka R o3mauaBa cymy OpojeBa KOju jOIIl yBEK HUCY JOJ€/beHH HUjeIHO]
no3unuju. Tama Baxku ciemehe: xp_1 ce mojaBjbyje y jeHO] TPOJIH, Ty V IBE
TPOjKe, CBaKa O BpeHOCTH X;, ¢ = k+1,...,n— 1, mojaBibyje ce y Tpu TPOjKe,
Z( Ce TojaBJbyje y IBe, & T1 Y jeaH0] Tpojiu. 30MpP HEMO3HATUX CyMa y3aCTOMHIX
TPOjKU je Ti—1 + 2z + 3R + 229 + z1. Hu jenna y3acTomna Tpojka He cMe Ta
uma, 30up Behu on MaxzSum, na npoceuna Bpeanoct (ry—_1 + 22 + 3R+ 2x0 +
x1)/(n —k+1) Heno3uarux cyMa y3acTOHHUX TPOJKU MOpa ja Oyie Marba Ui
jennaka o MaxSum. Jakie, moryhe je 700UTH peIIehe ca 33/IaTUM [IOYETKOM
TIpeMyTaIlfje ako BaXKW yCJIOB

(n—k+1)MaxSum > xg_1 + 2z, + 3R + 229 + 21.

OBakBo orpanundeme je 1mocedbHo edukacHo y mnpobjeMuMa y KOjUMa IOCTOjU
MaJiO BaJIMJHUX DeElIeiba.
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NP komnnetHocT

9.1 [oka3 HenocTojatba NpUGANXKHOr anropuTma 3a pewasarbe (onwrer) npobnema

O npobGsiemy Tprosaukor nmyrauka (traveling salesman problem, ckpaheno, T'S P)
je 6mwio peun panuje. Heka je G = (V, F) KoMILIeTHU HEyCMEPEHU TE€KUHCKU
rpad, npu vemy je rexkuna (uena) rpaue (u,v) € E o3nadena ca c(u,v) > 0.
IIpobiem je mpornahum XaMUITOHOB MUKIYC Ca HAJMAIHOM IEHOM.

Y MHOrUM NPAKTUYHAM IpoOieMuMa HajjeddTUHUjH HAYUH 118 CE€ TOCETH
4YBOP ¥ U3 YBOPA U j€ YIIPABO KPO3 IPAHY O U J0 ¥, YMECTO IPEKO HEKUX JIPYTUX
rpana Koju unHe myT u3mely ta asa uBopa. OBaj mojam MoxkemMo (hopMaTn30BaTH
TaKO MITO KaxKeMo J1a MYHKINja [IeHe ¢ 33/I0BO/baBA HEJedHAKOCT MPoy2aa aKO
3a CBaKa TPH 4BOpaA u, v, w € V Baxku

c(u,w) < e(u,v) + c(v,w).

CrenujasiHo, OBaj YCJIOB j€ UCIYHEH aKO Cy YBOPOBU rpada Tadke y paBHH,
a Jy:KMHE TpaHa Cy eyKJHWJICKa PacTojamba KpajeBa rpaHa (T3B. €yKJIHUICKU
npobsiem Tpropavykor myrHuka). Kao mro cMo Buzenu, nocroje nmpubuiKHU
AJITOPUTMHU [TOJIMHOMUJATTHE CJIOXKEHOCTH 33 PEllaBaibe eyKIUICKOD mpodieMa
TProBaYKOI Iy THUKA, TAKBU /13 IPOHAJIa3€ XAMUJITOHOB IIUKJIYC Iy 2KUHE HAjBUIIIE
p-opt, Tae je p jenHako 2 wiau 3/2, a opt je MUHUMAJIHA JIy>KWHA X aMHUITOHOBOT
MUKJIyCa. Y OMIITEeM CJIydajy 3a permaBaibe 1S P He MOCTOju MpUOINKHY aJITOPUTAM
MIOJINHOMM]jaJIHe CJIO?KEHOCTH 3a Ousio Koje p > 1, ocum ako Huje P = N P. OBo
TBpheme mpeamer je Teopeme (9.1

Teopema 9.1 (Henocrojame TpubauzKHOT ajropur™a 3a permasame T.SP).

Axo je P # NP, onda 3a 6uso xojy xwoucmanmy p > 1 easicu da ne nocmoju
NPUBAUNCHY GAZOPUTIAM NONUHOMUJAAHE EPEMEHCKE CAOHCEHOCTNU 3G PEULABAHE
(onwmez) npobaema MpPzo6auKo2 NYMHUKG Y NOAUHOMUJAAHO] BPEMEHCKO] CAONHCEHOCTIY
ca anpoxcumayujom 0o na daxmop p (00nocro, da je yuKAYC KOju NPUbAUNCHY
aszopumam epaha najeuwe p nyma dyscu 00 dyscune onmumastoz X amusmonosoz
YUKAYCR,).

Zokas. doka3s hemo nzBectn m3BohemeM KOHTpaaukiuje. [IpermocraBumo cynpoTHo,
OJTHOCHO, JIa 33 HEKHU OpOj p > 1, mocToju npubinKHE ajiropuram A mosuHOMEjATHE
BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH Ca alPOKCUMAIjoM 110 Ha dakrop p. be3 ryburka na
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OIIIIITOCTH, MPETIOCTABAMO Ja je p HeI0D0pOjHA BPEIHOCT, Y3 3a0KPYKUBAE
yKOJIMKO je To Heouxonuo. Cana hiemo nokasaru kako je Moryhe uCKOpucTuTH
anropuraMm A 3a permaBambe HHCTaHIH Mpob/ieMa X aMUJITOHOBOT [IUKJTYCA aJITOPUTMOM
TTOJTMHOMMj AJTHE BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH. Kako 3HaMO 714 je mpobJieM TPOHAIAKEFh A
Xamuarounosor nukiyca NP-kommieran mpobsem, ciean 1a ako MOXKeMO /1, Ta,
PelIuMO aJIrOPUTMOM IIOJIUHOMMjAJIHE BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH, OHa je P =
NP.

Heka je G = (V,E) 3anaru rpad — unCTaHna npobieMa IPOHAIAKEHA
XaMuITOHOBOT IUKJIYCA; IW/b je yTBpauTu ma au G caap:xku XaMUITOHOB
nukayc kopucrehn xunorernaku mpubmzkuu ajropuram A. Ilonazehn o rpacda
G voxe ce dopmuparu maCcTaHA npodiaema 1T'SP ua cnenehn nauwn. Heka je
g = (V, E') xommneran rpad ca CKymom 9BopoBa V', OTHOCHO,

E' = {(u,v) | u,v €V nu+#v}.
IMpuapyxyjemo neny csakoj rpanu u3 E’ na cienehn nagum:

o(u,v) = 1, ako (u,v) € E,
) plV]+1, wmaue.

JacHo je ma je cnoxenocr ¢gopmuparma Texkunckor rpada G’ on mojasHor
rpada G monmrom on V| u |E|.

Pasmorpumo nipobiem tpropaukor myteuka (G, c). Ako nouernu rpad G
nMa XaMHUITOHOB IuKJIyc H, onma dyHKIN]ja eHe ¢ NpUAPYKYje CBaKoj IpaHu
u3 H ueny 1, omakie ce nobuja na (G',¢) canpxku XaMUITOHOB IUKIIYC LIEHE
|V|. Ca upyre crpane, ako G He caapku XaMUITOHOB IUKIIYC, OHAA OUIIO KOjU
Xamunrronos mukayc y G Mopa ja caap:Ku HeKy I'paHy KOja ce He Hajiasu y
E. Meljyrum, npon3Bos/baH TaKaB IUKJIYC KOjU CAAPIKU HEKY TPAHY KOja Ce He
Haja3u y F uma neny bapem

PV + 1)+ ([V] = 1) = p|V| + |V
— (p+ DIV,

Haxume, nera XamunaroHosor nukiayca y G’ je 6apem 3a dakrtop p + 1 Beha ox
nene XaMuaToHOBOT npkayca y G xoju jecre XammnronoB mukyc y G.

IMpumenumo npubnumzkau anropuram A nosmHoMujasHe cioxkenocTu (3a
KOjH CMO MPETHOCTABWIN Aa noctoju) Ha uacranny (G’ c¢) npobaema T'SP. C
ob63upoM 11a ajmroputam A 1aje Kao pe3ysirar XaMuJITOHOB IIMKJIYC [eHe He Belie
Ol p TyTa IeHEe ONMTUMAJIHOT MyTa, ako G caapku XaMUJITOHOB IUKJIYC, OHJIA
A wmopa gma ra Bparu. Ako G Hema XaMHUJITOHOB IMKJIYC, OHIA A TMpOHAJA3H
y G’ Xamunronos mukmyc ayxune 6ap (p + 1)V > pV. Iakme, anropuram
A nonMHOMUjaJIHE CJIOXKEHOCTH MOXKE Ce MCKOPUCTUTHU 3a yTBPhUBAIbE A JiH
y G mocroju XaMugToHOB nukiyc. V3 oBor 3akspydka ciaemu qaa je P = NP,
CYNPOTHO MPETIOCTABI TEOPEME.

9.2 [dokas NP-komnnetrHoctu npobnema “36mup nopckyna”

Caza hemo pazmorpuru jenan apurmernydku NP-komiteran mpobsiem mom Ha3uBOM
36up nodckyna. IlpermocraBiba ce Ja je Jar KOHAYaH CKyn S TO3UTHBHUX
uesiux 6pojesa u mesm 6poj t > 0. Tpeba nponahu ja /i MOCTOjU HOJACKYII
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S’ C S rakap 51a je 30uUp HBEroBUX eaeMeHara jeqHak o6pojy t. Ha mpumep, ako
je S = {1,2,7,14,49,98, 343, 686, 2409, 2793, 16808, 17206, 117705, 117993} u
t = 138457, onma moxekym S' = {1,2,7,98, 343,686, 2409, 17206, 117705} ckyma
S 3a/10BO/bABA TPAYKEHU YCJIOB.

Kao u y Be3u ca OmjI0 KOjuM apuUTMETHIKUM TPOOIeMOM, Tpebajio Ou ce
[IOJICETUTH 3 Hallle CTAHJAPIHO KOAUPAhe MPETIIOCTAB/bA J1a Cy YIa3HU IeJIH
OpojeBn Kopupanu Kao OuHapHu. Ca OBOM IIPETIIOCTABKOM Ha yMY, MOXKEMO
TIOKa3aTH na je mpobeM 30upa moackyna N P-KOMIIIeTaH.

Teopema 9.2 (NP-komiuternocr npobiaema 36up noiackyna). [Ipobaem 36up
nodcxyna je NP-xomnaeman.

Zloxas. TlpBo, jacHo je ma ce y MOJUHOMKjATHOM BPEMEHY MOKe IMIPOBEPUTH A
Jm je 30mp eneMenara moackyna S’ ckyma S jemnak spemmoctu t. Cama hemo
nokazaru Ja je upobsiem 3SAT 1HOIMHOMMJAJIHO CBO/AJBUB Ha 1IpobsieM 36upa
nmozckymna. Heka je nara Bysos n3pas y KomyKTuBHOj HOpMaJIHOj hopmu F' Haz
MPOMEHJPUBUM X1, X2, ..., Ty ca Kiaay3ama C1,Cs,...,Ck, Tae cBaka Kiays3a
CAJIPYKU TAYHO TPU PAZIMYUATA JTUTEPATA. PeyKIIMOHN aIrOpUTaM KOHCTPYHIIIE
uncranny (S,t) upobaema 36upa moACKyna TakBy Aa je uspa3 F 3a10B0JbUB
AKO W CaMO aKO [MOCTOjU IOJACKYI CKyIa S 4dja je cyMa eJeMeHara jeJHaKa
t. Be3 cmamema ommrrocTu, npermnocrapuhemo ciaenehe npe ocobmme m3pasa
F'. IlpBo, HUWjeaHa Kjay3a He CaJApKW MPOMEHJbUBY W HbEHY Heramujy, jep je
TaKBa KJIay3a ayTOMATCKH 33aJ[0BOJbeHa Y OMJIO KOjOj BaJIyalnjyu IPOMEH/bUBUX.
Jpyro, cBaka TpOMEH/bHBA Ce IOjaBJbyje y OapeMm jeaHoj Kiaaysu, jep HHje
BasKHO KOja BPEJIHOCT je J10/IeJbeHa IIPOMEH/bUBUM KOj€e Ce He HaJjla3e y KJay3aMa.

Penykmuja nonaje asa 6poja y ckym S 3a CBaky NMPOMEHJbUBY &; U ABa Opoja
y ckyn S 3a caky kxiay3y C;. Bpojesu ce koncTtpynnry y ocHosu 10, Tme cBakn
6poj uma n + k mudapa n cBaka mudpa 0aroBapa WM jeIHOj TPOMEHJ/bUBO]
uin jeaHoj kiay3u. OcuoBa 10 uMa CBOjCTBO KOj€ je HEOIXOIHO 3a CIPeYaBarbe
MPEHOCA Ca HUKE TO3WIKje Ha BHIIY.

Koucrpyuiiemo ckyn S u uusbny Bpegsoct ¢ ua caenehin nauun (Buiy cjuky
. Ozmaunhiemo cBaky mo3unujy nudpe Win TPOMEHJFUBOM WU KJIAY30M.
Tawuno k HajMare 3Ha4ajHUX IEdapa cy O3HaUYeHe KJIay3aMa i TAYHO 1 Haj3HAYAJHUX
nudapa cy 0O3HAYEHE MPOMEHLUBUMA.

e ITwm ¢t mma 6poj 1 y cBakoj mudpu 03HAYEHO] TPOMEHFUBOM B BMa OPOj
4 y cBakoj mudpu 03HATEHO] KIay30M.

e 3a cBaKy IPOMEH/LUBY Z;, CKYII S CaJpIKMU JBa Iejia Opoja v; u v). CBaku
oz 6pojeBa v; n v; nma 1 kao nudpy o3HadeHy ca x; 1 6poj 0 y mudpamva
O3HAYEHUX OCTAJUM TMpPOMeH/bUBaMa. AKO ce JuTepaj x; MOjaBibyje y
kinay3u Cj, onja nudpa o3xadena knaysom C; y v; caupxu 6poj 1. Ako
ce jmrepas —x; nojasipyje y Kiaaysu Cj, onna nudpa o3HadeHa KJIay30M
C; y v} canpxmu 6poj 1. Cre ocraie rudpe o3HadIene Kiaysama y v; n v,
umajy 6poj 0.

TBpauMo ja Cy €Be BpeaHocTu v; U v y ckymy S jemuncrsene. 3a [ #
i, HUjeaHa O BPEJHOCTH ¥y W U, He MO¥Ke OHTH jeJHAKA HU jeIIHOj Of
BPEHOCTH V; U vg, ITO Ce BUIW aKO Ce TMMOCMaTpa HUXOBUX HAjBUIIUX 7
mudapa. lasbe, U3 IPETIIOCTABKY CIean 1a je v; # v,. OBa aBa Gpoja ce
HE Pa3JIuKyjy ako ce MOCMaTpa CaMo ropmux n nudapa, aim ce OBa JIBa
Opoja yBeK pasiiukyjy 6ap 1o jeanoj on gomux k Hajauzkux mudapa. Ako
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Ciomka 9.1: Ilpumep pemykimje npobiema 3S AT Ha npobieM 36up HMOACKYyIA.
@opmyna F je Cy ACoANC3ACy, tae je Cy = (1 V—xoVozg), Co = (mz VgV
—\.1‘3), C3 = (—\331 V =g \/1‘3) uCy= ($1 V o \/1‘3). Baxi=0,20=0,23=1
BPETHOCT M3pa3a je 1, ma je u3pas F 3a10Bo/buB. BpojeBu Koju ymaze y moacKym
S’ cy o3HaWeHHM TAaMHO CHBOM 6GOjOM.

6u BpeHOCT v; U v Ouite jenHake, OH/1a OM IPOMEHIBUBE X; U X; MOPATe
Jia ce IojaBe y UCTOM CKyIly KJay3a. MehyTum, Mu mpermocTaB/baMo ga
HUjeHa K1ay3a He CaIpyKu obe TPOMEHJbUBE X; W —X;, aJli U Jla Ce WJIN
T; WIN —x; M0jaBJBYjy ¥ HEKOj KJIay3W, TaKO /1a MOpa JIa MOCTOJU KJIay3a
C; 3a xojy ce onrosapajyhe nudpe 6pojesa v; I v; Pa3IUKY]y.

e 3a cBaky knay3y Cj, ckyn S caupxu JBa uesa 6poja s; u s}. Csaka of
BPEJHOCTH S; U s; uma cse rudpe 0, cem mudpe koja oarosapa Kiaysu
Cj. Vero saxkw u 3a 6pojese 0, sj, s, s; + 85, amja mmdpa xoja oarosapa
knaysm C; je pemowm 0,1,2, 3.

CInYHO K20 y IPETXOTHOM CIIY4ajy, MOXKE Ce TIOKA3ATH /1A CY CBE BPETHOCTH
’ s
§j U S} jenuHCTBEHE y S,

IIpumerumo na cyma mudapa Ha OMI0 KOjoj MO3UIHjU MOXKe 1a Oy1e HajBuUIne
6, WTO ce MOXKEe JEeCUTH HA LO3ULMJAMa O3HAYEHUM KJlay3ama (TPU jeuHuLe
KOje 0roBapajy BPeIHOCTH v; M v}, U JOJATHA JeINHATIIA 1 IBOjKA KOje 0J[roBapajy
BpeqHOCTHMA S; W S, pepom). Omapie ciean ja, WHTEPTPETHPAmEM OBHX
uudapa y ocuosu 10, auje moryhe ma ce mojaBu mpeHOC ca HEKe MO3UIKje HA
BUIILY TTO3UITU]Y.

CutoxkeHoct onucane pejykiuje je nosmmuomujania. Ckyn S canpxku 2n+ 2k
BPEIHOCTH, Of KOjUX CBaka mMa n + k mudapa; cBaka nudpa ce m3padyHaBa
3a Bpeme O(n + k). Lwsb t uma n + k nudapa n peayximja dbopMupa cBaKy o
oBux 1udapa 3a speme O(1).

Caza hiemo mokazaru j1a je popmysia F' 33/10BO/bHUBA AKO U CAMO aKO TIOCTOjU
noxckyn S’ ckyna S umuja cyma usnocu t. [Ipso, npernocrasumo ga je popmy.ia
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F 3a0B0/buBa y HEKO] Bastyanuju v. 3a cBako i = 1,2,...,n ako je vp(x;) = 1,
onna rpeba ykmyuuru v; y S’. Y nporusnoM, ykspyuutu v;. Jpyrum peamma,
y ckym S’ yKIbyUyjeMO TAuHO BPEIHOCTH v; B V) KOje OATrOBapajy JUTEPAINMa
ca Bpennomnthy 1y 3am0BosbaBajyhioj Bamyannju. YKI/byduBameM WK v; WIA v,
amm He u 00e, 3a CBAaKO i, u craBpajyhu mudpy 0 HA CBe mo3uIMje O3HAUEHE
IPOMEH/bHBAMA Y CBEM S; U 87, BUJMMO /1A 33 CBAKY TIO3HIIH]y O3HAUEHY MTPOMEH/bUBOM,
36up BpeanocT y S’ Mmopa 6utu 1, mrro ce noksiamna ca oarosapajyhnm mudpama,
y t. C 003upom Ja je MpOM3BOJbHA KJlay3a 33I0BObEHA, OHA CATIpIKK 6ap jeman
smrepa ca Bpenuomhy 1. /lakie, cBaka mudpa o3HadYeHa Kiay30M uMa Gapem
jemHy jeIMHWIYY Koja JAOMPHWHOCH CyMH y OKBHDPY v; wiw v, y S’. Ilpernmsauje,
jemaH, IBa WKW TPH JUTepana Mory omTtu 1 y cBaKOj Kiay3u, ITa TAKO CBaKa
NO3MIKja O3HAYEHA KJIAy30M MMa CyMy 1, 2 wmm 3 04 BPeAHOCTH v; M V) y
S’. Hum 4 ce nobuja Ha CBAKO] HO3ULMjU O3HA4EHO] Kiay3om Cj Tako IITO
ce y ckyn S’ yribydyje omrosapajyhu HempasaH MOACKYT CJI€K TPOMEH/bUBUX
{sj,5:}. Kaxo cmo moxkonmmm mub mo csuM mugpava 36mpa, I He TOCTOjH
NIPEHOC, BpeIHOCTH cKyma S’ ce cymupajy Ha t.

CaJia npernocTaBuMoO Jia [OCTOju MOACKYI S’ ckyna S ca CyMOM jeJHaKOM
t. ITonckyn S’ Mopa Ja yK/bY4d TadHO jeJHY OJf BPEJAHOCTH vU; U U, 3a CBAKO

i = 1,2,...,n; y nporusnom 36up mudapa Opojesa u3z S’ He 6m 6MO jemHAK
1. Ako v; € S’, onga nocrasmamo vp(x;) = 1. Unave je v, € S’, onuocuo,
vp(z;) = 0. Tepaumo ga 3a ceaxy knaysy Cj, 3a j = 1,2,...,k, Baxkn 1a je

3a/10BOJbEHA OBAKBOM BaJjryarmjom. Jla OmcMo OBO mOKa3am, MPUMETHMO 4,
¢ ob3mpom 1a je cyma mmdapa Ha TOUNUjU 03HadUeHo] Kmaysom C; jemmaka,
4, moxckyn S’ mopa na caapxxu 6ap jeman on 6pojesa v; WM U, KOjU UMajy
nudpe 1 Ha nosuiuju osuadenoj knaysom Cj, jep ce 3ajeHu4KU JIOIPUHOC CIIEK
TPOMEH/BHBAX §; U 8 T0j mucdpn 36mpa majsmme 3. Ako ckym S’ caapxu v;
Koja mMa 1udpy 1 ra nosumnmjn o3uadenoj C;, OHIA ce IUTepaJl T; MojaBbyje ¥
knaysu C;. Ako ckyn S’ caapxu v) Koja nuMa mudpy 1 Ha MO3UIUjH 03HATEHO]
C, onja ce nurepast —x; nojassyje y kiaysu C;. C 063upoM 1 CMO OCTABUIIH
vp(z;) = 0 kaza je v) € §', xinaysza C; je cBakako rauna. [lakie, cBe Kiayse
u3paza F' cy TaumHe, IMTO 3HAYN 114 je w3pa3 F' 3a70BOHUB.

9.3 [MMpubnu>xxHn anropuTmMun 3a pewiaBatbe NpPodbiemMa MUHUMAZIHOT NOKPUBAtba CKYN

ITpobiem muHuMasHOr MOKpuBama ckymna (set covering problem, ckpaheno,
SCP) npeicrasiba OUTUMU3ALUOHM IPOOJIEM KOjU MoOJesyje MHore npobieme
y Be3u ca ajiokammjom pecypca. Hberos omroeapajyhiu mpobsem omryunBama
rernepasndyje NP-kommieran mpobsem mOKpuBama CKyma 9BOpoBa rpada, u
cam je trakohe NP-kommyieran. [Ipubankuu aaroputmu 3a peraBame mpodaemMa
MOKPUBamha CKyMa YBOpPOBa rpada ce He MOTYy MPUMEHUTH HA OBaj OIIITH
CJIyd4aj, 1a je HEONXOJHO MOKYIIATH APYTUM AalpPOKCHMAIjaMa. ¥y HACTABKY
hemo ananmu3upaTy je JHOCTABHY TTOXJIEITHY XEYPHUCTUKY CA JIOTAPUTAMCKUM (haKTOPOM
anpokcumaruje. JIpyrum pednma, Kako ce BeJINInHA HHCTaHIe moBehasa, BeTnanHa
MpUOINKHOT PEeIIeha MOXKE Ja PACTe, PEJATHBHO y OIHOCY HA OMTHMAJIHO
pemreme. nax, ¢ 003upom f1a TorapuTaMcKa (PyHKIINIja CIIOPO pacTe, MPUOTAKHI
aJropuTaM MOXKe Ja JA KOPUCHE Pe3yJITaTe.

Nucranua (X, F) npobieMa MunumMasnoz NOKPUEarsa CKYna cacToju ce oOf
KoHavHOr cKyna X u pamunmje F moacKynoBa cKyma X , TAKO /13 CBAKHU €JIEMEHT
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Cmuka 9.2: Mucranma (X, F) npobiema MUHAMAJHOI IIOKPHBAdYa CKyIIa,
rae ce ckym S cacroju on 12 ejemeHara O3HAYEHWX IPHUM TadKaMa W
F = {51,85,...,5}. Munumanuu nokpusad ckyna X je C = {Ss,S54, S5},
kapauaagsocTd 3. OnucaHu HOXJIEMHH AJTOPUTAM [POHAJA3UM [TOKPUBAY
KaApAWHAJHOCTH 4 KOju Ce CACTOju Of CKymoBa Si,S4,S5 u S3 WIN CKyNOBa
S1,84,S5 u Sg, y TOM pemociesny.

ckyna X npumnajga 6apeMm jeHOM MOACKyIy u3 F:

x=s

SeF

Kaxewmo na noackyn C' C X noxpusa csoje enemente. IIpobiiem je nponahin
mozackyn C C F HajMame KapAUHAIHOCTH YUjU eJIEMEHTH TTOKPUBA]y IO CKYTI

X:
x=Js (9.1)
sec

Axko meka davmmmja C 3an0Bomasa jennaxocr [0.1) onma kaxemo ma ona
noxpuea ckyn X. Ha caumnm (9.2 npukaszan je npumep npobsieMa MUHUMAIHOT
nokpuBada ckymna. Ha cimru mMI/IHI/IMaHHI/I [IOKPUBAY CKYIIA je KapAUHAJIHOCTU
3.

[ToxnenHu mpHUCTYT peraBarmy OBOT MTpobIeMa MOXKe ce OTIMCATH Ha cjie/iehin
HaYWH: y CBAaKOj ¢a3u Tpeba omabparu ckym S Koju mokpusa Hajsehn 6poj 10
caJia HemoKkpuBeHux ejgeMenara. OBaj aaropuram MOXKe ce OnucaTu cieaehnm
KOJIOM.

Y npumepy na caunu [0.2]) noxsenuu asropuram noaaje peaom y C ckynose
S1, 54,55, a 3aTum Oupa jemaH ox ckymoBa Sz mwian Sg.

Ciaoxenoct. Moryhe je jeTHOCTABHO MMIJIEMEHTUPATH AJTOPUTAM TAKO 2
My ciaoxkenoct Oyae mosuaoM on |[X| u |F|. C o63upom Ha TO ma je 6poj
uTepaiyja 1nersbe orpanuded speuomiy min{|X|,|F|} u je cnoxkenocr rena
nersbe O(| X || F|), ykyuna croxkenoct jegaocrasae ummiemenranyje je O(| X || F| min{| X |, | F|}).
Hanomenumo ja ce anropuram MOKe UMILJIEMEHTUPATHA TAKO JId MY CJIOZKEHOCT

oyme O3 _ger 1S])-

Ananmnza. Camxa hemo mokazaTw Ja MOXJIEHH aJropuTaM Bpaha MOKpHUBAY
CKyTia Koju Huje MHOro Behu oz MunuMasiHOr okpuBada ckyna. Heka je H(d) d-

Ta napuujajgHa cyMa xapMmonujckor peaa, H(d) = Zle 1/i u neka je H(0) =0
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Ausropuram Pohlepni_pokrivac_skupa(X, F);
VYina3z: ckyn X 4Hju MHUHHMAaJIHHE MOKPUBaY TPaskKHMO U daMunnja JF MOACKYIoBa cKymna X.

Wzaa3: C (npubanKHU MUHUMAJHA IOKPUBAY CKyna X ).

begin
U:=X
C:=0

while U je nenpazax do
Opabepu ckyn S € F koju makcumusyje spegaoct |[S N U|
U:=U\S
C:=Ccu{s}

end

Cruka 9.3: TloxsjemHu ajroputam 3a MOKPUBAKE CKYTIA.

Teopema 9.3 (AnpokcumaruBHa MON MOXJIEIHOr AJTOPUTMA 34 DEIIABAHE
SCP). IIpukasanu norientu aLz0pumam je npubAUANCHU GA20PUMAM NONUHOMUIEAHE
BPEMENCKE CAONCEHOCTNY €A PAKMOPOM ANPOKCUMAUUJE

plo) = 1 (max(1s )

Zloxas. Beh cMmo nmokazanu 7a je mpuKa3aHu aJrOpuTaM MOJTHHOMUjAIHE BPEMEHCKE
caoxenoctu. Jla 6ucMo MOKa3a W Ja je aJropuTaM MPUOJINKHYA AJTOPUTAM
ca dakropom anpokcumanuje p(n), moAe/byjeMo meHy 1 CBaKOM CKymy KOju
je omabGpaH of CTpaHe aJrOpUTMa W PABHOMEPHO PACIOIE/bYjeMO OBy IEHY
CBUM eJIEMEHTHMA KOjU Ce OBUM CKyHoM mokpusajy npsu myt. Ose mene Guhe
uckopuiithene 3a n3Bohembe KebeHOT OTHOCA n3Mehy KapaAnHATHOCTA MEHIMATHOT
ckymna mokpuBada C* u KapAWHAJIHOCTH MOKpuBada C I0OMjEeHOr Kao u3j1a3
anmropurMa. llpenwsnuje, Heka S; 03HaYaBa i-TW W3aOpAHU CKYyI OJ CTPAHE
aJITOPUTMa; AJTOpUTAM 3aayKyje mery 1 kaga momaje ckym S; y C. OBy 1eny
MPepacoiesbyjeMo IO eJIEMEHTHMA KOju Ce TIOKPUBAjy O MPBHU MyT CKYIIOM S;.
Oznauumo ca ¢, 1eny pacmojesbeny egementy x € X. CBakoMm ejeMeHty ce
LIEHA JI0/IeJbyj€ TAYHO jeJHOM, OHJA KaJla Ce OH [OKPUBA 110 UpBU 11yT. AKO je

2 TIOKPWBEH TIO TIPBH TYT CKYTOM S;, OHIA je

1
TS\ (51US, UL U8 )]

Cx

Ceaku KOpak y airopuTMmy Jo/esbyje neny 1, Te je crora ykynua nesa |C|
damunuje C jeqnaxa

zeX

CBaku enement x € X je y 6apeMm jeJTHOM CKyNy MUHHMAJIHOL HOKPUBAYA

C*, Te je crora
Z Z Cp > Z Cy- (9.3)

SeC* zeS zeX
Kombunosamwem jennaxocru [0.2 u nejeanaxocru [9.3] nobujamo nejesnakoct

<> > e (9.4)

SeC* zeS
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Ocrarak moKa3a TeopeMe 3aCHUBA Ce HA HAPEJIHO] KJbYy9IHO] HEjeTHAKOCTH,
kojy hemo noka3aru y HacraBky. 3a IPOU3BO/bAH CKYI S € F BaXKu HEjeIHAKOCT

> e < H(|S)). (9-5)

z€eS

KowmGunoBamem uejexnakocrn [9.4) u [0.5] nobuja ce

el < > H(SI)

Sec

<1c]-  (max(isi} ).

mTo je u Tpebaso J0KA3aTH.

Ocrano je na noxaxemo nejeanakocr [9.5] Heka je S € F npoussosman ckyn
U Heka 3a mpou3BosbHO ¢ = 1,2,...|C|

ui:|5\(51U52U...USi)|

o3HavaBa Opoj ememenara ckyna S KOju Cy OCTaJd HEMOKPUBEHU HAKOH INTO je
ajropuraMm onabpao ckyuose Si,S59,...,S;. dedunumemo uy = |S| kao 6poj
ejeMeHaTa cKyma S, ¢ 003UpoM Jja Cy Ha HOYETKY AJIOPUTMA CBU €JIEMEHTH
HenokpuBenu. Heka je k majmamu mHIeKC ¢ TakaB J1a je u; = 0, OTHOCHO TaKaB
WHIIEKC Ja je CBAKW €JIEMEHT CKyma S MOKPWBEH 0apeMm jeIHWM O CKYIOBa

S51,59,...,5; u ga je bapeM HeKW eleMEHT CKymna S HemokpuseH yHujom Si U
SoU...US;_1. Jacuo je ga je u;_1 — u; > 0 enemenara ckyma S 1O IPBH IIyT
MMOKPUBEHO CKyIOM Sy, 3000 4era je u;—1 > u;, 3a cBako i = 1,2, ..., k. Jakue,
b 1
Cp = (UZ‘,1 - uz) . .
S =Y ) o

IIpumerumo ga je

[S; \ (S1US2U...US;_1)| > S\ (S1US2U...US;1)]

= Uj—1,

¢ 030MpOM Ja MOXJIENaH u300p CKyma .S; rapaHTtyje aa S He MOXKe /13 MOKpHuje
BUINIEe HOBUX €JIEME€HATa HETO IMTO TO YUHU CKyl Sl (y CyOpOTHOM, aJIrOpUTaAM
6u uzabpao S ymecro S;). Kao nocaeauiy mobujamo

k

Z ¢y < Z(Uifl —u;) - %

z€S i=1 i—l
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Topmwa rpannna 3a oBy cymy Mozke ce mobutn Ha ciaenehn nadnn:

k k ui—1

1 1
Do) (w—w) == > o
TES i=1 i—1 i=1 j=u;+1 i—1
k Ui—1 1
<22 (jep je j < i)
=1 j=u;+1 J
k Ui—1 k
1 ~1
=2 | 2527 = 2 H ) - Hw))
-1 \j=1J =17 i=1
= H(up) — H(ug) (jep je oBaj pex “reseckorcku’)
= H(uo) — H(0) = H(uo) = H(|S]),

YuMe je 3aBpIlIeH JI0Ka3 Hejeanakoctu [9.5]

Yumenniia 1a je paxTop anpokcumalmje aaropurma Pohlepni_pokrivac_skupa
norapuramcka dyHKIHja o Gpoja exemenara ckyma X caean u3 Teopeme [9.3]
¥ paHuje n3BeJeHe HejeTHAKOCTH

H(n)zi%ﬁlnn—l—l. (9.6)

Teopema 9.4 (JIorapuraMmcka anmpoKCUMATUBHA MON aJropuTMa 38 PUOIUKHO
pemasambe SCP). @axmop anpokcumayuje anrzopumma Pohlepni_pokrivac_skupa
usnocy O(log|X]).






[nasa 10

NMapanenuu anropntmun

10.1 VYsBop

ITapamenno m3padyHaBaibe BHINE HHje ersorudHa obsact, n Beh ayke Bpeme

je Ha IJIaBHOM IIPaBIly pa3Boja padyHapcrsa. Pa3suja ce Bpso 6p30, 9ak u y
OJIHOCY HA JPyTre pauyHapCKe 00acTh. ¥ yrmoTpebu je BUIlle TUTIOBA MAPAJIETHUX
pauyHapa, ca Opojem mporecopa y omcery ox 2 o 65536, u Behum. Pazinke
u3mvely pazamuuntux mocrojehnx padyHapa, 9ak W Cca acleKTa HeOOABelITeHOT
KOPHUCHHUKA, BPJIO Cy Besnke. Hemoryhe je ycBojuTn je1aH OMIIITH MOJET H3PATYyHABAIHA,
Koju Om 0OyxXBaTao CBe MmapaJiesHe padyHape

VY oBoM nOrJIaBIBY HUCY OKpUBeHe cBe (11a Yak Hu BehuHa) 00/1aCTH II0BE3aHUX
ca napaJesnuM u3padynasameM. [Ipukazanu cy npumepu kopuihema moje InHux
MOJieTa n3padyHaBama 1 pa3andnTe Texanke. 1nsp je cTuname mpeacrase o ma-
paJieTHUM AJTOPUTMUMA W YIIO3HABAIHE Ca MOTEIMKOoNaMa BE3aHUM 3a HUXOBY
KOHCTPYKIHjy. llounibe ce ca 3ajeTHUIKAM KapaKTEpPUCTHKAMa, MMapaJjeTHuX
ajropuramMa. 3aTHM Ce YKPATKO OMHCYjy HEKH OCHOBHU MOJEJU TAPATIETHOT
n3padyHaBama, & HA KPajy Ce HABOJE IPUMEPHU aJrOPUTAMa U TEXHUKA.

OcHOBHE Mepe CII0KEHOCTH 33 CEKBEHIHjATHE aJITOPUTME CY BPEMe H3BPIIaBarba
u BesmduHa kopuiihiene memopuje. OBe Mepe Cy BaKHe W KOJ MapasiesIHuX
AJITOPUTAMa, AJIM Ce MOPA BOIUTH PAYYHA W O APYTUM PECYPCHUMA, TTOCEOHO O
6pojy mportecopa. I[locToje mpobaemMu KOju Cy CyIITHHCKYA CEKBEHITUjATHI, KOjU
ce He MOry ’mapaiesin30BaTh’ 9YaK HU aKO je Ha paclojiaramy HEOrDAHWIEHU
6poj mporecopa. nak, Behnmna ocramumx mpodbieMa MOXKe ce J0 HEKOT' CTeIeHa,
napasiesiuzoBaru. 11ITo BuUIle mporEecopa ce KOPUCTU — JO HEKe IPAHUIE —
ajiropuram ce Op2Kke u3BpiiaBa. BaxHO je npoydaBaTu OrpaHuyeba MapaeTHIX
aJIrOpPUTaMa, W OUTH y CTalhy OKAPAKTEPUCATH MpOodJIeMe 3a KOje TOCTOje BPJIO
Op3a mapaJjenHa pemiema. IlomTo je 6poj mporecopa OrpaHUYEH, WCTO TAKO
je BaxkHO sa ce mporecopu eduracuo kopucre. Crenehin Baxkan eremenar je
KOMyHHuKaruja n3mehy mporecopa. Yecto je Buie Bpemena morpebHO 1a IBa
[pOIECOpa pa3MeHe MOJATKe, HEro Jia Ce U3BPIIE jeJJHOCTABHE Olepaluje ca
nmomarnuma. [open Tora, Tpajame pa3Mene moJaTaka MOYXKe 4 3aBUCH O yIa/beHOCTH”
JBa mporiecopa y padynapy. [Ipema ToMe, BazKHO je MUHNIMA3NPATH KOMYHUKAITH]Y
v opranu3oBaru je Ha ebukacuau Haunn. Crenehe BaXKHO MATAE je CHHXPOHU3AIH]A,
KOja je BeJMKH MPoOJeM KOJ, MapaeTHUX aJropuTaMa Kajl ce M3BPINaBajy Ha
HE3aBHCHUM MAIIIHHAMA, IIOBE3AHNM HEKOM MPEXKOM 3a KOMYHHKAIHjy. TakBu
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AJITOPUTMH Ce OOMYIHO 30By JUCTPUOYUpaHU ajiropuTMu. Ibux osrie mehemo
pa3Marparu; orpaHnIuhemMo ce Ha MOJeJie Ca IMOTILYHOM CAHXPOHHU3AIMjOM.

Hexu momesnn mapasieTHOT 3pavyHABAKkA CAIPIKE OTPAHUYEIHE /13, CBY TTPOIECOPH
¥ jeIHOM KOpaKy U3BPIIABAjY jeJHy UCTY UHCTPYKIHU]y (HA €BEHTYATHO PA3IUIUTHM
nozanuma). IlapajieslHu padyyHapu ca OBaKBUM Orpanudermem 3o0By ce SIMD
(ckpahenuna oz Single-Instruction Multiple-Data) pauynapu. Ilapasennu pauynapu
KO/l KOjUX CBAKHU IIPOIECOD MO2KE /13 M3BPINABA PA3JIMYUTU IMPOrPAM 30BY Ce
MIMD (ckpaheruna ox Multiple-Instruction Multiple-Data) pauywapu. Yxomauko
ce He HAIJIACH JpyTadnje, MPeTIoCTaBsbha, Ce Ja Cy padyHapw O KOjuMa je ped
MIMD pauynapu.

10.2 Mogenu napanenHor n3pavyHaBatba

JleTaspan mpersien MoIesa IapaleHuX padyHapa 3aXTeBao Ol BHIIE IIPOCTOPA.
Cunomenyhemo caMO OCHOBHE MOJEJe, Ca HALJIACKOM Ha OHE KOju Ce KOPUCTe
Yy OBOM IIOIJIABJbY. ¥ OBOM OE/bKY H3JI02KMNEeMO HEKa OIIITA Pa3MaTpama U
nedbuHUMje KOju ce omHoce Ha MHOre moaesne. Caku on ciaemehnx omesbaxa
TIOKPWBA je/IaH OJT TUTIOBA MOJIENA, CA/IPKU HErOB JIETAJbHUjU OMUC U MTPUMEDPE
aJropuTaMa.

Bpewme uzspinasata anropurma oznadasahemo ca T'(n, p), re je n Besuduna
yJsa3a, a p 6poj upouecopa. OuHoc

S(p) =T(n,1)/T(n,p)

30Be ce yOp3ame ajropurma. llapajensu anropuram je HajedUKACHUjU KaJ
je S(p) = p, Tj. Kaa asropuram JOCTHXKE CABPIIEHO yOp3ame. 3a BPEIHOCT
T'(n, 1) Tpeba yzeru Hajbosu 103HATH CEKBEHIMjaIHH ajaropuraM. Baxkua mepa
ucKopuNeHOCTH [IPOIECoPa je e(PUKACHOCT 11apPAJIEHOI AJIIOPUTMA, KOja Ce
neduHUIIIE T3PA3OM

Sp) _ T(n,1)

E(n,p) = —— = ——=.
p  pT(n,p)

EdukacuocT je omHOC BpeMeHa u3BpliiaBarba Ha, jeJIHOM Ipolecopy (Ka u3BpIiaBa
CEKBEHIMjaJIHU AJrOPUTaM) U YKYNHO2 6peMena U3BPLIABaba Ha P IPOLECOPa
(YKylHO BpeMe je CTBapHO LPOTEKJIO BpPeMe IIOMHOXKEHO GpojeM mpouecopa).
EdukacHocT ykasyje Ha yIeo MpoIeCOPCKOT BpeMeHa, Koje ce e(heKTUBHO KOPUCTH
Y OJJHOCY Ha CeKBeHIMjaHu agropuraMm. Ako je F(n,p) = 1, oHJa je KOIMYNHA
padyHama 00aB/bEHOT HA, CBHUM IPOIECOPUMA y TOKY M3BPIIABAMKA AJITOPUTMA,
jelHaKa KOIMYWHY PAadyHAra KOjy 3aXTEBA CEKBEHIIMjaJIHU aJIrOpUTaM. Y TOM
CJIyd4ajy MOCTUTHYTO j€ ONTHMAJIHO UCKOopuiiheme npomnecopa. [loctuzame onrumastme
e(pUKACHOCTH je PEeTKO, jep ce y MapaIeTHUM AJTOPUTMUAMA MOPAjy H3BPIIATH
HEKAa JOMYHCKA N3PAIyHABAKA, KOja HUCY TIOTPEOHA KO/, CEKBEHITH]ATHOT aJITOPUTMA.
Jeman o OCHOBHUX IMJHEBA j€ MAKCUMU3UPAHEe e(UKACHOCTH.

IIpu KoHCTPYKIMjH MapaJjeHor aJrOpuTMa MOTIO Ou ce (PUKCHPATH P, ¥
CKJIa/1y ca 6pojeM mpoIecopa Ha PACIIOIAramy, U MOKYIIATH C& MUHUMUA3UPAHEM
T(n,p). Anu Hepgocrarak OBAKBOI' LPUCTYLA je y TOME LITO OM OH MOrao Ja
3aXTeBa HOBW AJITOPUTAM, KaJ IO Ce€ MPOMEHU OpOj MpoIecopa. 3romHuje Ou
OMJI0 KOHCTPYHCATHU AJITOPUTAM KOjU PAIn 3a IITO je Moryhe Bullle pa3imanTux
BpenurocTu p. Pazmorpuhemo caa kako TpanchOpMUCATH aJrOpUTaM KOjU PaIn
3a HEKY BPEIHOCT p, y aJIrOpUTaM 3a Mamy BPEIHOCT p, 6€3 3HAYAjHE TPOMEHE
edukacHocru. Y omirem ciaydajy, ajaropuram ca T'(n, p) = X moxe ce rpancdopmucaru
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y asropuram ca T'(n,p/k) ~ kX, 3a npousBosbny koucraury k > 1. Ipyrum
pednMa, MOKe ce KOPUCTUTH 33 (DAKTOD k Marmbe [IPOIEecopa, duje je Bpeme pajia
oHIa ayxke 3a (aktop k. MomudukoBaHu aaropuraM MOXKE € KOHCTPYHUCATH
3aMEHOM CBaKOI KOpaka MOJA3HOI aJropuTMa ca k Kopaka, y KojuMa jemaH
POIIECOp emyaupa (IapajiesiHO) U3BPINABAILE jEJHOI KOpaka Ha k MPOIEcopa.
OBaj mpunnun HUje yBek npuMmensbus. Ha npumep, morylie je 1a p Huje Je/bUBO
ca k, uiu ja ajnropuraM 3aBUCU O HAYMHA [I0BE3UBaba 1polecopa (o yemy he
OMTH PEYN y OJIEJbKY , MW 714 TOHOITIEIHEe OJIYKe O TOMe Koje TPOoIecope
eMy/IMpaTHh 3aXTEBa, TaKODe yTpOIIaK HEKOr Bpemena. Mmak, oBaj mpuHIwII,
TAaKO3BAHU MPUHIIUII MMUTHPAaKha apaJjejin3Ma, BpJIo je ONIITH U KOPUCTAH.
Omn mokazyje J1a ce MOXkKe cMambuTH 6POj IpoIecopa, He Membajyhu 6uTHO epuKkacHOCT.
Ako nonasuu ajropuram (KOju je KOHCTPYUCAH 33 BEJIMKE P) MMa BEJIUKO yOp3atbe,
OH/Ia, Ce€ MOTI'Yy JIOOMTH AJITOPUTMHU KOjU HMOCTHUKY IPUOJIHKHO HCTO yOp3ame 3a,
61110 KOjy Mamy BpegaHocT p. [Ipema Tome, Tpeba KOHCTPYHWCATH AJITOPUTAM Ca,
mTo 60/PUM yOP3armeM 3a MAKCHMAJIHA OPO]j TMPOIECOpa, IPHU YeMy e(DUKACHOCT
Tpeba ma Oyme mobpa (rj. Guncka jeauHuim). 3aThM, aKO je Ha PacloJaramy
Mamu OpOj mporecopa, u Jajbe ce MOXKe Kopuctutu uctu anropuram. C apyre
cTpaHe, MapaJjeHu aJrOPUTMH €& MaJIOM e(UKACHOIINY Cy KOPUCHU CAMO aKO
je Ha pacrojiaramy Benmku 6poj mporecopa. IIpermocraBumo, Ha mpuMep, Ia
nmamo anroputam ca T'(n,1) = n u T(n,n) = logyn, OMHOCHO ca yOp3ameMm
S(n) = n/logyn u edbukacuonthy F(n) = 1/log, n. IlpernocraBumMo 1a HaM je
Ha pacmnosiaramy p = 256 mpomecopa u 1a je n = 1024. Bpeme u3BpinaBama
napastesinor asropurma je 1(1024,256) = 4log, 1024 = 40 (y3 uperunocrasky
na je moryhe mvurupame napanemmsma 6uhe T'(n,p) = (nlogyn)/p), mTo je
yop3ame 3a ¢GakTop OKO 25 y 0AHOCY Ha cekBeHnujaauu ajropuram. C apyre
cTpane, 3a p = 16 Bpeme m3Bpmasama je 640, mro maje HEIOBOLHO yOp3ame
(mame o 2 ca 16 mporecopa).

Mogenn mapaselHOr u3padyHaBama Pa3aukyjy ce MehycoOHO yriaBHOM
10 HAYMHY KOMYyHHKAIUje U CHHXPOHHU3aluje npouecopa. Pazmarpahemo camo
MOJIeJIe KOjU TIOAPA3yMeBajy TOTIYHY CUHXPOHU3AINW]Y W PA3IUIUTE HAYWHE
moBe3uBara. Moenn ca 3ajeITHIYKOM MEMOPUJOM MPETTIOCTABIBAjY Ja TOCTOjU
3ajeITHIIKA MEMOPHja Ca PABHOMEDHHUM IPUCTYIOM, TAKO Ja CBAKHU IIPOIECODP
MOZKe JIa TIPUCTYIH CBAKO] TPOMEHIBUBO] 3a je TuHIIHO Bpeme. OBa MPeTnocTaBKa
O BPEMEHy MPHUCTYIIa HE3ABUCHOM OJ OpOja MPOIEecopa U BeJMYHHE MEMOPH]e
Huje Harr peasHa, auu je 100pa anpokcumMariuja. Momemnu ca 3aje JHIIKOM MeMOPHjOM
pa3NuWKyjy ce 1Mo HaYWHy Ha KOju 00paljyjy KOHMIIWKTE MpUIMKOM MPUCTYIIA
memopuju. Ilojerune anrepraruse pasmorpuhemo y oxesmky [10-3}

Bajenauuka MeMOpHja je OOMYHO HAjjeTHOCTABHUJU HAYUH 34 MOJEJUDAHE
KOMYHHUKAIFje, ajli HAYUH KOjU je HajTexke XapABepCcKu peasn3oBaru. JIpyru
MOZIeJIM IIPETIOCTABIbAjy Ja Cy Ipouecopu MehycoOHO 1oBe3aHu LOCPEICTBOM
mpexxke. Mpexa pagyHapa ce MOXKe MpPeJICTABUTH rpadom, mpu 4eMy IBOPOBU
0/IroBapajy MpoIecopuMa, a JBa UBOpa Cy IOBe3aHa ako n3Mehy oxrosapajyhnx
mporecopa MocToju JAupekTHa Be3a. CBaku mpornecop OOMYHO MMa JIOKAJHY
MeMOpHjy, KOjoj MOxKe 1a mpucryna 6p3o. Komynukarmja ce ocTBapyje mopykama,
KOje MOpajy Ja mpoly Bullle JTUPEKTHUX Be3a Ja Ou J0IIe 10 OApe/MInTa.
IIpema Tome, Op3WHa KOMYHHKAIIAje 3aBUCH Ol pAcTOjamba u3Mehy mporecopa
Koju paszmermsyjy mopyke. Hekonnko pazmmuntnx rpadosa je aHaJIu3upaHo y
YJIO3U CKeJieTa Mpexke padyHapa. Buire nonynapaux KoHduUrypamnnja HaBeeHO
je y onessky [10.4)

Cuteiehin mogiest Koju hemo pa3MOTPUTH je MOIeSl CUCTOJIMYKOT pavyHarba.
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Cucronmuaka apxurekrypa mnojacehia nHa nokperny Tpaky y dabpuru. [Homanu
ce kpeliy Kpo3 mporecope paBHOMEPHO, M TOM IPUJIUKOM C€ HAJl lbUMA U3BOJIE
jelHoCTaBHE omeparyje. YMeCTO [a MPUCTYNAjy 3ajeJHUYK0] (MU JIOKATHO])
MEMOPHjH, TpoIecopu 100ujajy yaa3He MOJATKe O/ CBOjUX cyceaa, obpaljyjy ux,
n npociehyjy name. Heku cuctonmyuku ajropuTMu HABEJIEHH Cy Y OJeJbKY @

KoJ10 je ocHOBHE TeopHjcKn MOE, KOju hie butn KopuirheH camo 3a moTpede
wirycrpanuje. Koo je ycmepenu anukandku rpad, y KOMe 9YBOPOBU OITOBAPAjy
jeTHOCTaBHUM OllepaliijaMa, a TpaHe oKa3yjy KpeTame onepanata. Ha mpumep,
Bynoso ko510 je oHO y KOMe Cy yJIa3HHU CTeleHW YBOPOBA HAjBUIIE 71BA, a CBe
onepaije cy Bysose onepaiuje (qucjyHKimja, KOHjJyHKIMja WM HEralmja).
ITocebHo cy uznBojeHu yna3uu (ca yla3HUM CTEINEHOM HyJIa) U U3JIa3HU YBOPOBU
(ca uznasnum creunenom nysa). JybGuna Kosa je AyKuHa HAjJLyXKer 1LyTa O
HEKOT YJIa3HOT JI0 HEKOT M3JIa3HOT ¥Bopa. /lybnHa onrosapa BpeMeHy N3BPIaBaiba
TapaJiesiHOT AJrOPUTMA.

10.3 Anroputmu 3a pauyHape ca 3ajegHNYKOM MEMOPUjomM

Paaynap ca 3ajeJHIIKOM MEMOPH]OM CACTOJU Ce O] BUIIIE IIPOIlecopa 1 3aje JHUUKe
MeMopuje. Y 0BOM 0Jie/bKy OaBuhieMo ce caMO TOTIYHO CHHXPOHU30BAHUM
asropurMuma. IIpernocraBibaMo ja ce u3padyHaBarbe CACTOJU OJl KOpaka. Y
CBAKOM KODaKy CBaKM TPOIECOP HM3BPINABA HEKY OTEpAaNnjy HaJ MOJAINMa
KOjUMa pAacCHojiaXke, UYNTa M3 3ajeTHUYKE MEMODHje WIN MUIle y 3ajeJHUIKY
memopujy (y Opakcu CBaKU IIPOIECOP MOXKE Ja UMa ¥ JIOKAJIHY MEMODPH]Y).
Mogenu ca 3ajeJHIIYKOM MEMOPHjOM PA3IUKY]jy Ce M0 ToMe Kako obpahyjy me-
mopujcke konduukre. Monen EREW (Exclusive-Read Exclusive—Write) ne
JIO3BO/bABA JIa JIBA TPOIECOpPA MCTOBPEMEHO TPUCTYTA]y WCTO] MEMOPH)jCKOj
gokanuju. Mogen CREW (Concurent-Read Exclusive-Write) nossosbasa ga
BUITIE TPOIECOPA WCTOBPEMEHO UHUTAjy Ca MCTE€ MEMOPHUjCKe JIOKAIlhje, aju He
JIO3BOJBABA JIA JIBA MIPOIECOPA KCTOBPEMEHO MHUIITy Ha UCTy Jokanujy. Ha kpajy,
mozen (Concurent—Read Concurent—Write) ne namelie HukakBa orpanudersa Ha
TPUCTYT MPOIECOPa MEMOPH]H.

Mogmenu EREW u CREW cy mobpo medwunucanu, aju Huje jacHO INTA
j€ pe3yaTaT MCTOBPEMEHOT MUCAA OJ CTPAaHe JBa MPOIECcopa Ha jeJIHY HUCTY
MEMOpPHjCKY JoKamnujy. ma Buiie HaunHa 3a 00pajly UCTOBPEMEHUX MUCAA.
Hajcinabuju CRCW mogen, jeaunu koju fie Ouru oBie pasmarpaH, J03BO/baBa
Jla, BHIIE MTPOIECOPA MCTOBPEMEHO TIHIIY HA MCTY JIOKAIHjy CAMO aKO 3aIUCYjy
HCTY BPETHOCT. AKO /IBa MPOIIECOPa MOKYITIAjy /1 YUY HCTOBPEMEHO PA3INInTe
BPEHOCTH HA UCTY JIOKAIIU]Y, MPEKKUIA Ce Ca M3BPIIaBameM ajiropurMa. ako
je To moxkza Heouekusano, suzehemo y onemky [10.3.2] 1a je oBakas Mozen BpJo
mohan. /Ipyra moryhHOCT je mpeTmocTaBuUTH Ja Cy IIPOIECOPH HYMEPHCAHH,
¥ JIa, aKO BUIIE TIPOIECOPAa TIOKYITAjy MCTOBPEMEHU YMUC HA WUCTY JIOKAIIH]Y,
peanm3yje ce ymuc mporecopa ca Hajpehimm pemgaum 6pojem.

10.3.1 TMapanenHo cabupatse

3anouumeMo ca jeJHOCTABHIM TPUMEPOM MAPAJIETHOT AJITOPUTMA 34 PEIaBarhe
mpobeMa, KOju je Ha MPBU MOIJIE CYIITHHCKH CEKBEHITHjaTaH.

IIpobiaem. Nzpauynaru cymy apa n-OurHa OmHapHA OpOja.
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Obuuan CeKBEHIHjATHE aJITOPUTAM Hajipe cabupa JBa OuTa HajMarbe TeXKWHE,
a OHJA y CBAKOM KOpPaKy cabmpa 1o [Ba OmTa, W 30HPYy EBEHTYAJHO J07aje
mpeHoc ca Huke no3unyje. Ha mpeu morsen vemoryhe je nmpeasumern ucxomn, i-
TOT' KOPaKa, CBe JIOK ce He cabepy ¢— 1 OnTa HajMame TeXKWUHe, jep MPEHOC MOXKe,
a He Mopa Ja moctoju. Mnak, moryhe je KOHCTpyHCATH TApaJIeTHI AJITOPUTAM.

Kopuctumo waaykiujy mo n. I[Ipenas ca n — 1 Ha n He Moxke ma Oyme of
BEJIMKE KOPUCTH, jep BOIM UTEPATUBHOM CEKBeHInjaaHoM ajaropurmy. [Ipucryn
3aCHOBAH HA pa3Jjaramy YecTo Jaje mo0pe pe3yarare KO MapajeHuX aJropuTama,
ma ¥ y OBOM CJIyd4ajy, jep MOXKe Jja Pelu CBe Marbe TOTIPOoOJeMe TapasiesHo.
[IpermocraBuMo Jia cMO MOJEIUIM NPOOJeM Ha JBa MOTHPOOIEMA BeJInYnHe
n/2, rj. Ha cabuparbe JIeBUX U JeCHUX cabupaka o 110 1/2 6ura (360r jeJHOCTABHOCTH
upernocraBbaMo Ja je n cremen apojke). Cyme asa napa 6pojeBa mory ce
u3pavyHaTu napajgenano. Mnmak, jom yBek ocraje mpobiem mpenoca. Ako cyma
JleJIOBa Marhe TeyKMHe MMa IPEHOC, MOpa Ce MPOMEHUTH cyma jeioBa Behe
TEXKIHE.

IIpobem permaBa 3amarkame 13 MOCTOje€ CaMO JBe MOTYNHOCTH — IMIPEHOC
OCTOjU WK He. 3axBajbyjyhu ToMe, MOXKe ce nojauamu uHoyKmueHae Tunomesa,
Tako fga o0yxBaru 0ba ciaydaja. Mogudukosanu mpobsem ryiacu: nponahn cymy
aBa Opoja, ca um 6e3 mpeHoca Ha HajHUXKY MO3uUIHjy. IIpermocraBuMo 13 cMO
pemmn Moan(pUKOBAHY ITPOOJIEM 33 002 Tapa cabupaka, U TaKO JOOUIN IeTHPH
6poja N, Np, V u Vp, Koju mpesncraspajy CymMy HIKer mnapa 6e3 mpeHoca,
HCTY CyMy Ca MPEHOCOM, u oAroBapajyhe cyme 3a Buinu map OpojeBa, pejoMm.
3a cBaKy OJ TUX CyMa TaKohe 3HAMO I3, JTH je TTPU FeHOM M3PATyHABAY JOIIIO
210 ipeHoca. Ykynuy cymy S (6e3 npenoca na Hajauxku 6ut) unne N ca V uam
Vp, 3aBucHO ox Tora ga ju je cyma N mpow3Besa MpeHOC. YKymHa cyma Sp
ca mpeHocoMm maobuja ce HA MCTH HAYIWH, camo ce N 3amemyje ca Np. IIpemoc
yKymnHe cyme je npenoc Vp.

[IpoGsem Benm<nHe n CBOAM ce Ha PeIaBare /IBa MOTIPOobIeMa BelndnHe
1/2 1 Ha 3BPIIABa-e KOHCTAHTHOT Opoja Kopaka 3a 00jenmhaBambe IBa Pe3yITara.
ITomro ce 06a moTpobIeMa MOTY PENIuTH NapaJIeTHO — MPETIOCTABKA je J1a
MPOIECOPU MOTY Ja MPUCTYIE PA3JIAYUTAM OHUTOBMMA HE3aBUCHO — J00uja
ce nudepennna jeauauuna T'(n,n) = T(n/2,n/2) + O(1), uuje je peuiere
T(n,n) = O(logn). llopen rora, nomrTo cy ABa moTnpodaemMa MOTIYHO HE3aBUCHA,
0Baj ajmropuram rnoapasymena camo monen EREW. Osaj anropuram uuje HajoomN
3a mapaJiesHO cabupame ajiu je j100ap MpuMep jeTHOCTABHE MapaJie/n3alin]je
aaropurMa. Kaj 3a Heku mpobieM mocTamHe jJaCHO [a e MOXKe e(PUKACHO PEITuTH
napaJiesiHo, Peliehe ce MOXKe Jajbe T0O0bIIABATH.

10.3.2 AnroputmMu 3a Hanaxxewe MakKCMMyMa

IIpo6aem. Ilponahm majsehm ox n paznuauTux OpojeBa, 3amaTUX y HU3Y Y
3ajeHUYKO] MEMOPU]HU.

OBaj mpobsiem peruliemMo 3a, 1Ba pa3InIUTa MOIEA Ca 3aje JHHIIKOM MEMOPHUjOM,
EREW u CRCW. Anropurmu 3a 06a MOJeJia KOPUCTE TEXHUKE KOje Ce KOPUCTE
NP PeIIaBamby MHOTHX IPYTHUX MPobJeMa.
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Mogen EREW

JlupeKkTH CeKBEHIMjaJHU AJrOPUTAM 33 HAJIAXKEHE MAKCHUMyMa 3aXT€Ba N —
1 ymopehuBame. Ynopehuparme ce Moxke CXBATHTH Kao TAPTHja KOjy WUTIpajy
aBa 6poja, y kojoj nmobehyje Behu. Ilpobiem Hamaxkema MakCUMyMa je Taza
€KBHBAJIEHTAH OPraHM30Balby TYPHHpPA, Y KOMe je MOOeJHUK HajBehm Opoj y
nesiom ckymy. Edukacan madumn ga ce TypHMpP OpraHu3yje HapajesHo je 1a
ce uckopucru crabsno. Urpauu ce pesie y napose 3a npBo Koo (Lpu demy
€BEHTYAJIHO jeJlaH UTPad HE YUYECTBYje, aKO je yKymaH Opoj urpada Hemapam),
mOOETHUITN Ce TIOHOBO JeJie ¥ MmapoBe, U Tako gajke mo dunama. bpoj koma je
[log, n]. Typuup ce Moxke TpaHCHOPMUCATH Y NAPAJIETHU aJFOPUTAM TAKO IITO
Ce CBAKO] MapPTHUju JI0JeJu IIporecop (IPoecop urpa yJory cCyadje y napruju).
MebhyTum, Tpeba onde3bequTH 1a CBaKM IPOIECOp 3HA OpojeBe — TaKMHIape.
To ce moxke nmocruhy KonupameM MoOeTHUKA Y TapTHju Ha HO3UIHjy ca Behum
WHIEKCOM O/ TIO3UITMja IBa yuecHNKa mapruje. [Ipenn3nnje, ako mapTujy urpajy
x; W xj, j > i, oHOa ce Behm oxm OpojeBa x;, r; Kommpa Ha HO3UIHjy j. ¥
npBoM Kosty npouecop P; ynopebyje zg;—1 ca xo; (1 < i < n/2), u 3amemyje
ux ako je morpebmo, Tako na Ha Behy mosunujy ome Behu 6poj. Y mpyrom
kousty upouecop P; ynopebyje z4;—0 ca x4 (1 < i < n/4), u rako gamwe. Ako
je ma mpumep n = 2F, omma y nocaemmem, k-tom xomy, P ymopebyje /2
ca r,, u eBeHTyanaHO ux 3amemyje. Hajsehn Opoj mamasuhe ce ma mosurumju
n. Ilomro cBakm OpOj y jeJHOM TPEHYTKY ydeCcTBYje caMO y jeJIHOj HMapTHjH,
nososba je mogesr EREW. Bpeme usBpiaBama 0BOr jeITHOCTABHOT AJITOPUTMA,
je ounrsenno O(log n). Iokymahemo cana ga cmamwumo 6poj KopuinheHux Ipouecopa.

Anropuram Koju cMo yNpaBo pasMOTPHIIH 3aXTeBa [n/2| mporecopa, a 6poj
kopaka je T(n,|n/2]) = [logyn]. Iomro je 3a CeKBEHIMjATHN AIrOpUTAM
T(n,1) = n — 1, epuracHocT OBOI HapaJieJHOr ajropurma je F(n,n/2) ~
2/log, n. Ako HaM je MOHAKO Ha pacnoJsiaramwy |n/2| nponecopa (Ha npumep,
aKO je ajropuraM 3a HaJIaXKemhe MAKCUMyMa €0 JAPYror ajropurMma, KOMe je
HEOTXOHO TOJIMKO TIPOIIECOPa), OHJIA jé 0Baj ATOPUTAM jeTHOCTABAH U e(DUKACAH.
MebyTuwm, y3 Mmasn Harmop Mozke ce Johu 10 aIropuTMa ca BpeMEHOM N3BPIIaBamba
O(logn) u edukacuomhy O(1).

Ykynan 6poj ynopehuBarma moTpebHUX 3a 0Baj ajaropuram je n— 1, ucTu Kao
¥ 33 CeKBeHIIMjasHu ajaropuraM. Pa3sior mase epuKacHOCTHU JI€2KH Y TOME IIITO
ce BehmHa Tporiecopa He KOPUCTH y KACHWjUM KoanMa. EUKAcCHOCT ce MowxKe
O0OJBITIATH CMahIBAILEM OPOja TTPOIecopa U yPaBHOTEXKABAIHEM IUXOBOT onTepeherha
Ha cyienehu nauun. [IpernocraBuMo 1a KOpUCTUMO caMo Oko n/log, n pouecopa.
Vna3z ce moxe nogesnuru y n/log, n rpyna (ca npubaukuo log, n esemenara y
CBAKOj I'PYLM) U 3aTUM CBAKOj IPYIU JOJEJUTH 110 jeJaH IPouecop. ¥ HpPBOj
da3u cBaKH POIECOp MPOHATA3H MAKCUMYM y CBOjO] IPyIIX KOPUCTENN CEKBEHIIH]ATHI
aJTOpUTaM, KOjU Ce CacToju O OKO log, n Kopaka. Ilocie Tora ocraje ma ce
OZIpe/i MaKCUMYyM OTIPUIINKE 1 /10gy 1 MaKCHMyMa, IIPU YeMy CaJi HMa JOBOJHHO
MPOIECOPA A CE€ MCKOPUCTHU TYPHUPCKHY ajaropuram. Bpeme u3BpiinaBama TypPHUPA
je T(n,[n/logan]) ~ 2log,n. Oxroeapajyha ebuxacuocr je E(n) ~ 1/2.
ITokymahemo cama na ¢popmanusdyjemo oBy miejy, koja omoryhyje ymremay Ha
Opojy Tporecopa.

3a anropuTaM KaXkeMo Ja je CTAaTUYKM aKO Ce YHAIPe/I 3Ha IPUIPYKUBAbEe
nporecopa onepanujama. lakie, yHanpe/ 3HaMO 33 CBaAKH KOPAK ¢ aJIrOPUTMa
7 3a CBaKW Tporiecop P; omeparujy n aprymenTe Koje P; KOPHCTH y KOPaKy 4.
Asropuram 3a HaJIAXKEHE MAKCHMYMA, je IPUMeEp CTATHIKOr aJilTOPUTMA, jep ce
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YHAIIpeJl 3Hajy WHJIEKCU YYECHUKA Y CBAKO] HMAPTHjHU.

Jlema 10.1 (Bpenrosa sema). Ako nocroju craruuku EREW anropuram ca
T(n,p) = O(t(n)), rakas na je ykynad 6poj kopaka (Ha CBUM [POLECOPUMA)
s(n), onga mocroju crarnukn EREW anropuram ca T'(n, s(n)/t(n)) = O(t(n)).

ITpumernmo 113 aKko je s(n) jeqHako CeKBEHINjAITHO] CI0KEHOCTH aJITOPUTMA,
oHza MoamdukoBanu ajroputaM nma eduracaocr O(1).

JHoxas. Heka je T(n,p) < t(n) 3a cBe 10BOJLHO BEJIMKE N, U HEKA je a; YKYIIAH
Opoj Kopaka Koje M3BPIIaBajy CBH IIPOIECOPHU y -TOM KOPAKY aJrOPUTMA, | =
1,2,...,t(n). Tana je 22(2"1) a; = s(n). Axo je a; < s(n)/t(n), onga mMa
JIOBOJLHO TIPOIECOPA 38 MApaJIeIHO U3BPIIABABE KOpakKa 4. Y IPOTUBHOM Ce
KOpak i 3amenbyje ca [a;/(s(n)/t(n))] kopaka y kojuma pacnosoxusux s(n)/t(n)
IIPOIECopa eMyIupajy KOpake, KOjé y OPUTHHATHOM aJrOPUTMY U3BPIIABA P
uporecopa (kopucreliu IPUHIUII UMUTHPAA Hapajeu3Ma). YKynad 6poj kKopaka
je cana

t(n)

i=1 i=1

ITpema ToMe, BpeMe u3BpIiaBamba MoanbUKOBAHOT aaropuTma je Takohe O(t(n)).

OBo TBpheme mosHaro je kao Bpenrosa sema. BpenToBa jema nokasyje
Ja je mom onpeheHmM mpeTrmocTaBKamMa epUKACHOCT MapajiesiHor aJropuTMa
onpehena omHocoM yKymHOr 6poja onepanuja (onepainuja Koje u3BpIiaBajy CBU
[IPOIIECOPH) U BPEMEHA M3BPIIABAbA CEKBEHIUJATHOI AJITOPUTMA.

Orpanwndeme fa aaropuram Oyae CTaTUYKH je moTpedHO, jep ce MOpa 3HATH
KOje mporecope Tpeba emynuparu. BpeHToBa JemMa je TavHa U 33 aJIroOpUTMe
KOjU HUCY CTATHIKH, TIOJT YCIOBOM Ja Ce eMYJIAIHja MOKe JTako u3Bectu. IIpunvep
rJe ce OBa JieMa He MOzke npumeHuTH je ciaenehu. IlpermocraBumo ja mMamMo
n mporecopa u n ejaeMmenara. Ilocie mpBor Kopaka HEKH MPONECOPH OAJIYIYjy
(Ha ocHOBY pe3ysiTaTa IPBOI KOPaKa) J1a IpecTany ca pajoM. cro ce memasa u
apyrom, rpehem kopaky, uta. OBaj aaropuram je CIMYaH TYPHUPCKOM AJTOPUTMY,
M3y3€B IIITO Ce y OBOM CJIy4ajy He 3Ha KOjH IPOIECOPU OJyCTajy O Jaber pajia.
AKoO TOKyIIAMO J1a €eMyJIMPAMO [IPEOCTAJIE IIPOIECOPE HOCe HA MPUMED IIPBOT
KOpaKa, MOTPeOHO je Ja 3HAMO KOju Cy joiur akTuBHU. /la OM ce TO yCTaHOBUIIO,
MOTPEOHO je W3BPIIATH HEKA W3PAUYHABAMbA.

Moagen CRCW

Hawmelie ce yrucak ma mapaiensn ajaropuraM He MOKe 1a Hahe MakcmMmyMm 3a
Mame o1 logyn Kopaka, ako ce Kopucre camo yuopehusama. Mehyrum, 10
nuje tauno. Cuenelin anropuram ca Bpemenom usspuasawa O(1) uiycrpyje
MoryhHOCTH mcTOBpemMeHux ymuca. Iloapa3ymeBa ce BapujaHTa, MCTOBPEMEHUX
yIHCa, y KOjOj /IBa WJIM BHIIE MPOIECOPA MOTY /13 MHIY WCTOBPEMEHO Ha UCTY
JIOKAITUjy CaMO aKO 3aMUCyjy UCTHU MOAATAK. 300T je JHOCTABHOCTH MIPETIOCTaBrieMO
4 Cy CBU €JIEMEHTH DPa3IuIUTH.

Kopuctu ce n(n — 1)/2 mpouecopa, Tako ma ce mpomecop Pj; momesmyje
napy esemenara {z;,x;}. Ilopex rora, cBaKOM ejeMeHTy ; LIPHAPYXKYje ce
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3ajenHuyka (Je/beHa) MPOMEHIbUBA V;, Ca 1ovdeTHOM BpexHoifly 1. Y mpsom
KOpaKy CBaKu Iporecop ynopebhyje coja asa enementa u 3anucyje 0 y npOMEHbUBY
TpUAPYKeHy mameM emremenTy. [lomTo je camo jeman enemenar Behu of cBUX
OCTaJIMX, CaMoO jeJHa OJ] MPOMEHJbUBHUX v; 3aJpxKaBa BpemHocT 1. Y apyrom
KOpAaKYy MPOIIECOPY MPUIPY XKEHU TIOOEIHUKY MOTY /14 yCTAHOBE A je OH MOOeTHIK

u Ja objaBe Ty YuibeHUIly (Ha IPUMED, yIIUCUBABEM HErOBOr HHIEKCA Y IIOCEOHY
3ajelHUYKY [IPOMEHIbUBY, pesyiarar). OBaj ajropuram 3axTeBa caMo JIBa KOPAKa,
He3aBUCHO o1 n. MehyTum, meroBa epukacHOCT je BPJIO Maja, jep OH 3aXTeBa
O(n?) mponecopa. OBo je Tako3BaHU 060KOPAUHU AAZOPUMAM.

EdukacHocT 1BOKOpATHOr aIrOPATMA MOZKE CE TIOOOJBIIATH KAO U AJITOPUTMA,
3a mozmen EREW. VYnaszum moganm mene ce y Maje Tpyre, TaKO JIa Ce CBAKO]
TPYNH MOKe JIOJIEINTH JIOBOJFHO TIPOIECOpa, /1a OU ce MAKCHMyM I'DYIe MOTao
onpenuTu nBOoKopadHUM ajroputmoM. Ca omajameMm OpoOja KaHIWIATA PACTE
OpOj PACIIOIOKUBUX MPOIECOPA TI0 KAHIUIATY, 114 ¢ MOXKe IoBeharn BeTndanHa,
rpyme. /IBokopaunu ajropuram omoryhyje ompehuBame MaKCHMyMa y TPYIIH
pesnmunae k ca k(k — 1)/2 nporecopa, 3a KOHCTaHTHO Bpeme. IIpermoctaBumMo
Ja UMaMO YKYITHO 7 TIPOIEeCcOpa M Ja je n CTeNeH JABOjKe. Y TPBOM IUKIYCY
BeIMYWHA CBaKe I'PYIE je 2 U MaKCHUMYM y CBAKOj TPYNH MOIKE C€ OAPETUTH y
jesHoM Kopaky. ¥ Apyru HUKJYC yJjasu ce ca n/2 ejemeHaTa, u 1 IPOLECOPa.
Axo dopmupamo rpyune on 1o 4 enemenra, umahemo n/8 rpyma, mrTo Ham
omoryhyje ga cBakoj rpyuu goxeaumo 8 mporecopa. OBo je 10BOJbHO, jep je
4-(4—-1)/2 =06.Y tpehn nukayc ynasu ce ca n/8 exemenara. ITokymajmo 1a
onpeanMo Hajeehy moryhy BesnmuuHy Tpyne Koja ce MOyKe OOpaJHuTH Ha OBaj
HauyuH. AKO je BesmuuHa rpymne g, oHja je 6poj rpyna n/8¢g, u 3a CBaKy rpyiLy
MMaMO Ha pacroJiaramy 8¢ Mporecopa. 3a MpUMEHY JBOKOPAYHOD AJTOPUTMA,
Ha rpyuy Besauuune g unorpebuo je g(g — 1)/2 upouecopa, ua mopa na Gyue
g(g — 1)/2 < 8¢, omHocHo g < 17; jenHocraBHMje je y3ern Bpeanoct g = 16.

1

; i—1_ .
YommTe, y i-TH THKIyC ce yrasu ca n/22 eleMeHaTa, KOju ce Jeje Ha

i i-1 .

n/2%~! rpyna no g = 22 enemenara, i > 1. 3a Hanaxkeme MaKCHMyMa
y TDPYTH JBOKOPATHNM aJrOpUTMOM A0BOBHO je g(g — 1)/2 < ¢g?/2 = 221
IIPOIECOPA, T4, j€ 3a HAJaXKeme MAKCAMyMa y CBUM TPYIaMa, JTOBOJHHO

mporiecopa. Y HapeIHW IUKIYC YJIA3M Ce Ca MO jeJHWM eJEeMEHTOM W3 CBaKe
rpyme, nakse ca n/2%2 ~! ejemenara, mITO HHIYKIHjOM IOKA3yje MCIPABHOCT
OBe KOHCTPyKIUje. YKyIaH 6poj IUKIyca 10 3aBPIIETKA aJIrOPUTMAa OrPAHAYIEH
je ycjioBoM j1a je 6poj ejleMeHara Ha HOYETKY ¢-TOI IIMKJIyCA MAabU O]l je/IaH:
71/22171_1 < 1, mmm i > logs(logyn + 1) + 1. Jakse 6poj mukiIyca, a Tume n
Opoj KOpaka IPUINKOM HU3BpIemna oBor anropurma je O(loglogn).

Nako je osaj anropuram sewro cuopuju ox asokopaudnor (O(loglogn) y
oxnocy Ha O(1)), meroea edukacHocT je MHOTO 6osba. Ona n3nocn O(1/ loglogn)
y oxsocy Ha O(1/n) xox nBokopadHor ajmropurMma. OnucaHa TEXHHKa MOXKE Ce
Has3BaTu nogesnu u cmpsu (eur. divide-and-crush), jep ce ymna3s jgenu y rpyue,
KOje Cy JTOBOJLHO MaJie J1a ce MOTY ~CMPBHTH MHOIITBOM mIporecopa. IIpumerna
oBe TexXHUKe Huje orpanumdena Ha mozes CRCW.
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10.3.3 MNapanenun npobnem npedcpukca

IMapanennu mpobiem mpedukca je BaXkaH jep Ce KOPUCTH KA0 OCHOBHU
eJIeMeHaT TP KOHCTPYKIWjU MHOTUX MapajeTHux ajaroputama. Heka je x mpon3BosbHa
acoyujamuena GuHapHa oneparuja (onepanuja Koja 3a/10B0JbaBa yCIOB T * (Y *

z) = (x *y) x z) 3a IPOU3BOJbHE X,y MU Z), KOjy lieMO O3HAYABATH UMEHOM
npouseod. Ha npumep, x MoxKe /12 03Ha9aBa CAOUPAHE, MHOXKEHE I MAKCUMYM
aBa Opoja.

IIpo6aem. ar je au3 6pojeBa 1, xs, ..., T,. A3padyHaTn IPOU3BOIE T1*To*
ek xp3ak=1,2,...,n.

Osnauumo ca PR(7, j) IPOU3BOL X;*Tit1%- - -* X ;. [I0TpeOHO je H3patyHaTn
PR(1,k) 3a k = 1,2,...,n. CexkBenuujaiana Bep3uja npobsema npedukca je
TpUBHjaIHA — MpedUKCH ce jeaHOCTABHO mM3padyHaBajy pemom. llapamemsn
mpobsem mpeduKca HEje TaKOo JTaKo permuTh. VIckopucTuheMo MeTo 1, pa3iarama.,
y3 yobudajeHy MpeTIOCTABKY /3 je N CTeIeH IBOjKE.

NuaykTuBHA Xunoresa. YMeMO Ja PelnMo napajiesnn npobiem mpedukca
3a n/2 eremeHara.

Cityuaj jempor enemenra je TpuBujasian. AJiropuraMm 3alOUuibe [MOIEI0M
yJia3a Ha JiBe TIOJIOBHWHE, KOje ce peraBajy nuaykiujom. Ha Taj Haunn mobujamo
spegaoct PR(1,k)u PR(n/2+1,n/2+k)3ak =1,2,...,n/2. IIpBa nonosuna
OBUX BPEIHOCTH Je0 je KOHadHOr pe3ynrara. Bpeguocru PR(1,m) 3a m =
n/2+1,n/2 4+ 2,...,n nobujajy ce uspauynasamem npoussona PR(1,n/2) x
PR(n/2+1,m). O6a oBa wiana no3nara cy no uaayknuju (Beh cy m3padyHnara;
IPUMETHMO JIa je WCKOpuinheHa acolMjaTUBHOCT oOmepaiuje *). Ajropuram
je mpukaszan ma commm [10.1] Yumenwmna na ce nposacim kpo3 do mersby
U3BPIIABAjy apajiesHO (MCTOBPEMEHO, HA PA3/IMIUTHM CKYIIOBUMA IPOLIECODA)
y KOy je HasHadeHa momaTkoMm “in parallel”.

Caootcenocm. Yias je IoJie/beH y ABa QUCjyHKTHA CKyTIa y CBAKOM PEKYP3UB-
HOM TI03UBY asiropurMa. O6a mormpobiaema ce MOry JakJje PEeIiuTy TapaIeTHO
y mogeny EREW. Ako umamo n nporecopa 3a npobsieM BEJTUYHHE N, OHJIA Ce
TOJIOBWHA FhUX MOYKE OJEJUTH CBAKOM TOTIpobaemy. KoMmOuHOBame perremna
noTHpodIeMa CACTOjU Ce O 1/2 MHOMKEhA, KOja Ce MOI'Yy U3BPIIUTH HapaJIeIHO,
aqu je norpeban mozgess CREW, jep ce y ceakom muoxkemy Kopucru PR(1,n/2),
onuocHo x[Srednji]. lako Builie npouecopa uCToBpeMeHo uuTajy z[Srednjil,
OHU Uiy HA pasjuuure Jokauuje, na moaes CRCW uuje Heonxonan (ako ce
aJropuTaM MPOMEHH TaKo Jia CBaKM TIPOIECOp WMa CBOjy Komwjy z[Srednji)).
Yrynan 6poj xkopaka je T'(n,n) = O(logn), ma je eburacHOCT ajropur™Ma
E(n,n) = O(1/logn) (Bpeme u3Bpinasama ceKBeHImjaHor aaropurma je O(n)).
Ha »xastocT, epuKacHOCT OBOT aJITOPUTMAa HE MOYKE e TTOD0JBITATH KOpuIhemem

BpenTose Jieme, jep je ykyman 6poj kopaka Ha cBuM mporecopuma O(nlogn).
IIpema Tome, ma 6u ce mobosbInana epuKACHOCT, MOPA Ce CMABUTHA YKYIIaH OpOj
KOpaka.

Mo6osbwatke epukacHocTU napanenHor npecukca

Nneja xoja omoryhyje eduracHuje perraBame OBOT MpoOIeMa je KOpHuiiheme
WCTEe WHIYKTUBHE XUIIOTE3€, aJli Y3 MOIEy yIa3a Ha Apyraduju Hadud. [IpernocraBumo
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Auropuram Paralelni Prefiks_1(z, n);
VYna3z: x (HU3 ca n eleMeHaTa).
{upermocraBspa ce Ja je n cremeH JBOjKe }
W3nas: ¢ (4uju i-TH eJeMeHaT CaApXKK i-TH IpeduKc).
begin
PP_1(1,n)
end
procedure PP _1(Levi, Desni);
begin
if Desni — Levi = 1 then
z[Desni] := z[Levi| * z[Desni] {x je aconujarupHa 6MHApHA OIepamyja}
else
Srednji := (Levi + Desni — 1) /2;
do in parallel
PP_1(Levi, Srednji); {nmomesseno nponecopuma ox 1 no n/2}
PP_1(Srednji + 1, Desni); {momemeno npouecopuma og n/2+ 1 no n}
for ¢ := Srednji + 1 to Desni do in parallel
z[i] := x[Srednji] * z[i]

end

Ciouka 10.1: Ausiropuram Paralelni_prefiks_1.

MIOHOBO JIa je M CTereH JABOjKe u Jia uMamMo n nporecopa. Heka F o3nadaBa ckym
CBUX I; C& TIAPHUM MHIEKCUMA 7. AKO m3padyHamo npeduKce CBUX eJIeMeHaTa
u3 E, onyia je uspadynasaibe ocraaux npedukca (OHUX ca HEMapHUM WHIEKCHMA)
Jako: ako je mosnaro PR(1,2i), ouga ce menapuu npedurc PR(1,2i + 1)
n06uja u3padyHaBameM camo joul jemHor npoussoga PR(1,2i) x xg11, 1 =
1,2,...,n/2 — 1, Ilpedukcu enemenara uz E mory ce oxpeautu y ase ¢ase.
Hajupe ce (uapasiesno) uspauyHaBajy LPOU3BOAM To;_1 * To;, KOJU CE 3aTUM
CMEINTajy ¥ L2, % = 1,2,...,n/2. JIpyruM peunMa, N3padyHaBajy ce pOu3BOIH
cBuX esleMenara u3 E ca cBojuM jieBuM cycenuma. 3aTuM ce peniasa, (MHIyKIEjoM )
npobsiem napaJiesnsor npedukca 3a n/2 enemenara u3z E. Pesyarar 3a cBako
To; je TauaH KOHAYHHU MIpeduKc, jep je CBAaKO To; Bell 3aMemeHO IPOM3BOIOM
ca xg;_1. lomro ce 3Hajy npeduKCcH 3a CBe €JeMEHTe Ca HapHUM MHJIEKCAMA,
mpeocTasn mpeduKCH ce MOTY MW3PAYyHATH y jeTHOM TIApajeHOM KOPaKy Ha
Beh comenyTu HauwH. JIako ce TpoBepaBa J1a ce 0Baj AJITOPUTAM MOYKE U3BPIITABATH
y Mozeay EREW. Anropuram je npukasan ma coanmu [10.2}

Caootcenocm. Obe neribe y anropurmy Paralelni_prefiks_2 mory ce u3Bpiutu
napaJiesiro 3a Bpeme O(1) ca n/2 nporecopa. PeKyp3nuBHM O3B NIPHMeERYje ce
Ha TIpobJieM IBOCTPYKO Maibe BEJIMYHHE, 1A je BpeMe M3BPIIABaba aJIrOPUTMA
O(logn). ¥Yxynaun 6poj kopaka s(n) 3agoBosbasa qudepeHiny jeagaaduny s(n) =
s(n/2) + n—1, s(2) = 1, uz gera caequ na je s(n) = O(n) (upeuusuuje,
s(2F) = 281 — | — 2). 36or Tora ce cama mo¥xe mckopucTHTH BperTopa ema
3a mobospIame ePUKACHOCTH: AJITOPUTAM Ce MOYKe MPOMEHHUTH TaKO /I CE 33
Bpeme O(logn) usepmasa ua camo O(n/logn) npouecopa, OZHOCHO aa My
edukacuocr 6yae O(1). Kibyuna uzeja nobosbinama je kopuriheme camo jeHor
PEeKyp3UBHOI 1103uBa, (YMECTO /1Ba), IPU YeMy Ce KOPaK 00je/uibaBamba U 1ajbe
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Aunropurtam Paralelni Prefiks_2(z, n);
Vanas: x (HU3 ca n eneMeHaTa).
{npermocrassba ce Ja je m CTeleH JBOJKE }

WN3uas: z (Yuju i-TH e1eMeHaT Caap:Ku i-TU npeduKc).

begin
PP2(1)
end
procedure PP_2(Korak);
begin
if Korak =n/2 then
z[n] := z[n/2] x z[n] {* je aconmjaTuBHa GUHAPHA OmIepalyja}
else
for i := 1 to n/(2- Korak) do in parallel
z[2-i- Korak] :==z[(2-i— 1) - Korak] xz[2 - i - Korak];
PP_2(2- Korak);
for i :=1to n/(2- Korak) — 1 do in parallel
z[(2-i+ 1) Korak] == z[2-i- Korak] xz[(2-i+ 1) - Korak]
end

Ciouka 10.2: Asropuram Paralelni_prefiks_2.

MU3BpIITaBa MMapaJIeJIHO.

10.3.4 OpgpehuBarse paHrosa y nosesaHoj nMcTu

Y mapaJieTHIM aJrOPUTMUMA MHOTO j& TeXKEe PAJUTH Ca, TOBE3AHUM JINCTAMA,
HEro ca HU30BUMA, jep Cy JINCTE CYIMITHHCKU cekBeHmujaane. [loBesanoj anctu
MOKE C€ IPUCTYIUTU CaMO IIPEKO rJiaBe (IPBOI €JIEMEHTA), U JIUCTA Ce MOpa
MPOJIA3UTH EJIEMEHT IO ejeMeHT, 6e3 MoryhHocTH mapasenu3aiuje. ¥ MHOTAM
cayuajesuma cy, mehyrum, ejsemenru Jmcre (OAHOCHO LOKA3MBAYU HA HHUX)
CMEIITeHN y HW3; PeJOCyel eleMeHaTa JHUCTe He3aBUCAH je O pefociena y
HU3y. ¥ TaKBUM CJIydajeBUMa, KaJ Ce JINCTU TPUCTYIa MapajieHO, TOCTOjU
MoryhHOCT mpuMenHe Op3uX MapaJIeIHUX AJTOPUTAMA.

PaHr esemenTa y moBe3aHoj JIUCTH AepUHHUIITE Ce KAO PACTOjarhe eJIeMeHTa,
ox kpaja jucre. Tako, Ha TpUMeEp, TPBU €JIeMEHAT WMa PAHT N, APyTH 1 — 1,
AT,

IIpo6aem. [lara je moBe3aHa JiMCTa O M €JI€MEHATA KOjU Cy CMEIITEHN y HU3
A nyxune n. I3padyyHaru paHrose CBUX €/I€MEHATA, JIUCTE.

CekBeHIHjaTHA TPOOIEM CE MOYKE PEITUTH TPOCTUM IIPOJTACKOM KPO3 JIUCTY.
Merozn koju hemo UCKOPUCTUTH 33 KOHCTPYKIIHjy [MapaJIeTHOr aJrOPATMA 30B€
ce yaBocTpy4daBame. CBaKOM eJIeMEHTY JI0/IeJbyje ce 1o jejan mporecop. Ha
MOYETKY CBAKHU MPOIECOp 3Ha CaMO aJpecy IeCHOT (HAPEIHOT) Cycela CBOT
enemenTa y Jjmctu. llocie mpBor Kopaka CBaKHW IPOIECOp 3Ha eJeMeHaT Ha
pacrojamy JBa, (yK JIUCTE) OJ] CBOI eJIeMeHTa. AKO y KOPaKy ¢ CBAKHU POLECOD
3HA aJPecy eJieMeHTa Ha PACTOojamy Kk O CBOT eJeMeHTa, OH/A y HAPEeIHOM
KOpPaKy CBaKH IIPOIECOp MOKe 11a rnpoHahe ajapecy esiemenTta Ha pacrojamy 2k.
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IIpomec ce HacTaBba CBe JOK CBH HPOIECOPU HE JIOCTUTHY Kpaj jucre. Heka
je N[i] anpeca exemeHTa IECHO O €EMEHTA i y JIUCTHU, KOjy 3HA mporecop P.
Ha mouerky je N[i] mecuu cycen enementa i (M3y3eB 3a TMOCIEIHH eJIeMeHAT
y JIUCTHU, 9YUju je MOKA3uBa4 Ha JeCHOr cyceda mnil). YV cymrunu, mpouecop
P; y cBakoM Kopaky 3amemvyje N[i] Bpeanomhy N[N[i]], cBe q10K He gocTurhe
kpaj sucre. Heka je R[i] panr esementa i. Ha nodyerky ce npomensbusoj RJi]
gonesbyje Bpemnocr 0, W3y3eB 3a MOCHEIBbU €JIEMEHAT y JIMCTH, 33 KOra ce
OHa TIOCTaB/ba Ha BpeaHOCT 1 (OBaj eleMeHaT ce Ol OCTAJNX Pa3jIuKyje Imo
nokasuBady, Koju uMa speguoct nil). Kan mpomecop mobuje aapecy cycena
ca paHrom R pasjuuuTuM O HyJjle, OH MOXKE Ja U3padyHa CBOj paHr (OJHOCHO
panr csor esiemenTa). Ha nouerky camo enemenar panra 1 3ua cBoj panr. [locse
NPBOI KOPaKa eJIeMEHAT PaHra 2 OTKPHWBA JIa FHEeroB Cycem uMa padr 1, ma
3akJpydyje ma je merop comcrsenu panr 2. Ilocme apyror kopaka ejgemeHTH
ca paHroM 3 u 4 ycraHOB/baBajy CBOje paHrose, nuta. Ako P; ycranosu ma N|[i]
moKa3yje Ha ’paHnrupanu”’ ejeMeHar panra R mociie d Kopaka yIBOCTPYJaBamba,
OH/Ia je paHT ejeMenTa i jennax 2% 1+ R. OBaj anmropuram (anKa ce MOXKe
sako npusiaroguru Mogeny EREW, (10Bo/bHO je 1a cBaku 1poLecop He3aBUCHO
u3padyHaBa CBOjy konujy D[i| npomenspuse D).

Anroputam Rangovi(N);
Vaas: N (au3 o n ejemenara).
WNsnas: R (paHroBu CBUX €1€MEHATA y HU3Y).
begin
D:=1;
{CBaku nporecop MoxKe HMaTH CBOjy JOKAJHY IPOMeH/buBy D}
{oB1e je D 3ajegHUYKa IPOMEHIHUBA }
do in parallel {upounecop P; je akTuBaH 0K R[i] He mocTaHe pa3jin<duTo OJ] Hyse}
R[i] := 0;
if N[{] = nil then R[i] :=1;
while R[i| =0 do
if R[N|i]] # 0 then
R[i] := D + R[N[i]]
else
N[i] == NIN[il)
D:=2-D

end

Cmuka 10.3: Ilapamennm ajaropuraM 3a oApehWBame pPAHroOBa eJeMEeHATa
[IOBE3aHe JIKCTE.

Cuaootcernoem. Tlponec yasocrpydasama omoryhiyje ma cBaku mpormecop Joc-
THUTHe Kpaj Jucre mocye Hajsuine [log, n| kopaka, ma je T(n,n) = O(logn).
Edukacuocr anropurma je E(n,n) = O(1/logn). IlonpaBka eduracHoCTH
3axreBasa b6u TeMesbHY IIPepaJly ajlropurMa, jep je ykynau 6poj kopaka O(nlogn).

IMTosuaBame panrosa omoryhyje rpancdopmarmjy aucre y au3 3a O(logn)
mapajgennnx Kopaka. Ilocie m3padyHaBama CBUX PAHTOBA, €JIEMEHTH C€ MOTY
NAPAJIEJTHO IIPEKONIUPATH HA CBO]j€ JIOKAIMje Y HU3Y, 114 CE OCTATAK U3PadyHABAbA
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MOXK€ HU3BPIIUTH JAPEKTHO HA HU3Y, [OCJIE Yera je mUXOoBa 00pajia MHOIO
jeaHocraBHuja.

10.3.5 Texuuka OjnepoBor obunacka

Mmuorn aiaropuTMu 3a paj ca crabianMa MOTy ce TMapajen30BaTH TaKO
Ja ce mapajenHo obpaljyje KOMIJIeTHa reHepanyja 4BopoBa (Ha MpUMeEp, KO
TYPHUPCKOL AJINOPUTMA 32 HAJIAZKEhe MaKcuMyMa). Bpeme u3BpiiaBamba TakBor
AJITOPUTMA je MPOIMOPINOHAIHO BucHHE crabia. AKo je crabio ca n 9BOpOBa
JI0BOJbHO ypaBHOTEKeHO u Bucuna My je O(logn), onza je oBaj npucryi cacBum
nobap. Mehyrum, ako ctab/io HEje ypaBHOTE2KEHO, BUCHHA, CTabj1a MOXKe J1a, Oy/1e
y Hajropem caydajy n— 1, ma ce Mopa TpaXKUTH HEKU JPYTHU TPUCTYI. TerHuka
Ojaeposoz obunacka je anaTka 3a KOHCTPYKIM]Y MapajieHUX ajropuTama Ha
crabimMa, TTOroaHa M 3a HeypaBHOTEXKeHa cTabiia.

Hexka je T crabso. IIpernmocraBumo ma je T mpeacTaB/beHO yOOHMIajeHOM
JINCTOM TIOBE3AHOCTH, y3 jemny momyHy. Kao m 0OMYHO, MOCTOjU TOKA3WBAY
E[i] na moderak JmcTe TpaHa CyCeJHHX YBOPY 4 (aKO je OBa JMCTa MPAa3HA,
ouga E[i] uma Bpeanoct nil). Ta smcra cacroju ce ox cioroBa Koju caapike
onrosapajyliy rpamy (i,j) (upu TOME je IOBOJBHO CMECTHTU CamoO j, jep je
i uosnaro) u nokaszusad Naredna(i,j) na napenny rpamny y Jucru. Cbaka
HeycMepeHa TpaHa (4, j) peJcTaBibeHa je ca JBe yemepene konnje, (4, ) n (J,1).
CrioroBu JmcTe caJpike W JOJATHN MTOKA3MBAY: CJIOT KOjH OJroBapa rpanwu (i, j)
ca/ipKu 110Ka3uBay Ha rpauy (j,7). OBo je norpebHo na 6u ce rpaua (j,4) moria
6p3o nponahu kaj ce 3ua ajapeca rpane (i,7). [Ipumep oBako mpejcraBbeHOr
crabna JaT je HA Coauiy NOKA3MBAYM HA KOIMje rpaHa 360r mperieHocTn
HUCY TTPUKA3AHN.

a b
2 — (23 — (2,1) — (2,9
c e d
3 — (3,2)
f
4 — (4,2)
g
5 — (5,1)
h

Ciamka 10.4: Pemnpesenranuja crabia.

Texnuka OjsepoBor obunacka 3acHUBA ce HA ujeju Ja ce popMuUpa JUCTa,
rpana crabJjia, ¥ TO OHUM PeJOM KOjUM Ce TpaHe mojaBsbyjy y Oj1epoBoM MUKIIyCy
3a ycMepeHy Bep3ujy crabusa (y IUKJIyCy ce CBaKa HEyCMEDPEeHa IPAHa 110jaBibyje
ZIBa myTa, 1o jeaHoM y oba cmepa). Kajx ce 3Ha oBa jucTa, MHOrE onepaiuje
ca cTabJIoM MOTYy Ce M3BECTH JMPEKTHO Ha JINCTH, KAO 14 je JIUCTA JTHHEAPHA.
CeKBEHIUjATHUM aJIPOPUTMOM JIAKO CE MOKE Mperyieary cTabiio u yCIyT U3BPIIATH



10.3. Augaropurmu 3a padyHape ca 3ajeJHUYKOM MeMOPHjOM 128

norpebre oneparyje. OBakBa ”nuHeapusanuja’ omoryhyje ma ce omeparmje
ca crabaoMm eduKacHO HW3BOJE MapajenHo. Bumehemo gBa mpuMepa TaKBUX
oTieparnja, MmoITo MPETXOIHO pa3zMoTpuMo ¢gopmuparme jIepoBor MuKIIyca.
CexBennujanuo Hanaxemwe Qjneposor obunacka crabia T (y Kome ce cBaka
rpaHa nojasspyje JBa 1yTa) je jemqnocraBHo. Moxke ce uzBecru obunazak crabia
kopucrehu mperpary y mybuny, Bpahajyhu ce cympoTrHO ycMepeHOM IpaHOM
TPUJINKOM CBAKOT TIOBpATKa Ha3aJ y ToKy mperpare. Camdna cTBap ce MOXKe
u3Bectu u napasiesno. Heka w(i,j) o3Ha4aBa TrpaHy KOja CJIeIu U3a TPaHE
(4,7) y mukiycy. Ucnocrasiba ce ga ce w(i,j) moxe gedunucaru ciaegehiom
jenHakomhy
. Naredna(j,i) ako Naredna(j,i) auje nil
w(i, j) = { E[j] y OCTaJMM CJlydajeBuMa ’

Ha OCHOBY KOj€ C€ JIAKO TapaJiesIHO u3padyHasa. JIpyrum pednma, aucra rpaHa
CyCeJIHUX YBOPY j HPOJIA3H Ce IUKJIMIKUM PejocienoM (ako je (j,1) nociermba
rpaHa y JIMCTH 49BOPA j, OHJA Ce y3WMa IPBa I'PAHA U3 Te JIUCTEe, OHA HA KOjy
nokasyje E[j]). Ha npumep, ako KpeHeMO 07 rpaHe a Ha CJIWIN oHJIa Ce
MUKJIYC CACTOju On TpawHa a, d, g, ¢, f, e, b, h, u moHoBO a. Yumenura ma
Naredna(j,1) cnequ usa (i,j) y uukiaycy obesdehyje na he rpana (j,i) mohu
Ha peJI TIOC/Ie TPOIACKa CBUX IpaHa cyceanux aBopy j. [Ipema tome, momcrabio
ca KopeHoM y j O6uhe KOMILTETHO IperseaHo mpe moBpaTKa y IBop .

Kan je nucra rpana y OjaepoBoM 00MIaCKy KOHCTPYHCAHA, MPOM3BOJHHA
rpana (r,t) Gupa ce 3a MOJA3Hy, a MpaHa KOja jOj MPETXOH 03HAYaBa Ce Kao
Kpaj mucre. Usop 7 ce 6upa 3a kopen crabia. Ilocme Tora ce rpaHe aaropurMom
Rangovi ca cnuke [10.3] mory mymepucaru, y CK1asy ca CBOJUM HOJIOXKAjeM y
mactu. Heka R(i,j) o3nagasa panr rpame (i,j) y sucru. Taxo je, Ha mpumep,
R(r,t) = 2(n — 1), vme je n 6poj usopora. Ilpukazaliemo cajga aBa mpumepa
oreparimja ca cTabJIoM — J0JIa3Hy HyMepallijy 9BOpOBa, U n3padyHaBame Opoja
MOTOMAKA 33 CBE YBOPOBE.

3a rpany (i,7) y IMKIyCYy KaskeMo Ja je dupekmma 2paha ako je yecMepeHa
0J1 KOpEHa, OJTHOCHO 13 j€ MoepamHa 2paxa y mpotuBHoM. Hymeparmja aBopoBa
omoryhyje pa3/uKOBambe JUPEKTHUX O/ MOBPATHUX I'PaHa: rpaHa (i, j) je JupeKTHa
rpana ako u camo ako je R(i,7) > R(j,4). ITomro cy nse xonwuje rpaue (i, )
oBe3aHe MOKA3UBAYNMA, JIAKO je YCTAHOBUTH KOja je O/l IbbUX JIMPEKTHA IPAHA.
IIIra Buie, oBa mpoBepa ce MOKe 0OABUTH MMAPAJIETHO 3a cBe rpane. lupekrHe
rpaHe Cy MHTEPECAHTHE, jep onpelyjy peaociie 94BOpoBa IpH I0Ia3HO] HY MEPAIIH]jH .
Heka je (7, j) nupekTHa rpaHa Koja BOAU 10 YBOPa j (OZHOCHO, YBOP 4 je OTall
uyBopa j y crabiuy). Ako je f(i,7) 6poj AupekTHUX rpaHa Koje caexe usa (i,])
y Jucru, oHzaa je peanu 6poj usopa j jennak n — f(i,7). Pennu 6poj kopena
r, JeMHOT 9BOpa 0 KOra He BOIAU HU jeTHA AUPEKTHA rpaHa, je 1. Ilpumenom
BapUjaHTE aJrOPUTMa CA YABOCTPYUABAIHEM MOYKE CE€ M3PAUyHATH BPEIHOCT
f (i, ) 3a cBaky qupekTHy Tpany (i, j). [Ipennsnujy pa3pa/ Ly aJropuTMa oCTaB/baMo
YUTAOIY Kao BexKOarbe.

Jlpyru npumep je m3padyHaBambe Opoja MOTOMAaKa CBAKOI YBOPa y CTabIIy.
Heka je (4,j) (jemmHCTBEHA) QUpEKTHA IpaHa KOja BOAM JI0 33JATOT YBODA j.
ITocmarpajmo rpane Koje cieje usa rpaue (i,7) y auctu. Bpoj YBopoBa ucmo/
J y crabumy jemHak je 6pojy AMPEKTHUX IPAHA UCIOT j y cTabdmy. Mu Beh 3uamo
KaKO Ce HapaJieiHo u3padyHasajy speanoctu f(i,j), jennake 6pojy JUpeKTHUX
rpana Koje caeze usa rpaue (i,j) y jucru. Ha ciumvan nauun f(4,1) je 6poj
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JIUPEKTHUX IPaHa Koje ciele usa rpade (j,4) y sucru. Jlako je Bugeru na je
6poj noromaka 4Bopa j jeanak f(i,7)— f(j,?). Bpeme uzspiasamwa oba ouucana
agropurma Ha Monerny EREW je T'(n,n) = O(logn)

10.4 Anroputmun 3a mpexxe padvyHapa

Mpexke padyHapa MOry ce MoAeauparu rpadoBuMa, OOMIHO HEYCMEPEHHUM.
[Iporiecopn oxroBapajy 9BOpPOBHMA, a JBa YBOpA Cy TOBE3aHA TPAHOM aKo
mocToju AupekTHa Be3a m3mely oxrosapajyhux mpomecopa. CBaku mporecop
¥WMa CBOjY JIOKAJIHY MEMOPH]Y, & MOCPEICTBOM MPEXKE MOXKE J1a TPUCTYIIN JIOKATHAM
MeMopHjaMa Apyrux mnpoiecopa. IIpema Tome, cBa MeMopuja je Ha HEKU HAYNH
3ajeHUYKA, aJIU 1IEHA [IPUCTYIIA HEKO] IIPOMEH/bUBOj 3aBUCH OJ1 JIOKAIIUja IIPOIECOPA
u mpomensbuBe. [IpucTyn KejbeHOj TPOMEH/HPUBOj MOXKe OuTu Op3 KOJUKO U
JIOKAJIHU TIPUCTYT (2KO je MPOMEH/bUBA Y UCTOM IPOIECOPY ), UJIU TOJUKO CIIOD
KOJIMKO U TIPOJIa3ak Kpo3 Iejy Mpexy (y ciaydajy Kaj rpad mMa oOJuK Hu3a,
nose3anux 4poposa). Tpajame npucryna je merge usamehy oBe JBe KPajHOCTH.
IIponecopu KomyHuIIEPajy pa3dmenom mopyka. Kasm mporecop Tpeba ma npucTynm
TIPOMEHJPUBO] CMEIITEHO] V JIOKAJTHOj MEMOPHjH JIPYTOT TPOIECOPa, OH Iasbhe
MOPYKY Ca 3aXTEBOM 3a MpoMeHsbuBOM. IlopyKa ce ycmepaBa KpO3 MPEXKY.

Burme paznuuntux rpadgoBa KopucTe ce 3a Mpexke padynapa. Hajjeanocrasuuju
Mehy muMa cy MuHeapHn HU3, MPCTeH, OnHApHO cTabJ10, 3Be3/1a U ABOINMEH3H-
oHAJTHA Mpexka. EduracHOCT KOMYHHKAIHAje pacre ca OpojeM I'paHa y MPEXKH.
MebhyTum, rpane cy CKyme — TO ce MOzKe 00jaCHUTH OBehameM IOBPIIUHE KOjy
3ay3uMajy Be3e, a TuMe moBehameM TUMEH31ja MPEeKe U BPEMEHa KOMYHUKAIIH]e.
36or Tora ce obuHO Tpayku kommpomuc. He moctoju Tun rpada koju je yHuBep3aHO
nobap. ITorogroct onpehenor rpada OHTHO 3aBHUCH O HAYNHA KOMYHHUIIAPAHA,
y OKBHPY KOHKpeTHOr ajropurma. MehyTum, mocToje mHeke ocodbmue rpadosa,
KOje MOr'y OMTHU BPJIO KODHCHE 3 BUILE PA3JUYUTHX AJITOPUTAMA. Y HACTABKY
hemo nx HaBeCTH, KAO W MPUMEPE MPEXKa, PAIYHAPA.

Buran mapamerap mpexe je mujamerap oarosapajyher rpada, tj. najsehe
pacrojame Heka aBa 4Bopa. wmjamerap ompelyje makcumasau Opoj rpaHa Ha
MyTy MOPYKa A0 oxpeaminTa. /{BoauMeH3noOHATHA MPEXKa N X N UMa IhjaMeTap
2n, & KOMILIETHO GUHAPHO ¢TabsIo ca n 9BopoBa nMma amjamerap 2 log, (n+1) —2.
MpeMa, TOMEe MOXKE JIa WCIOPYYH TMOPYKY MHOTrO OpKe HEro JBOAMMEH3MOHAJHA,
mpexka. C apyre crpane, cTabjio ©Ma, YCKO T'pJjio, jep caB caobpahaj u3 jemne
y ApYyTy TOJIOBHHY CTabJia Mpoja3u Kpo3 KOpeH. /|BoAMMeH3MOHAHA, MPeXkKa,
HeMa YCKO T'PJIO M BPJIO je CUMETPUYHA, IIITO je BaXKHO 33 aJrOPUTME Y KOJUMa
je KOMYHUKAIIUja CUMETPUYHA.

Xuneprouka je nomynapHa CTPYKTypa KOja KOMOHHYj€ IPEIHOCTA BHCOKE
CUMeTpuje, MAJOT IWjaMeTpa, MHOIITBA, AJTEPHATHBHUX MyTeBa m3Mehy aBa
9BOpAa ¥ OJICyCTBA YCKUX TPJA. d-TUMEH3WOHAJIHA XWIIEPKOIKA CACTOjU CE€ Of
n = 2% mpomecopa. Anpece mpomecopa ¢y d-Topke 6pojesa u3 ckyma {0, 1} (xoje
ce Mory Koguparu 6pojesuma on 0 g0 2¢ — 1). IIpema ToMe, cBaka ajpeca ce
cacroju of, d 6ura. IIpomecop P; je mosesan ca mpomnecopoM Pj ako u caMo ako
ce OMHAPHM 3aINC { pa3JnKyje of OMHAPHOT 3amnca j Ha TAYHO je/IHOM OHTY.
Pacrojame u3mely mpon3sBospbHA 1Ba TPOIECOPA je YBEK MAHe UJIN jeTHAKO 011 d,
jep ce om P; mo P; Moxe gohm mpomenoM Hajsumme d OuTa, jemHor mo jexror. Ha
connu [10.5] nprkasana je 4eTBOPOAMMEH3MOHAIHA XHIEPKOLKA. XHIEPKOIKA
06e30ehyje borarcTBO BE3a, jep MMOCTOjH MHOIO PAa3JIUYATHX IyTeBa uaMmehy
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cBaka J1Ba npouecopa (oarosapajyhiu 6uru Mory ce MembaTy IIPOU3BOJLHUM PEIOCIEN0M ).
Xunepkornka ce Moxke Takohe KOMOMHOBATH Ca HEKOM JIPYyrOM MPEXKOM, Ha
npumep ymehyhn Mpexke yMecTo TeMeHa XUTEPKOIKe. ¥y MPUMEHHU Ce TI0jaBJbyjy

¥ JIpyTe CTPYKTYypPe MpPEexKa.

Ciomka 10.5: YeTBOpOIMMEH3HOHATHA XUIEPKOIIKA.

10.4.1 Coprtuparse Ha HU3Y

Pasmorpuhiemo Hajupe jeanoctaBa mpodaeM COPTHPaba Ha HA3Y IPOIecopa.
Ha pacnionaramy je n nporecopa Py, Ps, ..., P, u3amaro je n 6pojeBa 1, Xa, ..., Tp.
Csaku 1porecop 4yBa jeJan yiasuu nojgarak. b je upepacuonenuru 6pojese
Mely mporecopuMa Tako 1a HajMamu o1 mux Oyme v Py, cienehu y Po, wura,.
Y ommrem ciayuajy moryhie je mome/buBambe BUINE YIA3HUX TOJATAKA jETHOM
nporecopy. Bugehemo na ce anropuram Morke IPUIATOIUTH U TAKBAM yCJIOBUMA..
IIpornecopu cy noBe3anu y auHeapHu Hu3: mpoiecop P; je mose3an ca mporecopom
Pii1,i=1,2,...,n—1. Ilomrro cBaku npomecop MOxKe 13 KOMYHHUIIEPA CAMO Ca
cyceanma, yrnopehuBame u pa3MeHy momaraka Moryhe je BpimuTu camo usmehy
eJieMeHaTa KOjUu Cy CYCEJHW y HHU3Y. ¥ HAJTOPEM CJIydajy aJrOpUTaM 3aXTeBa
u3BpIIaBame N — 1 Kopaka, KOJMKO je MoTpebHO Jia ce TOoJaTaK IIPeMeCTH Ca
jeaHOr Ha Apyrw Kpaj Hu3a. AJropuraMm ce y OCHOBH U3BpIIaBa Ha cijejaehiu
naunn. CBaku mporecop ynopehyje cBoj 6poj ca 6pojem jeHor oj] CBOjuX cycea,
pasmMemyje OpojeBe aKO je HUXOB PEIOCJEI MOTPEIaH, 8 3aTUM HCTH TOCA0
obaBJba ca IPYruM CyceaoM (CyCceu ce MOpajy CMEelUBATH, jep Ou ce y TPOTUBHOM
yuopehusasu ysek uctu 6pojesu). VcTu npoliec HacTaB/ba ce CBE J0K OpojeBu
He Oymy mopehann Ha KejbeHH HAYWH. Kopamu ce jene HA HenapHe W napHe.
Y HemapHuM KOpaluMa, [POIecopy Ca HelMapHUM WHJIEKCOM yropehyjy cBoje ca
OpojeBuMAa CBOjUX JECHHUX CYCEJd; y IAPHUM KOPAaluMa IIPOLECOPHU Ca HAPHUM
uHgeKcoM ynopelyjy cBoje ca 6pojeBuma cBojux mecHux cycena (cauka [10.6]).
Ha Taj mauuu cy cBu mpoIecopu CHHXPOHU30BAHU U yIOpehWBame yBEK BpIIe
MPOIIECOPH KOju TO 1 Tpeba j1a paje. AKo mporecop Hema ojaroBapajyher cycema
(Ha nmpuMep IPBU LPOLECOP y APYIOM KOPAKY), OH y TOKY TOI' KOpaKa MUDYje.
OBaj asropuram ce 30Be COPTUPak€ MapHO-HEMAPHUM TPAHCIIO3UIjaMa,
sugern ciuky [10.7] Hpumep pazga amropurma npukasas je na cowmim [10.8]
[Ipumernmo @ ce y OBOM IMpPUMEDPY COPTHUPAIE 3aBPINAaBa MOCTE CAMO IIECT
Kopaka. Vlmak, paHuju 3aBpIIeTaKk TEITKO je OTKpUTH y Mpexku. lIpema Tome,
60Jbe je OCTaBUTH AJTOPUTAM /13 Ce M3BPIIABA 0 CBOT 3aBPIIETKA y HAjropeM
cIIy4dajy.
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L1 T2 T3 L4 Ts L6 T s

Cruka 10.6: Coprupaie mapHO-HEMAPHUM TPAHCIO3UIIAjaAMA..

Anropurtam Sortiranje_na_nizu(x,n);
Vaas: z (Eu3 ca n eneMeHara, OpU YeMy je z; y uponecopy P;).
WNsnas: z (coprupanm Hu3, TAKO 44 je i-TH HAJMamu eqeMeHar y b;).
begin
do in parallel [n/2] myra
Ps;_1 n Py; ynopebyjy cBoje eslemenTe u 1o moTpebu X pa3Memny]y;
{3a cBe i, TakBe ga je 1 < 2 < n}
Po; n Po; 41 ynopebyjy cBoje eneMeHTe W IO HOTPeOK UX pa3Memy]y;
{3a cBe i, TakBe ma je 1 < 2i < n}
{ako je n HemapHO, OBaj KOpaK ce u3BpIasa camo |n/2| myra}

end

Cnuka 10.7: Anropuram 3a copTupame HA HU3Y MPOIECOPA.

[ [ [R— [
3 7 5 6 1 8 2 4
[ [R— [

3 5 7 1 6 2 8 4
[ [ [ [R—
3 5 1 7 2 6 4 8
[R— [ [

3 1 5 2 7 4 6 8
[ [ [ [R—
1 3 2 5 4 7 6 8
[ [ [I—

1 2 3 4 5 6 7 8
[ [ [I— [
1 2 3 4 5 6 7 8
[ T [

Cruka 10.8: Ilpumep copruparma MapHO-HEMAPHUM TPAHCIO3UIIHjAMA.
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Anropuram Sortiranje_na_nizu w3rieqa TPUPOSHO W jACHO, AJU JIOKA3

HCIIPABHOCTH HErOBOT paja Huje TpuBujaitan. Ha mpumep, eleMeHar ce y HEKUM
KOpaIMMa MOKe yda.bas6amu O] CBOT KOHATHOT ToIoKaja. Y npumepy Ha cumu[10.§]
6poj 5 ce kpehe yeBo /1Ba KOpaKa Mpe HEro INTO MOYHE CA KPETAEM VIECHO,
a 3 mae 70 JIeBOT Kpaja W OCTaje TaMO TPU KOpaKa Ipe Hero MTO KpeHe Ha3ad
yaecHo. /Ioka3 HCIpaBHOCTH pajia MapajeTHuX aJropuTaMa HEje jeTHOCTABAH,
300r Mehy3aBHCHOCTH [I€JI0Balba PABIUIUTHX Iporecopa. IloHamame jemnor
MPOIECOPa YTUYE HA CBE OCTaJIe TPOIECOPE, Ma je OOMIHO TEINKO YCPeICPeInTH
ce Ha jeJlaH MPOIECOp W JOKA3aTH JIa je TO IMITO OH paJ MCIPABHO; MOPAjy ce
MMOCMATPATH CBU MPOIECOPY 3ajeTHO.

Teopema 15. Ha xpajy uszepwasara aszopumma Sortiranje_na_nizu damu
bpojesu cy copmupanu.

Zloxas. Joka3 ce m3BOAM MHIYKIIMjOM IO Opojy ememenara. IIpu Tome ce TBp-
beme Masio mojadaBa: COPpTHpAbE Ce 3aBpIlaBa IOCIE N KOpaka, 0e3 ob3upa
Ja JIM je TIPBYW KOPakK MapaH WK HemapaH. 3a n = 2 COpPTHUpAame Ce 3aBPIIaBa
TIOCJIe HajBUITE JBa KOPaKa; COPTUpAe Tpaje /IBa KOpaKa aKo je TPBH KOpPakK
menapad. [IpernocTraBuMmo 7a je TeopeMa TadHa 3a 1 IPOIECOPa, X MOCMaTPAjMO
cay4aj n+ 1 nporecopa. CKOHIIEHTPHUIIMMO TTAXKEbY HA MAKCUMAJHU €JIeMEHAT,
U LPETHOCTABUMO JA j€ TO Ty, (y UpUMepy HA CJuiu TO je x5). ¥ 1upBOM
KOPaKYy I, ce yrmopehyje ca T,,_1 WIN Ty,41, 3ABUCHO O TOTA /1a JIN je m MapHO
uin HermapHo. AKO je m mapHO, HEMa 3aMeHe jep je x,, sehe ox x,, 1. Mcxox
je mcTu Kao y ciayd4ajy aa je 0poj x,, Ha moueTKy O0mo y mporecopy P,_1,
Ja je 3aMena Omra m3BpiieHa. IIpema Tome, 6€3 ryOMTKa OIIIITOCTH MOXKE Ce
MPETIIOCTABUTH /2 je m HenapHo. Y TOM ciiy4ajy 6poj ., ce ymopebyje ca ,,+1,
3aMembyje, 1 Kao Hajseliu ce npemernTa KOpak 10 KOPaK yAeCHO (1UjaroHapHo Ha,
camu [10.8]), cBe 10K He mobhe HA MECTO X, 41, & OHA ocTaje Tamo. To je mo3urmja
KOjy ., W Tpeba Ja 3ay3Me, a COPTUPAIE MCIPABHO TPETHPA MAKCHMAJIHH
€JIEMEHT.

ITokazahemo caja MHAYKIMjOM [1a je W COPTHUPAIE OCTATIUX 1 €JIEMEHATA
kopekrHo. Ilocmarpajmo qujaronaty HacTaLy KperameM MAKCUMAJIHOL €JIEMEHATA,
(Bumern C.TII/IKy. VuopehuBama y KOjuMa, yIeCTByje MAKCUMAJIHU €JIEMEHAT
ce urHopuiny. YmnopehuBama [eJuMO Ha JBE TPyIe, OHA WCIOI, W OHA HU3HAI
JujaroHaje. 3aTuM ’ TPAHCIUPAMO’ TPOYrao M3HAJ AUjarOHAJIE 33, JeIHO MOJHE
HaHW>Ke W jeaHO Tmosbe yieBo. pyrum peumma, 3a ymopehuBama y ropmem
TPOYTJTy KOpaK ¢ ce caga 30Be i+ 1. Ha mpumep, mocmarpajmo ynopehusama 1 ca
8 m 4 ca 2 y npeom kopaky na camim [10.8] TIpso ymopelhusame je na mujaronasm,
TTa ce WTHODPHINE; APYTO je M3HAI AWjaroHaje, Ma ce CMaTpa JeloM Kopaka 2,
yMmecto kopaka 1. [Ipema Tome, kopak 2 cactoju ce ox ymopehusama 7 ca b, 6
cal, um4 ca?2. Meljyrum, oBO je peryrapHy IapHE KOPAK Ca CAMO 7 eJIeMEeHaTA.
Kopak 1 u cBa ymopehuBama y KOjuMa yIeCTBYje MAKCHMAJHU €/IEMEHAT Ce
€a/1a MOIr'y IIPOCTO UTHOPHCATH, IIOCJIE Yera Cy Ipeocrasia yuopehusamwa uieHruana
ca Hu30M ymopehuBama Koja ce M3BOJE TPU W3BPINABamby aJrOPUTMa ca n
esiemenara (Ipu Yemy je IpBU KOpak HermapaH). I[Ipema MHIYKTUBHO] XUIIOTE3U
COPTHPAHE N eJIEMEHATA Ce U3BOAM KOPEKTHO; TPEMA TOME, U COPTUPAHE CBUX
n + 1 eslemeHara je KOPEKTHO, a 3aBpIiaBa ce nocyie 1 + 1 Kopaka.

o cama cMo pa3MaTpalid ClIydaj jeTHOr ejleMeHTa Mo mporecopy. lIper-
MOCTABUMO CaJa Ja CBAKW IPOIECcOp maMTh k ejeMeHara, U Pa3MOTPUMO 33
mo4Yerak CJaydaj camo Jsa mpoiecopa. [IpernocraBumMo jia je nusb Ja mporecopu
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Cmuka 10.9: Kopak wHOyKIHje y J0Ka3y WCIPABHOCTH COPTHUPAHA TAPHO-
HenmapHUM Tpancnosunujama, Teopema [T5]

MehycobHO pasmene ejieMeHTe, TakKO Ja k HajMamuX ereMenara johy y Pi,
a k majsehux y P». JacHo je ma y HAjropeM Caydajy CBU €JeMEeHTH MOPAjy
OuTH pa3sMemeHH, 11a je Taga 0poj pa3zmena ememenara 2k. CopTupame ce MOKe
M3BECTH MOHAB/bhamEM ciaefeher Kopaka CBe JIOK je moTpebHo: P masbe cBoj
najsehu enemenar y Ps, a P, cBOj Hajmamu enemenar y P;. [Iporec ce 3aBpimasa
y TpeHyTKy Kaj je Hajpehm ememenar y P; Mamy Wid jeaHaK O HAjMAber
ememvenTa y P;. OBaj Kopaxk 30Be ce objedurasare-paddeajarve. Kopucrehn oBaj
KOpPaK Ka0 OCHOBHU y COPTHPAIbY MaPHO-HEMAPHUM TPAHCIIO3WIMjaMa, 100umja
Ce YOIIIITEe COPTUPAhA HA CJIy4aj BHUINE eJIeMeHaTa 110 [IPOLECOPY.

Waxko je oBakaB aJaropuTamM COpTHParha ONTUMAJIAH 33 HU3 TIPOIECOPA, FheroBa
edwukacHocT je masia. iMamo n mporecopa Koju W3BPINaBajy 1 KOpPaka; mpemMa
ToMe, yKynan 6poj kopaka je n?. Mama edpukacnoct O(logn/n) nuje usnenabyjyha,
jep eduKacaH aJropuTaM 3a COPTUPAHE MOPA UMATH MOTYNHOCT Jia 3aMembyje
Mecra MehycobHo ymaberum ejgementuma. Hus mpomecopa He omoryhyje takse
3amene. ¥ ciaemehem one/bKy mpukazaheMo cremnjajin3oBane Mpexe 33 e(buKacHO
COpTHpameE.

10.4.2 Mpexe 3a copTupatse

Kax xorcrpynmemo epukacan CEeKBEHIUjATHA aJrOPUTAM, HHTEPECYje HAC
caMmo yKyTaH Opoj kopaka. ¥y ClIydajy KOHCTPYKIIHje TapaJjieIHuX aJrOpUTama,
Wb je YIMHUTHU KOpake mro He3aBucHujuM. [TocmarpajMo copTupame 00jeInuhaBambeM.
JIBa pexkyp3uBHAa MO3UBA Cy MTOTIIYHO HE3ABUCHA U MOTY CE U3BPIINUTH MAPAJIETHO.
MebhyTum, objennmaBame Kao I€0 aIrOPUTMA U3BPINABA Ce€ HA CEKBEHITN]aTHH
Ha4YUH. Y U3JIa3HU HU3 CE i-THU €JIEMEHAT CTaBJha TEK KaJl je Tamo Beh craBibeHo
npBux i—1 esemenara. Ako HaMm molje 3a pyKOM mapaJien3alyja 00jeInmhaBarba,
onga hemo mohwu 1a mapasenn3yjemMo u copTupame 00jeInbaABATHEM.

Onucahemo cazia Apyraduju ajropuram 0bje1umbaBaba, 3aCHOBAH HA, TEXHUIIN
pasnarama. [IpernmocrtaBumo 300r jeIHOCTABHOCTH 113 je n cTerneH npojke. Heka
Cy a1,02,...,0n; bi,ba, ... b, ABa copTmpaHa HW3a KOje Tpeba 00jeauHUTH,
U HEKA je Xy,T3,...,To, PE3YyATAT HUXOBOr ofjegumaBama. CrenujaaHo je,
Ha npumep, 1 = min{ay, b1} u x2, = max{an,,b,}. Ilorpebuo je objenunuru
pa3auYauTe IeJ0BE OBAX HU30BA MAPAJIETHO, TAKO /14 IbUXOBO KOMILJIETHO 00jeInibaBambe
Oyzne jemuocraBHo. [lusb ce moxke moctuhin mMomesIoM ABa HU3a HA IO IBA JIeJ1a
— Ca HemapHuM, OJHOCHO TmapHuM uHIekcnMma. CBaku 1e0 ce objenumaBa ca
oaroBapajyhum [esiom Opyror Hu3a, a OHIA Ce KOMILIETHPA 00jeInibaBarbe.
Hexa je 01,09, ..., 0, O0jequibeHn peaocies HETAPHUX HA30BA (1, A3, - . ., Up_1]
by, b, ..., by_1, 1 HEKA je €1, €2, ..., €, O0jeIUHLEHN PEIOCIE I TaPpHUX HU30BA,
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as, a4, ..., 0n; ba, by, ..., b,. Ouurnenso je x1 = 01 u T2, = e,. Hapeana
TeopeMa II0Ka3yje Ja Ce U OCTaTak ODjeurbaBatba TAKohe JIAKO U3BOJIM.

Teopema 16. V cxaady ca yeedenum osnarama, 3a i = 1,2,..., n — 1 saorcu
xo; = min{o;41, €} u X241 = max{o;y1,€;}-

Zlokas. 360T jeqHOCTABHOCTH CE MO TAPHUM, OJHOCHO HEMAPHUM €JIEMEHTUMA,
MO/IPA3YMEBA]y eJIeMEHTH HU30BA a;, b; Ca TAPHUM, OTHOCHO HEMAPHUM HHIEKCOM.
Pazmorpumo enmemenar e;. Ilommro je e; i-Tu eleMeHAT ¥ COPTUPAHOM PEIOCTETY
MMAPHUX HU30BA, e; je Behe nnm jerHako of 6ap i MapHUX eleMeHaTa y oba Hu3a.
MebhyTum, cBAKOM ApHOM €/IEMEHTY KOjH je MaibW WIN jeIHAK OJ €; OArOBapa
joul jenaH HenapHu ejeMeHar Koju je rakohe Marbu uiu jeaHak oz e; (jep cmo
TOIILIN O JIBa copTupana uusa). [Ipema Tome, e; je Behe unm jemnako ox 6ap
2i elemenara u3 00a Hu3a. pyruM pedmma, YCTAHOBUJIA CMO 1A j€ €; > To;.
Ha cnuuan naunH, 0,41 je Behe nin jegHako o 6ap ¢+ 1 HemapHUX ejleMeHaTa,
u3 vera cjenu Ja je elie uiu jenHako ox 6ap 2i eseMenara yKynHo (3a cBaku
HeEIapaH eJleMeHaT cem nPeoe, KOju je MambU WK jeJHAK OJ 0jy1, IIOCTOjU jOII
jelaH MapHU eJIeMEHAT KOjU je MarbW W jelTHAK O 0;41). llpeMa Tome, Baxku
7 HEjeHAKOCT 0,11 > Zo;. Crernujanno, 3a ¢ = n — 1 gobwuja ce e,_1 > Top—2
¥ 0y > Tap_o, TA MOIITO je e, = Ta,, TBPljeme Teopeme je Tadno 3a i =n — 1.
Crasipajyhu masme y ropibe HejeJHaKOCTH peioM ¢ = n—2,n—3, ..., 1, 1robujamo
Ia je TBpheme TeopemMe TaYHO U 33 OCTAJIE BPEIHOCTH ¢, 9MME j€ 3aBPIIEH T0Ka3
Teopeme.

Basxua nocnennia Teopewme [16] je 1a ce kommieTno o6jemmaBame HU30Ba
01,09,...,0, U €1,€3,...,€, MOYXKE U3BPIIUTH y jeJHOM MapajeTHOM KODPAaKY.
Ocrarak 1oc/ia U3BPINaBajy peKyp3uBHU MO3UBH OMucaHor ajropurma. Koncerpykimja
napaJieJIHOr AJITOPUTMA, CJIEU JUPEKTHO u3 Teopeme. Ciuka @ WIyCTPpYyje
PEKyp3UBHY KOHCTPYKIIHjy OOjeInbaBarmba, a Ha, CIUIN ce BUJU Lpumep
KOMILJIETHOT COPTHPAFha, KOj€ CE 30BE COPTUPAahe MapHO-HEeapHUM 00je/InmhaBameM.
[IpaBOyTraoOHHUIM HA JI€BOj CTPAHM CIIMKE o3Hadenu ca "n/2 coprupame”,

MIPEJICTaB/bajy PEKYP3UBHE KOTIHje KOMILTIETHE MPEXKe 3a COPTUPAe, KOje COPTUPA]Y
o n/2 6pojesa.

Caootcenocm. Tudepenuna jeanauuna 3a ykKynan 0poj xopaka Ths(n) 3a
objemumasame je Tpr(2n) = 2Ty (n) +n — 1, Tyy(1) = 1. U3 rora cremn
na je ykyman 6poj ymopehusama O(nlogn), y mopelemy ca ceKBeHIMjaTHUM
aJropuTMoM Koju 3axrena camo O(n) Kopaka. JlybnHa pekyp3uje, Koja oJropapa
6pojy mapaJiesinux kopaka, je O(logn). dudepentna jeqmauuna 3a yKynad 6poj
kopaka Ts(n) 3a coprupame napHo—Henapuum objenumbaBarem je Ts(2n) =
2Ts(n) 4+ O(nlogn), Ts(2) = 1. Fbeno pememe je Ts(n) = O(nlog® n). Mpezxa
CaJIpKuU 110 N POLECcopa y CBaKo] "Kouonu”, a wena aybuna (rj. 6poj KojoHa)
je O(log? n), ma je ykyman 6poj mpomecopa y mpexu O(nlog?n). Ipumernmo
Ja 61 ce UCTUX 1 MPOIECcOPa MOTJIH KOPUCTUTH y CBUM KOJIOHAMA, aJid OHU Ou
Taa MOPaJIu OUTH CKOPO MOTIYHO WCIOBE3WBAHU. JEIUHU THUI U3PAIyHABAHA,
y MpEXKHU je ynopehuBame u eBeHTyaIHA 3aMeHa, 1a Cy MOTPEOHU jeTHOCTABHE
MIPOIECOPH KOJU Ce CACTOje Of KOMIIAPATOPA Ca JIBA yJa3a U JIBa U3JIa3a.
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Ilapaensan aaroputmMu
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Cimka 10.10: Koo 3a napro—Henapuo obje/umbaBaibe JBa HU3a, O 110 n = 8

ejemMeHaTa.
1 &— ° ® (1)
T2 @—— 2 =8 [——&—— n=9 7 z5(2)
T3 @— —e——" —] N — ® z:(3)
/ X
y K $
Zs @——gomo 3a O —— [ OH(? 32 N ] ® z:(4)
T5 @— obje- [—. "/ L z5(5)
copru- | X
L6 @—— el NN 5(6)
AN AN A
T7 @—| pame . AN
7 p same I\ ¢ xs(7)
T3 @—— N h v zs(8)
7N,
pp s (9)
.
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2 1 AN <
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copru- Pt e
T14 @— +‘\<’/ — aumba- 7 xs(14)
o e Za
15 pame BAIBe z5(15)
T16 @— e ® z,(16)

Cmuka 10.11: Ilpumep coprupama 16 OpojeBa momohy Koja 3a COpTHpPAbE
MapHO-HETIAPHUM 00j€ TN ABAHEM.
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10.4.3 Hanaxerse k-Tor Hajmarber enemeHTa Ha crabny

IIpernocTaBuMo caza fa je Mpezka padyHapa KOMILTIETHO OMHApHO cTabiio
pucune h — 1 can = 2"~ aucrona, ognocro 2" — 1 mpomnecopa, TPEAPYKEHTX
YBOPOBUMA, CTADJIA. Y143 je HUu3 T1, Lo, . . . , Ty, TPU 9EMY C€ ¥ IIOYETHOM TPEHYTKY
x; 9dyBa y Jjucry i. Pauynapu y 0b/imKy crabja KOpHWCTE Ce HIIp. y BE3U Ca
00paIOM CIMKA, TPH TEeMy JINCTOBH OJrOBapajy eJeMeHTHMa, YJIAa3HOr HH3a
a anropurmMu Koju ux obpabyjy cy xujepapxujcku. OBae hemo paszmorpuru
mpobyieM Hajaxkerma k-Tor HajMamer eeMeHTa.

Iloacerumo ce HAjupe CEKBEHIMJATHOr AJITOPUTMA, 33, HAJTaXKeme k-TOr Haj-
Mamer ejeMeHTa. 300T jeJHOCTABHOCTH TPETIOCTABUMO Ja Cy eJIeMeHTH HHU3a
pazimanTi. Ajropuram je mpobabHINCTHIKA. ¥ CBAKOM KOPAKY OMpa ce CIIyIajHu
eJleMeHaT T Kao IMBOT. PaHr ejleMeHTa * m3padyHaBa ce yrnopeljusameMm x ca
CBUM OCTAJTIUM €JIEMEHTHMA, & OHJIA Ce eIMMUHUIILY eJIEMEHTH KOJU Cy MAU UJTH
Behu o1 &, 3aBUCHO OJ1 TOTa Ja JiX je paHr Mamu uwin Behu ox k. VI3Bpimasame
anropnuTMa o0ycTaBsba ce y TPeHYTKY Kaf je panr nusora k. OuexkwBanu 6poj
nrepannja je O(logn), a oueknsann 6poj ynopehusama je O(n). Ilocroje Tpn
pasnumunre ase y cBakoj urepaimju ajaropurMa: (1) u3bop ciydajHOr eJleMenTa,
(2) uspauynasame merosor panra, u (3) exumunanuja. Onucahamo edpuxacuy
napaJiesiHy peaju3aiyjy cBake oji (asa.

N360p caydajHor eseMenTa MOXKe ce MOCTUNY OPTaHu30BabeM TYPHHUpPA HA
crabsy. CBaku JMCT Hiasbe €BOj Opoj oIy, rue ce oH “rtakmuam” ca Opojem
opara. Ilobemrmk y maprtuju ompelyje ce Gamamem moBumha. Bpoj koju je
moOe Mo TpesIa3u y APYyro KOJ0 TaKMWYema — uie yBuc mo crabmy. IIporec
ce HaCTaB/ba CBE JIOTJIE JIOK KOPeH cTadja He m3abepe TavHO jegaH OpOj Kao
yKymnHor nobeanuka (OBaj MOCTYNAK je peryjiapad caMO y IIPBOj UTEDPAL]H;
pa3morpuheMo KacHHje KakKo Ta Tpeda MOIMPaBUTH, Aa OH PaJuoO UCIPABHO U
KaJ, Cy HEKW eJIEMEHTH eJIMMUHUCAHU). Bpoj-mobennuk ce 3aTuMm majbe HU3
cTabjI0 0 CBUX JINCTOBA, HWUBO 10 HUBO; y TMPOIECY CJIAMa YYECTBYje CBAKU
9Bop crabsia, masbyhn mobujern Opoj m jgeBoM u jgecHOM cuHy. llomTo cBu
JINCTOBY CA3HAjy KOju je Opoj MUBOT, OHU CBOje OpojeBe MOry Ja ymopene ca
MHUBOTOM Yy jeJIHOM MAPAJIETHOM KOPaKy. JIMCTOBH 3aTHM IIajby HABHUIIE, CBOM
OIly, jeJIMHUILY, aKO je IbUXOB OpOj Mamby MK jeTHAK O/ IIUBOTA, OTHOCHO HYJTY
y mporuBHOM. Panr mmBota je 6poj jemmuuiia mociaarux Hapuiie. Cabuparbe
OpojeBa KOju Ce IMajby HABUIIE JIAKO C€ W3BOAM TAKO IIITO CBAKYM YBOp cabupa
Opojese mobujere on cuHoBa. Ilocie Tora KOpeH Iabhe HAHUZKE PAHT MTHBOTA, U
CBaKHU JIKCT MOXKE HE3ABHCHO J[a YCTAHOBH Ja JU Tpeba eJTMMUHUINE CBOj OPOj.
VYkyuno nocroje uerupu ”ranaca’ KomyHukauuje y cBakoj urepaumju: (1) y3
crabso ma 6u ce m3abpao muBOT, (2) HU3 cTabNo, 18 OM Ce THUBOT TOCTA0 0
JmcToBa, (3) y3 crabiio, Ja 6u ce u3padyHao paHr nuBoTa, u (4) Hu3 crabio ce
maJ/be PAHT MHUBOTA.

ITocse mpBe uTeparnuje mojaBbyje ce jemaH mpobdJemM; IOIITO Cy HEKU eJIEMEHTH
€TMMUHUCAHN, TAKMUYAPH BUIlle HUCY paBHOnpasau. [TocmarpajMo, Ha puMep,
E€KCTPEMHH Cy4aj KAl Cy Y jeIHO]j TIOTOBUHE CTAb/Ia eTUMIHACAHN CBU JINCTOBH
cem jemmor. IIpeocranu ememenar y Toj nmomoBunu crabia ”mpoByhu” he ce 10
”bunana” 6e3 UKAKBOT TAKMUUEHA, 8 OHJI he OuTn m3abpaH ca BepoBaTHONOM
1/2, nox je BepoBarHONa mM300pa OCTAJIMX e€JeMeHaTa MHOrO Mama. Bosean
OmcMo 13 ouyBaMoO yHuUGOPMHOCT PACIOe/e BEPOBATHONA TPUINKOM m300pa
MUBOTA y CBAKOj UTEpanuju. ¥ HU(POPMHOCT Ce MOYKE O9yBaTH Ha cJjieehn HaduH.
[Ipouecopu, uuju cy 6pojeBu eTMMUHUCAHA Y MPETXOAHUM KOJIUMA, TIAJby HABHIIE
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crenujainy BpegHocT nil, Kojy cBaku eremenar mobehyje. CBakom esemMeHTy
KOjU y9I€eCTByje y TAKMUYEhY MPUAPYyXKYyje ce Opojad, dnja je moIeTHa BPeTHOCT

1. Bpojau moka3yje KOJWUKO je CTBAPHUX ~TPOTHUBHUKA’ yUIECTBOBAIO y M€y
TYpPHHUDA, U3 KOT'a je eJIEMEHAT U3AI1a0 K0 Mo0eIHUK (OIHOCHO OPOj HECTUMUHUCAHUX
ejleMeHaTa y 1moicrabily 4Bopa, y KoMme ce Hajasu enemenar). Kaji ejemenar
modeu y MapTUju y HEKOM 4UBOpYy crabiia, oH ce ynyhyje HaBHIIE, a BPEIHOCT
merosor 6pojada mosehasa ce 3a BpeIHOCT Opojatia leroBOr MOPaKeHOT IPOTHBHUKA
(xao y dunmy ”Toprmrrak”). [Taptuje ce onurpasajy ca ” HecuMeTpuaHuM” HOBUHTieM,
KOl KOra je OJHOC BEPOBATHONA HYJI€ U JeIWHUIE jeTHAK OTHOCY BPEIHOCTH
Opojada jgpa TakMuuapa. Ako cy 6pojaum wrpada p, OJHOCHO ¢, OHJIa TIPBH
urpayd nobeljyje ca seposarnohom p/(p+q), a npyru ca seposaruohom q/(p+q).

Ha npumep, ako je y mpBoj maptuju x mobeano urpada ¥y, a z MpoInao gajbe 6e3
60opb6e, oA Opojaun ejleMeHaTa &, OJHOCHO 2 UMajy BPeIHOCTH 2, OGHOCHO 1. Y
WTPU T TPOTUB 2z KOPUCTH C€ HOBYHIN KOjU j& HAKJIOIHEH €JIEMEHTY X, OJHOCHO
Jomemyje My mpemHocT y omuocy 2 : 1. Pesyarar je ma z wma BepoBarHOhy

1/3 nobene y oBoj mapruju, a x u y ca BeposarHoliom (1/2)-(2/3) = 1/3
nobelyjy y obe csoje mapruje. MHAyKIHjOM ce TMOKasyje Ja OBAKAaB IIPOIEC
u36opa 06e36ehyje Ja y cBAKOM KOJTy CBH €JIEMEHTH Ce jeJHAKOM BEPOBATHONOM
MOry 6uTH n3abpaHu 3a MHUBOT.

Caootcenocm. Bpoj napaseHux KOpaka y CBAKOj MTEPAIUjH jeIHAK je deT-
BOPOCTPYKOj BHUCHWHM CcTabsa. [lomrro oBaj aJropuraM eJIVMMHUHUIINE eJIeMEHTe
Ha TIOTIYHO WCTH HAYMH KA0 M CEKBEHIIMjaJIHW ajrOpUTaM, OYeKMBAHU OpOj
urepanmja je O(log n). [Ipema ToMe, 0ueKuBaHO BpeMme m3ppmasama je O(log? n).

10.4.4 MhHoxere MaTpuua Ha ABOAVMEH3VMOHAJIHOj MPeXu

Mpexa pauyrapa kojy hemo caja pa3MoTpuTH je JBOAMMEH3NOHATHA MPEXKa
nxn. [Ipounecop Pli, j] Hama3u ce y IPEceKy i-Te BPCTe U j-Te KOJOHE, ¥ II0BE3aH
je ca mpouecopuma Pli, j+1], P[i+1,j], P[i,j—1] u P[i—1, j]. IIpermocrasiba
ce Ja Cy CYNpOTHH KpajeBu Mperke MeljycOOHO TOBE3aHH, OTHOCHO /1a MpexKa
Jimuu Ha ropyc. Tako, wa npumep, P[0, 0] je mosesan ca P[0,n—1] u Pln—1,0],
nopen P[0,1] P[1,0], Buaeru cauxy Jpyrum pedmma, cBa cabuparmba u
O/ly3UMakba MHJIEKCA BPIIE Ce 110 MOAyJLy 1 (OLICer BPEJHOCTH 33 UHIEKCE i, j je
0,1,...,n—1). Anropuram Koju IpUKa3yjeMO je CAMETPUYHU]U U €JIETAHTHU)I
¥3 OBY IIPETIOCTABKY; B-€rOBO BPEME U3BPIIABAIbA, j€IHAKO je (10 Ha KOHCTAHTHU
dbakTop) Bpemeny usBpIiaBama Ha 00UUHOj Mpexku (OHOj KOja HUje [IPECaBUjabeM
[IOBE3aHa Kao TOPYC).

IIpo6aem. lare cy aBe n X n marpuie A u B, Tako Ja Cy BHUXOBU €JIEMEHTH
Ali, j] u Bli,j] y uponecopy Pli,j]. Uspauynaru C = AB, tako na ejeMeHar
Cli, j] Gyne y npomecopy Pli, j].

Kopucruhemo obnuan aaropuram 3a MHOXKeEE MaTpuiia. [Ipodaem je mpemectuTn
HOJATKE TAKO 13 ce IIpaBu 6pojesu Hally Ha MPaBoM MECTY Y IIPABOM TPEHYTKY.
IMocmarpajmo enemenar C|0, 0] = Z;é A[0, k]- B[k, 0], koju je jeqaak npou3Bomy
TpBe BpCTe MaTpuie A W mpBe KoJoHe Marpuie B; pemnm 6pojesw BpcTa W
KOJIOHA Cy TIpM OBAKBOM O3HA4aBamy 3a jemaH Behu oI HUXOBUX WHIEKCA.
Bousienu 6ucmo ma 6poj C|0,0] 6yne uspauynar y uporecopy P[0,0]. Oso ce
MOZKe TIoCTUNM MUKJIMYKAM IIOMEPabeM IpBe BpcTe A yiieBo, B HCTOBPEMEeHUM
IUK/JIAYKEM IIOMEPAEM IIPBE KOJIOHE B yBUC, KOPaK 110 KOPakK. ¥y MPBOM KOPAKy
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Ciomka 10.12: /IBOAMMEH3MOHATHA IPECABUJEHA MPEXKA.

P[0,0] canpxu A[0,0] m B[0,0] m n3pauyHaBa HHUXOB TPOU3BOM; Y IPYTOM
kopaky P[0,0] nobuja A[0,1] (on mecnor cycena) m B[1,0] (ox cycema mcmoxn
cebe) U BUXOB MPOU3BOJ, I0/aje napuujaauoj cymu, ura. Bpennocr C|0,0] ce
TaKO U3PAUYHABA TOCJE 7 KOPAKA.

IIpoGem je obe3beanTu ma cBu mporecopu 006aB/bajy UCTH OBAKaB ITOCAO, a
CcBU MOpajy Aa aeine nmomarke Mehycoono. IloTpebHo je ma momaTke mpeypegmmo
Tako Ja He camo P[0, 0], Hero m cBM ocrajm TPOIECOpH MOOHjy CBe moTpebHe
nonatke. laeja je ma ce mojamm y MaTpUIlaMa, HCIIPEMEITAjy Ha TaKaB HAUWH,
Jia CBAKH IMPOIECOD Y CBAKOM KOpakKy Ao0mje maBa Opoja duju MpOM3BOI Tpeda
Ja m3padyHa. buran je makmie moueTHu pacmopes mogataka. IIpobiem pemrasa
NOYETHU PACIOpe] Takas Ja uponecop Pli, j| uma enemente Ali, i + j| u B[i +
J, 7], omHOCHO A ApyTH nHIeKe exemMenTa A Gyie jeHak MPBOM HHIEKCY eIeMeHTa
B (upu yemy ce, Kao LITO je PEYeHO, MHIEKCH padyHajy no moayiy n). [lomro ce
dopMupa oBaKaB pacrmope/l, CBAKH KOPAK Ce CACTOJU O] HCTOBPEMEHOT ITUKTHIKOT
nomepama Bpcra A u xkosona B, uume Pli, j| nobuja enemenre Afi, i + j + k]
u Bli+j+k,j,0 <k <n-—1, ynpaBo OHE eJI€MEHTEe KOju Cy My IIOTDeOHH.
o mouerHOr pacmopena MOKe ce JONW IMUKJINYKAM ToMepameMm Bpere A ca
WHIEKCOM % 3a ¢ MeCTa yJIeBO, a KOJIOHe B ca MHIEKCOM ¢ 3a i MEeCTa HaBHIIIE,
i =0,1,...,n — 1. Aaropuram je npukasan na ciumu [10.13] Ha cowmm [10.]]
MPUKA3aHO je popMuUpame MOYeTHOr PACIOPEea eJleMeHaTa MaTpula 3a n = 4.
JleBa crpana moka3syje MOYETHO CTalbe MOJATAKA, a JIECHA HUXOB Pa3MeInTaj
TOCJIE€ W3BPITIABAHA, MMOYETHUX IUKJINIKUX TTOMEPATHA.

Cuaootcernocm. Tloyerna nukindka nomepama Bpera A Tpajy n/2 napajeaHux
kopaka (kax 6poj momepama nocrane sehu o1 n/2, noMepama ce u3BoAe y
CYIPOTHOM CMEPY — YZIECHO yMECTO YJIEBO); UCTO BAXKU U 33 OYETHA [IOMEPatha,
KOJIOHA B. Y HapeIHuX N KOPAKa U3BOJIE CEe Y CBAKOM IIPOIECOPY U3PAdyHABAA,

u IoOMeparma. Tu KOpaIlym MOTYy Ce U3BPINTUTHU TapPaJIETHO. yKyHHO BpeMe U3BpITaBammbha
je O(n). Edukacuoct anropurma je O(1), ako ynopelyjemo napajiesHn aaropuram
ca OOMYIHNM CeKBEHIIHjaTHIM MHOKemeM MaTpuna ciaoxkernoctn O(n?). Edukacnocr
j€ aCUMIITOTCKHU Maka, aKo mapaJesnu aaropuram ynopehyjemo ca ump. Ilrpa-
CEHOBHM aJI'OPUTMOM.
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Ausropuram MnoZenje_matrica(A, B);
Vanaz: Awu B (n X n marpure).
Wsnaz: C (upoussog AB).
begin
for i := 0 ton — 1 do in parallel
IUKJWYKA TIOMEPHU YJIEBO BPCTY ¢ MaTpure A 3a i MecTa;
{ommoCHO, m3Bpmu Al j] := A[i, (j + 1) mod n] ¢ myra}
for j := 0 ton — 1 do in parallel
LMKJIMYKY [IOMEPU HABHUILE KOJIOHY j Marpuue B 3a j mecra;
{ommocuo, wsspmu Bli, j] := B[(i + 1) modn, j] j myTa}
{nomanu cy cazsa Ha >KeJb€HUM IIOYETHHM IO3UIHjaMa }
for cse mapose i, j do in parallel
Cli, j] == Ali, 5] - Bli, jl;
for k:=1ton—1do
for cse mapose ¢, j do in parallel
Ali, j] :== Ali, (j + 1) mod n];
Bli, j) = Bl(i + 1) modn, j]
Cli, ) := Cli, ] + Ali» 1 - Bl ]

end

Cumka 10.13: Anropuram 3a HapasieHO MHOXKEHE MATPUIA HA MPEXKHU.

Qoo | @o1 | @o2 | ao3 ao1 | @o2 | @o3 | Aoo

boo | bo1 | bo2 | bos bio | ba1 | b32 | bos

a1p | G11 | G12 | A13 a12 | 413 | @10 | G11

big | b11 | b12 | b3 bao | b31 | bo2 | b1z

azp | @21 | G22 | G23 a23 | G20 | A21 | A22

bao | b1 | b2z | bo3 b3o | bor | bi2 | b2s

asp | @31 | az2 | @33 aso | 31 | az2 | @33

b3o | b31 | b3 | b33 boo | b11 | bao | b33
Tabena 10.1: TIlouerno pasmernrame eJeMeHaTa MATPHIA, — TPUTIPEMa 3a

IIapaJieJTHO MHOXKEHHE.

10.5 Cwucronuykn anropntTmMmm

Cucronmyuka apxuTeKTypa Judr Ha HOKpeTHy Tpaky y (abpunu. IIponecopu cy
0buuHO pacropehenu Ha BpJIo npaBunan Hauuh (Hajuenthie y oOIUKY jeTHOIMMEH3UOHATHOT
WM JBOJMMEH3UOHAJHOL [0Jba), & MOJAIM Ce KPO3 IBbUX PUTMHUYKH [OMEPa]y.
CBaku TpoIecop M3BPIIABA jeJHOCTABHE OMEPAIlije ca MoJanuMa Koje je 106mo
y MPETXOJHOM KOPaKy, a CBoje pesysrare jgorypa cienehoj ”cranumu”. CBaku
[POIECOP MOKE 13 CAJAPKU MaJLy JIOKAJIHY MeMOpujy. ¥Yja3u ce Hajuerihe
7 yTuCKyjy” y CUCTEM jeJIaH 1O jeJaH, YMECTO /I3 Ce CBY OJIjeTHOM VITUIILY V HEKE
MeMopwujcke jokanuje. [IpemHOCT cuCTOMMYKe apXuTeKType je edukacHocT, u
y XapABepckoMm morvieay (IpoIecopu Cy CHenujaju30BaHu U jeTHOCTABHU) U
y norsieny Opsune (MunuMmusupan je 6poj mpucryna memopuju). Kao u Ha
MOKPETHO] Tpally, K/bY9IHO je ga ce u3berte morpeda 3a JOBIAYEIHEM AJIATa,
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u Marepujaja 3a Bpeme paja. CBe mITo je moTpebHO 33 U3BPIIABAKE ONEpaIldje,
JI071a31 OKpeTHOM TpakoM. O30m/baH HEJOCTATAK OBAKBUX PAYIyHAPA je HEeJOBOJHHA,
dnexcubmaoct. Cucronnyuke apxuTekrype cy edwuracue camo 3a oapehene
anropurme. Pazmorpuhemo nBa mpuMepa CHCTOJMYKHAX AJTOPUTAMA.

10.5.1 MmHoxere maTpuue 1 BeKTopa

3anounmeMo Ca, jeTHOCTABHUM AJITOPUTMOM, KOju NEMO 3aTWM KOPHUCTUTH
3a pa3BOj KOMILTUKOBAHUjET aJrTOPUTMA.

IIpo6aem. Mspauynaru mpousson x = Ab marpune A aumensuje m X n u
BeKTOpa b myxumHe n.

CucreM ce cacToju /1 n MPOIECOPa, TaKO Ja nporecop P; mo1aje mapimjanHoj
CyMH 4IaH y KOMe je IuHuIan b;, i-ta KoMmoHneHTa BekTopa b. Kperame mogaraka
U olepalyje Koje u3BpIlaBa CBAKU O]l IIPOLECOpPa IPUKA3AHU Cy 3a n =m = 4
wa cimny [10.14] Ilpernocrasmamo ga ce BekTop b Hamasm y omroapajyhinm
nporecopuma (1iu je y iux ybadeH KOpak o Kopak). Pesysiraru ce akyMmyupajy
TOKOM KPEeTama CJieBa YIECHO Kpo3 mporecope. 3ma3He mpomemuBe x; Ha
noverky umajy Bpeanocr 0. ¥ npsom Kopaky ce x1 (= 0) 3ajenno ca ap; ybaiyje
y Pi, a cBu ocrasiu yjia3u HAIPELyjy je/laH KOPAK Ha IyTy Ka IIPOIECOPUMA.
IIporecop P; m3pauynaBa x1 + a1 - b1, u pesynrar mpociaelyje ymecuo. ¥V
JpyroMm Kopaky P, mpuma cieBa x1 = aq1 - by W 0I03r0 a2, 1A W3pavdyHABA
x1+ a1z - by, pesynrar mpociehyje yaecHo, UTA. Y i-TOM KOPaKy M3padyHaBarba
x1 mporecop P; mpuMma cieBa mapIiujasiHd pPe3yaTaT Ty = 22;11 a1,bg, 0103rO
onrosapajyhm esemeHar MaTpuIe ai;, a oarorapajyhy xoopaumnary b; 6uio u3
JokasHe MeMmopuje (Kao Ha caunm), 6umo omosmo. Ilpomecop P; m3padyHasa
BPEIHOCT u3pasa r1+a1;b; u mpenaje je mabe, yaecHo. ¥ TPEHYTKY HAMYIITAHA,
HU3a MPOIECOPA, MOCJe 1 KOPaKa, T1 OYUIJVIEAHO CAJPHKU YKEJHEHY BPEIHOCT.
Nspauynasame xo npatu ” y crony” uspadyHaBare x1 U 3aBpiiasa ce y (n+1)-
oM Kopaky. [lpyruMm pedumma, m3padyHaBama i U Ty CY BPEMEHCKH CKOPO
HOTIYHO IPEKJIOIUbeHA. YOIIITe, U3padyHaTH ejeMeHaT T; HOojaBbyje ce Ha
n3aa3y nociie n+j—1 kopaka, j = 1,2, ..., m, a KOMIJIETaH TPOU3BO, N3PATyHABA
ce mociye m + n — 1 Kopaka.

Q44
43 34
a42 az3 a24
a a41 a32 a23 Q14
az1 a22 a13
Ly Ty = Ty + ab a1 ai2
aii

: : l l A3
Ty T3 T xl%bleQHbgHm’_ﬂgﬂ

Ciuka 10.14: MuOXKeme BEKTOPA MATPHUIIOM.

OcHoBHE TPOOJIEM TTPU KOHCTPYKIIA]U CACTOJIMIKHUX AJITOPATAMA j€ OPTaHU3AII]a,
Kperama nogaraka. CBaku mogarak Mopa ce Halhin Ha TPABOM MECTY y TPABOM
TPEHYTKY. ¥ OBOM IIPUMEPY TO je IMOCTUIHYTO YBODEHmEM Kalllberha, TAKO J1a
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mo4yerak i-re Kojioue marpuiie A cruxke y nporecop P; y kopaky . OBaj npumep
je jeanocrasas, jep ce cBaku ejieMenar marpuie A xkopucru camo jeanom. Kau
ce MCTa BPETHOCT KOPUCTH BHUIIE TTyTA, MHOTO je KOMILJIMKOBAHM]e OPTAHN30BATH
BEHO KpeTame, mTo fiemo BumeTn y ciaeaehem nmpumepy.

10.5.2 W3pauyHaBarse KOHBONyLNMjE

Heka cy ¢ = (z1,22,...,2,) u w = (w1, wa, ..., W) ABa peajHa BEKTOpPa,
upu yemy je k < n. KoHBoJLyuja BekTOpa & 1 w je BEKTOP ¥ = (Y1,Y2, - - - s Yntl—k)s
Ca KOODIMHATAMA,

Yi = W1Ti + WaTiq1 + - WgTipk—1, t=1,2,...,n+1—k.
IIpobiuem. 3padynarun KOHBOJYIIHjY ¥ BEKTOPa & U wW.

IIpobem n3padyHaBama KOHBOIYIIHj€ MOXKE Ce CBECTH HA IPOOIEM N3PATYyHABAA
[POU3BOJIA MATPHIIE M BEKTOPA HA cJjiejelin HaYuH:

Z1 €2 €3 t Tk w1 A%

T2 €3 T4 o T4 w2 Y2

xs3 Ty X5 o TE42 w3 | = Y3
Tn4+1—k Tn4+2—k Tn+3—k e Tn Wy Yn+1—k

Cucrosmyuku ajropuraM KOju pelraBa 0Baj IpobJeM MOXKe ce 100UTH Kao
CTETMjaJTHY CIy'aj ONIITHjer aJrOPUTMA 33 U3padyHaBahe MTPOM3BOIA MATPHUIIE
U BEKTOpa (BUIETH NPETXOAHU MpOobJeM, CIUKA . OBo je mpuka3aHO HA
cmmu [10.15] IIpumernMo na ce x; MCTOBPEMEHO KOPHCTH Iy?K LIEJIOr HA3a
uporecopa (cem npsux k — 1 BpeJHOCTU Z;, KOje Ce KOPUCTE CaMO Yy OYETHOM
Jesty Hu3a). 360r Tora je norpebua JuHuUja 3a upocrupae. [Ipukazaliemo caza
perrere mpobieMa KOHBOJYITHje 6€3 MPOCTUPAA.

Ts Ts Ts Ts
Xq X4 Tq Xq
T3 T3 T3
T2 €2
Z1
: l l : 13JIA3
Y2 Y1 wq w2 w3 Wy —>

Cnwuka 10.15: KonBomiynnja ca mpoCTHPamEM.

IIponecopn na coumm [10.15] npumajy asa ynasa, a majy camo jenan usmas.
VYuorpebuhemo casa mporecope KOju MpuMajy yaa3e u3 [IBa CMEPA, W IIAJby
uznasz y jasa cmepa. Uneja je momeparu BEKTOpP T CJeBa YAECHO, a BEKTODP W
3mecHa ysieBo. Pe3ynarar y akymynmpa ce y mporecopuma. Kperame momaraka
Tpeba TaKO TMOJECUTH 13 ce oAroBapajyhe koopauHaTe w u & CPETHY TaMoO Te
Tpeba ma Oymy momuoxkene. IIpobem je y Tome 1m1To, KaJl Ce JBa BEKTOPA
Kpehy jemam mpema mpyrom, OHga je Op3WHA jeqHOT BEKTOpa y OMHOCY Ha
apyru asocrpyko Beha. Ilocmennna oBe unmmenure je ma Oum jemam egemMeHaT
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BEKTOPA T MPOIyCTHO MOJIOBUHY eJIeMeHATa BEKTOpa w, u 00pHyTo. Pererme
je moMeparu BeKTOpe deocmpyko marbom b6p3umnom. Yia3 ciieBa je makie ”xq,
HUIITA, Lo, HAIITA, ... , & 3/IECHA UCTO TO 33 BEKTOP w. Pelremne je mpuKa3aHo
Ha CJINIA m (pHE TayKe OAroBapajy OJACYTHUM IIOJAIMMA).

Wi —— Wu wi e W
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Cnuka 10.16: KonBomynuja nmomohy JBOCMEPHOT HU3A.

[IpenymTamMo IuTaOIy A& Ce YBEPH JIa CBaKM MpOoIecop P; Ha Kpajy n3padyHaBa
BpemHOCT ¥y;. Kag wy Hanmyctu Pj;, m3padyHara je KOHAYHA BPETHOCT ¥;, 1A Ce
TOJAIM MOTY ”HM3PyYNUTH W3 HU3a MPOIEcopa MyTeM Ha3HAYEHUM MCIION HH3a
nponecopa na caunu [10.16] Henocrarak xperama nogaraka JBOCTPYKO MAmOM
Op3UHOM je y TOME MITO U3PAIyHABAE TPaje IBOCTPYKO TyKe.

10.6 Pe3ume

TTomrro je mapamesnte anropuTMe KOMILTHKOBAHKje KOHCTPYUCATH OJT CEKBEHIIH]ATHUX,
KOPWCHO je IIITO BUIlle yIoTpeO/haBaTu rorose 6J0KOBe. Jeqan o TAaKBUX MONHUX
OJIOKOBA, je ajropuTaM 3a [apajeHO H3padyHaBambe mpedukca, KOju je dak
Tpe/JTaraH 33 MPUMUTHBHY MAITUHCKY WHCTPYKIA]y. TeKko je y OBOM TpeHYTKY
nporeHuTy Koje fie o pasMarpaHux napajeHuX apXuTeKTypa (OJIHOCHO Ja Jiu

he neka ox wux) gomunuparu y 6yayhuocru. 36or Tora je BaxHo uneHTudUKOBATH
TEXHUKE MPOJEKTOBAA AJITOPUTAMA 3a]6THUIKE 34 BUIIIE MOJIea. AHATH3UpAIA
CMO 4eTUpPHU TaKBe TeXHUKe: ydeocmpydasare (onpeljuBare panrosa ejemeHara
JIUCTE U JIPYTe OTEpalnje Ca TOBE3AHUM JIUCTAMA), NAPAACAHY 6APUJAHINY DA3AA2AI6G
(cabupame, mapajelHO U3padyHaABaIbE NPEDUKCA, COPTHPABE), NPEKAANAtE
(ko cucToNMUKUX ajaropuTama), u mexnuky Ojaeposcoz obuaacka (Koja je KOpUCHA
KO/l MHOIIITBA aJrOPUTaMa 3a PaJl ca crabiamuMma, 0OJHOCHO rpadoBuma).
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