Tezinski grafovi

U problemima koji slede baviéemo se teZinskim grafovima (eng. weighted graph):
grafovima u kojima je svakoj grani pridruzena njena tezina (eng. weight). Tezine
¢emo Cesto zvati i duzinama i pod terminom duzina puta razmatra¢emo zbir
duZina grana na tom putu (a ne broj grana na tom putu). Na slici 1 dat je jedan
usmereni tezinski graf. U ovom grafu duzina puta 1,2,0 iznosi 5 + 1 = 6, dok
duzina puta 1,3,2,0 iznosi 1 + 241 = 4.

Slika 1: Usmereni tezinski graf.

U programskom jeziku C++ tezinski graf mozemo predstaviti ili matricom
povezanosti u kojoj se umesto logickih vrednosti ¢uvaju tezine grana (uz neku
specijalnu numericku vrednost koja oznacava da ¢vorovi nisu povezani) ili listama
povezanosti gde se u svakom elementu liste povezanosti ¢uva indeks krajnjeg
¢vora grane i tezina grane. Ako koristimo listu povezanosti i ako su duzine grana
celobrojne, mozemo upotrebiti strukturu podataka oblika:

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda(n);
Novu granu u graf dodajemo na sledeéi nacin:
listaSuseda[cvor0d] .emplace_back(cvorDo, tezina);

Podsetimo se da se primenom funkcije emplace_back najpre konstruise uredeni
par ¢vora i njegove tezine, a zatim i dodaje na kraj vektora.

Na primer, usmereni tezinski graf sa slike 1 zadajemo listama povezanosti na
sledeéi nacin:
vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda

{3, {{2,53, {3,1}}, {{0,1}}, {{0,4}, {2,2}}};

Ako je graf neusmeren, mozemo ga smatrati usmerenim, pri ¢emu svakoj njegovoj
neusmerenoj grani odgovaraju dve usmerene grane iste duzine, u oba smera.
Algoritmi koje ¢emo razmatrati odnose se i na usmerene i na neusmerene grafove.



Najkracéi putevi iz zadatog ¢vora

Problem: Za dati usmereni graf G = (V, E) i jedan njegov ¢vor v pronadi
najkrace puteve od ¢vora v do svih ostalih ¢vorova u G. Na primer, u grafu
sa slike 1 odrediti najkrace puteve od ¢vora 1 do svih ostalih ¢vorova u grafu.
Najkraéi put do ¢vora 3 predstavlja direktna grana (1,3) i duzine je 1, dok
najkraci put do ¢vora 2 je put 1,3,2 ukupne duzine 1 4+ 2 = 3, a ne direktna
grana (1,2) duZine 5.

Postoji mnogo situacija u kojima se pojavljuje ovaj problem. Na primer, graf
moze odgovarati auto—karti: ¢vorovi su gradovi, a duzine grana su duzine
direktnih puteva izmedu gradova (ili vreme potrebno da se taj put prede, ili
izgradi, itd, zavisno od problema). Zadatak je pronaéi najkraéi put (u smislu
duzine ili proteklog vremena) od jednog grada do drugog.

Acikli¢ki slucaj

Pretpostavimo najpre da je graf G aciklicki. U tom sluc¢aju problem je laksi i
njegovo resenje pomo¢i ¢e nam da problem resimo i u opstem slucaju.

Pokusajmo da problem resimo indukcijom po broju ¢vorova. Bazni slucaj
je trivijalan. Neka je |V| = n. Posto je graf aciklicki, moZemo da iskoristimo
topolosko sortiranje grafa. Najpre, ako je redni broj ¢vora v od koga treba odrediti
najkrace puteve u topoloskom sortiranju jednak k, onda se ¢vorovi sa rednim
brojevima manjim od k ne moraju razmatrati jer ne postoji na¢in da se do njih
dode iz ¢vora v. Dodatno, redosled dobijen topoloskim sortiranjem je pogodan za
primenu indukcije. Posmatrajmo poslednji ¢vor u topoloskom redosledu ¢vorova,
odnosno ¢vor z sa rednim brojem n. Pretpostavimo (induktivna hipoteza) da
znamo najkrace puteve od ¢vora v do svih ostalih ¢vorova, sem do z. Oznacimo
duzinu najkradeg puta od ¢vora v do ¢vora w sa w.SP (eng. shortest path). Da
bismo odredili vrednost z.SP, dovoljno je da proverimo samo one ¢vorove w iz
kojih postoji grana do ¢vora z (slika 2). Posto se najkraéi putevi do ostalih ¢vorova
ve¢ znaju, vrednost 2.SP jednaka je minimumu zbira w.SP + duzina(w, z), po
svim ¢vorovima w iz kojih vodi grana do ¢vora z. Da li je time problem reSen?
Vazno pitanje je da li dodavanje ¢vora z moze da skrati put do nekog drugog
¢vora. Medutim, posto je z poslednji ¢vor u topoloskom redosledu, ni jedan drugi
¢vor nije dostizan iz z, pa se duzine ostalih najkracih puteva ne menjaju. Dakle,
uklanjanje ¢vora z iz grafa, nalazenje najkrac¢ih puteva bez njega, i vra¢anje z
nazad su osnovni delovi algoritma. Drugim rec¢ima, sledeca induktivna hipoteza
reSava problem.

Induktivna hipoteza: Ako se zna topoloski redosled ¢vorova, umemo da
izrac¢unamo duzine najkra¢ih puteva od ¢vora v do prvih n — 1 ¢vorova.

Kad je dat aciklic¢ki graf sa n ¢vorova (topoloski uredenih), uklanjamo n-ti évor z,
indukcijom resavamo smanjeni problem, nalazimo najmanju medu vrednostima
w.SP + duzina(w, z) za sve ¢vorove w takve da (w, z) € E i nju proglasavamo
za 2.5 P. 1z ovog razmatranja direktno sledi odgovarajuéi rekurzivni algoritam.



Slika 2: Rac¢unanje najkrac¢eg puta od ¢vora v do poslednjeg ¢vora z u topoloskom
poretku.

Sada ¢emo pokusati da usavrsimo algoritam tako da se Kanov algoritam za
topolosko sortiranje obavlja istovremeno sa pronalazenjem najkraéih puteva.
Drugim recima, cilj je objediniti dva prolaza (za topolosko sortiranje i nalazenje
najkraéih puteva) u jedan.

Razmotrimo nac¢in na koji se algoritam rekurzivno izvrsava (posle nalazenja
topologkog redosleda). Pretpostavimo, zbog jednostavnosti, da je redni broj évora
v od koga treba izrac¢unati najkracée puteve u topoloskom redosledu 1 (¢vorovi
sa rednim brojevima manjim od rednog broja ¢vora v ionako nisu dostizni iz v).
Prvi korak je poziv rekurzivne procedure. Procedura zatim poziva rekurzivno
samu sebe, sve dok se ne dode do ¢vora v. U tom trenutku se duzina najkraceg
puta od ¢vora v do ¢vora v postavlja na 0, i rekurzija pocinje da se “razmotava’.
Zatim se razmatra ¢vor u sa rednim brojem 2 u topoloskom poretku; duzina
najkraceg puta do njega izjednacuje se sa duzinom grane (v, u), ako ona postoji;
u protivnom, ne postoji put od v do u. Sledeéi korak je provera ¢vora x sa
rednim brojem 3. U ovom sluéaju u x ulaze najvise dve grane (od ¢vorova v i/ili
u), pa se uporeduju duzine odgovarajué¢ih puteva. Umesto ovakvog izvrSavanja
rekurzije unazad, pokusacemo da iste korake izvrsimo preko niza ¢vorova sa
rastué¢im rednim brojevima u topoloskom redosledu.

Indukcija se primenjuje prema rastu¢im rednim brojevima u topoloskom redosledu
pocevsi od v. Ovaj redosled oslobada nas potrebe da redne brojeve unapred
znamo, pa ¢emo biti u stanju da izvrSsavamo istovremeno oba algoritma. Dakle,
mozemo razmotriti narednu induktivnu hipotezu.

Induktivna hipoteza: Ako znamo prvih m ¢vorova u topoloskom redosledu
¢vorova, umemo da izra¢unamo duzine najkraéih puteva do ¢vorova sa rednim



brojevima od 1 do m.

Razmotrimo ¢vor sa rednim brojem m + 1, koji éemo oznaciti sa z. Da bismo
pronasli najkra¢i put do z, moramo da proverimo sve grane koje vode u z.
Topoloski redosled garantuje da sve takve grane polaze iz ¢vorova sa manjim
rednim brojevima. Prema induktivnoj hipotezi ti ¢vorovi su veé razmatrani,
pa se duzine najkracih puteva do njih znaju. Za svaku granu (w,z) znamo
duzinu w.SP najkraceg puta od v do w, pa je duzina najkraceg puta od v do
z preko w jednaka w.SP + duzina(w, z). Pored toga, kao i ranije, ne moramo
da vodimo racuna o eventualnim promenama najkraéih puteva ka ¢vorovima sa
manjim rednim brojevima od rednog broja ¢vora z, jer se do njih ne moze dodi
iz ¢vora z. Da ne bismo za svaki ¢vor odredivali iz kojih ¢évorova postoji grana
ka njemu (Sto nije efikasna operacija u reprezentaciji grafa listama povezanosti)
mozemo pamtiti duzine poznatih najkraéih puteva do svih ¢vorova sa veéim
rednim brojem od tekuceg ¢vora. Prilikom razmatranja ¢vora z, kao ¢vora sa
rednim brojem m + 1, potrebno je jedino razmotriti grane (z,x) koje polaze iz
njega i za svaki ¢vor x proveravati da li je vrednost z.5P + duzina(z,x) manja
od z.SP i ako jeste azurirati vrednost x.SP.

(0

Slika 3: Racunanje najkraéeg puta u aciklickom grafu: ¢vorovi su oznaceni redom
koji odgovara njihovoj poziciji u topoloskom sortiranju.

Razmotrimo izvrsavanje algoritma na primeru aciklickog grafa sa slike 3. Re-
dosled ¢vorova u topoloskom sortiranju grafa je vy, vs,v3,v4. Neka je zadatak
odrediti najkrace puteve iz ¢vora v;. Na pocetku postavljamo vrednost na-
jkraceg puta do ¢évora vy na 0 (i to proglasavamo kona¢nom vrednoséu najkraceg
puta do &vora v1), a vrednosti najkraéih puteva do svih ostalih ¢vorova na oco.
Razmatramo grane koje polaze iz ¢vora vy: to su (vy,v2) i (v1,v3) i azuriramo
najkraée puteve do ¢évora vy i do ¢vora vs na v3.SP = min{oco,0 + 5} = 5,
a v3.SP = min{oo,0 + 7 = 7}. Drugi ¢vor u topoloskom redosledu je ¢vor
v9: tekucéu vrednost najkraceg puta do njega proglasavamo za konac¢nu vred-
nost najkrac¢eg puta, odnosno proglasavamo v.SP = 5. Zatim razmatramo
grane koje izlaze iz ¢vora va: to su grane (vg,v3) i (v2,v4) i azuriramo vrednosti:
v3.8P = min{7,5+1} = 61iv4.SP = min{oo, 5+5} = 10. Cvor do kog otkrivamo
najkraéi put je vs: on je treé¢i po redu u topoloskom poretku. Razmatramo jedinu
granu (vs,v4) koja polazi iz ¢vora vz i vrS§imo aZuriranje vrednosti najkraceg
puta do ¢vora: v4.SP = min{10,6 + 2} = 8. U ovom trenutku proglasavamo kao
konac¢nu vrednost najkraceg puta i do ¢vora vy i zavrSsavamo algoritam.



Za svaki ¢vor pamtimo njegovog prethodnika (roditelja) na najkradem putu od
¢vora v. Na taj nac¢in mozemo jednostavno da rekonstruiSsemo same najkrace
puteve.

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,3}, {2,2}}, {{3,1},
{4,2}}, {{5,3}}, {}, {{6,1}, {7,3}}, {{8,4}>, {3, {3, {}3};

// funkcija koja stampa put od polaznog cvora v do datog cvora
// kroz grane drveta najkracih puteva
void odstampajPutDoCvora(int cvor, vector<int> roditelj){

// ako smo stiglt unazad do polaznog cvora, 2zavrsavamo
if (roditeljlcvor] == -1)
return;
// inace, stampamo deo puta od roditeljskog cvora do kraja
odstampajPutDoCvora(roditelj[cvor] ,roditelj);
// na kraju stampamo tekucti cvor
cout << ", " << cvor;
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// funkctija koja stampa nmajkracti put do datog cvora i njegovu duzinu
void odstampajNajkraciPut(int cvor, vector<int> roditelj,
vector<int> najkraciPut){

cout << "Najkraci put do cvora " << cvor << " je: 0";
odstampajPutDoCvora(cvor,roditelj);
cout << " i duzine je " << najkraciPut[cvor] << endl;

}

// funkcija koja racuna najkrace puteve od cvora 0 u aciklickom grafu
void aciklicki_najkraci_putevi(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji za svaki cvor cuva njegov ulazni stepen

vector<int> ulazniStepen(brojCvorova,0) ;

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu najkraceg puta do njega
vector<int> najkraciPut(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());
// niz koji za svaki cvor cuva prethodnika u najkracem putu
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// najkract put od cvora 0 do njega samog postavljamo na O
najkraciPut [0] = 0;

// intctjalizujemo niz ulaznih stepena cvorova
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedali].size(); j++)



ulazniStepen[listaSusedal[i] [j].first]++;

// red koji cuva cvorove ulaznog stepena nula
queue<int> cvoroviStepenalNula;

// cvorove koji su ulaznog stepena O dodajemo u Ted
for (int i = 0; i < brojCvorova; i++)
if (ulazniStepen[i] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(i);

while(!cvoroviStepenaNula.empty()){

// cvor sa pocetka reda je naredni u topoloskom redosledu
int cvor = cvoroviStepenaNula.front();
cvoroviStepenalNula.pop();

// do njega je odredjen majkract put t¢ stampamo ga
odstampajNajkraciPut (cvor,roditelj,najkraciPut);

for (int i = 0; i < listaSusedalcvor].size(); i++){
// ukoliko je do mekog cvora kraci put preko upravo razmatranog cvora
// vrsimo azuriranje najkraceg rastojanja do tog cvora
int sused = listaSusedal[cvor][i].first;
int grana = listaSusedalcvor] [i].second;
if (najkraciPut[cvor] + grana < najkraciPut[sused]){
najkraciPut [sused] = najkraciPut[cvor] + grana;
// azuriramo koji je roditeljski cvor na najkracem putu
roditelj[sused] = cvor;
+
ulazniStepen[sused]--;
// ukoliko je stepen nekog od suseda pao na 0, dodajemo ga u red
if (ulazniStepen[sused] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(sused) ;
b
}
X

int main(){
aciklicki_najkraci_putevi();
return O;
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U algoritmu se svaka grana razmatra po jednom u toku inicijalizacije ulaznih
stepena ¢vorova, i po jednom u trenutku kad se njen polazni ¢vor uklanja iz reda.
Pristup redu zahteva konstantno vreme. Svaki ¢vor se razmatra tacno jednom.
Prema tome, vremenska slozenost algoritma za odredivanje najkraé¢ih puteva u



aciklickom grafu je u najgorem slu¢aju O(|V| + |E|).

Dajkstrin algoritam

Kad graf nije aciklicki, ne postoji topoloski redosled, pa se razmatrani algoritam
ne moze direktno primeniti. Medutim, osnovne ideje se mogu iskoristiti i u
opstem slucaju, kada su duzine grana pozitivne. Naime, jednostavnost algoritma
za odredivanje najkracih puteva iz zadatog ¢vora u aciklickom grafu posledica je
sledece osobine topoloskog redosleda: ako je z ¢vor sa rednim brojem &, onda:

1. ne postoje putevi od ¢vora z do ¢vorova sa rednim brojevima manjim od
k, i

2. ne postoje putevi od ¢vorova sa rednim brojevima veéim od k do ¢vora z
(slika 4).

Slika 4: Kada ¢vorove poredamo u redosledu topoloskog poretka, u grafu mogu
postojati samo grane sleva nadesno, koje vode od ¢vorova numerisanih manjih
brojem ka ¢vorovima oznafenim veéim brojem (oznacene crnom bojom), dok
grane koje vode zdesna ulevo, od ¢vorova numerisanih ve¢om vrednoséu ka
¢vorovima oznacenim manjom vredno$éu, ne mogu postojati (oznacene crvenom
bojom).

Ova osobina omogué¢uje nam da nademo najkraéi put od ¢vora v do ¢vora z, ne
vodedi racuna o ¢vorovima koji su posle z u topoloskom redosledu. Moze li se
nekako definisati redosled ¢vorova proizvoljnog grafa (koji nije nuzno aciklicki)
koji bi omoguéio nesto sli¢no?

Ideja je razmatrati ¢vorove grafa redom prema duzinama najkraéih puteva do
njih od ¢vora v. Te duzine se na pocetku, naravno, ne znaju; one se izracunavaju
u toku izvrsavanja algoritma. Najpre proveravamo sve grane koje izlaze iz ¢vora v.
Neka je (v, z) najkra¢a medu njima. Posto su, po pretpostavci, sve duzine grana
pozitivne, najkraéi put od v do x je grana (v, x). Duzine svih drugih puteva do
x su vece ili jednake od duzine ove grane. Cvor z je, dodatno, najblizi od svih
¢vorova ¢voru v. Prema tome, znamo najkraéi put do ¢vora najblizeg ¢voru v, i
to moze da posluzi kao baza indukcije. Pokusajmo da napravimo sledeéi korak.
Kako mozemo da pronademo najkra¢i put do nekog drugog ¢vora? Biramo ¢vor
koji je drugi najblizi do v (z je prvi najblizi). Jedini putevi koje treba uzeti
u obzir su druge grane iz ¢vora v ili putevi koji se sastoje od dve grane: prva
je (v, x), a druga je neka grana koja polazi iz ¢vora x. Neka je sa duzina(u,w)
oznacena duzina grane (u,w). Biramo najmanji od izraza duzina(v,y) (y # x)
ili duzina(v,z) + duzina(z,z) (z # v). Jos jednom zakljucujemo da se drugi
putevi ne moraju razmatrati, jer je ovo najkraéi put za odlazak iz v (izuzev do



x). Moze se formulisati slede¢a induktivna hipoteza.

Slika 5: Usmereni tezinski graf koji sadrzi cikluse.

Razmotrimo primer grafa sa slike 5 i problem trazenja najkraé¢ih puteva od ¢vora
v. Prvi najblizi ¢vor ¢voru v je jedan od direktnih suseda ¢vora v i to onaj do
kog vodi najkraca grana, a to je ¢vor b. Drugi najblizi ¢vor je ili neki drugi sused
¢vora v ili neki évor do kog vodi grana iz ¢vora b (kao prvog najblizeg ¢vora
¢voru v) — to ¢e biti évor a do kog vodi put v, b, a duzine 2 + 1 = 4. Tredi najblizi
évor ¢voru v bice ¢vor d na rastojanju 2+ 1 4+ 1 = 4, a Cetvrti najblizi ¢vor biée
¢vor ¢ do kog vodi direktna grana iz ¢vora v.

Induktivna hipoteza: Za zadati graf i njegov ¢vor v, umemo da pronademo k
¢vorova najblizih ¢voru v, kao i duzine najkraé¢ih puteva do njih.

Zapazimo da je indukcija po broju ¢vorova do kojih su duzine najkrac¢ih puteva
veé izracunate, a ne po veli¢ini grafa. Pored toga, pretpostavlja se da su to
¢vorovi najblizi ¢voru v, i da umemo da ih pronademo. Mi umemo da pronademo
prvi najblizi ¢évor, pa je baza (slu¢aj k = 1) reSena. Kad k dobije vrednost
|V| — 1, resen je kompletan problem.

Oznacimo sa V. skup koji se sastoji od k najblizih ¢vorova ¢voru v, ukljuc¢ujudi i
v. Problem je pronaci ¢vor w koji je najblizi ¢voru v medu ¢vorovima van Vi, i
pronadi najkraéi put od v do w. Najkraéi put od v do w moze da sadrzi samo
¢vorove iz Vj. On ne moze da sadrzi neki ¢vor y van Vj, jer bi u tom slucaju
¢vor gy bio blizi ¢voru v od ¢vora w. Prema tome, da bismo pronasli ¢vor w,
dovoljno je da proverimo grane koje spajaju ¢vorove iz Vj, sa ¢vorovima koji nisu
u Vj; sve druge grane se za sada mogu ignorisati. Neka je (u,z) proizvoljna
grana grafa G takva da je u € Vi i z ¢ V. Takva grana odreduje put od v do
z koji se sastoji od najkrac¢eg puta od v do u (prema induktivnoj hipotezi veé
poznat) i grane (u, z). Dovoljno je uporediti sve takve puteve i izabrati najkraéi
medu njima (slika 6).

Algoritam odreden ovom induktivnom hipotezom izvrSava se na sledeé¢i nacin.
U svakoj iteraciji dodaje se novi ¢vor u skup Vj. To je évor w ¢ Vj, za koji je
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Slika 6: Nalazenje sledeceg najblizeg ¢vora zadatom cvoru v.

najmanja vrednost izraza:
min {u.SP + duzina(u,w)|u € Vi } (1)

medu svim ¢vorovima w ¢ Vj. Iz veé iznetih razloga, w je zaista (k + 1)-
vi (sledeéi) najblizi ¢vor ¢voru v. Prema tome, njegovo dodavanje skupu Vi
produzuje induktivnu hipotezu.

Algoritam je sada u potpunosti preciziran, ali mu se efikasnost moze poboljSati.
Osnovni korak algoritma je pronalazenje sledeeg najblizeg ¢vora. To se ost-
varuje izracunavanjem duzine najkrac¢eg puta prema formuli (1). Medutim, nije
neophodno u svakom koraku proveravati sve vrednosti u.SP + duzina(u,w).
Veéina tih vrednosti ne menja se pri dodavanju novog ¢vora u skup Vj: mogu
se promeniti samo one vrednosti koje odgovaraju putevima kroz novododati
¢vor. Mi mozemo da pamtimo duzine poznatih najkraéih puteva do svih ¢vorova
van Vi, i da im popravljamo vrednosti samo pri proSirivanju skupa Vj. Jedini
nacin da se dobije novi najkraé¢i put nakon dodavanja ¢vora w u Vi je da taj
put prolazi kroz novododati ¢vor w. Prema tome, treba proveriti sve grane
od ¢vora w ka ¢vorovima van V. Za svaku takvu granu (w, z) uporedujemo
duzinu w.SP + duzina(w, z) sa trenutnom vrednoséu z.SP, i po potrebi popravl-
jamo vrednost z.SP. Svaka iteracija obuhvata nalazenje ¢vora sa najmanjom
vrednoséu SP, i popravku vrednosti SP za neke od preostalih ¢vorova. Ovaj
algoritam dobio je naziv Dajkstrin algoritam po Edzgaru Dajkstri koji ga je
osmislio 1956. godine. On pripada grupi pohlepnih algoritama jer se u svakom
koraku bira lokalno optimalno resenje — najblizi ¢vor i nakon odabira trenutno
najblizeg ¢vora rastojanje do njega se vise nikada ne razmatra.

Najkrace puteve od ¢vora v do svih ostalih ¢vorova nasli smo tako sto smo
puteve pronalazili jedan po jedan. Svaki novi put je odreden jednom granom,
koja produzuje prethodno poznati najkraé¢i put do novog ¢vora. Sve te grane



formiraju drvo sa korenom u ¢voru v. Ovo drvo zove se drvo najkracih puteva, i
vazno je za reSavanje mnogih problema sa putevima. Ako bi duzine svih grana
bile medusobno jednake, onda bi drvo najkra¢ih puteva u stvari bilo BFS drvo
sa korenom u ¢voru v. U primeru na slici 7 podebljane su grane koje pripadaju
drvetu najkraéih puteva sa korenom u ¢voru v. Primetimo da npr. najkraéi put
do ¢vora h dobijamo tako Sto granom (e, h) produzimo prethodno pronadeni
najkrac¢i put do ¢vora e: v, b, e.

Primer: Ilustracija izvrsavanja Dajkstrinog algoritma za nalazenje najkracih
puteva od ¢vora v prikazana je na slici 7. Prva vrsta tabele odnosi se samo na
puteve koji se sastoje od jedne grane koja polazi iz ¢vora v. Bira se najkradi
od tih puteva (grana) i u ovom slucaju on vodi ka ¢évoru a. Druga vrsta tabele
pokazuje popravke duzina najkrac¢ih puteva ukljuc¢ujuéi sada sve puteve koji
se sastoje od jedne grane koja polazi iz ¢vora v ili od dve grane preko ¢vora
a, i najkra¢i put u ovom slucaju vodi do ¢vora c. U svakoj vrsti tabele bira
se novi, naredni najblizi ¢vor, i prikazuju se duzine trenutnih najkrac¢ih puteva
od v do svih ¢évorova. Podebljana su rastojanja za koja se pouzdano zna da su
najkrac¢a. Na osnovu tabele moguce je rekonstruisati i same najkrace puteve. Npr.
ako zelimo da saznamo koji je to najkraéi put od ¢vora v do ¢vora h duzine 9,
razmatramo kolonu koja odgovara ¢voru h i trazimo poslednju promenu vrednosti
u toj koloni — ona odgovara vrsti oznacenoj ¢vorom e i to znaci da je ¢vor e
roditeljski ¢vor ¢vora h. Zatim, na osnovu tabele odredujemo roditeljski ¢vor
¢vora e, gledajuéi kolonu tabele koja odgovara ¢voru e i utvrdivanjem na kom
¢voru se desila poslednja promena vrednosti u ovoj tabeli — to je ¢vor b te je on
roditeljski ¢vor ¢vora e, dok je roditeljski ¢vor ¢vora b polazni ¢vor v. Konacno,
najkraci put rekonstruiSsemo citajuéi dobijeni niz ¢vorova unazad i kao najkraci
put od ¢vora v do ¢vora h dobijamo put v, b, e, h.

I
via|b| cld|el| f|gl|h
all0]|1]|D5]oco|9]|o0]|o0]| 00| o0
2 9 3 c|l0Ol1|5]| 39|00 0| o0
4 xd 2 b|I|0]1|5|3|7]|oc0]|12| 00|00
¢ € dl[ol1[5[3 7|8 [12] o |
ello]1[5] 3|78 [12]11 |
9 4 1 RI[O[1|5]3 7|8 12|11 9
9 3 gllol1[s[ 3|78 12|11 9
O O © fllol1[s[ 3|78 |12]11] 9
f g h

Slika 7: Primer izvrsavanja Dajkstrinog algoritma.

U Dajkstrinom algoritmu potrebno je da pronalazimo najmanju vrednost u skupu
duzina puteva i da Cesto popravljamo duzine puteva. Dobra struktura podataka
za nalazenje minimalnih elemenata i za popravke duzina elemenata je red sa
prioritetom, odnosno min-hip. Posto je potrebno da pronademo ¢vor do koga je
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duzina puta najmanja, sve ¢vorove van skupa V) ¢uvamo u hipu, sa klju¢evima
jednakim duzinama trenutno najkra¢ih puteva od v do njih. Na pocetku su sve
duzine puteva osim one do ¢vora v jednake co, pa redosled elemenata u hipu
nije bitan, sem $to ¢vor v mora biti na vrhu. Nalazenje ¢vora w koji je medu
¢vorovima van Vi najblizi ¢voru v je jednostavno: on se uzima sa vrha hipa.
Posle toga za svaku granu (w,u) proverava se da li koriSéenje te grane skracéuje
put do ¢vora u. Medutim, kad se promeni duzina puta do nekog ¢vora u, moze
se promeniti polozaj ¢vora u u hipu. Prema tome, potrebno je na odgovarajudéi
nacin popravljati hip. S obzirom da se putevi do ¢vora mogu samo skratiti, to
znaci da se vrednost kljuca u hipu moze smanjiti i eventualno postati manja od
vrednosti kljuca svog roditelja (posto je prethodna vrednost elementa bila manja
od vrednosti njegove dece u hipu, to ¢e vaziti i za smanjenu vrednost kljuca).
Operacija smanjivanja vrednosti klju¢a u min-hipu nije direktno podrzana u
standardnoj biblioteci, ali se odgovarajuca popravka hipa moze izvesti razmenom
vrednosti elementa i njegovog roditelja, sve dok uslov hipa ne bude zadovoljen.
Ova operacija se dakle mozZe izvesti u slozenosti O(logn), gde je n broj elemenata
u hipu. Medutim, problem sa ovim popravkama je u tome sto hip kao struktura
podataka ne podrzava efikasno pronalazenje zadatog elementa. Naime, pretraga
elementa u hipu izvrsava se u linearnoj vremenskoj slozenosti u odnosu na broj
elemenata u hipu. Iz tog razloga umesto da se vrednost rastojanja do nekog
¢vora u hipu zameni novom (manjom) vrednoséu, vrsiée se umetanje novog ¢vora
sa istom oznakom ¢vora i novom (manjom) vrednoSéu rastojanja (ova tehnika se
naziva tehnikom lenjog brisanja). S obzirom na to da je nova vrednost rastojanja
manja od stare, novi ¢vor ¢e sigurno biti skinut iz hipa pre starog, te je jedino
potrebno prilikom uzimanja elementa sa vrha hipa proveriti da li taj ¢vor nije
veé ranije bio obraden.

Ostaje bojazan da ovakva implementacija moze da ugrozi vreme izvrsavanja
operacija. Ukoliko bismo nasli nacin da efikasno pronalazimo elemente u zadatom
hipu, u hipu bismo ¢uvali u svakom trenutku O(|V|) elemenata. Medutim, u
implementaciji koja ¢uva kopije ¢vorova prilikom obrade svake (usmerene) grane
moze se dodati maksimalno jedan novi element u hip. Dakle ukupan broj ¢vorova
bi¢e sigurno manji ili jednak od O(|E|), te ¢e svaka od operacija umetanja
elementa u hip i brisanja minimalnog elementa iz hipa biti slozenosti O(log |E|).
S obzirom na to da vazi da je |E| < |V|?, i stoga log |E| < 2 - log |V, sloZenosti
O(log|E|) i O(log|V]) se asimptotski ne razlikuju, te ¢e operacije nad hipom
koji ¢uva kopije ¢vorova biti iste asimptotske slozenosti kao i u slucaju kada
nema kopija.

Dajkstrin algoritam za nalazenje najkracih puteva od ¢vora sa oznakom 0 prikazan
je u nastavku.

// uredjen par vrednosti rastojanja do cvora i indeksa cvora;
// wvazan je redosled komponenti u uredjenom paru

// zbog operacije poredjenja po Tastojanju

typedef pair<int,int> rastojanjeDoCvora;
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// tezinski graf predstavljen listom povezanosti

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,3}, {2,1}, {3,2}},
{{3,4}, {4,3}}, {{5,3}}, {3, {{6,1}, {7,33}},
{{0,23F, {F, {{1,13}}};

// Dajkstrin algoritam za odredjivanje najkracth puteva
// 1z cvora sa indeksom O do svih cvorova u grafu
void najkraciPuteviDajkstra(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva informaciju o tome da li je cvor posecen
vector<bool> posecen(brojCvorova,false);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu najkraceg puta do njega
vector<int> najkraciPut(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());
// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u drvetu najkracih puteva
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// min-hip u koji smestamo rastojanja do svih cvorova
priority_queue<rastojanjeDoCvora,vector<rastojanjeDoCvora>,
greater<rastojanjeDoCvora>> rastojanja;

// ubacujemo polazni cvor u hip

// i postavljamo rastojanje do njega na O
rastojanja.push(make_pair(0,0));
najkraciPut [0] = 0;

// rastojanja do ostalih cvorova postavljamo na

// maksimalnu mogucu vrednost % ubacujemo ih u hip

for(int cvor = 1; cvor < brojCvorova; cvor++)
rastojanja.push(make_pair(numeric_limits<int>::max(),cvor));

// odredjujemo narednih (brojCvorova-1) cvorova %
// rastojanja do njih
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++){

// izdvajamo naredni najblizi cvor
rastojanjeDoCvora najblizi = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

int cvor = najblizi.second;

// ako je taj cvor wec posecen, ne treba ga ponovo brojati
// i preskacemo njegovu obradu
if (posecen[cvor]){

i--;

continue;

3
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// ako cwvor nije bto do sada posecen, postavljamo
// informaciju da smo ga sada posetili
posecen[cvor] = true;

// postavljamo vrednost najkraceg puta do njega

// kroz do sada posecene cvorove

najkraciPut[cvor] = najblizi.first;

// stampamo informactiju o najkracem putu do tog cvora
// ma ovaj nacin najkraci putevi se ispisuju u redosledu
// njthovog "otkrivanja"

odstampajNajkraciPut (cvor,roditelj,najkraciPut);

// za sve susede tekuceg cvora
for (int j = 0; j < listaSusedalcvor].size(); j++){
// ako do sada nisu bili posecent
if (!posecen[listaSusedalcvor] [j].first]){
int sused = listaSusedalcvor] [j].first;
int duzinaGrane = listaSusedalcvor] [j].second;
// ukoliko je put kroz tekuci cvor do suseda kraci od prethodnog
// najkraceg puta, azuriramo vrednost najkraceg puta do suseda
// % vrednost njegovog roditeljskog cuvora
if (najkraciPut[cvor] + duzinaGrane < najkraciPut[sused]){
najkraciPut[sused] = najkraciPut[cvor] + duzinaGrane;
roditelj[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip, ukoliko je
// postojala prethodna vrednost, me brisemo je;
// nmova vrednost ce se nact u hipu iznad stare
rastojanja.push(make_pair(najkraciPut [sused], sused));

}
}

int main(){
najkraciPuteviDajkstra();
return 0O;

}

Slozenost: Kao sto smo ve¢ pomenuli, operacije umetanja i brisanja iz hipa
biée slozenosti O(log|V]). Mozemo imati najvise O(|V| + |E|) umetanja u hip
(u varijanti sa ¢uvanjem kopija ¢vorova) i najvise O(|V| + |E|) brisanja iz hipa.
Prema tome, vremenska slozenost algoritma je O((|V| + |E|)log|V]). Zapaza
se da je algoritam sporiji nego algoritam koji isti problem resava za aciklicke
grafove.!

1Ukoliko bi se umesto binarnog hipa koristio Fibonaéijev hip, vremenska slozenost Dajk-
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Ovaj tip pretrage se ponekad zove pretraga sa prioritetom — svakom Cvoru
dodeljuje se prioritet (u ovom slufaju trenutno najmanje poznato rastojanje od
polaznog évora), pa se ¢vorovi obilaze redosledom koji je odreden prioritetom.
Kad se zavrsi razmatranje ¢vora, proveravaju se sve njemu susedne grane. Ta
provera moze da dovede do promene nekih prioriteta. Nacin izvodenja tih
promena je detalj po kome se jedna pretraga sa prioritetom razlikuje od druge.
Pretraga sa prioritetom je karakteristicna za tezinske grafove i slozenija je od
obi¢ne pretrage.

Minimalno povezujuce drvo

Razmotrimo sistem rac¢unara koje treba povezati optickim kablovima. Potrebno
je obezbediti da postoji veza izmedu svaka dva racunara. Poznati su troskovi
postavljanja kabla izmedu svaka dva racunara. Cilj je projektovati mrezu optickih
kablova tako da ukupna cena mreze bude minimalna. Sistem racunara moze biti
predstavljen grafom ¢iji évorovi odgovaraju racunarima, a grane — potencijalnim
vezama izmedu radunara, sa odgovarajuéim (pozitivnim) cenama. Onda se
problem svodi na pronalazenje povezanog podgrafa (sa granama koje odgovaraju
postavljenim optic¢kim kablovima), koji sadrzi sve ¢vorove, takav da mu ukupna
suma cena grana bude minimalna (slika 8). Nije tesko videti da taj podgraf mora
da bude drvo. Naime, ako bi podgraf imao ciklus, onda bi se iz ciklusa mogla
ukloniti jedna grana — time se dobija podgraf koji je i dalje povezan, a ima manju
cenu, jer su cene grana pozitivne. Trazeni podgraf zove se minimalno povezujuce
(razapinjuée) drvo (MCST, skradenica od eng. minimum-—cost spanning tree)
i ima mnogo primena. Sli¢no se moze resiti i problem povezivanja N gradova
autoputevima, tako da postoji put izmedu svaka dva grada, a da ukupna cena
izgradnje autoputa bude minimalna moguéa. Minimalno povezujuée drvo se
koristi i kod konstrukcije pribliznih algoritama, na primer, za reSavanje problema
trgovackog putnika.

Slika 8: Tezinski graf i njegovo minimalno povezujuce drvo.

Dakle, problem je konstruisati efikasan algoritam za nalaZenje minimalnog
povezujuéeg drveta. Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da su cene grana
razli¢ite. Ova pretpostavka ima za posledicu da je minimalno povezujuée drvo

strinog algoritma bila bi jednaka O(|E| + |V|log|V]).
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jedinstveno, $to olakSava resavanje problema. Bez ove pretpostavke algoritam
ostaje nepromenjen, izuzev Sto se, prilikom nailaska na grane jednake cene,
proizvoljno bira jedna od njih.

Problem: Za zadati neusmereni povezani tezinski graf G = (V, E') konstruisati
povezujuce drvo T minimalne cene.

Primov algoritam

U kontekstu ovog problema tezine grana tezinskog grafa G su u stvari njihove
cene. Prirodno je koristiti slede¢u induktivnu hipotezu.

Induktivna hipoteza: Umemo da konstruisemo minimalno povezujuée drvo
za povezani graf sa manje od m grana.

Bazni slucaj je trivijalan. Ako je zadat problem konstrukcije minimalnog povezu-
juceg drveta sa m grana, kako se on moze svesti na problem sa manje od m grana?
Tyrdimo da grana najmanje cene mora biti uklju¢ena u minimalno povezujuce
drvo. Ako ona ne bi bila ukljuéena, onda bi njeno dodavanje minimalnom
povezujuéem drvetu zatvorilo neki ciklus; uklanjanjem proizvoljne druge grane
iz tog ciklusa ponovo se dobija drvo, ali manje cene — Sto je u suprotnosti sa
pretpostavkom o minimalnosti konstruisanog povezujuéeg drveta. Dakle, mi
znamo jednu granu koja mora da pripada minimalnom povezujué¢em drvetu.
Mozemo da je uklonimo iz grafa i primenimo induktivnu hipotezu na ostatak
grafa, koji sada ima manje od m grana. Da li je ovo regularna primena indukcije?

Prvi problem je u tome $to posle uklanjanja grane, dobijeni problem nije ekviva-
lentan polaznom. Prvo, izbor jedne grane ograni¢ava moguénosti izbora drugih
grana. Razmotrimo primer grafa sa slike 9. Grana (c¢,d) je grana minimalne
cene u grafu, i ako nju uklonimo i problem svedemo na traZenje minimalnog
povezujuceg drveta u grafu G bez grane (c,d) dobili bismo da njega Cine sve
ostale grane u ciklusu: grane (a,b), (b, ¢), (d,e) i (e, f). Dodavanjem grane (c,d)
u ovo minimalno povezujuée drvo dobijamo ciklus, a znamo da ciklus ne moze
biti deo minimalnog povezujuceg drveta.

Slika 9: Graf koji je u obliku ciklusa.
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Drugi problem sa primenom ovakve induktivne hipoteze je taj sto nakon uklan-
janja grane graf ne mora da ostane povezan.

Resenje nastalog problema je u preciziranju induktivne hipoteze. Mi znamo kako
da izaberemo prvu granu, ali ne mozemo da je uklonimo i prosto zaboravimo na
nju, jer ostali izbori zavise od nje. Dakle, umesto da granu uklonimo, treba da
naznac¢imo da je ona uklju¢ena u minimalno povezujuce drvo, i da tu ¢injenicu,
njen izbor, koristimo dalje u algoritmu. Algoritam se izvrsava tako Sto se jedna po
jedna grana bira i dodaje u minimalno povezujuce drvo. Prema tome, indukcija je
ne prema veli¢ini grafa, nego prema broju izabranih grana u zadatom (fiksiranom)
grafu.

Induktivna hipoteza: Za zadati povezan graf G = (V, F) umemo da pron-
ademo podgraf — drvo T sa k grana (k < |V]| — 1), tako da je drvo T podgraf
minimalnog povezujuceg drveta grafa G.

Bazni slucaj za ovu hipotezu smo veé razmotrili — on se odnosi na izbor
prve grane. Pretpostavimo da smo pronasli drvo T koje zadovoljava induktivnu
hipotezu i da je potrebno da 7" prosirimo narednom granom. Kako da pronademo
novu granu za koju ¢emo biti sigurni da pripada minimalnom povezujuéem
drvetu? Primenic¢emo slican pristup kao i pri izboru prve grane. Za T se ve¢ zna
da je deo konac¢nog minimalnog povezujuéeg drveta. Zbog toga u minimalnom
povezujuéem drvetu mora da postoji bar jedna grana koja povezuje neki ¢vor iz
T sa nekim ¢vorom u ostatku grafa. PokuSa¢emo da pronademo takvu granu.
Neka je Ej skup svih grana koje povezuju T sa ¢vorovima van 7. Tvrdimo da
grana sa najmanjom cenom iz Ej pripada minimalnom povezujué¢em drvetu.
Oznacdimo tu granu sa (u,v) (videti sliku 10; grane drveta T su podebljane).
Posto je drvo koje konstruisemo povezujucée, ono sadrzi tacno jedan put od u do
v jer izmedu svaka dva ¢vora u drvetu postoji tacno jedan put. Ako grana (u,v)
ne bi pripadala minimalnom povezuju¢em drvetu, onda ona ne bi pripadala ni
putu od u do v. Medutim, posto u pripada, a v ne pripada 7', na tom putu mora
da postoji bar jos jedna grana (x,y) takva da x € T iy ¢ T. Cena ove grane veéa
je od cene (u,v), jer je cena (u,v) najmanja medu cenama grana koje povezuju
T sa ostatkom grafa. Sada mozemo da primenimo sli¢no zakljuc¢ivanje kao pri
izboru prve grane. Ako granu (u,v) dodamo drvetu minimalnom povezujuéem
drvetu, a iz njega izbacimo granu (z,y), dobijamo povezujuée drvo manje cene,
sto je kontradikcija.

Opisani algoritam poznat je pod nazivom Primov algoritam i slican je Dajkstri-
nom algoritmu za nalazenje najkraéih puteva od zadatog ¢vora. Interesantno
je ovaj algoritam prvi osmislio Vojteh Jarnik 1930. godine, a da su tek kasnije
nezavisno do njega dosli Robert Prim 1957. godine i Edzger Dajkstra 1959.
godine.

Prva izabrana grana je grana sa najmanjom cenom. Drvo T se inicijalizuje na
drvo sa samo tom jednom granom. U svakoj iteraciji pronalazi se grana koja
povezuje T sa nekim ¢vorom van 7', a ima najmanju cenu. U algoritmu za
nalazenje najkra¢ih puteva od zadatog ¢vora trazili smo najkracéi put do ¢vora
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Slika 10: Nalazenje slede¢e grane minimalnog povezujuéeg drveta.

van T'. Prema tome, jedina razlika izmedu algoritma za konstrukciju minimalnog
povezujuéeg drveta i algoritma za nalazenje najkrac¢ih puteva je u tome sto se
minimum ne trazi po duzini puta, veé¢ po ceni grane. Ostatak algoritma prenosi
se prakticno bez promene. Za svaki ¢vor w van T pamtimo cenu grane minimalne
cene do w od nekog ¢vora iz T', odnosno oo ako takva grana ne postoji. U svakoj
iteraciji mi biramo granu najmanje cene i povezujemo odgovarajuéi ¢vor w sa
drvetom T'. Zatim proveravamo sve grane susedne ¢voru w. Ako je cena neke
takve grane (w, z) (za z ¢ T') manja od cene trenutno najjeftinije poznate grane
do z, onda azuriramo cenu ¢vora z i granu koja kroz drvo vodi do njega.

// uredjen par vrednosti rastojanja do cvora % indeksa cuvora
// wvazan je redosled komponenti zbog operacije poredjenja po rastojanju
typedef pair<int,int> rastojanjeDoCvora;

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,7}, {2,6}},
{{0,7}, {2,2}, {3,3}}, {{0,6}, {1,2}, {3,4}, {4,5}},
{1,3}, {2,4}, {4,133}, {{2,5}, {3,1}}};

// Primov algoritam za odredjivanje minimalnog povezujuceg drveta
void minimalnoPovezujuceDrvoPrim(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva informactiju o tome da li je cvor posecen

vector<bool> posecen(brojCvorova,false);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu najkrace grane koja vodi do njega
vector<int> najkracaGrana(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());

// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u minimalnom povezujucem drvetu
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// hip u koji smestamo duzine najkracih grana do svih cvorova
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priority_queue<rastojanjeDoCvora,vector<rastojanjeDoCvora>,
greater<rastojanjeDoCvora>> rastojanja;

// odredjujemo granu minimalne tezine
int min = numeric_limits<int>::max();
int min_beg = -1;
int min_end = -1;
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSuseda[i].size(); j++)
if (listaSusedal[i] [j].second < min){
min = listaSusedal[i] [j].second;
min_beg = i;
min_end = listaSusedali] [j].first;

3

// ubacujemo krajnji cvor grane minimalne tezine u hip
// i postavljamo duzinu grane do njega na O
rastojanja.push(make_pair(0,min_beg));
najkracaGrana[min_beg] = 0;

roditelj[min_end] = min_beg;

// duzine grana do ostalih cvorova postavljamo na
// maksimalnu mogucu vrednost i ubacujemo th u hip
for(int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (cvor != min_beg){
rastojanja.push(make_pair(numeric_limits<int>::max(),cvor));

// odredjujemo narednih (brojCvorova-1) cvorova %
// duzine najkracih grana do njth
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++){

// izdvajamo naredni cvor sa najmanjom duzinom grane do njega
rastojanjeDoCvora najblizi = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

int cvor = najblizi.second;

// ako je taj cuvor vec posecen, onda ga treba preskociti
// % ne treba ga ponovo brojatt
if (posecen[cvor]){
i-—;
continue;
X
// ako cvor nije bio do sada posecen, postauvljamo
// informaciju da smo ga sada posetili
posecen[cvor] = true;
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// postavljamo vrednost najkrace grane do njega
// iz do sada posecenih cvorova
najkracaGranal[cvor] = najblizi.first;

// za sve susede tekuceg cvora
for (int j = 0; j < listaSusedalcvor].size(); j++){
// ako do sada nisu bili posecent
if (!posecen[listaSusedalcvor][j].first]){
int sused = listaSusedalcvor][j].first;
int duzinaGraneSuseda = listaSusedalcvor][j].second;
// ukoliko je grana iz tekuceg cvora kraca od
// prethodno najkrace grane do tog cvora,
// azuriramo vrednost najkrace grane 1 roditeljskog cvora
// preko koga se dolazi do tog cvora
if (duzinaGraneSuseda < najkracaGranal[sused]){
najkracaGrana[sused] = duzinaGraneSuseda;
roditelj[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip, ukoliko je
// postojala prethodna vrednost, ne brisemo je;
// mova vrednost ce se mact u hipu tznad stare
rastojanja.push(make_pair(najkracaGrana[sused], sused));

}

cout << "Minimalno povezujuce drvo se sastoji od grana: " << endl;
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++)
if (i! = min_beg)
cout << "(" << roditelj[i] << "," << i << ") cene "
<< najkracaGrana[i] << endl;

}

int main(){
minimalnoPovezujuceDrvoPrim() ;
return 0;

}

Slozenost Primovog algoritma identi¢na je sloZenosti Dajkstrinog algoritma za
nalazenje najkracih rastojanja od zadatog ¢vora i iznosi O((|E| + |V|) log |V]).

Primer: Primov algoritam za konstrukciju minimalnom povezuju¢em drvetu
ilustrova¢emo primerom na slici 11. Cvor u prvoj koloni tabele je onaj koji je
dodat u odgovaraju¢em koraku. Prvi dodati ¢vor je v, i u prvoj vrsti navedeni
su ¢vorovi do kojih postoje grane iz ¢vora v sa svojim cenama. U svakoj vrsti
bira se grana sa najmanjom cenom. Spisak trenutno najboljih grana i njihovih
cena popravlja se u svakom koraku (prikazani su samo krajevi grana). Na slici
grafa su grane koje pripadaju minimalnom povezuju¢em drvetu podebljane.
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a 1 v ¢ b
7 % v a b c d e f g h
v v(1) UE6§ fzo) 'UE9§ 00 00 00 00
9 9 3 a || — — v(6) | a(2) | v(9 00 00 00 00
c|l =] = | v(6) — | e(4) | oo | ¢(10) 00 00
c 4 d 7 elld]|l =1 = | v(6) — — 1 d(7) | e(10) | d(12) | oo
bl —| — — — — | b(3) | ¢(10) | d(12) | oo
el —1| — — — — — | ¢(10) | d(12) | e(5)
10 12 5[] -1 - — — — — [ e(o) [ rOD) | —
13 11 fl-1- - - - — — h(11) | —
O O g | = — — = = = = = —
f g h

Slika 11:  Primer izvrSavanja Primovog algoritma za nalazenje minimalnog
povezujuceg drveta.

Primov algoritam je takode primer pohlepnog algoritma, jer se u svakom ko-
raku biraju grane sa najmanjom cenom. U algoritmu smo uveli neka dodatna
ogranicenja pri izboru grana: razmatrane su samo grane povezane sa tekuéim
drvetom. Zbog toga algoritam nije ¢isti primer pohlepnog algoritma.
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