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[nasa 1

Npernep TexHnka goka3uBatba

Cepxa 10Ka3a je Ja yTBPIU TAYHOCT HEKOT TBphema E Joka3 ce cactoju of
HU3a TBphema KOju Cce 3aBpIllaBa 3ak/bydKoM. Jla Om moka3 Omo mcrmpaBan
(kopekTaH), 3aK/by4aK MOpa Ja CJIeJIU U3 IpeMuca, (IpeTiocTaBKu) O/ KOjux ce
nostasu. 3a u3Boheme HOBUX TBphema o1 OHUX Koja cy Beh u3BejieHa, KOPUCTE ce
npasuaa u3dsoherba — oOpaCIU 33 KOHCTPYKIM]y UCIPABHUX J0Ka3a. IIpasuia
W3BOljema MpeICTaB/bajy OCHOBHU aJIaT KOjuM ce 06e36elyje nctuauroct TBpherma.

Pasmorpumo cienehe 3akpyauBame.

” Ako uMamn Bazkelly JIOBMHKY, MOXKEIII JIa, Ce IIPHUjaBHUIIl HA Mpexy.”

”Umar Baxkehy J103uHKY.”

Haxkue:

”Mozkern Ja ce IpujaBuUIl HA MPEXKY.”

AKko ca p o3HaunMo TBpheme “umamn Bazkelly j03uHKy”, a ca ¢ " MOKel 12
ce MPUjaBUIIl HA MPEXKY” , OHJIA C€ OBO 3aKJbY INBAIHE MOYKE 3AIMUCATH Y OOJIHKY

p (p—q)
q
W3Ha1 xopu30HTAIHE JIMHUjE HATIMCAHE Cy TPEMHUCE, 8 UCMO, 3aK/byYak. AKO

Cy p U ¢ JIOTUYKe IpOMeHJbUBe, OHa je uspas (p A (p — q)) — ¢ maymonozuja,
IITO Ce MOKe HEeHOCPEIHO IPOBEPUTH IIOMONY Tab/IuIle HCTHHUTOCTH:

A= ]0)]—]4q
0Ojolo[1T] 010
0lo0]o0 1] 1]1]1
T[oj1]0]0]1]0O
T [1] 11111

Kao mTo je mo3unaTo, mMoCcTOju BUIlle BPCTA MATEMATHIKUX TBPhEma,
e Teopema (TBpheme 3a Koje Tpeba I0Ka3aTh Ja je TaYHO)
e akcuoma (TBpleme Koje ce npuxBara Kao TavHo 6e3 j10ka3a)

e nedununmja (TEpheme KOjuM ce yBOIM HEKU TI0jaM)

LOcnosa 3a oBaj Tekcr je Kmwura [I].
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e nema (rBplieme Koje, Ka0 U Teopema, IOJJIeXKe JIOKa3uBaiby, mMehyrum
Mamber je 3Ha4aja U CIY2KH 32 JIOKA3UBAE TEOPEME)

e nocaeauna (TeopeMa [muje ce TBPHEme PENTATHBHO jeJIHOCTABHO U3BOH
nosaszehin o1 reopeme)

e xumore3a (TBpheme 3a Koje ce MPeTmocTaBba Ja je TAYHO, AU HeroB
JIOKA3 jOIL HUje 1103HAT)

Jokas Teopeme je Hu3 TBphema KOju MOYUIHE IPETIIOCTABKAMA TeOPEMe, 3aBPIIABA
ce TBphemeM TeopeMe, TIPU YeMy CBAKO HAPEIHO TBPljeme caeny u3 mpeTxo HuX
Ha OCHOBY TPABUJIA W3BODEHmA, WU je aKCHOMa, AeMUHUINja, WA TPETXOIHO
JOKa3aHa TeopeMa UJIu JeMa.

Mertoe u3Bohema 10Ka3a Koje ce pa3Marpajy y OBOM IOIVIAB/bY Cy 3HAYAjHE
HE CaMO 3aTO TNTO Ce KOPHUCTE 3a JOKa3WBarhe MaTeMaTWIKHX Teopema, Beh
Takohe u 3a MHOre mpuMeHe y padyHapcTBy. Te mpumene o0yxBarajy mpoBepy
WCIPABHOCTH PAYYHAPCKUX MPOrPaMa, 3aKJbyINBAHE ¥ 00/IACTH BEIITAYKE WH-
TeJUreHINje, TOKA3UBAbe 13 je HeKa CHernuuKaInja CHCTeMa KOH3UCTEHTHA 1
CIIMYIHO.

1.1 [pasuna n3soherba

Ilpasunsa u3eoherva TOBE3yjy HeJIOBe I0Ka3a TAaKO mTO 00e30ehyjy mormuko
u3BOljerbe 3aKjbydaKa Ha OCHOBY CKyTa mpernocrasku. I[Ipasmia m3sohema cy
BaXKHA HE CAMO 32 JJOKA3WBAHE TEOPEMa, HETO 1 33 T0Ka3e KOPEKTHOCTH aJITOPH-
TaMma, IporpaMa, CUTYPHOCTH ONIEPATUBHOT CUCTEMA, KOH3UCTEHTHOCTU CUCTEMA
crenuuKaIngja.

OcHoBHO TpaBWIIO U3BOhEmA je Modyc noHnerc. Ilpema ToMm paBumIy, ako Ccy
TayHa TBphema p U p — ¢, OHJIA je Ta4HO ¥ TBpheme g. OBO mpaBmiio ce kpahe
3anucyje Ha cmemehn HaInH:

p (p—q)
q

Ocrana BaxkHA TpaBuWjia U3BODEHA 33 WCKA3HY JIOTHKY Cy NPUKA3AHA Y
crmenehoj Tabesn:
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Nme mpasuia IIpaBuo Oxarosapajyha rayronoruja
_>
1 | Mozyc monenc w (pA(p—q)—q
q
p
2 | Jomasame — p—(pVa)
pVyg
A
3 | Yupomhasame pRa (pANgq)—p
p
. . P q
4 | Konjynkmmja — (pAg) = (PAq)
PAg
- —
5 | Momyc Tomenc M (mgA(p—q)— —p
-p
— =7
6 | XUmoTeTuIKy CHITOTH3aM =9 (g ) (p=a)N(@—7r)—=(p—r)
p—T
v -
7 | JAucjyHKTUBHEA CHIOTH3AM w ((pVag)AN—p)—q
q
V —pVr
8 | Pezonynmja (pva) \/( ALY (pV@)A(=pVrT)) = (qVT)
qVvr
UcrnpaBan noka3 Tephema (p1 Apa A---Ap,) — ¢ je N3BEJIeH aKO Ce TTOKayKe
Jla U3 TAYHOCTH CBUX MPETIOCTaBKU (IPEMUCA) P1, P2, - - - P, CIEIM A j€ TATHO
TBpheme q.

AKo je 3aK/byuuBaib€ MCIPABHO, & HEKa IPETIOCTaBKa HUje TayHa, OHJA
Joka3uBaHo TBpheme He MOpa 1a Oyme TavHO

IIpumep. VY 3aK/BpyIUBaABY:

7 Ako je V2 >

HHUje TadHa.

%, onza je (v2)2 > (%)2 Buamo ga je V2 > % Hakae,
2 __ 32 _ 9»
(V2)?P=2>(3)*=1
OPUMEIHEHO j€ MCIPABHO MPABUJIO 3aK/by4MBaiba (MOIYC TOHEHC), aju je
TBpheme 2 > % merauno. To je 3aro mTo je xKopumthena mpemuca /2 > % KOja

IIpumep. Ilokazaru 1a u3 mpemuca

”aKO MU TIOIIAJbEI TTOPYKY, 3aBpIiiuhy mporpam”

”aKO MU He MOIAJbeIl MOPYKY, UAeM paHuje Ha ClIaBame”

”aKo ofleM paHuje Ha CraBame, mpobyauhy ce ommopan”,

crean 3aKJbydaK

”aKO He 3aBpIIUM IIporpam, mpobyauhy ce oamopan”.

3romHo je Ja HajJIpe yBeaeMo O3HAKE P, ¢, T', S PEIOM 33, pederwutie ~ mocgaher
MH TOpYKY”, ”3aBpmuhy mporpam”, "umeM paHuje Ha crnaBame”, ”npobynuhy
ce onmopan”. Iakie, rpeba nokazatu ja uz npemuca (1) p — ¢, (2) -p — r,
(3) r — s, caenu 3aK/bydak —q — S.

Jokas:
(1) | p—q npemuca (1)
(2) | ¢ — —p | kourpanosunuja junuje (1)
(3) | -p —r | mpemuca (2)
4) | q—r XUIIOTETHYKM cusioru3am oz junuje (2) u aunuje (3)
(5) | r—s upemuca (3)
(6) | q—s XUMOTETHYKY custoru3am on jgunuje (4) u gunuje (5)
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1.1.1 Pe3sonyuyunja

Pesonynuja ce 4ecTO KOPUCTH Y TMPOTPAMUMA 38, Ay TOMATCKO JTOKA3UBAIHE
reopema. IIpaBuiio pesonyimje ompasaasa rayrosnoruja ((pV q) A (-pVr)) —
(qVvr). Osze ce (qVr) 30Be pesoasenma npemuca (pVq) u (—pVr). Cnenujasno,
3a ¢ = r, nobuja ce rayrouoruja ((pV q) A (—pV q)) = q.

IIpumep. U3 npemuca ”Jacmuna une va hakynarer uim je HepaIHu naH” ,
"Panuu je nan uiaum Mapko nyryje kyhu” cienu 3akspyvak ”Jacmuna umzie Ha
daxyner nan Mapko nyryje kyhn”.

Ozmaummo ca p TBpheme ” Jacmuna uze Ha dakyarer”, ca ¢ TBpheme ”pagHu
je man”, a ca r TBpheme "Mapko myryje kKyhu”, oHZA MOXKEMO MpPEMHUCe Ia
3AMUIIEMO Kao pV —q u ¢V 7, Te U3 NPEMUCA KOPHUITNemheM MPABUIA PE30JIyIHje
cimenn TBpheme p V r.

Y noka3nMa y KOjuMa, Ce TIPUMEbYje Pe30IyIIHja TPEMUCE U TBPhema MOpajy
ce MpUKa3aThu y OOJUKY KOHjYHKIHjE KAQY3a, T/e Cy KJay3e [WUCjyHKINje mMpo-
MEHJHUBUX UJIM EUXOBUX HETalluja.

e 36or pV(gAr)=(pVg) A(pVr) upemuca pV (¢ Ar) 3amemyje ca JBe
HOBe Ipemuce pVqgupVr.

e 360r —(pVq) = —pA —p nupemuca —(pV q) 3aMemyje ca IBe HOBE IIPEMUCE

e 360or p — g = —p V q upemuca p — ¢ 3amemyje ce (jeIHOM) IpPeMucoM
—pVq.

OBe BE3HMK = O3HAYaBa €KBUBAJEHTHOCT JBA JIOTMYKA M3Pa3a, OIHOCHO Hh-
BEHUILYy /I3 CYy EUXOBE JIOTMYKE BPEJHOCTH jeJHAKE 3a OUJI0 KOjeé BPEJHOCTH
TTPOMEHJEUBHUX.

IIpumep. Ilokasaru fa u3 mpemuca (pAq)Vr ur — § CJIean 3aKIbydaKk
pVs.

Hoxka3s. IIpemuca (p Aq) Vr = (pVr)A(¢gVr) uma 3a nocaenuny Kiaysy
pVr,anpemuca r — s = —r Vs uMma 3a nocienuiy Kiaaysy —r V s. [Ipumenom
pesosynmje Ha oBe jBe Kjaay3e, pV r u —r V s, mo0uja ce TParKeHH 3aKJbydaK
pVs.

MorpewHa 3ak/byunBama

Yect HaUWH Ha KOJH Ce JTOJA3M JI0 MOTPENTHAX 3aKJbyIaKa je 3aK/byINBambe Ha
OCHOBY TOT'DEITHAX MMPABUIIA 3aKJby YnBarba. Ha mpumMep, He MOXKe ce MPUMemhUBATH
MIPABUJIO 3aKJbYIHBAbHA
p—q q
p

jep ((p — q)Aq) — p nuje rayrosnoruja (3a p = 0, ¢ = 1 oBaj u3pa3s je nerauan).
umMep. U3 npemuca ”ako peluin CBe 3aJaTKe U3 Kibure, Hayduhern
II nu 7 , Hay4uh
JVWCKPETHY MaTeMaTuky”’ W "Hayuno CM JUCKPETHY MATeMaTHKy He MOXKe ce
W3BECTH 3aKJ/by9YaK ~’DEINO CU CBE 33IaTKe U3 Kibure” .
Cnnuno, u3pas — ¢) A 7p) — —q HHUje TayTOJOrHja, Ia ce He MOXKe
; U3pP p q P q y )
MPUMEHUBATH [TPABUIIO 3aKJbY YUBAHA

p—q —p
-q
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IIpumep. U3 mpemuca ”ako pemmwin cBe 33JaTKe W3 KIbUTE, HAyIHNeEIn
JUCKPETHY MAaTEeMATHKy’ ¥ ~HUCH PEIINO CBE 33IaTKe M3 KIbUre’ He MOXKE Ce
W3BECTH 3aKJ/bydaK ’HUCH HAYYNO JTUCKPETHY MaTEMATHKY” .

1.1.2 Mpasnna useohjera y nornymn npeor pega

ITocroje wernpu ocHOBHA IpaBuUIa M3BOhEHA KOja Ce KOPUCTE 33 JIOKA3UBAILE
TBphema y KOjUMa Ce€ KOPHUCTEe KBAHTU(MWKATOPW W OHA Cy Jara y ciemehoj
Tabenu:

IIpasmio crierimjaamn3aryja | reHepajn3alija
VzP(x) P(c)
YuupepsaJjHa —_— _—
P(c) Ve P(x)
. JzP(x) P(c)
Ersucrennmjamaa | ———— -—
P(c) JzP(x)

IIpumep. Heka I(z) o3nauasa pedenuny "z je na moxyay 1", u neka A(x)
o3nauasa pedenuny "z ciayma ACII”. Ilokasaru na w3 npemuca Va(I(xz) —
A(z)) m I(Marija) cnenn 3akmyuak A(Marija)

oxkas.
(1) | Ve(I(z) = A(x) pemMuca
(2) | I(Marija) - A(Marija) | ynusepsaJina cuenmjaausanuja og junuje 1
(3) | I(Marija) pemuca
(4) | A(Marija) MOJLyC ToHeHC o juauje (2) u nunuje (3)

IIpumep. Heka G(z), K(x), I(x), o3nauaBajy pegom pedenuiie ” x je y 0Boj
rpynu”’, ”x je mpodYnTao KIbUTY O aaropurMuMa’ u ”T je MOJIOKHO HCIIUT U3
anropurama’. ITokazaru na u3 mpemuca 3z(G(z) A—K(z)) u Ve (G(z) — I(z))
caenn 3akspydak Jx(I(z) A —P(z)).

oxkas.
(1) | 3=(C(x) A —=B(z)) | npemuca
(2) | C(a) A —B(a) er3uCTEeHIMjaIHa crenyjaiu3anuja o gunuje (1)
(3) | C(a) ynporthaBamem ox nuHuje (2)
(4) | Ya(C(x) — P(x)) | upemuca
(5) | C(a) = P(a) yHUBep3aJHa crenujannsanuja o auauje (4)
(6) | P(a) MOJIyC noHeHc of suugje (3) u nunugje (5)
(7) | =B(a) yuporrhasamem o gunuje (2)
(8) | P(a) A—DB(a) npormpuBameM o gunuje (6) n auHuje (7)
(9) | 3x(P(x) A—B(z)) | ersucreHnujasHOM reHepaIn3aujoM of Jauuuje (8)

1.2 [Ookaswm

Jloka3uBame TeopemMa MOXKe OWTH TEITKO. ¥ OBOM IOTJIaBjby maliemo mpumepe
n3Bojerma M0Ka3a, Kao 1 MPUMeEpPE IMOTrPEITHOT 3aK/by TUBaha KOjU BOIE IMTOTPEITHAM
JIOKa3uMa.

1.2.1 Bpcre poka3sa

Jlokasu ce majderrhe omgHoce Ha TeopeMme obimka p — ¢. HajjenrnocraBamjn
cy nupekTHu nokasu. [lonasu ce of IpeTHocTaBKe Ja je p TaYHO U MOoKa3yje ce
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Ja je taja q TavdHo.

AupekTHu pokas

Tspheme p — ¢ ce moKa3yje Tako IITO ce JOKaXKe /1a aKo je p TadHO, OHIA je ¢
TAYHO.

Hapenam mpumep je mpuMmep AUPEKTHOT JOKA3a.

IIpumep. okasarwu ma ako je 6poj n HemapaH, OHIA je U n° HemapaH Opoj.

Hoxka3s. [lo nedununuju 6poj n mapan ako je n = 2k, rae je k menu 6poj;
6poj n je memapan ako je n = 2k + 1, rme je k menu 6poj. ITommrro je n memapasm,
Mozke ce 3amucaTn y oomuky n = 2k+1. Taga je n? = (2k+1)? = 4k*>+4k+1 =
2(2k? + 2k) + 1 Takobhe nemnapan 6poj.

2

NnaupekTHu pokas

YMecTo nMIInKaINyje p — ¢ J0Ka3yje ce mheHa KOHTPATIO3UINja, OTHOCHO MM-
nvkanuja —g — —p (nojasehn om —).

IIpumep. Joxasartu na axo je 3n? + 2 menapan 6poj, oHa je u n Henapan
6poj.

Hoxka3s. IIpermocraBumo cynpoTHO, 12 je n mapaH 0poj, OIHOCHO 1a je n =
2k, e je k mexu nenm 6poj. Tama je 3n? + 2 = 3(2k)? + 2 = 2(6k? + 1) napan
Opoj, unMe je moKa3aHa UMILIMKAINA]a ¢ — —p, & TUMe U UMILIHKAIN]a P — ¢.

Mpa3aH poka3s

AKko je p HETAYHO, UMILUIMKALIM]ja P — ¢ j& YBEK TadHA.
IIpumep. Heka je P(n) o3naxa 3a Tepheme " Ako je n > 1, onga je n? > n”.
Hokazatu P(0).

Tpuenjanan gokas

AKko je ¢ TauHO, UMILIMKALIMja P — ¢ j€ YBEK TadHa.
IIpumep. Heka je P(n) o3naka 3a TBpheme ”Ako je a,b € N, a > b, onga
je a™ > b"”. Hokazaru P(0).

[Ooka3 ussohjerbem koHTpagukuunje

Tepheme p moKa3yje ce TakO IMITO C€ MPETIOCTABYU CYMPOTHO, Tj. /A j€ TaYHO
—p, Ta Ce W3 TOra M3BeJe KOHTPAIUKITHA]A.

IIpumep. Joxasaru na je v/2 upanuonansan 6poj.

Joxkas. IIpernocTaBuMo cympoTHO, 1a je /2 pamnnonaian 6poj, OIHOCHO A
ce v/2 Mozke HamECATH Y OOJIHKY HECBOI/BUBOT PA3IOMKA /2 = 2. Kpajpupamem
ce nobuja a? = 2b%, na ce 3akibyuyje ga je a’ mapan 6poj. Y jeaHom on
MPETXOIHUX TPUMEPA MOKA3AHO j€ 13 W3 OBe YNIHLEHUIIE CJIEIN /I3 je U ¢ TapaH
OpOoj, OTHOCHO I3 Ce MOXKe Hamucartu y obiuky a = 2a1. KBampupamewm ce
nobuja (2a1)? = 2b%, oamocro 2a? = b?, u3 wera ciaenm ma je b2, a Tume u b,
mapa# 0poj. o cMo 10 3ak/bydKa Ja cy oba 6poja a u b mapHa, OTHOCHO

a

Jla Ce Pa3NoMaK ¢ MOXKe CKPATHTH, CyNPOTHO NPETIOCTABIM 1A j& HECBOJI/HYB.

I13BeieHa KOHTPAAUKIN]a JOKa3yje 1a IPETIOCTaBKA A3 je /2 palHoHATAH
6poj Huje TadHA, OJHOCHO 1A je \/2 HparuoHaIaH Opoj.
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IIpumep. Jlokazaru ma HajMmame 4 o 22 MpOM3BOPHUX MAHA Y TOIWHHI
MODajy Ja HAJIHY Y UCTUA JAH y HEJEJbU.

Hoxka3z. IlpermocraBuMo cympoTHO, jga HajBuiie 3 o 22 maHa y TOIUHU
MOTY 1 MAJHY ¥ UCTH JaH y Heme/bu. O03UpOM [1a TOCTOjU ceaM Pa3IuIuTHX
JaHa y HEIEeJbU, OBO HAM Jaje na Ou MOrm Ja pasMarpamo Hajsurmie 21 maH, a
He 22 JaHa KOJHMKO je TIOTPeOHO, Te 100MjaMo KOHTPAIUKIIN]Y.

[oka3 pa3smartpamemM cny4ajesa
N3pa3

(PrVpeV-- Vo) = q) = (1= A P2—= ) A A (pn — q))

je rayrosoruja. 36or Tora ce rBpheme obiuka (p1 V pa V-V p,) — ¢ MOXKe

JIOKa3aTu TAaKoO IITO Ce JIOKAXKe JIa BaXKU p; — ¢ 33 cBako ¢ = 1,2, ..., n.
IIpumep. J[lokasatn na 3a peajiHe OpojeBe , Y, BA¥XKM jeTHAKOCT |ry| =
||lyl.

Hoxkaz . Csaku ox OpojeBa x, y Moxe na Oyme HeraTuBaH, uau Behn wim
jenHaK o Hyse, ma cy Moryha deTupu caydaja

L 2>0Ay >0 |zyl =y, |zlly| = 2y;
2. 2 <0Ay >0: |zy| = —zy, |z|ly| = (—2)y = —zy;

3. 2 > 0Ay < 0: cIMIHO KAo y TPETXOIHOM caIyuajy |zy| = —xy, |z|ly| =
r(—y) = —zy;

4. x <O0Ay <O0: |zy| =2y, |2]|y| = (—2)(—y) = zy.

Ilomro je y cBa derupu caydaja UMILIHKAIEjA TadHA, TBPhEme je J0Ka3aHo.

Joka3un ekBUBaNEHTHOCTU

Uspas (p < q) « ((p — ¢) A (¢ — p)) je Tayronoruja. 36or rora ce TBphete
00siuKa p <> ¢ (p je TavHO aKO M CaMO aKO je TadHO ¢) JOKa3yje Tako IITO Ce
JIOKaXKy obe MMTIINKAIHje p — ¢ U q¢ — P.

IIpumep. JokasaTu 1a je 6poj n HemapaH aKo U caMoO aKo je 6poj n?
HEMapaH.

TaumocT oBor TBphema mocIesuIa je 1Be NMILTUKAIFje KOje Cy JTOKA3aHe y
MPETXO/HUM [PUMEPUMA.

Ourruje, y ciay4ajy kaja rpeda JJ0Ka3aTu €KBUBAJIECHIIU]Y

P17 P2 2 D

(omHOCHO /12 je 3a CBaKHU map WHIEKCA 4, j, 1 <14 < j < n, TauHa eKBUBAJICHIIU)A
P; <> p;) 300r TAHOCTH TayTOJIOTH]E

(P12 p2 ¢ pa) € (1 = P2) A (P2 = P3) A A (P — p1))
JIOBOJBHO je nokazaru n (ymMecro (72’)) HIMILIAKAIIN] A,

(p1 = p2) A(p2 = p3) A+ A (P — P1)-

IIpumep. [lokasaru ga cy cieneha tpu TBphema eKBUBAJIEHTHA:
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1. Bpoj n je mapam.

2. Bpoj n — 1 je menapam.

3. Bpoj n? je mapan.

Hoxka3s. Jloka3 ce MOKe U3BECTH TAKO IITO C€ JOKAXKY TPU UMILIUKAIIH]eE:
1. Axko je n napan (tj. n = 2k), ouna je n—1 (= 2(k— 1)+ 1) nenapan 6poj.

2. Ako je n—1 meuapan 6poj (1j. n—1 = 2k + 1, onguocuo n = 2k +2), onja
je n? (= 2-2(k + 1)?) mapan 6poj.

3. Axo je n? mapan 6poj, onzia je n mapan 6poj (0BO TBpheme JoKazaHo je
y jeIHOM O] IPETXOIHUX MPUMEPA).

1.2.2 Teopeme ca kBaHTucukaTopuma

Y oBom moryias/by 6uhe pa3zmorperne TeopeMe y OOJWKY TBphema Ca ersu-
CTEHIINjaJIHUM KBAHTU(MUKATOPOM, OJTHOCHO Ca YHUBEP3AJTHUM KBAHTH(DUKATO-
pom.

Tepherba ca eraucreHymjanHum ksaHTugukaTopom

Tephemwe Iz P(x) MoxKe ce 0Ka3aTH TAKO IITO Ce IpoHahe KOHKPETHO @ 38, KOje
je P(a) Tauno; To je Koncmpyxmuenu dokad. AKo ce nak TauHOCT TOI TBPhEerba
JIOKaxKe He [POHAIIABIIM IPpU TOMe objekar a 3a koju je P(a) rauno, onupa ce
TAKAB JIOKA3 30BE HEKOHCMPYKMUESHU 00KA3.

ITpumep. Jlokazaru ma moctoju 6poj n € N KOju ce MOXKe HA JBa HAYMHA
HamucaTu y o0auky 36mpa aBa Kyba mpupomHux Opojesa.

Hoxas. Hemocpemo ce mposepasa aa je 1729 = 103493 = 123 +13, 1j. 6poj
1729 ce moKe Ha JBa HAYMHA HAMKUCATH y ODJIUKY 30upa nBa Kyba MPUPOIHUX
6pojeBa. OBO je mpuMep KOHCTPYKTHUBHOL JOKA3a.

IIpumep. Jlokazaru jga MOCTOje MpAIMOHAJHA OpPOjeBU T, Yy TAKBU 114 je
¥ panmonagan 6poj.

Jokasz. Y jeJHOM O TPETXOIHIX MPIMepa J0Ka3aHo je 1a je /2 nparmona-

2
nam 6poj. ITocmarpajmo 6poj a = \/5\[ Bpoj a moxe ma 6yme nim parnuoHaIaH
WM MPATMOHATIAH.

e Axo je 6poj a pauuoHasiaH, OHJA je 3a upaluuoHa/He ODpojeBe x = Yy = V2
crenen x¥ panuonasaH 6poj.

e Axo je 6poj a mpalmoHasaH, OHJA je 3a MpaluoHa/HE OpojeBe T = a u
V2.5 V22 2 .
y =2 crenen 2¥ = (v2 V2 =42 = /2" = 2 parnmonasan 6poj.

Tuwme je Tpaxkeno TBpheme IOKa3aHO, NAKO HUje TpOHAheH HU jemaH mpuMep
WpanuoHaTHUX OpojeBa x, ¥y 3a Koje je medpuHUTHBHO yTBpheHno ma je x¥ parm-
oHaJIaH OPOj.

Joka3u jegmHCTBEHOCTH

Tonexas je morpebHO MoKazaTtn He camo JxP(x), HEro m ga MmocToju camo
jenan objexar z 3a koju je P(x) taumno, oquocuo JxP(x)AVy((y # x) = —P(y)).

ITpumep. Csaku 1esau 6pOj UMa jeIMHCTBEHN AIUTUBHA HHBEP3.
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Hoxa3z. Bpoj  uma 6ap jenan ajurusau uaseps —z, jep je z+(—z) = 0. a
61CMO JIOKA3a/IU 1A je aJIUTUBHYU UHBEP3 je/IMHCTBEH, IPETIIOCTABUMO CYIPOTHO,
Jla TIOCTOj! IPYTH aJWTUBHU WHBEP3 Yy Opoja x, Tj. ma Baxwu x + y = 0. Axo je
To TavHO, oHma je y = y+0=y+ (z+(—x)) = (y+z)+(—2) =0+ (—x) = —=x,
Tj. CyIPOTHO IPETIOCTABIH, § = —, U 3 JUTUBHHA NHBEP3 ¥ je jeIUHCTBEH.

Tephera ca yHuBep3anHum kBatucukaTopom

a 6u ce mokazaio ga repheme Vo P(x) Huje TavHO, 10BOJLHO je nponahu jeman
objekar a 3a koju P(a) uuje Tauno. Kaxe ce na je P(a) xonmpanpumep 3a
tBpheme Yo P(x).

ITpumep. CBaku npuponman 6poj n jegHax je 30upy TpPU KBaJpaTa HEHe-
TATUBHUX IeJIUX Opojena.

Hokaz. 3an = 1,2,3,4,5,6 Tepheme 1a ce n MOXKe HAMUCATH KAO 30Up
TPHU KBAIpaTa HEHETATUBHUX IIEJINX OPOjEBa je TavHO:

1=0%+0%+12,

2=0%2+12412,

3=12412+12,

4=0%40% 422,

5=02+412 422,

6 =12+ 12 + 22,

Mebhyrum, ucrnocraBmpa ce 1a ce n = 7 HE MOXKe HAIMCaTh Kao 306up Tpu
KBaJ[paTa HEHEraTWMBHUX IEJIUX OpojeBa. 3amcra, MPETHOCTABUMO Ja je 7 =
22 +y? + 22, x < y < 2. Hajseha BpegnocT Kojy MOTy Ja y3My OpojeBu ., ¥, 2
je 2, jep je 32 = 9. Hajeehu ox oBa Tpu 6poja z Mopa OHTH jemHak 2, jep 6u y
npotusHOM 6m10 22 +4% +22 < 12412412 = 3. [locsie 3amene z = 2 jeTHAYNHA,
nocraje 3 = x2 + y2. MehyTum, oBa jesHaunna HeMa, 1eJ00POJHO Pellerbe:

eakojey <1l,ommajex?+y><124+12=2<3;
e ako je y > 2, ouga je v2 +y? > 02+ 22 =4 > 3.

Tuwme je mokazano ma pa3marpano TBpherbe ca yHUBEp3aTHUM KBAHTH(HUKATOPOM
HUJE Ta4HO.

1.2.3 MorpewHn goxasu

Ilonekan mMaMo cuTyarujy /[a MOCTOjU HH3 KOpakKa 3a KOje ce TBPIX 1Ia
je mokaz garor tephema; upuroMm ce 3a TO TBpheme He 3HA A JU je TAYHO,
WJIN jOIT TOpe, 3a TO TBpheme ce 3HA 3 HUje TAYHO. Y TOM CJIydajy J0Ka3 je
CHUI'YyPHO TIOI'DEIlIaH, OHOCHO Gap jeJaH KOPaK y JOKa3y je Mmorpemiad (TauHocT
onrosapajyhier Tephema y crBapu Huje JOKa3aHA).

IIpumep. Pazmorpumo craegehm m0Ka3 OUULIEAHO MOTPEITHOr TBphHema
1=2.

Hokas.
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(1) | Heka cy a = b € N aBa 6poja

(2) | a®> =ab nobuja ce oz (1) mHOKEwEM Ca a

(3) | a® —b%®=ab—b? omysmmamem b2 o7 obe cTpare y (2)

(4) | (a=b)(a+b)=bla—-0) rTpancdopMucambeM JieBe u ecHe crpame (3)
(5) |a+b=0b ckpaliuBamwem jennaxoctu (4)

(6) | 26=0D 3aMeHOM @ ca by (5)

(7 2=1 ckpahusameM jegnakoctn (6)

Jlokazano TBpheme je OYUTIIETHO MOTPEITHO; KOjU KOPaK Yy JOKa3y je MOrpertan?
To je xopaxk (5): y jennakocru (4) ypabeno je (norpemmo) ckpahusarme Opojem
a—b=0.

IIpumep. Paszmorpumo crenehn ” qokas” ounrieano morpemsor TBphema.
Akojen? > 0,ommajen > 0:m3"n >0 —n?>0" un? >0 ciemmn > 0.
Joka3 je morpemnras, jep je IPUMemEHO MOTPEITHO MPABUI0 3aK/by ITMBaIbA.

1.3 Crparternje gokasuBatba

ITocsie npernena tumnosa mokas3a, pa3MoTpuiieMO MPUMEPE CTPATErHja TOKA3H-
Balba, OJHOCHO METO/A U IIOCTYIIAKA /I0KA3UBabha, KOPAK 110 Kopak. Pazmarpajy
ce moryhu pernentu 3a KOHCTPYKITH]y M0Ka3a: moaasdehu yuasa o Tephema Koje
Tpeba OKA3aTH, TIPENpPaB/batheM MO3HATOT J0Ka3a CIAMIHOT TBphema, OTHOCHO
pa3MaTpameM CIydajeBa.

Pesynrar paga maremarnyapa Cy Hajupe MareMaTwdke (DOpMyJsaluje Xu-
moTe3a, A0 KOjUX OHU J0JIA3€ YOIIITABAKMEM MOjeUHAYHAX MPUMEPA. 3aATUM
OHHU TOKYINABAjy Ja MO0KaxKy (POpMYIHCAHE XUIIOTe3€e, WM 1A WX OIMOBPrHY,
MpoHAaJaXKemeM KOHTpanpumepa. Bumehemo mpumMepe Koju mirycTpyjy mporec
dbopmynucama XAMOTE3a, IUXOBOT JTOKA3WBAA, OJHOCHO OIOBPTraBama, Kao u
MpuMepe MO3HATUX XUTIOTE3a Koje Cy u manac camo xumorese. Ha kpajy he Ouru
U3JI0KEH JIOKA3 BaXKHOr TBphEema: Jia He TOCTOjU aaropuraM (Ipomeaypa) Koju
3a JaTH IpOoTrpaM | JATH yIa3 yTBphyje Ja Jiu ce JaTh IporpaM Ha JATOM yiaa3y
WKa/JI 3aBPIIIaBa.

Koncrpyknuja 1oka3za cKopo HUKaJ HUje jeaHocTaBHa. [lounme ce 3amMeHoM
pedun HUXOBUM JIepUHAUIIjaMa, aHATH3APAHEM 3HAUEHA IPETIOCTABKA U TBP-
Hema koje Tpeba mokazaTu. 3aTUM Ce MOXKE MOKYIIATH Ce JTUPEKTHUM JOKA30M;
aKo TO He OyIe YCIEeITHO, MOYKe Ce TOKYIIATH Ca WHIUPEKTHUM JOKA30M WJIN
cBOhemeM HA KOHTDPAIUKIIH]Y .

1.3.1 [OupekTHO 3ak/by4MBat:e, 3aK/byUMBatbe yHa3ag

JIMpeKTHO 3aK/by IHBahe OMBA YCIIEITHO CAMO KaJl Ce TOKA3Y]y HajjeIHOCTaB-
HHUja TBphema, ma ce Hajuernlie MpuMemyje 3aKbyInBame yHa3ad. Ako Tpeda
JloKa3aTu TBpheme ¢, OHJa ce TMOKYyIIaBa ca MPOHAIAYKeheM HEeKOr TBphema p,
KOje je Jlakiie JIOKa3aTh Hero ¢, aju TaKBOT Jia je TadHa UMILTUKAIAja p — (.
Tpaxeme TBphema r TAKBOr /1 je Ta9HA UMILIAKAIKja ¢ — T je 6eCKOPHUCHO,
jep q He ciieu U3 ¢ =T U T,

Y cinenehem npumepy gokasyje ce Ja je apummemuura cpeduna ‘%b Ba
HeHeraTuBHA Opoja a m b yBek Beha wian jeaHaka O IbHXOBE 2e0Mempujcke

cpedune ab.

IIpumep. /lokazaru 1a 3a mpon3BO/bHA ABA HEHETATUBHA Opoja a u b BaxKu
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HEejeTHAKOCT

“;bz\/@

Hoxkas. IIpupoano je oBy HejeIHAKOCT KBAAPUPATH, 1A ce N30erHe mojaBa
kopena. [Tourro cy obe crpane HejeJHAKOCTH MO3UTUBHE, U3 HOBE HEjETHAKOCTH
cenm crapa (y CTBapH, OBe JIBE HEJeIHAKOCTH CY eK6UBAACHIMHE, TIPBA O] ThUX
BayKM aKO M CaMO aKO BaxKW JIPYra):

a+b\?
()
CpebhupameM oBe HejegHakocTH 106uja ce pegom (a + b)? > 4ab, omrocHo a? +
2ab + b*> > 4ab, omrocHo a?® — 2ab + b? > 0, omHocHo (a — b)? > 0. Hocneama
HEJEHAKOCT je O4YurjeqHo yBeK rtadHa. [lomro u3 me ciepe cBe HperxoHe
HejeTHAKOCTH, TUME je y CTBApHU JOKa3aHa MOJIa3Ha HejeTHaKOCT.

ITpumep. Ha cromy je rommia on 15 kamenuunha. JIBa urpaga urpajy urpy
Yy KOjOj HAau3MEHUYHO BYKY IIOTE3€, [IPU Y€MY Y jeJTHOM IOTe3y MOT'Y JIa CKHHY Ca
romuiie jegaH, 1sa uin Tpu Kamerduha. [lobehyje urpad Koju ckume ca roMusie
nocnenmu kKamenunh. Jloka3aTu 1a MpBYU UIpad MOXKe Ja WIPa, TAKO A YBEK
mobeu, 6e3 063upa Ha MOTe3e APYror Urpada.

Hoxkas. Irpa ce Mozke mpeacTaBuTu HA APYTH HaunH. Ha nuHuju cy ncnucann
6pojesu 0,1,...,15, u uwa 6pojy 15 manasu ce xeroun. Mrpaun Hau3MeHUIHO
TOMEPA]jy *KETOH Ka MamuM OpojeBuMa, 3a jemqHo, npa uan Tpu Mmecra. [lobehyje
OHaj KO TIOCTaBM KeToH Ha 6poj 0.

ab.

Y

0-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10—-11-12-13-14-15

Urpad Koju je HA MOTE3y MOKe Ja UTPa TPH PA3IUIATA MTOTE3A, TTa aAKO Ce KpeHe
ox no3utniuje 15, 6poj BapujanTH je OrpoMaH, U He BUM Ce Kako Ou Tpedasio ma
Wrpa mpBu Urpad Ja ou curypHo mobeauo. 3aTo je 60/be KPeHyTH O Kpaja, off
3aBpIIHE [TO3UIKje, Kaja je xkeron Ha 0pojy 0. Urpad koju craBu xeron Ha 0,
mobeano je. [Ipema Tome, mosunuja 0 je 3a urpada Koju je y TOM TPEHYTKY Ha,
noTe3y je usrybspeHa:

@—1—2—3—4—5—6—7—8—9—10—11—12—13—14—15

ITomTo ce u3 mosumnumja 1, 2 u 3 mMoxke jeguum more3oMm jgohw y mosurmjy 0
(koja je 3a nporuBHEHKa u3rybsbeHa), T€ TPU IO3UIUjE Cy JoOMjeHe 3a urpada
HA [10TE3Y:

[0]-(1)-(2)-(38)-4-5-6-7-8-9-10-11—12—13 - 14— 15

Urpaw xoju je Ha moTe3y y no3unuju 4 jeJHIM MOTe30M MOXKe Jia Johe camo y
JeIHYy 01 O3UIIK]ja KOje Cy 3a MPOTUBHUKA, 100UjeHe, 1M je mo3ulinja 4 u3rybspeHa:

[0]-(1)-(2)-(3)-[4]-5-6-7T-8-9-10-11-12-13-14—15

IIponyxyjyhu name yHazam, 3akmpydyje ce aa cy mozunmje 5, 6, 7 mobujene, a
3aTuM Ja je no3uimja 8 udrybspeHa:

[0]-(1]-(2]-(38]-[4]-(5)-(6]-(7)-[8]-9—10-11-12— 13— 14— 15
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Ha kpajy mobmjamo 3a cBe mo3uiinje mogaTak Aa Jiu Cy J00ujeHe win u3ryosbeHe:

[o]-(1)-(2)-(3)-{4]-(s)-(6)-{7)-{8]-{9)-(10)-{11}-[12]-[13}-[14)-15]

Jlaksie, urpad KOju je MpPBU HA MOTE3Y, CKUIA TPW KameHuwha ma Ou 101120
y nos3unujy 12, n3rybspeny 3a nporusruka. lllTa rog onurpao npoTUBHHUK, OH
Jomymyje Opoj CKHHyTHX KameHdmha 10 4 m mpebailyje MPOTHBHHUKA y HOBY
un3rybspeny nosunujy 8. Ilocsie tora nporuBauk OuBa JoBexen y mo3unujy 4,
TIoCJIe Yera y HapeIHOM TOTe3y MPBM WIpad MOXKe Ja CKHHE Ca TOMUJE CBe
mpeocTraje KaMeHunhe ¥ Tako modeIn.

1.3.2 Onakwaeare gokasa ceoljerbem Ha cnyyajese

Kana ce He Buay Kako M3BECTH JI0Ka3, JAOMYHCKA MHQOpPMAIHja y BE3H Ca
PA3IUYATHAM CIydajeBUMa MOXKe JIa OJIaKIa Joka3. Ha npumep, ako ce jokazyje
TBpheme 0 1enM OPojeBUMa, MOTY Ce PA3IBOJUTH CIYUajeBU Ca TAPHUM, OJHOCHO
HeNapHUM OPOjeBUMA, WM CA HETATHBHUM, OJHOCHO HEHEraTuBHUM OpojeBuMa.
[Ipu ToMe je BasKHO HE TTPECKOYNWTHU HU jelaH O MOTyhux cirydajesa.

IIpumep. Axo 21 n, 3{n, ouga 24 | n? — 1 (n? — 1 je nemuso ca 24).

Hoxkas. pupoano je uckopuctutu pasztarame n> — 1 = (n — 1)(n + 1),
a/v ce He BUIM KaKBEe TO MMa, Be3e ca gespuBomihy ca 24. C 063upom Ha ycjaoBe
24 n, 34n, kKoju cy Moryhu ocranu npu Jebewy n ca 67 Caku 6poj n Moxe
ce npeacraButu y obsnuky 6k + j, j = 0,1,2,3,4,5. Mehyrum, 6pojesu 6k + j,
7 =0,2,4 cy nemusu ca 2, a 6pojesu 6k + j, j = 0,3 nemusu cy ca 3. IIpema
TOME, OCTaje Jia ce pa3MOTPe CaMo JIBa CIydaja, Jaa je n obnuka 6k + j, rme je
j=1mnmmj=>5.

e YV mpBom cayuajy je n? — 1 = (6k +1)% — 1 = 36k% + 12k = 12k(3k + 1);
oBaj Opoj je ounrmeano memus ca 12. Ilopem Tora, ako je k mapuo, 6poj
je memuB ca 24; ako je k memapHo, oHma je 3k + 1 mapHo, ma je u 'y TOM
cayaajy n? — 1 gemus ca 24.

e YV apyrom cayuajy je n? — 1 = (6k +5)?2 — 1 = 36k? + 60k + 24 =
12(3k2 + 5k + 2); oBaj 6poj je ounrmeno nemus ca 12. Tlopes Tora, ako
je k mapmo, 6poj je memus ca 24; ako je k memapuo, onna je 3k2 + 5k + 2
napHo, na je u y rom cayuajy n? — 1 msespus ca 24.

IomTo cy pasmorpena oba moryha ciydaja, JokaszaHo je Ja je n? — 1 yBek
JIeJbUBO ca 24.

Yobuuajera rperka je 1a ce mOorpernaH 3aKJby YaK U3BeIe Ha OCHOBY TPUMEpa,
(Ha mpuMep, NOrpeman 3aK/byYaK Ja Cy CBU HemapHu 6pojesu npoctu). Komuko
roJ; J0OpUX MpUMepa MPOHAILIN, TO HUKAJ He MpeacTaBiba goka3. Caudro,
6e3 003upa KOJMKO TECTOBA IIPOrpPaM MPOJIa3H, TO HE IIPEJCTaB/ha J0Ka3 Ja je
IpOrpaM KOPEKTaH.

IIpumep. JoxazaTu ga jeqnaqnaa 2+ 3y? = 8 HeMa IMe06pojHa perenba.

Hokas. Ako je |z| > 3, onga je meBa crpana 6ap 9 > 8; camdnO, ako je
ly| > 2, onma je nema crpana 6ap 12 > 8. Ilpema Tome, moryhe BpegHOCTH 32
|z| cy 0,1,2, a moryhie BpexrocTn 3a |y| cy 0,1. 3a |y| = 0 jennaunua mocraje
r? = 8 u Hema 1eT06POjHUX pemtera; 3a |y| = 1 jennaumna nocraje r2 = 5 u
Takohe HeMa TeI00pojHuX peremna. Tume je pazmarpameM 0b6a Moryha ciygaja
JIOKA3aHO /13 OBA jeTHAYMHA HEMA IEJI00POjHA PelIemha.
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1.3.3 Mpunarohasare no3HaTor gokasa cavuHor Tephersa

KopucHo je unratu u pazymeru mokase TBphema, jep To omoryhyje n3soheme
HOBUX JIOKa3a TBPhema Koja Cy CAMYHA [PETXOHUM.

IIpumep. dokazaru ja upocrux 6pojesa obuuka 4k + 3 (oguocuo 4k — 1)
nMa, GECKOHAYHO MHOTO.

Hoxka3z. Cauuno TBpljeme je ma mpoctux OpojeBa mMa ODECKOHAYHO MHOTO,
u 0Ka3 Tor TBphema je mo3uar. Jlokas moumme TaKO IITO Ce MPETIOCTABH 1
je 6poj mpocTux OpojeBa KoHadaH u jexHak n € N, Tj. cBu moryhum mpoctu
opojeBu cy p1, P2,. - ., Pn, OHIZA OpOj P = p1po...p, + 1 HUje He/bUB HA jeTHUM
o/ upocrux 6pojesa p;, i = 1,2,...,n. [Ipema Tome, 6poj P je uau upocr (a
HUje jeHAK HEKOM 07 6pojeBa p1, P2, - -, Pn), WIA j€ JE/HUB HEKAM MPOCTUM
OpojeM Koju HEje Mehy mpocTuMm OpojeBuMa P1, P2,- - - , Pn- 10 je y 0ba ciydajay
KOHTPAIUKIINA]U Ca MPETIIOCTABKOM 1 CEM P1, P2,- - - , Pp, HEMA APYTUX MPOCTUX
opojena.

Nneja je mpenpaBuTh 0Baj JOKA3 TAaKO Ja Ce JTOKaXKe a MPOCTUX OpojeBa
obnmmka 4k — 1 mma Geckonauno muOrO. IIpermocraBumo ga je 6poj mpocTux
6pojesa obusimka 4k — 1 konadan u jegunak n € N, 1j. g2 cy csu moryhu npocru
OpojeBu TOT OOJIUKA 1, G2,- - - , Gn- 1lOCMaTpajmo 6poj Q = 4q1q> - . . g, — 1. Bpoj
Q@ je obnuka 4k — 1, ma mopa ga mma 6ap jeman mpocT umHMIAI obsmka 4k — 1
(y uporuBHOM, aKO 6u MMAO caMo mpocre uuHuone obauka 4k + 1, onga 6u u
cam 6uo obumka 4k + 1); kako ) Huje nebUB HU jeHUM OJ 6poOjeBa g1, ¢2,. . -,
Gn, 33KIBYUIYjEMO Ja, CYIPOTHO IPETIOCTAaBIM, () Mopa Outu mesbuB Gap jor
jenaum mpoctum 6pojem obsmka 4k — 1. OBa KOHTpaIUKINja JOKA3Yje KEJHEHO
TBpheme.

1.4 Xwunorte3e, goka3n, KoHTpanpumepu

1.4.1 Xwunorvese n pgokasu

Kaxko ce mponasiaze HOBM Pe3yaTaTH y MaTeMaTuIm? Y CBAKOM CIyUajy He
OHAKO KAKO je TO UCIIpUYaHo y yibenuruma. Hajupe ce Ha OCHOBY CrienujaaHux
CJIydajeBa 3amazkajy HeKe 3aKOHUTOCTH, Ha OCHOBY 4Yera ce (DOpMYJIUIILY XUTIOTE3E.
o xumore3e ce OHEKA/T 107431 MPOMEHOM TIO3HATOT TBPhema, Wik Ha OCHOBY
narynnuje. Popmysnucany xumnorely 3aruM Tpeda JOKA3aTU WJIA OHOBPIHYTH.
AKko je BepoBarHuje 1a je XUIIOTE3a TAYHA, OKYLIABA CE Ca U3BOhEbeM 10Ka3a.
Axo ce He ycmeBa ca n3BohemEM JTOKA3a, MOKYITABA C& Ca TTPOHANTAYKEHEM KOH-
TpalnpuMepa; ako TO He yCIle, IOHOBO Ce TIOKYIIaBa ca JIoKa3oM. MHore xumnorese
cy 6p30 perriene, aju Cy 3aTO HEKe XUIOTe3e OCTasie OTBOPEHE CTOTHHAMA I'O/INHA.
Crenehu nmpumep je mnycrpaiuja mporeca (popMyIucama u JOKAZHBA A, XUITOTE3E.

IIpumep. ITocras/ba ce nurame Kaaa cy O6pojesu a™ — 1 nmpocru?

Ananusa mpumepa: Ilocmarpajyhn npumepe 23 — 1 = 7, 2° — 1 = 31,
20-1=63=79,29-1=511=773,3*-1 =80 = 516,4°—1 = 1023 = 3-341,
MOYKe Ce 3aKJ/bydnTH Ja je a” — 1 cjaoxken Opoj ako je a > 2 mjm aKko je a = 2
¥ N je CIOXKeH Opoj.

Hoxkas. Ha ocnoBy paznarama a” — 1 = (a —1)(a" ' +a" 2+ - +a+1)
3aKJbydyje ce z1a je a™ — 1 cioxen 6poj ako je a > 2 (jep je raga a™ — 1 gesbuBo
ca a — 1> 2). Ha cmaan maunn je u 6poj 2% — 1 = (2%)? — 1 croxen, jep 3a
a > 1 Baxku 2% > 2.

Bakspydyje ce ma 6poj 2" — 1 mMoxke GUTH POCT jEJIUHO aKO je eKCIIOHEHT N
mpoct 6poj; mpocTu 6pojeBu TOr OOMHUKA Cy T3B. Mepcenosu npocmu 6pojesu.
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IIpumep. Ilocroje myradkum HM30BH y3aCTONHHUX CIOXKEHHX OpojeBa, Ha
npumep 24,25,26,27,28; 90,91,92,93, 94, 95, 96. IlocraBma ce nurame: ma Ju
MMOCTOje MPOM3BOJbHO JIYTauKy HU30BU y3aCTOIMHUX CJIOKeHuX OpojeBa? Mcmoc-
TaBJ/ba C€ A jeé OATOBOP HA OBO MUTAFHE - JIA.

Hoxkas. [Tocmarpajmo au3 ox n— 1 y3acronuux 6pojesa n!+2, n!+3, n!+4,
..., n!+n. IIpBu of HUX je YBEK JE/bUB Ca 2; APYTH O IHUX je YBEK JEJbUB Ca
3; Tpehu je yBek mespuB ca 4 .. .; MOCIEImU je YBeK ae/buB ca n. [Ipema Tome,
cBu GpoOjeBH y HU3Y Cy CJIOXKEHH, a BbuxoB 6poj (n — 1) Moxke GUTH IPOU3BOJLHO
BEJIUKH.

1.4.2 Xwnote3e n KoHTpanpumepu

3a Heke 0J1 XHUIIOTE€3a WCIOCTABHJIO Ce Ja Cy HEeTadHe, IMOINTO Cy 33 hHUX
npoHaheHn KOHTPAIPUMEPH.

IIpumep. Jeman of u3a30Ba je HpOHAJIAXKEHE TAKBOI u3pasa f(n) uuje
BPEIHOCTH 3a CBaKW MPUPOAHU OPOj n cy mpoctu OpojeBu. 3aHUMIBUB IPUMED
je dyrkmmja f(n) = n? — n + 41, gmuje cy BpegHOCTH TPOCTH GPOjeBH 3a N =
1,2,...,40; mehyrum, ounrnento je na f(41) unje mpoct 6poj, jep je mebus ca
41.

IIpumep. [Tonekan mpoHagaskeme KOHTPAPUMEPA Hije jenHocTapHo. CBO-
jeBpemeno je Ojiep mocTaBMO XUMOTE3y 11a 33 1 > 3 BaxKu 1a 30up n — 1 n-tux
CTermeHa He MOXKe OWTH jeHaK 7M-TOM CTemeHy MpupomHor opoja. Mehyruwm,
1966. romguue Jlanaep u [lapkun cy mponamnum KOHTpampumMep 3a n = 5:

1445 = 275 + 84° + 110° + 133°.
Konrpanpuwmep 3a n = 4 nponamao je Enkus 1988. ronune
95800* + 217519* + 414560* = 4224814,

3a n > 6 He 3HA ce 13 JU je XUIOTe3a TadHa.

1.4.3 Mpumepu HepeweHnx xunoresa

Hexke o oTBOpeHux xumore3a Ogurpaje Cy 3HAYAjHy yJAOry y Pa3BOjy Ma-
TEMATHKE.

Ilocaenma PepmaoBa Teopema 3a n > 2 U TO3UTHUBHE Iiejie OpojeBe
T, y U z, jenHaunHa ' + Yy = 2" Hema meso0pojHA pemema. 3a 1 = 2 0Ba
jeqnadmHa WMa pemema — Ilumazopune mpojke, Ha mpuMep 32 + 42 = 52,
3a n = 3 tBpheme je mokazao Ojnep, a 3a n = 4 cam Pepma. Buno je Buire
MOTPEITHUX JT0Ka3a oBor TBphema. Ilokymaju ma ce TBpheme JT0KaxKe JT0Ben
cy 1o pasBoja anrebapcke teopuje 6pojera. Ennpjy Bajic je koHauHO mM0Ka320
080 TBpheme (06jaBibero 1995. rogune); npu TOMe je MOpasia 1a Oyie pa3BujeHa,
TeOpHja eJUNTUYKAX KPUBUX. 3 J0Ka3 OBOr TBphema 100mo je 2016. romumue
AbGesioBy Harpauy.

HaBommmo jour HEKOIMKO IpHUMepa joIl YBEeK OTBOPEHUX XHUIOTE3A.

TosgbaxoBa xunore3a: CBaku mapau OpOj 1 > 2 MOXKE Ce M3PABUTU KAO
30up ABa nmpocTa Opoja. 3a MpPBUX HEKOJIMKO MapHuX OpojeBa TBpherme je TadHO:
4=242,6=3+3,8=3+4+5,10=5+5,12=5+7,.... Y3 nomoh pauynapa
TBpheme je nposepeno 3a n < 4 - 10, Pamape je 1995. roaune j0ka3ao ja je
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CBAaKM JIOBOJHHO BEJUKW IMPHUPOIHE OpOj jeaHax 306Mpy HAJBHUIIE IIECT MPOCTHX
6pojesa.

MepcenoBu npoctu 6pojeBu: Kao mro cmo Bumenw, 2 — 1 moxke 1
Oyze mpocT OpOj camMoO aKO je eKCIIOHEHT 71 mpocT Opoj. Mepcen je y 17. Beky
MMOCTABMO XUIOTE3Y Ia MpOCTux OpojeBa obsmka 2P — 1, rae je p mpocT 6poj,
uMa BeCKOHAYHO MHOTO. 3a p = 2,3,5,7 To ¢y npocru 6pojesu 3,7,31,127. 3a
p = 11 6poj 2P — 1 = 2047 = 23 - 89 je cioxen. Hajsehu nozuar Mepcenos
mpocT 6poj je 77232917 (50. no peny).

VY Be3u ca mpocTuM OpPOjEBMMA je W XUIIOTE3d Ja MPOCTUX OpojeBa 00JINKA,
n? 4+ 1 uma GeCKOHAYHO MHOTO, Kao ¥ Jia MapoBa MPOCTUX Opojesa 6.Ausanaua
(napoBa npocTux 6pojeBa Koju ce pa3imKyjy 3a JABa), Kao mro cy 5,7; 11,13;
29,31, uma Oeckonauno mHoro. Hajsehu mosmar map mpocrux Onu3anama je
2996863034895 - 21290000 4 1,

Xwunoresa “3x + 1” Heka je

F@) = x/2, aKo je m mapax
" | 3r+1, axko jen Henapan

IMTonazehu ox mekor 6poja n dopmupa ce nuz n, f(n), f(f(n)), f(f(f(n))),
.... Ha nmpuwmep, 3a n = 1 nobuja ce nepuoamaan Hu3 1,4,2,1,4,2,1,..., a 3a
n = 13 mm3 13,40, 20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,... Xunore3a 3x + 1 rjacu: 3a
OmJI0 KOju mpupOoaHU OPOj M 0BAj HU3 PAHUjE WM KACHUjEe MOCTaje MEPUOINIAH,
ca mepuomom 1,4,2 1,.... ykuna au3a g0 npse jenuauie 3a n = 27 je 111, a
3a n = 63728127 je 949. Xunoresa je nposepena 3a 6pojese mame o 5.8 - 1018,

1.5 Anroputamcku Hepa3spewunsu npodnemm

Jenna on Hajmo3HATHjUX TEOpEMAa y MATEMATHIX TJIACH /I MOCTOje mpobieMu
Koju ce He mory pemutu asropurmoM. [locroju Buie jgoka3a osor TeBphema.
Jenan o BUX CACTOju ce y TOME JIa ce TTOKaxKe Ja He TIOCTOjU aJrOpPUTaM KOju
pemiasa zaamuhz npobaem (IpobeM 3ayCTaB/barba,).

Xajruar mpobjieM TJIacu: Ja JIM IOCTOjU Hpoleaypa (ajJropuram) Koju 3a
maru nporpam P u ynaz U yrephyje mna nm ce nporpam P ca ymazom U mkama
3aycraBiba (3aBpIIaBa ca pajiom)?

Ako Ou 1OCTOja0 TAaKaB aJIropuTaM, OH OM Ce MOra0 KOPUCTUTH HIIP. 33
ucIpaBibamhe rperaka y nporpamuma. Mehjyrum, Anan Tjypunr je 1936. roaune
JIOKa3a0 /la TaKaB aJIrOpPUTaM HE MOXKe J1a TOCTO]jH.

Tpeba 3ama3uTu 1a ce OATOBOp HA MHUTAME Ja JIU ce mporpam P 3aycraBiba
Ha ynazy U He Moxke 100uTH MpOCTUM M3BPIIaBameMm nporpava P na ymnasy U:
MOXKE Ce JIECUTH Ja Ce IIPOrpaM 3ayCTaBiba, aju [ Pajad jako myro. Jlako je
HAMPABUTH MPUMEDP TPOTrpaMa, duje u3Bpinasame Tpaje 1000 rogmHa.

Hoxka3. [IpernocTaBuMo CynmpoTHO, /1a MOCTOjU TakaB ajaroputam H, Koju
3a npou3sojbHU 1porpaM P u yna3 U nocse nosusa H (P, U) 3aBpmiasa paj u
IITAaMIIa TOPYKY ’3aBpinaBa ce” uim ~3ariaBibyje”.

CBaku Iporpam, OHOCHO yJia3, MOXKe ce KOJAUPATH HU30M HYJIa U jeUHUIIA,
na ce ouu Mory nopeharu y jekcukorpadceku ypehenu auz. 360r Tora ce HIp.
Moxke u3pimTH nosus H (P, P), rue ysnory ynasa 3a mporpaM P urpa cam
rekcr (6uHapHu) nporpama P. Heka je K (P) Takas nporpam (aJropuram) Koju
nosusa H(P, P), u

e 3aspiiasa ce ako H (P, P) naje Ha uziuazy ”3ariasibyje”
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e 3arsiaBsbyje ce (Hup. ynackoMm y Geckonauny nersby) ako H (P, P) naje na
n3a3y ’3aspiiasa ce”

IMocrasiba ce nurame: ga ju ce K (K) 3aBpmasa ujiu ce 3arjasibyje’?

e ako ce K (K) zaBpiiasa, onza 6u H (K, K) na uzna3sy gasasio ”3aruasibyje”
omnocuo nmo3ns K (K) 6w MOpao na J0OBeIE 0 3aryaB/bHBAGA,;

e axo ce K (K) sarmanmyje, onga 6u H (K, K) Ha n3ma3y qaBajo ”3aBpiiaBa
ce”, onnocHo mo3uB K (K) 61 MOpao Jia ce 3aBpINaBa.

OBa KOHTPAJIUMKIMja TOKa3yje ma MPeTNOCTaBKa Ja MoCToju aaroputam H ca
JATUM CBOjCTBHMA HHUje TadHA.



[nasa 2

MaTemaTuyka nHgykumnja

2.1 VYsop

Maremarnyka WHAYKOHja UIDa 3HAYAJHY YJIOTYy HOPU KOHCTDPYKIIMJH MHOTHX
ajropuraMa. ¥ Oa/beM TEKCTY PasMOTpuiieMO HEKOJIUKO KapaKTePUCTHIHHX
[puMepa IPUMEHe UHIYKIHje.

Heka je N = {1,2,...} ckyn npupomaux Gpojesa. IIpuHImn MareMaTuake
WHIOYKIHje Moxke ce hopmynucaru Ha ciaeaehn vadwa. [Ipernocrasumo ga Tpeda
Jokazarn na je Tepherse T'(n) TauHo 3a cBaku mpupogan 6poj n € N. Ymecro
Ja ce 0BO TBpheme ’"Hamanga” AUPEKTHO, TOBOJHHO je mokasaru ciaereha asa
TBphema:

e T(n)jetaunozan=1,u
e 3a cBako n > 1 Baxu: ako je rauno T'(n — 1), onzna je rauno u T'(n).

OBa uneHnIa je TaKO3BAHN NPUHUUN MAMeMamuyre undykyuje, N TTOCTETUTA
je medbunnnmje ckyma npupoauaux opojesa: 1 € N, a ako 3a meko n > 1 Baxu
n—1€NorganeN.

VY npaxcu ce 06uuHO npBO TBpheme (6a3a unaykuje) jgako nokasyje. Jokas
JIpyror TBphema oJlakiiaH je npernocTaBkoM ja je Taddo T'(n— 1), tako3anom
UHOYKMUBHOM Tunomezom. JIpyruM peduma, JTOBOJBHO je TBpheme cBecTu Ha
Caydaj KaJI je n yMmMameHo 3a jemaH. Viycrposahiemo To jennum jeaHOCTABHUM
PUMEPOM.

Teopema 2.1. 3a csaka dsa 6poja x,n € N easrcu x — 1|a™ — 1.

oxas. Toka3s ce n3poan nHaykuujom o n. 3an = 1 tepheme rnacn z— 1|z —1
u ounrsegHo je rauno. Ceoheme ciryuaja n Ha caydaj n—1 3acCHUBA ce HA U3PA3Y
2" — 1= (z""! - 1)z + (z — 1), jep on noKasyje Ja U3 UHIYKTUBHE XUIOTE3E
r— 12" — 1 cieam ga je Taumo x — 12" — 1.

HpI/IHI_[I/IH MaTeMaTUu4IKe I/IHﬂyKHI/IJe YeCTO Ce KOPpUCTHu y HEIITO IMPpOMEHhEHUM
obsiuIMMa, KOju Cy HEmOoCpe Ha MOCEIUId OCHOBHOT O0/IHNKA.

Teopema 2.2. Axo je mauno mepherve P(1) u 3a ceaxon > 1 us npemnocmaeske
da je P(k) mauno 3a ceaxo k < n caedu mawnocm P(n), onda je P(n) mauno
3a cearo n € N.

21
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OBo je T3B. MOTIyHA HHAYKITHja, a T00Uja ce O OCHOBHE BapHUjaHTEe TPUMEHOM

na tphewe T'(n) = A\;_, P(k).

Teopema 2.3 (Perpecusna unaykuuja). Hexa je aq,as, ... pacmyhu nus npu-
podnux bpojesa. Axo je mepherve P(n) mauno sa n = ag, k = 1,2,... u 3a
ceaxo n > 2 u3 npemnocmasxke da je mauno P(n) caedu da je mauno P(n—1),
mada je P(n) mawno 3a ceaxo n € N.

ITpeu geo mpernocTaBke, 1a je P(ay) Tavuno 3a k > 1 gokasyje ce HHIYKINjOM
(P(1), u ako P(ay) ouma P(ax+1), k > 1). dakne, Hajupe ce mokasyje na
[OCTOje TPOU3BOJLHO BesMKu 6pojeBu n takeu ja je P(n) tayno, a onma Ja
je P(n) rauno u 3a cBe “usocrasibene” 6Gpojese. OBO je T3B. perpecuBHa
UHJIYKIUja.

2.2 [Ba jepHocTaBHa npumepa

IMorpebHo je uzpauynaru cymy S(n) =1+ 2+...4+n. OaroBop Ha 0BO NUTabHE
maje cremeha Teopema.

Teopema 2.4. Hexa je S(n) =i, i. 3a ceaxo n € N je S(n) = tn(n+1).

Zokas. Kako je 1 = % -1-2, TBpheme je Tauno 3a n = 1. AKo ce mpermocraBu

Ja je OHO Ta4vHO 3a HEKO 71, OHJA je
1 1
S(n+1) = 142+.. 4+n+(n+1) = S(n)+n+l = in(n—i—l)—i—(n—&—l) = §(n+1)(n+2),

OIHOCHO 3aKJby4IyjeMoO Ja je TBpheme TaqHo u 3a n + 1.

Teopema 2.5. Axo jen € N ul+ x>0 onda je (14 2)* > 1+ nz.

Joxas. 3a n = 1 tepheme je ouwmrienno tauno. AKo je TBpheme Teopeme
TAYHO 38 HEKO 7 (MH/YKTUBHA XUIIOTE34), OH/IA CE€ MHOYKEHEM T€ HEjeIHAKOCTU
MIO3UTUBHUM OpojeM moouja:

(1+z)" ™ = Q+2)(1+2)" > (1+2)(1+nz) = 1+ (n+Daz+na? > 14+(n+1)z,

OJIHOCHO TBpJere TeopemMe je TaYHO U aKO Ce y meMy n 3aMenu ca n + 1.

2.3 bpojare obnacTu Ha Kkoje je nopes/beHa paBaH

3a HEKOJIMKO [PABUX y PABHHU KaXKe Ce JIa Cy Y OLIITEM I0JIOXKA]y aKO HUKOje
JIBE HUCY TapaJjieHe, a HUKOje TPU Ce He CeKy y MCTOj Tauku. Tpeba ompenuTn
6poj obsracT Ha KOje paBaH Aeju 1 > 1 IpaBux y OIIITEM MM0JI0XKa]y (IpeTo-
CTaBKa Ja Cy MpaBe y OIIITEeM MOJ0XKAajy YBEIeHa je Aa MOjeJHOCTaBH IPodIeM,
jep raza Hema norpebe 3a aHAIU30M Pa3HUX MOIYNUX CHENUjaTIHUX CJydajeBa).

Hemnocpenno ce Bumm na jeana, ase, OMHOCHO TPU IIPABE Y OIIITEM OJOZXKA)Y
Jlejie paBaH peloM Ha [iBe, YeTHWPH, OJHOCHO cemam obsjactu. Hacmyhyje ce
Ja yKJ/byduBambe n-Te mpase moeehaBa 3a n Opoj obsacTu Ha KOje je paBaH
nojie/bera. AKO ce permnocTaBy Ja je TO TAYHO, OHIa je Opoj obiacTu Ha Koje n
MPABUX y OMIITEM MOJ0XKAajy fAesu paBa 2+2+3+4+...4+n = %n(n +1)+1.
Haxke, ocraje ma ce J0KaxKe
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Xwumnoresa 2.6. flodasare n-me npase y pasnu (Mpu wemy cy C6UT N NPABUL
y onwmem noaodcajy) nosehiasa 6poj obaacmu na Koje je pasan nodewena 3a
n.

Zloxas. okazahemo 0BO TBpheme mHAYKIHjOM M0 n. TBpheme je odIuryiemsHo
Tavno 3a n = 1,2, 3. IlpernocTaBuMo Ja je OHO TaYHO 3a HEKO N; HEKA je J1aTo
n + 1 mpaBuUX y paBHU y OMINTEM TOJIOXKAjy, U HEKA je p jeHa O THX IPABHUX.
306or Tora IITO Cy mIpaBe y OMIITEeM TOJIOXKA]Y, IIPABa, P Ca IPOU3BOJFHOM 0bJ1amhy,
OJ1 OHUX Ha KOjy PaBaH Jiejie OCTAJINX 71l IPABUX, HEMA 33j€ITHUIKNAX Ta9aKa, N
je ceue. IIpaBa p ceve cBux ocrasnux n nupasux (jep HUje HapaJIeHa HU €A jeJIHOM
OJl BbUX; CEYE WX Y PA3JIUIUTAM TAYKAMA, MO MPETIOCTABIN ), U TAUKE MPECeKa,
Jiejie mpaBy p Ha N+ 1 cermeHaTa, o1 KOjUX CBAKM JIEKU Y PA3IUIUTO] OOJIACTH.
Caky ox THX 00JjacTu mpaBa p JIeId Ha JBe, Te Ce JI0/[aBambeM Ipase p OpOj
obsiactu mosehasa 3a n + 1.

ITpumedba. Opne je uupyKIiyja npuMermena 1sa myra: nopehame 6poja obsac-
TH JI0/IaBaFh-eM M-Te TpaBe, a 3aTUM YKYMaH Opoj 00JacTh HA KOje PaBaH JIejn
n npasux. OBaKaB MOCTYMaK, IOHEKAJ] U Ca BUIIE HUBOA, YECTO Ce MPUMEyje.

2.4 Tlpobnem ca Gojersem paBHu

[IpousBomHUX N TpaBUX y PaBHU JeW PAaBaH HA ODOJIACTH; 3a MpaBe Ce HE
MIPeTIIOCTaB/ha /1a Cy y OIIITeM TMoJoxkajy. Kaxkemo ma je paBan obojeHa ca npe
60je (ma upumep upHoMm u Gesom) ako je cBaka obJsacr 060jeHa jesHOM O Te
z1Be 6oje, a cBake JBe cyceqHe obaacTu (OHEe Koje MMajy JIe0 TpaBe WiId ey
mpaBy Kao rpaHully) cy obojeHe pa3juduTum 6ojama.

Teopema 2.7. Pasan nodesmerna ca npousdsosHUT 1 Npasus moodxce ce 060jumu
ca dse boje.

Zoxas. Tepljeme Teopeme jokasyje ce MHIAYKIUjOM 1O OpPOjy mpaBux n. 3a
n = 1 Tpheme je ouurieaHo TauHO (PABaH je MojesbeHa Ha JIBe 00JIaCcTH, jemHa,
o BuUxX 00ju ce 1pHO, Apyra 6eno). IIpernocraBumo 1a ce paBaH, W3/IE/bEHA
ca mpom3BO/bHUX 1 — 1 mpaBmx, MOxke 0bojuTh ca aBe Ooje. [lomaBame n-re
mpaBe Ha TPOU3BO/bAH HAYKMH JIEJIN HEKe O0JIACTH HA JIBA CyCejHa Jesia obojena
uctom 6ojom. MehyTnm, ako ce cBuUM 0OJACTHMA Ca, jeTHE CTPAHE N-T€ IPaBe
00ja TTPOMEHHU y CYNIPOTHY, JOOWja Ce UCIPABHO OOjerhe pABHU. 3anCTa, TPAHUIIE
u3meljy cycemunnx 001aCTH MOTY Ce TONEJUTH HA TPYW BPCTE: TPAHUIIE CA jeTHe,
OIHOCHO ApyTe CTpaHe M-Te MpaBe, W TpaHUIle Ha n-Toj mpaBoj. ['panure cse
TPH BPCTE 01Bajajy obmacTu obojerne paznumautum O6ojama. laxme, momazehn ox
WHIYKTHUBHE XUIIOTE3€e Ja ce MOXKe ODOjUTH paBaH moJebeHa ce n — 1 nmpaBux,
IMOKA3aHO je KaKo ce jo0uja Dojere paBHU IOIE/bEHE Ca N IPOU3BOJHHUX IIPABHUX.

ITpumedba. OBaj npumep je mIycTpanyja MAKCUMAJIHOT, €IACTUIHOT KOPHIII-
hema nHAYKTHBHE XUMOTE3€: O OOjerhba 00JACTH Y jeAHOj TMOTyPABHI HAIIPaB-
JHEHO je IPyro HCIPaBHO OOjerme 3aMeHOM Oese u mpHe 0oje.
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2.5 T[lpumep ca cymupatrbem

IIpernocTaBrMoO 14 Cy CBU HeapHU OPOjEBH UCIIUCAHN Yy OKBHUPY IIEMe y OOJIHKY
TPOyIJIa, TAKO /I3 Y i-TOj BpCTU UMa ¢ Opojesa, ¢ = 1,2, .. .

1 cyma
1 1 1
2 3 5 8
3 7 9 11 27
4113 15 17 19 64

ITorpebHno je m3padaynaru cymy OpojeBa y i-TOj BPCTH.

N3pagynapmm cyMe y MPBUX HEKOJIMKO BPCTA, 3aMaXkaMo J1a je cyMa jeTHaKa,
KyOy pemuor 6poja Bpcre. /la ce oBo TBpheme moKaXkKe WHIYKIHjOM, JOBOJHHO
je Jokazaru Ja je passuka 30uposa y (i + 1)-0j u i-Toj BpcTH jeamaka (i +
1)3 — i3 = 3i%2 + 3i + 1. Jlame, ako ca a; O3HAYUMO TOCTCIEHHE OPOj y i-TOj
BpcrH, pa3iuka 36uposa y (i + 1)-0j u i-10j BpcTu jeanaka je i- 2i + a;+1 jep
je cakm o mpBuUX ¢ 6pojeBa y (i + 1)-0j Bpctn Behu on oxromapajyher y -
T0j BpCcTU 3a 2i (NOMITO y i-TOj BPCTU MMa 4 y3aCTOMHWX HENapHUX OpOjeBa,
passiuka npsor y (i+ 1)-0j BpcTu u npBor y 4-10j BpcTy je 2i). dakie, na 6u ce
JI0Ka3a/10 Apyro Tepheme, J0BOBHO je jokazaTu jaa je 202 4+ a; 11 = 342 +3i + 1,
OMHOCHO @41 = i+ 3i+1= (i +1)2?+(G+1) -1, wma; =i +i— 1.
OBo nocneamwe TBpheme hemo HapaBHO JOKasaru MHAYKIHjoM. 3a ¢ = 1 je
ap =1=12+1—1, 1j. TBpheme je Tauno. I3 mpeTnocTaBKe 1a je 3a HEKO i
a; =2+ i—1 cremn (jep y (i + 1)-0j BpcT; mMa i + 1 y3acTOMHUX HeMapHUX
Gpojesa) na je a;41 =a; +2(i+1) =i +3i—1=(i+1)2 + (i + 1) — 1, uume
je TOKa3aHo MOCeaibe MOMONHO TBpheme, a CAMUM THM U IOJIa3HO TBpheme.

Y caenehem npumepy Buehemo ja ce y J0Ka3y UHAYKTUBHA XUIIOTE3a MODPA
KOPUCTUTH eIACTHYIHO, & He OHAKO KaKo OM Ha TMPBU MOTJIe]T N3TJIeIaJI0 1a Tpeba
YYUHUTH.

Teopema 2.8. 3a ceaxu npupodan 6poj n je % + i +...+ 2% < 1.

Zlokas. 3a n =1 je oBo ounrieano tauno. HejeqnaxkocT

1 1 1 1 1

§+Z++27 +W<
HE CJIeId W3 TMPETXOIHE, jep ako je 30up y 3arpaaum Mamu ox 1, OH mocje
noBehaBama 3a Qn% He Mopa Jga ocmane Mamu of 1. IIpobmemu ce m3berapajy

aKO Ce WHIYKTHBHA XWIIOTe3a MPUMEHW Ha MOCIeAHbUX 7 cabupaka y OBOj
HEjeIHAKOCTU:

1+ 1+ +1+ 1 71+1 1+1+ +1 <1+11f1
2 4 77 T on Toontl | T 9 2 4 T on 2 2 7

2.6 Ojneposa dopmyna

Cazna hemo nokasaru Tpheme nozuaro kao Ojueposa dopmyaa (L. Euler, 1707-
1783.). Ilocmarpajmo noBe3any mwianaphy maity (1oBe3anu Heycmepenu rpad
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KOjH Ce MOXKe HallPTaTH Yy PABHU TAKO /A HEroBe rpaHe Kao 3ajeTHUYKE TadKe
umajy camo uBopose rpada). Bpojese uBoposa, rpana u obsacru Ha Koje Mana
nmenu pasan (ykbyuyjyhu u cnospaiimby GeCKOHAUHY 00IaCT) 03HAYUMO PEIOM
caV, E, F. Kaxemo Ja je Mara moBe3aHa aKo 3a CBaKa /IBa IbeHa IBOPA TMOCTOjH
HU3 rpaHa Koje ux nosedyjy. Crerpjaato, nopesana njiaHapHa Mala ca jeJHOM
obsanthy (F = 1) je cra6mo. Ha ciaunu IPUKA3aHu Cy IpuMepu mare (ca
V =4 usopa, E =5 rpana u F' = 3 obuacru), 0HOCHO cTabia.

N ook

Ciuka 2.1: Tlpumep mianapue mare, 0JHOCHO cTabIa.

Teopema 2.9 (Ojneposa dbopmyna). 3a nosezany NAGHAPHY MANY 60HCU jeo-
naxkocem V + F = E 4 2.

Aoxas. Joka3 he 6uTm m3BeneH MBOCTPYKOM WHIYKIMjOM: HAajmpe 1Mo OpOjy
obsactu F', a y okBupy Tora mo 6pojy usoposa V. Ilocmarpajmo Hajupe ciry4aj
F = 1. Taga mana (y oBoM cjiyuajy crabJi0) He CaApXKU HU jeJHY 3aTBOPEHY
obsiact, jep 6u y mMPOTUBHOM 300T MOCTOjalba CIOJhAIhe ODECKOHATHE 0DJIAaCTH
6wio F > 2. Tpeba jgokazaru jga taga Baxku V. = FE + 1. OBo rBpheme
Jokazahemo wHayKIMjoM 1o 6pojy uBoposa V = n. Axo je n = 1 onma Hema
rpana u TBpheme je TauHo. Heka je TBpheme Ttauno 3a V = n. Ilocmarpajmo
MpoOU3BOJHHO cTabs10 ca n + 1 yBoposa. To cTabso mopa ma uma 6ap jeaan IBOp
v ca CaMO jeIHWM CyCeTHHM YBOPOM, jep OM y TMPOTHBHOM Malla CaaprKasa
3arBopeny obsract. Mama, Koja ce o7 oBe [100Hja yKIAMAHEM IBOPA U U IPaHe
e Koja ra loBse3yje ca CyCeJHUM 4YBOPOM, IIOBE3aHA je UM HEeMa 3aTBOPEHUX
obsractu, a 6poj YBOPOBA ¥ ¥HOj je 1. 3a Ty Maly BayKW WHIYKTUBHA, XUIOTE3a!
(V-1)=(E-1)+1,najeV =FE+ 1, uume je 3aBpIlieH J0Ka3 TeOpeMe 34
caydaj F'=1.

IIpernocTaBuMo fa je TBpheme Teopeme TadHO 3a IIaHapHe mame ca F'=n
obnactu, V + F = E + 2. [Ipoussosaa Mana G ca F' = n + 1 obnactu uma
6ap jeany obiacT Koja je cycemHa ca CrosbarmmoM obsarthy. z3banuBamem u3
Mare HEKe Off TpPaHa Koje omBajajy Ty o0JacT o1 crojbantbe, mobuja ce mana G’
KOja je m Jajbe MOoBe3aHa W IJaHapHa, npu deMy oHa mMa F' = F — 1 obnacrm
n E' = E — 1 rpana. Ha oCHOBy MHIYKTHBHE XHIIOTE3€ 33 HOBY MAILY BazKH
V+(F—-1) = (F—1)+2, u3 9era HENOCPEAHO CAEIH Ja 32 IOJA3HY Maily
Bayku TBpheme Teopeme.

2.7 TpejoBn kogoBu

Ipejos oz (k-O6urhu) myzxxune n > 1 je uus k-ropku 6urosa (k > 1) s1, 82, ..., 8,
TaKBUX JIa CE Yy TOM HU3Y CBAKA JIBA y3aCTOMHA YIAHA, KA0 U S1, Sp, PA3IAKY]Y
Ha Ta4HO jeanoj mosunuju. Ha mpumep, 00,01,11,10 je I'pejoB aBoburHuU KOX
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nayxute 4. 36or oBe cBoje ocobuHe I'pejoBu KOMOBU MMajy MIMPOKY MPUMEHY.
Jlako je Buzeru ma e nocroje I'pejoBu KOJI0BU HemapHe jiyKuHe. 3aucTra, S
s; ce 3a i > 1 pa3auKyjy HA TAPHOM, OJHOCHO HEMAPHOM OpOjy MO3WIIMja aKo je
i HemapHO, O/THOCHO MapHO. 300T TOTa Ce $1 U S, 3a HENAPHO 71 PA3JIUKYjy Ha
napHoM, (JaKJje Pa3JIdIuTOM Of jefian) Opojy Mmo3uiuja.

Teopema 2.10. 3a csaxu napan 6poj n nocmoju I'pejos xod dyostcune n.

Zoxas. I'pejoB Kox myxwune aBa je, na npumep, au3d 0, 1. Ako nocroju I'pejo

KOI S1,82,...,8, Ayxune n = 2k 3a weko k € N (omHocHO s;, S;t+1, © =
1,2,...,n— 1, Ka0 U $,, S1, PA3IUKYjy CE HA TAYHO jJeJHO] TO3UIHUjH), OHJIA je
jacuo ma je 0s1, 1s1, 1892, 082,0s3,084, . ..,0s, I'pejoB Kox nykune n+ 2, BUAETH

cauky [2:2} Osge cy ca 0s; omaocHO 1s; o3Hauenn 6J0KOBH OUTOBA 00MjEHN O
S; JIOIABAbEM HyJE, OIHOCHO jeIMHUIE Ca J€Be CTPAHE.

OSQk

/ 0s9 189

053

Cmuka 2.2: TlpomyxaBame ['pejoBor koma 3a mBa

Ha ommcanu mauwn nosazehn ox 1-6mtHor I'pejoBor koma 0,1 mobujajy ce
msobutau 'pejos kox 00, 10, 11, 01 u Tpoburau I'pejos kozx 000, 100, 110,010,011, 001.
Onucana xkoucrpykiuja ['pejoBux KofoBa mapHe Jy:KUHE WMA BaXKaH HEI0C-
TaTak: 3a KOi JAyKune 2k kopucre ce k-Topke OMTOBA, Tj. JAyKUHE OJOKOBA
6uToBa mosehaBajy ce 3a jelaH CBaKM TyT KaJ ce Ay:KnmHA Koja moseha 3a
aBa. C apyre crpaHe, ako He OM MOCTOja0 3aXTEB O OJHOCY CYCEIHUX UJIAHOBA
HW3a, HU3 [OyKuHE N > 1 Morao Om ce Kommpartu k-Topkama OWTOBA, e je
k = [logyn]; ca [x] o3nauen Hajmamu 1eo 6poj Behu uim jenHaK OJ] peaHOr
6poja . HepanmonaaHocT onucaHe KOHCTPYKIHMjE MOXKE C€ HCHPABUTH TAKO
mTo 6u ce mosehaBameM mykKuHe OJIOKOBA 3a jemaH KOHCTPYHCAO NIBA MyTa
ayxu, a He ['pejoB Kom ayKuU 3a JIBA:

0s1,089,...,08,,18,,18,_1,..., 187, (2.1)

suzern cauky [2.3] Cnenmjanno, oBako ce nonasehln ox jenmoburaor I'pjosor
koma 0,1 nobwujajy T3B. bunapuu pediaekroanu ['pejosu komosu 00,01, 11, 10;
000,001,011,010,110,111,101, 100; ...

Hazosumo uu3 6;10k0Ba 6uTOBA S1, S2,4 « - - , SH — KOJI KOTA CE CyCEIHU OJIOKOBH
O6UTOBRA S;, S;4+1 3acBako i = 1,2, ..., n—1 pa3nuKyjy Ha TAYHO j€HO]j TIO3UIIHjH
— 3aMeB0opeHUM, OTHOCHO omeoperum 1'pejoBUM KOJIOM aKO jecTe, OTHOCHO HUje
WCIyIHEH YCJIOB /3 Ce OJIOKOBH S1, S, PA3JIUKYjy HA TAYHO jEIHO] MO3WIIWjH.
Hoxka3 crenehe Teopeme maje KOHCTPYKIHjy ['pejoBor Koma ca MHHHMATHOM
Jy?KUHOM OJIOKOBaA OHTOBA.
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Cruka 2.3: YasocTpydaBame ayxkuue I'pejoBor xoma

Teopema 2.11. 3a ceaxo n > 1 nocmoju I'pejos xod dyoscune n ca [log, n]
buma, u MO 3aME0OPEH AKO j€ M NAPHO, OOHOCHO OMBOPEH GKO j€ T HENGPHO.

Zlokas. Ouurnenso je ma moctoje ['pejoBu KOIOBU My:KWHE jeJaH W JIBA Ca
OJI0KOBUMA Jy2KHUHE jena. IIpeTmocraBuMo /1a IIOCTOje OTBOPEHH, OJHOCHO 3a-
rBopenu ['pejoBu KoOBU cBUX AyxKuHa k < n, ca BesuuuHoM 6i0ka |log, k.

e Ako je n mapho, onja ce npumenom koucrpykuuje (2.1) (ciuka [2.3) na
kon gyxune n/2 ca [logy(n/2)] Guta (KOju MO WHIAYKTHBHOj XUIOTE3U
nocroju), nobuja Koz ayxune n ca 1+ [log,(n/2)] = [logy n] Gura.

e Hexka je cax n = 2m+ 1 wenapno. IIpema WHAYKTHBHOj XAIIOTE3H TIOCTOjU
I'pejo xox ayxune m + 1 ca [logy(m + 1)] 6ura. Ox mera ce na ucru
HaunH no6uja Kox myxkuHe 2m + 2 ca d = 1 + [logy, m| = [logy(2m + 2)]
oura. 30arnmBamem peruMo mocieamer O6JI0Ka, 1001ja ce OTBOPEHH KO
nyxubae 2m + 1 = n. Bpoj 6uta y 6/10KkOBUMa OBOT KOJia je

[logy (2m + 2)] = [logy(2m + 1) = [log, n].

082 1 S9 151' O S/
/ o \0sy sy X
[ ] T~  — O 1si41

\\ ,

\1 p g \\ - ;' //
NN /08y s, N\ Y
0s n—1 1s n—1

Cinuka 2.4: Koncrpykimja orsopernor ['pejoBor koma

2.8 HejepHakocT nsmelhy apurmeTmyke u reomMeTpujcke cpeguHe

Kao npumep tBphema Koje ce MOxKe J0Ka3aTH IPUMEHOM PErPECUBHE WHIYKIIU]je
nckopucrtuheMo HejeHAKOCT u3Mely apuTMeTuydKe U IeOMETPHjCKe CPeJInHE.
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Teopema 2.12. Hexa cy x1,x2, ..., T, NO3UMUSHU peasnu bpojesu. Tada je

. T S )
L1 ... L, <

(2.2)
n
Zloxas. Tepheme hemo mokazatm MpuMEHOM perpecuBHe WHIyKImje. Hajmpe
fieMo oKazaTH /13 OHO BaxKH 3a Gpojese obmka n = 2F, 1akse 3a MPOM3BOBHO
BeJinKe OpojeBe, a 3aThM Ja U3 MPETIIOCTABKE /1, OHO BAXKU 33 HEKO N CJIeIH J1a
OHO Baxku 3a n — 1.
Y npBom geny mokasza 6asza unayknuje (n = 21) je mejemnakoct

1
VIrire < 5(96‘1 + z9),

Koja je mocsieuia o4anTIIeHe HejeqaakocTn (v — x2)? > 0 (omakie ce mobmja
x3 + 2aq120 + 23 > day s, onHocHo i(zq + 32)? > xq22). U3 npernocrabke

na ([2.2) saxu 3a n = 28 cinenu na 3a 2n = 25+ Gpojesa 11, 29, . . ., 2o, BaxKu
2n n 2n 1 n 1 2n
[ {10 1 os | (GEo) (53 ) <
=1 =1 i=n+1 =1 i=n+1
2n 2n
1/1 & 1 1
<f(— T+ — :z:-):— z;
<50 Z it _Z i)=15 Z i
=1 1=n+1 =1

onuocHo TBpheme (2.2) Baxku 3a mBocTpyko Behim Gpoj 6pojesa x;. Tume je
3aBPIIEH MIPBU JE0 JTOKA3A.

Cama hemo mokazaru na ako jeIHAKOCT BaXK¥ 33 MPOW3BOJHHUX 7
OpojeBa, OHIa OHA Ba)kKd W 3a IMPOM3BObHEUX N — 1 OpojeBa. a 6um ce y
cMamuo OPOj MPOMEHJBUBHX, JeIHA O ThUX MOYKE C& M3PA3SUTH MPEKO OCTAJIHX.
Hexka je nakme x, = ﬁ Z;:ll Zi, Tj. T, Oupamo Taxko aa Oy/1e je THAKO apUTMETHIKO]
CpeIMHM OCTaInX N — 1 mpoMen/pbuBHUX. Taga JecHa cTpaHa HejeTHAKOCTH
MOCTaje jeJIHAKA Xy, :

n—1

12": n—l( 1 Z )+1 n—1 +1
— T; = T; —T, = T — Xy = Ty,
n — ! n n—1 § n " n T "

=1

na (2.2) npenaszu y H?:_ll x; < 2", OMHOCHO

IIpema ToMe, 3aBPIIETKOM JIPYIOT JIeJa 0Ka3a J0KA3aHO je Ja HejeaHakoct (2.2))
n3Mely apuTMeTHdKe U TeOMETPHjCKe CPeInHe BaykKu 3a cBako n € N.

2.9 luBapujaHTa netT/be — [0Ka3 UCNPABHOCTU aNropuTma

MaremaTnika WHIYKIAja 9€CTO Ce KOPUCTHU 3a JOKA3WBAaMe KOPEKTHOCTHU aJl-
TOPUTMA, TIOCEOHO y CAydajy Kl ce aJropuTaM cacToju on merhe. Haeja je
Jla ce nokaxe naa je Heko Tepheme (uneapujanma nemspe) TadHO LIpPE YJIACKA
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y TeT/by ¥ MOCJI€ CBAKOD MPOJIACKA KPO3 MeT/by, a Jia U3 HheroBe TAYHOCTH Ha,
Kpajy U3BPIIEHA AITOPUTMA CJIEIU KOPEKTHOCT AJITOPUTMA.

OgBaj meTox naycrpoBalieMo JOKa30M KOPEKTHOCTH AJITOPUTMA KOjU 38, 33/1aTH
mpupoaHU OpOj M M3padyHaBa mHerone OmHapHe 1udpe, KOMIOHEHTE BEKTODA
b, Tj. BpIIKM HErOBY KOHBEP3Wjy y OwHApHEU O0JUK. AJICOpHUTAM Ce CaCTOju
o/l merjbe y Kojoj cy Tpu Hapenbe: noseliaBame k (uHmekca 3a BekTop b),
U3pAdyHABAKE OCTATKA W IIEJIOT JIeJIa KOJIMYHUKA [IPHU JI€JbEEbY TOMONHE IIPOMEHbUBE
t ca IBa.

Bin_cifre(n)

yaa3: n (upuponan 6poj)

uzisaz: b (nu3 bunapuux uudapa 6poja n)

1 t + n { nomohua npomensbuBa ¢ ca moverHoM BpemnHomhy n }
2 k<0

3 while ¢t > 0 do

4 k+k+1

5 b[k] < tmod2

6 t<«tdiv2

Teopema 2.13. Ilo saspwemry aszopumma Bin_cifre y eexmopy b nanase
ce bunapre yugpe bpoja n.

Zlokas. Jloka3 ucmpaBHOCTH aJiropuTMa Omhe crpoBeeH mOMONY WHBAPUjAHTE
nersbe. Pasmorpumo ciegehy MHAYKTHBHY XHIIOTE3Y.

NuaaykruBHa xunmotesa. Heka je m Opoj uuje cy Ounapue mudpe modujere
y k mpBuX mposazaka Kpo3 nersby, npu demy je b[1] Hajunxku 6ur. Tazxa je

t-2" +m=n.

Bak=0jet=nwum=0, na je oo TBpheme Tauno. Heka je nHIyKTUBHA
XUMOTE3a TadHa 3a HEKO k > (. Y HapegHOM MPOJACKY KpO3 MeT/by a00ujajy
ce HoBe BpegrocTH bk + 1] = tmod2, ¢ = tdiv2, uw m’ = blk + 1]2%F + m =
(tmod 2)2* + m, na je

28 Lo/ = (tdiv2)28 T + (tmod 2)2F +m =
=2"(2 (tdiv2) + (tmod2)) +m =2" -t + m = n,

360r mmayKTHBHe xunorese. Tume je moxasano ma m3pas t - 28 + m ne mema,
BPEIHOCT O TPOJTACKA 10 MPOJIACKA KPO3 METIhY, O[IHOCHO A je OH WHBAPUjAHTA,
metsbe. Kako je mocse nmocseamer mposacka Kpo3 metiby t = 0, y TOM TpeHyTKy
he 6utu m = n, YUMe je UCIPABHOCT AJTOPUTMA JTOKA3AHA.

2.10 Hajuewhe rpewke

[Mpunukom n3Bohema T0KA3a WHIYKIMjOM YECTA, je TPEIIKA, A C& KAO OUNTIIETHA

YUHEHUIIA NCKOPUCTH TBPjeme Koje je OI1MCKO Wiin eKBUBAJIEHTHO JTOKA3UBAHOM.

Tuwme ce dhakTryUKy MOjavaBa WHAYKTUBHA XUMOTE3A, AJIU CE HE TOKA3yje 1a u3

TAYHOCTH MOjadYaHe XUIIOTe3e 3a 7 CJIeJu HheHa TAYHOCT 3a N + 1.
Paszmorpumo jorrr jeman mpumep ” mokasza” WHIYKITHjOM.
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Teopema 2.14 (nerauna). Jlamo je n npasux y paéuu maxo da Hukoje dee
mehy rwuma Hucy napasesre. loxazamu da c6UT N NPABUT UMY 3ajedHUMKY
MavKy.

Jokas. (norpeman) 3a n = 1 Tepheme je Tauno. Illta Bumie, oHo je TadyHo
u 3a n = 2. Heka oHO Baku 3a HEKO N W HEKa je JaTO MPOW3BOBHUX M + 1
[IPAaBUX y PaBHU TAKBUX Jla HHUKOje jBe MeDy muma Hucy napaJente. Taja
1IpeMa MH/YKTUBHOj XMIIOTE3U LIPBUX 7 LIPABUX UMajy 3ajeauuuky Tauky. Vcro
BaKM ¥ 3a mocjenmux n npaBux. OBe ABe Tadke ce MODajy TMOKJIAMATH, NTTO
3HAYM J1a CBUX N + 1 IpaBUX MMAjy 3ajeJHIUKY TAUKY.

I'perika y oBOM JTOKa3y TPUKPHUBEHA j€ V YUHEHUIIN /1 TIpeia3 ca n Ha n+ 1
HE BaYKW 33 N = 2: OJI TPW pa3MaTpaHe TpaBe a, b ¥ ¢ MpecedHa TavKa MPBUX
Z1Bejy, a u b, He MOpa Jja Cce TOKJala Ca IIPECeYHOM TAYKOM IIOC/IE/bUX JIBE]Y,
buc.

2.11 Pe3ume

Maremarndka WHIyKIFja je MOliaH MeToj 3a JI0Ka3uBarme Teopema. Hajmpe
ce opmynmie WHAYKTUBHA XWUIOTE3a W OWpa ce MPOMEH/bHBA IO KoOjoj he
J0Ka3 MHAYKOHjoM OmTu m3BemeH. Ilomekas ce MHAYKTHUBHA XHUIIOTE3a MOXKE
dopmynucaTy Ha BUINE HAYWHA — HEKHU BOie Kpahem, a HEKH Jy2KeM T0Ka3y;
TOHEKa Ce YBOIW MOTMYHO HOBA MPOMEHJHUBA, MOTPEOHA CAMO 33 H3BOheme
Joka3a. /lokas ce moHeKa, 1 W3BOIM WHIYKITNjOM Ha, BUIIIE HUBOA, OJT KOjUX CBAKU
BO/IM CBe OJIMIKe IUJbY.

Jloka3 WMHIYKINjOM CACTOjU Ce Of aBa Jeia — 0a3e m Kopaka WHIYKIHje
(penyxuuje, csofewa). Basy nonekay Huje JlakO 1OKa3aru, ajnu je TO UIAK
pebu cayuaj. 360r Tora ce 0Baj me0 M0Ka3a MOHEKA  rpenikoM uraopuire. Cpixk
JOKa3a je y peayknuju: Hajuemhe ce TBpheme ca mapaMerpoM 1 CBOIW HA
anajiorao TBpheme ca mapamerpom n — 1. Ipyra moryha BapujanTa je moTmyHa
WHIYKIHja, KaJ Ce CIydYaj 1 CBOAU HA HEKOJUKO JAPYTHUX 3a BpemHoctu k < n.
Taxkohe ce kopucTn 1 mocTymnak cBohema ca 2n Ha n, a 3aTuM ca n HA N + 1 —
perpecuBHa MHAYKIHja. ¥ CBHM BapHUjaHTaMa je BaXKHO /A Ce€ O JOKA3UBAHOM
TpreH)y HE MPETTIOCTABU HUINTA BUINE OJ WHAYKTUBHE XUTIOTE3E.
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AHanusa anroputama

IlogceTnmo ce 7a je /b aHaaM3e AJTOPUTMA je JIa Ce MPEJIBUIM MOHATIAME
ajropuTMa, mocebHO Op3uHA M3BPINABaKbHA, HEe peaau3yjyhn ra Ha HEKOM KOH-
KperHoM pauyHapy. [IpakTudHO je HETOCTUKHO OAPEIUTH BPEMe U3BPIIABAHA
ajropuT™Ma 3a onpehenm ymas jep je Temrko y3erm y ob63up cBe moryhe ymase.
36or Tora ce 3a cBaku Moryhu ysa3 jpeduHUIIe BEeroBa BEJUIUHA 1, TOCTE Yera
ce y aHaJin3u KOPUCTH CaMo 0Baj momaTak. Jlakie, anaan3a ajaroputva Tpeba 1a
Kao0 pe3yJITaT 4 U3pa3 3a YTPOIIEHO BpeMe y 3aBHCHOCTH O] BEJIMUUHE YJIa3a, 1.
Koju mehy ynazuma Besmunne n n3abparu Kao penpeseHtarnsaH? UecTo ce 3a
OBy cBpXy Ompa mHajropu caydaj. Hajbomsu yaas je gecTto TpuBHjataH, a CPEIbI
(upocevan) yia3 caMO Ha IIPBU LOIVIEJ u3ljena Kao gobap uzbop. Mehyrum,
aHaJIn3a MPOCEYHOT CIyYaja je TecTO KOMIITTHKOBAHA, & TIOTeIKONy mpecTaBba
n neduHuCame pacnozese BepoBaTHona HA CKYMy CBHUX yJja3a BeJIWYWHE N, U
TO TAKO J[a OHA OJIrOBApA CUTYyaIlXjaMa, KOje Ce MOjaBJbyjy y IMPaKCH. 300r TOra
ce 0OMYHO aHATM3a BPINU 3a Hajropu ciay4daj. C 063upoM Ha TO Ja je TOHEeKaT
KOPHCHO U3BPIIUTHA aHAJINU3Y [POCEYHOr CJIYIAja, Y TAYKU hemo Bumeru u
[pUMED TAKBE aHAJIU3E AJTOPUTMA.

Ouena (BpeMeHCKe) CJI0KEHOCTH aJIrOPUTMa CACTOjU ce y Opojarby padyHCKUX
KOpaka Koje Tpeda m3BpmuTu. MelyTuMm, TepMuH padyHCKa OMEpaIimja MOKe
J1a TI0/Ipa3yMeBa Pa3JnyduTe Oepalje, Ha npuMep cabuparme U MHOXKEhe, Iije
MU3BpIIABAKE TPaje pa3iauduTo Bpeme. Paziuuure oneparuje ce mory 1mocebno
6pojaTu, anm je To oOMUHO KOMIIMKOBaHO. [lopem Tora, Bpeme m3BpIIaBama
3aBHCH U OJ KOHKPETHOTr padyHapa, n3abpaHor MporpaMcKor je3nKa, OJHOCHO
MPEBOIUOIA. 3aTO ce OOMYHO y OKBUPY AJTOPUTMA U3/BAjA HEKH 0CHOBHIU KOPAK,
OHAj KOju ce Hajuemlie moHaB/ha. Tako, aKO ce Pajgud O COPTHPAIY, OCHOBHHU
KOpak je ymopehuBame.

ITon mpocTOpHOM CJI0KeHOINY aJIrOpUTMa MOPAa3yMeBa Ce BeJNYUHA Me-
MopHje moTpebHe 3a 33 M3BPINABAKBE AJTOPUTMA, MPU YEMY C€ MPOCTOD 3a
CMeITabe yIa3HuX MogaTaka Hajuaerne He padyHa. To omoryhyje ymopehusame
Pa3IMYUTUX AJITOPUTAMA 33 PelnaBabe ucror npobsema. Kao u Koz Bpemencke
CJIOYKEHOCTH, W 33 MPOCTOPHY CJIOKEHOCT ce Hajuerfie TpayKu HeHO aCHMIITOT-
CKO TIOHAITIalbe y HajrOpeM CJIy4ajy, 3a BeJnKe BenwmdwHe ymaasa. llpocropma
cioxkenocr O(n) 3HauM za je 3a U3BpIIABAIbE aJIOPUTMA OTpEOHA MEMOpH]ja,
MPOMOPIMOHAHA OHOJ 3a CMEIITabhe YIa3HuX mojaTaka. AKo je mak mpocropHa
caiozkenoct asropurma O(1), onja To 3Hauu 1a je norpeban MEMOPUJCKHU LIPOCTOP

31



3.1. AcumMnrorcke o3HakKe 32

3a IEroBO M3BPIIABAHE OTPAHUYEH KOHCTAHTOM, 03 0031upa HA BEJIUYUHY yJIa3a.

3.1 AcumnTOoTCKE 03Hake

Osznaka O: Heka cy f n g mosutusHe yHKIHMje O apryMeHTa n W3 CKyTa
N npupomuanx Gpojea. Kaxke ce na je g(n) = O(f(n)) ako mocroje
no3uTuBHE KOHCTaHTe ¢ u N, Takse Ja 3a cBako n > N Baxku g(n) <
cf(n). O3naka O(f(n)) ce y crBapu ofHOCH HA KAacY GYHKUUJA, & jeTHAKOCT
g(n) = O(f(n)) je yobuuajena osmaka 3a umkaysujy g(n) € O(f(n)).
Jacuo je na je dynkimja f camo HeKa Bpcra ropibse rpaHuie 3a GyHKIm]y
g. Ha npuwmep, mopes jeanakoctu 5n%+15 = O(n?) (jep je 5n?+15 < 6n?
3a n > 4) Baxku 1 jenHaxoct 5n? + 15 = O(n3) (jep je 5n? + 15 < 603
3a n > 4). OBa Horanmja omoryhyje MIHOpUCAIHE MYJITUILIUKATUBHUX
koucrautu: ymecto O(5n + 4) moxke ce mucaru O(n). Jennakocr O(5n +
4) = O(n) je y crBapu jeguakocr Jpe Kjace dbyHKIm]ja.

Jlako ce mokasyje ga ce O-u3pa3u MOry cabupaTv U MHOXKUTH:

O(f(n) +0(g(n)) = O(f(n) +9(n)),
O(f(n)0(g(n)) = O(f(n)g(n)).

Osnake () u O: Ipyru npobieM y Be3u ca CI0KEHOIIY aIrOpUTMa je TUTAHE
JIOIe TpaHulle 3a morpeban Opoj padyHCKux omeparnuja. ok ce ropma
TPAHUIEA OJHOCH HA, KOHKPEMAH GAZ0PUMAM, N0 TPAHUIIA CJIOKEHOCTH
OHOCH C€ Ha, NPOU3B0LAH AA20PUMAM U3 Heke odpehene kaace. 300T TOra,
OIleHa, J0I€ IPAHUIlE 3aXTeBa IOCeOHe IOCTYIKe aHaiu3e. 3a (PYHKIN]Y
g(n) kaxe ce Ja je acHMOTOTCKa Moma rpaHuna ¢yskuuje T(n) u

mawe ce T'(n) = Q(g(n)), ako nocroje nosurusue xoucraure ¢ u N,
TakBe 1a 3a cBako n > N Baxn T(n) > cg(n). Tako je Ha mpuMmep
n? = Qn? —100), u n = Qn®?). Bumu ce na cumbon ) oxrosapa
penamuju >.

Axo 3a nse dyukuuje f(n) u g(n) ucrospemeno saxku u f(n) = O(g(n))
u f(n) = Q(g(n)), onna one uMajy ucre aCUMITOTCKE GP3UHE PACTA, IITO
ce o3naqaBa ca f(n) = O(g(n)). Tako je ma mpumep 5nlogyn — 10 =
O(nlogn), upu yemy je y nocsieimem uspasy OCHOBA JOrapurMa Hebur-
HA.

Osnaka o: Kaxemo ga je f(n) = o(g(n)) ako Baxu lim, o % = 0. He-
dopmainno, f(n) je Geckonauno masia Besmuuna y oxmocy Ha g(n). Ha
IpUMEp, OYUAIJIETHO je ﬁ = o(n), a jennakocr {5 = o(n) Huje TadHA.

Osnaka w: llpema ananoruju, w ce ogunocu mpema {2 kao o npema O. Apyrum
peunma, f(n) € w(g(n)) akko g(n) € o(f(n)). U3 penanmje f(n) =
w(g(n)) cneqm na je limy, o0 % = 0o. Hedbopmainuo, g(n) je 6eckoHavHO
Masia BemamHa y onHocy Ha f(n). Ha mpumep, Baxku n?/2 = w(n), am
ne Baxu n?/2 = w(n?).

IToxcernmo ce u perraBama TpodIeMa CyMUpamba KOPUIINemheM HHTErpaJia.
AKko ce ajnropuraM cacToju O JeJI0Ba KOjU Ce M3BPILABajy jelaH 3a APYTHM,
OHJIA je HeroBa CJI02KEHOCT jemHaka 30upy cioxkeHocru jesoBa. Ha mpumep,
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aKO je OCHOBHM Je0 aJITOPUTMa NeT/hba Y KOjOj MHJEKC ¢ y3uMa BPEIHOCTHU
1,2,...,n, a u3BplIaBambe i-TOr LPOJACKA KPO3 Lerby rTpown f(i) Kopaka,
OHJZIa je BPEMEHCKA CJIOXKEHOCT asroputma y ., f(i). ¥V ciaydajy xaz je temko
uspadynartu cymy y ., f(i), a dynxumja f(z) ox peanHor apryMeHnTa je MOHOTOHO
meonaajyha wenpekmana dbyHKnuja 3a r > 1, Tama ce CyMHUPAmEM JIEBUX
crpana 3a ¢ = 1,2,...,n a jgecHux crpana 3a ¢ = 1,2,...,n — 1 HejeJHAKOCTHU:

i+1
o< [ < fien, 1<i<n,
n06ujajy rpaHuue uHTEpBasa y Kome Jexu cyma .y f(i):
n n n+1
[ s@ars i<y 0 [ fwan
1 P 1

Bujern ciuky 3.1

Sfix)
- | 2 = 20 = | =
g (3|3 F1F s
Tle|e 2= T
1 '1-._(
m-1 m m+l m+2 n-2 n-1 n n+l
— fx)
= = - ~,
AEAE! T1%|3
Tle | B L
1 S
i =1 #it m+l  mE2 -2 n-1 H i+l

(b)

. n

Ciuka 3.1: Anpokcumanuja cyme ), f(k) uarerpanmma. YKymHA IOBPIIHHA
CBUX NPABOYTaOHMKA MPEJICTAB/bA BPEIHOCT CyMe, JIOK jé BPEIHOCT MHTErPAJIA
jellaHaka oceHdeHo] nopuimHu ucnoi kpupe. OOparury naxkmy Ja je
XOPU30HTAJIHA CTPAHWIA CBAKOT Ol TPABOYTaOHWKA, Iy KuHE 1.

Axo je nak dyukimja f(x) monorono mepacryha, ouza je dbyuxnuja — f ()
neonaajyha, na ce npumenom oBux HejegHakocTu Ha — f(x) n1obuja ga y oBuMm
HejeJHAKOCTHMA caMO Tpeba mpoMeHuTH 3Hake “<” y “>7,
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[pumep: Pazmorpumo npobiem padynama cyme Si(n) = > 1 i* za k > 0.
Y osom ciyuajy dbyukiuja f(r) = z¥ je monoromno neomauajyha re Mozkemo
KOPHWCTHATH HAPEIHY TPOIEHY:

n n n+1
/ Fyde+ £(1) < 37 F00) < / f(x) da
1 i=1 1

OJIHOCHO:

n n n+1
/ xkdx—l—lSZikg/ 2F dx
1 =1 1
Bpennoct Heomapelenor nnTerpasna je:
k41
k X
¥ dr = +C
[ae= i

c ob3upom n1a je k # —1. Onasne 3a k # —1 qobujamMo HAPEIHY OLIEHY TpajkeHe
cyme:

nk+l _ i + 1)k
k+1 — E+1
OJTHOCHO:
k+1 k+1 n k+1 _
n Sn +k§2'k§(n+1) 1
E+1 E+1 P E+1
Tj:

n
Z Zk: @ k+1

=1

Vkomko je k < 0 dynxmmja f(z) = x* je Mmomorono Hepactyha dbynkmmja ma
3a k # —1 BaxKu HaApeJHA OIEHA:

k+1 _ n k+1
k+1 22" =k

V cnermujanaom ciy4ajy kazga je k = —1 BpennocT meonpehenor maTerpasia je:

/lda?:hlx+0
T

Te BayKW HapeJHa OIeHa:

n
1
lnx|?+1 Z; Inz|}? + 1,

OJIHOCHO:

—

Zn:f O(Inn)

i=1

~.
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3.2 PewaBate pekypeHTHUX jegHauMHa METO40M 3aMeHe

PekypenTne jennadumue y Be3u ca ajirOpuTMHMa 3aCHOBAHUM HA Pa3Jiaramby
0bUYHO ce pelnaBajy memodom 3amene (cyncmumyuuje), KOju ce cacroju ol
JBa, KOpakKa:

1. mpermocTaBuUTH OOJIMK DEIIEHA

2. IPDUMEHOM MaTeMaTU4YKe MHJYKIMje JJOKA3aTH TAYHOCT Pellera, MOIITO
ce TPeTXOIHO HA onroBapajyhn HauynH n3abepy BPEeJHOCTH KOHCTAHTH

Nme MeToma MOTHE 0/ TOTA MITO CE MIPETIOCTABIHEHO PEINEhe 3aAMEIbYje YMeCTO
BpennocTy (yHKIMje 3a Marme aprymente. Merox je mohaH, aiu Mopamo Outu
y CTamy [a IPeTnocTaBuMO o0JuK perrema. Merom ce Moxke MCKOPUCTUTH 3a
onpehuBaibe 6110 TOPIHE, OO TOHE IPAHUIIE 33 PEIIEIhe PEKYPEHTHE pealuje.

IIpumep. IlorpedHo je oapeanTn ropiby TPAHUILY 3a PEIlerhe PEKYPEHTHE
peaanuje:

T(n) = 27 H) +n (3.1)

Mozxe ce mpernocrasutu ja je pemiee obsnuka T'(n) = O(nlogn). Meron
3aMeHe 3axXTeBa 1a JokaxkeMo Hejemnakocr 1'(n) < cnlog, n, ako ce Ha ofroBa-
pajyhu naunn uzabepe Bpeanoct koucrante ¢ > 0. Ilosrazumo ox npernocraske
Jla je HejeIHaKOCT TAvHA 3a CBe M < M W CHEeNUjalTHo 3a m = |n/2|, 1j. na
je T([n/2]) < ¢|n/2]logy(|n/2]). 3amenoMm y peKypeHTHY jeqHAUHHY
nobuja ce:

T(n) < 2c|n/2]logy([n/2]) +n
< cnlogy(n/2)+n=cnlogn—cn+n
<

cnlogyn

Ja 6u mocreniba O OBUX HEjETHAKOCTH OWJIa TadHa, MOTPEOHO je W JTOBOJHHO
Ja Oyne ¢ > 1. 3a KOMILIETHPAE OBOI JIOKA3a MATEMATHIKOM WH/YKIH]OM
HEOTIXOIHO je MOKA3aTH A HEjeTHAKOCT BaXKW y OA3HOM CJIyUajy, MO, MPeTIo-
CTABKOM J1a je m3abpaHa JTO0BOJHPHO BEJWKA BPEIHOCT KOHCTaHTe c. Mehyrum,
ako je T(1) = 1, onga 3a n = 1 nejennakocr T'(n) < cnlogyn He Baxku HU
3a jemmo c. IIpobmem ce MOKe PelmuTH TaKO IITO JOKAXKEMO 3 je HejeTHAKOCT
TavyHa 3a M > Ng, TJE je Ny KOHCTAHTa 4hjy BpeaHocT Tpeba ja m3abepemo.
ITpe csera, upumehyjemo na ce speanocr T'(1) ne nojasibyje ca jecHe crpase
HEjeTHAKOCTH 3an > 3. 360r Tora ce ymecro 7'(1) 3a 6a3ue ciydajee MOry
y3eru T(2) u T(3), a 3a ng Mmoxke ce yzeru ng = 2. [Ipumerumo 1a cMo TuME
pasusojunu 6a3y pexypenrse penanmje (n = 1) u 6a3y MHIYKTUBHOI JOKa3a
(n =2mun =3). llonazehu ox T(1) = 1, Ha ocHOBY nobujamo T'(2) = 4
u T(3) = 5. Unnykrusnun jokas Hejennakocru T'(n) < cnlog, n 3aBpiuasa ce
n360pOM JOBOJBHO BeJIMKe KOHCTaHTe ¢ Tako fa Oyme T(2) < c¢-2-log,2 u
T(3) < c¢-3-log,3. Ucnocrasiba ce ma cy 00e OB HEjeJHAKOCTH 3a/10BOJHEHE
akojec>2 (jepjed <2-2u b5 <2-3-logy3). Y Benukom 6pojy ciydajeBa
WHIYKTUBHU JOKA3 Ce JIAKO KOMILIETHPA TAKO Ja TMOKPUBA U CIy4Yaj MAajuX
BPEHOCTH N, T1a C€ y HAPEIHUM [MPUMEPUMA TH JIETAJbU 9E€CTO [MPECKady.



3.3. PemraBame peKypeHTHHX peJialfuja MeToaoM crabjia pekyp3ufib

3.2.1 WN36op pobpe npernocraBke

Ha sxajtocT, He TIOCTOjU OMIIITH METOJ, 33 moraljame TAYHOT OOJIUKA PEIIeHha,
pekypenTHe pemnaiuje. 1o 100pux MpeTmocTaBKu MOXKe ce mohum kopwurihemem
HEKUX XE€yPUCTUKA WU MPUMEHOM CTalJ1a peKyp3uje, Koje hie outu pasmMoTpeHo
y HAPEJIHOM OJIETHKY.

AKo je pekypeHTHa pejalyja CIMYHA IIPETXOIHOj, OHJ/IA Ce€ MOXKE HCKO-
pucruTy ciaudHa upernocraska. Ha upumep, pekypenrna pesauuja T'(n) =
2T(|n/2] +17)+n u3raeaa remko 360r qomasarma cabupka “17”. IaTynTHBHO,
UIaK 0Baj cabupak He MOXKE CYIITUHCKY /13 TPOMEHU OOJIMK PeIlierha: Kaja je n
BeJTUKO paznuka u3mehy [n/2|+17 u |n/2] Huje Benmka u 06e 0OBe BPEAHOCTH CY
6su3y n/2. [Ipema Tome, Mmoxe ce npernocrasuru aa je T'(n) = O(nlogn), mro
ce MOXKe JIOKA3aTu [PUMEHOM MEeTO/a 3aMene (BUJETU 331aTaK Y HACTABKY ).

Bazmarak: TokazaTtn 1a je 3a pereme jennaunue T(n) = 2T(|n/2] +17)+n
Baxkn T'(n) = O(nlogn).

Kao mpBo, oBa jeqHaunna moYnmbE 1a UMa CMHUCHA TeK 3a n > 35. Moryhu
HAYWH JIa Ce W3BEJIe JI0KA3 j€ Ja Ce MPUMEHHU ONIITHUjU OOJIUK TOPHE TPAHUIE,
ca ape koucraure ¢ u a: T'(n) < c¢(n — a)log(n — a). Jakse upernocraBumo
na 3a k < n saxn T(k) < c¢(k —a)log(k — a) n moKa>kMMO 12 OHJA BaXn W
T(n) < c(n — a)log(n — a).

T(n) < 2¢(|n/2] +17—a)logy(|n/2] +17—a)+n
< 2¢(n/2+17 —a)logy(n/2 +17—a) +n
< ¢(n+ 34— 2a)log, w
< e¢(n+34—2a)log(n+34—2a)—c(n+34—2a)+n
< ¢(n+ 34 —2a)log(n+ 34 — 2a)
< ¢(n—a)log(n —a)

Ilocnenme nBe HEjeTHAKOCTH BaKe 3a ¢ > 1 n a > 34.

Jpyru HauwH 72 ce mohe 10 m00pe TPETIOCTaBKE je Ja Ce JOKAXKE 13, BayKe
“kKoMOTHA” OIHa W TOPIba TPAHUIIA, 11 JA Ce 3aTUM CMaibyje pa3nnka m3mehy
wux. Ha mpumMep, 3a peKypeHTHY pesaiujy MOXKe ce mohm oJ1 ouurieaHe
nmomwe rparmne T(n) = Q(n) (36or cabupka n y PEKypPEHTHO] Desanuju) u
MOJKe Ce JIOKa3aTH Ja Baxku rpyba ropma rpannna T'(n) = O(n?). 3atum mn
MOYKEMO JIa, MOCTENEHO CMarbyjeMO TOPEY TPAHUILy W TOCTerneHo noBehaBamo
JIOlY I'DaHUILy, JOK He jgofemo 10 pemiema T'(n) = O(nlogn).

3.3 Pewasare pekypeHTHUX penauyuvja metoaom crabna pekypsuje

Naxko ce MeTo1 3aMeHe MOYKe HCKOPUCTUTH 33 JOKA3 Ja jeé PEIlehe PeKyPeHTHE
penanuje TagHO, M0 MPOOIEMa MOXKe JONU MPUINKOM M300pa MPETIOCTaBKE O
ob6suKy permremna. Lprame crabiia peKyp3uje, Kao IPUINKOM aHAIN3€E COPTHPAHA
objemumasamem (ca mouerka Kypca ACII) je maumn ga ce mobe mo mobpe
MPeTTIOCTaBKe. ¥ CTabJly PeKyp3uje CBaKW YBOP MTPEICTABIbA IIEHY jeTHOT MOT-
npobJrleMa yHyTap CKyIa peKyp3uBHUX mo3uBa (yHKIimje. CabupameM IeHa Ha,
CBAaKOM HHBOY m00mjajy ce IeHe 3a MojeauHadHe HHBOE PEKyp3Huje, a 3aTUM Ce
BUXOBUM cabupameM 100uja yKyIHA [eHA HA CBUM HUBOUMA PEKyp3uje.
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Tim) en? cn?
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Cumka 3.2: Koncrpykuuja crabsua pekypsuje 3a pekypenrny penauujy 1'(n) =
3T (n/4) +cn?. Jeo (a) npukasyje T(n), mTo ce MOCTYMHO pa3Buja y AeJ0BAMA
(b), (¢), (d) mo kommzerHor crabma pekyp3uje. IlormyHO pasBujeHo crabio
pekypsuje y aeny (d) uma Bucuny log, n, omxocHo log, n + 1 Husoa.

Haj6ospe je xopuctutu cTabyio pekyp3uje 3a onpehuBame 00K PEIeHa,
PEKypEeHTHE peJjialinje, a 3aTUM JOKA3ATH 3 TO jeCTE PEIemhe METOI0M 3aMEHE.
Kaza ce crabmo pekypauje Kopuctu 3a morahame 0OTHKa peliema, OOMIHO ce
0e3 mocjaeauna MOIYy yYMHUTH HEKa 3aHeMapHBaiba jep e IpeTnocTaB/beHH
00JIMK pellermha HOHAKO KacHuje buru noreplen ussohemem mokasa. AKo ce mak
cTabJI0 peKyp3uje UCIPTa MaK/bUBO, 0e3 3aHeMapUBarha J1€Tajba, OHIA Ce OHO
MOYKE UCKOPUCTUTH KAO [TOKA3 PEIerha PEKYPEHTHE pejIallrje.

Pasmorpumo kao npumep oapehuBame 00IMKa PEIIEha PEKYPEHTHE PeIallije
T(n) = 3T (|n/4])+0O(n?), n To ropme rpanune 3a T'(n). [lomTo 3a0KpyKuBambe
Ha 11eJie OpojeBe OOMYHO He yTHYe MHOI'O Ha Pellehe PEKYyPEHTHE peJialyje, OHa
ce MOXKe yIPOCTHTH Ha ODJIHK:

T(n) = 3T(n/4) + cn? (3.2)

P 9eMy je YKJbyUeHa U MOJPa3yMeBaHa KOHCTAHTa ¢ > (.
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Ha comnum|3.2fnpukazano je kako ce hopmupa crabiio peKyp3uje 3a peKypPEeHTHY
penanujy . 360r jeHOCTABHOCTH MPETIIOCTABUMO Ja je n crenen Opoja 4
(To je mpyru mpuMep NPUXBAT/HUBOT 3aHEMAPUBAHA), 3000 Uera Cy BeJIUYnHE
ceux nornpobiema nenn 6pojesu. Ha neny (a) ciuke je camo usop ca T'(n),
koju ce y neny (b) passuja y ekBuBaJ€HTHO cTabJIO HA OCHOBY . Yaan cn?
y KOpeHy IIpeCTaB/ha IeHy Ha HajBUIIEM HHBOY PEKyp3Huje, a TPHU MOACTA0IA
UCIIO/, KOPEHA IIPEJICTABIbA]Y LEHE IPUIAPYKEHe HOTIpobieMuMa Bejudune n/4.
Heo (c) camke mpukasyje cienehin Kopak y OBOM MPOIIECY, ¥ KOME Ce Pa3BUjajy
ceu uBopoBH ca tieHoM T'(n/4) w3 nena (b). Ilena cBakor of Tpu CHHa KOpeHa
je ¢(n/4)?. Ha mcTn HavnH HaCTaB/ba ce PA3BHjarbe CBAKOT YBOpa y TPH CHHA,
Yy CKJIaJIy Ca PEKYPEHTHOM PEeJIAIHjoM.

C o0063upoM HA TO ga ce BeIWdWHE MOTHpobIeMa cMmamyjy 3a dakrop 4
ca CBAKMM HHBOOM, BeJIMYMHA HOTIpOO/IeMa Ha jybuHu i jemnaka je n/4%.
Besmmauna montpobiiema moctaje 1 kaza je n/4° = 1, onHocHo kaja je i = log, n.
ITpema Tome, crabmo uma log, n + 1 HuBoa (ua myGunama 0,1,...,log, n).

Opxpenumvo cazma 30mp MeHa HA CBAKOM HUBOY crabsia. CBakuW HUBO WMa TPHU
IyTa BHIIE IBOPOBA, O IPETXOIHOT, Ha je 6poj UBOpOBa Ha HHUBOY i jemHak 3'.
36or Tora mTo ce BeJUYHHE MpobJeMa HAa CBAKOM ciejielieM HUBOY cMarbyjy
3a daxTop 4, CBaKM 4BOp Ha HUBOY i uMma neny c(n/4%)% i = 0,1,..., log, n.
MuosxkemeM ca 3¢ nobuja ce Ja je YKyIHa IleHa UBOPOBa HA HUBOY % jETHAKA
3t-c-(n/4")? = (3/16)* - c-n?i=0,1,...,log, n. Ha mocieamem uusoy log, n
nMa yKymHO 31984 ™ = nlo8s3 gqpoposa, o Kojux cpakm mMa teny 1'(1); ykymHa
mHuxoBa 1MeHa je n'°84 37T (1) = O(n!°843). 36up nena csux 4BopoBa y crabiy je:

Ha Ttaj nauun gomu cMo o npernoctaske T'(n) = O(n?) o 061Ky pernrema
pexypentre penanuje T'(n) = 3T(|n/4]) + ©(n?). Y osom npumepy koeduru-
jentu y3 cn? 4mme omajajyhnm reoMeTpmjcKm pes, a cyma THX KoedwuImjeHaTa
orpanuyvena je 0103ro koucranrom 16/13. Iorrro je yaeo kopena y cymu jeanax

cn?, BUaM ce 1a KOPeH YMHY 3HAYAjaH yIeo Ieje CyMe.

VY crBapu, ako je O(n?) ropma rpanuna pemema (mro he, mnaue, 6uru
JIOKA3aHO y HAPEIHOM TacycCy), OHJIa je TO TadHa TOpiha rpanuna jep seh npeu
pexyp3usHU To3us nMa nery O(n?). Cama jomr ocraje Ja ce MeTOIOM 3aMeHe
Jokazke 71a je mpernoctaska T'(n) = O(n?) onpasmana. Xohemo 1a 10KaxKeMo
na je T(n) < dn? 3a mexy xoucranty d > 0. Kopucrehn mperxomno yseaeny
KOHCTaHTY ¢ > 0, nobujamo:
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Ciuka 3.3: Crabso pexypauje 3a pekypeutny pemauujy T'(n) = T(n/3) +
T(2n/3) + O(n)

=
2
[

3T(|n/4]) + cn?
3d|n/4]* + cn?
3d(n/4)* + cn?
3/16dn® + cn® < dn?,

IAIA

IpU YeMy HEJeJHAKOCT y IMOCIEIHheM KOPAKYy BaXKHM aKO M CaMoO ako je d >
(16/13)c.

Cunezelin npumep je memro xommmukosannju. Ha commm [3.3] nprkasano je
cTabJio peKyp3Hje 3a PeKyPEHTHY pesialujy:

T(n)=T(n/3)+T(2n/3) + O(n)

Kao u y nperxomnom mnpumepy, HEKA ¢ O3HAYABA KOHCTAHTHU (DAKTOD y
wrany O(n). Kan ce cabepy BpeIHOCTH Ha TOjeIMHAYHUM HHBOMMA cTabia
peKyp3uje, UCIOCTaB/ba Ce Ja je HAa CBAKOM HUBOY 30up jemnak cn. Hajmyxwu
MyT O KOpeHa 10 qmcta je n — (2/3)n — (2/3)%n — 1. [lomro je (2/3)Fn =1
3a k = logz , n, Bucuna crabma je logg o n.

NuaTynTnBHO, OYEKyjeMOo f1a je TOpiba TPAHUIIA 33, PEIIEHEe jeTHAKA TPOU3BOILY
uene HuBoa u 6poja mupoa, Tj. O(cnlogs,n) = O(nlogn). Ha couu
TPUKA3aHO je CaMO TMPBUX HEKOJIWKO HUBOA CTAbJIa; TPU TOME, y/1e0 CBUX HHBOA
Huje jenHak cn. Pasmorpumo 1eHy JjuctoBa. Ako Ou cTabiio pekyp3uje OmiIo
KOMILTETHO GUHAPHO cTabio Bucuue logg o 1, 610 61 yKynHo logs/zn — plogss2
smcroa. IlomrTo je rera cBaKor JInCTa KOHCTAHTHA, YKYITHA [IEHA CBUX JIMCTOBA,
6una 6u O(n'°%3/22) wro 6u, momro je logs /52 > 1, buno w(n logn jep je
nlogn = o(n!°8s/22),

Mebhyrum, ctabio pekyp3uje Huje KOMILIETHO OMHAPHO CTabJI0, IIa UMa MAHE
om n'°83/22 uctosa. IllTaBmIe, KaKoO Ce CIYIITAMO OJf KOPEHA, CBE BHIIE W BUIIE

Ly-HoTanmuja cry:KE 3a O3HAYABAIGE JOMHX IDAHUINA KOje HHCY ACHMIITOTCKH OJIHCKE.

Baxu na je f(n) = w(g(n)) akko je g(n) = o(f(n)), Tj. ako je limy— o % =00



3.3. PemraBame peKypeHTHHX peJalfuja MeToaoM crabjia pekyp3uj)

YHYTPAIIBUX 9BOPOBA je OICYTHO U3 crabia. 300r Tora HUBOM KOjU Cy JAJIEKO
HCIIOJ, KOPEHA UMajy MOMPUHOC YKYITHOj CyMH Mambu o/ c¢n. Morau 6ucmo 1a ce
TMOTPYINMO ¥ M3padyHamMo 30up cBUX IeHa; meljyrum, ma ce momcermmo, cBpxa
crabja pekyp3uje je camo 1a m10jemMo 10 3aKJby9IKa O OOJIMKY Pelierha.

Baucra, MeToIOM 3aMeHe MOKeMO Ja ce yBepumo na je O(nlogn) ropmwa
rpaHuia 3a peliete pekypenThe pesanuje. [lokazahiemo na je T'(n) < dnlogs, n,
rae je d oarosapajyha mo3urmBHA KOHCTaHTa. lIpermocraBuMo ma TBpheme
BayKM 33 CBE BPEIHOCTU k < 1 W TMOKAXKWMO Ja BAXKU U 34 7N.

T(n) < T(n/3)+T(2n/3)+cn
< d(n/3)logs(n/3) + d(2n/3)log,(2n/3) + cn
= dnlogyn —dn(logy 3 —2/3) +cn
< dnlogyn

mTo je curypHo TadHo ako je d > c¢/(logys 3—(2/3)). Ilpema Tome, nema norpede
Ja IMpEenu3Huje PaIyHaMo 30up IeHa IBOPOBA y CTADIy PeKyp3uje.
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3.4 T[lpobabunucrtnyka aHannsa anroputama

3.4.1 Tpobnem 3anowsbaBatba nomMofiHuka

IIpernocraBumo ma wmamo ciaemehu mpobseM: mOTPeOHO je A 3AMOCTIIMO
jemHor HoBOr moMohHUKa. ATeHIlnja HaM CBaKOT aHa Iajhbe HOBOT KaHIUIATA,
MU ra WHTEPBjYHUIIIEMO W HA OCHOBY TOTA OJIyIyjeMO [ JIM 3 Ta 3aIOCIIMO
Wi He. 3a CBAKOI WHTEPBJYHCAHOI KAHWIATA areHIUjU MaahaMo HaKHATY
¢y, Koja Huje BejmKa. AKO 3al0ciuMO KaHIuara, TPOLIakK cy je MHOro sehun
jep MOpaMo /13 OTILyCTHMO KAHJUJATA KOjer CMO IIPETXO/HO 3alOC/AWId, & U
HaKHa/Ia arennuju je muoro eha. MecTo moMoliHMKa HaM je BayKHO Ma JKeJINMO
Ja y CBAKOM MOMEHTY MMaMO 3aIOC/JI€HOr HAjOO/HEr O CBUX MPETXOMHUX KaH-
gunarta. Crora, ako YCTAHOBHMO JIa je HEKHM KAHIWJAT KBATU(DUKOBAHU]H 34
mocao of, rekyher momohHuKa, MOpaMo Ja Tekyher moMONHUKA OTIIyCTUMO U 11,
3anocaumo Hosor. lIpermocraBuMo na cy KaHAuAaTu HyMepucanu OpojeBumMa
on 1 mo n. Hama crparermja npujnkoM 3amoljbaBama KAHIUIATA MOXKE Ce
ommcaTtn caemehnm Komom:

ZaposliPomocnika(n)

1 Najbolji < 1

2 for i + 2 ton do

3  UWHTEPBjyHIIN KaHIUIATA ¢

4 if xammupar ¢ je 6osmm on kKauauaara Najbolji then
5 Najbolji + i

6 3aII0CJIN KAHIUIATA, 1

Ilnsp amasm3e oBOTr ajJrOpUTMa HHUje MPOIEHA BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH HETO
MPOIEHA TPOIIKOBA WHTEPBjyUCAHA U 3AI0NLbaBakha KaHauaara. lako je b
aHAJIM3e APYTadnjd, TEXHUKE KOje Ce IPUMembY]y Cy UcTe — y 00a ciydaja 6poje
ce HeKe OCHOBHE omepanuje. AKo je Opoj 3amociennx KaHIuIaTa M, YKYTHHA
tpontkosu ¢y O(ncy + mey), rae cy, Kao mro je Beh pedeno, ¢y u ¢y pemom
TPOIITKOBY WHTEPBjyHCama, OJHOCHO 3aION/baBarka KaHIuIaTa. be3 ob3upa
KOJIUKO Ce KaHIUIATa 3aloll/baBa, OPOj MHTEPB]YHCAHNX KAHIUIATA je YBEK
n, IITO TPOy3POKyje Tpomak ncy. Ilpema Tome, MOXKeMO 18 c€ OrPAHUYIUMO HA
pasMaTpame TPOILIKOBA 3amolibaBamba mcy. OBa Besinuuna buhe apyradmja 3a
CBAKO TIOKpeTarhe aaroputMa. Pazmarpanu ciieHapro je MO 3a aIropuTaMCcKu
npobJieM Ha KOjU Ce 4eCTO HaujIa3u: MOTPeOHO je Ja OfpeauMo MakcuMyM (ujiu
MHUHUMYM) eJieMeHaTa Hu3a pa3Marpajyhu jejan mo jeJan ejeMeHT Hu3a u
namrehn rpenyrHOr “nobemnuka’. On 3HAYAja je KOJMKO MyTa Ce axkKypupa
TpeHyTHH “mobeTHuK” .

3.4.2 Adnanusa Hajroper cny4aja

VY Hajropem ciydajy 3amocamhemMo CBAaKOr MHTEpBjyucaHoOr Kanaumgara. Jlo
OBOTI' CJIy4aja [I0JIa3u aKO je KaHIuIAT ¢ O0/bUM O/ CBUX IIPETXOIHUX 338 CBAKO
i = 1,2,...n. [Ipema ToMe, TPOIIKOBH y Hajropem cayd4ajy usuoce O(ncy).
Hapasno, kargugaru Hehe yBek moja3utu OBUM pemocaenom. Mu, y crBapu,
HEMaMO KOHTPOJIy HaJ THME KOjUM DEIOC/IeIOM KaHIUIATH T0Ja3e. 300T Tora
jé TPUPOIHO YNHUTATH Ce IITA C€ MOYXKE OYEKHBATH y THUIUIHOM MPOCETHOM
cIIy4dajy.
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3.4.3 Ananusa npoceuHor cny4aja

Jla 6u ce MOrjia W3BPIIWTH AHAIU3A MPOCEYHOr CJIydYaja, MOPa Ce 3HATH
pacmozena BepoBarnohia moryhux ymasa 3a anropuram. OBie ce MOXKe IpeT-
[IOCTABUTH /13 CE II0CJIE€ MHTEPB]ya CBAKOM KAHIUIATY MOXKE IIPHUIIMCATH OLEHA
(peastan 6poj). Iopen rora, mpernocrasuliemMo Ja Cy OlleHe CBaKa, JBa KaHIU1aTa
Pa3IMYUnTE U 3 CBAKW MOPEJAK MPBUX ¢ KAHIUIATA MIpEMa OlleHAMa UMa, UCTY
BepoBarHohy 1/i! (y curyanuju Kana o KaHAMJATUMA HUIITA HE 3HAMO OBO j€
npupozHa npernocraska). [lox oBom npernocraskoM y Koy Zaposli Pomocnika
KaH/uAaT ¢ 00JbU je 0/ CBUX LPETXOAHMX ca BeposarHohom 1/i (eroso mecro
Ha PAHT JINCTU MPBUX § KAHIUIATA MOXKe 1a Oyme 1,2,...,7 u TO ca jeTHAKUM
BepoBarHofiama 1/7). IIpema Tome, BepoBaTHONA fa KaHIMIAT Oy/Ie 3aMOCIeH Yy
JIMHUjH 4 Koza je 1/i u nmpocedna leHa Koja 0roBapa TOj JUHUjU KOja je cp /.
ITomTo Hac 3aHrMa caMo IeHA TOBE3aHA, Ca 3AMOI/bABAKBEM, YKYITHA TPOCEIHA
LieHa 1leJ10r HocTylKa 3anouubasawa je cy(l + 1 4+ ... 4+ 1) = O(cylogn)
jep je H(n) = 1+ 1+ ...+ 1 = O(logn). Bummo na je mpoceuna mema
3aMoNbaBamba HajOOber KAHANIATA HA ONMHCAHN HAYNH 3HATHO Marba O IIE€HEe
O(cy - n) y HajropeM Ciydajy.

3.4.4 Panpomu3oBaHn anropntmu

Bumenn cMo Kako ce MOKe U3BPIIUTHA AHATIN3A, IPOCETHOT CIy9Iaja aJrOPUTMA,
y ClIy4ajy Ia HaM je mo3HaTa pacromesia cBux moryhux ymasa. Unak, y Hekum
cuTyalujama, 0Ba WHMOPMAIlrja HUje TIO3HATA, [IITO CIIPEeYABA M3BO)EHe aHAIN3e
MPOCeYHOT caydaja. Tasaa je moryhe KOpUCTUTH paHJOMU30BAHU aJITOPUATAM.

3a mpobisrem Kao mTO je mpobJeM 3amoljbaBakba, y KOME je 01 moMohu
MIPETIIOCTABUATH JIa CYy CBe MepMyTallfje Ha yJia3y jeJHaKO BEPOBATHE, aHAJIM3a
MIPOCETHOT CIIy9aja MOXKe JIa BOJU PA3BOjy PAHIOMU30BAHOI AJITOPUTMA. Y MECTO
JIa, Ce MPETTIOCTAB/bA PACITIONEIA Y/I1a3a, PACIONea ce HaMelie CaMuM aJITOPUTMOM.
Jlakjie, Ipe MOKpeTama OCHOBHOT aJITOPUTMA TIPABU CE CJIYYajHA TMepMyTaIlnja
KaH/IWIaTa y HAMEPH 12 ce 00e30e/1 CBOjCTBO Ja je CBAKa MEPMYTAIN]ja j€THAKO
BepoBaTHa. Mako ¢cMO MOAM(UKOBAIN alIrOPUTaM, U Ja/b€ OUYEKyjeMO 1A U 3a-
MIOCJIUMO HOBOT MOMONHWKA y mpoceky logn myra. Mehyruwm, cama odekyjemo
J1a OBO Oyzie TA9HO 3a IMPOM3BOJBAH YJIa3, YMECTO 3a yJa3 KOjU je M3BEJEH Ca
MPETTIOCTAB/FEHOM PACIIOIEIOM BEPOBATHONA.

Awnammsupajmo paszsmke u3meljy aHasm3e MPOCETHOT CIyYaja W PAHIOMU30-
BAHUX ajIropuTamMa. AJITOpUTaM pa3MaTpPaH y MPETXOJHOM MOMJIABJbY je JIeTep-
MUHUCTHYKH, JIAKJE 33 TPOU3BOFHU yJja3 OpOj MyTa KOjU ce HOBU MOMONHUK
3AL0LIbABA je YBEK UCTH (32 CBAKO HOKPETAE aJIFOPUTMA HAJL UCTUM YJIA30M).
Honarno, 6poj 1yra Koju 3aunoibasamMo HoBor nomohuuka ce (y najsehem 6pojy
clydajeBa) pasiukyje 3a pasiauunte ynasze. C apyre crpaHe, paHI0MU30BAHU
aJIropuTaM MpBO MEPMYTYje KaHauaare u ouma oapeljyje najoo/per kanaumaTa.
V oBoMm ciydajy, paHIOMHU3AIK]a Ce BPIIH § CAMOM AJTOPUTMY, a HE HAa Pac-
moJiesiu ysia3a. 3a KOHKPETHH yjia3 He MOXKeMO pehu KOJIHUKO MyTa ce axkypupa
BPEJIHOCT MAKCUMyMa, jep ce oBaj 6poj (y najsehem 6pojy ciyuajesa) passiukyje
TpU CBAKOM TOKpeTamy ajropurma. CBaku MyT KaJa MOKPEHEMO AJITOPUTAM,
M3BpIIIaBambe 3aBUCH O CIyYajHUX n300pa KOju Cy HAIPABIHEHU. 3a OBY BPCTY
PaHIOMW30BAHUX AJITOPUTAMA HUjEIAH TQjEeINHAYHN yJIa3 HE TapaHTyje MOHA~
MAke y HAJrOpeM ciiydajy. PanIoMuU30BaHN aJropuTaM ce TIOHAIIA JIOIe CAMO
aKO TeHepaTop CaydajHux OpojeBa mpousBerne “Hecpehmy” mepMmyTaryjy.
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RandomizovaniZaposliPomocnika(n)

1 nepmyTyj Ha ciaydajaH HAYUH JUCTY KAH/UIATA

2 Najbolji < 1

3 for i+ 2tondo

4  UWHTepBjyHIIN KaHINIATA %

5 if xammumar ¢ je 6opu ox Kangumara Najbolji then
6 Najbolji + i

7 3ATMTOCTN KaHINIATA |

Ca oBOM jeTHOCTABHOM M3MEHOM HATPABUIIM CMO PAHIOMU30BAHHN aITOPUTAM
qnje ce mepdopMaHce MOKJIANAjy ca OHMMA KaJia Ce TPETTIOCTaBH! /1a Cy KaHIn-
JATH JATH Y CIy9ajHOM TIOPETKY.

MepmyToBarbe HU3a Ha crlyyajaH HA4uH

MHoru panIoMU30BaHN AJITOPATMH BPIIIE PAHIOMHU3AIN]Y y/Ia3a IEPMYTOBAEM
Jaror ynasHor Hu3a. Pazmorpuhemo npa HauwmHa Ha KOja, Ce OBO MOYKEe MOCTHUNH.
[IpernocraBumo, 6e3 ryOWTKa OMIIITOCTH, 13 yJa3 CAApXKU ejgemerTe ox 1 10
n 7 Ja je Mub Ja MPOU3BEAEMO CJIyUajHy NpeMyTalujy JaTor Huza. Jeman
CTAaHJIAPIAH HAYWH JIa C€ OBO ypaJH jecre Ja Ce CBAKOM €JIEMEHTY HHU3a Ha
cJlydajaH HAYMH HIPUAPYKHU [IPUOPUTET U JIa Ce OHJIA HU3 eJIeMeHaTa COPTUpa
Yy CKJa/ly Ca TUM LHPUOPUTETUMA.

PermutujSortiranjem(A,n)

1 meka je P[l..n] HoBu Hu3

2 for i+ 1tondo

3 Pli] + random(1,n3)

4 coprupaj A xopumiliebeM P Kao Kjby4a 3a COPTHPALE

V smauju 3 renepuie ce caydajan 6poj us oncera ox 1 1o n?. Kopucrumo
0Baj orcer ga 6uCMO yunHWIM Mambe BEPOBAaTHUM Aorahaj /1a JaBa npuopurera
nMajy ucTy BpemHocT. IlpermocTaBmMo Ja Cy Ha OBaj HAYWMH CBU TeHEPHUCAHU
npuopuTeTH jeauHcTBenn. HajcKynspm 1eo mpuKa3aHoT ajJlfTOPUTMA MPEICTaBIba,
KOpPaK cOpTHpaa y Junuju 4 ajropurma koju je caoxenocru (nlogn).

Jlpyru MeTomn 3a reHepHucaibe CIydajHe MepMyTallidje jecTe ha ce JTATH Hu3
nepmyTyje y Mecty. ¥ i-Toj mrepanmju 6upa ce esement Ali] Ha ciyvuajan HauwH
n3 ckyma enemenara uusa Ali..n]. Haxon i-re ureparmje Afi] ce Bure He Merba.

RandomizujU Mestu(A,n)
1 for ¢+ 1ton do
2 zamenu Ali] ca A[random(i,n)]

IMpukaszana npoueaypa RandomizujU M estu je Bpemencke cioxenoctu O(n).
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KoHcTpykuyuja anroputama
MHOYKLUjOM

4.1 VYsop

Y oBoM moTIaBsBY OMhe HABEJIEHN jeTHOCTABHY MPUMEPH KOHCTPYKIIHje aJITOpH-
TaMa KOPUIITNEHeM WHIYKTHBHOT IPUCTYIIA, KOJU UIYCTPYjy OCHOBHE TTPUHITUIIE
u Texanke. Uleja je ma ce MCKOPUCTU MPUHIINAT JTOMUHA: CBE€ HAHW3aHE JOMUHE
he momaaTu ako ce MOPYIIH MPBA, U AKO CE MOCJE PYIIeHha N-Te 00ABE3HO PYIIH
(n+ 1)-a nomuna. Jakie, na 6u ce periuo Heku 1pobiieM, rpeba PeuT HEKK
EroB MaJjid CJIy4aj, a 3aTUM I[IOKA3aTH KAKO Ce pellee 331aTor mnpobiema
MOKe KOHCTpyucaTu mojasehin o7 (permennx) Mambux Bep3uja UCTOr Mpobema.
Nmajyhu #Ha yMy 0BO, mMaxKrmba Ce MOZXKE CKOHIIEHTPUCATH HA HAMAXKEIHE HAYUHA
3a cBOheme mpobaemMa Ha Mambe nmpodaeme. Ilpumepn koju he 6utn pazmorpern
MOKa3yjy Jla ce pa3jinduTe CTpaTeruje KOHCTPYKIIMje aJIropuraMa y CYHITHHU
CBOJIE HA IPUMEHY MaTe€MaTUYKe WHIYKIIU]e.

4.2 WN3pauyHaBarbe BpeJHOCTU NOSMHOMA

Hajmpe hemo pasmorpurn jegan jeHOCTaBAH MPOOIeM: H3PATYyHABAHE BPEIHOCTH
3a/1aTOr MTOJIMHOMA, Y 33/1aT0] TAYKH.

IIpobaem. darum cy peanun OpOjeBH G, Gp_1,..., A1, g U PEATHH OpPOj .
spauynaru speanoct nomiaoma P, (z) = Y01 a;x’.

VYrazuu nonanu 3a npobiiem cy n+2 6poja (n+1 xoeduiujenara u BpeaHocT
x). UaaykruBHu npucTyn pemasarby 11pobJjeMa cacToju ce y cBoDerby pellerba,
HA pelneme Mamer mpobiema. /lakie, mpobjemM MOKyIIaBaMO Ja CBEIEMO Ha,
MarbH, KOjU Ce 3aTHUM DeIaBa pekyp3uBHO. HajjemunocraBuuje je cBoljeme Ha
yrporirhenu npobsieM JOOMjeH 01 TIOJTA3HOT YKIAMABEM . Ta1a nMamo mpodieM
W3padyHaBamha BPEIHOCTHU MMOJIUHOMA,

-1 -2
Pn—l(x) =ap 12"+ ap_2x™ "+ -+ a1z + ag.
To je uctu npobiiem, ajmu ca jeJHAM MapPaAMETPOM Maibe.

45
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NuanykruBHa xunoresa. l[IpermocraBuMo 1a 3HaMO 13 ©3paIyHAMO BPEIHOCT
MIOJTMHOMA, 331aTOT KOEPUITUJEHTUAMA, Gy 1,. . - , 1, Ao Y TAYKH X, Tj. 3HAMO 13,
n3padyHamo BpemHoct P, 1 (x).

Oga xurmoresa je 0CHOBa 3a pernaBame npobiaema uaayknujom. Ciaydaj n = 0
(u3pauyHaBambe BpeHOCTU U3Pa3a ag) je TpUBUjalaH. 3aTUM ce MOPA II0KA3aTH
KaKo ce Mosa3um npobsiem (n3pauyHasame Py, (x)) Moxe pemuTn Kopurhemem
pertiema Marber npobsema (BpeaocTr Py, —1(2)). Y 0BOM ciiyuajy je To OUnIriIeIHo:
Tpeba u3padyHaTu ', MIOMHOXKUTH Ia Ca a, U pe3yarar cabparu ca P,_i(z):
P, (x) = apa™ + Pp_1(x). Moxe ce momuciauru ja je kopuiileme UHIYKIUje
OBJIe HEMOTPEOHO: OHO CAMO KOMILIMKYje BPJIO je[IHOCTABHO pereme. Onucanu
AJICOPUTAM je eKBUBAJIEHTAH U3PAYyHABAabY BPEIHOCTH IIOJMHOMA PEJOM YJIaH
mo unaH. Vcrmocrasulie ce unak a oBaj MPHUCTYI UMa CBOjy CHAry.

Omnucanu ajnropuram je Tada, anu needbukacas, jep 3axresa n+ (n— 1) +
«++4+1 =n(n+1)/2 muoxema u n cabupamwa. Kopunihiemem uHpykimje Ha
JPYTH HAGWH 100Hja ce 60be pelene.

Samakamo 72 y OBOM AJrOPUTMY MMa MHOI'O MOHOB/BEHUX U3PAUYHABAMA:
crermeH x'* W3padyHaBa ce CBaKW TyT ”of moverka”. Beamkn 6poj MHOMKeEma
MO3Ke Ce YIITeJeTH aKo ce TIPH U3padyHasamy " uckopuctu £" . Tlo6ospmrame
ce peaim3yje yKibyduBameM W3padyHaBama T 1 y WHIYKTHBHY XHUTIOTE3Y.

Hojaana NHAYKTHUBHaA XUIIoTe3a. 3HaMO Jda N3PavyHaAMO BPEIHOCT TTOJIN-
woma P,_1(z) u Bpemnoct x™ L.

OBa uHJyKTUBHA XUIIOTE3a je jada, jep 3axXTeBa u3padyHasame T 1, aam

ce siakwe npowupyje (jep je caja jeanocraBuuje uzpauynaru z'). da 6u ce
U3padyHaso x'’, TOBOJFHO je U3BPIUTH jeIHO MHOXKeme. [locste Tora ciaean jormn
jeJIHO MHOXKEE Ca a,, u cabupame ca P,_1(z). YKyIHO je moTpe0HO U3BPIIUTH
2n MHOXKEma W n cabupama. 3aHNMJBPUBO je 3aMa3UTH [1a UAKO WHIYKTHUBHA
XUIIOTe3a 3aXTEeBA BWINE M3PAadyHABAaIba, OHA JIOBOAM [0 CMAmHEHha YKYITHOT
Opoja omepanmja. lobujenn ajropuraM M3rIEaa J00PO Yy CBAKOM IOIJIELY: €-
dukacaH je, jeTHOCTaBAH W JeIHOCTABHO ce peanu3yje. Nmak, mocroju u 606U
anropuram. /{0 mwera ce 1oma3u KopurnhemeM HHIYKIFje Ha, HOBU, Tpelin Ha4WH.
Penykiuja npobiiema yKiamarmbeM HajBUIEr KOeDUIHjeHTa a, j€ OUHUIIeIaH
KODAaK, ajii TO UIAK HUje jenHa PACIOJO0XKKBA MOryhHOCT. YMeCTo Tora ce
MOXK€ YKJIOHUTHU KOe(UIINjeHT Gy, U CBeCTH IPOOJIeM HA M3PAdyHABAE BPEJl-
HOCTH TIOJIMHOMA, €3, KOEMUUUJEHTUMA, Gy, Q1 5- - - , 1, OJHOCHO TIOJIMHOMA,

n
i—1 -1 —2
P,_1(z) = g a;x" =apx” dap_12"  + -+ ay.
=1

ITpumerumo 1a je a, oze (n—1)-u koedunujenr, a,_1 je (n—2)-u koedbunujenr,
u Taxo gasbe. Jlakie, MaMO HOBY MHJyKTHBHY XHIIOTe3Y.

NuaykTuBHA xunoTesa (0OpHYTH peociesn). YMeMo Ja N3padyHaAMO BPEITHOCT
nojmuoma P, 1 () ca koeduiujeHTuMa ay,, ap_1,- .., a1 y TAYKA T.

OBakBa MH/IyKTUBHA XUIIOTE3a je HOroHI]ja jep ce yakine nporupyje. [lomro
je Pu(x) = 2P (x) + ag, 3a u3pauyHaBawe P,(z) monazehn onx 15”,1(90)
JIOBOJBHO j€ jeTHO MHOYKEFhe U jeHO cabuparme. I3padyHaBarme ce MOYXKe OMuCaTh
cremehnm m3pasom:

anl'nﬂ—anflxn_l"_' . ,+a11-+a0 — (( . ((an$+an—1)x+an72) ‘e )1’+a1)x+a07
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MMO3HATHM KAa0 XOPHEPOBA IeMa. Y HACTABKY j€ JaT MCEYIOKOJ aJTOPUTMA.

Vrednost_polinoma(a, x)

yaas: a = ag,ay . . . a, (koebunujentu nosunoma) u = (peasgan 6poj)
uzsaz: P (BpesHOCT IOJIMHOMA Y TauKu )

1 P+a,

2 for i < 1 tondo

3 P+~z-P+a,

Caootcenocm. Ajropuram obyxBaTta n MHOXKEa, N cabuparba U 3aXTEBa
caMo jemHy HOBY MeMOpPHjcKy Jokanwjy. Ilocmeamm anropuram je He camo
e(pUKACHHUjU O/ MPETXOAHUX, HETO je W OAroBapajyhm mporpam jeaHOCTABHUjH.

ITpumedba. Unnykmja Ham omoryhyje ma ce CKOHIEHTPHUIIIEMO Ha, TPOIITHP-
Balbe pEITieha MambuX Ha pernema Behnx mpobiema. IIpermocraBumo 1a xohemo
na pemumo P(n), ogaocHo npobiem P KOju 3aBUCH OJI HEKOI Iapamerpa n
(06uuHO je To Beamuuna npobsema). Tajga nosmazumMo ox NPOU3BObHE UHCTAHIE
npobaema P(n) m mokymasaMo ga je pemmmo Kopucrelinm IpermnocTaBky aa
je P(n — 1) Beh pemeno. ITocToju MHOTO Ha4YMHA Ja Ce MOCTABH WHIYKTHBHA
XUIMOTE3a, & WCTO TAKO W BWINE HAYWHA J13 ce OoHa mckopuctu. [Ipmkazahemo
BUIIIE TAKBUX METOJA, W JIEMOHCTPUPATH FHUXOBY MON TPH KOHCTPYKIWjU AJl-
ropurama.

[Ipumep m3padyHaBama BPEIHOCTH MOJIMHOMA UIYCTpyje (JIeKCHOMIHOCT
KOja HaM je Ha paclojiaramy Ipu Kopuiihemy nHAyKiuje. neja koja je mosera
n0 XopHepoBe IeMe CacToju ce y ToMe ma ce yia3 obpabyje cieBa ymecHo,
YMECTO MHTYTHBHOT peIocaesa 37aecHa yaeBo. pyra yobumdajena moryhuocT
n300pa peociiena mojaBbyje ce TPU pa3MaTparmy CTPYKType y O0IuKy crabiia;
OHa, ce MOYKe TTPOJIA3UTH 010370 HAHMIKe MM 0103710 HaBuine. /lame, moryhe je
napamerap 1 noseliaBaTu 3a 1Ba (KU BUILE), YMECTO CAMO 3 JeJIaH, a II0CTOje U
MHOr0ob6pojHe apyre moryhuaoctu. Illtapuime, moneka s HajOOBH PEIOCTET IPUMEHE
WHIYKIFje HUje UCTU 3a CBe ynase. Moxe ce moka3arn KOPUCHUM KOHCTPYKITHja,
aJICOPUTMA KOju OM HPOHAJIA3U0 HAjOOIbU pefocie] npuMeHe uuaykigje. OBakse
moryhrocTu niaycrpoBaheMo HEKUM MTPUMEPUMA.

4.3 Makcumanuu nagykosaHn noarpadcd

IMocmarpajmo cnenehu mpobaem. Opramusyjere KOHGDEPEHIH]Y 3a HAyYIHUKE
Koju ce DaBe PA3HOPOMHUM JUCIUILIMHAMA W MMAaTe CIHCAK 0coba Koje bucte
xestesia sa nososere. [Ipernocraska je ja fie ce cBaku 0] lbUX Oa3BATH O3UBY
axo My ce OyJe yka3asga MOryhHOCT MJIo/He pa3Mene neja. 3a CBAKOr Hay THUKA
MOKET€ Jla HAIPABUTE JIMCTY OHMX (Ca CIIMCKA) ca KojuMa he OH BEpOBATHO
nMmaTtn mHTepakiujy. Heka je k 3amarm 6poj. Bu Gucre BONenn ma mo3oBere
mro je moryhe Buie Jbyam, a Ja IPU TOME TAPAHTYjeTe CBAKOME OJf HbUX
MoryhuocT 1a padmenu mucan ca 6ap k apyrux ocoba. Bamn npobisiem HEje 1a
OpTraHU3yjeTe Te MHTEPAKIWje, HUTH 1a 00e30equTe T0BO/FHO BPEMEHA 33 FHhUX.
Bu jenuno xenure m1a 06e30eauTe HUXOBO IPUCYCTBO HA KOHMepernuju. Kako
n3abparu ocobe koje Tpeba mozBaru? Omucanm mpobjem oarosapa ciaemehem
rpadosckom npobuiemy. Heka je G = (V, E) neycmepenu rpad. I'pad H =
(U, F) je undykosanu nodepag rpada G ako U C V u F caipxu cBe rpase
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u3 F xojuma cy oba kpaja y U, Buzeru npuMep Ha CJIHIM Ysoposu rpada
O/ITOBapajy HAYIHHUIUMA, a TpaHa u3dMely aBa IBOpa IIOCTOju aKO OaroBapajyhn
Hay9IHWIA MOTY 713 pa3mermsyjy uaeje. Unaykoanu moarpad onrosapa moackymy
HAyIHUKA.

e G=(V,E)
V = {a7 b7 C7 d7 e}

a @ d E= {(aab)v (a,d), (a,e), (b, c),(c,d),(c,e),(d, 6)}
H=(U,F)
U=/{a,d,e}
b c F= {(avd)v(av 6),(d, e)}

Ciomka 4.1: Ilpumep uniykosanor nogarpada zHeycmepenor rpada. I'pane cy
HeypeheHr mapoBu YBOPOBA.

IIpo6aem. 3a 3azaru ueycmepenu rpad G = (V,E) u 3azaru upupouxu
6poj k mponahu makcumanuu mHaykoeanu moarpad H = (U, F) rpada G
(tj. mngykoBanu moarpad ca MakcuMaJHEM OpOjeM YBOPOBA) y3 YCIOB 13
cBu 4BOpoBu moarpada H wmmajy cremen 6ap k, WM yCTaHOBUTH [1a TaKaB
WHIYKOBaHU mojarpad He MOCTOjH.

JIMpeKkTHU TPHUCTYI peliaBarmy OBOr MPOOJIEMa CACTOjU Ce Y YKJIAAY
CBUX 4YBOpOBa creneHa mamer of k. [locie ykiamama OBUX YBOPOBA, 3aj€IHO
ca rpaHamMa Koje Cy MM CyCeJHe, CTEIEeHHU [IPEOCTAIUX YBOPOBA CE Y OIIITeM
caydajy cmamyjy. Kag crernen HeKOr YBOpa OCTAHE MabU Of k, Taj IBOp Tpeba
ykiaounTtu u3 rpada. Huje, mehyrum, jacan pemociie KojuM IBOpPOBe Tpeda
ykaamaru. Tpeba i Hajupe YKJIOHUTH CBE YBOPOBE cremeHa < k, a 3aTuMm
obpaljuparu yBopoBe ca yMmMameHuM crenenopumMa’ nu Tpeba yKIOHUTH jenan
49BOp crenena < k, Ia HACTABUTHU Ca YBOPOBUMA KOJUMA CYy CMAFbEHU CTEIEHU?!
(OBa sBa upucryna oarosapajy uperpasu y LIMPUHY, OJHOCHO LPETPA3U Y
ny6uny). Ja qu he 06a npucryna naru ucru pesyarar? a au he pesyaryjyhu
rpacd mmaru majsehim moryhu Opoj uBopoBa? Ha oBa murama J1ako je maru
oaroBop kopwuiihemeMm ciaemeher mpucryma.

YMecTo [a aJirOpuTaM MOCMATPaMO Ko HU3 KOPAaKa Koje Tpeba M3BPIITUTH
1a Ou ce JIOMLIO 10 Pe3y/ITaTa, MOXKEMO /13 ceOU TOCTAaBUMO 34 Wb  JOKA3UBAHE
meopeme na amropuraMm moctoju. [Torpebro je mpornahm MakCHMaTHU HHIYKO-
BaHu 1o/rpad KOju 3a/10BO/baBa 33/1aTe yCJIOBe.

NunykTuBHA XUIloTe3a. YMeMmMoO [a npoHaheMOo MAKCHMAJIHA WHIYKOBAHU
noarpad ca IBOpoBHMA CTemeHa > k 3a rpad ca Marme O N IBOPOBA.

Tpeba ma mokaxkemo 1a je oBa “Teopema’ TadHa 3a OA3HU CIy4aj, & 3aTHM
Jla U3 BEeHe TavHoCTH 3a n — 1 cieau wena raqnoct 3a n. [IpBu HerpuBujanun
caydaj mojaBibyje ce 3a n = k + 1, jep ako je n < k OHJA Cy CTEMEHUW CBUX
4BOpOBa Mamu O k. AKo je n = k + 1 oHZa camMo y jeJJHOM CIIy4ajy TOCTOjH
WHIYKOBaHU MOATpad Cca CTeneHnMa 9BopoBa > k: TO je cirydaj mormyHor rpada
(rpada ca cum moryhum rpanama). Ilpernocrasumo name na je G = (V, E)
npousBosbaH rpad ca n > k + 1 uBopoBa. Ako cy crenenu cBux 4BopoBa y G
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Behu wim jenuaku ox k, ouga rpad H = G 3ap0BosbaBa yCIOBE U JIOKA3 je
3aBpiieH. ¥ HPOTUBHOM MOCTOjU 9BOp v crenena < k. Quurienno je ga crenen
9BOpa v ocTaje < k m y cBakOM mHIykKoBaHOM moarpady rpada G, ma npema
TOME v He MPUIAJa HU jeqHoM moarpady Koju 3a10B0/baBa yCIOBE mMpobiieMa.
Haxkie, v ce Moxke ykjoHUTH U3 (G 3aj€HO Ca CBUM IbEMY CYCEJIHWM TpaHaMa,
He Memajyhm ycimoBe Teopeme. Ilocne yknamama v rpadp uma n — 1 gBop, ma
npemMa WHIYKTUBHO] XUIIOTE3H MU YMEMO Ja PEIIMO podaeM 10 Kpaja.

4.4 Hanaxere bujekuymnje

Heka je f dyuknuja koja mpeciamkasa KoHadan ckym A y camor cebe, f: A —
A. Be3 rybuTKa OIMIITOCTH MOXKe ce mpernocraputn ga je A = {1,2,...,n}.
[Ipernocraspamo ma je dbynkmnuja f mpeacraB/beHa BEKTOPOM [ myKuHE N,
rako Ha f[i] caupxku Bpemnocr f(i) € A, i = 1,2,...,n. ®yukuuja f je
Oujekiuja, ako 3a IPOU3BOJbAH ejieMeHT j € A mocroju enement i € A Takas
naje f(i) = j. @®yHKIHMja ce MOYKe TIPEJICTABUTH JANjArpAMOM Kao Ha CJININ
TaKo Ja CBAKOM ejleMeHTy A ofromapa TO jeJaH JIEBU U jelaH JECHU YBOD, a
rpane nedunnmy npecaukapame. Pynkiumja npukasana na caunu [L.2] ounrie ao
Huje OujexImja.

1o o1
20 o 2
3o o 3
4 o0 o 4
5%5
6 o ° 6
70 o7

Ciuka 4.2: Tlpumep npecimkaBama CKyma y camor cebe.

IIpoGuiem. Heka je 3amar xomaudan ckyn A u mpeciamkasame f : A — A.
Onapenuru nogckyn S C A ca najsehum moryhinm Gpojem ereMeHara Tako Ja
6yae f(S) C S u na pecrpukiuja f na S 6yzne Gujexuuja.

AKko je f bujekumja, oHIa KOMILIETaH CKyIl A 3a10Bo/baBa ycjioBe IpodieMa,
na je makcumasnu nogckyn S = A. Ako je nak f(a) = f(b) 3a ueke a # b,
oHga S He moxke Ja caiapxku u a u b. Ha npumep, ckyn S y upobsemy ca
CITUKE He MOXKe Ja caapu oba esementa 2 u 3, jep je f(2) = f(3) = 1.
Mebhyrtuwm, auje cBejemno koju hie esemMenT 07 OBa [Ba OWTH eNMMUHHUCAH. AKO
Ha TpuMep ejuMuHHIIeMO 3, oHxa ce 36or f(1) = 3 mopa enumuHUCATH U
1. 3arum ce Ha ucru nauun 36or f(2) = 1 mopa enmumunucaru u 2. JJobujeru
MOJCKYII CATYPHO HHUje MAKCUMAJIAH, jep je Moryhe elMMuHACATH CAMO €JIEMEHT
2 ymecro 1, 2 n 3. Pememe npoGnema na cammm [£.2] je moxexym {1, 3,5}, mo ce
MOYKe YCTaHOBUTH HIID. TIPOBEPOM cBuX Moryhux moackymosa S C A. [Tocrasiba
ce MuTame HaJaXKemha OIIITEr MeTO/a 3a OJJIyuuBame Koje ejeMeHTe Tpeba
ykibyunTu y S, eukacHujer o mMOTIyHe mmperpare.

Ha cpehy, umamo u3Becran MaHeBApCKHU MPOCTOP HPUJIMKOM OJJIY YUBAA,
Kako TpobJIeM CBeCTH Ha Marbu. Beianunna mpobiema MoxKe ce CMamuTH OG0
HaJIayKeheM eJIeMeHTa KOjU TpUIajaa CKymy S, OMUJI0 HalaKemeM eJIeMEeHTa
Koju He mpumaga ckymy S. McmocraBpa ce ma je apyra moryhuocT 6osba.
Kopucruhemo ciemehy jeamocTtaBHy WHIYKTHBHY XHIIOTE3Y.
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WNuaykTuBHA XUIoTe3a. 3HAMO Ja PeImuMo mpobiaeMm 3a cKymose ca n — 1
€JIEMEHATA.

Baza unaykunuje je TpuBmjasiHa: ako cKyn A uMa jesaH ejleMeHT, OH ce
MOpa HpecjuKaBary y cebe, na je f Ha A bujexuuja. I[IpernocraBumo naspbe jga
WMaMO TIPOW3BOJbAH CKYNT A O M ejleMeHaTa W Ja TPAXKUMO MOACKY S KOju
3a/10BOJbABA yCJIOBE MpobseMa. TBPINMO Ja aKO eIeMEHT @ He TIPUTIAIa CKYIy
f(A), onga a e Moxke mpunazaTu S; APYrUM pEUUMa, €JEeMEHT d 33 KOju y
onroBapajyhm 9BOp Ha JECHO] CTPAHM AWjarpaMa He yaasu HU jeIHa T'PaHa, He
Moke OGuru y S. Saucra, u3 yciaosa upobsema ciueqau ga je f(S) = S, a 1o je,
aKo ce mpeTTocTaBu ga a € S — Hemoryhie, jep mo mpermnocrariy a ¢ f(S).
Jlakjie, ako TIOCTOjU TAaKaB EIEMEHT @, MU Ta ejuMuHuIeMo u3 ckyma. Cama
nmamo ckyn A" = A\ {a} ca n — 1 exemeHToM, Koju f IpecankaBa y camor
cebe; mpeMa WHIYKTUBHO] XUIIOTE3W MU 3HAMO JIa PENIuMO MPoOIeM ca CKyImoM
A’. Ako TakBo a He 1OCTOju, OHJA je lpeciuKapaibe Oujekimja, u npobieM je
perriem.

Cymruna oBOr peliema je J1a ce a mopa yKiaonuTu. Jlokazamm cMo 1a a He
MOYKe TIPUTNaIaTh S. Y TOME je CHAra MHIYKIMje: OHOT TPEHYTKA KAl Ce eJIEMEHT
YKJIOHM ¥ THME€ CMarbé BEJIMYWHA, mpodjeMa, 3aJarak je pemien. [Ipu tome ce
MOpa BOAWTH pAdyHa Ja Mamu npobjeM Oyae MOTIYHO HUCTH KO MOJIA3HW,
uzysumajyhu Benuuuny. Jemunau ycinoB xkoju f u A Tpeba ma 3a70BOHABajy
je f(A) C A. Osaj ycmos 3amososben je u Ha ckyny A’ = A\ {a}, jep ce um
jEJIaH eJIEeMEHT He [PECMKABA Y a. Y TPEHYTKY Ka/l BUIIE HEMA €JIeMEHATa KOju
ce MOry yKJIOHWUTH, CKym S je mporaleH.

Peasusayuja. AaropurtaM CMO OMHCAJIN KAO PEKYP3UBHY MPOIEIYpPy. Y CBa-
KOM KOPAaKy IIPOHAJIA3MMO €JIEMEHT y KOTra Ce HU jeJlaH JIPYTH He MPecIuKaBa,
YKJIAIBAMO T'a W HACTaB/HAMO peKyp3uBHO. Peanmzammja anropurma umax He
Mopa ga Oyme pexkyp3uBHa. Cakom emementy i, 1 < i < n mpuapyxyje
ce Gpojau c[i], umja je moUETHA BPEIHOCT jeTHaKa OpOjy ejleMeHaTa KOju ce
pecankaBajy y ¢. Bpeqrocru c[i] Mory ce m3padyHaTu y n Kopaka mposaselin
kpo3 BekTOp f u unkpemenrupajyhu (nosehasajyhiu 3a jeman) npu Tome oaro-
Bapajyhe Opojade. 3aTuM ce y peJl CTaB/bajy CBU €JIEMEHTH KOjUMA je BPEJIHOCT
6pojaua mobusa Bpeguoct 0. Y CBAKOM KOPaky Ce IPBHU €JIEMEHT ] U3 pPela
yKJIamba U3 pela U U3 CKymla, gekpementupa ce c[f[j]], a ako c[f[j]] mobuje
Bpennoct 0, f[j] ce ybamyje y pes. PemaBame je 3aBpIieHO y TPEHYTKY KaJl je
pes mpasas.

Bijekcija(f,n)
yaa3z: f (au3 upuponnux 6pojesa usmehy 1 u n)
uzsaz: S (HouCKyL yia3HOr cKyla Takas Ja je f bujekuuja na S)
S+ A{A={1,2,...n}}
for j < 1tondocfj]+ 0
for j + 1 to n do unkpementupaj c[f[j]]
for j + 1 ton do
if c[j] =0 then craBu j y Spisak {pen enemenara 3a enuvmunanujy }
while Spisak nuje npaszan do
CKHHHM § Ca TIOYeTKa pena Spisak
S+« S\ {i}
el flil] = elflil] - 1
10 if ¢[f[{]] =0 then crasu f[i] y Spisak

© 00 ~JO Ut i W=



51 4. KoHcTpyKIiiuja ajaropuramMa UHIYKIILjOM

Huje Temko mpoBepuTn ma ce 3a yia3 MPeACTAB/bEH Ha, CIUI nmobuja
S =1{1,3,5}.
Cuaootcernocm. 3a ysoauu seo (naunujanusanujy) rpedba uzspumru O(n) Ko-
paka. CBaku eJleMeHT ce y pejl MOXKe CTABUTH HAjBUINE jeJHOM, a Oleparmje
noTpedHe 12 Cce eJIEMEHT YKJIOHU U3 Pe/ia U3BPIIABA]Y Ce 33 BPEMe OrPDAHUYEHO
KoHcTanToM. IIpema Tome, ykyman 6poj kKopaka je O(n).

4.5 [lpobnem npoHanaxera 3Be3ne

Crenehu nmpumep je HHTEpECAHTAH MO TOME INTO 3a PeniaBambe npobiaeMa Huje
HEOIIXO/IHO TIPErJIEJIATH CBE YJIa3HE MOJATKE, 1A YaK HU IUXOB 3HAYAJaH JIe0.
Mely n ocoba seesda je ocoba KOja HHUKOTa HE TO3HAjE, & KOjy CBU OCTAJU
no3uajy. Ilpobsiem je unentuduxkoBaTu 38e31y (aKO OHa TIOCTOjU ) TOCTaBIbAjyin
nurama obsuka ”V3BunuTe, na Ju nmo3uajere ony ocody?” Ilpermocrasspa ce
Jla Cy CBU OJICOBOPH TAYHU, a Ja e 4ak u 3Be3/a OJroBapaTu Ha nurama. [[usmb
je MUHEMHU3HUpATH yKymaH Opoj mutama. Ilomro mapoBa ocoba mMma yKyIIHO
n(n — 1)/2, y majropem ciydajy tpeba mocrasurum n(n — 1) nurama, ako ce
MUTamka TOCTaBJbAjy 0e3 Heke crpareruje. Ha npeu morses Huje jacHO MOYXKe Jin
ce YKeJbeHH ITUJb TOCTUNY ca rapaHTOBAHO MAabIUM OPOjeM MOCTABIbEHUX MTUTAbA.
IIpobmem ce mozke mpedopmynucarn y rpadoscku. PopMupaMo ycMepeHn
rpa¢d ca 4BopoBUMa KOjH OAroBapajy ocobama, y KoMe IrpaHa o ocobe A kKa
ocobu B nocroju ako A nosuaje B. 3Be3na ojroapa ImoHOpPY rpada, 4Bopy
y Koju ynasu n — 1 TpaHa, a M3 KOra He W3Ja3W HU jegHa TpaHa. JacHo je 1a
rpad MOxkKe UMATH HAjBUIIE jegaH noHOp. UHcTaHa mpobiema ce omucyje n X n
MaTpHIoM ToBe3aHocTn M, unju enemenT M;; je jemnak 1 ako ocoba ¢ Mo3Haje
ocoby 7, omaocHO 0 y MPOTUBHOM; AMjArOHAJIHA €JIeMEHTH CY jeIHAKN HYJIH.

IIpo6aem. dara je nxn marpuna mosesanoctu M. YcTaHOBUTH [1a JIX IOCTOjA
UHJIEKC 4, TakaB aa cy y M cBu ejnemenrtu i-te KoJjone (cem i-ror) jenHaku 1, u
Jla cy CBU ejieMeHTH i-Te Bpcre jeanaku 0.

Basuu caydaj ca ase ocobe je jemnocrasan. IlocmarpajMo Kao m 0OHIHO
pasnuky u3mehy mpobiema ca n — 1 ocobom u mpobirema, ca n ocoba. IIpermo-
CTaBJbAMO [ 3HAMO 13 TpoHahjemo 3Be3ay Mehy mpBux n— 1 0c00a WHILYKIMjOM.
[TormTo MoXKe 7@ TOCTOjU HAJBUINE jeHA 3Be3/1a, MOCToje Tpu MoryhHoCTH:

1. 3Be3ma je jemna ox mpBuUx 1 — 1 0coba;
2. 3Be3ma je n-ta ocoba;
3. 3Be3/a He IOCTOjU.

IIpBu ciy4aj je HajjemHocTaBHUju: Tpeda CAMO IPOBEPHUTH J1a JU N-Ta 0coba
MO3HAaje 3BE3/y, OJHOCHO 1a JIM je TaYHO [1a 3BEe3/a He MO3Haje n-Ty 0co0y.
IIpeocrana aBa ciyuaja cy Texka, jep ga Ou ce TpPOBEPUIIO J1a JIK je N-Ta 0co0a
3Be31a, Tpeba mocrautu 2(n — 1) murama. Axo moctaBumo 2(n — 1) nurama
y M-TOM KOpakKy, oHza fie ykynau 6poj nurama 6uru n(n — 1), mro xohiemo aa
n3beraemo. IlorpebHo je makie IPOMEHUTH IPHUCTYII IPODIeMy.

Wneja je na ce mpobsiem mocmarpa ’yuazan”. [omro je Temko naerTndu-
KOBaTH 3Be€3y, MOKyIIajMo na mpoHaljemo ocol0y Koja Huje 3Be37a: y CBAKOM
cayu4ajy, 6poj He-3Be3ma MHOrO je Behu om Gpoja 3Be3ma. AKO eIMMUHUIIEMO
HEKOTa W3 pa3MaTparba, mapamerap n Koju JeduHHINe BeIWIHHY IpodIemMa
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cmamyje ce Ha n — 1. IIpu Tome yommre Huje 6uTHO Kora hiemMo esmMuHHCATH!
[Ipernocrasumo na ocodby A nuramo ga Jiu nosHaje ocody B. Ako A mosnaje
B, onna A uuje 3Be371a, a ako mak A ve nmo3uaje B, onna B uuje 3Be371a. Y 00a
ciayuaja ce jemHa ocoba eIMMUHUINE MOCTAB/bAKEM CaMO jeJHOT TUTAbA!

Ako ce caza BparuMo Ha Tpu Moryha ciydaja Tpu Tpeacky ca n — 1
Ha N, BUJUMO Ja je HOBOCT y TOME JIa N-Ty 0coby He OHpamMo IPOU3BOJHHO.
Esmvunanujom ocobe A mim B npobiieM CBOAMMO Ha ciay4daj ca n — 1 ocoboM,
TPU YeMy CMO CUTYPHU Jia JI0 caydaja 2. Hehe jmohu, jep emuMmuHMcaHa ocoba
HE MOKe OuTH 3Be37a. AKO je HACTYIHO CIIy4aj 3, OMHOCHO HeMma 3Be3ne mehy
npBux n — 1 ocoba, oHma HEeMa 3Be3xe HU Mehy cBux m ocoba. Ocraje mpBu
cay4aj, Koju je mak: ako mehy mpBux n — 1 ocoba mocToju 3Be3ma, OHA ce ca
JIBa JIOMYHCKA MHUTAaha MOXKE [IPOBEPUTH JIa JIU j€ TO 3BE3/a W 33 KOMILJIETAH
cKyil. AKO Huje, OHJla HEMa, 3Be3e.

Agnropuram ce cacroju y Tome ma mutamo ocoby A ma ju mo3uaje ocody B
¥ eJIMMUHHUINEMO Wi 0co0y A wim ocoby B, 3aBUCHO OJI JOOMjEHOT OIroBOpa.
Heka je equmunucana Hop. ocoba A. Mnaykuujom (peKyp3uBHO) ce IpoHaja3u
3pe3na Mehy npeocraiux n— 1 ocoba. Ako meljy muMa HeMa 3Be37e, pellaBaibe
je 3aBpirieHo. Y MPOTHBHOM, IIPOBEPABa Ce Ja Jiu je TadHo 1a A no3uaje 3Be3y,
a 1a 3Be31a He mo3Haje A.

Peasusauuja. Kao ny ciydajy aaropurma u3 mpeTxoIHOT 0e/bKa, e(DUKACHU]e
j€ peasim30BaTH AJITOPUTAM 33 HAJIAYKEFHE 3BE3/1€ NTEPATUBHO, HETO PEKYP3UBHO.
Anropuram ce genum y ase daze. Y npBoj da3u ce eTUMHHHIIY CBe 0CODe ceM
jenHOT KaHamWmaTa 3a 3Be3iAy, a apyra (asa je HeomxoaHA [1a Ce YCTAHOBU
aa au Kangauaar jecre 3se3na. llounmmemo ca n kampmpara, 3a Koje MOXKEMO
3 TPETTIOCTABUMO 1A Cy CMEITEeHH HA CTeK. 34 CBAKM TMap KAHIWIATA MU
MOZKEMO J1a e TUMUHUIIIEMO jeJTHOT, TUTAEM J1a, JIU 1o3Haje apyror. [lounmemo
y3umajyhu mpBa aBa KaHaumara ca CTeKa W eIuMUHUIIyhn jeaHOr O mHux.
Hasbe y cBakoM kopaky GopMUPaMO 11ap 0 PEOCTAIOr KaH uaaTa u (CBe JI0K
je crek HemnpaszaH) HapelHe 0cobe ca CTeKa, U eJMMUHMIIEMO jJeJHOr Ol huX. ¥
TPEHYTKY KaJ| CTeK [IOCTAHE [1PA3aH, UMAMO CAMO jEJHOI KaHAUJAATa. 3ATUM Ce
MpOBepaBa 1a Ju je Taj Kauaugar 3se37a. CTek je peaan30BaH E€KCILIHIIUTHO
KopuihemeM UHIEKCA ¢, 7, u Naredni.

Zvezda(Poznaje)
ynaz: Poznaje (n X n Bynosa marpuna ca Hyaama Ha, IUjaroHasIH)
n3naz: Zvezda
i < 1; {ocoba A}
j < 2; {ocoba B}
Naredni < 3; {cinenehu koju hie ce uposepasaru}
{mpBa (aza: emuMuHUITY Cce CBU KAHIUJATU OCUM jEITHOT }
while Naredni <n-+1 do
if Poznaje[i, j] then i < Naredni {emumunarnmja i}
else j «+ Naredni {erumunanuja j}
Naredni <— Naredni + 1
{mo m3nacky u3 mewbe je wm i =n+ 1 wm j =n + 1}
if i =n+ 1 then Kandidat < j
else Kandidat < i
{npyra da3za: nposepa na qu je Kandidat 3Be31a }
Jeste < true {true ako Kandidat jecre 3Be3na}
k+1

© 00 ~JO ULk Wi

—
— O

—
= 0 N
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15 while Jeste and k£ <n do

16 if Poznaje[Kandidat, k] then Jeste < false
17 if not Poznajelk, Kandidat] then

18 if Kandidat # k then Jeste < false

19 k<k+1

20 if Jeste then Zvezda < Kandidat

21 else Zvezda < 0 {nema 3Be3ae}

Caootcenocm. Tlocrassba ce najsuiie 3(n — 1) nurama: n — 1 nurama y 1pBoj
aszu na 6u ce enuvunaucana n—1 ocoba, n najsume 2(n—1) nurama 3a TPOBEPY
Jla JIW je TPeoCTasn KaHInIaT 3Be3zaa. lIpuMernMo fna BenndwHa, yiasa Huje
n, vero n(n — 1), 6poj enemenara marpuie. IIpukazano pememe mokasyje Ja
je moryhe oxpenurTu 3Be31y upersienajyhu vajsumie O(n) ereMeHaTa MaTPULE
[IOBE3aHOCTH, MAKO je jaCHO JIa Pelierhe Mopa OGUTHO na 3aBucu oj cBux n(n—1)
€JIEMEHATA MATPHUIIE.

4.6 [llpumep npumeHe pa3narakba: MAaKCUMYM CKyna NpaBoyraoHMUKa

Heka cy L, D u V peanuu 6pojesu taksu 1a je L < D u V > (. IIpaBoyraona
dbyuxmmja (mpaBoyraonuk) ca napamerpuma (L, D, V) je bynkuuja

0, < Lwuwmzx>D
frpv(z) = V, L<z<D

IIpo6uem. aro je n mpasoyraonuxa fr, p,v,(z), i = 1,2,...,n. Ilorpe6uo
je onpemuTn ”KOHTYPY” OBOI CKyIIa MPAaBOYTAOHUKA, OMHOCHO (DYHKIIH]Y

fx) =max{fr, p,v;(x)]|i=1,2,...,n}

IIpumep ynasa u u3nasa npukasas je na caunum [L.3} ynas cy uerupu npaso-
yraornuka (1,4,3), (2,6,4), (3,8,2) n (7,10,3), canka (a), a pesynryjyha
KOHTypa mprnkasana je ma cammm [£.3(6). Usnasma dynkumja f(z) moxe ce
OIMCATHU CKYTIOM MHTEPBAJIa Ha KOJUMa OHA MMa KOHCTAHTHY BPEIHOCT, U BPEI-
HOCTHUMa y THM WHTepBammMma. [IpyruM peunma, f(T) ce 3a71aje HI30M mapoBa
(zi,v5), i =1,2,...,k (upu uemy je vy = 0), rako ga je f(z) =v;3a z; <z <
Tiv1, © =1,2,..., k. 300r jeHOCTABHOCTHU [IPETHOCTABIBA /1A j€ JOII Tg = —00,
vo = 0, Tp1 = co. Y npumepy na cimmm [.3(6) dbynkumja f(z) ommcyje ce
Hu3oM maposa (1,3), (2,4), (6,2), (7,3), (10,0).

=N W
=N Wk

12345678910 12345678910
(a) (6)
Cuuka 4.3: Tlpumep yiiaza u u3snasza 3a HpodJIeM HATAXKEha MAKCUMYMa, CKYyIIa
npaBoyraonuka: (a) ymas; (6) uzas.
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JIMpeKTHM NPUCTyN peIaBamy OBOT MPOOJIeMa 3aCHABA Ce Ha, MPOIIUPHBAILY
pelema KOpakK 1o KOPakK, Tj. IPOIIMPUBAY PEIEha 3a NPBUX 1 — 1 mpaBoyra-
OHWKA HOBWUM, N-TUM MPABOYTraoHWKOM. Baza muayknuje n = 1 je jemHocraBHa:
NpaBOyTraoHnK fr, p, v, (x) mpersapa ce y Gynkmmjy fir, vi),(p,,0)(z)- Jda 6n
ce MaKCUMYyMy

fn—l(x) = f(wl,U1),(wg,'uz),...,(xk,vk) (IZ’)
IPHUKJBY IO N-TU IPABOYTAOHUK [, p, v, (%), Tpeba mponalin Taxse HHAEKCE i,
Jymajew; < Ly <wiyr, vy < Dy <xji1, 0 <0 < j < k: pennoct dynkiuje
frn—1(z) Moxe ce npu npesnacky Ha f, () IPOMEHUTH CAMO Y OHUM MHTEPBAJIUMA
KOHCTAHTHOCTH Ca KojuMa uaTepsas [L;, D;) uma menpaszan npecek. HoBu makcumym
je

max{fn-1(z),Va}, Ln<x <D,

NurepBain KOHCTAHTHOCTH [Z;, Tit1) U [T, T 4+1) byHKIHje fr,—1(x) y ommrem
cayuajy 6usajy raukama L, u D,, nogesenu va noguarepsade [x;, L), [Ly, Tit1),
onHOCHO [z, Dy), [Dy, j41), y KOjuMa je Bpeauocr f,(x) KoHCTanTHA; HOpPes
Tora, y WHTepBasuMa [z, x;+1), | = i+ 1,...,7 — 1 y kojuma f,_1(z) nva
BpeIHOCT Mamy o Vi, fr(z) mobuja HoBy (y omHocy Ha f,—1(x)) BpemHocT V.
V npumepy Ha caumm je n=>5, (Ly,Dy,,V,) =(59,3.5), u

falz) = { fn—1(2), < L, nmm x> D,

fn71(if) = f(1,3),(2,4),(6,2),(7,3),(10,0)(95),
fn(®) = f(1,3),2,4).(6,3.5),(9.3),(10,0) (T)-

=N W

1 2345678910

Cnuka 4.4: JlonaBarbe HOBOT TPABOYTAOHUKA MAKCHMYMY TPETXOIHUX 1 — 1 ca

cauke 3]

OBaj asropuTaM je KOpeKTaH, aju Huje e(PUKACAH: JOJABABE N-TOT MPABO-
yraouuka dysrimju f,_1(x) 3axreBa O(n) Kopaka, 1a je yKylHa CJIOXKEHOCT
O(n?). AnropuTtaM ce MOKe YCABPITHTH TPUMEHOM MeToa pasiarama (divide-
and-conquer) . Ymecro npesacka ca n — 1 Ha n, epukacuuje je HpouIMpUBaTU
perriere ca n/2 Ha n paBoyraonwka. Basuu ciy4aj je Beh pasmorpen. Kao mro
CMO BUZEJN paHuje, perieme nudepenine jennaunue T'(n) = T(n — 1) 4+ cn je
T(n) = O(n?), nox je pememe jemnaunne T'(n) = 2T(n/2)+cn naro ca T'(n) =
O(nlogn). Hakne, ako nomeaumo npobJjeM Ha JBa jeJHaka IOTHpobiaeMa u
Jo0ujeHa perrema MOTIpodaeMa 00jeITuHIMO 3a JTHHEAPHO BpeMe, OHJA je CJI0-
xkenoct anropurma O(nlogn).

Y mpobiieMy ca MpaBOYraoHWIINMA pA3JIarame e 3aCHUBA Ha 3alarXKamy /1a
je 3a J01aBabe HOBOT IPaBoyraoHuka, byHKIMju fr,_1(x) moTpedHO y HAjropem
cIydajy JHHEAPHO BPEMe, a Ja Ce 3a JIMHEAPHO BpeMe MOry OOGjeMHUTH n
JBe paziuuute QpyHKIMje frl,,/z(x) u f;f/2(:v), peliema JBa HoTopobieMa 3a 110
n/2 npaBOyraOHUKA. 3a ACHMMIITOTCKUA MCTO BPEME [OCTHXKE Ce MHOI'O BUILE
kopucrehu apyru mpucrym. JBe y jgesioBuMa KOHCTaHTHE (DYHKIIAjE MOTY Ce
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KOMOMHOBATH Y OCHOBHM HCTHM aJTOPUTMOM KOJUM je KOMOWHOBAH jeIaH Ipa-
BOYIaOHMK €2 jeJHOM TakBOM (byHKuujom (cimka . IIpekuane Taduke aBejy
dbynxmuja f), /2(37) u fl! /2(SL‘) ce TIPOJIa3e WCTOBPEMEHO CJIEBA Y JECHO, MICHTH-
dbukyjy ce z-KoopauHaTe KpajeBa WHTEpBAJa KOHCTAHTHOCTH (dyHKIHje fr ()
u onpelyjy Bpeauoctu f,,(x) y Tum unrepsanuma. ObjenumbaBarmbe ce U3BPINaBa,
3a JIMHEAPHO BpeMme, ma je cjoxkeHocr komiuieTHor aiaropurma O(nlogn) y
HAJjTOpeM CJIydajy.

=N W ok Ot

Cnuka 4.5: Ogpehupame MaxkcuMyMma IBe y JI€JIOBUMa, KOHCTAHTHE (DYHKITH]E.

4.7 W3pauyHaBare pakTOpa paBHOTexe OuHapHor ctabna

Hexka je T 6munapuo crabsio ca kopeHom 7. Bucmua 4BOpa v je pacrojame o
v 710 Hajaasber moToMka. Bucuna crabsa je BuCuHa, meroBor kopena. PakTop
PaBHOTEXKE 4YBOpa v JedUHUINE Ce KAO PA3JIMKA BUCHHA, HErOBOT JIEBOT W
JecHor moacTabiia; 3a cTabIo Koje HemocTaje, cMarpa ce ga nMma sucuny -1. Ha
CITATIH MpUKa3aHo je OMHAPHO cTabJI0 KOJ KOra je y3 CBaKH YBOD YIUCAH
nap h/b, tne je h Bucuna 1BOpA, a b WHEroB (GaxKTOp paBHOTEXKE.

3/0
Q.
2/0 o/ \o 2/ -2
1/1 /o/ \o 1/ -1 o 1/1
J \o J

Cauka 4.6: Bunapuo crabno ca o3nakama h/b y3 ynyrpaimme usopose (h —
BucuHa, b — hakTOp paBHOTEXKE YBOPA).

IIpob6aem. 3a 3amaro crabso T’ ca n 9BOpoBa u3padyHaTn HPAKTOPE PABHOTEKE
CBUX YBOPOBA.

[Tokymrahemo ca MH/IyKTUBHUM IIPUCTYIIOM U HajjeJHOCTABHUjOM HH/IYKTHBHOM
XUIOTE30M.

NuaagykruBHa Xxunoresa. 3HAMO [a W3PAIYyHAMO (DAKTOPE PABHOTEXKE CBUX
9BOpOBA y crabiuMma ca < n YBOPOBa.

Basmuu caygaj n = 1 je rpuBmjaman. Ako je maro crabsao ca n > 1 YBopoBa,
MOKEMO [Ia YKJIOHUMO KODEH, 3aTUM Ja PeImuMo npobsieM (MHIYKTUBHO) 3a
nBa mojcTabsa Koja cy mpeoctasna. Ompemenuain MO ce 33 YKIIAmbambe KOPeHa
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360r Tora mTo (aKTOP PABHOTEXKE YBOPA ¥ 3aBUCH CAMO OJf YBOPOBA HCIIOJ V.
36or Tora 3aamMo (haKTOpPE PABHOTEXKE CBUX YBOPOBA U3y3eB Kopena. Mehyrum,
daxTop paBHOTEkKE KOpeHa 3aBuch He o (haKTopa paBHOTEKE, HETO O BUCUHA
ErOBUX CHHOBA. 3AK/bYIyjeMO /18 ¥ OBOM CJIy4ajy jeHOCTABHA WHIYKIWja He
pemmasa mpobsem. [TorpedHo je ma 3HAMO 6ucuHe CMHOBA KopeHa. ieja je ma
HaJIayKerhe BUCHHA YBOPOBA MPUKJBYIUMO MOJIA3HOM IPOOIeMYy.

ITojayana MHAYKTUBHA XUIIOTE3a. 3HAMO JIa U3padyHAMO (DAKTOPe pABHO-
TeXKe W BUCHHE CBAX YBOPOBA y cTabsimMa KOja uMajy < m 4BOPOBA.

Basuu ciydaj je monoBo TpuBmjaman. Kam caga mocMaTrpaMo KOpeH IIPO-
u3BOJbHOI cTabJia, meroB PakToOp PABHOTEXKE MOYKEMO JIAKO 14 OAPEIUMO KAo
Pa3INKy BUCUHA HETOBMX CHHOBA. MOKeMO J1a OIpenMOo U BUCHHY KOPEHa: TO
je Beha o1 BuCHHA HErOBUX CHHOBA, yBehaHa 3a jeaH.

KapakrepucTuka 0BOT aJITOPUTMA, j€ [a OH PEIaBa HEllTO ONIITHjH TTPOOIEeM.
Yumecro ga pagynamo camo GpakTope PaBHOTEXKE, MU U3PAIYHABAMO W BHUCHHE
qBopoBa. Mcmocrassba ce fa je OnmTuju mpodaeM JIAaKIIH, jep ¢e BHCHHE JIAKO
pauyHnajy. Ako je pememe omnruje (jep je npobjem npoimmpen), OH/a WHILY K-
THUBHU KOPAK MOXKe OWTH jeTHOCTABHWjH, jep MOCEIyjeMO CHAXKHUja CPEICTBA.
YobuvajeHa rpenika MpH pellaBamy HIUper mpobsema je ja ce 3abopaBu Ha
MOCTOjame JBa ITapaMerpa, U [1a Ce CBAKU OJ ’hbUX MOPA MOCEOHO M3PAYyHATH.

4.8 Hanaxere MakCMManHor y3acTtonHor nogHu3a

IIpo6aem. 3azar je uus x1, Ta,..., T, peannux OpojeBa (He 06aBE3HO 1103U-
tuBHEX). OIPeINTH HOTHUS Li, Tit1,. . ., £j Y3ACTOMHUX eJIeMeHATa, ca HajBehiom
moryhiom cymom.

3a osakas noguu3 pehu hiemo na je makcumastau moguus. Ha nmpumep, y
Hu3y (2,-3,1.5,—1,3,—2,—3,3) makcumasnuu moauus je 1.5, —1,3, ca cymom
3.5. Moxe [1a TOCTOju BHUIE MAKCUMAJIHUX TOJHU30BA, 1aTOr HU3a. AKO Cy CBU
YJIAHOBM HU3A HETATUBHHU, OHJIA j€ MAKCUMAJIHHU [OAHU3 npa3aH (1o nedbuHuimju,
cyma npassor nusa je 0). Bosesn Gucmo ma umamo ajgropuram Koju peliasa
oBaj upobuieM u upervieda (LIpoJa3u HU3 PEJAOM CJIEBa y JIeCHO) HU3 CAMO J€JHOM.

NupykTuBHaA Xunoresa. 3HAMO Ja HaheMO MAKCHMAJIHU [TOJHA3 ¥ HU30BAMA
oyxKuHe < n.

3a n = 1 mMakcumMaHU TIOAHU3 je Opoj x1 ako je xp > 0, OMHOCHO Tpa3aH
noxHn3 ako je x1 < 0. [locmarpajmo vn3 S = (a1, 2, ..., %,) AyKuHe 1 > 1.
[Ipema WHIYKTUBHOj XUIIOTE3W MU yMEMO J1a MpoHalleMO MaKCHUMAaJIHU MOTHU3
Shy vm3a S = (x1,22,...,%,—1). AKO je S}, Ipa3aH NOAHHU3, OHJA Cy CBH
Opojesn y Hu3y S’ HEraTHBHH, 114 OCTaje J1a Ce PA3MOTPH CaMO Ty, IIpeTnoctaBumMo
caga na je Sy = (4, Tiy1,..., ;) 32 HeKe unAeKce ¢ U j rakse fa je 1 < i <
j<mn-—1. Ako je j =n—1 (0AHOCHO MAKCUMAJHU TOIHU3 je CydUKC), OHIA
j€ JIaKO OBO peleme MPOIUPUTH HA S: aKO je OpOj X, MO3UTHBAH, OHJA OH
npoayxyje Sy, a y nporuBHoM noxHu3 Sh, je MakcuMmanan u'y S. Mehyrum,
ako je j < mn — 1, ouzna mocroje ase moryhnocru. Wnn S}, ocraje Makcumannu
noaHu3 y S, Wi OCTOjU APYIH HOAHU3 KOjU HUje MakcuMasan y S’ aiu mocse
JOIABAa, T, MOCTaje MAKCUMAJIAH y S.

Kmpyuna uneja je ma ce mojaua mHAyKTHBHaA xumore3a. Ona hie Outn
JEeMOHCTPUPAHA HAa TMPUMEPY HAJIa’Keha MAKCHMAJIHOT MOJHW3A, & 3aTUM he
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HEIIITO ommTHrje butn pasmorpena y cieaehem onemky. IIpobirem ca pazmorpenom

WH/YyKTHBHOM XHUIIOTE30M je y TOME IITO X, MOXKE Ja IIPOLYKHU HOJHU3 KOju
Huje MakcuMadsan y S’ m tako popmupa HOBM MakcuMasHau nogau3 y S. Ipema
TOME, HEje JOBOJHGHO CaMO TO3HABAMe MaKCUMAaJHOT moman3a y S’. Mehyrum,
2y, MOZKE J1a, IPOJTYy KK CaMO TIOJHU3 KOjU Ce 3aBPIIaBa Ca Ly —1, OJTHOCHO CYyhUKC
mu3a S’. [lpernmocraBuMo ma CMO mojadanm MHAYKTUBHY XUIOTE3Y TAKO Ja
00yXBaTH 1 HAJIAXKEHE MAKCUMAIHOT Cyhukca, o3uadenor ca Sy = (Tk, Ti41, -

Ilojauana mHAYKTMBHA XUnore3a. Y HU30BUMA JIyKUHE < 7 YMEMO I
nporaheMo MaKCHMAJHA TOSHU3, ¥ MAKCAMAJHHA Cy(HUKC.

Axo 3a nomau3 S’ 3HamMo 0b6a oBa MOAHU3A, AJITOPUTaM TIOCcTaje jacan. Mak-
CUMAJIHU Cy(()UKC mpoImupyjemo opojem x.,,. Ako je mobujena cyma seha of cyme
(r106aJIHO) MAKCUMAaJIHOT TIOJHU3A, OHJA MMAMO HOBM MAKCHMAJIHU IOJHU3
(rakobje u HoBu Makcumasuu cyukc). Y NPOTUBHOM, 3a/IP2KABAMO [IPETXO/HH
MakcuMaaau nogau3. Ilocao ThMe Huje 3aBpIneH: HOTPEOHO je OAPEeTuTH H
HOBU MAKCUMAJIHUA CyQUKC. Y OMINTEM CIydYajy HOBU MAKCUMAJHU CyQUKC Ce
He 100uja yBEeK MPOIUPUBAIKEM CTapor OpojeMm x,. Moxe ce moroautu ma je
MaKCHMAJHN Cy(HUKC KOjU ce 3aBPIIaBa CabuPKOM &, HeraTuBaH. Tama je HOBH
MaKCHMaJHu Cy(dUKC yCTBAPU IPa3aH moanu3, ca cymom 0.

Max_uzast_podniz(X,n)
yna3: X (HU3 JDyKuHe n)
n3naz: Glob_max (cymMa MaKCHMATHOT TIOHU3A)
1 Glob-max <+ 0 {noyerHa BpeAHOCT II00ATHO MAKCHMAJIHE CyMe}
2 Suf_max + 0 {moverHa BpemHOCT CymMe MakCHMATHOT Cydukca}
3 for i+ 1tondo
if z[i] + Suf_-max > Glob_max then
Suf_mazx <+ Suf_max + x[i]
Glob_max < Suf_max
elseif z[i] + Suf-maz > 0 then
Suf_mazx <+ Suf -max + xli]
else Suf_mazx + 0

© 00~ O Ot

4.9 T[lojauaBatbe UHAYKTUBHE XMnoTese

IlojauaBame MHIYKTUBHE XUIOTE3E je jeTHa O/T HajBasKHUjUX TEXHUKA 33 JOKa-
3uBame TeopeMa MHAyKnujoMm. [Ipuankom Tpakema J0Ka3a 9ecTO ce HauIa3’
Ha ciaenehy curyanujy. Heka je reopema Kojy Tpeba mokaszaru o3HadeHa ca P.
Nunykrusha xunoresa Moxe ce o3nauutu ca P(< n), a Joka3 reopeme CBO/M
ce Ha pokasusame Taunocru TBphema P(< n) = P(n). Y mHOro ciayuajesa
MOXKe Ce YBECTHM JOIYHCKa TpeTrnocTaBka (), Koja ojakimaBa Joka3. dpyrum
peunma, Jakiie je mokazaru [P A Q](< n) = P(n) mero P(< n) = P(n).
[MpermocraBka MoXkKe Jia uU3rIeJa KOPEKTHA, ajld HHUje jaCHO KaKO Ce MO¥Ke
nokazaru. Mzeja ce cactoju y Tome Ja ce () YKIbY9d Y WHIYKTUBHY XHIIOTE3Y.
Capa je morpebno nokaszaru na [PAQ|(< n) = [PAQ](n). Konjyukuuja PAQ
je jade TBpheme Hero camo P, ajm ce WecTto jada TBphema JIaKIe IT0Ka3y]y.
[Iporiec ce macrasspa, u mocse onpelieHor OpPoja yBEIEHUX MPETIIOCTABKY MOXKE
Jla JIoBejie JI0 3aBpIeTKa Joka3a. IIpobisiem Haslakema MaKCHMAJIHOL TTO/IHU3a
je nobap mpuMep Kako ce OBaj HPHHIIUAI MOXKE MCKOPUCTUTHU 33 YCABPIIABAIHE
aJIropurama.

. .,(Enfl).
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Hajuerrha rpemka npuinkom Kopuiihema OBe TEXHUKE je TPEBU/L INHEHUIIE
J1a, je 1oaTa IOy HCKA IPETIIOCTABKA Y TPEHYTKY Ka/l Tpeba KOPUTOBATH JIOKA3.
Jpyrum peanma, Mu gokasyjemo Tepheme [PAQ](< n) = P(n), 3ab6opasmajyhn
J1a je yBeJieHa, IOy HCKA MTPeTIOCTaBKa (). Y mMpuMepy ca MAaKCUMAaJIHUM TTOJHU30M
JI0 OBe rpelrike 61 JIOIIJI0 aKO He OMCMO n3patyHaJ Il HOBH MaKCUMAJIHU CyDHUKC.
Cnuano, y mpuMepy ca HalaxKemeM (PAKTOpa PABHOTEKE YBOPOBA OMHAPHOT
crabiia, OBaKBa rpemka Omaa 6u ako ce He M3padyHa BHCHHA KOPEHa CTabIa.
[Ipema ToMe, BayKHO je TPEITN3HO PETUCTPOBATH TPOMEHE WHIYKTHBHE XUTOTE3E.

4.10 VYobuuajeHe rpewke

Ocspuyhemo ce Ha Heke Morylie rperike TPUINKOM HHIYKTUBHE KOHCTPYKITHje
anropurama. Ha npumep, gecto ce 3abopassba Ha 0a3y mHAYKIHje. Y CIydajy
PeKyp3uBHE TIporeaype 6a3HU CIydaj je Of CYMITHHCKOr 3HA4Yaja, jep ce Kpo3
mera u3ja3u u3 pekypsuje. pyra decra rpeiika je npomnpuBame peremna 3a
N Ha, PEIlierhe CIenjaHor, YMEeCTO MPOU3BOJHHOT CIy4daja mpobaema 3a n + 1.

HenamepHna mpoMeHa WHIYKTHBHE XUIOTE3€ je Takohe decra rpemka. Jle-
morcTpupahemo 1o Ha jenroMm mpumepy. I'pad G je GummapTuTHM aKO CE HETOB
CKYTI YBOPOBA MOKe ITPEICTABUTH KO JUCjyHKTHA YHHja IBA MOJCKYIA, TAKO Ja
He ToCTOoju rpana m3Mely nBa mpou3BospHA YBOPA M3 UCTOr HOCKyIa. Moxke ce
J0Ka3aTu Ja je 3a nose3an bunaprurau rpad OBaKBO pa3jiarame y JUCjyHKTHY
VHU]Y jeTHO3HATHO.

IIpo6aem. 3a 3amatu noBe3anu HeycMmepenu rpad G yCTAHOBUTH 3 JIU je
OMIapTUTHH, a aKO jecte, mpoHahu onrosapajyhe pasiarame BHeroBuxX IBOPOBa
y JUCjYHKTHY YHHU]Y.

ITorpemHo perneme: YKamaM0O YBOP U U PA3IAKEMO OCTATaK rpada WH-
ayknmjoM, ako je moryhe. IIpsu moxckyn 3paliemo 6eau, a apyru uyphu. Axo
je v moBe3aH caMO ca OeMM YBOPOBHMA, MPHUKJBYIYjeMO ra IMPHOM CKYILYy, H
OOpHYTO — aKO je v IOBE3aH CaMO Ca IPHUM YBOPOBHMA, MPHUKJBYIYjEMO Ta,
GesoMm ckymy. AKO je v TOBE3aH ca YBOPOBMMA M3 00a MOACKYMa, OHIa rpad
HUje OMIMAPUTHUTAH, jep je pa3Jiarame jeJHO3HAYHO.

OcHOBHa T'pelKa y OBOM pellieby (a TO je rpelika KOjy CMO HAMEPABAIH [
UJIyCTPYJEMO) je y TOME HITO IOCJIe YKJamama YBopa v rpad He Mopa Jia ocrane
nose3an. IIpema Tome, Mmamu npuMep npobaeMa HUje UCTH Ko MOJIA3HU, 1A Ce
WHIYKIIAja He MOYKE KOPUCTUTH. AKO OHUCMO YKJIOHWIN YBOP KOju He ”pa3buja”
rpad, pemremne O6u OUI0 KOPEKTHO.

4.11 Pe3ume

YV oBOM MOrIaB/by TPUKA3AHO je BUIE TEXHUKA 3a KOHCTPYKIIU]Yy AJTOPUTAMA,
KOje Cy y CTBapW BapHjaHTe jeJHOr MCTOr mpucrymna. HoBe TexHmke u OpOjHH
npumepu 6uhe naTu y Hapeannm rnorsiasbuMa. Hajoopu HAUWH 114 ce Te TEXHUKE
CaBJIAIAjy je Ja ce OHe KOPHUCTE 33 permaBame mpodsema. [Ipunmkom permaBarma
npobiieMa KOPHUCHO je mMaTh Ha yMmy cienehe cyrecTuje:

e [IpuHInn MHAYKIMje KOPUCTHU Ce Ja ce yaa3 3a npobjeM CBeje Ha je/aH
un Builie Mamux. AKO ce cBoljere MOXKe yBeK U3BECTH, a Oa3HU CIydaj
ce MOKe PeluTH, OHJA je ajropuraMm aedUHUCAH WHIYKIIHjOM, OTHOCHO
nobujen je pekyp3uBau asropuram. OCHOBHA UEja je 1a ce maxKmba CKOH-
LEHTPUIIIE HA, CMahbUBAE IPODJIEMA, & HE HA HEMOBO JUPEKTHO PEIIABAHE.



59

4. KoHcTpyKIiiuja ajaropuramMa UHIYKIILjOM

Jeman oy Hajiakminx HAYMHA J1a Ce CMAamH IPODOJEM je eIMMHUHAIN]A
HEKUX IbEroBHUX €JIEMEHaTa, IMTO Ce MOzKe IIOKYyHIaTH Ha BHUIIE€ HaYXWHA.
IMopen enuvuHaImje eIeMeHATa KOju Cy OYUTJIENHO CYBUIIHE (KaO y O-
JeIbKY , Morylie je crmajame /1Ba eleMeHTa y je/laH, MPOHAIAKEIHe
eJIEMEHATa, KOju Ce MOTYy 00PaINTH Ha MOCe0aH HAYWH, UJIA YBODEHEe HOBOT
eJIeMEHTA KOjU IPEy3UMa yJIOTy /IBA UJIM BUIIE II0JIA3HUX ejeMeHara (Kao
y cayuajy XadMaHoBOr KOAUPamba).

Benuunna mpobiema MoxKe ce cMambUTH Ha Buille HaduHa. MehyTnm, He
J100Uja ce CBAKOM OJI THX PEeAyKIUja ajaropuram ucre epuKacHOCTH. 3aT0
j€ KOPHUCHO Pa3MOTPUTHU PA3IUIUTE PEIOCTEIe TPUMEHE UHIYKTUBHE XV~
rorese.

Jeman on majedWKACHWjUX HAYMHA 3a CMAUBAIHE BEIUUUHE TPOOIEMa
je meroBa TOMeNa Ha JIBAa WKW BHINE TOIjeJHAKWX AeiaoBa. Pasmarame
je eduKacHO aKo ce mpobaeM MOXKe TOAETUTH, TAKO Ja Ce OJ Pellermha
oTmpodeMa JTaKo JI00Kja pemremne mesior mpodaemMa.

[Ipunukom cBohema Ha Mame MoTIpodIeMe, Tpeda TEXKUTH 1A TOTIIPOOIeMu
Oymy 1rro He3aBucHuju. Ha mpumep, mpobyieM cOpTHpama MOXKE Ce CBECTH
Ha MPOHAJIAKEIHe U YKJIAharhe HajMamer eleMeHTa; Pe/I0Ce OCTAJINX He
3aBHCHU OJI YKJIOHEHOI' €JIeMEHTA.

Ha kpajy, cBe Habpojane TexXHUKe Tpeba KOPUCTUTH 3aje/IHO, KOMOUHY]jyhu
uxX Ha pa3He HavymHe. Ha mpmmep, MOXKe ce KOPHUCTHTH DA3arame Ca
rojavaBarbeM WHIYKTUBHE XUIIOTE3€, TAKO Ja Cce J00UjeHn MOTIPobIeMu
JIAKIIE KOMOHHY]Y.






[nasa O

CrpaTternje koHcTpykumnje
anropvtama

5.1 VYsog

ITocToju HEKOMKO O3HATHX CTPATErHja KOHCTPYKIIHje aaropurama mehy Kojuma
Cy QJITOPUTMU TPYOe CHUJIe, TTOXJIETHN aJITOPUTMHU, TTpeTpara ca Bpahiamem, rpaname
ca OJICeIarbeM, pa3Jiarame, TMHAMUYKO TTPOrPaMUparbe.

Anzopummu 2pybe cuse TOAPA3YMEBaAjy TPETJIeIarmbe CBUX MOIYyNUX peremna
n Hajuerrhe ce nmpuMemyjy Ha onTUMH3amuoHe npobsieme. OBa crpareruja je
MPUMEH/bUBA CAMO 33 BPJIO MaJjie yJjia3e, 0K Ce 33 BeJIWKE yjia3e yIJIaBHOM
Tpara 3a HeKuM edpukacHujuM aaropurmom. Ha mpumep, ykoauko 6u mpobiem
610 1a ce 3a JaTH MPUPOIAH OPOj m OApeie CBYU HEroBU JEJIWOIH, aJIrOPUTAM
rpy6e cuie 6u 3a cBaku 11€0 6poj ox 1 10 n/2 nmpoBepaBao ma Ju Jaeau 6poj n.

Wneja noraennux aszopumama je 1a yBeK mpase u300Op KOju 1eiyje Hajoobu
y ToM TpenyTky. Jlakie, mpaBu ce JIOKAJHO ONTUMAJIHWM u300p y Haau ga he
0oBaj m300p BOAUTH W TVIOOATHO HajOoosbeM pererby. Iloxmenau aaropuT™Mu 3a
Heke (He cBe) npobieMe HpOHAJIA3e ONTUMAJIHO peunierse. Ha npumep, ako je
npobsieM Jla 3a JATH HW3 HOBYAHWIA KOJ€ MMAMO HA PACIojaramy BPATHMO
Kycyp ca HajMamuMm Moryhmnm OpojeM HOBUYAHUILA, MOXJIETHU AJTOPUTAM O y
CBAKOM KOpakKy Ompao Hajsehy HOBYAHHWIIY KOja je HA PACIOJAramy, a Koja je
Mama of TeKyhe BpPeIHOCTH MPEOCTATor Kycypa Koju Tpeba Bparutu. OBakas
MPHUCTYII y OIIITEM CJIydajy He TapaHTyje H00ujarme ONTUMAIHOL PElIeHha.

Ilpempaza ca epaharwem wnnm ckpaheHo npempaza TpeaCcTaBba jEAHY O,
HAJOIIITHjUX TEXHUKA KOHCTPYKIHje AJITOPATAMA M MHOIH IIPOOJEMU KOJjH Ce
TUYY TPaXKEHa CKYTIa PEIIeHa, UK KOjU MMAa]y 34 II1J/b 0pehuBame ONTUMATHOT
pelema Koje 330BOJbaBa HEKHW CKYIl OIPDAHUYEIhA MOTY Ce DEIIATH Ha OBaj
HaunH. AnropuTMmu nperpare ca BpahameM Tpaxke peleme mpodIeMa CucTeMa-
TUYHOM MPETPAroOM MPOCTOPa perrerba. [Ipobiem Koju ce MO2kKe peruTu Ha OBaj
HAYWH je PellaBame CyIO0KYy 33/1aTaKa, JAKJIE 33 ATy JAeJUMUYHO IIOIyHHEeHYy
9x 9 Marpully g0aeauT OPOjeBe MPA3ZHUM TOJBUMA MATPHUIIE TAKO /18, CBAKHU PE/I,
BpcTa U 3 X 3 OAMATPHUIIA CAIPIKK 10 jemuoM cBe mudpe o 1 10 9. Anropuram
rpybe cuje Ou remepucao cBe Moryhe xoHduUrypaimje u mpoBepaBao Ia Jin je
nponaheHa KoH(MUTypalyja BaIUgHA, JOK OM aIropuTaM IIpeTpare mpe CBake
JI07ieJie BPEIHOCTHU IIPOBEPABAO0 /14 JIM je Ta JI0/IeJia [I03BOJbEHA U Y CIIy4ajy J1a
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jecTe peKyp3uBHO HACTAB/HAO JIA/bE, OTHOCHO y CIy4ajy /3 HEje MPoBepaBao ou
HapeHy Moryhy BpemHOCT 3a mojedy.

I'panarve ca odceyarem je Bapujaruja mperpare, Koja ce MOKe MPUMEHUTH
aKO Ce TPaKu MUHUMYM (MJIM MAKCUMyM) HeKe HubHe (yHKIuje. ¥ OBUM
AJITOPUTMUMA BAaXKHO je U3padyHaBarbe JOOPHUX JIOBUX WM TOPHUX TPAHUIA
KOje CIIy»Ke 3a paHuje HAMyIITarme HEMEePCIeKTUBHUX MapIujaTHUX Perersa.
Jlakyie, akO ce Ha OCHOBY TeKyher maprujajHOT pelema He MOXKe J00UTH
0oJbe perese o1 Tekyhier HajOO/bEr pPeIerha, OHIA Ce OBO MAPIHjATHO PEITICHE
HCKJBYUyje U3 Jajher pa3MaTpama u BPIu ce ojcename. Ha npumep, y npobiemy
Oojema rpada MuHHMAIHEM OpojeM 60ja, Moryhe je BPIIUTH O/CENAme y CH-
Tyanuju Kaja je nmorpebno ysecru HOBY 00jy 3a Oojeme rpada, aume 6m Opoj
ymorpeb/berux 00ja mocrao jemHak 0pojy 6oja xojuma je rpad Beh ycmemrno
obojeH.

Y HacraBky hemo nerajbHUje PA3MOTPUTH CTPATErHjy JUHAMUYKOL POrpa-
MUpamba U BUJETH jOIT jeJJaH MPUMED CTpaTeruje pa3arama.

5.2 [duHamnyko nporpamuparbe

Crmano Kao pasiarame, JMHAMIYKO IPOrpaMupahe periasa npodieMe CBO-
bemem Ha nornpobieme. Crpareruja pasiarama 1eau npobeMe Ha JUC]yHKTHE
norapobieMe, KOje PeKyP3UBHO PEIIaBa U 4Uhja PElIeha KOMOWHYje y pelleme
TOJIA3HOT TPOoOJIeMa. 3a pa3IuKy O TOTA, IWHAMUYKO MPOrPAMUPAIHE CE TTPHU-
Membyje KaJa ce MOTIpOoOJeME MPEKJIANajy, Tj. KaJa MOTHpobeMu uMajy 3a-
jenHudke moTmpobseMe. Y TaKBO] CHUTYAIlHMju METO] pa3Jjarama 00aB/ba BUIIIE
OCJIa HEro MITO jeé HEOIXOIHO, pelnaBajyhu BuUile myTa WCTe MOTIpodseMe.
JuHaMI9IKO MPOrpaMuparbe PeiaBa CBAKH MOTIPOOIEM CaMO jeIHOM U Pe3yJi-
TaTH ce 3amncyjy y oarorapajyhy rabesmy.

JlunaMu49KO mporpamMmpamme ce Hajdemrhe mpuMemyje Ha MpobeMe OIMTH-
vu3anuje. IIpuaukoMm paspoja ajaropumrama OBOT THIIA, PA3IUKYjy C€ HYeTHPH
KOpaKa:

1. kapakTepuzaluja CTPYKTYypPe OINTUMAHOT pPellemha
2. pekyp3mBHO Jedunmncame gpedrocmu ONTUMAHOT Penierha

3. W3padyHaBame 6pedHOCYU ONTUMAJIHOD PeIleba, Hajdelnlie Pegocie oM
0/103/10 HA TOpe

4. PeKOHCTPYKIHja ONTUMAIHOT PElieiha HA OCHOBY M3PAYyHATHAX MOJIATAKA

Kopanu 1. — 3. cy ocHOBA pelerna MPUMEHOM IUHAMUYIKOT TPOTPAMUPAHA.
Ako camo pereme HEje TOTPeOHO, KOpakK 4. MOXkKe ce m30cTaBuTu. AKO ce mak
W3BpINaBa U KOPaK 4., MOHEKaJ je TOTPEOHO ¥ OKBUPY KOPaKa 3. MPUKYILHATH
nonarae wadoOpMalmje, 1a 6u ce OJAKINAIa PEKOHCTPYKIN]ja ONTHMAJIHOT Pe-
mIemba.

Y macraBky hemMo BuIeTH KAKO CE€ JWHAMHUYKO TMPOrPDAMUPAE IPUMEbYje
Ha peInaBame HEeKHX MpobseMa, Kao IITO Cy MpoOJeM pacernama Kuie, 30mp
MO/ICKYIIA U M3PAYyHABAE €IUT-PACTOjaba ABA HU3A.
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5.2.1 TMpobnem paceuara xuue
I'soxhapa npomaje KomMaae KUIe Ay>KUHE § 10 TEHU P; 1,2, ... ¥ CKIaIy Ca
nenosHnkoM. [Ipumep neHOBHUKA NpuKas3aH je y tabenn [5.1}

2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 9 10 17 17 20 24 30

Jy2KUHA § ‘
newa p; |

1
1
Tabena 5.1: [Ipumep 1eHOBHUKA, Ca, IEHAMA, P; KOMAIA YKUIE PABTUIUTE Ty KUHE
i

Y reoxkbapu umajy Koyt xKute ayxume n. [Ipobaem paceyarva slcuye riaacu:
KakO mcehu 2Kuily Ha KOMaJe TakKo /1 30up IeHa CBUX KoMaua Oyae HajBehn
voryhu? Ha mpumep, ako je n = 4, xkwurma ce Moxe ncehu Ha MeT CYIITUHCKA
pasinunTux HauuHa (momTo je 6poj nmaprunuja 6poja 4 jenHax 5):

HapTI/ILLI/IjaTl:4‘4 341 242 241+1 1+1+41+41
30up 1eHa ‘9 9 10 7 4

Tabena 5.2: 36up 1eHa 3a pa3audyuTe MapTUIKje Opoja n = 4

Kao mTo ce moxke Bumern u3 Tabese 36up nena komaza je Hajsehu (10)
aKO Ce 2KWIIa NCevYe Ha JIBA KOMAaJA JAyKUHE 2.

Axo ce mpmamKOM pacerama KUIE BOIW PAYYHA O DPEJOCTeNy, OHIA je
ykynau Opoj mpecenama xkwure Hajume n — 1. [Tomro ce HAa cBaKOM 01 THUX
MeCTa KUIA MOXKe He3aBHCHO mpecehin uiam mHe, Opoj HAYMHA, HA KOje CE TO
MozKe ypaauTh je 271, Bpoj CyIITHHCKY Pa3/IHuUTHX HAYNHA PACEIAba, YKUIIE
JyKuHEe N jeqHak je Opojy maprunmja 6poja n, KOju ce aCHMITOTCKHU ITOHAIIA

1

4an/3
OBaKaB HAYWH pelraBarma mpodsiemMa HeedUKACAH 38 BEIUKE 7.

AKo je onTuMasHO peniemne pacehu »Kuily Ha k KOMaJa [Iy>KUHE i1, 12, ...,
(nakae n =iy + iy + ...+ ix), oHua je oxrosapajyha Makcumasina cyma

Kao e™V2"/3 1110 pacre 6pzke 0/ GHIO KOI HOJAMHOMA 110 1. 3601 TOra je

Tn =DPiy +Piy + ... +Di,

3an < 10 HUje TelIKo HEMOCPEIHO N3PAMYHATH BPEIHOCT MAKCHMAJIHE CyMe
r, W oAroBapajyhe mapruimje 3a Kojy ce MOCTHXKE Ta CyMa.:

nl1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m |1 5 8 10 13 17 18 52 25 30
maprmmmje |1 2 3 242 243 6 2};% 246 3+6 10

Bpeanoctu r, 3an > 1 MOTy ce u3padyHaTH HA OCHOBY ITPETXOTHUX BPETHOCTHU:

T = max{pn, 1 + Tn-1,72 + rn_g,..., -1+ 71} (5.1)

IIpsu apryment dbyHaKImje mazx, p, OAroBapa BAPUjAHTH KA/Ia Ce TeJ1a KA
JyKuHe n upogaje kao jegan komaza. Ocrammx n — 1 aprymeHara oaroBapajy
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MaKCHMAaJIHOM 30MPy aKO Ce YKHUIA HA NOYeTKY HAjIpe Impecede Ha JIBa KOMAIA
JIy2KHHE %, OJHOCHO 1 — ¢, ¢ = 1,...,n — 1, mocjie 4era ce Ta JBa KOMaJa
ONMUMAAHO PACEKY HA Marbe KOMaJie d9nMe ce J00mjajy 30MpoBM r;, OJHOCHO
Tn—q- LIOIIITO ce yHAMpe He 3Ha KOjy BPEIHOCT ¢ je HajOo/be m3abparu, pa3mMar-
Tpajy ce cBe moryhe BpemHoCTH ¢ M OMpa ce OHA KOjOj oaroBapa HajBehn 30up
ri + rn_;. llocnenmu cabupax y jeaHadnHu Morao 6m ma Oyme T|n/2) +
T|n/2/, 3001 cumerpuje.

IIpumernmo fa y TOKy pellaBama IOJa3HOr IPOoO/ieMa BeJIUIHHE 1, MU
pelnaBamo Mabe npobseme ucror Tuna. Kaj ce ypauu upso paceuame, i+(n—i),
aBa go0mjeHa KOMaIa MOTY Ce CMATpaTh WHCTAHIIAMA, MpobJieMa pacerarma
KATE. YKYITHO ONTHMAJIHO PEIIemhe y CeOM CAAp:KU ONTHMAJIHA PEIermha IBa
oxrosapajyha mormpobiaema. 360r Tora Kaxemo 1a mMpobiIeM pacernarma >KUIe
UM ONMUMAEAHY NOOCMPYKMYPY: ONTUMAIHO Pellenhe MpodieMa CaJIp:Ku Oll-
TUMAJIHA, PElIekha 0AroBapajyhux norupobiemMa Koju ce MOry HE3aBHCHO Pelia-
BaTH.

Moryh je cnnaan, anm jeHocTaBHNjM HAYUHH ypeljerma pekyp3uBHe CTPYKTYpe
mpobiieMa pacerarba YKHIE, TaKO Ja Ce O KWIe Hajupe ojcetde jellaH KOMaJ
JyKUHE %, a Jla Ce Jlajbe pacera caMo OCTaTakK JayykuHe n — ¢. Ha oBaj Haumn
MOKe Ce OOYXBATUTH W BapHjaHTa 6€3 cevuerha KUIe: MPBU KOMAJ, je Tafga i = n,
ca IeHOM p,, a ocrarak je 0 ca memom rg = 0. Tako ce mobuja jemmakoct
jemnaocraBumja ox (9.1):

Tn = Mari1<i<n(Pi + Tn—i) (5-2)

5.2.2 Pekyp3vBHU anroputam of03ro Ha fone

Jeanakocr (5.2)) aqupexkrHO ce peasnusyje cuepehium KouoM:

Rasecanje(p,n)

yaas: p = p1, P2 ... Pn (BEKTOD IE€HA KOMAIA XKUIE) U N (LyKUHA KUIE)
n3nas: ¢ (MAaKCUMaJIHa BPEJHOCT)

1 if n =0 return 0

2 g —o0

3 fori<1ton

4 g+ max{q,p; + Rasecanje(p,n — i)}

5 return q

OBakBa peKkyp3uBHa peajun3aiija je HeepukacHa, jep ce peKyp3uBHU [103UBU
ca UCTHM apryMeHTOM H3BPINaBajy Buie myTa. Ha mpumep, 3a n = 4 mobuja
ce crabJi0 PEKYP3UBHUX [TO3WBA IPUKA3AHO HA CJULA [D.1

Heka je T'(n) ykyunan 6poj nosusa asropurma Rasecanje Kaua je OCHOBHU
IIO3UB Ca JIPYTHM APryMEHTOM jeJHaKuM . Bpoj 4BopoBa y mojacrabiy 4uju
je KopeH o3HadveH ca n jemHak je T'(n), IpW ueMy je Ty ypadyHAT W OCHOBHH
TIO3WB KOjU OAroBapa KopeHy. PexypsmBHOM anroputmy Rasecanje oaroapa
PEKypeHTHa peJialyja

1 n=>0

M=V 2 16), w0 >3
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Camka 5.1: Crabio pekyp3mBHUX M03uBaA anropurma Rasecanje(p,n) 3an = 4.
V cBaKOM YBOpY NMPUKA3AHA j€ BEJMIWHA 1 OAroBapajyher mormpobiema, Tako
Ja TPaHa, OJ OI[a CA O3HAKOM § Ka CHHY Ca O3HAKOM t OATOBapa paceramy Ha
MMOYETHU KOMAJ[ BEJIMYUHE S — ¢, TIOCTIE Yera IpeocTaje moTnpodieM BeIuduHe t.
ITyr o1 KOpEHa JI0 HEKOT JIMcTa OArosapa HexkoM oj 2"~ ! mauuna 3a pacename
JKuUle JyzKuHe n. Y OITeM cayudajy oo crabso uma 2" upoposa u 277!
sucroBa. O3HaKE HA YTy O KOPEHa IO HEKOT JINCTA jeTHAKe CYy BEeJNUWHU
OCTATKa JKHUIE TMOCJe Ojcerama. Jlpyrum peunmma, o3Hake ompelyjy tatuke
ceverha padyHajyhm ca JgecHOT Kpaja >Kue.

Cabupak 1 ofrosapa nosuBy y Kopeny, a wian T(j) jenHax je 6pojy mosmea
(yxmbyayjyhu pekyp3usHe 103uBe) TOKPEHYTHX MOo3UBOM Rasecanje(p,n — i),
rae je j = n —i. Hemocpenuo ce mposepasa na je T'(1) = 2,7T(2) = 4,T(3) = 8,
a MHIYKIHUJOM Ce JIAKO JoKasyje ma je T'(n) = 2™, mTo 3Ha4u Ja je CI0XKEHOCT
asropurma Rasecanje ekcrionennujasaaa no n. OBO HUje HEOYEKUBAHO, MOIITO
azropuTam pasmarpa ceux 2"~ ! maumna pasmarama 6poja n y cabupke.

5.2.3 Kopuwherwe guHamuukor nporpamuparsa 3a ONTUMAJIHO
paceuatse

ITokazahemo cama kako ce asropuram Rasecanje moxe yawauTr e(OUKACHIM
NPUMEHOM JIMHAMWYKOD IPOrpaMUparba. 3amaxKa ce Ja je oOndaH peKkyp3uBaH
anropurtaM HeedUKACAH jep BUIIE IMyTa pernasa ucre normnpobsieme. [Ipobaem ce
MOZKe PEITUTH TaKO JIa Ce CBAKH TOTIPOOIEM peraBa caMo jednom, 3anucyjyhn
TO pereme. AKO ce KacHuje Haumbhe Ha WCTH MOTIPOOJEM MOMKE Ce MPOYH-
TATU 3alUCAHU PE3YITAT, YMECTO Jia Ce MOHOBO u3padyHasa. IIpema Towme,
JUHAMAYKO MPOrPaMHUpae KOPUCTH JOIMYHCKY MEMOpHjy 1a Om ce yOop3asio
U3pavyHABAE, IITO A YMHU JEJHUM OJ] PUMEPA Pa3mene NPOCmop-epeme
(enr. time-memory trade-off). Vmrrene mory 6uTm 3Ha4ajHe, TAKO Aa C€ Of
aJITOPUTMA EKCIIOHEHI[HjaJIHe CI0?KEHOCTH MOYKe JI0NH 710 aJIrOpUTMa MOJIMHOMUjaJTHe
CJIOYKEHOCTH.

Ilocroje 1Ba eKkBUBAEHTHA HAMWHA 33 PEATA3AII]Y AJITOPUTMA KOjU KOPUCTH
JUHAMUYKO IIPOrPaMUPabE:

® [IPBM HAYUH je NPUCTYI 000320 Ha JoAe €4 3GNUCUBAHEM, OJJHOCHO Me-
mousayujom (enr. top-down with memoization). IIpouenypa ce nume
PEKYP3UBHO HA IPUPOIAAH HAYUH, aJIH CA JJOJATKOM JIa Ce 3AIUCYje PEe3YITaT
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cBakor noripobsema (0buuno y Hudy uiu xein tabesu). Hosa npouenypa
HajIIpe IpOBEpaBa Ja JIiK je IPeTXOAHO Beh pemraBasa Taj mpobiieM; ako
jecre, Bpaha cauyBanu pe3yaTaT u Tpeckade Jajbe padyHame; y MPOTHBHOM
MpoIeypa n3padyHaBa pe3yaTar Ha yOOHUdajeH HAuNH.

e JIPYTH TIPUCTYT je MPUCTYT 000300 Ha 2ope (eHr. bottom-up). IIpucryn je
OOMYHO TOBE3AH Ca HEKWM MMPUPOTHUM MOjMOM “Bejimanne” mOTIpodema,
TAKO PeIaBame ONJI0 KOT MOTIPODIeMa 3aBIUCH CAMO OJ PeITeha, “MambuX’
norapobaema. IloTmpobiemMu ce Hajupe cCOPTHPAjy MpeMa BEIUIWHH, I1a
Cce pelnaBajy TUM pejocienoM, noiazehin on Mambux. Y TPEHYTKY KaJa ce
pelaBa HeKu noTHpobJIeM, CBA MABU OTIPOOJIEME O/ KOJUX OH 3aBUCH CY
Beh pemrenn u BUXOBA perema ¢y 3anucana. CBaku MOTIIPOOIEM PeraBa
ce caMo jeTHOM, a KaJ Hauhemo Ha mera, Bei cMO mpe Tora pemmin cBe
moTnpobemMe 0J KOjUuX OH 3aBUCH.

OBa aBa TPUCTYTIa OOUIHO BOJE AJITOPUTMUMA UCTE ACUMIITOTCKE CJIOYKEHOCTH.
[Ipucryn 010310 Ha TOpe OOMYHO WMA MaFhe KOHCTAHTHE (haKTOPE jep He TPOIIn
BpeMe Ha pekyp3uBHe mo3mBe. Cjeau MCeyI0KOI AJTOPUTMA 3a OMTHMAJIHO
pacename, IPUCTYII OJ03r0 Ha JA0JIE CA 3aINCHBAIHLEM.

Rasecanje_z(p,n)

yaas: p = p1,pa ... Pn (BEKTOD I€HA KOMAIA KUIE) U N (JLyKuHA KUIE)
n3na3: ¢ (MAaKCUMaJIHa BPEJHOCT)

1 Hexka je rq,...,r, HOBA HU3

2 fori< 0Oton

3 r;+ —o0

4 return Rasecanje_z_pom(p,n,r)

Rasecanje_z_pom(p,n,r)
yaa3: p = p1,pa ... Pn (BEKTOD IE€HA KOMAIA XKUIE) U N (LyKUHA KHUIE)
r="10,..., , (BEKTOpP y KOME BPEIHOCT 7; CaJPKU MAKCUMAJHY BPEIHOCT 33 y/a3 7)
n3nas: ¢ (MAaKCUMaJIHa BPEJHOCT)
1 if r, > 0 then
2 return r,
3 if n =0 then
4 q<+ 0
5 else
6 q + —o0
7 for i < 1 ton do
8 q + max{q,p; + Rasecanje_z_pom(p,n —i,r)}
9 rp<gq
10 return g

Osgzie ocuoBHEU anropuram Rasecanje_z wauinujanusyje HoBu noMohnu Hu3
70, - ., Tr BPEIHOCTUMA —OQ, IIITO j€ MOTOJAH HAYNH 33 O3HAYABAHE “HEIIO3HATOL
(mosnare BpegHOCTH Cy yBeK HeHerarTusue). Ilocse Tora mokpehe ce momohmu
anroputaMm Rasecanje_z_pom, Koju je y CTBapu caMO HOBA BEP3Uja MPETXOTHOT
PEKYP3WBHOT aJITOPUTMA Ca JIOJAATUM 3AMUCUBAIH-EM HM3PATyHATHX PE3YJATaTa.
Y nuauju 1 npoBepaBa ce ga ju je Tpakena BpenHocT Beh mo3mara, a ako
jecre, ona ce Bpaha y simauju 2. Y NPOTUBHOM, y JiuHUjaMa 3-7 U3padyHaBa ce
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TpakeHa BPEIHOCT ¢ HA OOMYAH HAYWH, Y JIMHUjU 8 OHA Ce 3AMUCYje Y Tp, & Y
sunanju 9 Bpaha ce kao pesysirar. Bep3uja 070310 Ha rope je jegrocrasauja.

Rasecanje_DG(p,n)
yaas: p = p1, P2 ... Py (BEKTOD IleHA KOMaJIA KUIE) U N (LyKUHA KULE)
u3J1a3: ¢ (MAKCUMaJlHa BPEHOCT)

1 Hexka je rg,...,r, HOBU HU3
2 rg+0

3 for j <+ 1tondo

4 g+ —©

5 fori+1tojdo

6 q < max{q,p; +7j_i}
7 rj<q

8 return r,

OBze ce kopucTu MpupoaHO ypeheme mormpodbaema: mpobieM BeIUIUHE i je
Marbu OJ TPobJIeMa BeimanHe j, ako je ¢ < j. Ilpema Tome, mporeaypa pemasa
normnpobieme pexom Beauaure j = 0,1,...,n.

Y muauju 1 kpeupa ce momMohuu HU3 Ty, ..., T, 32 3AMUCUBAKLE PE3YJITATA
3a oxromapajyhe mormnpobieme, a JUHHUjA 2 WHANIHjaIU3yje ro HyaoMm. Iletma y
JmHujaMa 3—7 permiaBa cBe mormnpobseme Beqmuanne j,j = 1,2, ... n. [Ipucryn
KOjU Ce KOPHCTH 33 PEIaBambe Mpob/ieMa KOHKPETHE BEJIMYUHE j je MCTU Kao
y anropurmy Rasecanje, u3y3eB mITo ce y jguHuju 6 JUPEKTHO 9UTA BPETHOCT
Tj—; YMECTO Jla Ce PEeKyP3UBHUM IIO3UBOM pelllaBa MOTIPoOIeM BeTHdInHe j — 1.
Y nunuju 7 9yBa ce pememe HoTnpodsema senndune ;. Konagno, y munuju 8
Bpaha ce r,,, IITO je jeTHAKO OMTUMAJIHOj BPEIHOCTH T, . O0e Bep3uje ajropuTma,
0J/I03T0 HA J0JIE€ CA 3AMUCUBAHEM U O/I0370 HA TOPE MMajy UCTY aCHMIITOTCKY
croxkenoct ©(n?), jep caapre ABOCTPYKe TeTjbe. 3a IPBY BeP3ujy aJropuTMa
TO WIAK HEje CACBUM OUYMIJIENHO. 300r TOra IITO Ce PEKypP3UBHU IO3UB 33
MIPETXO/HO PelieHr HOTIPodIeM OMax 3aBpiinaBa BpahiameM pesysirara, airopuram
CBaKW MOTTIPODJIEM PEITIaBa CaMO jeTHOM. 33 MpoOJIeM BEeJIMYWHE 1 KPO3 METIbY
y auuujama 6-7 mpojas3u ce n myTa. 300r Tora je ykymaH Opoj mrepamnuja obe
TeT/be 3a CBe PEeKyP3WBHE MO3MBE 30U apuTMeTHYKe nporpecuje, maxie O(n?).

5.2.4 Tpadosu nornpobnema

Kapa ce pazmarpa pemraBame mpobaemMa IpUMeHOM JTUHAMUYIKOT TPOrPaMu-
pama, ToTPeGHO je UMATH MPEJCTABY O CKYIly MOTHPOOIEMA U KAKBE CY IhUXOBE
mebhysasucnocru. I'pagp nomnpobaema canpku yupaso te uHdopmanuje. Ha
commm [5.2] npukasan je rpad nornpoGrema 3a mpobGiem pacenama JKUIE 3a
n = 4. To je ycmepenu rpad ca mo jeJHUM UBOPOM 33 CBAKH TOTIPOOJIEM.
VY rpady nocroju ycmepena rpaHa oz 4Bopa oaroapajyhier 3a mormpobiiem x
Ka IBOpPY Koju je omrosapajyhu 3a morupobiiem y ako oapehuBame OnTUMATHOT
pelemna 3a HoTIPodIeM & IUPEKTHO y cebe yKIbydyje pasMarpatbe OnTHMATHOL
periersa 3a motnpobiem y. Ha mpumep, rpana y rpady o1 9BOpa & 10 YBOpA Y
MOCTOjU aKO PEKYP3UBHU OJ03r0 HA J0JI€ AJTOPUTAM MMOKPEHYT 38 T JAUPEKTHO
mo3uBa camor cebe 3a y. ['pad mornpobirema MOXKe ce CXBATATH KAO yrporihena
Bep3uja crabia pekypauje 3a PeKyp3UBHU METOJ OJ03T0 Ha JI0Jie, TaKO Ja Ce
CBH YBOPOBH 33 HUCTH MOTIPOOIEM 00jeIrHe y CaMO jeIaH IBOP.
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Cnuka 5.2: I'pad normpobiiema 3a mpobiieM pacenama KHUIE akKo je n =
4. O3Hake YBOPOBA OJArOBAPAjy BEIUYNHAMA MOTIPOOIEMA. YCMEpEHA TPAHA
(z,y) nokasyje na je MPUIMKOM DellaBarba MOTIPOdIEMa & TTOTPEGHO PeIuTH
norupobaem y. pad je penykosana Bepsuja crabna ca cauke 5.1} npu gemy cy
CBU YBOPOBH €A MCTOM O3HAKOM CKYILJBEHHU Y jeJlaH YBOP W CBe T'PaHe BOJIE OJI
Olla K& CHUHY.

Metoa o030 Ha rope YBOpoBe y rpady MOTIpobIeMa pa3MaTpa TaKBUM
PeJOCTIeIoOM JIa CMO Ipe pasdMarpara YBOPAa & PA3MOTPHJIA CBE YBOPOBE Y
rTakBe Ja nocroju rpasa (z,y). Ipyrum peuuma, ako 6ucmo cse rpane rpada
YCMEPHUJIN CYyTPOTHO, PEIOCe]] YBOPOBA JA00Mja Ce TOMOJOIKUM COPTHPAHEM,
o demy he Outu peun kacuuje. Ha ciimuan HaywH BUIU ce Ja METOJ, OI03r0 HA,
J0JIe ca 3amucuBameM obmra3u rpad mormpobiieMa y CKIaLy ca alrOpUuTMOM
nperpare y ayouwny. Benmumna rpada mormpobiema MoxKe Ja IMOMOTHE IIPH
ozipehuBamby CJI0KEHOCTH AJITOPUTMA 3ACHOBAHOT HA, IMHAMUYKOM [IPOIPAMUDALLY .
[MTormTo ce cBakm MOTIIPOOIEM PEITIaBa, CAMO jeTHOM, BpEME U3BPIIAaBaFha jeTHAKO
je 30upy BpeMeHa m3BpIaBama cBux moTmpobaema. OOuYHO je Bpeme moTpedHO
3a pelraBame jeqHOr MOTHPOobeMa IMPONOPIMOHAJIHO CTEIeHy oaroBapajyher
uBopa (6pojy rpana Koje u3sa3u u3 TOr 4BOpa), a 6poj nornpobiaeMa jeJHak je
6pojy uBoposa y rpady morupodsiema. ¥ TAKBOM CIyd4ajy BPEMe U3BPIIABAbHA
JMHAMMYKOD [IPOIPAMUPAlbA je JIMHEAPHO Y OJHOCY Ha OpPOj 4BOPOBA U I'DAHA
rpada moTmpobiema.

5.2.5 PekoHcTpyKuunja pellerba

PazmoTpenn aaropuTmu 3a perraBame ONTHMAJIHOI pacelama yKUIle JTuHA-
MHYKHM IIporpaMupameM Bpahajy camo IeHy ONTHMAJIHOT pellema, aad He
K caMO peliemne. AJICOPUTMK Ce MOI'Y JOIYHHTH TakO Ja IOPEe. OINTHUMAJIHE
6pedHoCcMU 3a CBAKU IIOTIPODJIEM BpaTe U u360p KOjH je JIOBEO JI0 T€ OITUMAJIHE
BpeaHOCTH. Y HACTABKY je TPOIINpeHa Bep3uja 0103710 Ha Tope aJropuTMa
Rasecanje_z ko0ja 3a CBaKy BeJMYWHY j KOMaJa KuIle Bpaha He caM0 HajOoOsby
LieHy 7; Hero U s;, ONTUMAJIHY BeJIMYUHY KOMaJIa KUIe KOjU Cce IIPBO Oicela:

Rasecanje_ DG_E(p,n)
yaas: p = p1,Pa ... Py (BEKTOD 1eHA KOMaJIA KUIE) U N (LyKUHA KUIE)
u3s1a3: ¢ (MAKCUMaJiHa BPEHOCT)
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Hexka cy rqg,...,7, u Sg,...S, HOBU HA30BH
rg < 0
for j «+ 1 ton do
q ¢ —oo
for i < 1 to j do
if ¢ <p; +1r;_; then
q & pi+ T
S5 <1
i< q
return r, s

© 00~ O Utk W -

—
o

OBaj amropuram ciumyan je anropurmy Rasecanje DG ¢ tum miro ce y
junuju 1 Kpeupa u Hu3 Sq, ..., S, &y JUHUJU 8 Ce axKypupa S;, Tako Ja CaIpKu
OLTUMAJHY BEJIMYUHY { IIPBOI KOMaJd KUIE KOJU CE€ OCeNa IIPHU PEeIIABAbY
TOTIPOOIEMA BEIUINHE j.

Hapeina mporie/iypa Ha OCHOBY [IEHA p U BeJIMUUHE YKUIIE 7 TO3MBA AJITOPUTAM
Rasecanje_DG_E 3a w3padynaBame HU3A Si,...,S, ONTUMAJTHUX BEIUIUHA
MPBUX OJICEYCHUX KOMA/IA YKUIIE, & OH/IA IITAMIIA KOMIJIETAH CIIMCAK BEJIMIUHA
KOMa/Ia KUIE ¥ IHUXOBO OLTHMAJIHO PACELAbe 33 XKHUILY y2KHHE N

Rasecanje_Stampa(p,n)

yaas: p = p1,pa ... Pn (BEKTOD I€HA KOMAJIA KUIE) U N (JyKUHA KHUIE)
W3J1a3: OJIMTAMIIAH BEKTODP KOj! /1aje MAKCUMAJIHY BPETHOCT

1 (r,s) = Rasecanje_DG_E(p,n)

2 whilen >0

3 ommTamnaj s,

4 n<+<n-—s,

3a 1ieHe KoMa/Ia HaBeJIeHe y IIeHOBHUKY asropuraM Rasecanje DG _E(p,10)
Bparuo Ou cienehe HU30BE:

n|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
|0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 30
s; {0 1 2 3 2 2 6 1 2 3 10

IMosus Rasecanje_Stampa(p, 10) omuramuao 6u camo 10, a no3us 3an =7
onmramnao 6u 1 u 6, mTo oaroBapa OUTHUMAJIHOM PACELaby 77 KOje je paHuje
HaBEJIEHO.

5.2.6 Mpobnem paHuya

[IpermocraBumo ma panarn Tpeba mamynutu crsapuma. CrBapu Mory ma
Oyny pasan<auTor OOJIWKA W BeJIUYHHe, a IUJb je /1a ce Y paHar yrmakyje 1mro
je moryhe BuIlle cTBapu. YMECTO paHIia TO MOXKe Ja Oy/ne KaMuoH, OpOJ WIH
CUJIUIUjyMCKHU 9HII, a MpobJieM je makoBame enemenara. [locToju MmaOro Bapu-
jaHTHu oBor mpobemMa; oBze he OuTn pa3zmMaTrpaHa BapHUjaHTa Ca jeTHOINMEH3H-
OHAJIHUM [PeJMeTUMA.
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IIpobaem. [lar je mpupoman 06poj K m n mpeaMera pa3au<duTUX BEJTHINHA
(rexkuna), Tako Ja i-tu upexmer uma peauuuny k;, 1 < i < n. Ilpounaliu
TIOACKYT TpeMeTa Yhja je CyMa BeJMYWHA jeJHaKa TavuHo K, Win yCTaHOBUTH
Ja TaKaB MOJICKYM He MOCTOjH.

Osnaunmo mpobuiem ca P(n, K), rie n o3nauasa 6poj npeamera, a K Bennanny
(mocuBocT) pania. Bemuune mpeavera moapa3yMeBajy e UMILIAIUTHO, OJHOCHO
IUXOBE BeJIMYUHE HECY JIe0 eKCIUIMIUTHE O3HaKe mpobsiema. Ha Taj nHavun
P(i, k) o3nauasa npobieM ca NPBUX i OpeaMera U paHueMm BeauuuHe k. 360r
JETHOCTABHOCTH OIPAHUYABAMO Ca HA MPODJIEM OJJIyduBaba JIa JIH PEIIerhe
TTOCTOjU. 3aMOYNIHEMO €A HAjjeHOCTABHUJUM WHIYKTHBHUM TTPUCTYTIOM.

NuaykruBHa xunoresa (npsu 1O0Kyiaj). YyMemo ja pemwumo P(n — 1, K).

Baszuu cayuaj (kaga je n = 1) je jexnHocraBaH: Delleme MOCTOjU AKKO je
k1 = K. Ako nocroju peiiemwe npobiema P(n — 1, K), onga je o u peuietse
P(n, K): y To permeme He yiaa3n NMpeaMer BeandnHe k,. Y MPOTHBHOM, aKO He
nocroju pemembe P(n—1, K), mocraB/ba ce MUTambe — MOKE JIU €€ HCKOPUCTUTH
oBaj HeratuBHu pe3ynarar! Hajupe 3ak/pydyjemMo ma n-Tu npeaMer Mopa ouru
yKJbydeH y 30up. Taga octamu npeMer MOPajy CTATH y MabU PAHAILL BETUIHHE
K —k,,. IIpoGuiem je Tume cesen Ha apa Mawa npobiema P(n—1, K) u P(n —
1, K —k,). 1a 6u ce peliemwe KoMIIeTupasio, rpebasio 6u 10jadyary UHAYKTUBHY
xunore3y. Ilorpebro je mmaTu permierha He camMo 3a paHal Beandure K, Hero u
3a paHIlle BeInduHe Mame o K.

NuaykTuBHA Xunoresa (Ipyru Mokymaj). Ymemo na permumo P(n — 1,k)
sacee k, 0<k<K.

Osa nnayKTHBHA XHMore3a omoryhiyje Ham ma pemmmo P(n, k) 3a 0 < k <
K. Basuu cayuaj P(1,k) ce jnako permmasa: 3a k = 0 yBeKk IIOCTOjU pelllebe
(rpuBmjasno, HyJa cabupaka), a y IPOTHBHOM DEIlee II0CTOjU aKKo je ki = k.
ITpobnem P(n,k) cBonu ce na asa npobnema P(n — 1,k) u P(n — 1,k — ky,)
(zpyru upobiuiem oruaga axo je k—k, < 0). O6a oa upobiiema ce MOy peruru
naayknujom. [TomTo je cBoheme KOMIIETHO, aJropuTaM je KOHCTpyucan. Me-
Hyrum, oBaj anropuram je meedbukacau. [Ipobsem BegmumHe n CBemeH je Ha
dea npobiiema Besmuube n — 1 (ucruna, y jeaHoM of mornpobieMa CMameHa je
Bpeanocr k). Caku o HOBUX npobiieMa CBOJIM Ce Ha 110 JBa HapeJaHa npobiema,
WTJI, IITO JOBOM JI0 eKCIOHEHIU]AJTHOI AJITOPUTMA.

Eduracaoct anropurma MmoxKe ce mopeharu mpuMeHOM JUHAMHUYIKOT IPOTrPa-
MUparka YMECTO PeKyp3uje. 3amarxKa ce Ja YKymaH Op0j pa3sIudauTux mpodaemMa
HE MOpa, ONTH TPEBEINKHU: MPBU TAPAMETAP MOXKE /13, UM, HAJBUIIE 7, & IPYTH
Hajuire K pasvauTHX BPEIHOCTH. YKYMHO je OpOj pa3judurux mpobema
najsuiie K . EXCIOHEHITNjaIHO BpeMe M3BPINaBabha aJrOPUTMA, j€ MOCTeIUIa,
JyIaupama Opoja mpobiema mocse cBakor csohema. Ilomro ykymao nma nk
passmuurux upobsiema, jacHo je na cy Heku oi wux (ako je 2™ > nkK) uuie
nyTa permaBann. Kopucrna uzeja je mamTuTn cBa Habhena pererma jga Ou ce
n30€eryI0 TIOHOB/bATHE PEIIABA A UCTUX Mpodbsiema. OBaj mpucTym je KoMOuHAIMja
nojayaBarba WHIYKTHBHE XUIOTE3€ U KOPHUINNema MOTIyHe WHIyKIHje. Pa3mo-
TpuhieMo cajja KaKo ce 0Baj MPUCTYI MOXKE MPAKTHYHO PEATU30BATH.

3a cMmernTame CBUX M3PAdyHATHX PE3yJITara KOPUCTH ce TMOceOHa MATPUIA
numensuje n X K. Enement (i, k) marpuue caapzku undopMalyje O peliemwy



71 5. Crpareruje KOHCTPYKIIHje ajirOpuTaMa

P(i, k). Ceobheme 110 Apyroj BapujaHTU MHAYKTHBHE XUIOTE3€ EKBUBAJIEHTHO

jé M3padyHaBamy jeJHe BPCTE€ HA OCHOBY nperxonne Bpcere marpuie. CBaku

€JIEMEHT Ce M3pavyHaBa Ha OCHOBY JIBa €JeMEeHTa W3 MPeTXoaHe Bpcre. AKo je

MOTPEOHO OJIPEIUTH W TOJACKYI Ca 33JATUM 30MPOM, OHJIQ, Y3 CBAKHU €JIEMEHT

MaTpuite Tpebda cauyBaTu u HHGOPMAIKjy O TOME Ja Jiu je oaroapajyhu exement
CKyIla YKJbydeH y 30up y ToMm Kopaky. IIparehin ose madopmanuje yHazam o,

estementa (n, K), MOXKe ce peKOHCTpyucarTu HOACKyIl ca 36upom K. Asropuram

je TpUKa3aH y HACTaBKY, a y Tabenn [5.3| mpukazan je jeman mpumep. Marpuria

P je 360r ynobroctn mumensuje (n+ 1) x (k4 1) u canpxu exemenre Pli, k],

0<i<n 0<k<K.

Ranac(S, K)

yna3: S (BeKTOp Iy>KWHe n ca BeIndnHaMa mpeiavera) n K (BeawdwHa panIia)

n3na3: P (marpuna, Tako na je Pli, k].Postoji = true akKo NOCTOjU Pellierbe
npobieMa paHIa ca MPBUX ¢ MPEJAMeTa, 33 BEeIHYUHy DaHIa k;
Pli, k].Pripada = true akko i-TU OPEAMET [IPUIIALA TOM DEIletby )

1 P[0,0].Postoji + true

2 for k< 1to K do

3 P[0,k].Postoji < false {enementn P[i,0] 3a i > 1 pauynajy ce Ha ocHoy P[0, 0]}

4 for i< 1tondo

5 for k< 0to K do {m3pauynasame enemenrta P[i, k|}

6 Pli, k].Postoji < false {monasua speaxocr}

7 if Pli — 1,k].Postoji then

8 Pli, k].Postoji + true

9 Pli, k].Pripada < false

10 elseif k£ — S[i] > 0 then

11 if P[i — 1,k — S[i]].Postoji then

12 Pli, k]. Postoji + true

13 Pli, k]. Pripada + true

I [0 [1]2[3]4]5[6]7[8]9]10]I1L]
k1 =8 O | - -] - - - - - 1 - - -
ko =5 O | -1-1- - I |-|-]0] - - -
k3 =4 oO|-|-|-|T|O]|-1]-|10]|1I -
ks=3 o|-|-(I|O0O|O|-|TI1|1]O0O - I

Tabena 5.3: IIpumep Tabesre hopmupane mpu peraBamwy npobieMa paHia. Yiias3
cy n = 4 upeamera Besmuanna 8, 5,4 u 3, a Besqmauna panna je K = 11. Cumbon
7 [” 3HauM a MOCTOjU PeIenhe Koje 00yxBarTa mpeaMeT u3 onrorapajyhe Bpcere;

” 9,

”(”: mocToju perreme, ajau camo 6e3 TOr mpeaMeTa; -’ : He MOCTOjU PEITerhe.

Meron kopuiitheH 3a peraBame 0OBOT MPOOIEMa, je CIeInujaTHnA CIyda) JuHA-
MHYKOT TTPOTPaAMHUPabha, ¥ TO MPUCTYITa 00370 Ha rope, Ko Kora ce popMupajy
Besvke Tabesie (y ONImITeM C/Iydajy BUIIEIUMEH3NOHAJHE) Ca CBUM MIPETXOTHUM
pesynraruma. Tabese ce KoHCTpyuIy nreparnBHo. CBaKM eJIEMEHT Ce N3PadyHaBa
Ha ocHOBY Beh m3pauynarux ememenara. OCHOBHU MPOOJIEM je OPraHU30BATH
U3padyHaBaibe eJeMeHara Tabese Ha HajepUKACHUjH HAYUMH.

Caoocenocm. Y tabenu uma nkK enemenara. CBaku oJ] 1UX U3padyHABA Ce
3a KOHCTAHTHO BPEMe Ha OCHOBY JPYra JIBa €JIEMEHTA, 1A jé YKYITHA BPEMEHCKA,
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cnoxkenocr anropurma O(nk). Ako npeameru nucy npesesnuku, onjga K He
Moke OmTu mpesenuko, ma je nK < 2" Ako je K jako BeJUKO, WIH CY
BeJINYWHE MpeIMeTa pPeaJiHn OpOjeBH, OHJA jeé OBaj MPUCTYN HEMPUMEHJbUB.
Ako je mOTpeOHO CaMO YCTAHOBUTH Ja JIM Peliemhe TOCTOjH, OHIA je OArOBOp
cazpxan y enementy Pln, K]|. Ako nak tpeba oipeauTu MOACKYN Ca 30upoM
K, onna tpeba npehiu nyr ynasan, nosazehu on nosuunuje (n, K), kopucrehu
nosbe Postoji enemenara marpurie u3 nporpama. Ilpeamer rexxune k,, mpumaaa
ckymy akko je Pln, K].Pripada TauHo; ako je P[n, K].Pripada TauHo, OTHOCHO
HeTavyHO, OHJIA Ce JjaJbe Ha WCTH HauWH mocMarpa ejnemenar Pln — 1, K — k],
oxuocuo P[n — 1, K| u3 (n — 1)-e Bpcre, nta. Ilogckyn ce peKOHCTPYWHINE 32
O(n) kopaxa.

ITpocropua cioxkenoct osor ajropurMa je O(nk). Axo ce 3axresa camo -
TOBOP HAa MHUTAIbE A JIU IMOCTOjU MOACKYT ca 30mpom K, 1aKo je MoanduKOBATH
aJropuTaM Tako Ja My npocropHa cjaoxenoct 6yiae O(K): napeinua Bpcra ce
M3pavyHaBa Ha OCHOBY TPETXOIHE, TIa je 3a m3padyHamame eirementa Pln, K|
JIOBOJbHO MMATH MTPOCTOP 33 CMEIMITAaIhe JIBE Y3ACTOIHE BPCTE MATPHIIE.

5.2.7 VYnopehusarse HN30Ba

IIpobmemy ymopehuBama HH30BaA TEK ce O HeIaBHO mocBehyje Behia maxmba.
OcHoBHE pa3yor cy npuMere y Mojekyaapaoj ouonoruju. Ose hiemo ce 6asuru
mpoOIEMOM ITPOHAJIAXKEHA MHUHUMAJIHOT OpOja eauT omepariuja Koje IpeBoe
jelaH CTpHWHT y IpPYTH.

Heka cy A = ajas...a, u B = biby...by, jABa CrpuHra, HU3a 4Yuju Cy
eJIEMEHTH 3HAKOBU m3 KOHa4uHOT ajdabera. [lup je rpanchopmucarun A y B,
3HaK 1o 3HaK. J{03BOJ/bEeHE Cy TPH BPCTE ejieMeHTapHux TpancdopmMaimja (wiu
eUT omeparnuja), Koje uMajy ueHy 1:

® ymemarbe — yMeTarhe 3HAKA;
e Opucarbe — OpHCame 3HaKA, U
® 3aMEHA — 3aMEHa, JeIHOT 3HAKA APYTUM 3HAKOM.

IIpoGaem. 3a 3amare crpunrose A = ajas...a, u B = b1bs ... b, nponahu
HU3 euT olepalyja HajMamwe Hene koju A tpancdopmuine y B,

Ha npumep, na ce crpunr abbc tpancdopmuire y crpuar babb, moxe ce
upBo obpucaru a (nobuja ce bbc), ymernyru a uszmehy nsa b (nobuja ce babe),
¥ Ha KPajy 3aMeHNTH ¢ ca b — yKymHO Tpm mpoMene. McTn pesynarar Moxke ce
noctuhiu ca camMo JBe IIPOMEHe: yMeTameM HOBOr b Ha moverky (mobuja ce babbe)
u Opucamem nocyienmer c. Lumpb je mpornahu Tpancdopmaliujy Koja ce cacToju o
MUHUMAJHOr 6poja exuT onepanuja (Taksa TpanchOpMAaIUja y OIIITEM CJIyYdajy
HUje jeJUHCTBEHA).

Hajmamu 6poj eaur onepanuja Koju rpancdopmuine crpudar A y crpunr B
spaliemo eauT pacrojamsem d(A, B) crpunrosa A u B. @yukuuja d(A4, B) je
MeTpuka: ouuriento je d(A,B) = 0 ako u camo ako je A = B, u d(A,B) =
d(B, A) 3a npousBo/bHe crpunroe A u B (ako MOCTOju HU3 €IUT ONepalyja
nayzxune k kKoju rparcopmuiie Ay B, oH1a nHBEp3HUX k Onleparyja, MIPpUMEHEHUX
0bpHyTuM penocienom, rpancdopmuiny By A). Ako cy A, B u C upousBosbuu
CTPUHIOBH, TaJa Baku Hejeanakocr tpoyria: d(A, B) + d(B,C) > d(A,C).
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Baucra, nocroju uus ox d(A, B) eaur onepanuja Koje nupesoue A y B, u nocroju
nu3 ox d(B,C) enur ouepaunuja koje upesoge B y C. Ilocmarpane 3ajexHo,
oBux d(A, B) + d(B,C) exut omnepaimja npesone A y C; w3 unbeHnIe aa je
d(A,C) majmamu 6poj eaut onepanyja koje A mpesome y C cieam TparkeHa
nejeqnakocr. Pacrojame d(A, B) nosuaro je kao Jlesenwmajnoso pacmojarse
(Levenshtein).

Pazmorpumo Kako MOXKe Jj1a u3riiefd MUHUMAJIHA HU3 €JIUT OLepalyja KOju
A tpancdopmumre y B. Ha Heke 3HakoBe a;,, @i, .., G;, U3 A mpumemyje
ce omepamyja 3amene 3HammMma bj,, bj,,..., b;, w3 B. HcKibydnBameM OBUX
3HAKOBa, CTpUHIOBU A u B cy nogesbenu Ha k+ 1 (eBeHTyanHO NpasHUX) rpyna
3HAKOBA, TAKO Ja ce i-ta (upasna) rpyna y B nobuja Gpucamem 3HAKOBA W3
i-re rpyne y A, wnu ce og i-re (upasue) rpyue y A ymeramem nobuja i-ra
rpynay B, i=1,2,...,k+ 1. 360r MUHUMAJIHOCTH Cy CBE €IWUT ONEpaIHje y
OKBUDY j€JIHe TPyIe UCTOT TUTA, — VTN OpUCAbe WM YMEeTambe, jep ce Opucame
jeJIHOr 3HAKA, Ia yMEeTame JAPYror 3HaKa Ha UCTO MeCTO (JBe eauT omeparuje
ca yKYIHOM IIEHOM 2), MOYKE€ 3aMEHUTU CAMO JeJJHOM 3aMeHOM, IeHe 1.

V3umajyhu y 063up oBe UnibeHUIIE, HU3 €IUT OMEPAINjd KOjU je KAHIUIAT
3a ONTUMAJIHU, MOYXKE Ce MpeJCTaBuTH Ha ciefehin npersenan nauun. YBeIuMoO
HOBU 3HaK ¢. Hacupam obpucanux 3nakosa us A y B ce ymehe 3Hak ¢, a
HacmpaMm 3HaKOBA y B, mobwjenux ymeramem, y A ce ymehe 3mak ¢. Tume
cy A, B mponyxenn 1o Husosa A, B jenHaxe JysKuHe, a CBE €IUT OIepalluje
cBeJIeHe Cy Ha 3aMeHy: Opucamy 3HaKa a u3 A ogrosapa samena a us A ca ¢y B,
a ymeTamy 3HaKa by B onrosapa 3amena ¢ y A smaxom by B. 3Hak ¢ cMaTpa
Ce Pa3JIUYUTUM OJI CBUX OCTAJINX 3HAKOBA, 14 je IeHa 3aMeHe UCTUM, OJHOCHO
pazaumguTuM 3HaKoM u Jaske 0, ogaocuo 1. JIBa rope HaBemeHa mpuMepa HU30BA,
€IUT OTieparyja MOTY Ce TPEICTABUTH Ca,

o

a b ¢ b
6 b a b
I+ 0+ 1+ 0+ 1 =3,

(=

OIHOCHO
¢ a b b ¢

b a b b ¢

1+ 0+ 0+ 0+ 1

= 2.

IIpobem TpamcdopMuCama CTPUHIOBA HMa TaKohe IpuMeHy npu ynopehu-
Balby JATOTEKA W MU UyBAY PA3IUYUTHX Bep3uja garorexe. [IpermocraBumo
Jla UMaMO TEKCTyaJjiHy JATOTeKy (HIp. IporpaM) W JApYry JATOTEKY KOju je
MonuduKalmja mpBe. 3roaHo je m3aABojuTn pasnuke m3mely ase maroreke. To
MOry OWUTH PA3IMYUTE BEP3Uje€ UCTOr MPOTrpaMa, Ma aKo Cy Bep3uje CIUYHe
u Tpeba ma Oyay apxuBupaHe, epHUKACHHjEe je IyBATH CAMO jedHy BEpP3Ujy U
pa3JIuKe yMecTo 0be Bep3uje mporpaMa. ¥ TaKBUM CIydajeBuMa (OB 3HAIUMA,
CTPUHTA OJITOBAPA]y JIMHU]jE Y JATOTENH ) JO3BOJHEHE OMEPAIH]e CY CAMO yMETatba
u Opucama. Y APyrUM CUTyalWjaMa, MOTY Ce PA3JIUYUTHM €JUT OMEpalrjaMa,
JIOJIETTATH PA3JIUIUTE TIEHE.

Moryhux HuzoBa eauT onepauuja koje A upesoue y B, uma MHOrO, 11a je Ha
mpBH moryIe ] Temko Mehy muma Hahu wHajoo/bu. 3a movYeTak, OorpaHuInhemMo ce
Ha HaJIaXKeme eIt pacrojama d( A, B), oIHOCHO HajMarer 6poja euT oneparuja
koje npesoge A y B (a He u camor Hu3a equr onepaiuja). Kao u obuuno,
nokytaliemo J1a mpobsieM pernumMo HHAYKIHjoM. 3a 3a1aTu crpur A 03Ha9nMO
ca A(i) weros npedukc ayxuhe i. [Ipobsem je oppenuru pacrojamwe d(A(n), B(m)).
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3a n = 0 norpebuo je npaszan npebukc A(0) rpanchopmucaru y crpunr B(m)
ayxuae m. Q4urieHo je 3a TO HOTPEOHO HAJMAE M OIepalyjd yMeTrarmba
3HaKoBa; mpema tome, d(A(0), B(m)) = m 3a m > 0. Canuno, d(A(n), B(0)) =
n 3a n > 0, jep ce najkpahu uu3 exur onepamnuja koje crpunr A(n) myKune
n npesoau y npasan crputnr B(0) cacroju og n Gpucama. la Gucmo npobiem
pelmin UHAYKIUjoM, II0TpebHO je na u3padyHnasamwe pacrojama d(A(i), B(j))
n3mely Hekux mpeduKca CBEIeMO HA M3PAdIyHABAIbE pacTojarma n3Mely Hekux
’kpahux” mpedukca. OBaj 1u/b MOXKe ce MOCTUNU aKO PA3MOTPUMO KOja eIUT
olepariija Mo¥Ke OUTH TOCJIe/iba y HU3Y eJUT orepanuja Koje npesoge A(i) y
B(j). Hocroje Tpu moryhuocru:

(a) 3amena 3HaKA @; (HCTUM HJIM PA3IHIATHM ) 3HAKOM b;, IIOIITO j€ IPETXOIHO
upedurc A(i — 1) rpancdopmucan y B(j — 1),

(6) ymerame 3Haka b; momTo je mperxonuo mpedukc A(:) Tpamcdopmucan y
B(j —1);

(1) Gpucame 3naKa a;, nowro je nperxoaHo npedurc A(i— 1) rpancdopmucan
y B(7),

IITO je WIyCTPOBAHO Ha ciun [5.3]

A(G—1) | as A(3) o) A(G—1) | a;

R R R

BG—1) | b; B(G—1) | b B(j) ¢
(a) 3amena (6) ymerame (6) Gpucarme

Ciomka 5.3: Huzosu egur onepanuja koje rpancdopmunty A y B passpcranu
TpeMa MOCJEI0j OTepaInju.

Hexa je
N 0, 3a a; = bj
C(’L,]) - { 1, 3a  a; # bj
Hajmamu 6poj exur onepaiuja koje A(i) npesone y B(j) jeanak HajmarmbeMm o
tpu uspasa d(A(i—1), B(j—1))+c(i, j), d(A(i), B(j—1))+1 u d(A(i-1), B(j))+
1. Heka je C' marpuia unju Cy eJeMeHTH pacrojamba cBUX nogcrpuarosa A of
csux noacrpunrosa B, 1j. C[i,j] = d(A(i),B(j)), 0 < i < n, 0 < j < m.
EsilemenTu oBe MaTpwuIie 3a70B0/baBa]y AUMEPEHIHY jeTHATHHY

Cli,j] = min{C[i — 1,5 — 1] + ¢(4,7),Cli,j — 1] + 1,Cli — 1, 4] + 1},

KOja Ib€H MPOU3BO/HAH €JIEMEHT U3PazkKaBa IIPEKO TPH JApyra: W3Ha/l, JIEBO U
TOpe—JIeBo:

is o Cli,j—1] CTi, 5
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Oga jemnakoct omoryhyje uzpadyHnaBame cBuX ejemeHara marpuie C, TOIMITO
ce 3Hajy mwena 0-ta kosona u 0-ta spcra. Tume je pemien npodsiem u3padyHaBarmba
enuT pacrojama crpuaroBa A u B: d(A, B) = C[n,m]. Onucann aaropuram je
MpUMEp CTPATETHje NTUHAMUYKOT TTPOrPAMUPAHA.

Peasusayugja. 3a n3padyHaBama ce Kopuctu marpuna C auvensmje (n +
1) x (m 4+ 1), npu YeMy IpPBH, OJHOCHO APYIM MHIEKC Y3UMa]y BPEIHOCTH U3
orcera [0, n], ogrocHo [0, m]. Heka M i, j] o3nagaBa noc/e/iby eIuT Onepaimjy
Koja jnosoau no munumasnue Bpexnocru C[i,j]. JoBosbHO je 3amamTuTi camo
Ty nocaeamy equt onepanujy (6pucame Ali], ymerame B[j] nnu 3amena Ali] ca
B[j]), jep ce 10 KOMTIETHOT HU3a eIUT OTepanuja noias3u nposiasehn eremenre
marpuie "yrazazn”, nonazehu ox M[n, m|. 3a uspauynasawwe C[i, j|, moTpeGHO
je smaru C[i — 1,7], Cli,j — 1] m C[i — 1,5 — 1]. Ilocrenmwa npomena M]i, j]
onpebhena je Tume koja o Tpu moryhinocru gaje Munumanuy Bpeasocr 3a C|i, jl;
n300p HUje yBeK jeaHo3Ha4aH!

Edit_rastojanje(A,n, B,m)

yaa3: A (crpunr gyxuHe n) u B (crpunr gyzKube m)
uzsaz: C (marpuna pacrojamwa nogcrpuirosa A u B)
1 for i + 0 to n do C[i,0] «+ i

2 for j «+ 0 tom do C[0,j] « j

3 fori<+ 1tondo

4 for j <+ 1tomdo

5 x+ Cli—1,7]+1

6 y«Oli,j—1+1

7 if a; = bj then

8 2 Cli—1,j—1]

9 else

1 2 Cli—1,j—1+1

1 Cli, j] + min(z,y, z) {usabpana exur onepanuja namru ce y M|i, j]}

= O

IIpumep 5.1. PazmMoTpuMo paJi airOpuTMa Ha, TOpPe HaBEIEHOM TPUMEPY CTPUH-
roBa A = abbc u B = babb. Marpuriia pacrojama nojgcrpunrosa A u B, 3ajegHo
ca crpesuiama Koje npukalyjy morylie myrese nobujamwa C|i, j] (\: 3amena Ali]
ca B[j], —: ymerame B[j] nnn |: 6pucame Ali]), mara je caenehom Tabesom:

B0 1 2 3 4
A b b
0 0(—- 1| 2| 3|
ol N N
1 a 1 1 — 2 — 3
ol N NN N
2 b2 S 02 1> 2
L VI N4 | N
3 b3 2 2
+ NN +
4 c || 4 3 3 3 2

Y nomwem mecHom yriy tabesie nponasasumo d(A, B) = 2. 1o mower jecHor
yIJia JI0Ja3u Ce caMoO U3 II0Jba U3HaJ mhera omneparujoMm |. Ha ciauuan mauun
uayhu yHasasm, BUAUMO 12 ce 10 TOPILEr JIEBOT yTIiia Tabese yHa3a  MOXKe J0hu
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CaMo Ha jeJIlaH HAYWMH, HU30M onepanuja (yHazam) 1\ \—. [Ipema Tome, y oBOM
MpUMEPY IOCTOjU CAMO jeaH HU3 O JBE eauT Tpancdopmalumje KOju IpeBOIn
A = abbc y B = babb.

Cuoocenocm. Csaku enement Mmarpune C uspadyHaBa Ce 3a KOHCTAHTHO
BpeMe, Ta je BpeMeHCKa cioxkeHocT anroputma O(nm). IIpobiaem ca oBoM
BEP3UjOM aJIFOPUTMA je y TOMe IITO je U IeroBa MpOoCTOpHA caoxkenoct O(nm).
Ako ce marpura C' momymaBa BPCTY IO BDCTY, MOIITO BPCTa 3aBUCH CAMO
Ol TIPETXOJHE, OBaj AJITOPUTAM MOKE C€ NMPEPAJUTH TAKO A MY MPOCTOPHA
caioxkenocr oyze O(m).

ITpumedba. InHaMUYKO TPOrpAMUPAE je KOPUCHO Y CUTYAIlWju KaJj ce pe-
meme mpobaeMa u3parkaBa MPEKO HEKOJIUKO PEIleha HEIlITO MambuX mpobieMa.
Kopumheme Tabesme 3a cmelrrame MPETXOTHAX PE3yaTaTa je yoOHMdIajeHo KO,
JWHAMWYKOT TTporpaMupara. Tabesa ce 0OWTHO MpOoJa3u HEKWM DEeIOCIETOM
(06uuHO MO BpCTAMa), 14 je CJIOXKEHOCT AJrOPUTMa HAjMarbhe KBAIpaTHA.

Bapujanra opor mupobsiema je rpancgopmauuja crpunra A y crpunr B,
Tako Ja ymerame ucnpern wian uza A wma meny 0. Tume ce moctmxke ma ce
padyHajy camo enuT omeparpje Koje A mpersapajy y neku moactpunr B. Ha
npumMep, “madap”’ ce Ha OBaj HAYWH MOXKe Tpancdopmucaru y “abpakagadpa’
TaKO IIITO CE MCIPe, OTHOCHO m3a “mabap” ymerHe “abpaka”’, omHocHo “a”, a
u3 peun “mabap” obpwuime ce camo jemHo ciioBo, apyro “a”. Ilomro ce jemuno
OBO Opucame padyHa, BUIM Ce /13 y Tekery “abpakamadbpa” mocroju pea “mabp”
KOja je Ha pacrtojamy camo 1 ox peun “mabap”.

Kaxko ce oBaj npobiem moxke epUKACHO permuTu? Y MeTambiuMa UCIPE/] PeUH
y Tabenu C' ofroBapa npBa BpCTa Tabesie: yMEeTabe UCIPE], PEYH je IPeTBapatbe
HEHOT TIpa3Hor mpedukca y Henpaszan mpedukce Tekcra. [Ipema Tome, KpeTarmbe
necuo y mpBoj Bpctu tabeste C' uma neny 0. Ha ciimaan vHaunH, KpeTamy 1eCHO y
nocJieameM pery tadbesre C ofrosapa JOMUCHBabe M3a Kpaja pedn A, ma u TOM
Kperamy oarosapa resa 0. Y cBum ocranmum curyarujama eaementu tabene C'
padyHajy ce Ha onmcanu nadwun. [Ipema Tome, Baxku:
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C[0,5]=0,5=0,1,...,m,
C[i,0]=i,i=0,1,...,nu

C[ ]_ mlH{C[’L—L]—1]—1—8(2,]),0[2,]—1]—|—1,C[Z—17]]—|—1}, 1S1<n
PUT minfCfi — 1,5 — 1]+ ¢(i,5),Clij —1],Cli — 1,j] +1},  i=n

5.3 Crparternja pasnarama

ITpoGiiem HajaKema MaKCHMAJIHOL Y3aCTONMHOr TOJAHM3a Jaror Huza A[l..n]
(Bujeru morsiaBibe MOXKe ce e(UKACHO PENIMTH W MPUMEHOM CTPATETHjE
pasnarama. Heka je norpe6buo oapequru Makcumasinu 1ouu3 uusa Allevi..desni].
IIpBu kKOpak je mogenuTu HU3 HA JABA NOAHM3a IPUOIMAKHO jeJHAKE J1y2KIHE
Allevi..srednji] n Alsrednji + 1..desni], vae je srednji = |(levi + desni)/2].
Buuo koju y3acromuu nmoguu3 Ali..j] uuza Allevi..desni] Moxe 1 3ay3Me jenaH
071 Hape/iHe TpU BpcTe nonoxkaja (Bugeru ciuxy [5.4):

e MOXKe 11e0 Ja Jexu y nogunsy Allevi..srednji|, ako je levi < u < i <
srednji,

e MOXKe 11€0 za Jjiexu y nopuusy Alsrednji + 1..desni], ako je srednji <
1 < j < desni,

e MOXKe JIa JIEJIOM JIEYKH Y JIEBOM, & JIEJIOM y JeCHOM TIOHU3Y, aKo je levi <
i < srednji < j < desni.

crosses the midpoint

R —_ Afmid + 1. f]
low - mid ) high low I mid ——"— high
LI TPttt y) LT Py [ ]
———— middl — — e —mid 4+ 1
entirely in A[fow .. mid]  entirely in Amid + 1. . high Ali . mid]
(a) (k)

Cmuka 5.4: (a) Moryhu monoxaju mnomuusosa Allevi..desni]; ueo vy
Allevi..srednji], ueo y A[srednji+1..desni] unu ce nporexe Kpo3 oba oaHU3A.
(6) Buno koju mommm3 Allevi..srednji] koju caapxu uHmekce srednji m
srednji + 1 cacroju ce o mpa moxuusa Ali..srednji] n Alsrednji + 1..desni],
rae je levi < i < srednji u srednji < j < desni

[Ipema ToMe, U MaKCHUMAJIHE [IOJHU3 MOXKE JIa 3ay3UMa jeJaH OJf HABE/IECHE
Tpu BpCTe Tosoxkaja. Makcumanaau nomun3 Husa Allevi..desni| je nam Makcu-
MaJiHu monHn3 Hu3a Allevi..srednji| mwin MakcuMamHu noxHu3 Husa Alsrednji+
1..desni] wiu cagpku aBa cpema uniekca. [Ipema rome, moTpebHO je oppeauTu
PEKYP3UBHO MAKCHMAJIHE TOAHW3OBE Y JIEBOM W JIECHOM ITOJHU3Y, OJPEJIUTH
HajBehW MOMHM3 KOJjU CAAPKU HHAEKCEe srednji m srednji + 1 m om Te Tpu
BpeaHOCTH M3abparn HajBehy.

MaxkcumaJIHu TOJHU3 KOjU MPECeIa WHIEKC Srednji MOXKe Ce OAPEIUTH 33
Bpeme O(desni — levi + 1). Kao mro ce Moxke BUAETH Ha CJIAIM (6), TaKaB
[O/IHU3 je KOHKaTeHanuja asa noguusa Ali..srednji] u A[srednji+ 1..j], voe je
levi < i < srednji u srednji < j < desni. IIpema Tome, 10BOJBHO je oapeauTu
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najselie noxuuzose obsuka Ali..srednji] u A[srednji+ 1..j] u cabparu wuxose
36upose. Taj mocao ce Moxke 0DABUTH ATTOPUTMOM Yy HACTABKY:

Max_srednji_zbir(A, levi, srednji, desns)
yna3: A (Hu3 y rpanutama ox levi 10 desni) u srednji (AHIEKC CPEIIEr €JIEMEHTA)
uznas: max_leva u max_desna (MHIEKCH OYETKA U KPaja MAKCUMAJIHOL
CPe/Eer HU3A) U HeroBa CyMa
leva_suma  —oo
suma < 0
for i < srednji downto levi do
suma <+ suma + Ali]
if suma > leva_suma then
leva_suma + suma
max_leva < 1
desna_suma < —oo
suma < 0
for j < srednji + 1 to desni do
suma  suma + A[j]
if suma > desna_suma then
desna_suma < suma
maz_desna < j
return (mazx_leva, max_desna,leva_suma + desna_suma)

00~ O Ui Wi -

= e e e = O
Dl W N =O

Anropuram Hasnasm moceGHO Hajeehw 36up mommmsa A[max_levi..srednji)
meby mogauzoBuMa Ali..srednji] n Hajehin 36up noguusza Alsrednji+1..max_desni)
mehy noguuzouma Alsrednji + 1..7].

Axo je nyxxuna nuza Allevi..desni] jennaka n oHIa je CJI0KEHOCT AJIIOPUTMA,
Maz_srednji_zbir jenuaka O(n), jep je 36up 6pojesa uposiasa kpo3 ase for
nersbe ©(n), a Tesa obe mersbe ce m3Bpinarajy 3a Bpeme O(1). PexypsusHn
AJITOPHUTAM 32 HAJTAXKEHhe MAKCHMAJIHOT Y3aCTOIHOT MOIHN3a OMUCAH je HAPETHIM
KOJIOM:

Maz_podniz(A,levi, desni)

yna3: A (uu3 y rpanutama ox levi 1o desni

M3J1a3: WHIEKCH TIOYETKA W KPaja MAKCHMAJHOT MONHN3a W FErOBa BPEIHOCT
1 if levi = desni then

2 return (levi, desni, A[levi]) {6a3uu ciyuaj: camo jegan enement }
3 else

4 srednji < |(levi + desni)/2]

5  (levil,desnil, sumal) + Mazx_podniz(A,levi, srednji)

6  (levi2,desni2, suma2) < Max_podniz(A, srednji+ 1, desni)

7 (levi3, desni3, suma3) < Max_srednji_zbir(A, levi, srednji, desni)
8 if sumal > suma2 and sumal > suma3 then

9 return (levil,desnil, sumal)

10 elseif suma2 > sumal and suma2 > suma3 then
11 return (levi2, desni2, suma2)

12 else

13 return (levi3, desni3, suma3)
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Mosus Max_podniz(A,1,n) npoHasasy MakKCUMAJHU Y3aCTOIHU IIOJHHU3.
Caoxkenoct asnropurma T'(n) 3a10B0/baBa PEKYPEHTHY DeJIalu]y:

T(n) =2T(n/2) + O(n)

auje je peweme (mpema macrep reopemu) T'(n) = O(nlogn). Buanumo na je
CJIOXKEHOCT ajiropurMa Beha oJ1 JImHeapHE CJI0KEHOCTH WHKPEMEHTAJHOD AJIlO-
purma n3 nornassba .8 IIpobaem je y ToMe mTO je CI0KEHOCT KOMOMHOBAA
pesyirara aBa pekyp3usHa nosuBa ©O(n). Ucnocrasiba ce Ja nojadaBarmbeM
MHIYKTUBHE Xumore3e (0 TOME INTa je Pe3yJTaT PeKypP3MBHUX [O3UBA) MOXKE
no6utn epUKACHUJU ajropuraM, jJuHeapue ciaoxkenocru. Ca UuaejoM CIUIHOM
oHOj 13 norasibad.8 Mo2xKeMO 12 IPETHOCTABUMO /1A Ce U3 PeKyP3UBHUX II03UBA
3a JIEBU, OJHOCHO JECHU TIOIHU3 100M]ajy MAKCUMAJTHY 30up, peduKC u CyduKc
M, Py, 51, onnocao Mo, Py, S;. Takohe, moTpebHO je ompenuTu u 30Wp CBUX
€JIEMEHATa y JIEBOM W JECHOM IIOJHW3Y W O3HAYMMO T€ BPEIHOCTH Ca /1 W
Zy. OBu 306upoBH Cy TOTPEOHU y CHTYAIUjU KAJa Ce MaKCUMaHU npedukc
[EJIOr HU3a CACTOJU O] CBUX eJIEMEHATA JIEBOI IMOJHU3A HA KOjU Ce HAJIOBEXKe
MAKCUMAJIHN TIpedUKC JeCHOT Hu3a (U aHAJIOTHO 338 MAKCUMAJIHU CYDUKC [EeJI0T
uu3a). Ha 0CHOBY OBUX BPEIHOCTH MOTY C€ U3padyHATH MaKCUMAaJHU 30up M,
npedurc P, cybukc S u ykynan 30up CBUX eleMeHATa HU3a, Z .

M = maX{Mh M, ST + PQ}
P = II'laX{Pl,Zl + Pg}
S = maX{Sg, ZQ + 51}
Z =71+ Zy
CJ102K€HOCT OBOI' AJICOPUTMA 330BOJbABA, PeKypeHTHY penauujy 1'(n) =
2T (n/2) + O(1), auje je pememse T'(n) = O(n).

5.4 T[pobabunncTnyukn anropntmu

Asropurmu Koje ¢Mo 10 cajia pazMaTpasid Ouiid Cy JeTePMUHUCTUIKE — CBAKH
HapengHW KOpak je yHampen oapehen. Kam ce meTepMUHHCTHYKE AJITOPUTAM
W3BPIaBa /IBA MyTa Ca UCTUM YJIa30M, HAYWH M3BPIINABAKA je 00a mMyTa UCTH,
Kao u gobumjenn winasu. [Ipobabunuctraru amropurmu cy apyraduju. Onu
caJipKe KOpake KOju 3aBHCE HEe CaMO OJf yJa3a, Hero W OJ HEKUX CIydajHuX
porabaja. Ilocroju muoro Bapwujaruja npobabunucrudakux aiaropurama. Qe
hemo pasmoTpuTHi aBE O HUX.

5.4.1 OppehuBarbe Gpoja U3 roptbe NONOBUHE

IIpernocraBumo ma je mar ckym OpojeBa Ti,To,...,T, U da Mmeljy muma
Tpeba m3abparu HeKu OPOj W3 ’ropibe MOJOBUHE” , OMHOCHO Opoj Koju je Behwn
um jennak ox 6ap n/2 ocranux. Ha npumep, norpebuo je uzabparu ” mo6por”
CTY/IEHTA, IPU Y€MYy je KPUTEPHUjyM mpocedna oneHa. Jegna moryhuocr je y3erun
najseliu 6poj (koju je yBek y ropwoj nososunu). Beh cmo Bujenu na je 3a
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onpehuBame Makcumyma morpedHo n — 1 ymopehusama. /Ipyra moryhmoct je
3AM09€TH Ca U3BPIIABABEM AJTOPUTMA 33 HAJIAXKEHhE MAKCUMYMa, 1 3ayCTABUTH
ce kaJ, ce mpohe monoBuHa OpojeBa. Bpoj koju je Behwm miwm jemmax omx jemme
TOJIOBHHE OpOjeBa je CUTypHO y TOPIHOj MOJOBHHH. AJITOpUTAM 3aXTEBa OKO
n/2 ynopehusama. Moxke siu ce oBaj nocao obasuru ebukacuuje? Huje rermko
ToKa3aTH Ja je Hemoryhe rapanToBaTy ma OpOj MPHUIIALA TOPHHOj MOJTOBUHHE aKO
je u3Bpiueno mMamwe oz n/2 ynopehusamwa. I[Ipema Tome, onucanu ajaropuram je
OTNITUMAJIAH.

OBaj asrropuram je, Mmeljyrum, onruMasian camo aKO WHCUCTHPAMO Ha, 2apaH-
yuju. Y MHOTO CIIydajeBa TapaHIlija HUje HEeOMXOJHA, JTOBOJbHA je MPUCTOjHA
BepoBaTHOhA ma je pemrembe Tadro. Ha mpumep, Kom xern tabena Huje Moryhe
rapaHToOBATH Ja J0 Kojusuja Helie n0hiu, ajaum MOCTOju HAYMH 3a DPellaBarbe
upobiieMa u3a3BaHuX 110jaBOM Kosu3uja (ouepauuje ca xeu rabejsama ce rakohe
MOry CMaTpaTH MPOGACUIUCTUYIKUAM aJrOPUTMUMA). AKO OIyCTAHEMO O Ta-
paHIuje, OHJA TOCTOjU OOJbYM AJTOPUTAM 32 HAJAYKehe eJIEMeHTa U3 TOpihe
mosiosuHe. V3a0epnMo Ha cilydajaH HaunWH aBa Opoja x; W T; U3 CKyTa, TaKo Ja
je © # j. Ilpernocrasumo na je x; > ;. Beposarnoha na ciyuajno uzabpanu
6poj U3 CKyla Lpunajia ropwoj nososunu je 6ap 1/2 (ona he 6uru seha o
1/2 ako je Bumie 6pojema jemHako meamjanm). BepoparHoha ma Hu jeman o
OpojeBa x;, T; He IPUIAJA TOPIbO] HMONOBHHM je HajBmime 1/4. 36or z; > z;
oBa BepoBarTHONA jeqHaKa je BEPOBATHONU 1A T; HE MPUIAA TOPEHO] MOJIOBUHHU.
ITpema Tome, BepoBarHoha na z; NpuUnaja ropwoj HOI0BUHY je 6ap 3/4.

Beposarnoha 3/4 na je nobujenu pesynarar tadan OOMYHO HUjE JOBOJHHA.
Mebhyrum, onucanu npuctyn Moxke ce yommruru. Ha ciydajan nadna bupamo
k 6pojeBa m3 ckyma u oxpehyjemo najsehm on mux. Ha mctu maumm xao y
CIIEIMjAJTHOM CJIy4ajy, 3aK/bydyjemo na uHajsehu o k eemMenara mpuraia ropmoj
TOTIOBMHE ca BepoBaTHOhoM Hajmame 1—27% (oH He MpHIaIa rOPHOj TOTOBHHM
AKKO TOPHh0j MMOJOBUHA HE TIPUIIAIA HU jedaH o n3abpanux 6pojeBa, OIHOCHO ca,
seposarnohom najsuiue 27). Ha npumep, ako je k = 10, seposarnoha yciexa
je mpubmmkuo 0.999, a 3a k = 20 Ta Beporaruoha je oko 0.999999. Axko je mak
k = 100, onma je BepoBaTHONA rperke 3a CBE MPAKTUYHE CBPXE 3aHEMAP/bUBA.
Nmamo makie anropuraM Koju 6upa 6poj u3 ropie MOJIOBHHE Ca IIPOU3BOJEHO
BEJIMKOM BepoBaTHONOM, a KOoju u3spinasa Hajsuie 100 ynopehusama He3aBUCHO
on Beqmaune ysasa. [Ipu Tome ce mpermocraBiba ga ce ciydajau u3bop jeaHor
Opoja MOYKe U3BPIIUTH 33 KOHCTAHTHO BPEME; MeHEPUCAHEe CIyUajHuX OpojeBa
oulie pasmorpeno y onemky [5.4.2

3a oBakap ajropuraM 006mdHO ce Kaxke 1a je Morte Kapuio ajgropuram.
Heragan pesynrar moxKe ce M0OMTH ca jaKO MAaJiOM BepoBaTHONOM, amn je
Bpeme um3BpmaBama osor Morrte Kapmo anropurma 60sbe Hero 3a HajoOBH
JETePMUHUCTHIKY ajropuraMm. Ipyru Ttum mnpobabuiucTHYKOr aJIropuTMa je
OHAj KOjU HWKAJ HEe Jaje TOorpenraH pe3yiaTaT, ajJu My BpeMe HW3BPIaBarba
Huje rapanToBano. OBaKaB aJropuTaM Ce MOXKE W3BPIIMUTH OP30, ajin Ce MOXKE
M3BPIIABATH W MPOU3BOJHHO JAyro. OBaj TUN aaropuTMma, KOju ca OOMYHO 30Be
Jlac Berac, xopucran je ako My je 0%eKu8aH0 BpPEMe H3BPIIaBaba Majio.
VY onemxy 6uhe pasmorpen Jlac Berac ajsropuram Koju pemasa jeaan
mpobsieM Gojera elemMeHaTa CKyTa.

WNneja mpobabuancTUYKuX aJrOPUTAMa TECHO je MOBE3aHA Ca u3BOhemeM
nokasa. Kopumheme BepoBaTHOlie 3a T0Ka3uBame KOMOMHATOPHUX TBphema je
MohiHa TexHWKa. Y OCHOBH, aKO Ce JIOKaKe Ja HeKu o0jeKkar m3 CKyma objekara
uMa BepoBarHohy Behy o Hyse, OHZA je TO MHIAMPEKTAH JOKA3 Ja HOCTOjH
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objekar ca Tum ocobunama. OBa uzjeja MoXKe ce HCKOPUCTUTH 33 KOHCTPYKITH]Y
MpoOadUIUCTHIKOT afropurma. IIpermocraBumo 1a TpazkumMo 06jeKaT ca HEKAM
ocobMHAMA, & 3HAMO JIa KO TEHEPHUIIIEMO CJIydajHu 0bjekaT, oH he 3a70B0/baBaTH
JKeJbeHU YCJIOB ca BepoBarHohom Behiom oz Hyse (To je mpoGabuIucTuIKu
JI0Ka3 /1@ TpakeHu objekar mocroju). Mu 3arum npaTuMo npobabuIMcTHYKY
JoKka3, remepuinyhu caydajue moraljaje kaz je moTpebHO, 1 HA KPajy HATAZAMO
KeJbeHd O0jeKaT ce HeKOM MOo3uTHBHOM BepoBarHohom. OBaj mocTymak Moxke
ce TIOHABJbATH BUIIIE TIyTa, CBE JI0 YCIENTHOT MPOHATIAKEma, JKeJbeHOT 00jeKTa.

5.4.2 CnyuajHn 6pojeBn

Buram enemenT mpobabUINCTUIKAX AJTOPUTAMA j€ T€HEPUCAHE CAYIAJHUX
opojesa. Ilorpedbno je mmaru eduKkacHe METOIE 3a PEIIaBaIbe OBOI MpodseMa.
JleTepMUHUCTHYKA, TIPOIEAypa TreHepuine OpojeBe Ha (DUKCUPAHU HAYWH, 114
Tako a00ujeHn OpOjeBW HE MOTYy OWTH CAYuGjHU Y TPABOM CMUCJIY T€ PEYH.
Tu 6pojeBu cy mehycobHo nmose3ann Ha cacBuM oxapehernn nauma. Ha cpehy, To
y MPAKCH HUj€ BEJIUKHU POOIIEM: TOBOJHHO je KOPUCTUTH T3B. IICEYA0CyUajHe
6pojese. Tu 6pojeBu renepulily ce JeTePMUHUCTHYKOM LPOLEAypoM (1a JaKiie
HUCY MPaBU CIydYajHu OPOJEBM), &Il MPOLELYyPa MEHEPUCAIba, j& JOBO/LHO CJIO-
JKEeHa, Ja Apyre amukanuje ve ”ocehajy” mehy3sasucuoctu usmeljy Tux 6pojesa.

Ogrne nehemo neraspuuje pa3marparn Jobujame caydajuux Opojesa. Jeman
OJ1 HAYMHA, 32 J00Mjame ICeyI0CaydajHnX OpojeBa je JuHeapHu KOHTPYEHTHA
merox. [IpBu kKopak je u36op mesor 6poja Xy Kao mPBOr YjIaHa HU3A, CJIy9aj-
HOr OGpoja u3abpaHor Ha HEKM He3aBHCAH Ha4YWH (Ha npumep, Tekyhe Bpeme y
mukpocekyHnaama). Ocranu OpojeBu u3padyHaBajy ce Ha OCHOBY JuepeHIiHe
jemmaunne X, = aX,_1 + b (mod m), rme cy a, b m m KOHCTaHTe, KOje ce
MOPajy maxkjbuB0 n3abparu. Il mopen maxk/buBOr n3060pa, OBAKBYU HU30BU HUCY
noBosbHO KBasuTernu (”ciaydajun’”). AnrepHaruBa Cy audepeHiiHe jeqHadanHe
Burer peja (ca 3aBucHorily of Buille npeTxoanux wianosa). Ha oBaj nauun
nobuja ce nu3 Gpojesa u3 omcera ox 0 70 m — 1. Ako cy norpebuu ciydajuu
6pojesu u3 omcera oz 0 10 1, OHZA Ce YJIAHOBH OBOT HU3A MOT'Y IOJEIATH Ca M.

5.4.3 Jepan npobnem ca Gojerbem

Heka je S ckym on n enemenara, u Heka je Sy, Sz, . . . Sk KONeKInja cadurbena,
o1 k meroBux pa3muuTUX IIOJCKYIOBA, O KOjUX CBAKM CAJIPXKM TAYHO T° eJie-
MenaTa, TIpn demy je k < 2772,

IIpo6aem. O6ojuTu CBaKW €I€MEHT CKymna S jemHoM onx nBe 00je, IPBEHOM
IV TIJIABOM, TaKO Ja CBAKW TOJCKYT S; CAapKu Oap jeIan njasu u 6ap jeman
OPBEHU €JIEMEHT.

Bojeme koje 3amoBosbaBa Taj ycinos 3BaheMo ucnpasnum 6ojervem. Vcmoc-
TaBJba Ce J1a MO/ HABEIEHNM YCJIOBUMA MCIIPABHO O0jerhe yBeK mocToju. Jemmoc-
TaBaH MPOOAOUINCTHYKHY AJITOPUTAM J00Mja Ce MPEPABKOM TPOOAOUINCTHIKOT
JIOKa3a [0CTOjara TaKBoI' bojema:

Obojumu ceaxu esemenam S cAy“ajHO U3aOPAHOM 6OJOM, NAGBOM
UNAU UPBEHOM, HE3ABUCHO 00 00jEHA OCTNANUT EAEMEHAMA.
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JacHo je na oaj asropuram He maje yBek mcrnpasHO 6ojerse. I3pagynahemo
BepoBarHohy Heycnexa. Beposarunoha sa cy cBu enementu S; 0b6ojenu pBeHO je
27" a BepoBaTHOha ma cy cBu 000jenn UCTOM 60jOM (IIPBEHOM WJIM TIJIABOM) j€
2.27" = 217", Caywajum norabaj (moackym ckyma ceux 2" ciaydajaux 6ojerba
— esemenTapuux gorabaja) A: "Heku on cKynoBa S; je HemcupasHO 060jen”
je yumja cBux caydajuux gporabaja A;: 7ckynm S; je memcmpashHo obojen”, 3a
1=1,2,...,k, ma BaxKu HejeTHAKOCT

K k
PA) <) P(A) =) 2" "=k <2l =
i=1 i=1

Tuwme je pokazano ja ucupasno 6ojemwe nocroju (y nporussoM 6u BeposarHoha
HencrpasHor 6ojema 6una rauno 1). [opex rora, Bumu ce 1a je oBaj mpobabu-
JIMCTWYKY ajroputam godap. McmpasHocT 3amaTor 60jerma Jako ce TpoBepaBa
TIPOBEPABAjy Ce eTeMEHTH CBAKOT MOACKYIa J0K Ce He MPOHADy ABa PA3THIATO
obojena esiementa. Bepoarnohia ycnemnor 6ojewa p = 1 — P(A) je 6ap 1/2.
Ako ce y jennom nokyumajy He gobuje HeucupasHo 6ojemwe, nocrynak (6ojeme)
ce monassba. OueknBanm Opoj TOKyIaja OOjerha je Marmu WM jeTHAK O JIBA.
3aucra, BepoBaTHohia 7a ce mcrnpaBHO OOjeme mpoHahe y j-TOM TMOKYIIA]y je
(1 —p)i~1p, ma je maTemMaTH9KO OYeKMBaEe OpOja MOKYTITaja

oo

> o i—pylp=

Jj=1

<2.

SRR

Omnucanu anropuram 60jema je ouunrneano Jlac Berac anropuram, jep ce 60jerma
MpOBepaBajy jeHO 3a JAPYIUM, & Ca TPAXKEHEM Ce 3aBpIlaBa Kaj, ce Haube
Ha mcapaBHO Oojerbe. He mocroju rapanmumja ycuoerrHor 6ojema y OHIO KOM
durcupanom Opojy MOKyINaja, ajiu je OBaj aJrOPUTAM y TPAKCH UMAK BPJIO
epuKaca.
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CrpykType nogartaka

Jlo cazia cMo ce YIIO3HAJIN Ca BEJIMKIM OpOjeM Pa3InduTiX CTPYKTYPa MOJATaKa.

Crek u pes Cy CTPpYKType MOmaraka KoOJ KOjuX je yHampen oapeher egeMeHT

KOju ce m3balryje: KO CTEeKa TO je eIEMEHT KOj! je TOCIeAbHI J0IAT Y CTPYKTYPY,

a KO/l peJia eleMeHT Koju je npsu poaar. O6e oBe cTpyKType eUKACHO HMILTEMEHTUPA]Y
onepaigje 3a J0/aBarbe HOBOI' €JIEMEHTA Y CIPYKTYPY U u30anuBambe eJleMeHTa

"3 CTPYKTYpe.

Pasmorpunu cmo, Takolje, burapHa cTab/1a mperpare Kao MpuMep arncTPaKTHOT
THUIA TOJATAKA PEYHUK: OMEPAIlHje KOje MOAPKABA PEUYHUK CY TOTABAE HOBOT
€JIEMEHTA, W3AIMBAKE MMPOU3BOJHHOI €JIEMEHTA U3 CTPYKTYPE U WCIATHBAE
MPUCYCTBA HEKOT €JIEMEHTA Y CTPYKTypu nogaraka. Kao noceban npumep Bugean
cmo ABJI crabiia Koz KOjux ce cBe HaBejeHe onepariije u3Boje e(pUuKACHO.

Bunesu cMo n xun Kao jegHy mMILIEMEHTAIjy pea ca mpuopureroMm. Pen
ca [IPUOPHUTETOM II0/IP?KABA J[BE OIePAIlUje: [0/IaBAbE eJIEMEHTA Y CTPYKTYDPY U
W3ANWBAKE eJIEMEHTa, Ca HAjBeNUM MJIM HajMAFhUM TPUOPUTETOM U3 CTPYKTYPE.
Kao mpumep cTpyKType mojataka pa3mMaTpajii CMO U Xelll Tabesie Koje MPe/ICTaB/bajy
jorr jemmy moryhy peanm3arujy pedHHKA KOI KOjeé Ce y MPOCEKY Omepariuje
M3BOJIE JOCTa e(PUKACHO.

VY macraBky hemMo pa3MOTPUTH HOBY CTPYKTYPY IMOJATaKa, KOja Ce KOPUCTH
3a e(puKacHO U3BOhEme ABe omeparnuje ca (pamMuirjama IuCjyHKTHUX CKYIIOBA.

6.1 Tpob6nem dopmupatra yHuja

6.1.1 Crpykrypa nogaTtaka 3a QUCjyHKTHE CKynoBe

IIpobaem dopmuparsa yruja MOXKe 3 MOCTYKH KAO MPUMEpP KaKO T00pO
n3abpaHa CTPYKTypa TOJATaKa MOXKe /13 M000Jbina e(pUKACHOCT AJrOPUTMA.
Hexka je maro n ememenara xi,Zs,...,T,, KOju Cy MOJE/HEHH Yy [IHUC]YHKTHE
nojckynose. Ha mouerky cy nojckynosu jenpnowianu. Haj erementuma u moji-
CKYIIOBHMAa MOI'Y C€ IIPOM3BOJbHUM DEJIOCIe0M u3BpiiaBaru ciaejehe nase ome-
parmmuje:

e podskup(i): gaje uMe HOACKYIIA KOJU CAAPIKH €JIEMEHT T;;

e unija(A, B): bopmupa yuujy nogckynosa A u B, MOACKyI ca jeuHCTBe-
HUM MMEHOM.
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ITuss je mahm cTpyKTypy mogaTaka Koja omoryhyje mro e(puKaCHHUje H3BPIITABATHE
OBe JIBe ollepaliyje.

IIpBm KargUAAT 3a *KeJbEeHY CTPYKTYPY MojaTaka je Bektop. Ilomro cy cBn
eJIeMEHTH O3HATH, MOTY Cce CMeCTHTH ¥ BeKTop X myxwuue n. HajjennocraBunje
pellee IoCTaB/beHor pobJieMa je cmectuTu y X [i] ume moJCcKyIia KOju caapKu
€JIEMEHT ;. ¥ OBAKBOj PEATH3AINj/ HAJIAXKEHE MOACKYa KOME IIPUIIA/IA eJIEMEHT
x; je TpuBmjaaHo. MehyTrnM, popMupaime yHEje aBa MOACKYIA je CIOKEHHje.
IperniocraBumo 1a je unija(A, B) HoBu mozackym ca nmeHoMm A. Tama ceum
eJleMeHTrMa, BeKTOpa X m3 moickyma B Tpeba mpomenutn ume y A, ma je
CJIOZKEHOCT OBe onepanuje y Hajropem ciaydajy O(n).

IIpumep 6.1. Cucremy nucjyukraux noiackynosa {1},{2,4,6},{3,5}, {7} onrosapa
HU3

i1 2
X[ |1

wl w
(SIS
wa| ot
| o
~ =~

Ha 6u ce popmupana yumja {2, 4,6}U{3,5} rpedano 6u X [3] u X [5] 3amenuTn
ca 2.

Moryh je w Apyru mpUCTYI OBOM TIPOOJIEMY, 3aCHOBAH HA WHIWPEKTHOM
aJpecuparby, OpH 9eMy je HajaxKeme yauje 6utHo jennocrasauje. O raxobhe
Kopucty 1es1obpojuu Hu3 X J1yzKUHE N. 3a IPEeICTaBbabe NOACKY A {11, 19, ..., ik }
KOPHUCTE ce JIOKaIuje 41,13, ...,1; y Hudy X. Ha cBakoj om Ttmx jokaruja, cem
jenHoj, 3amucyje ce MHIEKC HEKOT JIPYTOT eJIEMEeHTA TIOJICKYTIA - OIa TOT eJIeMEHTa,
y Ha Taj HAYWH MPEICTAB/HEHOM CTa0JIy; HA JIOKAIUjU KOja OATOBAPA jETHOM
ememenTy 3amnucyje ce 0 - Taj e1eMeHT je KopeH cTabia Koje 0JIroBapa moICKYyIIy .

Ha npumep, crioMeny Ty cucTeM HCjyHKTHUX CKYIIOBA MOXKE C€ IIPE/ICTABUTH
HHA30M:
|

i1 2
X[z']\O 6

3 4 5 6 7
0 6 3 0 O

Kopenn crabana — nogckymosa cy eaementu 1, 3, 6 u 7 Kojuma OAroBapajy
Bpenroctr 0 y Hu3y X; noackyn {2,4,6} je crabio ca Tpu 4BOpA, OJ] KOJUX j€
6 xopeH, a 2 1 4 cy Berosu cWHOBH; Jakyae 2, 4 u 6 cy y nmonckyny 6.

Ha mouerky cy cBu MOACKYIIOBH jeJHOYUIAHN, CTO 3HAYMN /1A Cy CBU €JIeMEHTH
KOpeHu crabaja ca o jeIHUM YBOPOM; CBH ejeMeHTH Hu3a X Cy JIaKJe HyJe.
[Ipernocrasumo na cy A, B aBa ejieMeHTa KOjU Cy LPEJACTABHULIM CBOJUX I1OJI-
ckynoBa, 1j. X[A] = X[B] = 0. Onepamuja unija(A, B) u3Boau ce Tako 1ITO
ce X[A] samenu ca B mmu o6pryTo Taxko mro ce X [B] 3amenu ca A. ITocie
HEKOJUKO (POPMUPaAHA YHUja, BEKTOP X MMILTAIIMTHO 33,1aje HEKOJTUKO CTA0AIA;
Ha cymnu (6. 1] Ta crabsa cy mpuka3zaHna Kao eKCILIUIATHO PeACcTaB/bana crabiia.
Caako cTabJio oiroBapa MoJCKyILy, a CBaKu 4BOp enementy. Ejement y Kopeny
crabyia Cay:XKM Kao wMe mojckymna. Jla 6u ce mpoHAIIO MMe MOACKYMa KOMe
npunajga eaemenT (G, Tpeba MpaTHTH JaHAI[ MOKa3WBada /10 KOpeHa cradia,
ciora ca nokazuBadeM nil. OBo nojceha Ha cuTyanmjy KaJi HEKO IPOMEHH

aJIpecy: YMECTO Jla CBHMA jaBjba Jia je IPOMEHUO aJIPecy, OH Ha CTapOj aJIpecu
ocTaBsba CBOjy HOBY ajapecy (ca Moab0M Jla My JOCTaB/bajy [PHUCIENY LIOLITY)
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— mTo je jemHocTtaBHuje. HapaBHO, Hamaxkeme MMpaBe aapece je Caaa HeITo
CJIOKEHUj€e, OJIHOCHO Ollepalidja HAJIazKerbha [I0JICKYIIa KOME €JIEMEHT [IPUIIAJIA
je Mame edukacHa (HAPOYUTO ako Cy cTabIa Koja MPeJCTaB/bajy MOACKYIIOBE
M3y KEHA).

Cnuka 6.1: Crpykrypa moJaraka MOrOJHA 34 MPEJACTAB/HAME JIUC]yHKTHUX
MTO/ICKYIOBA.

W neja na K0joj ce 3acHuBa e(pUKACHA CTPYKTYPa 3a HAJIAXKEHe YHUjA je 1a ce
crabia ypaBHOTEKe, OJHOCHO CKpare. YHHja moackynosa A w B wa cammn [6.1]
MOXKe ce (hopMHpaTH yCMepaBameM Toka3uBada A ka B, wim ycMepaBameMm
noka3uBada B ka A. OuurienHo je 1a ce y Apyrom Ciydajy 100uja ypaBHOTEKEHH]je
crabsio. UcnocraBma ce ma ciaemgeha XxeypucTuka pernaBa mpodeM: MOKa3uBad
KOpeHa crabJia ca Mame ejeMenara (OJHOCHO [IPOU3BOJHHOL O ABa CcTadsia aKo
uM je O6poj eseMenara jenHaxk) rTpeba ycMmepuru ka kopeny crabia ca sefium
Opojem eslemenara. JacHo je ma mpu (pOpMUpAILy CBaKe HOBE VHHjE yCIyT Tpeba
u3padyHaBaTu u OpOj eleMeHaTa HOBOT MOACKyma. Taj momarak ce cMmernra Kao
Jeo caora y Kopery crabma. [Ipumenom oBor mpasuia ce npu (pOpMUPaAILY YHI)jA
MOCTUKE /13 je BucuHA cTabiia ca m eJeMEHATa YBEK Mama WU jeTHAKA Of
logy m, mro nokasyje ciegeha reopema.

Teopema 6.1. Axo ce npu gopmupary yruja KOPUCMU YPASHOMENCABAIHE,
ceaxo cmabro sucure h cadpoicu bap 2" enemenama.

Zloxas. Jloka3 ce m3BOMM MHAYKIHjOM IO Opojy ¢opmupama yruja. Tspheme
j€ OUHMIJIETHO TAYHO 3a TPBY YHHUjY: mo0Hja ce cTabjo BUCHHE jeJaH Ca IBa
enemenTa. [locmarpajmo yuujy mogackymosa A u B. Heka cy Bucune omrosapa-
jyhux crabama h(A) u h(B) u nHeka cy Opojesu uBopoBa y muma n(A), n(B);
6e3 cMarbera OLIITOCTH MOXKe ce npernocrasutu aa je n(A) > n(B). Bucuna
KOMOMHOBAHOT cTabia jemmaxa je max{h(A), h(B)+ 1} sehem on Gpojesa h(A)
n h(B) + 1. Axo je Bucuna jegnaka h(a), onga je TBpheme TawyHO, jep HOBO
CTaBJIO UMa 338 UCTY BUCHHY BHUIIE ejieMeHara o7 crabja A. Y MpOTHBHOM, HOBO
crabio mMa Gap JBa myTa Buire ejgemenara ox n(B) (36or n(A) > n(B)), a
BucuHa My je 3a jenan sehia ox h(B), na je tBplieme Teopeme Takofje tadHo.

Ilocenuma oBe Teopeme je Ja ce MPU TparyKemy MOACKYTa KOMe MPHUTIAJIA
eJIeMeHT HUKa/I He IPOoJa3y Buile of log, n noka3uBada. YHUja MOJCKYIIOBA Ce
dopmupa 3a kKoHCTAaHTHO Bpeme. IIpema Tome, 3a W3BpIIEmE HU3A OH M > N
oliepaluja UpBe uiu apyre Bpcre, 6poj kopaka je najsuie O(mlogn). Pobepr
Tapnian (Tarjan) 6mo je MPBM KOjU je JAMCKYTOBAO TOPEhe TPAHWIIE BPEMEHCKE
CJIOYKEHOCTH HU3a OTlepalifja 1 OH je OCMUCINO KaKo ce e(pMKACHOCT OBE CTPYK-
Type MOXKE /b€ TIOOOJBINATH.

ITocmarpajmo jorn jemHom aHasormjy ca MpPeyCMepaBarmbeM IOMMUJbKA. Y
CJyd4ajy BUINECTPYKe IIpOMeHe ajpece, nomusbka he whu ox jemue mo apyre
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ajapece, TOK HE JIOCIIE HA KOHAYHO oxpexwinre. Pazymua umaeja je ma ce mo
KCIIOPY X HOIINJbKE YHA3A/T, HA CBE YCILy THE a/IPece, I0CTABY IIOCJIE/Iiba aqpeca.
Jakie, Kaj ce mpu opelnBamy mMoaCKyma HEKOT eleMeHTa, rpelje myT 710 KopeHa
cTabJia, Taj myT Ce jOIIl jeTHOM TTPOJIa3u y OOPATHOM CMEPY, & MOKA3UBAYN CBUX
YCIyTHUX YBOPOBA IIpeycMepaBajy ce ka KopeHy. CIl0XKEHOCT TparKema THUME
je nosehana HajBumie 3a KOHCTAHTHU (GAKTOP (Tj. ACUMITOTCKA CJIIOXKEHOCT
TpaXKerha Ce He Memba), a MocTuzKe ce ckpaluBame 1yTeBa IPU KACHUJUM TPa-
JKEHUMa, TIOJICKYTIA 34 CBE YCIYTHE YBOPOBE.



[nasa T

'pacdhoBCckn anroputmu

7.1 VYsop

Y oBom noryiaBsby pasmarpahemMo KOMIJIMKOBaHUje oxHOce u3Mmely objekara 3a
quje Mojeaupame Kopuctumo rpadose. I'padosu Mory ga momesmpajy MHOTO
CUTyaluja, ¥ KOPUCTe Ce y Pa3INIuTHM 00JacTuMa, o1 Kaprorpaduje 10 co-
unjasiae ncuxosioruje. Ilpukazahemo Buille BaykKHUX OCHOBHUX aJIrOPUTaMa 3a
obpany rpadoBa u 3a U3PAUYHABANHE HEKUX IUXOBUX KAPAKTEPUCTUKA.
Ilornemajmo Hajupe HEKe mpUMepe MOAeIupama MoMohy rpadosa.

1. Hanaxkeme moOpor myTa 0 HEKOTI OAPEeIHuIlNTa y Tpaay je rpadoBcKkm
upobusieM. Yiuue oarosapajy rpasama (ycmMepene rpaHe y ciydajy jes-
HOCMEPHUX YJIWIA), & PACKPCHUIE YBOpOoBHMMa. CBAKOM YBOPY M CBAKO]
rpaHu (Jesry y/IuIe) MOXKe Ce IPUIAPYKUTH BpeMe MOTPeOHO 3a MPOoJIa3ak,
ma, ce Tpo0bJIeM CBOIM HA, HAJIaXKeme ~Hajop:ker” myrta m3mely aBa dBopa.

2. Tlpomec w3BpIaBama HEKOT TTPOTPaMa MOXKe Ce TIOJETUTH Ha, cTama. U3
CBAaKOI' CTama MOYKE Ce HACTABUTH HA HEKOJWKO HauwmHa. Heka crama
cMaTpajy ce HemoxkepHUM. [Ipobiiem yrBphuBama Koja cTaiba MOT'Y JOBECTH
y HErmoKespbHa CTarba je rpadOBCKH MPOOIEM Y KOME CTABUMA OJTOBAPAjY
4BOPOBH, a I'PAHE yKa3yjy Ha Moryhe mpesjiacke u3 jeJIHOr y JAPYro CTabe.

3. Ilpasspeme pacnopesa dacoBa Ha (haKyITETy MOXKE Ce MOCMaTPATH Kao
rpadoscku mpodbaem. UBopoBu 0/AroBapajy rpymnama, a IBe TPyIe Cy Io-
Be3aHe aKO MOCTOjW CTYIEHT KOju HaMepaBa Ja ux obe moxalja, wiam ako
MMajy 3ajeJHUIKOr mpegaBada. IIpobiem je Kako HampaBUTH PACIOPET IO
rpynaMa Tako 13 ce MuHuMu3upajy xKoHdauktu. To je Texkax mpobdiem,
3a KOju Huje jlako Hahwm mobpa perema.

3a mpezcraBmbame rpadoBa Hajuenihe hemo KOPUCTUTH MPEACTABY JTUCTOM
nosesaHocru, kKoja je eduracuuja 3a perke rpadose (ogHocHo rpadose ca
peJsiaTuBHO MajuM 6pojem rpana). ¥Ysewfiemo najupe neouxonue nojmose. I'pad
G = (V,FE) cacroju ce oxn ckyma V uBopoBa, n ckyna E rpana. Cpaka
IrpaHa OAroBapa Iapy Pa3JnYuTUX YBOPOBa (IMIOHEKAZ, Cy JO3BOJHEHE IIETIHE,
OJIHOCHO I'paHe KOje BOJe OJ1 YBOpa Ka FheMy CaMOM; MH NeMO MpeTIoCTaB/ba-
TU Ja OHe HuCy 103BoJbeHe). ['pad mMoxe Guru ycMepeH uiu HeyCMepeH.
Ipane ycmepenor rpada cy ypehenu naposu uBopoBa (Koju ce 30By KpajeBu

87



7.1. YBoa 88

IpaHe); peiocies] 1Ba 4BOpa Koje mopesyje rpana je 6urad. 'pane ycmepenor
rpada uprajy ce Kao crpesmue yeMepeHe o/ jeHor 4Bopa (1lo4eTka) Ka Apyrom
uBopy (Kpajy). I'pane Heycmeperor rpada cy neypehenn nmaporn. Crenen d(v)
yBOpa v je 6p0oj TpaHa CyceaHuX 4Bopy v (OZHOCHO 6pOj rpaHa Koje v moBe3yjy ca
HEKUM JIPYTUM 4BOPOM). ¥ ycMepeHoM rpady pasiukyjeMo yJia3HU CTeleH,
Opoj rpana 3a Koje je IBOp v Kpaj, 1 M3JIa3HU CTeleH, Opoj rpana 3a Koje je
9BOP ¥ MOYETAK.

IIyT ox vy 110 vk je HU3 YBOPOBA U1, Vg, . . ., U OBE3AHUX IpaHama (v1,Us),
(va,v3), ..., (Vk—1,Vk); OBe rpane ce oOUYHO Takohe CMATPajy JeJOM IyTa.
[Ty je mpocT, ako ce CBaKM YBOD y HEMY I[OjaBJbyje caMo jejaHoM. 3a 4BOp
U Cce KaxKe Ja je JOCTHXKAaH U3 Y4BOPa ¥ aKO MOCTOjU TMyT (YCMEPEH, OJHOCHO
HeyCcMepeH, 3aBuCcHO o1, rpada) o1 v 10 u. I1o neduHunuju je 4BOp v JOCTUKAH
n3 v. Hukiyc je myT 9uju ce IPBU U TOCIEABU 9BOp MoKIamajy. Lukmayc je
MPOCT aKO Ce, CeM TPBOr U MOCTEIHer YBopa, HU jeJaH APYLU YBOP Y HeMy
He nojassbyje usa nyra. Heycmepenn o6smk ycmepenor rpada G = (V) E) je
ucru rpad, 6e3 cmeposa Ha rpanaMa. 3a rpad ce Kaxke J1a je moBe3aH ako (y
IErOBOM HEYCMEPEHOM ODJIUKY) MOCTOjU MyT u3Mely mpou3BosbHA JBa 4BOPA.
ITyma je rpad xoju (y CBOM HEYCMEPEHOM OOJIMKY) HE CaJpKU IUKJIYCE.
CrabJ10o wiu JApBO je ope3ana 1mryma. KopeHcKo cTabJio je yeMepeHo cTadio
ca jemHuM OCEOHO M3IBOjEHUM IBOPOM, KOjH Ce 30B€ KOPEH IIPU YeMy Cy CBe
rpaHe yCcMepeHe 0OJf KOPeHa.

Ipad H = (U, F) je nogrpad rpada G = (V,E) akoje U CV u F C E.
IToBesyjyhe cTabuio neycmepenor rpada G je meros nogrpad koju je crabio
n canpxu cee usopoBe G. MHaykosanm moarpad rpada G = (V, E) je
weros noarpad H = (U, F) rakas ga je U C V u F caapxu cBe TpaHe U3
E auja cy oba kpaja y U. Ako rpad G = (V, E) Huje noBe3an, oHIa ce OH
MOXKe Ha jJeJJMHCTBEH HAYMH PA3JIOXKUTU y CKYIl MOBE3aHWX MOATrpadOoBa, KOju
ce 30By KOMmOHeHTe moBe3aHocTH rpada G. Ckyn 4BOpoBa KOMIOHEHTE
TIOBE3aHOCTH je KJIaca eKBWBAJEHINje Y OJHOCY HA PEeTaInjy JOCTUKHOCTU 33,
YBOPOBE: KOMITOHEHTY TIOBE3aHOCTH (G KOjOj MPHUIIAIA IBOP ¥ YHHE CBU YBOPOBU
noctrkay u3 v. KommorenTa nose3anoctu rpada G je MakCUMaJIHK TOBE3aHU
noarpad G (omHocHO Takas noarpad Koju Huje mpaBu moarpad HU jeqHOr
apyror nosesanor noxarpada G). IToBesyjyha mryma neycmepenor rpada
G je weros noarpad Koju ce cacroju oz nopedyjylimx crabasia KOMIIOHEHTH
noBe3anoctu GG. Bunaprurhau rpad je rpad unju ce YBOPOBU MOTY MOIETUTH
Ha Ba JWCjYHKTHA MOACKYIMa Tako Ja y Tpady mocroje camo rpaxe m3mely
YBOPOBA W3 PA3MUIATHX TOACKYIIOBa. TeXXKWHCKH Tpad je rpad Uujum cy
rpaHaMa [IpUJIPYKeHU peasinu OpojeBu (Texkune, 1eHe, JHyKuHE, eHr. weight,
cost, length).

Mpmuore gedununmje 3a ycMepeHne u HeycMepene rpadoBe cy CIndHe, n3y3eB
HEKUX ouurienunx passuka. Ha npumep, ycmepeHu u HeyCMepeHu IIyTeBU Jie-
dbuHuUITy ce HA UCTH HAYWH, CEM IIITO CE KOJT yecMeperuX rpadosa crenudummpajy
¥ CMEPOBH IpaHa. SHAYEHHe TAKBUX TEPMUHA, 3aBUCH OJ KOHTEKCTA; aKO Ce, Ha
puMep, paJu O MyTeBUMA y yCMepeHOM rpady, OHJa ce MHUCIN Ha yCMepeHe
myTeBe.

Pasmorpuhiemo mHajupe jeanocraBan mpobsemM, KOju ce CMATpa MPBUM ITPO-
6emoMm Teopuje rpadosa — obmnazak Kenuurcbeprkux mocToBa. 3arum hemo
ce baButu ypehemem aBopoBa rpada, HamaxKemeMm HajKkpahux myresa y rpady
" IPYTAM IPOOIEMHUMA.
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7.2 Ojneposu rpacosu

ITojam OjnepoBux rpadoBa y Be3W je ca, KAKO C€ CMATpa, OIPBUM DENIEHUM
npobiemom teopuje rpadosa. [IIBajuiapcku maremaruyap Jleonapa Ojiep Ha-
numao je Ha caeaehwm 3amarak 1736. romune. I'pag Kennrcbepr, manac Kamm-
BUHIPA, JeKA Ha obajaMa W Ha JABa ocTpBa Ha peru Ilperesn, kao mro je
npukazano ma cammw [7.1} Tpan je 6mo mosesan ca cezam MocTosa. IlmTtame
(koje je myummo muore tajanibe rpabane KenurcGepra) 6usio je ma ju je
Moryhe moderu meTwy u3 OMIIO KOje Tadke y TPady W BPATUTHU CE y TOJIA3HY
Ta4uKy, mpenaszelinm mpu ToMe CBaKM MOCT TAadIHO jemHoMm. Peremse je mobujeHo
yommTaBameM mpobaema. "I'pad” Ha mcroj caunm, 6ap mTO ce 0BOr mpodaema,
THYe, EKBUBAJICHTAH j€ Ca TIJIAHOM IpaJa (HABOJHUIIN Cy YHIOTPEO/HEHN jep OBaj
"rpad”’ wma BuITECTpyKe TpaHe, Ma CTPOrO TJIEJAHO MO JAedUHUINjA U HUje
rpad; 1o je 3B. Mmyarurpad). IIpobieM ce MOXKe eKBUBAJIEHTHO POPMYJIUCATH
Kao caemaehu mpobiiem u3 Teopuje rpadosa: ga au je moryhe y mopesanom rpady
nponalu HUMKJIYC, KOjU CBAKy I'PaHy cajapKu TadHo jeanoM ((Ojaepos yukayc).
Wnu: na qam je moryhe mampraru rpad ca ciuke He QuKyhu OJIOBKY ca
mamnmpa, Tako Ja OJIOBKA CBOj TIYT 3aBPIIU HA, MECTY €A KOra je u kpenymaa. Ojaep
je permo mpobsieM, TOKA3aBINM 14 je OBaKaB obmiaa3ak Moryh axo u camo axo
je rpad moBe3aH W CBH HErOBH YBOPOBU MMajy HapaH cremeH. Taxksu rpadoBu
3oBy ce QjaepoBu rpadgosu. Ilomro "rpad” Ha ciaunu “Ma YIBOPOBE
HEMAPHOr CTeleHa, 3aK/bydyjeMo ma mpodimeMm KeHurcOepiikux MocroBa HEMa,
pererse. JIokas Teopeme WHIYKIWjOM, KOjU CJIenu, aaje e(pUKaCaH aJIrOpUTaM
3a Hajaxkeme OjiepoBor 1uKIyca y rpady.

A

Cmuxka 7.1: IIpobnem Kenurcbepikux mMocToBa, u oarosapajyhu rpad.

IIpo6aem. VY 3azarom neycmepenom nosezanom rpady G = (V) E) uuju cu
YBOPOBY MMajy IIapaH CTeleH, IIpoHalin 3arsopeny 1myT P, Takas Ja ce y mbeMmy
CBaKa rpaHa m3 I mojaBibyje TA9HO jeTHOM.

Jlako je mokazaru ga ako y rpady mnocroju QjiepoB HUKIYC, OHJA CBH
4BopoBu rpada Mopajy umaru napas crernes. 3a Bpeme OOMIACKA 3aTBOPEHOr
[UKJIYCA, ¥ CBAKK YBOP CE€ YJIA3W HCTO TOJIMKO MyTa KOJUKO MyTa Ce W3 Fhera
n3nas3u. llomro ce cBaka rpaHa mpoJa3u TAYHO jeTHOM, OPOj TpaHa CyCeTHUX
MIPOM3BOHPHOM UBOPY MOpa OwTh mapaH. /la 6ucMo MHIYKIHjOM JOKA3AIHA 114
j€ yCJIOB J0BOJbAH, MOPAMO HAjIpe 1a m3abepemMo mapamerap mo kome he omru
u3BeJeHa naayknuja. Taj m36op Tpeda ma omoryhu cmamuBame mpobema, 6e3
HErose mpomene. AKO yKJIOHUMO YBOP u3 rpada, CTEMeHr YBOPOBA Y J0OUjeHOM
rpady Hucy Buie cBu napuu. Tpebaso Ou ma yKJIOHUMO TaKaB CKyI rpaHa S,
Jla 3a cBaku 4BOp v rpada O6poj rpana u3 S cycemnux ca v Oyzae napas (Makap
u 0). IIpousBosban HUKJIYC 33/0BOJbABA OBaj YCJIOB, I1a CE HOCTAB/bA MUTAE
ga g Ojnepos rpad yBek cazpku nukiyc. IIpernocraBumo Ja cMo 3amnodesin
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obunazak rpada u3 Npou3BOJFHOT YBOPA ¥ MPOU3BOBHUM pejocyienoM. Curypro
je ma he ce TokoMm obmIacKa paHuje win KacHuje Hauhu Ha Beh obubenn aBop,
jep xajg rox yhemo y HeKum YBOp, CMambyjeMO HHEerOB CTEMEH 34 jeJaH, THHUMO
ra HeMapHUM, Ia Ta yBeK MoykeMo u HamyctuTu. HapaBHo, oBakaB obmiiazak
HE MOpa Ja canpxku cBe rpane rpada. To mokasyje ma y csakom OjrepoBom
rpady Mopa Ja IOCTOjU HEKHU ITUKJIYC.

Caza MoxkeMo 3 (hOPMYTHUIIEMO HHILYKTUBHY XUIIOTE3Y U JIOKAXKEMO TEOPEMY .

NungykruBHa xunore3a. [losesanu rpad ca < m rpana 4uju CBU 4BOPOBU
uMajy napan cremet, caapxku Ojaepos muKIyc, Koju ce Moxe nponalin.

IMocmarpajmo rpad G = (V, E) ca m rpana. Heka je P neku nukiycy G, u
Heka je G’ rpad no0ujen yKiamameM rpata Koje dune P us rpada G. Crenenn
crux aBopoBa y G’ cy mapnwm, jep je 6p0j yKIOWHEHNX rpaHa CyCeIHuX OII0 KOM
qBopy mapaH. Umak ce WHIYKTHBHA XWIOTE3a HE MOYKE MPUMEHUTH Ha rpad
G', jep on He MOpa OWUTHU MOBE3aH, BUIETH MPUMEP HA CJIUIHA Heka cy G,

5 .., G, KoMnoHenTe nose3anocru rpada G'. Y cBakOj KOMIIOHEHTH CTENeHH
cBuUX YBOpOBa cy mapuu. [lopes Tora, 6poj rpara y ¢cBakoj KOMIIOHEHTH j€ MAIbH
o m (wuxos ykyuan 6poj rpana mawu je ox m). IIpema Tome, unuykrusua
XWTIOTE3a MOYKE Ce MPUMEHWTH Ha CBe KOMIIOHEHTe: y CBaKoj KoMmmoHeHTHn G
nocroju Ojnepos nukiyc P/, n mu 3HaMo na ra nporalfiemo. ITorpe6Ho je caza
cBe oBe 1uKIyce objequautn y jenan Ojnepos mukiyc 3a rpad G. Iomazumo
u3 6usio kor uBopa nukiyca P (”marucrpassor myTa”) cBe 0K He 10hemMo 10
HEKOr 4Bopa v; Koju npunaja komuonenru G’ Tajna obuiasumo KoMmuonenty
G'; mukaycom P; (7 moxkammmm myTem”) w Bpahamo ce y wBop v;. Hacrapmajyhn
Ha Taj Ha4YWH, oOua3ehn MUKIyce KOMIIOHEHTH Y TPEHYTKY HAWUJIACKA HA HUX,
Ha Kpajy hemo ce BpaTuTw y MOJa3Hy TAYKy. ¥ TOM TPEHYKY CBe rpane rpada
G npohene cy tadHo jegHOM, MITO 3HAYM 1A je KoHcTpyucan OjrepoB MUKIIYC.

Cmuka 7.2: Ilpumep koncrpykimje Ojnepoor myra wuvIyKnujom. [lyHOM
JIMHUjOM HU3BYYeHE Cy IpaHe MOMOhHOr nukJiayca. V3baruBamemM rpana OBOT
nukiyca 3 rpada, qoomja ce rpad ca IBe KOMIIOHEHTE TIOBE3AHOCTH.

7.3 [lpetpara y aybuny ycmepenunx rpachosa — HOBM nojMoBu u ocobute

V¥ roky ussofewa DFS ycmepenor rpada G = (V, E) usoposuma v € V rpada
MOTY C€ TIPUTIACATH:

e 0oje v.boja

— besta — 3a HEO3HAYEHE 9BOpPOBE

— cuBa — 3a 4BOp U3 Kora je nokpenyt DFS
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— I[pHA — 3a YBOPOBE U3 KOjUX je 3aBpiieH pekyp3uBHu no3us DFS.

e orar v.w y DFS mymu. Ilpu tome je v.m = NULL axko je ¥Bop v KOpeH
mekor of crabara DFS miyme rpada G

e BpeMeHa oTBapama v.d u 3arBapama v. f agopa v € V. Ilpu Tome je epeme
BpeIHOCT HoceOHOr Opojaya, koju npe nokperamwa DFS uma speanoct 0,
a MHKPEMEHTHPA CE CBAKW MyT Kaa Ce:

— IOKPEeHEe PeKyP3UBHHU II03UB U3 HEKOI YBOpa w € V'; ierosa BPeIHOCT
ce Ta/Ia ymucyje y w.d

— 3aBpIN PEKYP3UBHH MTO3UB U3 HEKOT YBOpA w € V'; theroBa BPeIHOCT
ce Tasa ynucyje y w.f

Jacuo je ma 3a caku uBop w € V Baxu 1 < w.d < w.f < 2|V|. Iopex
TOTa, YBOP w je 6e0 10 TpeHyTKa w.d, CUB IO TPEHYTKa w.f U I[PH MOCJE TOT
TPEHyTKA.

Bamarak: Ako ce 3Hajy BpeaHocTH u.d v u. f 3a cBe YBOpoBe u € V', omapeauru
O/lJIa3HY U JI0J1a3HY HyMeparujy rpada. la im no3nasame ojjia3He U J0Ja3HE
HyMepangje 4BOpoBa jenHo3HadyHo oxpelyje muxopa Bpemena u.d u u.f? Ako
1a, Kako?

Y macraBky je npukazan KOz agropurma DFS ca oBum momynama:

DFS(G)

ynas: G = (V, E) (ycmepenu rpad)
n3a3: u3spiied DFS obuaszak crabia
1 for each v € V do

2 wv.boja <+ bela

3 v+ NULL

4t+0

5 for each v e V

6 if v.boja = bela

7 DFS_obilazak(G,v)

DFS obilazak(G,u)

ynaz: G = (V, E) (ycmepenu rpad), u (uBop rpada)
uznas: u3spiien DFS obunaszak crabna

1 t+ t+1 {6eau uBOp u je ympaBo OTBODEH }

2 ud<+t

3  w.boja < siva

4  for each (u,v) € E {orkpusamo rpany (u,v)}
5 if v.boja = bela

6 VT U

7 DFS obilazak(G,v)

8 w.boja < crna {uBop u 3anpHyjemo}

9 t+t+1

10 u.f+t
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Cruka 7.3: [lpumep u3Bpmasama ajaropurma DFS Ha yemepernom rpady. I'pane
rpada y TOKy mperpare mocTajy moieb/baHe ako Cy rpane crabiia, OJHOCHO
ucnpekuznane (ocrase). I'pane Koje He npunazajy crabyy o3HaveHe Cy CJIOBUMA,
B, C wiu F ako cy pexom nosparHe, nompedte (yjaeBo), OJHOCHO IUPEKTHE
rpate. YHyTap 4Bopa u yuucanu cy 6pojesu u.d u u.f.

[Ipumep m3Bpmasama anropurma DFS npukasan je ma commm [7.3]

Agnropuram DFS nipe npBor nosusa D F'S _obilazak cse uBopose 060ju y 6esio
u nokasusad Ha oua y nrymu nocrasba Ha INULL . Tno6asnuu 6pojauy t (Bpeme)
nocrassba Ha 0. [Tocse cakor nozuBa DF S _obilazak y nunauju 7 94Bop u mocraje
kKopen crabsia y DFS mymu. Ilo 3appwerky ajsropurma DFS cBum uBopoBuMa
U TPUIPYIKEHO je BpeMe OTBapamba u.d ¥ 3aTBapama u. f.

Ha moverky mosusa DFS_obilazak(G,u) 4Bop u je 6eo; mocie WHKpeMeH-
Tupamba Opojada ¢ (qunuja 1), y juHuju 2 ce Ta BPEIHOCT yNUCYyje Kao BpeMe
oTBapama u.d, a y JIMHHjU 3 9BOD U IOCTaje CuB. ¥ IET/bH y JnHHUjaMa 4—
7 mpoJiaze ce pejioM CBH CyCelu ¥ 9BOpa ¥ W M3 IbUX Ce PEKyp3uBHO Hokpehe
DF S _obilazak axo je vy Tom TpenyTKy 6eo (Heo3uaden). [To 3aBpIieTKy neribe
9BOp w J00uja 1pHY 00jy.

3amazka ce Ja pe3yJITaTr nperpare 3aBUCH O] PE/IOCJIeIa IBOPOBA y JINHUJU 5
anropurma DFS,; onrocHo of1 pefociessa cycena v 9Bopa u y JUHUT 4 aaropurma
DFS_obilazak (raj pemocien onpeljen je sucrom nosesanocru rpada G).

Bamazka ce 1a je u = v.7 (OAHOCHO U je oTar] v) akko je no3us DF'S_obilazak(G,v)
TTOKPEHYT 3a BpeMe Tpojacka Kpo3 CMHUCaK cycema wBopa u y mersbu. lloper
TOra, YBOP ¥ je MOTOMAK IBOPA U y IIyMH aKKO je ¥ OTBOPEH ¥ TOKY BPEMEHCKOT
WHTEPBAJIA JIOK j€ U CHUB.

Hapenma Teopema mpeacraB/ba BasKHY KapaKTEPU3AIH]y KaIa je jeIaH IBop
noroMak gpyror usopa y DFS mrymu.

Teopema [reopema 0 Gesum nyresumal: ¥ DFS mymu rpada G = (V) E)
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(ycMepeHOr wiid HEyCMEPEHOr) YBOP U je HOTOMAK YBOPA U aKKO Yy TPEHYTKY
u.d OKpeTatba perpare 13 U HOCTOJU ILyT OJ1 U J0 U UPEKO (MCKIbY4UBO) Oeux
YBOpPOBA.

Hokaz: (=): ¥V cuenujanHom ciydajy Kaja je v = u, IyT 01 ¥ JI0 % CACTOjU
ce o7 caMO jeHOT YBOpa U, KOju je joIn yBeK 0Oeo y TPEHYTKY IPUIIHCHBAIHA,
Bpemena u.d. IlpernocraBumo caza fa je v mpasu noromak u y DFS mywmmu.
Tana je v.d > u.d, 0mHOCHO y TpeHyTKY u.d 4BOp v je O0eo. OBO BaxKu 3a CBe
MOTOMKE YBOPA U Ta BAYXKU 33 CBE YBOPOBE HA JEIMHCTBEHOM ITyTy KPO3 CTabIIo
myMe Of, U 70 .

(«): IlpernocraBuMo Ja y TPEHYTKY u.d IOCTOjU MyT O OEIUX IBOPOBA,
on u 70 v, a na v mmje moromak u y DFS mywmu. Be3 cmamema ommrocTu
MO2KE C€ [PeTIOCTaBUTU /Ia Cy CBU YBOPOBU HA TOM ILyTYy CeM v oroMuu u (y
TPOTHBHOM Ce 3a ¥ MOYKe y3eTH TPBU YBOD HA TOM TMYTy KOjU HUje TTOTOMaK
u). Heka w mperxou 4BOpy v Ha myTy (CHEIUjaIHo, w MOXKE j1a Oy1e 9BOp u).
IMomro (w,v) Huje rpana cradia, 3a BpeMe [IpeTpare u3 4BOpa w y TPEHYTKY
Kaja ce y nerjbu Haumbhe Ha 94BOp v, 4BOp v je Beh o3HadeH u upH (3ar0 1ITO
npe HAWJIACKA HA 9BOP ¥ MPUJIUKOM IpPeTpare 3 w MOpajy OWTH 3aBpIleHe
uperpare cBux 1ozcrabasa ca UPEeTXOJAHUM CyCeiuMa 4BOpa w), Tj. J0 mbera
BOIM YT O w (& TUME W MyT O ) IPEKO IPaHa cTab/Ia, OIHOCHO ¥ j€ TIOTOMaK
U, CYyIPOTHO TPETIIOCTABIIN.

7.4 Tononowko copTupame

IIpermocTaBuMO Ja je 3a/aT CKYT TOCJIOBA Y BE3W €A TUjUM PEIOCTETOM MU3BP-
IIaBamka MOCTOje HeKa orpannyema. Hekn mocioBu 3aBuce of APyTrux, OJJTHOCHO
HE MOT'Y Ce 3aIll0Y€TH MPE HEero IITO Ce TH APYTru nocgosu 3aspime. CBe 3aBUCHOCTH
Cy HO3HaTe, a 1UJb je HAIPABUTHU TAKaB PEJIOCJIe]] U3BPIIaBakbha IIOCJI0BA KOjU
3a70BOJbABA CBA 337aTa OCPAHUYEHHA; NPYTUM PEUNMa, TPAXKK Ce TAaKaB PacC-
mope T, 33 KOjU BayKW [ CBAKHU MOCA0 3AMOYMIbe TEK KaJl OyLy 3aBpIIE€HU CBU
MTOCJIOBH O[T KOjuX OH 3aBucu. IIoTpebHo je KoHCTpyucaTn epUKaACHA aJITOPUTAM
3a (popMupame TakBor pacmnopea. [Ipobiiem ce 30Be TOMOJIOIIKO COPTUPAhe.
3a/aTuM MOCIOBUMA U bUXOBUM Mely3aBUCHOCTHMA MOXKE Ce Ha HTPUPOJAH
HauyuH npuapyxkuru rpad. CBakoMm 1ocjy Hpuapy»Kyje ce 4Bop, a ycMepeHa
TpaHa OJ TMOCJIA T A0 MOCJa Y MOCTOJH aKO Ce MOCA0 Y HE MOXKE 3AMOYETH TIpe
3aBpiierka nocjaa . JacHo je ga rpad mopa 6uru anukandku (6€3 ycMepenux
LUKJIyCa), jep ce y NPOTUBHOM HEKH MOCJIOBHM HUKAJA HE OU MOIJIM 3allO0YeTH.

IIpo6aem. VY 3amarom ycmepenom anukjiundkom rpady G = (V) E) ca n 4uso-
poBa HyMepucaTu YBOpOBe OpojeBuma of 1 10 n, TaKO 7a aKO je MpPOMU3BOJbaH
YBOp ¥ HyMepHCaH ca k, OH/Ia CBA YBOPOBHU J0 KOJUX IOCTOJH YCMEPEHHU IIyT U3
v mMmajy 6poj sehm o k.

IIpuponna je ciemeha WHIYKTUBHA XAMIOTE3A.

aaykTnBHA XUIoTe3a. YMEMO Ja HyMEpHUIIeMO Ha 3aXTEeBAHW HAYWUH YBO-
pPOBe CBUX yCMEPEHUX AIUKINIKAX rpadoBa ca Mame O 1 IBOPOBA.

Bazuu ciyvaj jeanor 1Bopa, OJHOCHO TIOCTA, je TpuBHjasan. Kao u obuvHO,
MOCMATPajMO TPOU3BO/bHU Tpad Ca N IYBOPOBA, YKJIOHWMO jeJaH YBOD, IPHU-
MEHUMO WHIYKTHBHY XHIIOTE€3y U MOKYIIAJMO [1a TPOIIMPUMO HYMEPAIUjy HA
noa3au rpad. Umamo cioboay uzbopa n-ror asopa. Tpebano 6u ra mzadbparu
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TAaKO Ja OCTarak IMociaa Oyae mro jeamocraBHmju. IloTpebHO je HymepumcaTrn
upopose. Koju uBop je najnaxie nymepucaru? To je ouursieano uBop (1ocao)
KOjW He 3aBWCH OJl IPYTHX MOCIOBA, OJHOCHO YBOD Ca YIA3HUM CTETIEHOM HYyJa,;
wmeMmy ce moxke gomenutu 6poj 1. [la am ce yBek moxke mponahu 9BOp ca
ysiazuuM crenenoMm Hysna? VHTyntuBHO ce Hamehe morBpman oArosop, jep ce ca
o3HadaBameM Herze mopa 3anoderu. Crienehia sema norsphyje OBy YutbeHHILY.

Jlema 7.1. Yemepenu ayukauvku epagd yeex uma w60p Ca YAa3HUM CTNENEHOM
HYAQ.

Jloxas. Ako 6u cBU 4BOpPOBU rpada UMAJN TIO3UTUBHE yJIa3He CTENeHe, MOTJIN
OMCMO /13 KPEHEMO W3 HEKOT YBOpa ~yHa3a’ mposa3elium rpane y CympOTHOM
cmepy. Mebhyrtum, 6poj aBopoBa y rpady je KOHadaH, Ha Ce y TOM ODHIACKY
MOpa y HEKOM TPEHYTKY Haull Ha HEKW YBOP IO JIPYTH IMyT, IIITO 3HAYU JA Y
rpady nocroju nukiayc. OBo je Mmeljyrum CynpOTHO MPETHOCTABIM 1A CE DAy
0 aIUKINIKOM Tpady.

IIpernocTaBuMO & CMO MPOHAINIM YBOP Ca YJIA3HUM CTEmeHoOM Hysaa. Hy-
MEpPHUIUMO Ta ca 1, YKJIOHUMO CBE T'DaHE KOj€ BOJE U3 HEra, U HyMEPHUIITIMO
ocrarak rpada (koju je rakofje anmkiauuaku) GpojeBuMa ox 2 10 n (npema
WHJYKTUBHO] XUIIOTE€3W OHU Ce MOry Hymepucatu ox 1 jo n — 1, a 3arum ce
cBaku pejanu 6poj moxe nosehliaru 3a jeman). Buuu ce ga je nocne uzbopa
YBOpA Ca yJIA3HUM CTEMEHOM HyJia, OCTATaK MOCIA jeTHOCTaBAH.

Peaausdayuja. Jenunu npobsieM MpU peasu3aluju je Kako mponahium 4Bop ca
VJIa3HUM CTEMEeHOM HyJIa W KaKO MOMPABUTHU yJIa3HE CTENeHe YBOPOBA IOCTE
yKJambama rpane. CBAKOM YBOPY MOKE Ce MPHIPYKUTH MPOMEH bUBA (I0Jbe)
UlStepen, Tako na je na moderky v.UlStepen jeqnaxo yaa3HOM CTEMEHY YBOPA
v. [louerre BpegunocTu mpomemuBux UlStepen Mory ce mo0uTH MpOIaCKOM KPO3
CKyIl CBUX I'DAHA IPOU3BOJbHUM PeOCsesoM (CBe IpaHe Cy HaBEJEHe Y JIMCTH
nosesanocru) u nosehasamweM 3a jexan w.UlStepen cBaku nyr kax ce naube
Ha rpany (v, w). YBOPOBY ca yJa3HUM CTENEHOM HYJIa CTaBbhajy ce y pex (nim
CTeK, IITO je jemaako 106po). [Ipema semu y rpady mocToju 6ap jegaH IBOp
¥ ca yIa3HUM CTeleHOM Hysia. UBOp v ce Kao MpPBH Y Pey JaKo MPOHATA3W; OH
ce yKJama u3 peja. 3aTuM ce 3a cBaky rpany (v, w) Koja u3siasu u3 v 6pojau
w.UlStepen cmamyje 3a jenan. Ako 6pojad npu Tome g00uje BPEIHOCT HYJIa,
YBOp W CTaBJba ce y pen. Ilocie ykmamama 9Bopa v Tpad OCTaje AlUKIINYKH,
Ha y meMy npema JieMH [7.1] IOHOBO IOCTOjH YBOP Ca yJIA3HUM CTEIEHOM HyJIa.
Agnropuram 3aBpIaBa ca pajgoM KaJ pel KOju CaJp>Kid YBOPOBE CTEIEeHa, HYJIa
MOCTAHEe MPa3aH, jep Cy y TOM TPEHYTKY CBU YBOPOBU HyMepucaHu. Ajropuram
je JaT y HAacTaBKy TEKCTa.

Top_sort(G)

ynas: G = (V, E) (ycmepenu anukianaku rpad)

n3sa3: v.Rb 3a cBaku 4BOp v 100HMja BPEIHOCT y CKJIAJY CA TOMOJOMIKAM copTrupameM G.
1  UMawnmjamazosatu v.UlStepen 3a cee usopose {mmp. momohy DFS}

2 Grb+0

3 Q@ «+ 0 {pen 3a uBopose ca ynazumm cremerom 0 }

4 fori<+ 1tondo

'Ha camuan HauuH 33K/bydyje ce ga vy rpady MOpa HOCTOjATH H 9UBOD €3 H3IA3HHM
CTENEeHOM HyJIa.
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5 if v;.UlStepen = 0 then ynucaru v; y pexn @

6 while pen @ nuje npasan

7 M3BAIUTH YBOp v M3 pena ()

8 Grb+— Grb+1

9 v_Rb < G_rb

10 for cse rpare (v,w) do

11 w.UlStepen < w.UlStepen — 1

12 if w.UlStepen = 0 then ynwucatn w y pen Q

Caootcerocm. CloKeHOCT H3padyHaBaba NOYeTHAX BPEIHOCTH TPOMEHIbUBAX
UlStepen je O(|V| + |E]). 3a Hanaxeme 4BOpa Ca yAa3HHM CTEHEHOM HYyIIa

1HoTpebHO je KoHcranTHO Bpeme (upucryu peay). Csaka rpauna (v, w) pasmarpa

ce TAYHO jeJHOM, y TPEHyTKy KaJ, ce v yKiama W3 pema. llpema Tome, 6poj

npomena Bpeanoctu UlStepen jemmak je Opojy rpana y rpady. Bpemencka

caoxkenocr ajropurma je nakie O(|V| 4+ |E|), onnocuo nuneapua je dyHKImja

O/l BEJIMYMHE yJIa3a.

7.5 Jako noBe3aHe KOMMNOHeHTe ycmepeHor rpaca

Ha ckymy uBoposa ycmepenor rpada G = (V) E) moxe ce gedunucaru peianuja
~ obocmpare OCMUNCHOCTU: U ~ U aKO je 4BOP U JOCTHXKAH K3 4BOpa U U
YBOp v JOCTHKaH u3 uyBopa u. OBa pesamuja je pesaluja eKBUBaJICHIN]e:

e pedieKCUBHA — 33 CBaK® 4BOP u € V je u ~ u,
® CUMETPUYHA — 3& CBAKA [IBA YBOPA U,V € V BaXKM u ~ v aKKO U ~ U,

e TPAH3UTHUBHA — 3a CBaKa TPU YBOpaA U, V,W € Vusu~vuanv~w ciaean
unu~w.

OBa penamuja pa3naxke CKyl 9BopoBa V' y Kjace eKBUBAJICHIHje Koje ce
30By jake KommoHeHTe moBe3aHocTu rpada G (enrn. strong connected
components, SCC). Ha cammm [7.4f(a) nprkasan je npumep rpada n merosor
pasjarama Ha jake KOMIIOHEHTE MOBE3AHOCTH, OJHOCHO TPOCTHje KOMITOHEHTE.
V mactaBky hemo Ha jake KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTH pedepucaTr Kao Ha CaMO
KOMITOHEHTE.

Jakum KOMITOHEHTaMa MOBE3AHOCTH yCMePEeHUX rpadoBa 0roBapajy KOMIO-
HEHTE moBe3anocTu HeycMmeperux rpadosa. ¥ anropurmy SCC 3a onpeljuBame
jakuxX KOMTOHEHTH moBe3aHocTh rpada (G KOPHUCTH Ce TPAHCIOHOBAHW Tpad
GT = (V,ET) rpada G. I'pad GT mobmja ce ycmepapamem cBux rpana G
y cymporaom cmepy, ET = {(u,v)|(v,u) € E}. 3anmaxa ce ma rpadosu G
u GT umajy ucre jake KOMIIOHEHTe IIOBE3AHOCTH: JBa YBOPA Cy OBOCTPAHO
noctuxkna y G akko cy obocrpano gocruxkna y GT. Ha ciammn b) [pUKa3aH
je TpancnonoBanu rpad rpada ca ciauke a), ca mpadupaHuM jaKuM KOM-
MOHEHTAMa, TTOBE3aHOCTH.

VY nacraBky je mart k61 anropurma SCC 3a ompeljuBame jakux KOMIOHEHTH
noeezanocru rpada G = (V, E).

SCC(G)

1. nokpenyru DFS(G) u rako onpenuru Bpemena u.f 3a cse uyBopose u € V
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(a)

(b)

(©) Cabe

D D!

Ciauka 7.4: (a) Yemepenu rpad Gy Kome Cy jake KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTH
mpadupane. Usoposu rpada 03HaUEHH Cy BPEMEHOM OTBapaiba W 3aTBapaiba,
a rpane Koje npunaiajy crabiuma DFS mywme cy nogebmane. (b) Tpad GT,
nobujen TpancmonoBamem rpada G, ca DFS mymom ompehenom y snmamjun 3
anmropurma SCC, y kome cy rpame mryme momebspane. CBaka jaka KOMIIOHEHTA
MOBE3aHOCTH OAroBapa jeaHoMm crabmay DES myme. 3atammenu 1Boposu b, c,
g u h cy Koperu crabana mobujermx mperparom GT. (¢) Anmkmmakm rpad
kommorentn GOCC obujen noucroselimBameM YBOPOBA y OKBHPY CBaKe jaxe
KOMTIOHEHTE TTIOBE3aHOCTH.

2. ompemuru rpad GT

3. mokpenytu DFS(GT), npu gemy ce y ocuosnoj merbu DFS uBoposu
pa3Marpajy peiaom npema onagajyhum spegnoctuma u.f (u3 sunuje 1)

4. m3naucraru 4BOpoBe cBAaKor crabima DFS myme u3 smamje 3 xao jake
KOMITOHEHTE MMOBE3aHOCTH

Hamomena: pemocsen mpema onazgajyhinm Bpegroctuma u. f oaroBapa peso-
caemxy npema onanajyhum DFS ommazaum 6pojeBuma.

Cnoxenocr anropurma SCC je ounrseno O(|V| + |E)).

Hoka3 kopekraoctu asropurma SCC 3acHuBa ce Ha ocobmnama rpada
kommonentu GSCC = (V99C  ESCCY) nedunncanor na ciemehn naunn. Heka
cy C1,Cs, . .., Cy jaxe koMnonente nosesanoctu rpada G. Ckyn usoposa VoCC =
{v1,v2, ...,V } CAAPIKY 110 jeJaH YBOD v; 34 CBAKY jaKy KOMIIOHEHTY IIOBE3AHOCTU
C; rpada G. Tpana (v;,v;) je rpana rpacda xKommonent, Tj. (v;,v;) € B3¢
ako y rpady G nocroju ycmepena rpasa (x,y) 3a Heka asa usopa x € C;,y €
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C;. Opyrum peanva, GSC nobuja ce ckpahusamenm (Ha Hysly) CBUX 'paHa Koje
OBe3yjy JiBa 4BOPA Y OKBUPY UCTE€ KOMIIOHEHTE.

OcHoBHa ocobwna rpada KOMIIOHEHTH je N3 jé OH AIUKIUYKHU, IITO je U
TBpheme caenehe meme:

Jlema: Heka cy C u C' nBe paznmmauTe jake KOMIOHEHTE MTOBE3AHOCTH YCMEPEHOT
rpada G = (V, E), veka u,v € C,u',v" € C u npernocrasumo ja y G nocroju
oyt on u 1o u'. Taga y G e mozke ja nocroju myT of v’ 1o v.

Joxas: Axo 6m y G mocrojao myT ox v’ 1o v, OHga 6 TTOCTOjaan Ty TEBU O
u 10 v’ mox v’ mo u, Tj. u m v’ MpuNagaI 6 UCTOj KOMIIOHEHTH TIOBE3aHOCTH,
CYNPOTHO MPETIOCTABIIH.

IMokazahiemo cazma ma ce pazmarpameM YBOPOBA y JAPYroj MPETPA3d PeIOM
npema omafajyliuM BpeMeHWMa 3aTBaparba MOCTHXKE TOIOJIOIIKO COPTHPAHE
rpacda KOMIIOHEHTH.

Ila ce n3berue 3a0yHa, Bpemena u.d u u. f ogHoce ce na npBy DFS mperpary
y anropurmy SCC. I[lojMoBe BpemeHa OTBapama U BpEMEHA 3aTBAPaha YOI TH-
hemo ma ckynose uBoposa: 3a ckyn U C V nmedbunumemo d(U) = min, ey u.d,
f(U) = maxyecp u.f. Opyrum peunma, d(U), omsocuo f(U), upencrasibajy
[IPBO BpPEMe OTBaparba, OJHOCHO MOCJE/he BPpeMe 3aTBaparma HEKOr YBOPa U3
ckymna aBopona U.

Hapenna jema moBesyje jako moBe3aHe KOMIIOHEHTE rpada U BpeMeHa 3aT-
Bapama IBOpoBa y TOKy mpee DFS mperpare.

Jlema: Heka cy C' m ¢/ paznuuute jake KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH rpada
G = (V, E). IIpernocraBumo ja nocroju rpasa (u,v) € E taksa ga je u €
C,v e C'. Tana je f(C) > f(C).

Hoxaz: PazamorpumMo aBa caydaja y OJHOCY HA TO Ja JIM C€ TIPBU OTBOPEHU
ypop Hanasn y C nm y C'.

e cayuaj d(C) < d(C'). Heka je x uBop koju je mpsu orBopen y C. V¥
TpenyTKy x.d cBu uBopoBu y C u C' cy Genu (Heosuadenu). Y TOM
TpeHyTKy y G mocToju myT of x ;0 cBuX uBopoBa y C mpeko bGemmx
uysoposa. [omiro nocroju rpana (u,v) € E, 3a cBaku usop w € C’ nocroju
nyT ox x 10 w (npeko w u v). IIpema Teopemu 0 GeIUM TyTeBUMA, CBU
ypoposu y C u C’ ¢y norommu x y DFS mymu rpada. 36or tora ce
nperpara u3 T IOCIeAma 3aBpasa, ogaocuo z.f = f(C) > f(C").

o ciayuaj d(C) > d(C’). Heka je y uBop xoju je mpsu orBopen y C'. VY
TpenyTKy y.d cBu usopoBu y C’ cy Genu u y G mocroje myTeBd HPEKO
6emmx 9BOpoBa 10 cBux aBopoBa y C'. IIpema Teopemu o0 GeMM My TEBAMA,
cu uBoposu y C’ ¢y moromuu 4Bopa y y DFS crabiy, na je y mocueambu
sarBopenu 1Bop y C’, omuocuo y.f = f(C'). Y tpenyrky y.d cBu 4BOpOBU
y C cy 6eman. 36or rora mro nocroju rpana (u,v) uz C'y C’, He MoxKe
ma mocroju iyt w3 C’ y C, 1j. Hn jemanm usop y C HUje JOCTUKAH U3 .
IMpema Tome, y TpenyTtky y.f cBu uBoposu y C cy jorn yBek Gemu. 360r
Tora je 3a cBaku uBop w € C w.f > y.f, ma je f(C) > f(C").

Hapenna jeMa TBpIY Ja cBaka rpasa u3 G Koja MOBe3yje Pa3IuduTe jaKe
KOMTIOHEHTE TIOBE3AHOCTH W€ 07 KOMITOHEHTE Ca MABUM BPEMEHOM 3aTBAPATHA
Ka KOMIIOHEHTH ca BelimM BpeMEHOM 3aTBaparma.

IMocnenuna: Heka cy C u C' pasiuunre jake KOMIOHEHTE IIOBE3AHOCTH
yemepesror rpadga G = (V, E). IlpernocraBumo ga noctoju rpana (u,v) € BT,
rne je u € C,v € C'. Tama je f(C) < f(C").
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OBa mocyieuia je KibydHa 3a pasymeBambe 3amrro anropuram SCC pajwm
kopexTHO. Pazmorpumo apyry DFS nperpary npumemseny na rpad G . Iouunme
ce ca jakoM KOMTOHEHTOM mose3anocTn C' ca HajBehuM BpeMeHOM 3aTBaparmba
(zaBpmerka) f(C). IIperpara mountbe /] HEKOT YBOPA X U O3HAYABA CBE YBOPOBE
y C. Ha ocuoBy mocyemurne y rpady GT He Moxe 13 MOCTOjU IpaHa Ka HEKOj
Apyroj jakoj kommonenTu nose3anoctu. [Ipema Tome, DFS ctabsio ca kopenom
y o canpxku radno uBopose u3 ckyna C. Ilomiro cy o3HaveHu cBU 4BOPOBH U3
C, mperpara ce HacTaB/ba U3 HEKe JPYTre jake KOMTOHeHTe moBesanoctu C
ca najsehuM BpemMeHOM 3aBpINeTKa O CBUX KOMTOHEHTH pasauautux on C.
ITonoso, Ta nperpara o3uadasa cse uBopose u3 C'; MeljyTum, npema HaseneHoj
nocaeauny, n3 Kommonenre C’ rpaHa Mozke Ja BOIW CaMO K& HEKOM YBOPY Y
kommonenTu C, Koju je y Tom TpenyTky Beh ozuaden. [Ipema rome, cBako DF'S
crabyio 0OyxBarTa TA9IHO jeqHy KOMIIOHEHTY; IPaHe U3 T€ KOMIIOHEHTE MOTY 14
BOJIE CaMO Ka KOMTOHEeHTaMa Koje cy Beh o3madene. Tume je moxkasano ma je
anroputam SCC KOpeKTaH.

Teopema: Anropuram SCC ompeljyje jake kommnonenTe mose3anocTu rpada
G.

Ipyra DFS mperpara mocraje jacauja ako ce cxsatu kao DFS rpada xom-
norentn (GT)°¢C rpada GT. Ako ceaxky KommoHeHTy mocelieHy y TOKy apyre
DFS mperpare npeciukamo y usop rpada (GT)3¢C apyra DFS nperpara
osnauasa usopose (GT)*CC pesociie0M 06pHYTHM 071 TOLOJIOUIKOL PeIOCIe/IA.
Axo ce obpuy rpame tpada (GT)3YC nobuja ce rpad ((GT)9CC)T woju je
jemmak G°YC (oBo je moTpebHo mokazarw), ma apyra DFS mperpara mposnasu
1Bopose GSCC TOmoIOmMKIM pemocIeoM.

7.6 Hajkpahn nyteBu n3 3apgartor 4Bopa

VY oBom ouesbky Hasuliemo ce Texxuackum rpadosuma. Heka je G = (V, E)
ycMmepenu rpad ca HEHETATWBHUM TeXXKWHama TpuapyKeHuM rpaxnava. OBie
hemo Texxkune 3BaTH JYstCUHAMA, TIOMITO OMEPHUINIEMO Ty XKUHAMA IMyTEBa KA0
36upoBuma ayxkuHa rpana (He 6GpojeBuma rpana). Ako je rpad HeycMmepew,
MO2KEMO Ia CMaTPaTU yCMEPEHUM, IIPU Y€MY CBAKOj HberOBOj HEYyCMEPEHO] I'PaHu
OIroBapajy ABe yCMepeHe rpane ucre jgyxkune, y oba cmepa. IIpema Tome,
pa3MaTpare y OBOM OJIe/bKY OIHOCH Ce M Ha HeycMmepere rpadose.

IIpo6aem. 3a naru yemepenu rpad G = (V, E) u 3a1aTi Heros 4op v mpo-
nahwu majkpahe nmyrese o v 70 cBux ocramux 4BopoBa y G.

36or jennocraBHOCTH hieMo ce 6aBUTH caMO HaJIaXKemheM /Iy KUHa Hajkpahux
myTeBa. AJIrOpUTME ce MOy MPOIIUPUTH TaKO Ja MpOHaJja3e U caMe Hajkpahe
nytese. IlocToju MHOrO cuTyanmja y KOjuMa ce mojaBjbyje oBaj mpobiem. Ha
npumep, rpad MOXKe OArOBAPATH ayTO—KAPTHU: YBOPOBU Cy I'PAIOBH, a JIy2KHHE
rpaHa Cy JyKWHE JUPEKTHWX MyTeBa m3Mely rpagoBa (Wi Bpeme TOTPEOHO
Jla ce Taj myT mpelje, wiu u3rpajau, uTa, 3aBUCHO OJ] IPOOIEMA).

7.6.1 Auuknuuku cny4aj

IIpernocrasumo Hajupe ma je rpad G amukandku. Y TOM CIydajy mpobJiemM
j€ JIaKIm, U BeroBo pelieme moMohin ie HaM f1a ra permMo y OminTeM Cay4ajy.
ITokymahemo muayknmjom mo Opojy 4uBOpoBa. basum ciy4aj je TpuBmjaaH.
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Heka je |V| = n. MoxeMo Jja HCKOPUCTUMO TOIIOJIOIIKO cOpTupame rpada us3
LPETXOIHOr OjesbKa. AKO je peanu Opoj 4Bopa v jejHak k, OHIa Ce YBOPOBU Ca
peaHuM OpOjeBUMA MABUM OJ1 k He MOPAajy Pa3MaTpPATH: HE TIOCTOjU HAYUH T4 Ce
1o wux gohe w3 v. [lopen Tora, pemociesn HO0WjeH TOMOJIOMIKAM COPTHPAHEM
je moromaH 3a mpuMmeHy mHAyKIHuje. IlocmarpajMo mocmenmu 9BOp, OJTHOCHO
4BOp z ca peauuM 6pojem n. IIpernocraBumo (MHAYKTUBHA XUIIOTE34) /18 3HAMO
Hajkpalie myTeBe o1 v IO CBUX OCTAJIUX YBOPOBA, ceM 10 z. O3HaYMMO JyKUHY
Hajkpaher nmyra ox v 10 w ca w.SP. Ja 6ucmo ogpeaunn z.S P, 1oBO/bHO je 1a
TIPOBEPUMO CAMO OHE YBOPOBE w M3 KOjUX MOCTOju TpaHa no z. llomTo ce Haj-
kpahm nyreBm 0 ocrajmx uBopoBa Beh 3HAjy, 2.5P jenHako je MHHUMyMY
36upa w.SP + duZina(w, z), IO CBUM YBOpOBUMA W U3 KOJUX BOJM TDaHA
1o z. Ha s je tume npobiem pewen? Ilurame je ma im gomaBame 4Bopa z
MO2K€ 13 CKPATH IIyT JI0 HEKOr Apyror usopa. Mehyrum, nomiro je z nocsieamu
YBOP Y TOIMOJIONIKOM PEIOCTe Yy, HU jeJJaH JPYTH YBOp HUje JOCTUMKAH U3 Z,
ma ce JQyXKWHe OCTajnX Hajkpahux myTeBa He Memajy. Jlakie, ykiamame z,
HaJIakere Hajkpahux myTesa 0e3 mera, u Bpahame z Ha3a Cy OCHOBHHU JIEJI0BH
aiaropurMma. Ipyrum pedanma, cienehia nHAyKTHBHA XUIIOTE3a PEITaBa IPOOIEM.

NuaykruBHa xumore3a. AKO ce 3HA TOMOJONIKN PEIOCE YBOPOBA, YMEMO
Ja M3padyHaMO JIyKuHe Hajkpalinx myTeBa ox v 10 npBux n — 1 4BopoBa.

Kan je nar anuknunuku rpad ca n 9BopoBa (TOMOMOMKH ypehenunx), ykia-
HaMO N-TH 9BOP, MHIYKINjOM PEITaBaMO CMAH-EHU MPOOJIeM, HATA3UMO Ha)Marby
mebhy Bpeanocruma w.SP+duZina(w, ), 3a cBe yBopose w Takse ja (w, z) € E.
AsropuraM je JaT y HACTaBKy TEKCTA.

Acikl_najkr_putevi(G,v,n)
yaaz: G = (V, E) (rexxuncku anukiaudku rpad), v (usop), n (6poj usoposa)
n37a3: 3a cBaku 9Bop w € V, w.SP je myxkuna majkpaher myra om v 10 w.
{IIpernocrasmpamo 1a je Beh M3BPINEHO TOMOJOIIKO COPTHPAHE. }
{IIpe nosuBa oBe mporeaype craBba ce 2.5 P < 0o 3a cBe YBOpOBE 2 # .}
1  Heka je z 9BOp ca peaHHM OpPOjeM Ny TOIOJOIIKOM PEeI0CTeTy
if z £ v then

Acikl_najkr_putevi(G — z,v,n — 1)

{G — z nobuja ce ykiamameM z ca CBUM CyCeJHNM rpaHama u3 G}

for cee uBopoBe w Takee ga je (w,z) € E do

if w.SP + duzina(w, z) < z.SP then
2.8P + w.SP + duzina(w, z);

else v.SP + 0;

Q0 ~J O Ui W N

Caza hemo mokymaTu g3 yCaBpIUMO AJTOPUTAM TAKO Ja CE€ TOITOJIOITKO
coprupame 00aBJba MCTOBPEMEHO Ca HaJjlakemeM Hajkpahux myreBa. Ipyrum
pednma, Hub je o0jeMHUTH JBa MPosa3a (3a TOIOJIOIIKO COPTUPAbE U Hajla-
Kembe Hajkpaliux myresa) y jenas.

Pasmorpumo Hauun Ha KOjU Ce ajropuraM PEKyP3UBHO M3BpLIaBa (LOCJE
HaJIaXKema TOMOJIOMKOr penociesaa). [IpernocraBumo, 360r jeJHOCTABHOCTH, 14,
je pexau 6pOj UBOpA v Y TOMOJIOMKOM pepocieny 1 (uBopoBu ca peaaum Opojem
MarbUM OJ PEIHOr OpOoja v MOHAKO HUCY MOCTHXKHU U3 v). [IpBu KOpak je 1o3us
pekyp3uBHe nporeaype. IIponeaypa 3arum no3uBa peKyp3uBHO caMy cebe, cBe
JIOK ce He jiohe 710 4Bopa v. Y TOM TPEHYTKY ce AyKuHa Hajkpaher myra /10 v
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nocraBba Ha 0, ¥ pEKyp3uja MOoYnbe a ce ”padmoraBa”’. 3aTUM ce pazMarpa
9BOP U Cca peaHuM OpojeM 2; ayKuHa HajKpaher myTa 10 mera u3jeanadyje ce ca
JIy>KWHOM TpaHe (v, 1), aKO OHa MOCTOj!; ¥ TPOTHBHOM, HE TTOCTOJ! TIyT O U JI0
u. Cnenehu xopak je mpoBepa uBopa x ca peaaum 6pojem 3. Y OBOM CIIy4ajy y &
yJla3e HajBuUIle JBe rpane (07 v Wiu u), Ia ce ynopelyjy aykune oarosapajyhux
myTeBa. ¥ MECTO OBAKBOI M3BPINaBamba PEKyp3uje yHa3a, mokymahemo qa ucre
KOpaKe U3BPIIMMO [TPEKO HU3A YBOPOBA ca pactyhimMm pegaum OGpojeBuMa.

Wnnpyknmja ce npumemyje npeMa pactyhuM pegaumM OpojeBUMAa TOYUEBIIH OF
v. OBaj pemociyiesn ocmobalja Hac morpede 1a peaHe OpojeBe yHAPEI 3HAMO, TIa
hemo OuTm y cramy ma m3BpIIaBaMO MCTOBPEMEHO 00a amropurma. lIpermoc-
TAaBUMO JIa Cy IyKuHE Hajkpahux MmyTeBa J0 9BOPOBa Ca peaHuM OpojeBuMa
ox 1 10 M npu TOLOJIOUIKOM COPTHPAlby I[MO3HATH, ¥ PA3MOTPUMO 4YBOP Ca
peauum 6pojem m + 1, koju hemo o3Hauasaru ca z. la OGucMoO mpoHAIIN HAj-
kpahu myT 10 z, MOpaMo /3 TPOBEPUMO CBE TpaHe KOje Bome y z. Tomosiomku
PeJ0CTe sl rapanTyje 1a CBe TaKBe TPaHe MoJia3e U3 YBOPOBA Ca MAUM DEIHIM
opojesuma. Ilpema WHIYKTHBHOj XWIIOTE3W TH UBOPOBH Ccy Beh pasmarpanw,
na ce JyxKuHe Hajkpahux myresa /0 buUX 3HAjy. 3a cBaKy rpany (w,z) 3HAMO
ayxuay w.SP najkpahier myra 10 w, na je nykuna Hajkpaher myrta 10 z Mpeko
w jemnaka w.SP + duZina(w,z). Tlopex Tora, Kao W paHHje, HE MOPaMO Ja
BOAMMO PAYyHA O €BEHTYaJJHUM MIPOMEHaMa HajKpahux myTeBa Ka YBOPOBUMA,
ca MamUM PEIHUM OpOjeBHMA, jep ce 0 HUX He Moxke nohm u3 z. [lobospimann
AJICOPUTAM TPUKA3AH je Y HACTABKY.

Acikl_najkr_putevi2(G,v)
yaaz: G = (V, E) (rexxuncku anukiauaku rpad), v (usop rpada Q)
u3J1a3; 3a cBaku 4Bop w € V, w.SP je myzkuna Hajkpalier myra ox v 10 w.

1 forweV do

2 w.SP < oo

3  wmaummjammsyj v.UlStepen 3a cBe uBOpOBe

4 fori+ 1tondo

5 if v;.UlStepen = 0 then ynucaru v; y pen @
6 v.SP<+0

7 while pen @ uuje npazau

8 CKUHU 9BOp w U3 peaa

9 for cse rpare (w, z) do

10 if w.SP + duzina(w, z) < z.SP then

11 2.9P + w.SP + duzina(w, z)

12 z.UlStepen < z.UlStepen — 1

13 if z.UlStepen = 0 then ymucaru z y pex @

Caooicenocm. CBaka rpaHa ce MO jeTHOM Pa3MaTpa y TOKY WHUIW]AJIU3AI]e
yJ1a3HUX CTEIIEHOBA, U 11O jeﬂHOM Yy TPEHYTKY Ka/J C€ HEeH TMOJIa3HU YBOP yKJIakha
u3 jucre. [lpucrymn muctu 3axreBa KoHCTAaHTHO Bpeme. CBaKH 9BOP Ce pa3MaTpa
TavHo jemHoMm. IIpema TOMe, BPEMEHCKa CJIOXKEHOCT AJNTOPHTMA y HAjropeM
cayuajy je O(|V] + |E]).
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7.6.2 OnwTtn cnyyaj

Kan rpad Huje anukaInyKu, HE MOCTOjU TOMOJIOMIKYA PEJOCeN, Ta Ce pas3-
MaTpaH¥W AJITOPUTMU HE MOTY JUPEKTHO npuMmenuTu. MeljyTum, ocHOBHE neje
ce MOT'y MCKOPHUCTHATH U y OIIITEeM CJIy4ajy. JeJIHOCTABHOCT Pa3MOTPEHUX aJl-
ropuTaMa IOCJIeJuna je ciaegelie 0cobrHe TOIOJIOMKOr PeSOCIea;

Axo je z uBop ca peaaum Gpojem k, onma (1) He mocToje myTeBU O
Z JI0 UBOpOBa ca peaHuM OpojeBuMa MamuM of k, u (2) He mocToje
IIyTeBU OJ YBOPOBA Ca peauuMm OpojeBmma Behum ox k 10 z.

OBa ocobuna omoryhyje nam ga nahemo majkpahu nyr on v mo z, e Bojehu
padyHa O YBOPOBMMA KOjW Cy TIOCJE 2 Y TOTOJOIKOM pemocyieny. Mosxke au ce
HEKAaKO JedbUuHUCATH PEIOC/Ie]], YBOPOBA IPOU3Bo/bHOr rpada (Koju Huje HyKHO
AIUK/IMYKK) Koju Ou oMoryhuo Hemro ciuvno?

Wneja je pasmarparu 9Bopose rpada peaoM mpema ayKuHama Hajkpahnx
myTeBa 10 BHBUX O v. Te Jy’KUHe ce Ha MOYeTKy, HAPABHO, HE 3HA]y; OHe
ce U3padyHaBa]y y TOKY U3BpIIaBama ajropurma. Hajupe mpoBepaBamo cBe
rpaHe Koje m3nasze n3 v. Heka je (v, x) majkpaha mehy muma. Ilomro cy mo
TIPETIIOCTABIN CBE JIy’KWHE IPaHa MO3WTHBHE, HAjKpahu MyT O v /10 T je TpanHa
(v,x). HdyxXuHe cBUX Apyrux myresa 10 x cy Belie wiu jeHake oOf JyKUHE
oBe rpame. UBop x je mpmTOoM HAjOMMKHU O CBUX UBOpPOBa uBopy v. IIpema
TOME, 3HAMO HajKpahu IyT /10 &, U TO MOXKE J1a HOCIY>KU Kao 6a3a WHIAyKIHje.
ITokymajmo ga mampaBumo ciaeaehn kopak. Kako moxkemo 1a npornahemo Haj-
kpahwm iyt 10 Hekor apyror uBopa? Bupamo 1BOp Koju je Apyru HAjOIUKM 10 U
(z je npBu HajOMMKK). Jenunu nmyTeBU KOje Tpeba y3eTu y 003up Cy Apyre rpaHe
U3 v WK IIyTEBU KOjU Ce CACTOje OJ JBe Ipane: npsa je (v, ), a Apyra je rpaHa
u3 uBopa z. Heka je ca duZina(u,w) o3nayena ayxxuna rpase (u,w). Bupamo
Hajmamu ox uszpaza duZina(v,y) (y # x) wm duzina(v,z) + duZina(z, 2)
(z # v). Jorm jemHOM 3aKIByUyjeMO Jia ce IPYTH MYTEBH HE MOPajy pa3MaTpaTH,
jep je oBo Hajkpahu myT 3a omiazak u3 v (u3yses 10 x). Moxe ce popmysucaTu
cieneha MHIYKTUBHA XHUIIOTE3A.

WNuaykruBHa xumoresa. 3a 3ajaru rpad U HEroB 4BOpP v, YMEMO Ja IPOo-
HahemMo k 9BOpoOBa HAJOMMKHX UBOPY ¥, KAO W JAyKUHE HAjKpahux myTeBa 10
BUX.

Bana3zumo Ja je HHIAYKIHja o 6pojy YBOPOBA [0 KOJUX Cy JAy:KuHe Hajkpahinx
nyTeBa Beh m3pagynare, a e no Bequunau rpada. Ilopes Tora, mpermocraBiba
ce J1a Cy TO YBOPOBH HajONUKK UBOPY v, U JIa YMeMO Ja ux mponahemo. Mu
yMeMo j1a mponaljemMo npBu HajOIMKK YBOP, na je 6a3a (ciay4uaj k = 1) pemena.
Kan k mobuje Bpegnoct |V| — 1, pemieH je KOMIIeTaH mpobeM.

Ozmaummo ca Vi, CKym Koju ce cacToju of k HajOIUKUX IBOPOBA, IBOPY v,
yrmpyayjyhu u v. [Ipobaem je mpornahum uBop w Koju je HajOMmKu 9BOpy v Mehy
gpopoBuMa BaH Vi, u nponahm majkpahm myr om v no w. Hajkpahu myrt ox
U JI0 W MOXKE n1a capKu camo 4BopoBe u3 Vi. OH He MOXKe Ja CaJIpyKU HEKH
49BOp Yy BaH Vi, jep Om y Owo Oauku 4BOpYy v on w. Ilpema Ttome, ma Gucmo
TIPOHAITIJIN YBOP W, JOBOJHHO je Ja MPOBEPUMO TpaHe KOje CIajajy IBOPOBE U3
Vi, ca uBOopoBUMa KoOju HUCY Y Vi ; CBe ApyTe rpaHe ce 3a Ca/la MOTY UTHOPHUCATH.
Heka je (u,z) rpana taksa na je u € Vi u z ¢ Vi. Taksa rpana oxpebhyje myr
0/l ¥ 110 Z KOju ce cacToju o Hajkpalier myra ox v 40 u (Lpema MHILYKTHBHO]
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xunore3u Beh nosuar) u rpaue (u, z). JJoBoJbHO je yopeauTu cBe TakBe IyTeBe
u u3abparu najkpahu mMely mbUMa, BUJIETH UIyCTPALM]y HA CJIMI

Comka 7.5: Hanaxemwe cieneher najonmker 4Bopa 3a/1aToM 9BOPY 0.

Auiropuram oxpelien 0BOM MH/IyKTMBHOM XUIIOT€30M U3BPIIaBa ce Ha cienehn
HA4YWH. Y CBAKOj WTEpanyju Jofaje ce HOBM 49BOP. To je 4BOp w 3a Koju je
HajMamba JTyKIHA

min {u.SP + duZina(u, w)|u € Vi } (7.1)

mebhy cBum uBoposuma w ¢ V. U3 Beh usnerux pasiora, w je 3aucra (k+1)-Bu
(cinenehu) najbimzku yBop uBopy v. IIpema Tome, HeroBo nojaBame POy Kyje
WHIYKTUBHY XUIIOTE3Y .

Agnropuram je cajga y TOTIYHOCTH MPENU3WUPaH, ajd My ce e(DUKaCHOCT
Mozke 1obosbiaTi. OCHOBHM KOpAaK ajirOPUTMA je poHasakee cieneher Haj-
ommker ¥Bopa. To ce ocTBapyje m3padyHaBameM Hajkpaher myTa mpema .
MebyTum, Huje HEOIIXOIHO Y CBAKOM KOPAKY MPOBEPABATH CBE BpeAHOCTH U.S P+
duZzina(u,w). Behiuna tux BpesHocru He Merba ce 1pU J0/IaBalby HOBOI YBOPA:
MOTy ce TPOMEHHUTH CaMO OHe BPETHOCTH KOje O/Ir0Bapajy MyTeBUMa KpO3 HOBO-
JoaaTu 9BOp. My MOXKEeMO [1a TaMTUMO Iy KUHe MO3HaTuX Hajkpahux myTtesa
JIO CBUX YBOPOBa BaH Vi, U Jia UM MONPAB/HAMO BPEJIHOCTH CAMO TIPU MPOITHPH-
Bamwy Vj. Jenunu nauyun ja ce nobuje HOBU Hajkpahu myT mocsie nomaBama w y
Vi je na taj myt nposasu kpo3 w. IIpema Tome, Tpeba nposepuTu cBe rpaHe o
w Ka uBopoBmMa BaH V. 3a cBaky TakBy rpaHy (w,z) ymnopehyjemo ayuuy
w.SP + duZina(w, z) ca speguomhy 2z.SP, u no norpebu momnpaspamMo z.SP.
Craka wureparuja 00yxBara HaAJAXKEHE IBOPA Ca HajMamoM Bpemuorihy SP, u
nonpasky BpenHoctu SP 3a Heke o mpeocranux upopoBa. OBaj amropuram
nosuar je kao Jdujkcrpun asropuram (Dijkstra).

IIpumep 7.1. Ilpumep m3BpmaBama anmropurma Najkr_putevi 3a HaTaXKembe
Hajkpahux myreBa on uBopa v y rpady JaT je Ha CIUMH IIpBa Bpcra
OJIHOCH Ce caMO Ha IiyTese o jejaHe rpame u3 v. bupa ce majkpahw myr, y
OBOM CJIy4ajy OH BOIM Ka YBOPY a. Jpyra BpcTa moKa3yje MOMpaBKe Iy>KUHA,
MyTeBa yKJbydyjyhu caza CBe mMyTeBe O jelHe TpaHe W3 v WiW a, U Hajkpahn
mMyT caja BOAW 10 c. Y CBAKOj JMHUjA OMpa Ce HOBU UBOP, W MPUKA3Yjy Ce
Jy’KuHe TpeHyTHHX HajKkpahwmx myTeBa om v A0 cBux uBopoBa. Ilomebmana cy
pacrojama 3a Koja ce MOy3JaHo 3Ha Ja cy Hajkpaha.
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Cruka 7.6: Ilpumep w3BprnaBarma aaropuTMa 3a HajaxKeme Hajkpahnx myresa
OJ1 33/IaTOT IBOPA.

Peaausayuja. ITorpebHo je /a NpOHAJIA3UMO HAjMalby BPEIHOCT y CKYILY JLy-
JKWHQ, TyTEBA W 1a 9eCTO TOMpaB/baMO IyKuHe myreBa. Jlobpa cTpykTypa
mo/laTaKa 3a HaJlaXKehe MUHUMAJIHUX eJleMeHaTa M 3a IMOMPAaBKe IyKHHA eJie-
MeHnara je xuir. [lomTo je moTpebHo 1a mpoHaljeMo 9BOp ca HAjMAHOM Ty KHHOM
myTa [0 Bera, CBe YBOPOBE BaH CKyma Vi dyBaMoO y XHUIy, Ca KJby4eBHMa
jelHaKMM Jay2KuHAMA TPEHyTHO Hajkpahux myresa ox v 10 wux. Ha nouerky cy
CBe Ty KUHE TyTeBa, CeM jeJHe jeTHaKe 0o, TIa PeJO0CIe]l eJJeMeHaTa y XUy Hije
OmTaH, ceM IITO v MOpa OuTu Ha BpXy. Hamaxkeme 9BOpa w je jeIHOCTABHO: OH
ce y3uma ca Bpxa xuna. [locsie Tora 3a cBaky rpany (w,w) IpoBepaBa ce Ja
Jm Kopuiheme Te rpame ckpahyje myT 10 uBopa u. MehyTtnm, Kaj ce mpoMeHn
Jy2KWHA [IyTa /10 HEKOT YBOPA U, MOYXKe Ce IPOMEHUTH 0JI0kKaj u y xuiry. [Ipema
ToMe, HoTpebHO je na ogrosapajyliu nauun noupassbaru xuu (upobsem je y
TOME IIITO XU KA0 CTPYKTYpa Mojaraka He omoryhyje edpukacHo mpoHaIaKeme
3a7aTOr eJieMeHTa). Jlonupame 4Bopa U y XHIy MOXKE CE€ U3BECTH TaKO IITO
ce O[pKaBa HU3 Ca MHIAEKCHMAa 4YBOpPOBa y xuiy. Hamaxkeme dBopa y XwuILy
je 300r Tora eKBHBAJIEHTHO HPHUCTYyIamy eseMenty Hu3a. llomrro cy eremenTun
xuna 1Boposu rpada, mpocropua cioxenoct je O(|V]), mro je npuxsarbuso.
JlyuHe TyTeBa MOTY CaMo & Omaaajy. AKO HEKH eleMEeHAT XWIa, TMOCTAHe
MamH OJI OIja, OH Ceé MOXKE 3aMemhWBAILEM IMOMEDATH HABHUIIE JIOK MY Ce He
nponale omrosapajyhu mosoxkaj. To je mcTm mocTymak Kao u Ipu OOMIHOM
[OCTYIIKY IOIPABKe XuIlla ([IPU yMeTakby eJIeMeHTa y Xull, Ha upumep). Jujkcrpun
ajropuTaM 3a HajaXxkeme Hajkpahux myTeBa O 33JaTOr YBOPA MPUKA3AH je y
HaCTABKY.

Najkr_putevi2(G,v)
ynas: G = (V, E) (rexuncku ycmepenu rpad), v (uBop rpada G)
n37a3: 3a cBaku 9Bop w € V, w.SP je myxxuna majkpaher myra ox v 10 w.
{IIpernocraska je za cy cBe jyKuHe rpaHa HeHeraTHBHE. }
1 for cee uBopoee w do
w.Oznaka + false {o3Hauenn yBoposn cy y Vi }
w.SP + 4o00;
v.SP « 0;
while mocToju Heo3naden usop do
HEKa je W HeO3HAYEHW YBOP Ca HajMamoM Bpegnomhy w.SP

S U W N
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7 w.Oznaka < true {ykmwydusamwe wy Vi }

8 for cse rpane (w,z) Takse na je z Heo3nauen do
9 if w.SP + duzina(w, z) < z.SP then

10 z2.SP + w.SP + duzina(w, z)

Caootcenocm. Tlonpaska nyxkune myra 3axresa O(logm) yuopehusamwa, rue
je m Benmunua xuna. YKymnHo nMa |V| ureparmja, u 36or Tora |V| 6pucama n3
xuna. ITonpaBke Tpeba m3ppmmTh Hajsuiie |E| nyTa (jep cBaka rpaHa MO¥Ke
Jla IpOY3POKYj€e HajBUIIE jelHY IOIPABKY ), 114 je TOTPeOHO U3BPUIUTH HajBUIIIE
O(|E|log |V|) ynopehuBama y xuiry. IIpema TOMeE, BpeMEHCKA CIIOKEHOCT aJi-
ropurma je O((|E| + |V])log|V]). Banaxa ce na je ajropuram CIOPHjU HETO
aJropuTaM KOju uCTH 1pobseM pelaBa 3a aluKJIudke rpadose: y JIpyrom
ciyuajy cnenehu uBop ce y3uma u3 (pou3Bo/bHO ypeleHe) ucTe, U HUKAKBE
TIOTIpaBKe HUCY MOTpeOHe.

Hajkpahe myreBe om v 10 CBUX OCTajIMX YBOPOBA, HAILIA CMO TAKO INTO
CMO TIyT€eBe MpOHAJIA3UIN jeaan 1o jeman. CBaku HOBHU myT je ompehen jemmom
rpaHoOM, KOja MPOAYKyje MPEeTXOIHO MO3HATH HajKpahu myT g0 HOBOT YBOpA.
Cse Te rpane dpopmupajy crabio ca kopenom v. OBo cTabyio 30Be ce cTabio
Hajkpahmx myTeBa, 1 BayKHO je 33 PEraBame MHOTHX TPODJIEMa Ca, Ty TEBUMA.
Axo cy TexkumHe CBUX TpaHa jemHake, OHIa je cTabio Hajkpahux myTeBa y cTBapn
BFS crabmo ca kopeHoM y uBopy v. Y mpmuMepy Ha cauim [7.0] mogebpane cy
rpame Koje mpunanajy crtabmay Hajkpahunx myTesa.

7.7 benman-Poppos anropntam

OcuHosuu kopak y Benmvan-®opaosom anropurmy je pesakcayuja rpane (u,v),
OJIHOCHO ITPOBEpPA. JIa, JIK C& BPEIHOCT V.S P MOXKe 3aMEHUTH MAambOM BPeIHOIINYy
u.SP+duzina(u, v); aKo je TO TA4HO, TOMPABJba Ce BPeTHOCT v.S P u maMmTu 1a
Hajkpalin myT Bomw kpo3 uBop u. Ha coawnm [7.7] maycrposano je n3epmasarmbe
OBOT' KOPaKa, HA [IBA TIPUMEPA.

u v u v

2 2 B

i i -" L b .-'
RJiL.u{u.u.w} RJiL.P.H{H.I.-'.W}

u - v u - W

[ 52 &

b o -" N b .-'

(a)

(b)

Cauka 7.7: Penakcauuja rpane (u,v) myxune 2. Bpeauocr SP 3a cBaku 4BOp
upukasasa je ynyrap kpyxuha. (a) Iowro je u.SP + duzina(u,v) < v.SP,
BpenrocT v.SP ce cvamyje. (b) Orzme je v.SP < u.SP + duzina(u,v), ma
BpemHOCT v.S P ocraje HEMpOMEmEeHA.
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7.7.1 OcobuHe Hajkpalinx nyTeBa n Kopaka penakcaymuje

Ocobune koje he 6uTH HaBeeHe KOPUCTE Ce ¥ JO0Ka3y KOPeKTHOCTH Benvan-
®opuosor ajropurMa. OBze §(u, w) o3HaUaBa AyKuUHY HajKpaher myTa o, u JI0
w; duzina(u,w) je o3HaKa 3a nyxuny rpase (u,w); u.SP o3HaYaBa TPEHYTHY
IPOIIEHY [y>KHHE HajKpaher myTa om v J0 u.

Hejeanakocr tpoyruia: 3a csaky rpany (u,w) € E Baxu 6(v,w) < 6(v,u)+
duzina(u, w)

Topma rpannna: Yeek Baxkn 1a je u.SP > 6(v,u) 3a ce uBopoBe u € V, a
kax u.SP mocrurne §(v,u), oHIa ce u.SP BUIle HE Merba.

Kapakrepusanuja HeJOCTUKHOCTH: AKO 1 HEje JOCTHXKAH W3 v, OHIA je
yBeK v.SP = §(v,u) = +00

Ocobuna kousepreumuje: Ako je v < u — w Hajkpahu nyt y G 3a Heke
uBopose u, w € V u ako je u.SP = §(v,u) y GuI0 KOM TPeHyTKY P PeJlaKkCalyje
rpane (u,w), oA je mocue penakcamuje w.SP = 6(v, w).

Ocobunna pemakcanuje myra: Axo je p = (vg,v1,...,0;) Hajrkpahin myT of
YBOpA U = Vg JI0 YBOPA V), U IpaHe myTa P ce perakcnpajy pemom (v, v1), (v1,v2),
ouga je vg.SP = §(v,vi). OBo Baxku Ge3 063upa Ha €BEHTyaJIHE JPYre KOPAKe
penakcaruje.

Ocobuna rpada nperxoxnuka: ¥ TpeHyTKy Kauaa je u.SP = §(v,u) 3a 6uio
Koju uBop u € V, moarpad oz rpana Ka IPETXOJHUIMMA YBOPOBA je crabiio
Hajkpalinx myTeBa ca KOPEHOM Y v.

7.7.2 bBbenman-PopaoB anroputam

ITpobaem onpelhusama najkpahux nyresa y rpadby G = (V| E) ox garor
gpopa v € V pemasa u Beavan-®opaos anropuram:

Bellman — Ford(G,v)

yaaz: G = (V, E) (naru rpad), v (usop rpada)
rexkuHa rpate e € E je duzina(e)

nW371a3: 3a CBAKO u € V m3padyHara BpegHOCT Hajkpaher pacrojama o v

1 for each w €V do

2 w.SP < oo

3 v.SP«+0

4 fori«+1to|V|—1do

5 for each (u,v) € E do

6 if w.SP + duzina(u,v) < v.SP then

7 v.SP < u.SP + duzina(u,v)

8 for each (u,v) € F do

9 if w.SP + duzina(u,v) < v.SP then

1 return false

11 return true

= O

Anropuram nonpasma mporieHe w.SP myxuHa Hajkpahux myresa 0(v, w)
MOCTENeHo uX cMamyjylin, oK He TOCTUTHY CTBApHY AyKUHY HajKpahux myTeBa
0(v,w).

3a pasnmuky of JujKCTpUHOr alIropuT™Ma, OBaj alropuTaM paju u ako rpad
uMa rpase HeratusHe ayzkuue. Aqropuram spahia sornuky speanocr false ako

SERE) (vk—17vk)7
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y G mocToju NMKIIyC ca HETATHBHUM 30MPOM JIy:KUHA IPaHA, OXHOCHO true y
IPOTUBHOM. Y IIPBOM CJIy4ajy AyKHHE HAJKPaNUX IIyTeBa ce He MOy OIPEINTH.

Ha conmm [7.8) mpukasano je w3spmasame anroputva Ha rpady ca mer
gpoposa. Ilocie wHuMjann3anuje y guanjama 1-3, amropuram |[V| — 1 myr
nposasu cse rpane for mnersbe y smanjama 5-7. Ha ciukama[7.8|6)-(e) npuka-
34HO je CTambe AJITOPUTMA [OCIIe CBAKOT OJ YeTUPH MPOJIacKa Kpo3 rpane. [locie
tux |V|—1 uposnaszaka y smunujama 8—11 uposepasa ce na i y G 10CTOju IUKILYC
HeraTuBHE aykuHe u Bpalia ce oarosapajyha sormuka epegnoct (y HaCTaBKY
heMo BuzETH 3aIITO je Ta MPOBEPa KOPEKTHA,).

Croxenocr anropurma je O(|V|E|), 36or nee ymernyre for merspe.

Ciomka 7.8: IIpumep umsBpmaBama Beaman-®opaosor asropurma. Bpennocru
SP mpukazaHe Ccy yHyTap <YBOpOBa, a Impadmupane rpaHe BoIe Ka
IPETXOJHUIMMA YBOPOBA HA (TPEHYTHO) HajKpahuM myTeBHMa: akO je TpaHa
(u,v) mpadupana, oHza ce a0 4BOpa v HajkpaliuMm myTeM H0Ja3U HPEKO
9Bopa w. ¥ TPHUMepPy y CBAKOM IpOJa3y ce rpaHe pejakcupajy y caemehem
pemocueny: (t,x),(t,y), (t, 2), (x,t), (y,2), (y, 2), (2, x), (2,5), (s,1),(s,9). (a)
Curyanuja upe upsor nposiacka Kpo3 rpaue. (6)-(e) Curyaiuja HAKOH CBaKOL
HapeIHOT TTPOJTACKa Kpo3 rpaHe. Bpennoctu S P u rpaHe Ka TPETXOJHUIINMA, Cy
KOHauHe Ha cjunu (€). ¥ oBoM mpumepy, ajaropuram Bpaha speanocr TRUE.

Jlema: Heka je G = (V, E) rexxuncku ycmepenu rpad, v € V u 3a cBako
e € FE je duzina(e) myxuna rpane e. [IpernocraBumo ga y G He NOCTOjU TUKITYC
HeraTuBHe Jy»KUHE JTOCTHXKaH u3 uBopa v. Tazma je mocie |V| — 1 usspuiaBama
for nerme y sunujama 5-7 anropurma Bellman — Ford u.SP = §(v,u) 3a cBe
9BOpOBE U € V TOCTUXKHE U3 V.

Jokas: JIoka3s ce 3acHHBa HA OCOOMHU pesakcarnmje myTa. [Tocmarpajmo 6mmo
KOjU 4BOP U KOjU je JOCTHXKAH U3 v u Heka je p = (vo,v1,..., V) e je vg =
v,vr = u Hajkpahwu myT ox v mo w. Ilomro cy najkpahw myreBm mpocTtw, p
nma Hajsume |V| — 1 rpama, ma je k < |V| — 1. CBaka ox |V| — 1 urepamnuja
pesakcupa cBux |E| rpama. Mehy rpanama pejakcupaHuMm y uTepanuju i je
(vi—1,v;),2 = 1,2,..., k. 360r Tora je Ha OCHOBY OCOOMHE DeJIAKCAIUje [IyTEeBa
u.SP = v,.SP = d(v,u).
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IMocnenuna: Heka je G = (V, E) rexkuncku ycmepenu rpad, v € V, tezina(u, w)
je rexuna rpane (u,w) € E. IlpernocraBumo na y G HE LOCTOjU LUKIIYC
HeraTUBHE JIy>KWHE JOCTHXKaH n3 v. Taj1a 3a cBaku 9BOP u € V MOCTOju Ty T O
v 10 u aKKO ajroputam Bellman — Ford nokpenyt 3a v maje u.SP < oo.

Teopema (Kopekruoct anropurma Bellman — Ford): Ako G e caapxu
[WKJIYC HETATUBHE [Ty>KUHE JOCTHKAH W3 v OHJA aJropuraM Bpaha true, mobuja
ce u.SP = §(v, u) 3a cBe uBopose u € V u noarpad nperxonuuka y G je crabio
najkpahux nyreBa y G ca kopeHoM y v. Ako G cajp:Ku IUKJIyC HEraTUBHE
Jy»KWHE JOCTUXKAH U3 v oHma ajroputam epaha false.

Hoka3z: I[Ipernmocrapumo Hajupe ga G He CAIPIKU IUKIYC HETATUBHE Ty KIHE
mocrukan u3 v. Jlokazahemo mHajmpe na je Ha kpajy u.SP = 6(v,u) 3a cBe
qBopoBe u € V. AKO je YBOp u JOCTHXKAH W3 U, OHIA je TBpheme TadHO Ha
OCHOBY JieMe. Y TIPOTHBHOM TBpheme CJIeu U3 KapaKTepU3aliyje HeTJOCTHKHOCTH.
Tuwme je TBpheme gokazano. Ocobuna rpada MIpeTxoIHUKA 33jETHO Ca JOKA3AHUM
TBphemeM MMa 3a TIOCJTETUITY Ta je ToArpad MpeTXoaHNKa CcTabI0 Hajkpahmx
nyresa. Ocraje 1a ce moKaxke na ajaroputaM spaha pesynarar true. Ha 3aBpierky
ce 3a cBaky rpany (u,w) € F Ha OCHOBY HejeJHAKOCTU TPOyTJa nobuja w.SP =
d(v,w) < §(v,u) + duzina(u,w) = u.SP + duzina(u,w), na HAjegaH TecT y
sunuju 9 ve Bpaha false. Takie, anropuram Bpaha true.

IIpernocraBumo caga ga G cajpKu LUKILYC HEIrATUBHE fyzxKuHe ¢ = (Vg, U1, ..., Uk), Vg =
Vg, JocTuKaH u3 v. Tajga je:

k
Z duzina(vi—1,v;) <0 (7.2)
i=1
IIpernocraBuMo CympoTHO, na je ajropuram BpaTuo true, Tj. v;.9P <
0;—1.SP + duzina(v;—1,v;) 3a i = 1,2,..., k. CabupameM OBUX HejeTHAKOCTH
3a CBe T'paHe MUKJIyca J00Hja ce:
Zle v;.SP < Zle vi—1.SP+duzina(v;—1,v;) = Zle Ui—1~SP+Z§:1 duzina(vi_1,v;)
[Momrro je vy = vg, CBaKM YBOP yJ1a3u y 30UpoBe Zle v;.SPu Zle v;—1.5P,
Tj. OBU 30MPOBH Cy jeTHAKH.
[Topes Tora, Ha OCHOBY HOCJeAMIE, BPEIHOCTH ;.S P cy KoHadne 3a i =
1,2,...,k na ce mobuja ma je

k
0< Z duzina(vi_1,v;)

i=1
cynporno mejennakocru [7.2] 3akspydyjemo ma amropuram Bellman — Ford

Bpaha true ako rpad G He caapKu MUKIYC HETATUBHE JIyKUHE, OMHOCHO false
y [POTUBHOM.

7.8 Munumanuo nosesyjyhie ctabno

Pa3smorpumo cucrem padyHapa Koje Tpeba IMOBE3aTH ONTHIKAM KaOTOBHMA.
ITorpebno je 06e36emuTH 1a mocToju Be3a n3Mmehy cBaka gsa padynapa. [lozuaru
Cy TPOIITKOBH TMOCTaB/bara Kabna n3melhy caka asa padynapa. Unmp je mpo-
JEKTOBATH MPEXKY ONTUYKHX KADJIO0BA TAKO Ja IEHA MpeXKe OyIe MUHUMAJIHA.
Cucrem padyHapa MOxKe OMTH MPEICTAB/HEH TPAGdOM Unju IBOPOBU OATOBAPA]Y
padyHapuMma, a rpaHe — MOTEHIUjaJHUM Be3aMa u3Mmeljy padyHapa, ca oaro-
Bapajyhiom (nosurusHom) nenom. IIpobuem je npounaliu nosesanu noarpad (ca
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rpaHaMa Koje OJroBapajy IMOCTAB/EHUM ONTHYKMM KabJOBUMA), KOjU CAJPKU
CBe YBOPOBE, TaKaB Ja My CyMa IeHa rpaHa Oyae munumasna. Huje rerko
BUzeTH Ha Taj nonrpad mMopa ga Oyze crabmo. Ako 6u noarpad uMao IUKIYC,
oH/a Ou ce U3 IUKJIYCa MOTJIA YKJIOHUTH jeTHA TPAHA — TUMeE ce 100uja moarpad
KOjU je W Jajbe TIOBE3aH, & WMa Mamby IeHy, jep Cy IleHe T'paHa TO3UTHUBHE.
Tpazxenu noarpad 30Be ce MuHNMAaIHO oBe3yjyhe (pasanumyhe) crabio
(MCST, ckpahenuna o minimum—cost spanning tree) u uma MHOIO IPUMEHA.
Harmr muspb je KoHCTpYKIHja edrKacHOr aaropuTMa 3a Hamaxkeme MCST. 360r
jEITHOCTABHOCTH, TPETIOCTABUMO /13 Cy IleHe rpana paziaudure. OBa TpeTIo-
craBka nma 3a nocaeauiry aa je MCST jenmrCTBEHO, MITO OJIAKIITIABA PEITIABAHE
npobiiema. Be3 oBe mpeTnocTaBke aaropuTaM ocTaje HEMPOMEEH, M3y3€eB IITO,
K&/l ce Hauhe HA rpaHe jeJIHAKe TeKUHE, TPOU3BOJLHO ce DUpa jeHa O Hhux.

IIpo6aem. 3a 3azaru Heycmepenu nosesanu texkuncku rpad G = (V E)
KOHCTpyucaru nose3yjyhe crabmo T MUHUMAJIHE TIEHE.

Y 0BOM KOHTEKCTY TEXKHHE MpaHa TeKUHCKOr rpada G ¢y y cIBapu HUXOBE
nene. Ilpuponno je kopuctutu cienehy WHIYKTUBHY XUTIOTE3Y.

NuaykrusHa xunoresa (1). Yvemo na koucrpynmemo MCST 3a noresanu
rpad ca Mame Of M TpaHa.

Baszumu cnyuaj je tpuBmjaman. Axko je 3amar mpobiem MCST ca m rpana,
KaKO Ce OH MOXK€ CBEeCTH Ha mpobiieM ca Mmame ox m rpana’ TBpammo ma
rpaHa HajMame Texkuue Mopa 6utn ykmbydena y MCST. Ako ona ne 6u Guia
yKJbydeHa, onja Ou mweHo momaame crabsy MCST 3arBopuiio HeKd MUKIYC;
YKJIABABEM IIPOM3BOJbHE JPYre IPAHE U3 TOT IUKJIYCa IIOHOBO ce J0buja ctabiio,
aJIi Marhe TeXKWHE — TIITO je ¥ CYIMPOTHOCTH Ca MPETTIOCTABKOM O MUHUMAJTHOCTH
MCST. Jakne, Mmu 3HaMO jeiHy rpany koja mopa ga npumaga MCST. Moxkemo
Ja je yKIoHUMO u3 rpada ¥ NPUMEHNMMO WHIYKTHBHY XUIIOTE3y Ha OCTATaK
rpada, Koju caja mMa Mame of m rpana. Jla ju je oBO perynapHa mpuMeHa
ubaykuuje?

[IpoGiem je y Tome 1ITO TTOCIIE YKIAMmarha IpaHe, MPeocTaan mpobieM BUTIe
HUje eKBUBaJieHTaH mosa3HoM. [IpBo, m300p jeane rpaHe orpaHmyaBa Moryh-
HOCTH M300pa Apyrux rpana. JIpyro, nocie ykiamama rpase rpad He mMopa /1a
OCTaHe TIOBE3aH.

Pememe nacrasor mpobiema je y nmpernu3upaimy WHIAYKTUBHE xumore3e. Mu
3HAMO KaKo fa m3abepeMo TPBY TpaHy, aad He MOYKEMO Ja je YKJIOHWMO |
mpocTo 3a00paBUMO Ha WY, jep ocrajn u360opu 3aBuce of mwe. /lakie, ymecto
Ja TpaHy YKJIOHHMO, Tpeba /13 je O3HAYMMO, W Ja Ty YWbEHWILY, FheH u300p,
KOPUCTUMO JIajhe y AJrOPUTMY. AJropuraM ce m3BpIIABA TAKO IITO Ce jeaHa
1o jeana rpana oupa u gogaje y MCST. IIpema Tome, unmaykiuja je He mpeMa
Besduny rpada, Hero pema 6pojy uzabpaHux rpasa y 3a1a1om (pUKCUpaHoM)
rpady.

NuaykrusHa xunoresa (2). 3a 3agaru nosesan rpad G = (V, E) ymemo 1a
nponaljemo moarpad — crabso T ca k rpana (k < |V| — 1), Tako 1a je crabmio
T noarpad MCST rpada G.

Bazum ciy4aj 3a oBy xunoresy cMo Beh pa3MOTpHIIM — OH Ce OJHOCH Ha
u360p npse rpame. IIpermocraBumo 1a cMmo mpoHamin ctabio T’ Koje 3310B0/bhaBa
WHYKTUBHY XHIIOTE3y U Ja je moTpeOHO Ja T mpoImprMO HAPETHOM IPAHOM.
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Kako ma mpomabemo HOBy rpaHy 3a Kojy hemo OuTH CHTypHH 12 IIPHIIAIA
MCST? [Ipumenunhemo caugan npucTyi Kao u npu u300opy npse rpasne. 3a T ce
Beh 3ma ma je meo xonaunor MCST. 36or tora y MCST wmopa ma moctoju 6ap
jelHa TpaHa Koja moBe3yje HeKn 9Bop u3 1’ ca HEKUM YBOPOM Y OCTATKYy rpada.
[Mokymahemo ma mponalhemo takBy rpany. Heka je Ej ckym cBUX rpaHa Koje
noBe3yjy 1" ca usoposuma BaH 1. TBpauMo 1a rpaHa ca HajMamoOM IeHoM u3 Fy,
upunaga MCST. O3nauumo ry rpany ca (u,v) (Bugeru cauky [7.9) rpane crabia
T cy nonebmane). Iomro je MCST moresyjyhe crabimo, OHO CaJpKu TAIHO
jeman myT on u 10 v (u3Mmely cBaka nBa 4BOpa y CTabJy MOCTOjU TAYHO jeIaH
myT). Axo rpana (u,v) e npunaga MCST, ouza oHa HE IPUIIAJA HU TOM IIyTY
on u 10 v. Meljyrum, nomro u mpunaja, a v He npunaga 1', Ha TOM IyTy MOpa
za nocroju 6ap jeana rpauna (x,y) raksa qax € T uy ¢ T. Ilena ose rpaune seha
je on mene (u,v), jep je nena (u,v) Hajmama Mehy nenama rpana Koje mosesyjy
T ca ocrarkom rpada. Caza MOKEMO 13 TPUMEHUMO CJIMIHO 3aKJbY INBAHE KAO
npu u3bopy npse rpane. Axo momamo (u,v) crabay MCST, a uzbamumo (z,y),
nobujamo mosedyjyhie cTab0 mame 1eHe, MTO je KOHTPAIUKIIN]a.

® L L J
o ————o U [ ]
Vs
/
/
y v
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
Vs
[} x 4 ®
N /
N /
\ /
N /
\ /
N /
\ /
N /
\ /
N /
\ /
N /
\ /
N /
\ /
N /
N /
\ /
N Y

Cmuka 7.9: Hanaxkeme ciemehe rpame MuHEMAJIHOr moBe3yjyher craba
(MCST).

Peaausayuja. Onucann anroputam (TIpuMos aaropuTam) CIMYaH je aJTOPUTMY
3a HaslaKeme Hajkpahmx myTeBa O 3a/aTOT YBOPA M3 MPETXOIHOT OJIe/bKAa.
IIpBa m3abpana rpaHa je rpaHa ca HajMamoM IeHOM. 1 ce medwHUIIE KO
€TabsI0 ca caMO TOM jeJHOM I'PAHOM. ¥ CBAKO] UTEPAIWjU IMPOHATIA3U CE TPAHA
Koja nose3yje 1 ca HekuM YBOPOM BaH 7', a UMa HajMamby IEHY. ¥ AJTOPUTMY
3a HajlaxKeme Hajkpahux myTresa Of 33JaTor YBOPA TPaKuiu CMO Hajkpahu
nym 10 usopa BaH 1. [Ipema Tome, jenuna pasnuka uzmehy MCST anropurma
7 aJIrOpUTMa 33 HaJlakere Hajkpahmx myTeBa je y TOMe IITO Ceé MUHUMYM
TpaxK¥ He IO JIyKUHU Iy Ta, Hero no mnexu rpane. Ocrarak aaropuTMa MpeHOCH
ce MpakTH4HO Ge3 mpomene. 3a CBAaKW YBOD w BaH T MAMTHMO IEHY IpaHe
MUHHAMAJIHE IIeHE JI0 W OJ HEKOr YBOpa u3 1', OJIHOCHO 0O aKO TAKBA I'DaHA HE
moCTOju. Y CBAKOj WTEpANMju MW HAa Taj HAYWH OMpaMoO TpaHy HajMarbe MeHe
u ToBe3yjeMo ojarosapajyhm uBop w ca crabiom 1. 3aTuM MpoBepaBaMoO CBE
rpase cycenHe 4Bopy w. AKo je nena Heke Takse rpaHe (w, z) (3a z ¢ T) mama
o7l TIeHe TPEeHYTHO HajjedTuHuje mo3Hare rpaHe 10 z, OHJA MOIPAB/HAMO IEHY
4YBOpa z U I'PaHy Koja Kpo3 crabsio Boau 0 mera. OBaj ajropuraM Mmo3Har je
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nox, HazusoM [Ipumos anropuram.

MCST_Prim(G)

yaaz: G = (V, E) (neycmepenu rexxuncku rpad)

uznaz: T (Munrumanno nosesdyjyhe crabmo rpada G)

{Ha mouerky je T mpa3aH CKyI }

1 for cse uBopoBe w do

2 w.Oznaka < false; {w.Oznaka je true ako je wy T'}

3  w.Cena <+ oo;

Heka je (x,y) rpaHa ca HajMamoM IeHOM y G

x.0znaka < true; {y he 6uTH 03HAYEHO y IIABHO] TIETIHH }

for cee rpare (z,z) do
z.Grana < (z, z) ; {rpana Hajmame tene ox T 10 z}
z.Cena < cena(x, z); {uena rpaue z.Grana}

9 while nocroju neosnaden ysop do

10 {meka je w Heo3HaueHW UBOp ca HajMamoM BpemHomhy w.Cena;}

11 if w.Cena = oo then

12 print ”G wuje nose3an”; halt;

13 else

14 w.Oznaka < true

15 {nonaj w.Grana y T}

N

o ~J O Ut

16 {casza nmompapbaMo IieHe HEO3HAYEHNX YBOPOBA MOBE3AHNUX €A W}
17 for cee rpare (w,z) do

18 if not 2.0znaka then

19 if cena(w,z) < z.Cena then

20 z.Grana + (w, z)

21 z.Cena < cena(w, z);

Caootcenocm. Crnoxenoct IIpumoBor aaropurma UIeHTHYHA, je CIOXKEHOCTH
aJITOpUTMAa 3a HaJTazKeme HajKkpalux pacrojama 01 3a1aTOr YBOPA, B3 MIPETXOTHOT

onesvka, O((|E| + |V]) log |V ).

IIpumep 7.2. Anropurawm 3a koucrpykuujy MCST uimycrposahemo mpumepom
Ha crmw [7.10} UBop y npBoj Komonu Tabene je OHaj KOju je 10aaT y oarosapa-
jyhem xopaky. IIpBu momaru 4BOp je v, U y IPBOj BPCTH HABEIEHE Cy CBE I'PAHEe
U3 v ca CBOjUM [eHaMma. Y CBAKOj BPCTU OMpa ce rpaHa ca HajMamOM ILEHOM.
Crmcak TpeHyTHO HAjOO/PUX TPAHA W FPUXOBUX IEHA TOMPAB/bA CE€ Y CBAKOM
Kopaky (ImpuKasaHu Cy camo Kpajesu rpamna). Ha ciunum cy rpasne rpada xoje
npunanajy MCST monebrpane.

Hpyru edukacan amropuram 3a oxpehusame MCST rpaba G = (V, E)
je takobhe moxsenan, ajgu 10 MCST me mona3u gomaBameM HOBWX I'DAHA HA
TpeHyTHO cTab/io, Hero Ha TpeHyTHy Irymy. JlomaBameMm CBake HOBE TI'paHe
cMarmbyje ce 6poj crabasa y IyMu, TaKO 3 Ce Ha KPajy M0JIa3d 0 CAMO jeIHOT
crabiia, 3a Koje ce ucnocrasiba Ja je MCST. Ilpu Tome ce rpane 3a JoJaBambe
pa3Marpajy peaocsieloM TpeMa pacTyhuMm TeXuHama; ako IpaHa Koja je Ha
pe/y moBe3yje ABa YBOpA Y PA3IUUUTHM CTAOIMMA TPEHYTHE IIyMe, OHJA Ce Ta,
rpaHa yKJbydyje y IIyMy, 9uMe Ce aBa CTadja Crajajy y jeIHO. Y MPOTHBHOM,
aKO TpaHa IMOBe3yje IBa IBOpPA y HCTOM CTab/y TpeHyTHEe IMyMme, TPaHa ce
npeckadJe.
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a 1 v ¢ b
©, O v a b c d e f g h
v v(1) vEG; czo) UEQ; 00 S S 00
a || — — v(6 a(2 v(9 [e9) 00 0 [e9)
2 9 3 c || — — | v(6) — c(4) | oo | ¢(10) 00 00
4 d 7 d[ = = [v®6) | = | = |47 | e10) | d12) | oo
¢ CMo =1 = = | = [ = [&3) |cl0)|d12) | o
e || — — — — — | ¢(10) | d(12) | e(b)
10 12 5 h — — — — - — c(10) | h(11) —
13 11 -1 - — — — — — hah 1 -
O O 91l = - - - - - - - -
f g h

Crmuka 7.10: IIpumep uzBpmraBama [Ipumosor anropurma 3a vamaxkeme MCST.

Ja ce ycraHoBuM 1a M Cy KpajeBu u, U TPEHyTHE rpane (u,v) y HCTOM
WM PA3IMYATHM CTAO/IMMa TPEHYTHE IIyMe, 3rOJHO je KOPUCTUTU CTPYKTYPY
[0/IaTaKa 33 [IUC]YHKTHE CKyNoBe (BUIeTu O,ZLeJ'baK: TPeHyTHAa CTabIa IMIyMe
Cy JMCjyHKTHHU OACKYLOBM CKylia uBopoBa. Ouepauuje podskup(u) u podskup(v)
mpoHasiase mpeacrasauke u', v’ 1Ba moacKyma (Kopene crabasia KOjuUM Cy OHU
[IPE/ICTAB/LEHN ), TIa, CY U W ¥y UCTOM TOACKYIy akko je u’ = v’. Ako je u # v,
OHJIa C€e Ta JBa MOJCKYIIA 3aMebYjy CBOjOM YHU]OM, Tj. IPUMEIbYje ce Omepalmja
unija(u',v'). ¥ nacraBky je npukasan KOJI OBOI ajropurma — Kpyckajaosor
aJropuTMA.

MCST_Kruskal(G)
yna3: G = (V, E) (neycmepenu TexxnHcKN rpad, TeskuHa rpaue e € E je e.w)
uznaz: A (munumasnso nosesyjyhie crabio rpada G)
A+
for each v € V do
dbopmuparn mogckyn {v}
copTuparu rpatre e € E y Heomanajyhu HU3 MpeMa TeXKWHAMA €.wW
for each (u,v) € F garum y meonazajyhem pemocieny npema (u,v).w do
if o = podskup(u) # podskup(v) = v’ then
A+ AU{(u,v)}
unija(u’,v")
return A

© 00 ~JO Uik Wi

IIpumep m3spmasama Kpyckanosor amropurma ma rpady ca cauke [7.10]
MIPUKA3aH je y Tabesn C 063upoM HA TO 1A Cy JyKUHE CBUX I'PAHA PAININATE,
pesyarar je ncto MCST kao wa comm [7.10}

Cnoxenocr anropurma je O(|V])+O(|E|log |E|)+O(|E|log |V]) = O(|E|log |V])
— OBU cabWpIM OJATOBAPAjy PeIOM TET/bU Y JUHUjaMa 2, 3, COPTUPAY TPaHa, ¥
munnuju 4 n for merspm y nunanjama 5-8. Ilpu Tome ce KOpmCTH UU-EHWIIA /14
je O(log|E[) = O(log |V]) s6or |E| < [V

7.9 Cswu Hajkpahiv nyteBn

Cama hemo pasmorpuru npobieM m3padyHaBama Hajkpahux myreBa um3mely
ceaxa dea uBopa y rpady.



7.9. CBwu Hajkpahu nmyreBm 112

rpaHa | IyXKWHA | yKJbydeHa? myma,

v,a,b,c,d e, f,g,h

av 1 it} av,b,c,d,e, f,g,h

ac 2 12 acv,b,c,d,e, f,g,h

be 3 na acv,be,d.e, f, g, h

cd 4 1 acdv, be, f, g, h

eh 5 1, acdv, beh, f, g

bv 6 za abedehv, f, g

de 7 He abedehuv, f, g

dv 8 He abcdehv, f, g

cf 9 za abedefhv, g

gh 10 Ia abede f ghv

dg 11 He abede fghv

fg 12 He abede f ghv

Tabena 7.1: [Ipumep uzspmasama KpyckasnoBor anropurma 3a rpad ca ciuke

10

IIpo6aem. lar je rexuncku rpad G = (V, E) (ycMepeHu uiu HeyCMepeHu )
ca HEHETaTUBHUM TeXkuHaMa (Iy:Kunama) rpana. [Iponaliv myrese MUHUMAIHE
ayxkute m3Mely cBaka aBa 4Bopa.

[TonoBo, 1OMITO rOBOPUMO O HAjKpaluM IyTEBUMA, TEXKUHE I'PAHA 30BEMO
nyxunama. OBo je mpobiiem Haaxkema cBuX Hajkpahux myreBa. 300r jegHO-
cTaBHOCTH ieMO ce 3a/I0BOJbUTH HAJIAXKEheM Jy’KHHA CBUX HajKpallux 1myTesa,
yMecTo caMux myTeBa. [IpermnocraBbamo 1a je rpad ycMepeH; cBe mro he 6utn
pedeno Baxku u 3a HeycMmepere rpadose. [lopen Tora, mpermocrasiba ce 1a cy
JIy?KUHE ITDAHA HEHEraTHBHE.

Kao u 06uHO, TOKYITIajMo ca TMPEKTHUM WHIYKTHBHAM MpHUCTymoM. Moxke
ce KOPUCTHUTHU MHIYKIHja 1o OpOjy rpaHa MM YBOPOBA.

Kaxko ce memajy najkpahm myreBu y rpady mocise 1o/iaBama HOBE IDaHe
(u,w)? HoBa rpana mozKe 1pe cBera Jia rpejcrasiba kpalin nyr usmely usoposa
u u w. Ilopern Tora, Mmoxke ce mpomeHuTu Hajkpahm myT u3mely mpomssBosbHA
Jpyra IBa YBOpa v ¥ vo. Jla OM ce yCTaHOBWJIO MMa Jid MpOMeHe, Tpeba ca
MIPETXO/IHO TTO3HATOM HAJMAMOM JIy’KWHOM TIyTa OJ ¥1 JI0 Vo YHOPEIUTH 30D
nyxuna Hajkpalier myra o v1 40 u, rpane (u,w) u AyxKuHe Hajkpahlier myra
ol w A0 vy. YKYyIHO, 3a CBaKy HOBY Tpamy morpe6mo je maspmmtu O(|V|?)
IPOBEpa, a je CI0KeHOCT OBAKBOT alropuTMa y Hajropem caydajy O(|E||V]?).
ITomro je 6poj rpana najsume O(|V]?), cioxkenoct osor anropurma je O(|V [4).

Kako ce memajy majkpahm myreBum ako ce y rpad moma HOBH 49BOp u?
[TorpebHno je Hajupe nponahn ayzkute HAjJKpahux MyTeBaA O U 10 CBUX OCTAJIUX
YBOPOBA, W O] CBUX OCTAJIUX 9YBOpPOBa 10 u. llomTo cy my:kuHe Hajkpahux
IyTeBa Koju He camp:ke u Beh mo3mare, HajKkpahu myT oI u I0 W MOXKEMO 13
npornahemo Ha ciaemehn naumn. IloTpebHO je ma oapesmMo caMoO IPBY TPAHy
Ha ToM TIyTy. AKoO je To rpaHa (u,v), OHIA je Jy>KWHA Hajkpalier myTa on u
10 w jeqHaka 30upy AyxKuHe rpame (u,v) u gyxKube najkpaher myra ox v 10
w, Koja je Beh mosmara. IlorpebHO je makie ga ymopeammo OBe 30MpOBE 3a
CBe rpamHe CyceaHe ca u, u ga Mehy muma m3abepemo Hajmamy. Hajkpahu myT
on w 10 u Moxe ce nponalin Ha civyaH HaduH. AJiId TO CBE HUjE JOBOJHHO.
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ITonoBO je moTpebHO [1a 38 CBaKHW IMap YBOPOBA MPOBEPUMO [ JIM U3MeDy muX
nocroju HoBu Kpahu myT Kpo3 HOBU 4BOp u. 3a CBaKa JBa 4BOPA U1 U Vg, /A
OM Cce yCTaHOBWJIO MMA JIM TIPOMEHe, Tpeda Ca MPETXOIHO MO3HATOM HAjMaHOM
JYXKWHOM TIyTa Of v1 [0 Vo YHOpeauTw 30up IyKWHA HajKpaher myrta oI vp
70 u u gyxuHe Hajkpaher myTa om u 10 ve. To je ykymmo O(|V|?) mposepa
¥ cabuparba Mmocjie 0JaBamba CBAKOI HOBOD YBOPA, 1A je CIOKEHOCT OBAKBOT
anropurMa y Hajropem caydajy O(|V|?). Ucnocrasmpa ce ma je HHIyKIHja MO
O6pojy uYBOpoBa edUKACHUja HEro o Opojy rpana. MehyTum, mocToju jorr 6osba
WHIYKTUBHA KOHCTPYKIIN]ja 33 PEIIABAE OBOT MpOdJIeMa.

Wneja je ma ce He Mema 6pOj YBOPOBA WM TPAHA, HETO 4 CE YBEIY OTDAHMU-
qera Ha THI T03BOJbEHHUX IMyTeBa. MHIyKIMja ce u3BOAM 10 omagajyhiem 6pojy
TaKBUX OIPAHUYEHA, TAKO JIa HA KPajy JoJia3e y o03up CBU MOryhu IyTeBH.
Hywmepummmmo wBopose ox 1 mo |V|. Tlyr ox w 10 w 30Be ce k-nym ako cy
penHu OPOjeBU CBUX YBOPOBA HA IMyTy (M3y3€B U U W) MAlbU WU jenHaku of k.
Cuenujasno, 0-1myT ce cacToju caMo o/ jejiHe rpaHe (IOMTO Ce HU jeJaH JApYyru
YBOP HE MOXKe II0jaBUTU HA IIyTY).

NuaagykTtuBHa Xumore3a. YMeMO 3 OIPEIUMO Iy:KWHE HajKpahux myTeBa
u3meljy cBaka JBa YBOpA, MPU Y€MYy Cy J03BOJbEHU CaMo k-myTeBw, 3a k < m.

Baza ungykmuje je caydaj m = 1, Kag ce pa3marpajy caMo AAPEKTHE IpaHe
u peierse je ounrienuo. IlpernocraBumo 1a je HHAYKTUBHA XUIIOTE3a TAYHA U
ma xoheMo ga je mpommpumo Ha k < m. JeauHu HOBU TyTeBH Koje Tpeba ma
pa3smorpumo cy m-myteBu. Tpeda ma mponahemo najkpahe m-nyrtese u3mely
CBaKa /IBa YBOpA M Jia TIPOBEPHUMO JIa JIU OHU 1000JbINaBajy k-myTeBe 3a k < m.
Hexa je v, aBop ca pemmanm 6pojem m. IlponsBosan Hajkpahu m-myT caap:u
Uy, HajBUILE jenHOM (IPeTIoCTaB/ba ce Ja Cy uene rpana nosurushe). Hajkpahu
m-uyT u3mehy u u v Moze na ce cacroju on Hajkpaher (m—1)-myTa o1 u 10 Uy,
n Hajkpaher (m — 1)-myTa ox v, 10 v. IIpemMa MHIYKTUBHO] xunore3n Mu Beh
3HAMO JIy:KuHe Hajkpahux k-myTesa 3a k < m, 11a je JOBOJHHO Jja cabepeMo OBe
zBe ayxkune (4 36up ynopeaumo ca xyxkunoMm Hajkpaher (m — 1)-myTa ox u 10
v) Ja GucMo npoHalm AyKuly Hajkpaher m-nyra oz u 10 v. OBaj ajaropuram
no3nar je noz zHazusoM @uioja-Bapmanos amropuram. Ou je Hemrro 6pxu o
IIPETXOHOT aJTOPUTMA, (38 KOHCTAHTHY (DAKTOD) U JIAKIIE A je U Pean30BaTH.

Svi_Najkr_putevi(W)
yaaz: W (n X n Marpuia moBe3aHOCTH KOja IIPEICTaB/ba TEXKUHCKU rpad)
{ W|z,y] je rexkuna rpane (z,y) ako OHA OCTOjU, OAHOCHO OO y HPOTHBHOM }
{ Wz, z] je 0 3a cBe uBopoBe x}
n371a3: HA Kpajy Marpuna W caapxku ay:kuHe HajKpahux myTeBa.
1 for m < 1 to n do {ummayxmmja je mo mapamerpy m}
2 forz+ 1tondo
for y < 1 ton do

if W[z, m]+ W[m,y] < W[x,y] then

Wz, y] <+ Wz, m] + W[m,y]

CU s W

YHyTpallhe [IBe MeT/be KOPUCTE Ce 3a MPOBEPY CBUX NaAP0O6a YBOPOBA. 3ara-
2Ka Ce J]a Ce OBa MPOBEPA MOKEe M3BPIIIABATH Ca TAPOBUMA YBOPOBA IPOU3IBOJbHUM
pe/iociiesioM, jep je cBaka IpoBepa HE3ABUCHA O OCTAJIUX.
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Caooicerocm. 3a CBaKO m aIrOpUTAM H3BPIIABa jeJIHO CabHparmbe U jeIHO
yuopehusame 3a caku nap usoposa. Bpoj kopaka unuaykuuje je |V|, ua je
yKyman 6poj cabupama, oJHOCHO yropehusama, Hajsumme |V|3. Tpucetumo ce
Jla je BpeMEHCKa, CJI0?KEHOCT aJITOPATMA 3a HAJIAKErhe Ty ’KWHA HajKkpahux myTesa,
on jemmor usopa O(|E|log|V|). Ako je rpad rycr, ma je 6poj rpana Q(|V]?),
OHJIA je ONMUCAHU ANrOpHTaM e(pUKACHH]H OJ M3BPLIABAIGA 38 CBAKH YBOD -
ropurMa 3a Hajkpahe myreBe omx mator usopa. Mako je moryhe peanm3oBaru
aZIropHuTaM 3a Hajkpahe myTese o7 jeanor usopa cioxenoctn O(|V|?), a tume
u anropuram ciaoxkenoctu O(|V[3) 3a manaxkeme cBux Hajkpahnx pacrojama,
aJropuTaM m3 OBOT O/e/bKa 00JbU je 3a rycre rpadoBe 300 CBOje jeTHOCTABHE
peanuzanuje. C apyre crpaue, ako rpad auje rycr (na uma Ha npumep O(|V|)
rpasa), oHJa je 60sba Bpemencka ciaoxernocr O(|E||V]log|V]) koja morude oz
(V) myra ynorpebspenor anropurma 3a Hajkpale myTese o jeHOT 9BOpa.

7.10 TpaH3uMTUBHO 3aTBOpEH:E

3a samatn yemepenn rpad G = (V, E) meroBo TpaH3UTHBHO 3aTBOPEHHE
C = (V,F) je ycmepenn rpad y kome rpana (u,w) u3meljy duBopoBa u m w
MOCTOjM aKO M caMO ako y (G OCTOju ycMepenu myT of u 10 w. [locroju MHOTO
MpUMEHA TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEIHA, 1A je BaYKHO NMATH €(PUKACHU AJITOPUTAM
3a IEroBO HaJlarKelbe.

IIpo6aem. Ilponahu TpanzuTuBHO 3aTBOpEHE 3aaTOr yemepeHor rpada G =
(V. E).

Osaj upobuiem pemmhemo pemykmujom (csoljermem) Ha Apyru npobieMm.
Hpyrum peunma mokazahieMo Kako ce MOKe TPOM3BOFHHU yJja3 3a TpobemM
TPAH3UTHBHO 3aTBOPEIH-E€ CBECTH HA yja3 3a JAPYru mpobiieM, KOju yMeMo i
pemmmmo. Ilocse Tora permiere Apyror npodsiaema TpaHCHOPMUIIIEMO y pellierhe
mpobeMa TPAH3UTUBHOT 3aTBOpema. [IpobireM o KoMe je ped je HamaXKeme CBUX
Hajkpahux myresa.

Heka je G’ = (V, E') xommrernn yemepenu rpad (rpad Ko Kora 3a cBakn
nap 4BOpOBa mOCTOje 0be rpame, y 06a cmepa). [pann e € E’' momemyje ce
nyxwuHa 0 ako je e € E, omnocro 1 y nmpormerom. Cagna 3a rpad G’ pemasamo
npobjieM HaJlaXKerba CBUX Hajkpahimx myteBa. Ako y G mocroju myrt uszmehy
v | w, ouga je y G’ merosa myxwmna 0. IIlta sume, nyr usmelly v m w y G
IOCTOjH aKO M CaMO aKo je ayxKuHa Hajkpalier myrta usmely v m wy G’ jennaka
0. Ipyrum peunma, pemieme npobsema cBux Hajkpahux myreBa HEIOCPeIHO ce
TpaHCchOPMHUIIIE § PEIIeHe TPODIeMa TPAH3UTHBHOT 3aTBOPEHA.

Huje remko npenpasutu ajroputam 3a cBe Hajkpahe myTese, Tako 1a IUPEKTHO
peraBa mpobIeM TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEHA.

Tranzitivno_zatvorenje(A)

yraz: A (n X n MaTpuma MOBE3aHOCTH KOja MPEJICTABIba yCMePeHu rpad)

{ Alx,y] je true axo rpana (z,y) npunana rpady, omHOCHO false y mPOTHBHOM }
{ Alx,x] je true 3a cBe uBOpOBe 2}

W3J1a3: Ha Kpajy Marpuna A mpeacTaB/ba TPAH3UTUBHO 3aTBOPEHE rpada.

1 for m + 1 to n do {unaykuuja je o mapamerpy m}

2 forz<+ 1tondo

3 for y < 1ton do
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4 if A[z,m]| and A[m,y] then Alz,y| + true
5 {oBaj kopak je nompassben y creneho]j BapujanTu asropurma }

YumbeHUIa 18 MOXKEMO 18 CBEIEMO jeIaH mpoOjeM Ha APYTHW 3HAYU 113 je
MpBHU POOJIEM OMINTHjU O APYTOT, OJHOCHO 114 je APYTH TPOOJIeM CIeIrjaTHI
caydaj mpBor. OOMYHO Cy ONINITHja PEIekha CKYIL/ba, CI0kKeHuja. Mu cMo Bue n
MHOI'O TIPUMEpA T je ONIITHju NpobjeM JaKIme PEeNMTH; UIaK, 1a OuCMOo
BHUIIE JOOWIN, MOPaMO Bullle W 1a miaarumo. llocie kopumhema penyknuje
MPEMOPYU/bUBO je TOKYIIATH Ca TMOMPABKOM JI00WjeHOr peremna, kopucrehn
crierjasine ocoouue mpobema.

Pa3smorpumo ocHoBHE KOpak ajnaropurma, napendy if. Owna ce cacroju on
nBe tposepe, A[x, m] u Alm,y]. Hemro ce npemysuma camo ako cy oba ycjaoBa
ucnymwena. Opa if mapenba uzBpiiasa ce n myTa 3a cBaku map usoposa. CBaka
IIOIIpaBKa, OBe Hapeabe Boamia Om OuTHO] mompasiu ajropurMa. Mopajy u
ce cBakW TyT mpoBepaBaTu oba yciaosa’? [Ipea mpoeepa 3aBucu camMo Ofn T u
m, a JApyra 3aBUCH CaMO O m u Y. 300r TOra ce IpBa MPOBEPA MOXKE 3a
dukcupane r u m usBpmuTH camo jeaHoM (ymecTo n myTa). AKO IPBHU yCJIOB
HUje UCIYHEH, OHJA Ce IPYrd He MOpa IPOBEpPaBaTH HU 34 jeIHY BPEIHOCT
y. AKO je mak mpBHM YCJIOB HCILYEb€H, OHJIA CE€ FHeroBa HCILYHEHOCT HE MOpa
mOHOBO mpoBepaBaru. OBa mpoMmena je yrpaljena y mobo/bITaHu aJirOPUTaM AT
y HACTaBKY. ACHMIITOTCKA CJIOKEHOCT OCTaje HEMPOMEEHA, ajIi CE aJITOPUTAM
y TIPOCEKY M3BPINABA 1B, IIyTa OpIKe.

Tranzitivno_zatvorenje2(A)

yra3: A (n X n MaTpumIa MOBE3AHOCTH KOja MPEICTABIba yeMepeHu rpad)

{ Alx,y] je true axo rpana (z,y) npunana rpady, omHOCHO false y MPOTHBHOM }
{ Alx,x] je true 3a cBe uBOpOBe T}

W3J1a3: HA, Kpajy Marpuna A mpeacTaB/ba TPAH3UTUBHO 3aTBOPEE rpada.

1 for m < 1 to n do {ummayximja je mo mapamerpy m}

2 forz+ 1tondo

3 if Az, m] then

4 for y + 1 ton do

5 if A[m,y| then Az, y] < true

OBaj anropuraMm MOXKe Ce Jajbe yCaBpIIUTH. JIwHmja

if Alm,y] then A[x,y] <- true

MOYKE C€ eKBUBAJIEHTHO 3AMEHUTH JIUHUjOM

Alx,y] = Alx,y] or Alm,y].

Sanazka ce Ja ce TIOCJIe OBE 3aMeHe Y YHY TPAIIh0] ET/bU AJITOPUTMA OMEPAILIN]a,
or TMpUMemYje Ha BPCTY M U BPCTY & Marpuile A, a pesyarar je HOBa BpCTa 1.
36or Tora, ako je n < 64, BpcTe Marpuie A MOry ce MpeACTaBUTH N-OUTHUM
nenuM OpojeBUMA, A ce MPHUMEHa OMepallrje or Ha BPCTE 3aMembyje OMTCKOM
or onepauujoM JBa ueja 6poja, mro je n myTa Opke. AKO je n BeJMKO, OHJA ce
BPCTa MOYKe MPEICTaBUTH HU30M (4-OuTHUX Ieaux OpojeBa, ma Ce aJIrOpUTaM
u3BpIaBa TpuOANKHO 64 myTa Oprke. ACHMIOTOTCKA CJIOXKEHOCT je U JIajbe
O(n?), amn y6psame 3a dbakTop 64 HUje 3aHEMap/HUBO.






[nasa 8

Anrebapckun anropntmn

8.1 VBop

Kaz rom m3spmmMo Heky aiarebapcky ONeparinjy, MH y CTBAapH HW3BPIIABAMO
jenan amropuram. Jlo caja Mo Te oneparyje npuxBaTajid Kao HEITo 00UYHO,
Kao aJIrOpuTME KOju TOCTOje camu 1o cebu. Mebhytum, 6e3 o63upa ma jm je
y THUTalkby MHOXKEHE, Ie/berhe WM HEeKa CJI0XKEHHWja ajrebapcka omeparmja,
yoOWdajeHn aJropuraM HHUje yBEK HAjOO/bW aKO Ce pPaJy Ca BPJIO BEIUKAM
OpojeBuMma mim Hm30BHMa OpojeBa. Mcra mojaBa Ha KOjy CMO HAWIA3UINA Y
MPEeTXOIHNM IIOTJIAB/AUMA, MCIO/bABA CE€ W OBJIE: AJTOPUTMHU KOjU Cy 100pHu 3a
MaJIu ysa3 mocTajy HeedbwkacHU 3a Behe ymaze.

CutoxkeHoCT anropurMa Mepu ce 6pojem ”omeparuja” Koje aaropuram u3Bp-
masa. ¥ Hajsehem 6pojy ciaydajeBa MpeTmocTaB/baMo /13 € OCHOBHE APUTMETHYKE
ornepaiyje (Kao Mo cy cabuparbe, MHOKEHE, JIe/beHhe) N3BPINABA]y 38 jeIUHUIHO
Bpeme. To je pa3ymHa MpeTHOCTABKA KaJ Ce apryMEHTH MOTY IMPEICTaBUTH
MAIIUHCKOM peun (Ha IIpUMEp, He NPEBEJUKHU lieau OpojeBu, peasHu OpojeBu
jenHocrpyke uiu asocrpyke tauynocru). Ilocroje meljyrum curyanuje xax cy
aprymenTu orpomuu, Ha upumep opojesu ca 2000 nudapa. Tana ce mopa y3meru
y 003up U BEeJIMYNHA, apTyMeHaTa, & OCHOBHE OMepallrje MpecTajy aa Oymay jemaHo-
craBHEe. AKO ce UTHOPUIIY BeJIMYHHE apryMeHnara, Moryhe je /a Ha npBu mMorje
Jobap anropuraMm Oyzae y cTBaph BPJIO HeedHKACAH.

Suauerse ”BeuunHe yia3a’ MOHEKA. HUje cacBuM jacHo. Heka je mar men
Opoj n ca KOjuM Tpeba W3BPIIATH HEKY APUTMETHUKy omepanujy. Ha mpsu
morJiest, U3rieia MPUPOTHO JIa Ce 33 BEIUYHHY yjIa3a CMaTpa caMa BPEIHOCT
n. OBo ce, mehyrum, He yriana y nedgopMmasany JedUHUIN]Y BEJUIUHE yia3a
Ka0 MepH BEJIUYMHE MEMOPHjCKOT TPOCTOPA MOTPEOHOT 3a HEerOBO CMEIITAHE.
Pazsnmka je Bpso Benuka. Cabupame aBa 6poja om mo 100 mudapa moxe ce
U3BPIIUTH BPJo 6p30, 9ak u pyuno. C jgpyre crpane, Opojame 10 BPEIHOCTH
npeacrasbene 100-mudpenum 6pojem mpakTuvHO je Hemoryhe, 4Yak u HA Haj-
Gpxkem pauynapy. Ilomro ce 6poj n moxke npencrasutu ca [log, n]| Gura, 3a
EroBy BeJmduHy Moxe ce cMarparn [logy n] = O(logn). Tako ce anropuram
koju 3axrena O(logn) onepanuja Kas je yias n cMaTpa JUHEAPHUM (HA TPHEMEp
uspauyyHasame 2n), jep je O(logn) nuneapna ¢dynkumja Benuuube ynasza. Aj-
ropuTaM Koju 3axreBa u3ppmasame O(/n) onepamuja 3a yna3 n (Ha mpuMep
dakropusarnuja Opoja n MpoOBEpOM JIe/HPUBOCTH Opoja 1 cBUM OpOjeBUMa, MAFBUM
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WA JeTHAKAM OJT /7)) MMa €KCIOHEHIIN]aTHY CITOKEHOCT.

Kao u 0bu4ano, y 0BOM mOriaB/by hemo makKiby YCMEPUTH HA HHTEPECAHTHE
TeXHUKe KOHCTPYKIMje ajroputama. Hajmpe ce pasmarpa cTemneHoBame JIaTor
Opoja, 3aTUM BEPOBATHO HAjCTAPHUjU HETPUBHUjAJHU ajropuraMm, EyKIuaoB aj-
ropuTaM 33 M3padyHaBame HajBelier 3ajemHudYKOr Aesmona aBa Opoja. Bpio je
WHTEPECAHTHO Ja MOJiepHH padyHapu kopucte 2200 rommHa CTAp aJITOPHUTAM.
OBa JiBa aJIrOpUTMa KOPUCTE CE PEIUMO Y MO3HATOM aCHMETPUIHOM I (haPCKOM
cucremy RSA. Tlormapibe ce 3aBpiiiaBa jeAHUM OfT HAJBAKHUJUX W HAJIIETINX
anropurama — 6p3om @PypujeoBoM TpPaHCHOPMAIIjOM.

8.2 CreneHoBame

3anoYumBbeMo jeJTHOM O/l OCHOBHUX aPUTMETHYKUX OMEPAIlnja.

IIpo6aem. Jara cy asa upupoina 6poja n u k. Uspaaynaru n”.

k—1 k—1

I[IpobGien ce 1aKo MOKe CBeCTH Ha m3padynasame nf 1, jep je n® =n-n
IIpema Tome, mpobem ce MOKe PEIUTH UHAYKIFjOM II0 k; T0OUjeHn TUPeKTHH
asroputam npukasas je sa ciuuu[8.1] Cmamena je Bpeanoct k, anu He 1 merosa
BeMunHA. TpUBMjaTHA aJTOPUTAM 3axXTeBa k MHOXKema. [lomTo je Benmmumma
6poja k mpubmmxkmo log, k, O6poj mrepannja je ekcrnoHeHIHjadHa (QyHKINja
semmunne k (b = 2!°%2%). Owo nmje mome 3a Mase, amm je HempPUXBAT/HUBO
3a BeJIMKE BPEIAHOCTH k.

Aunropuram Stepen(n, k); {upsu noxymaj}
Vaas: n u k (a8a npupossa 6poja).

Wsnas: P (speguoct uspasa n®).

begin
P :=n;
fori:=1tok—1do
P:=n-P
end

Cruka 8.1: TpuBumjasau anaropuraM 3a CTEIEHOBABE.

Jlpyru Ha9uH 12 ce IpobIeM PeIn je cBoherbe Ha IpobieM ca IBOCTPYKO Ma-
M eKcrionenToM nomoly jexmaxoctu nF = (n¥/2)2, Tlonosmeme k oxrosapa
CMAbEIbY HEroBe BeJIMYUHE 33 KOHCTAHTY. 300r Tora je 6p0j MHOKEHhA JTMHEAPHA,
dbyueknuja o Bemunne k. HajjemnocTaBanju ciyuaj je k = 27, 3a Hexn mpuponan
0poj j:

J nyTa
—_———
; 2
J 2
k=0 = ((n?)°)
IIIra ako k auje crenen aBojre? PazMOTpuMO jOIIT je THOM MPUMEHEHN TTOCTYITaK
peaykiuje. [lomasmu ox mapamerapa n u k, mpobjieM je CBeIeH HA MAambu, Ca

napamerpuMa n u k/2. Ako k/2 uuje nenu 6poj, onga (k — 1)/2 jecre, na ce
MOK€e MMPUMEHUTHU CIUYHA PEYKIIja:

2
n*=n (n(k_l)/Q) .
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Cama je anropuram Komiserupad. AKo je k mapHO, jeTHOCTABHO KBAIPUPAMO
pe3ysrar creneHoBamba usJjoxkuoueM k/2. Ako je nak k HenapHo, KBaJpupamo
pe3yJTaT cremeHoBama manoxwnoneM (k — 1)/2 m mHOXKHUMO Ta ca n. Bpoj
MHOKema je Hajsuite 2logy k. Anropuram je npnkasam ma iy [8.2]

Auropuram Stepen_kvadriranjem(n, k);
VYana3s: n u k (182 npupoana 6poja).
Usnas: P (speguoct uspasa n).
begin
if k=1then P:=n
else
z := Stepen_kvadriranjem(n, k div 2);
if kmod2 =0 then
P:=z-z

else

end

Cnuka 8.2: CreneHoBambe KBAIPUPAHEM.

Cuaootcenocm. Ykynan 6poj muoxkema je O(log k). Meljyrum, kako ce naipeyje
ca M3BPINABAIHLEM AJITOPUTMA, Mehype3ynTaTu 1mocTajy cBe Behu, 1ma MHOMKEHA
MOCTajy CBe KOMILJIMKOBaHUja. AKO ce MHOXKeHme 00aB/ba y MPCTEHY OCTATAKa
1o Momysty m (OJHOCHO TIOCJIe CBAaKe Olepallije Pe3yJTaT Ce 3aMembyje CBOjUM
OCTATKOM IIPH JIJbeIbY Ca M), OHa Mehype3yJITaTu He PacTy y TOKY U3BPIIEa,
AJICOPUTMA U BPEMEHCKA CJI02KEHOCT AJINOPUTMA, j€ ITPOU3BO/L CJI0KEHOCTH jETHOT
MHOXKema n Opoja MHOKema, O(logk).

8.3 Eyknupos anroputam

Hajsehu 3ajemuuukm gesmmiian asa upupojna 6poja n u m (o3nadasa ce
ca NZD (n,m)) je jemwHcTBenn mpuponnu 6poj d xoju 1) nemm m w n, n 2)
Behu je mim jempak O CBAKOT Ipyror MPWPOAHOT Opoja d Koju menw n m m.
Ha npumep, NZD(24,33) = 3.

IIpo6aem. Onpenuru HajBehu 3aje THUYKY JEJIUIIALL ABA AT IPUPOIHA OPOja.

Kao u obuuno, uzieja je cBectu mojas3Hu mpodbiaemM Ha IpobiieM ca MambuM
ysazom. Mory Jin ce n Wau m HEKaKO CMAbUTH, a /13, Ce Pe3YJITAT He MTPOMEHH?
Eykann je npumerno na je To moryhe: ako d jiesiut m u m, OHJA JI€JTH U IhUXOBY
pazmuky. Baxku u 0OpHYyTO; aKO je Ha IpuMep n > m, a d Jeam m u n—m, OHaa d
zesu u 36up m+(n—m) = n. Ipyrum peunma, NZD (n, m) = NZD (n—m,m), u
nobujer je Mambu yaa3. Meljytum, ogy3umamem cy cMatbene epedrocmu dpojesa
ca KojuMa, ce paau, anu He (OUTHO, y ONIITEM CJIy4ajy) U FHUXOBE GEAUHUHE.
Jla 6u ajropuram 6mo eduKacaH, MOpajy ce cMamuTH BejgumduHe OpojeBa. Ha
npuMep, ako je n BpJo Beauku 6poj (amp. 1000 ummdapa) u m = 24, 6poj
onysumama 24 ox n je orpoman, oko n/24. OBo pauyname cacroju ce og, O(n)
KOpakKa, IITO je eKCIIOHEHIHjaTHa, (DYHKIIHja O/ BEeJIUIUHE N,
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Pasmorpumo oBy uzaejy jorr jemaom. Ilocie omy3umama m Of N UCTH aJro-
puram Tpeda NIpUMEHUTH Ha n—m 1 m. AKo je n—m u najse elie ox m, o1 mwera
Tpeba omy3ern m. Ca ofgy3uMameM m HaCTaB/ba Ce CBE JIOK Pa3JINKa He TIOCTaHe
Mama o7 m. Bpoj oBakBuX omy3uMarma Moyke OMTH orpoman; cpehom, pe3ysrar
KOju ce Tako jobuja je jeaqHaxk octarky nmodm npu jJememy n ca m. Ilpema
tome, NZD (n,m) = NZD (nmodm, m). [demerme ca ocrarkoM U3BpIIABA Ce
ebukacno. Ha npumep, NZD (33,24) = NZD (24,33 mod 24) = NZD (24,9).
Hacrasmajyhn va nctn Hauns, no6uja ce NZD (24,9) = NZD (9,6) = NZD (6, 3)
NZD (3,0) = 3.

VY ommrrem ciydajy, nosasehn ox 6pojeBa rg = n u vy = m, U3padyHaBa Ce
ocraTak Ty = rgmod 7y, 3aTUM OcTaTrak r3 = 1 modre, uta. Tako ce mobuja
omagajyhm HE3 ocraTaka

ric1 = qiri +1rip1, 0<miy1 <my3ai=1,2...k (8.1)

(npu nesbemy 7;_1 ca r; KOJUYHUK je ¢;, a OCTaTak 7;y1). Jlobujenu HU3 je
KOHaYaH jep je omamajyhm m cacroju ce om mpupomguux OpojeBa. Heka je wmp.
Tr+1 = 0 u HeKa, je 1y, # 0 MOCe b YIaH OBOT HU3a Pa3andutT of mHyme. Kako
je

NZD (rg,71) = NZD (r1,72) = ... = NZD (r)-1, ) = NZD (14, 0) = 7,

Buanmo n1a je d = NZD (n,m) ymnpaBo jemHako Ty, TMOCIeIHeM OCTaTKy Das-
auauToM of Hysme. ONuCcaHu TOCTYTIaK 3a M3padyHaBarbe HajBeher 3ajeHuIKor
Jenmornia 18a Opoja 30Be ce Eykaumos ajaropuram.

NZD(m,n)
ynas: m u n (1Ba npupoaHa 6poja)
uznas: nzd (majsehu 3ajequuaku mesusial 6pojesa m u n)
a < max(n, m)
b < min(n, m)
r + 1 {Bpemnoct koja omoryhyje ynasak y metswy }
while r > 0 do {r je ocrarak}
r < amodb
a<b
b« r
return a

0 O Ui W N

Caootcenocm. Tepaumvo ga je 6poj gempema y EyKianmoBoM anropuTMy jegHak
O(log(m + n)) (wro He 3HAYM HA je CJIOXKEHOCT AJIMOPUTMA JIMHEAPHA, jep
BeMYMHE OpOjeBa KOju Ce Jiejie OMaJIajy KaKO Ce OJMHUYE CA H3BPIIABAIHEM
anropurma). Jla ce TO JoKaxke, JOBOJBHO je JOKA3aTH JIa BPETHOCT OCTATKA,
a y aaroputTMmy moctaje 6ap JBa myTa Mama mocye gase urepanuje. Iloce mpse
urepaiyje nap (a,b) (a > b) 3amemyje ce napom (b,amodb), a mocje apyre
urepaije napom (a mod b, bmod (a mod b)). IIpema rome, nocie ase ureparuje
je 6poj a 3amemen 6pojem amodb, Koju je yBek mamwu o4 a/2. 3aucra, ako
b < a/2onnaje amodb < b < a/2; y mporuBHOM, 3a b > a/2, Takobe ce mobuja
amodb=a—-b=a/2— (b—a/2) <a/2.

V3 many ponyny, EyKanaoB ajiropuraM ce MO2Ke HCKOPUCTHUTH U 33 PElIaBambe

creneher mpobiiema.
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IIpobaem. Hajsehu 3ajemmmuku menuiar d aBa OpuUpOmHA Opoja m u m u3-
pa3uTH KA0 HUXOBY Ie00pojHy JuHeapHy KoMmOwmuarujy. Ipyrum pedmma,
ofipennTH 1esie Gpojere x, y, Tako na Baxku d = NZD (n,m) = nx + my.

wm je d m3pasurn y 00UKY JIuHEAPHE KOMOWHAINje d = 79X 41711y OCTATAKA,
ro =n u r1 = m. [Ipobem ce moxke pemutu nHayKIujoMm. [losasu ce ox 6a3e,
n3pasa 3a d y 00Ky JuHeapHe KOMOWHAIMje OCTATAKA T'k—1 = 1 U Th_o = M
d=Tp =TEg_2—(Qr_1Tk_1; OBaj U3pa3 je EKBUBATIEHTAH IPETIOCTEIHEM TeTHEIbY
y Eykiunosom asropurmy (u3pas 3a i = k—1). Kopak unnykuuje 6uo 6u
u3pazkaBame d y 00uKy JIMHeapHe KOMOWHAIMje OCTaTaKa ;1 U T'j, IMoja3ehn
on uzpasza d = x'r; + y'r;1 — 1eno0pojHe JuHeapHe KOMOWHAIM]E T U T;y1.
3aucra, 3aMEHOM 741 Y OBOM U3Pa3y €a 741 = I—1 — ¢;T';, 100Hja ce

d=a"ri +y (rici — qiri) = y'ri-1 + (@' — ¢y,

Tj. u3pa3 3a d y obauKy meaoOpojHe TuHeapHe KOMOMHAIMje OCTaTaKa 1;_1 U
r;. Hakne, uagykuujom o ¢, ¢ = k—2,k—1,...,1,0 noka3auo je na ce d moxe
W3PA3UTHU Kao IEJ00POjHA TMHEeapHa KOMOWHAIMja OMI0 KOja IBa y3aCTOITHA
4jlaHa 1y, ;41 Hu3a ocraraka. Crnennjanno, 3a ¢ = 0, 10061ja ce TpaxKeHun n3pas.

IIpumep 8.1. Hexka je 3amarak ompenutu 1eje OpojeBe & W y TaKO Ja BaXKU
3 =33z + 24y. C o63upom Ha To na je NZD (33,24) = 3 MOXKEMO UCKOPUCTUTH
MPEeTXOIHN MOCTYIaK 3a oapehuBame 6pojesa x u y. [Ipunmukom n3padyHaBamba
najselier 3ajeHUUKOr 1eIMOLA UMaMO Hapeau Hu3 jeaxnakocru: NZD (33,24) =
NZD (24,9) = NZD (9,6) = NZD (6,3) = NZD (3,0). IIparehu oBaj uu3 jenma-
KocTH nobmjamo: d =3 =9—6=9—(24—2-9) =3-9—-24 =3-(33—-24)—24 =
3-33 —4-24, ogrnocuo x = 3,y = —4.

Caootcenocm. Bpoj oneparnuja je npomoprinonaan ca opojem memema y Ey-
KJIMJIOBOM ajropurmy, tj. O(m + n).

3uauaj oBe momyne EykanmoBor ajiroputMa je y TOoMe 1o oHa oMoryhyje
permaBama T3B. auneapHrux uopanmosur jednawuna ax + by = ¢, tre cy a,
b, ¢ maru nenm OpojeBu, a x U y cy menu OpojeBu Koje Tpeba onpemutu. bBes
CMamermha ONIITOCTH MOXKE Ce MPEeTIIOCTaBUTH 13 je a,b > 0. Ja 6u nasemeHa
jennauyuna uMasia 6ap jeano peuiewse, norpebuo je na d = NZD (a,b) nesu
¢ (momro d menu JieBY CTpaHy jeJHAYWHE, MOpa Ja JeIW U JecHy). Axo je
OBaj YCJIOB MCIYH-€EH, j€THO OJ PEIerha JIAKO Ce J00Mja OMMCAHUM MOCTYIIKOM.
IMomiro ce d uspasu y obauky d = az’ + by’, Muoxkemem ca nejsum 6pojem c¢/d
nobuja ce ¢ = a(x’c/d) + b(y'c/d), Tj. Bunu ce na je jeaHO peliebe jeqHaYnHE
nap (z,y) = (¢'c/d,y'c/d).
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8.4 bp3a PypujeoBa TpaHchopmaynja

Bpsa ®ypujeosa rpancdopmanuja (unu FFT, mro je ckpahenuna ox fast Fourier
transform) je Baxkna u3 Buie passiora. Oua epuKaCHO pelaBa BaxKaH IPAKTUIAH
npobJieM, eJeranTHa je, U OTBapa HOBE, HEOYEKHUBaHE O0JIACTU IpuMeHe. 360r
TOTa je OHA jelaH Of HAJBAXKHUjUX aJTOPUTAMA OJ CBOT OTKPUNA CPEIUHOM
Me3eCeTUX TOINHA.

Agnropuram FFT uuje jemsocraBan, u JI0 Hera ce He JOJA3U JUPEKTHO.
Orpannunhiemo ce HA CaMO jeIHY IErOBYy IPUMEHY, MHOXKEHE MOJIMHOMA.

IIpo6aem. M3pauynaru npoussox apa 3azara noaunoma p(x) u q(x).

Qopmynanuja mpodbaemMa je mpermu3Ha caMo Ha IPBHU IOIJIEN, jep HHje mpe-
[IU3UPAH HAYWH MPEICTABbAKHA TOJUHOMA. OOUYHO Ce TMOTMHOM

P=an 12" Y 4a, 02" 2+ .. +ar1x+ag

LpeCTaB/ba HU30M CBOjux koedunujenara y3 1, x, x2, ..., " ; anu To Huje
jeauna moryhHocT. AJiTepHATHBA j€ NPEJICTAB/bAE IIOJTMHOMA CTEIEHA 7 —
1 cBOjuUM BpeIHOCTHUMA y 7i PA3JIUIUTUX TAYAKA: T€ BPEIHOCTH jeTHOZHATHO
onpebyjy momuuom. JIpyru HaUYWH MpeaCTaB/baFba jeé MHTEPECAHTAH 300T jel-
HOCTABHOCTH MHOXKema. [IPOM3BO JBa MOTMHOMA CTeneHa n — 1 je mOJIuHOM
cremeda 2n — 2, na je oapehen csojum BpemHocTtuMma y 2n — 1 tagaka. Ako
[PETIOCTABUMO Ja Cy BPEIHOCTH HOJMHOMA — YMHUIANA Jare y 2n — 1 ragdaka,
OHJIa ce TPOM3BO/I TIOIMHOMA M3padyHasa nomohy 2n—1, onHocHo O(n) 06nIHIX
MHOXKEHbA.

Hazkasoct, mpeicTaB/bame MOJIMHOMA BPEIHOCTAMA, 33 HEKE MPUMEHE Huje
moroHo. [IpuMep je u3padyHaBame BPEIHOCTH TMOJTUHOMA Y 3aJATUM TadKaMa,
NpPU PENpe3eHTalji BPEJHOCTHMA, OBO jé MHOI'O TexKe HEero ako Cy 3aJIaTh
Koedunmjentu nomuaoma. Mehyrum, ako 6ucymo Mmoryu 13 e(puKacHO TPEBOIUMO
TTOJIMHOME W3 jefiHe y IpYyTy TMpeACcTaBy, J0OUIN OUCMO OJJTMYaH aJropuTaM 3a
MHOKE€e MOJNHOMA. YTIPaBO TO ce moctuke npumenom FFT.

IIpenas ox npeacraBe mOanHOMA KOSUIMJEHTUMA, HA, TPEICTABY BPEIHOCTUMA
y TauKaMa, PEIaBa Ce N3pavdyHABAHEM BPEIHOCTH MOJUHOMA. BpeIHOCT mOInHOMa,
p(z) (3aparor koedunujenTuma) y 6110 KOjoj Tauku MozKe ce nomohy Xopuepose
meme (ogeraK u3padyHaTH MOMONY 1 MHOXKema. VI3padyHaBame BpeHOCTH
p(r) y n TPOM3BOLHEX Tavaka M3BOAJBUBO je Jakie momohy n? MHOWKemaA.
[Ipena3 ox mpeacTaBe TOJWHOMA BPEIHOCTHMA HA, MTPEICTABY KOSMUIIHjeHTHMA
30Be ce mMHTEpIoJanuja. laTeprnonamnyja y onmreM ciydajy Takohe 3axreBa
O(n?) oneparmja. OBJie je Kbydna uaeja (Kao ¥y MHOTHM JAPYTHEM TIPAMEPHIMA
KOje CMO BUJIEJIN) JI4 C€ HE KOPUCTHU NPOU3EOSHUT T TA4aKA: MU UMAMO CJI0D0Y
J1a 110 2kejbu u3abepeMo noz2odak CKyIL O . pa3jinunTux Tadaka. bpsa @ypujeosa
TpancdopMaIja KOPUCTH CIIelfjalaH CKyT Tadaka, Tako Ja ce obe TpaHcdop-
Mallfje, 3pavdyHaBamhe BPEIHOCTU W HHTEPIIOIAIN]a, MOTY e(DUKACHO M3BPIIIABATH.

8.4.1 [OupektHa ®ypujeoBa TpaHccopmaunja

Pasmorpumo mpobsiem u3padyHaBama BpegHOCTH ToauHOMA. IloTpebHo je
W3pAdyHATHA BPETHOCTH [IBA MOJUHOMA cTemeHa n— 1y 2n — 1 Tagaka, ga Ou ce
BUXOB IIPOU3BO/I, IIOJUHOM CTereHa 2n — 2, Morao uarepnosuparu. Mehyrum,
IIOJIMHOM CTeleHa N — 1 MOXKe ce IPeJCTaBUTH KAO IOJIMHOM CTeneHa 2n — 2
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uzjeqHaYaBameM ca HysoM Bojgehux n — 1 koedwurmjenara. 36or Tora ce 6e3
ryObruTKa ONIIITOCTH MO2KE IIPETIIOCTABUTH 2 je IPo0seM u3pavdyHaTu BPEJHOCTH
IIPOU3BOJHHOT HOMHHOMA, P = Z;ZOl ajz’ cremena n—1y n pasIMMATHX TAYAKA.
Hwnse je mponahm TakBUX n Tavdaka, y KOjUMa je JaKO U3PAUyHATH BPEIHOCTH
moIMHOMA,. 300T jeJHOCTABHOCTH MPETIIOCTAB/HAMO /14, j€ 1o CTEIEH JIBOjKE.
Kopucruhemo MaTpuaHy TepMHHOIOTH]Y a OMCMO YIPOCTIIN O3HAYUABAIHE.
M3padynaBame Bpe HOCTH HOJUHOMA P y n Tadaka xg, X1, ..., Tn_1 MOXKE Ce
TMPEICTABUTH Ka0 M3padyHaBame MPOM3BOJa MATPHUIE W BEKTOPA:

1 o I(Q) . l’g_l ap P(CL’())
1z 2 L at! ap | | P(x)
-1
1 xp1 22, ... al”) \an-1 P(zy-1)
ITurame je Kako n3adpaTu BPEeIHOCTH Lq, L1, - - - , Lr—1, TAKO /I8 CE OBO MHOYKEH-E
) ) ) )

yupocru. ITocmarpajmo gaBe mpow3BosbHE BpcTe ©r U s. Bojemau Oucmo ma ux
YYUHUMO IIITO CIMIHUjUM, A3 OMCMO yInTemenu Ha MHOXKemuMma. He moxke ce
CTaBUTH T, = T, jep Cy TadKe PasiudmTe, aqum ce T2 = x2 mMoxke nocruhn
crappajyhu zs = —z,.. OBO je mobap m300p, jep je CBaKu TapaH CTEeH I
jemHax oaroapajyfieM mapHOM CTeNeHy T'g; HEMapHW CTEMEHU DA3JINKYjy ce
camo 1o 3HaKy. McTo ce MoxKe ypaauTu u ca ocTajuM nmaposuma spcra. Haciyhyje
ce y KOM MpaBIly Tpeba TPaXKUTH 7, CIEIHjaJHnX BPCTa, 3a Koje OM ce ropimbu
LIPOKM3BOJL, CBOJMO HA CaMO 711/ 2 IIPOU3BO/IA BPCTA MATPULIE CA KOJIOHOM KoeduliujeHara.
Pezyrrar 6u 610 11010B/bEHE BEJIUYINHE Yi1a3a, & TUME U BPJIO €(DUKACAH aJITOPUTAM.
IMokymajmo ga mocTaBuMO 0Baj TpoOJIEM KAO0 IBA OIBOjeHa MpobJIeMa TBOCTPYKO
Malbe BEJIMYUHE.

IMogena nonasuor npobsema HA JABa NOTIPODOIEMA BEJUYUHE M = N /2 MOXKe
ce ommcaru caenehinm nzpazom

1 T x2 !
1 :EO xg :1:9“1 P(o)

1 1 ce e 1 P(.’El)

. aop
1 Tm—1 Ty Y a1 )
2 T = | P(zm-1) (8.2)
1 —X0 (—330) (—330) P(—l‘o)
1 - (—z1)? (—zp)" ! an-1
_ P(—%m—

1 —2me1 (—2m-1)® ... (—Zm_1)" (=Zm-1)

TMomasna nm X m MATPUIA MOAE/FEHA jé HA IBE BPJIO CJIWYHE MOIMATPHUIIC
amvensuja n/2 X n. 3a ceako j = 0,1,...,1n/2 — 1, BaKN T,/94; = —;.
3rozamo je maxse mammcaru u3pase 33 P(z;) u P(—z;), onnocuo yommre P(x),
ca pa3aBOjeHNM YIAHOBHMA IMAPHOT M HEIAPHOD CTEleHa:

n/2—1 n/2—1

2j 2j+1

P(Z‘) = Z 25T 7 + Z a2541T i+ .
Jj=0 Jj=0

2-1 i 2-1 i
Axo ca Py(z) = Z;ZO asjx?, opnocuo Pi(z) = Z?io a2j+127 03HAIUMO
TosIMHOME cTereHa n/2 — 1 ca KoedwuimjeHTnMa moarnHOMa P mapHor, 0JJHOCHO

HEMapHOT WHEKCA, JOJA3UMO JI0 jeTHAKOCTH

P(x) = Py(z?) + Py (2?). (8.3)
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Bamenom x ca —x gobujamo P(—z) = Py(z?) + (—z)P1(2?). Uspauynasame
P(z;), 5 = 0,1,...,n — 1 cBomu ce ma pauyHame P(z;) u P(—z;) 3a j =
0,1,...,n/2 — 1, omHOCHO Ha W3padYyHaBaHe CaMo 1n/2 BPEIHOCTH Po(:zzf), n/2
Bpennoctu Py (a:f), U JIOIYHCKUX /2 cabupara, /2 oiy3uMama U 1 MHOXKEbA.
Hakue, umamo apa norupobsema sesauuute n/2 u O(n) JOLYHCKUX OLepaiuja.

Mozxke 1 ce HACTABUTHU PEKYDP3UBHO HA MCTU HAYMH? AKO 6M HAM TO TIOILIO
3a PYKOM, JIONIM Grucmo 110 o3nare qudepentne jennadnne T'(n) = 2T (n/2) +
O(n), auje je pememe T'(n) = O(nlogn). Ilpobiem uspauynasama P(x) (mosuHoma
cremena n — 1) y n Tadaka cBeqm cMO Ha m3padyHaBame Py(x?) m Pp(x?)
(zBa nonmHoma cremena n/2 — 1) y n/2 rauaka. To je perynapna peaykumja,
u3y3eB jeJHOr meTasba: BpenaHoctu ¢y P(x) mMory ce npousBosbHO Ouparu, anu
Bpeanoctu 22 y uspasy (na mpumep) Po(x?) mory 6urn camo nozutusse. Ilomro
CMO JI0 PeIyKIMje A0 KOpuiiemeM HeraTuBHUX OPOjeBa, OBO IPEICTABIbA,
npobem. U3asojumo u3 MATPHILY KOja OroBapa H3padyHaBalby BPEIHOCTH
PO (1'2)2

2 4 n—2 2
1 xg arg e T ag Po(xg)
0_
1 x7 x] e as | _ Py(x7)
2 4 n—2 2
L@ oy Thpoq oo Tppig (n—2 Po(xn/2—1)

Ha 6ucMo jorn jeqHoM W3BEINW PEAYKIHjy HA UCTH HAYWH, MOPAIA OHCMO 113
CTABUMO HIIp. :1:721/4 = —(z0)%. TlomTo cy KBaJpaTH peaaHwx OpojeBa yBeK
MO3WTUBHM, OBO Je Hemoryhe, 6ap ako ce OrpaHWYMMO HA peajHe Opojese.
[Toremkoha ce mpeBa3usa3u MpeaackoM Ha KoMILIekcHe Opojese. IIpobmem ce
MO2Ke OIeT MOJCTHTH Ha, JBa JIe/1a CTaB/bajyhu 24, /4 = ixj,3aj = 0,1,...,n/4—
1 (¢ je oBue xopen u3 —1, komiuiekcan 6poj). OBo pasuBajame 3a10BObABA
ucre ycioBe Kao u nperxonHo. Ilpema Tome, npobiem BeamdamHe n/2 MOXKE Ce
permmTy cBohermeM Ha 1Ba npobsiema sennanne n/4, n3sogehu O(n) momyHCKAX
omeparyja.

3a cnemehe pasasajame moTpeban HaM je 6poj z Takas Jaje 28 = 1m 27 # 1
3a 0 < j < 8, OHOCHO HPUMUTHBHE OCMH KODEH U3 jeunuie; Taia je z* = —1
u 22 = i. Ommryje, norpeban HaM je NPUMUTHBHU N-TH KOPEH U3 jeMHUIE.
Osuauumo Ta ca w (300r jeIHOCTABHOCTH Ce 1 HE CHOMUIGE EKCIIUIUTHO; Y
OKBHUDY OBOI' OJIe/bKa, PAJU Ce YBEK O jeAHOM ucToM n). IIpumMuTuBHU N-TH
KOpEH U3 je/IMHUIE w 33/I10BOJbaBa cie/elie yciose:

Ww'=1, w £13a0<j<n. (8.4)

3a n Tavaka g, T1, ..., Ln_1 6upamo 6pojese 1,w,w?, ..., w" 1. IIpema Tome
b) b) ) ) b ) ) )
uzpavyHasa ce cienehu mpousBoI:

1 1 1 1
2 n—1 aog P(1)
1 w w e w
1 w? w22 e w2 (=1 “ = Plw) . (85)
1 -l (=12 o=D-(n=1) | \@n-1 P(w")
Osaj upoussoy ce 30Be @ypujeoBa rpanchopmanuja sBekropa (ag, a1, ..., Gp—1)-

3amna3nMo Hajmpe Ja je NCTYIHEH YCIOB

Tp/2+4j = WP = 2 = -z, j=0,1,...,n/2-1
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[Ipema Tome, mpBa peayKipja TpodIeMa BeJUIUHE N HA JIBA Mamba je U JIajbe
ucnpasra. Jdasme, aBa nornpobiemMa Mpou3allia U3 OBE PEAYKIIUje HUMajy IO
n/2 Tauaxa 1,w? w ... w" "2 mTo je ymparso npobiem BequunHe n/2, y Kome
yMmecTo w durypume w? — TpUMUTHBHEE n/2-TH KopeH n3 jemuaune. [la je w?
IPHMATHBHE 1/2-TH KODEH 3 jeJMHHUIE HEmoCpesHo caenn m3 yciaosa (8.4).
IIpema Tome, mame ce MOXKe HACTABUTH PEKypP3uBHO. CIIOXKEHOCT AITOPUTMA
sagoBosbaBa, qudepenuny jeanauuny 1'(n) = 27 (n/2) + O(n), uuje je pererwe
O(nlogn). Anropuram omoryhyje edukacro nspauyHaparme ®ypujeore TpamHc-
dopmanmje BekTopa KoedulrjeHara moJInHOMA, Ta je 106mo nme o6p3a Pypujeosa
Tpancdopmanmja, oaaocao FFT.

FFT(n,ap,a1,...,4n_1,w)

yaaz: n (upuponuu 6poj), ag, ay, ..., a,—1 (HU3 esemMeHama TUIIA KOJU 3ABUCU OJ] IPUMEHE)
w (LIIPUMUTUBHU N-TH KOPEH U3 jeJMHULIE)

uznaz: V (Hu3 u3nasHux ejemeHara, ca unigekcuma om 0 mo n — 1).

{mpernocraBma ce 1a je n creneH JBojre}

1 if n =1 then

2 V[O] < Qo

3 else

4 U+ FFT(n/2,a9,az,...,0,_2,w?);

5 W<« FFT(n/2,a1,a3,...,0,_1,w?);

6 forj<+ 0ton/2—1do {mpema (8.3) 32z =wi}
T V[l e UL+ Wl Wl

8 VIj+n/2 = Ul - W)

9 returnV

ITpumep 8.2. Jlemoncrpupahemo u3pauynasamwe FFT wa nmpumepy mosmaOMA
ca koedunmjenruma (0, 1,2, 3,4,5,6,7). Ja ducmo uzbersu 3abyny, morupobieme

hemo osmawasaru ca Pj, j,.. ;. (%o, %1,...,%k), TAE Jo,J1,--.,jk O3HATABAJY
KoedunmjenTe moanHoOMa, a Tg,X1,...,Tr TAaIKe y KOjUMa Ce M3PAIyHABAjY
BDEIHOCTH TIOJUHOMA. 3a/1aTaK je jaxse permmta npodiem Py 123.4.5.6,7(1,w,w?, ... ,w"),
u TO Ha OCcHOBY ([8.3).
Ipeu Kopaxk je ceoheme Py 123.4.567(1,w,w?, ..., w") Ha Py246(1,w? w*, wb)
u P 357(1,w?, wh wb). Hacrasmbamo pexyp3usto u coaumo P 2.46(1, w?, w?, w®)
Ha Py 4(1,wt) u Pyg(1,wt). Poa(1,w) ce sarum ceomu na Po(1) = 0, u Py(1) =
4. KoMOUHOBamHEM OBUX pe3yaTaTa J100mjamo
Pos(l) = P(l)+1-P(1)=0+1-4=4,
Poa(w?) = Po(w®)+w'Py(w®) =0+ w4
Howro je w* = —1, aobujamo Py 4(w?) = —4, oanocno nocse ob6jemumapara

Py4(1,w?) = (4,—4). Ha nctn naunn nobujamo P (1, wt) = (8, —4).
Casia koMbuHOBam-eM OBa JiBa BeKTOpa jo6ujamo P o 4.6(1,w?, w? wb):

Po2.4,6(1)
Py2a6(w?)
)
)

(w
Py2a6(w
(w

Po246

)
4 8) = Ppa(l) = 1Py6(1) =4 — 8 = —4,
1

6 4 w12) + WP 6(w 2) = P0,4(w4) — UJ2P2’6(CU4) =4 cu2(—4)7
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OJTHOCHO
Pooas(l,w? w w) = (12, —4(1 + w?), -4, —4(1 — w?)).
Ha ciwaan nauun nobwuja ce
Pi3s7(1,w? wh w) = (16, —4(1 + w?), —4, —4(1 — w?)).

IIpeoctaje jom m3padyHaBambe 8 Bpemnoctd Py 123.4.5.67(1,w,w?, ..., w"). Ha
4
IIpuMep, P0717273,47576,7(1) = 124116 = 28, u caIu4HO P071,27374,576,7(w ) =

12—1-16=—4; Py12345.67w) = (—4(1+w?) +w- (—4(1 + w?)), u crmano
Poi234567w?) = (—4(1 +w?)) —w - (—4(1 + w?)), ura. Pesynrar je

2 7
Poi234567(1w,w, ... w') =
47,1 —w—w? —w —1 —w? 14 w? —w? +u°

—1,-14+w-w 4w -1 +w? -1 +w? +w ).

8.4.2 WNusep3Ha PypnjeoBa TpaHcdopmauyuja

Bpza ®@ypujeosa Tpancdopmanmja periaBa camo moja apobreMa: BpeIHOCTH
zazarux nonnHoMa p(x) m g(x) Mory ce edWKacHO M3pAvYyHATH y TavyKaMa
1,w,...,w" !, I3MHOKATH TaPOBY NOOHjeHHX BPEAHOCTIH, H TAKO HANU BpeTHOCTH
nomunoma p(z)g(x) y nasemenum taukama. Ocraje npobsieM UHTEPIIOJIAIHM]E,
OIHOCHO oipehnBama KoedumjeHaTa Ipon3Boa NOJTMHOMA HA OCHOBY BPEIHOCTH
y Taukama. Ha cpehy, mcrnocrasmpa ce ma je mpobieM HHTEPIIOIANHje BPJIO
CIMYaH TPObIeMy M3padyHaBama BPEIHOCTH, U 14 T4 PeIaBa MPAKTHIHO UCTH
AJITOPATAM.

Bparumo ce marpuunoj notanuju. Hexa je AT Tpamcmomosama maTpuiia
marpuie A. O3HAUHMO BEKTOP KoedbHIujeHaTa MoTuHOMa ca a = (4o, a1, ..., 0n_1),
a BeKTOp BpeaHocTu mommaoMa ca v = (P(1), P(w),..., P(w"1))T. Heka je
V(w) marpuna w3 jeaHakocTn . Axko cy 3amati KoepUIIUEHTH TIOTUHOMA
a, IeroBe BPeJIHOCTH V y 1 Tauaka 1,w, ..., w" ! nobujajy ce mpema u3pa-
yyHaBameM npoussoga v = V(w)a. C apyre crpane, ako Cy 3a/aTe BPeIHOCTU
nommaoMa v = (P(1), P(w), ..., P(w" )T = (vo,v1,...,v,_1)T, a morpebmO
je m3padyHary meroBe KoeHIMjeHTe, jeHAKOCT , onuocHo V(w)a = v
je cucreMm JMHEApPHUX jeaHaduHa 1o a. PemaBame cucreMa jeaHadnHa CBOIH
ce Ha padyHame uHBep3He Marpure V (w)~! arropurmom cioxenoctu O(n?).
Henocpenno ce mposepaBa 11a je

V(w)V(w™) =nE,

rae je ca F O3HaUYEHA jeIMHUYHA MATPUIA PeJa 7. 3aUCTa, aKo je r # S, OHIA
je mpomsgof, (1 + 1)-e Bpcre marpure V(w) u (s+ 1)-e kosone marpute V (w=1)
jemHax

Ti:l rk, —sk S k(r—s) 1- wn(rfs) 0
w W = w = ————— = U.
k=0 k=0 l-w

Axo je mak 7 = s, ona je aj mpomssor Yy wFw ™ = n. Tuwme je moxazana
caeneha Teopema.
Teopema 8.1. Hnsepsna mampuua mampuue V(w) Pypujeose mpanchopmauge
je

Viw) ™ =
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PemaBate cucrema jenqunauuna v = V(w)a cBoau ce jgakie HA U3padyHABAbE
IPOU3BO/IA

_ 1 ~1
a—nV(w V.

ITocao ce maspe mojemmocTaBibyje 3axBasbyjyhu ciaenehioj Teopemu.

TeopeMma 8.2. Axo je w NpuMUMuery n-mu Kopen u3 jedunuye, onda je w=*

maxolje NPUMUMUBHY N-MU KOPeH U3 jeduHuye.

IIpema Tome, TPOU3BOL, %V(wil)v MOXKe Ce M3PAYyHATH MPUMEHOM Op3e
®ypujeose rpancdopmamuje, 3amemyjyhun w ca w!. Osa Tpancdopmanuja
30Be ce naBep3Ha PypujeoBa TpaHcdopmarja.

Caootcenocm. Ysumajyhu cBe y 003up, NPOU3BOJ [IBA MOJIHMHOMA MOXKE C€
uspauynaru ussogehu O(nlogn) onepanuja (ca KoMueKCHUM GpPOjeBUMA).






[nasa 9

Pepykunje

9.1 Vsop

Banoueliemo oBo morsassbe jegHom amergoroM. Marematugapy je objarimeHo
KaKO MO2Ke J[a CKyBa 4aj: Tpeba /la y3Me 4ajHuK, HALyHH I'a BOIOM U3 CJIABHUHE,
CTaBM YajHUK Ha MITEIAK, CadeKa /13 BOJA NMPOBPU, W HA KPAjy CTABU Haj Y
Bomy. A oHja cy ra mHUTAIM: KAKO MOXKe Ja CKyBa 4Yaj akO MMa YajHUK IMyH
Bpesie Boze? JeaHOCTaBHO, Kaxke OH; mpocyhe BOAy W TaKO CBECTH mpobJeM Ha
Beh perren.

Y oBom morsiaBiby mo3abaBuhemMo ce uIejoM peayKIlHje, OMHOCHO CBOhema
jenmor mpobsema Ha apyru. Ilokazahemo ma peaykimje, Hako MOHEKAJ, HeEpa-
nUoHaJHe, MOTy OuTu m BpJio KopucHe. Ha mpumep, ako ybamure y casmyde
nomte Ha HoBom Beorpamy mmcmo 3a WoBeKa KOju CTaHyje OAMaX TOPEN Te
moriTe, ucMo he, 6e3 003upa Ha Oau3uHy ompenuiiTa, npehu myTt no [aBwe
momite y Beorpasay, ma maszaz mo momre Ha HoBom Beorpaay, m tek omza he
ra TOIITap OJHETH BallleM ITO3HAHUKY. UeCTu Cy CiydajeBu KaJ, HHje JIAKO
MPerno3HaTH CIENUjaJTHI CJIy4daj W 3a Ibera CKpOjuTh edpuKacHUje CIeInjaTHo
peterse. Y Ipakcu je 4ecto epuKacHuje CBe CIelujaaHe ClydajeBe TPeTuparu
Ha mctr HaumH. Ha TakBy cuTyanmjy 9ecTo ce HamjIa3W W MPU KOHCTPYKIIWjH
asropurama. Kayg nanhemo na nmpobiiem Koju ce MOKe CXBATUTH Kao CHelyjaTHu
caydaj Apyror mpobsiaemMa, KOPUCTHMO MO3HATO peinermne. To perrmeme TOHEeKAT
MOKe OMTH IIpEeBUINE OIINTE WK MpeBuie cKymo. Mehyrum, y MHOrEM CIIy-
qajeBUMa je KOpHINNeme OIINTer pellermha HAjIaKINW, HAJOPXKU W HajeaeraH-
THUjU HAYWH 113, ce pobsem pemu. OBaj MPUHINI Ce YECTO KOPUCTH. 3a HEKE
padyHapcke mpobjieMe, HA IPUMEP PaJL Ca HEKOM 0a30M TOJaTaKa, OONIHO HIje
HEOTIXO/IHO HAINCATH MTPOTPaM KOjH peIrnaBa caMo Taj npobjem. Qmnirre pereme
He MOpa OuTH HajepUKACHH]e, aJIh je MHOTO je THOCTABHHU]j€ HCKOPUCTUTH YIIPABO
mera.

IIpernocraBumo 1a je mar mpobsem P, Koju m3riesa KOMILTHKOBAHO, aJIh
Juuu Ha 1o3Haru 1pobsem (). Moxe ce HezaBucHO (MCLOYETKA) pelaBaTu
npobsleM P, Wm ce MOYKe MCKOPUCTHTH HEKHW O METOMA 33 pelnaBame () u
npumennuTu ra #Ha P. [locToju, meljyrum, u Tpeha moryhuocr. Moxe ce mokymaru
ca HaJIaXKemeM PpeayKIuje, OIHOCHO CBODema jeIHOr mpobjemMa Ha JAPYTH.
Hedopmanmo, peayknuja je pemaBaime jegHOr mpobieMa KOpHImhemeM ”IpHe
KyTuje” Koja pemasa apyru npobsem. Peaykmmjom ce morke moctuhm jeman
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Ol JBa IUJba, 3aBUCHO O cMepa. Perieme P, Koje KOPUCTU NPHY KyTH]y 3a
pernaBame (), MOXKe ce TPAHC(OPMUCATH Yy aJIPOPUTAM 34 pelnaBambe P, ako ce
3Ha ajropuTam 3a pemaname (). C apyre crpane, ako ce 3a P 3Ha 1a je Texkak
npobsieM, W 3Ha Ce JOFa I'DAHWIA CJIOYKEHOCTH 3a AJTOPUTME KOjH PeniaBajy
P, oHja je TO MCTOBPEMEHO U JI0Ha IPAHUIA CJIOXKEHOCTH 3a mpobiieM Q. Y
MPBOM CJIy4ajy je peayKiinja nCKopuInheHa 3a mobujame nadopmarmje o P, a
y Apyrom — o Q.

VY oBowm nornasspy Bugehemo jeman npumep pexyknuje. Hanaxkeme peaykiuje
jeaHor npobsieMa Ha JAPYrU MOKE OMTH KOPUCHO YaK M AKO HE Jaje HOBY JObY
WV TOPEY TPAHUILY CJIOKeHOCTH mpobsiema. Penykimja omoryhyje 6ome pasy-
MeBame 00a mpobsema. OHa ce MOYKe MCKOPUCTUTH 33 HAJIAYKEHE HOBUX TEX-
HUKA 33 HANAJ, Ha TPOOJIEeM WU HheroBe BapujaHTe.

U panmje cmo Beh cperanu ca mpuMepuMa PeIyKIHja — Ha IPUMep, PEeAYKITHja
npobiieMa HaJaXKemha TPAH3UTHBHOI 3aTBOPEHa HA MPOOJIEeM HATAXKema CBUX

najkpahux nyresa (ounesmax [7.10]).

9.2 Hanaxere Tpoyrnosa y HeycmepeHom rpady

ITocroju rTecua Beza m3mehy rpadora u marpuna. I'pad G = (V,E) ca n
9BOPOBA V1, V3, - . . Up, MOYKE CE MPEICTABUTH CBOjOM MAaTPUI[OM [IOBE3aHOCTH
— xBazgparHoM marpuioM A = (a;;) pema n, TakBOM 1a je a;; = 1 aKo
(vi,vj) € E, omaocHO a;; = 0 y ocranuM ciydajeBuma. Ako je G HeycMepeHH
rpad, marpuna A je cumerpuuHa. Ako je G rexxuncku rpad, oHza ce rakohe
MOJKe TMPEJCTaBUTH KBaJaparHoM marpuinoM A = (a;;) pega n, mpn demy je
eJIeMeHAT a;; je/JHAK TeXKWHU rpare (v;,v;), OQHOCHO 0O, aKO Te TPaHe HEeMa
y rpady. locroje u apyru mauymuu ma ce marpuia npuapyxu rpady. Tako ce
rpady G = (V, E) ca n 4BopoBa u m IrpaHa MOXKe IPUIPYKUTHU 1 X 1M MaTPULA
y K0joj je (i, j) esqemenar jeiHak 1 ako u camMo aKoO je i-Tu YBOP CyCeJaH ca j-TOM
TPAHOM.

Bese rpadosa n maTpuna He 3aaprKaBajy ce caMo Ha penpe3erTanuju. Muore
ocobune rpadoBa MOTy ce 60/be pa3yMeTH aHAJIM30M OAroBapajyhux mMarpuia.
Crmaro, MHOTE 0COOMHE MATPUI OTKPUBAjy Ce TIOCMaTpameM OAroapajyhux
rpadosa. Huje nsnenahyjyhe na ce MHOTT amropuraMcKu IpOOIEME MOTY PEIIUTH
KopuihemeM oBe anasioruje. To hemo niaycTpoBaT jeIHUM MPUMEDPOM.

IIpo6aem. Heka je G = (V, E) neycmepenu nose3anu rpad ca n 4BopoBa u m
rpana. I[Torpebuo je ycranoBuru ja jim y G mOCTOju TPOYTa0, OJIHOCHO TAKBA,
TpHU YBOpa Ja u3dMely cBaka IBa O HUX MOCTOjU TPAHA.

JwupexrTHO perneme 06yXBara MPOBEPY CBUX TPOUJIAHHUX MMOJCKYIOBA CKYTIa
usoposa. Iloxckynosa nva (3) = n(n — 1)(n — 2)/6, a momro ce cBakn ox
BUX MOXKE MPOBEPUTH 32 KOHCTAHTHO BPEME, BPEMEHCKA CJIOYKEHOCT OBAKBOT
anropurMa je O(n?). Moxe ce KoHCTpyHCaTH 1 anropuTaM ciaoxkerocta O(mn),
rue je m 6poj rpana y rpady (3acHoBaH Ha IPOBEpU CBUX 11aposa (grana, cvor)
— Jla JIM Tpajie Tpoyrao), Koju je Gomu ako rpad Huje rycr. Moxke ju ce
oBo jgasbe mobospinarn? Ilpukasaliemo cazma ajsropuraMm KOju je aCHMIITOTCKH
Op2KH, ¥ CYHITHHCKY je Apyraunju. CBpxa npruMepa je ja uiycrpyje ey usmehy
rpadOBCKUX ¥ MATPUYHUX AJITOPUTAMA.

Heka je A marpuna nosesanoctu rpada G. Iomro je rpad G meycmepew,
marpuna A je cumerpuuna. Pazmorpumo Be3y eremenara marpuue B = A% =
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AA (npoussop je obuvan npoussoz marpuna) u rpada G. IIpema nedununuju
IIPOU3BO/Ia MATPUIIA je

k=1

U3 oBe jeqnakocru ciaenu ja je ycaos Bli, j] > 0 ucnymwen aKKo NOCTOjU UHIEKC
k, takaB ma cy oba enementa Ali,k| u Alk,j] jemumrune. Ipyrum peumma,
Bli,j] > 0 je ucnymeHo aKo M caMO aKO MOCTOjM YBOD Uk, TaKaw 1a je k # i,
k # j u na cy oba 4BOpa v; U v; MOBE3AHA Ca V) (IPETIOCTAB/HAMO 13 Tpad
Hema nersbu, omHocHo Ali,i] = 0 3a ¢ = 1,2,...,n). llpema Tome, y rpady
IIOCTOjU TPOYrao KOju CaJIpxKM TeMeHa v; M v; aKKO je v; [oBe3aH ca v; U
Bli, j] > 0. Konauno, y G mocToju Tpoyrao akkO MOCTOj€ TAKBA WHIEKCH i, j
xaje Afi,j] = 1 u Bli, 5] > 0.

Hagenmena amanuza cyrepuime aaropuram. Tpeba uspadyHaru marpuily B =
A% wu nposeputu ucnymwenoct ycaosa Ali,j] = 1, B[i,j] > 0 3a cux n?
nmaposa (i, j). Croxenoct mposepe osor yciosa je O(n?), ma mpeosmabyjyhn
JIE0 BPEMEHCKE CJIO?KEHOCTH AJITOPUTMA MOTHYE O MHOXKEHha Marpuna. Tume
je mpobieM HajlaxKema Tpoyriaa y rpady cBeaeH Ha mpobieM KBaJIpUpaiba
MATPHIIA. 38 MHOKEHE MATPHIIA MOKE e NCKOpUCTHTH IIITpacenos aaropuram
W TaKo JTOOWTH alTOpHTaM 33 Halaskeme TpoyTia y rpady caoxenoct O(n?-81).
IIpemuzmnje, onucama peayKiinja MOKa3yje ma je CA0XKEHOCT OBOT IpadOBCKOT
upobaema O(M (n)), vae je M (n) cioxkenocr MHOXKewa Bynosux marpuna pena
n.






[nasa 10

NP-komnneTHocCT

10.1 VYsBop

Y IpeTxoHuM HOMIaB/bUMA PA3MATPAHE Cy TEXHUKE 33 PEIIABAE AJIIOPUTAM-
CKUX MPODJIeMa U FhUXOBE TPUMEHE Ha KOHKPEeTHE mpobseme. Buo 6u jeno kan
Ou CcBU TIPOOJIEMU MMAJIU eJIETaHTHE epUKACHE AJTOPUTME, IO KOJUX Ce J0JIa3h
kopurthemem Masior ckyna Texuuka. MeljyTum, nmocroju MEOrO mipobiiema Koju
ce He TMOKOpaBajy J0 caja pazMorpeHuM Texuukama. Moryhe je ma npuamkom
BUXOBOI PellaBamba HEje YJI0XKEHO TOBOJFHO HAIOPA, AJI Ce Ca JOCTa PA3iora
MOYKE€ TPETTOCTABUTH J1a TIOCTOje TpobiieMu Koju Hemajy eduKacHO OIITe
perrerse. Y OBOM TIOTJIaBJbY onrcalieMo TeXHUKe 3a MPerno3HaBame HEKUX TAKBUX
npobJrema.

Bpewmencka cioxenoct Behure 70 cajia pa3MaTpaHUX aJrOPUTAMa OrPAHU-
YeHA je HEKMM [OJIMHOMOM O/l BEJIMYHMHE yIa3a. 338 TAKBE AJINOPUTME KAKEMO
Ja cy edpMKacHU ajJropuT™MH, a 3a ofaroBapajyhe mpobieme j1a cy pemiuBH.
Jpyrum pednma, 3a aJITOpUTaM KaxKeMo 11a je e(pUKacaH ako je ’beroBa BpEMEHCKA,
cnoxkeroct O(P(n)), rae je P(n) noaunom oz Besnaute npobsema n. Ilogcernmo
ce 7a je BeIMYInHA, yira3a JedpuHrcaHa Kao Opoj OMTOBa MOTPpEOHUX 34 MPEICTaB-
swambe ynasa. Oo Huje crporo dpopmaiaa gedununmja: moryhe je ucre nogarke
npejCcTaBuTd OMTOBUMA Ha BUINE HAYMHA; MehyTUM, /y>KWHE CBUX JIOBOJHHO
edUKACHUX TIPE/ICTABHAMHA NCTUX TTOIATAKA HE MOTY Ce 3HAYAJHO PA3INKOBATH.
Knacy cBux mpobsema Koju ce MOry pemuTn edHKaCHUM aJrOpUTMOM O3HA-
gapahemo ca P (nosmuomujanuo speme). OBa nedununuja Moxe ja u3riena
gynHO Ha mpBHu norsen. Taxo, Ha mpuMep, anropuTam cioxernoctn O(n!f) ce
HU [0 KOJUM MEPHUJIMMA He MOXKEe CMarpaTu e(pUKACHUM; CJAIMYHO, aJITOPUTAM Ca,
BpEMEHOM u3BpIIaBama 1071 rermko je cmarparT e(PUKACHAM, HAKO je JIHHeapHEe
caoxkenoctr. Inak, oBa geduHNUnNja WMa CMUCIA U3 ABa pasjora. IIpso, omna
omoryhyje pa3Boj Teopuje kojom hiemo ce caga mo3abaBuTH; APYro, U BAXKHU]E,
oBy gedununmjy je sako npuMmennTu. VcmocraBma ce ga orpoMHa Behumma
pemmBux mpobieMa UMa MPAKTUIHO yIOTpeO/hUBa pemema. JIpyruM pednma,
BPEMEHCKA CJIOXKEHOCT MOJIMHOMUJATHUX AJITOPUTAMA HA KOj€ Ce y MPAKCH HAUJIAZH
je Hajuernihe TOIMHOM MaJIOT CTereHa, PeTKO M3Hajd KBajaparaor. O6pHyTo je
00MYHO Takolje Ta9HO: aJITOPUTMHU CA BPEMEHCKOM cJjioxkeHorhy Behom ox mpo-
MU3BOJHHOI ITOJINHOMA OOMYHO Ce He MOT'Yy NPAKTUYHO M3BPIIABATU 33 BEJINKE
yiaze.

ITocroju mocra mpobiema 3a Koje ce He 3Ha HU jeJJaH aJrOPUTAM ITOJNHOMU]ATHE
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croxkenoctu. Heku o Tux mpobiema he jemnom Mok 1a Outn perenn epuKacHuM
agropurMuMma. MehyTnM, nma passiora 3a BEpOBambe /13 Ce MHOTH IIPODIeMHU He
Mory pemmtu edukacHo. Bojemn 6mcmo ma O6ymeMo y CTamy a MPerno3HaMO
TakBe mpobjeme, 13 He OucMO ryOmMiM BpeMe Ha TpaxKeme Hemocrojeher aj-
ropuTMa. Y OBOM IOIVIaB/bY Pa3MOTpuhieMO KaKO MPUCTYIATH MTPODIEMUMA,
3a Koje ce He 3HA Ja Ju cy y kiaacu P. Cnenumjanno, pazmorpuhemo jemny
MIOTKJIACY TAKBUX IpobsreMa, Kiaacy Tako3Bannx NP-KoMmieTHuX npobJiema.
OBwu pobieMn MOTY ce TPYTIUCATH ¥ jeIHY Ktacy jep cy ¢Bu MeljycobHo cTporo
€KBUBAJIEHTHN — eduracan aszopumam 36 neku NP-komnaeman npobaem no-
cmoju aKko u camo ako 3a ceaxu NP-xomnaeman npobaem nocmoju edpuracan
aszopumam. IIIupoko je pacnpocTpameHo BepoBame Ja He TOCTOju epUuKaACAH
agropuTaMm 3a 6mio koju NP-kommmeran nmpobsieM, anu ce He 3Ha JOKA3 OBAKBOT
TBphema. Yak u Kaj O6m mocrojasu epuKACHH AJTOPUTMHU 33 pernaBame NP-
KOMILJIETHUX MpobjieMa, OHM OM CHUTYPHO OWJIM BPJIO KOMILIMKOBAHW, jep Ce
TaKBUM TPODJIEMUMa MHOTO MCTPAXKUBaYa OABUJIO TOKOM JIyrOr HU3a TOIWHA.
o oBor TpeHyTKa ce 3a croTuHe (OAHOCHO XUJbAJE, Y 3ABUCHOCTH OJ] HAYMHA
6pojama Tux 1pobiema) npobiema 3ua ga cy NP-komiuiernu, mro oBy obiact
YUHU BPJIO 3HAYAJHOM.

OBo morsiaB/be cacToju ce u3 ABa Jeja. Y MPBOM ce JAedUHHUINE KJIaca
NP-koMmieTHux mpobieMa W HABOAE MPHUMEPH M0Ka3a IMPUIAIHOCTH HEKHX
npobyieMa TOj KJIACH. 3aTUM Ce pa3MaTpa HEKOJIUKO TEXHHUKA 33 NPUOAUNCHO
pemmaBame NP-koMmmieTHux mpobsieMa ajJrOpUTMUMa, TOJTHHOMUJATHE CIIOKE-
HOCTH.

10.2 Pepykuuje nonnHomMmujasiHe BpEMEHCKE C/I0XKEHOCTN

Y oBoMm onespKy orpannydunhieMo ce Ha IpobJieMe oIy YMBamha, Tj. pa3Marpa-
hemo camo oHe mpobsieme Ha Koje ce MOocse U3BpIIaBama oapeheHor ajaropurma
MOxKe ofroBoputu ca ” ga” uan " ue” . OBO orpaHmyerne ynpornhasa pa3MaTpama.
Behu neo mpobisiema j1ako ce MOXKe TpeBecTH y Tpobjeme OfIydmBama. Ha
IpUMeEp, YMECTO /14 TPAXKMMO MAKCUMaJIHY KUKy ([HOTIYHO IOBe3aHu noapad
rpada, Tj. MOACKYT 9BOpOBa rpada Takas ga n3Meljy cBaka qBa 9BOpa y MOACKYILY
LIOCTOjU I'PAHA), MOXKEMO Ja LOCTABUMO LUTAbE /A JId 33 331210 k 1mocroju
KJINKa, Benuune 6ap k. AKo ymeMo 7a pemumMo mpobiieM oIy YnBarmba, O0MIHO
MOYKEMO JIa PENTUMO U TOJIA3HU TPo0IeM — OMHAPHOM MPETParoM, Ha TPUMEp.

IIpobem omtyauBarmba MOKe ce IOCMATPATH Kao IIPo0JieM IMperno3HaBamha
jesmka. Heka je U ckyn moryhux ymaza 3a mpobseMm oanyunBarha. Heka je
L C U ckyn cBUX yjla3a 3a Koje je perieme npoosema ”na”. 3a L ce Kaxe
3 je je3uk KOju oaroBapa mpolJseMy, Ima MOjMOBHU npobiem U je3uk MOTY 11a
ce Kopucte paBHonpasHo. I[IpobieM oyduBarmba je yCTAHOBUTH Ja JIH 33IaTH
yia3 npunafa jesuky L. Caga hemo yBecru mojam pemyKIgje MOJTMHOMEjATHE
caoxkeHocry usMelhy je3uka, Kao OCHOBHHU ajiaT Yy OBOM IIOIJIABJBY.

Lepunuyuja 1. Heka cy Ly u Lo aBa je3auka, MOACKYIa PegoOM CKYIIOBa yJia3a
Uy u U;. Kaxemo j1a je L1 mMOJMHOMEjaJIHO CBOIJBHUB Ha Lo, aKO 1OCTOjU
AJITOPUTAM TIOJMHOMUjAJIHE BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH, KOju Jaru yiaa3 u; € Up
npeBoau y yias us € Us, Tako ma uy € Ly ako u caMo ako ug € Lo. Anropuram
je TOMMHOMUjaJIaH y OJHOCY Ha BeJWUWHY yiaasa up. lIpermocraBibaMo ga je
nmojam BeamduHe H06po gedunncan y npocropuma ynaza Uy u Us, Tako 1a je,
Ha IPUMEp, BEJIMYUHA Uy OIPAHMYEHA TIOJTMHOMOM OJ BEJIUIUHE U1 .
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Asiropuram u3 neduHMIMje CBOAM jexaH IpobseMm Ha Apyrud. Ako 3Hamo
aJropuTaM 3a Ipero3Hasame Lo, OHJA I'a MOXKEMO CYNEPRnoOHUPamMY Ca aJiro-
PUTMOM PenyKIHje W TAaKO J00OWTH ajropuraM 3a pemasame Li. O3aunmMo
ajroputaM peaykimje ca AR, a ajaropuraMm 3a mpeno3HaBame Lo ca AlLs.
[IpousBosmau yna3 u; € Uy Moxe ce npumeHoM AR tpancdopMmucaru y yias
ug € Uy, u npumerHoM ALg yCTaHOBUATH 42 JIK Us € Lo, a TUMe u 12 i uy € L.
Crenujanno, ako je Lo € P, 3akipydyjemo ja je u Ly € P.

Teopema 10.1. Axo je jesur L1 noaunomujasto c600bueé wa jesux Lo, u Lo €
P, onda je u L € P.

Penamnuja nmonmHOMEjaHE CBOA/HUBOCTH HHUj€ CUMETPHIHA: ITOJTUHOMMT]ATHA,
cBogybuBOCT L Ha Lo He OBJIaYM MOJMHOMUjAJIHY cBOA bUBOCT Lo Ha L1. OBa
acuMeTpHUja MoTUYe OJf YuibeHulle na aeUHUIUja CBOJ/BUBOCTH 3aXTEBA 1A
ce mpouseonar yia3d 3a L Moxke TpaHCHOPMUCATH y €KBUBAJEHTAH yJja3 34
Lo, anu we u obpuyro. Moryhe je ma yaa3u 3a Lo, moOwWjeHn Ha OBaj HAYWH,
MPE/ICTaB/bajy CaMO MaJId 1e0 CBuX Moryhux yiasa 3a Lo. [Ipema Tome, ako je
L1 mommHOMUjaTHO CBOAJBUB Ha Lo, OHAA MOXKEMO CMATpaTH 1a je mpobsiem Lo
meotcu.

Ba jesuka L1 u Ly Cy HOJIMHOMMjAJIHO €EKBUBAJEHTHHU, UJIU j€THOCTABHO
€KBUBAJIEHTHH, aKO je CBAKM O] HhUX MOJMHOMHUjAJIHO CBO/bUB HA, apyru. Cre-
[WjaJTHO, CBM HETPHUBHjATHH Ipobaemu u3 Kiace P cy ekBuBaienTan. JJoKaxKuMo
oso tBheme. Heka cy B u C asa nerpusujasina upobaema u3 P (1j. 3a oba
mocToje yaa3u ca oarosopoM ”na” m ynasu ca oxrosopom “ue”). Heka cy wug
¥ w1 [ABa yiaasa 3a mpobsem C, TakBa 11 je 3a ug perieme "He” | a 3a u; ’aa”
(omuocHO ug ¢ Lo u uy € Le). 3a cBoheme npobiema B Ha npobiem C moxe
ce MCKOPHUCTUTHU cieneln moInHOMHUjaTHE aJIrOpUTaM: yaasy v 3a mpodiaem B
upuipyxyje ce ¢p(v) = ug ako v ¢ L, ogaocuo ¢(v) = u; ako v € Lg. Tana
3a IPOM3BOJbAH yJIa3 v 3a mpobsem B Baxu v € Lp akko ¢(v) € Le.

Penanuja ” monmaoMujaHe CBOA/PUBOCTH j€ TPAH3UTUBHA, KA0 IIITO MOKA3Yje
crmemeha Teopema.

Teopema 10.2. Axo je L1 nosurnomujarno c60dnueé wa Lo u Lo je nosuromujasmo
c60dwus Ha Ls, onda je L1 mosuromujasrto ceodwue wa Ls.

Zloxas. Heka cy jesutu Ly, Lo u L3 moackymoBu cKymoBa Moryhux yiasza pemom
Uy, Us u Us. Cyneprionupamem ajropurama peaykiuje Ly wa Lo, ogaocHO Lo
wa L3 mobuja ce ajgropuram peayknuje L, ua Ls. [Ipomssoman ymas u; € Uy
KOHBepTyje ce Hajupe y yaa3 us € Uy, KOju ce 3aTWM KOHBEPTYje y yJa3
ug € Us. Ilomrro cy peayknuje moTmHOMA]aTHE CIO2KEHOCTH, 8 KOMIIO3UITja JIBE
nornHOMHEjaTHe (PYHKITH]E je ToTmHOMHAjaTHa (PYHKI]a, Pe3yaryjyhn arropuram
peaykuuje je raxofje 1oJMHOMUjaIHE CJIOKeHOCTH (TO je jesaH on pasjiora
3AIITO Cy 32 MePY CIOYKEHOCTH PEIIUBUX MpobjieMa n3abpaHu TOJUHOMH).

Cymtraa MeTona Koju fieMo MpUMEnUBATH y OBOM TOTJIABJBY jé /13 aKO Ce
3a Heku mpobsiem He Moxke Hahw edwukacaH ajropurTam, OHIA TMOKYIIABAMO 114
YCTAHOBUMO /[Ia JIU je OH €KBUBAJIEHTAH HEKOM O/ IPobJieMa 3a Koje 3HAMO J1a Cy
termku. Kimaca NP-koMmmmeraux mpobiema caap:Ku CTOTHHE TAKBUX MehycoOHO
€KBHUBAJICHTHUX Hpo6neMa.
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10.3 Heperepmunuuszam u KykoBa teopema

Cagna hiemo medunucaru Ipyry BaxKHy Kjacy je3uka (OIHOCHO mpobjemMa, OLIy-
yuBama) — kiacy NP. Pazmorpumo kao npumep npobiieM TproBadKor Iy THUKA.

IIpo6aem. 3azar je rexuncku rpad G = (V, E) ca |V| = n 4uBoposa (Tako
13 je 3a IPOU3BOJbHE UBOPOBE — IPAIOBeE v;, v; € V), rexxuua rpaue (v;,v;) € E
jennaka d(v;,v;)) u6poj B € Z*. Yeranosuru na mu y G nocroju XaMuITOHOB
MHUKJIYC Ca 30MPOM TEKMHA I'PAHa MambUM WiH jeaqaakum ox B, Ipyrum pedunma,
TIOCTOjH JIN TaKaB HU3 YBOPOBA (Vr(1), Un(2)s - - - s Un(n)) Ja j€

n—1

Z d(Vr (i), Vr(it1)) + A(Vr(n), Vr(1)) < B?

i=1

IonuHOMMjaTHY aJITOpPUTaM 33, PEITABae OBOT Mpobiema Huje mo3Har. [Iper-
MOCTAaBUMO, MeljyTuMm, [1a je 33 HeKM KOHKPETaH yja3 3a 0Baj mpobjem 1o0ujen
oarosop ”aa”. AKo y To mocyMmbaMo, MOXKeMO 3axTeBaTu ” noka3” Tor Tephema
— HH3 YBOPOBA KOju UMa TpaxkeHy ocobuny. Kaj mmamo oBakaB HU3 4BOPOBA,
JIAKO MOKEMO J1a IIPOBEPUMO JIa JIK jé TO XaMUJITOHOB ITUKILYC, /13 U3PALYHAMO
HETrOBy JYKUHY W YIOpEaAuMO je ca 3amarom rpanuriom B. Ilopen Tora, oum-
TJIEHO jeé BPEMEHCKA CJI0KEHOCT OBAKBOI AJITOPUTMA, MPOBEPE MOJTMHOMMjAJTHA,
Y OIHOCY Ha BEJIMYWMHY y/Ia3a.

YrpaBo mojaM NoAUHOMUJAAHE NPOGEPHUBOCTIU KapaKTepule Kiaacy NP.
[Mpumernmo ma TPOBEPIHUBOCT 3a MOJUHOMUJATHO BPEME He MOBJIAYU U MOryh-
HOCT PeIlaBarba 3a NOoJIMHOMUjaTHO Bpeme. Y TBphyjyhu na ce 3a mosmHOMujastHno
BpeMe MOZKe ITPOBEPUTH OAroBOp ~ ma” 3a nmpob/eM TProBadKOr Iy THUKA, MU HE
y3uMaMo y 0063Up BpeMe Koje HaM MosKe OUTH TTOTPEOHO 3a MPOHAIAXKEHhEe jeHOT
on moryhux XaMuJITOHOBHX NHKJIYCA, UWju OpOj pacTe EKCIOHEHIHjaIHO Ca
opojem uBopoBa rpada. Mu camo TBpAMMO [a Ce 3a CBAKK 3aJaTH HU3 YBOPOBA
¥ 32 KOHKDETAH yjia3 U, 33 MOJIMHOMHJATHO BPpEMe MOXKe IMPOBEPUTH Ja JIH Taj
Hu3 ” mokazyje” ma je 3a yma3 u oarosop ma’.

Knaca NP ce na apyru Hadums HedOpMaTHO MOXKe AePUHUCATH MOMONY
mojMa  HedemepMuHucmuyKoz aszopumma. TakaB aJropuTam cacToju ce Of
nBe paznuunre daze: gase nozahara u Ppasze nposepe. 3a 3amaTU yIa3 u, y
npBoj dasm ce m3Boau mpocto ’morahame”’ Heke cTpykType S. 3aTuM ce u
u S 3ajegHo mpenajy kao yna3 dasm mpoBepe, KOja ce M3BOAU HA OOWYIAH
(1eTepMUHUCTUYKY) HAYMH, 114 Ce 3aBpuiaBa oarosopom ”na” wiu "we”, wiu
ce u3BpmIaBa OecKOHAYHO ayro. HemerepmMuHMCTHYKEH ajropuraMm ~ pemrasa’
npobitem omryunBama I, ako cy 3a mpom3BosbHE yiaa3 u € Upp 3a oBaj mpobyem
nucnymena ciejiehia 1Ba ycaoBa:

1. Ako u € Ly, oHJZa TOCTOjU TakBa CTPYKTypa S, umje O6u morahame 3a
yia3 w JoBesno 1o Tora ga ce ¢asa mposepe ca yiaazoMm (u,S) 3aBprim
onrosopom " ma”.

2. Ako u ¢ L1, onZia He mOCTOjU TakBa CTpyKTypa S, unje 6u norahjame 3a
yJ1a3 u 06e36e 1110 3aBpiiasame (ase mposepe ca yiuazom (u, S) 0aroBopom
” b2
ma”.

Ha npumep, HeIeTepMUHUCTHYKA AJITOPUTAM 33 PelllaBaie mpodieMa Tp-
TOBAYKOI ITyTHUKA MOrao Om ce KoHcTpyncaru kopucrehm xkao ¢gazy norahama
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u300p IPOU3BOJBHOI HU3A IPajoBa (4BopoBa), a Kao (asy mposepe — rope
IIOMEHYTH AJITOPUTAM ~IIPOBEpEe I0Ka3a” 3a MpOoOJeM TPrOBAYKOI IIyTHHKA.
Ouurienno je ma 3a TPOW3BO/bAH KOHKPETAH yJIa3 % MOCTOjU TaKBO Toraharme
S, na ce kao pe3yarar paja dase nposepe ca yiaasom (u,S) mobuja ”ga”, onma
¥ caMO OHJIA, aKO 3a yJIa3 U MOCTOju XaMUJITOHOB IHUKJIYC TpayKeHe JTyKUHe.

Kaxxe ce 1a HeIeTEPMUHUCTHYKY ATOPUTAM KOjH PeriaBa npobieM Oy du-
Bama Il paau 3a " momnHOMEjATHO BpeMe”, aKO MTOCTOjU TIOJTMHOM P TAKaB /13 33
cBaku ysia3 u € Uy mocroju TakBo norafjame S, na ce dasza nposepe ca ysra3om
(u, S) 3aBpmasa ca oxroropom ”na” 3a Bpeme p(|u|). I3 Tora ciemn ma je
BEJIMYWHA CTPYKType S 00aBE3HO OrpaHUYEHA MOJUHOMOM O] BEJIMYWHE YjIa3a,
jep ce mHa mpoBepy morabama S MOXKE yTPOINIWTH HAJBUIIE MTOJMHOMUjATHO
BpeMe.

Knaca NP, nedurucana nedpopmaino, — To je Kjaaca CBHX IPOOIeMa, OJITy-
YUBarba KOJU IIPHU PA3YMHOM KOJAMPakby MOr'Y OUTH PerieHr HeJIeTePMUHUCTHIKUM
(N - nondeterministic) anropurmom 3a momuromujasuo (P — polynomial) Bpeme.
Ha mpumep, mpobjiem TproBadkor myTHUKA mpunana kiacu NP.

Y cnuaanm HedopmamHuM aedbUHUIMjaMa TepMuH ” perraBa”’ Tpeda Ompe3Ho
kopuctuTu. Tpeba ma Oyme jacHO 7a je OCHOBHH CMKCAO ~ MOJHHOMIjATHOT
HEJIETePMUHUCTHIKOT aIrOPpUTMa” y TOME [1a 00jacHHU IojaM ’MPOBEPJHUBOCTH
3a MOJMHOMHUJATHO BpeMe”, a He y ToMe Ja Oyae peajHd MeTO PeIiaBaiba
mpobJIeMa, O/IJIyINBaKha. 38 CBAKM KOHKDETAH yJa3 TAKaB aJrOPUTAM WMa He
jEeIHO, HEro HEKOJWKO MOTyNwxX W3BpIIaBama — IO jedHO 3a CBaKO Moryhe
norajjame.

HemerepMUHUCTHYKE AITOPUTMHE Cy BPJIO MONHW, aji HUXOBA CHATa HEje
HeorpanmueHa. IlocToje mpobmemMu Koju ce He MOry edHUKACHO PEIINTH HeIe-
TEPMUHUCTUIKUM AJITOPUTMOM.

Ha npumep, mocmarpajmo ciaegaehu mpobiem: 1a Jin je BeTnIrnHa MAKCHMAJTHE
KJIUKe y 33aroM rpady jemnaka tadno k? HeaerepMuHUCTHYKIM aJITOPUTMOM
JIAKO ce MOKe mpoHahu KJIWKa BeJWYHHE k, aKO OHA TIOCTOjU, aJIh CE HE MOXKE
JIAKO ycTaHOBUTH (YaK HU HENETEPMUHUCTUYKHU) Ja He 1ocroju Behia Kiuka.

Narniena pasyMHO cMaTpaTH Ja Cy HEJIeTEPMUHUCTHIKY AITOPUTMU MOhHI]1
O/l JIETEPMUHUCTHYKUX, AJIH /14 JIK je TO Ta9HO? Jelan HAYUH Ja Ce TO JTOKaXKe
6uo Ou na ce nponahe Heku mpobsem Koju je y kiacu NP a koju auje y P. To
0 CaJla HUKOME HHje TIOMIIO 3a PYKOM. ¥ TMPOTUBHOM, 1a Ou ce J0Ka3ajo 1a
cy ose zaBe kjace jemnake (ommocno P=NP), tpebaio 6u mokazaru ja CBaku
npobsiem u3 knace NP mozke na Gy/ie perieH JeTepMUHUCTHIKUM AJTTOPATMOM
MOJIMHOMMU]AJTHE BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH. Hu 0BaKBO TBpheme HUKO HHUje YCIIeo
J1a jlokaxke (1 MaJlo je OHUX KOju Bepyjy y werosy radnocr). [Ipobiem yrsphusamba
onnoca m3mehy P u NP mo3nar je kao mpobsem P=NP.

Cazna hemo nedunucaTn nBe Kjaace, Koje He CaMO I3 Caapike OPOjHE BayKHE
npobJreme 3a KOje ce He 3Ha 11a Jik Cy y P, Hero caapxke Hajrexke mpodsemve y
NP.

Lepunuyuja 2. Ipobaem X je NP-Texkak mpobGJieM ako je cBaku mpobJieM
u3 kyace NP nmonumnomujasino cBoajpbus Ha X .

Hepunuyuja 3. Tpobnem X je NP-kommieran npobsaem ako (1) npunaga
kiacu NP, u (2) X je NP-texak.

Tlocnenume medpununmje krace NP-temkux mpobiema je ma, ako ce 3a 6o
koju NP-texkak mpobsiem mokaxke ma mpumnaga kiaacu P, orga je P=NP.
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Kyk je 1971. rogune nokazao ga nocmoje NP-kommnerau npobaemu. Creru-
jasiHO, HABEO je IIPUMEP jeTHOT TAKBOT MpobyieMa, Koju heMo yCKOpO IPUKA3aTH.
Kazna ce 3ua jeman NP-kommeran mpobsem, HOKa3u 13 Cy APYTH MpobjeMu
NP-kommternn mocrajy jemnocraBuuju. /la ce 3a HOBM mpobsieM X oKaxke
ma je NP-rexxak, moBO/bHO je moKasarw [1a je Heku NP-romrjieran mpoOsem
nonuHOMHEjATHO cBoybuB Ha X. To cmenm u3 ciaemehe geme.

Jlema 10.1. IIpobaem X je NP-womnaeman axo (1) X npunada kaacu NP, u
(2°) nocmoju NP-xomnaeman npobaem Y xoju je nosuHOMUJaAHO C800HUS Ha
X.

Joxas. Tlpobaem Y je npema ycmoBy (2) NP-rexkak, na je cBaku mpobiem
y kmacu NP mommaomwmjamso cBogpus Ha Y. Ilomro je Y mommmOMMIjaTHO
cBOIHbUB HA X, & MOJUHOMUJAJTHA CBOI/bUBOCT j€ TPAH3UTUBHA PEJIAIHja, CBAKH
npobitem y kjacu NP je mosmHOMUjaIHO CBOI/BUB ¥ HA, mpobiem X .

MHoro je maxime JoKa3aTu Ja ¢y ABa TpobiaeMa MOJHHOMU]ATHO CBObUBA,
HEro JMPEKTHO I0KA3aTH JIa je uciymwen ycios (2). 36or rora je Kykos pesynrar
KaMeH Temespall mneje Teopuje. Jdaspe, ca mojaBom HOBHX mpobiieMa 3a Koje ce
3ua ga cy NP-kommiernu, pacre 6poj moryhuocru 3a mokasuBame ycaosa (2).
V6p3o nomro je Kykos pesynrar nocrao nosuar, Kaprn (R. M. Karp) je 3a 24
BaxkHa pobiaema mokazao ga cy NP-kommmernu. O Tor BpeMeHa je 3a CTOTHHE
npobiiema (MOXKJa Xujbajle, 3aBUCHO OJ HaduHA Opojarba Bapujaluja UCTOD
upobiiema) pokazano na cy NP-komiernu. ¥ ciuenehem ogebky npukasaliemo
niet npumepa NP-koMmmaeTnnx mpobiema, ca qokazuma muxose NP-koMmieTHOCTH.
Hagenthemo rakohe (6e3 nokasza) suiie NP-komiuiernux mpobiema. Hajrexu
J1e0 J0Ka3a je 00udHO (He yBeK) [I0Ka3 UCIyHEeHOCTHU yCjoBa (27).

Wznoxuhemo casma nmpobsem 3a koju je Kyk mokazao ma je NP-komteras.
ITpo6nem je mosnar kao mpobuaem 3amoBossmBocTu (SAT, ckpahenuna of
satisfiability). Heka je S BysioB u3pa3 y KoHjyKTUBHO] HOpMasaHOj dpopMu
(KH®). dpyrum pednma, S je KOHjyHKLUja BUlle KAGY3a (AUCjyHKLM]A IPyLa
Aumepanss — CuMO0JIa TTPOMEHJPUBUX WM HUXOBUX Heranwja). Kao mpumep
Moxke jga mocayxkm m3paz S = (x+y+2)- (T +y+2) - (T+7y+ 2), rue
cabuparme, OTHOCHO MHOXKEHE OJTr0BapPajy [AUCjyHKIINjU, OJHOCHO KOH)yHKITUjA
(usau, OTHOCHO u), a cBaka IpoMeH/bHBa mMa BpexHoct 0 (HeradHo) wam 1
(rauno). ITozuaro je na ce ceaka Bynosa dyHkmja MoKe IpeacTaBuTi U3Pa30M
y KH®. 3a Bymor m3pa3 ce Kaxe ma je 3aJ0BOJBMB, aKO TIOCTOjU TaKBO
JIo/ieJbUBahe Hysa 1 jeIMHUIA TPOMEHJbUBHM, Ja n3pa3 nma Bpeanoct 1. ITpobiem
SAT cacroju ce y yrephuBamy Ja jiu je 3aaTh u3pa3 3aJ0BOJbUB (IIPU YeMy
HUje Heolx0[HOo nponaliu oarosapajylie BpesiHOCTH IPOMEHIbUBUX). Y HABEIEHOM
npumepy u3paid S je 33710BosbuB, jep 3a © = 1, y = 1 u z = 0 uma BpemHOCT
S=1.

ITpobaem SAT je y knacu NP jep ce 3a (nemerepmunucrudku) uzabpane
BPEIHOCTH MPOMEH/bUBUX 3a TMOJMHOME]AJIHO BpeMme (Of BeJUYUHE yIa3a —
yKytHe ayxune GhopMmyie) MOKe IPOBEPUTH 1A Jiu je u3pas tadad. [Ipobiaem
SAT je m NP-rexak. To muje maxo moxazarn.

Teopema 10.3 (Kykosa reopema). IIpobaem SAT je NP-xomnaeman.
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10.4 Mpumepu pokaza NP-komnnetHocTM

Y oBoMm ozmemKky mokaszahemo ma cy NP-xommerun ciaemehmx mer mpobsema:
noKpuBad rpana, pomuaupajyhu ckym, 3 SAT, 3-o6ojuBoct u npobsemM KJUKa.
Craku on oBux mpobsema Ouhe neraspuuje w3moxken. JlokasuBame NP-kom-
IJIETHOCTHY 3aCHUBA Ce HA TEXHUKAMa Koje fie Outu pe3mmupane Ha Kpajy Ofe/bKa.
Ia 6u ce mokazasa NP-koMImeTHOCT HEKOT TTpobIeMa, MOPa ce Hajipe JOKA3ATH
Ja on npunaja kiacu NP, mro je obuuno (auu ve yBek!) j1ako, a 3atum Tpeba
nponahu peayKuujy OJIMHOMU]aJIHE BPEMEHCKE CJIOKEHOCTU Ha HAIlll IIpobseM
Hekor mpobjieMa 3a Koju ce 3Ha 1a je NP-kommneran. Pemocien penykimja y
nokaznma NP-KOMIIeTHOCTH et HaBeeHuX npobiema npukasaH je va cannu [10.1]
Jla 6u ce OBU JJ0KA3W JIAKIIIE PA3yMEJIH, HABEJAEHH Cy PEAOCIEI0M ITPEMA T€KUHU,
a He mpema pacrojamy onx Kopena crabsa ua chawmnm [10.1) pemocmen mokasza
MpHUKa3aH je OpojeBuMa y3 TpaHe.

CAT
Kike 3SAT
L | 5
TTokpusau rpama 3-060juBOCT

1 2

Homunupajyhu ckyn

Cmuka 10.1: Pemocmen mokasza NP-KOMIIETHOCTH y TEKCTY.

10.4.1 Mokpueay rpaxa

Heka je G = (V, E) neycmepenu rpad. IlokpuBau rpana rpada G je
TakaB CKYIl YBOPOBA, Ja je cBaka rpana GG cycemna 6ap jeTHOM O YBOPOBA U3
CKyTIa.

IIpo6aem. 3auar je neycmepenu rpad G = (V, E) u upupoauu 6poj k. Ycra-
HopuTH Aa i y G IOCTOju MOKpUBad rpaHa ca < k 4BOpOBa.

Teopema 10.4. IIpobaem nokpusay epana je NP-womnaeman.

Zloxas. TIpobrem mokpuBad rpana je y kmacu NP, jep ce 3a mpermocraBbeHn
moJIcKy™ o7 < k 94BOPOBA JIAKO MPOBEPaBa 3a MOJMHOMUJATHO BPEME Ja JIiH je
nokpuBad rpana rpada. la ducmo mokazaim ga je mpodieM MOKpPUBAY IPAHA,
NP-kommieran, Tpeba Ja Ha mera cBeaeMo Hekn NP-kommieran mpobiem. Y
Ty CBpXy uckopucruhemo mpobiaeM Kiauka (Ioka3 1a je mpobsem kjmka NP-
kommieran Gulie nar y onesmky [10.4.4). ¥V neycmepenom rpady G = (V,E)
kauka je takaB noarpad C rpada G y xKome cy cBu 4BOpoBU MelycobHO
noBe3anu rpaHama u3z G. Jpyrum peduma, KIMKa je KOMILIETAH HOArpad.
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[Mpobaem knuka raacu: 3a 3agaru rpad G u npupogau 6poj k, yCTAHOBUTH 1A
au G caapxku kiuky Besmaune k. [Torpebuo je TpancdopmucaTu mpou3BosbaH
yJ1a3 3a MPOOJIEM KJIHKA ¥ yiIa3 3a MpobJIeM MMOKPUBAY IPAHa, TaKo J1a je Pelermhe
npobitema Knka ”’ 1a” akko je ” ma” pereme oarosapajyher mpobaemMa mokpuBad
rpana. Heka je G = (V, E), k npousBosban ysa3 3a mnpobiem kjiuka. Heka je
G = (V, E) xommiemenT rpada G, o1H0CHO Tpad ca HCTHM CKYTIOM 9BOPOBA
kao u GG, ¥ KOMIUIEMEHTAPDHUM CKYLIOM IpaHa y oxHocy Ha G (ogHocHo usmelhy
TPOM3BOIbHA JBa UBopa y G TpaHa mocTojn akko mamelhy Ta 1Ba wBopa y G ne
nocroju rpana). Heka je n = |V|. Tepaumo na je npobaem kavka (G, k) ceeHn
Ha mpobJeM MOKpHBad Tpana rpada, ca yrazoMm G, n — k (BugeTn mpuMep Ha,
CITUTIA rjie Cy MCIPeKUIAHUM JIMHUjaMa NpuKa3ane rpaune u3 G).

e IIpermocrasumo ga je C = (U, F) kmmka y G. Ckyn usoposa V \ U
nmokpuBa cBe rpane y G, jep y G HeMma rpaHa Koje MOBE3yjy UYBOPOBE U3
U (cBe Te rpane cy y ). IIpema tome, V \ U je mokpupad rpana 3a G.
JpyruM peunma, ako G uMa KUKy seiamuune k, onga G UMa IIOKpUBAY
rpana Beaudunae n — k.

e O6puyro, neka je D noxpusau rpana y G. Taga D nokpusa cse rpase y
G, ma y G me MO¥Ke Ja TIOCTOjU I'paHa KOja MOBE3yje HeKa JBa UBOpA W3
V\ D. IIpema Tome, V'\ D je kmuka y G. 3axmydyjemo aa ako y G moctoju
MMOKPWBAY PaHa BeJIMYuHe n — k, OHAA y (G MOCTOjU KJIWKA BenduHe K.

OBa penyKIMja ce OUUrIeHO MOYKE U3BPIINATH 38, MOJMHOMU]ATHO BpEMe: MOTPeOHO
je camo xoucTpyucaru rpad G nomasehwu ox rpada G u m3padyHATH PABIUKY
n—k.

G: kmuka U G: mokpumsaa rpana V \ U

ox k uBopoBa ox n — k YBopoBa

Cnuka 10.2: Penykumja nmpobiema KJMKa Ha MPoOJIeM MOKPUBAY TpaHA.

10.4.2 Odomwnnupajyhn ckyn

Heka je G = (V, E) neycmepenu rpad. HJomunupajyhu ckym je ckyn
D C V, rakaB na je caku uBop Gy D, unm je cyceman 6ap jeHOM 4BOPY U3
D.

IIpo6aem. Har je neycmepenu rpad G = (V, E) u upupozanu 6poj k. Ycranosuru
ga gy G nocroju gomuHupajyhiu ckym ca najsuiie k 94BOpoBa.
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Teopema 10.5. IIpobaem domunupajyhiu ckyn je NP-xomnieman.

Zlokas. Ilpobmem momuuupajyhu ckym je y kimacu NP, jep ce 3a mpermocTaBibe-
HU TIOJICKYT OJ1 HajBUIe k YBOPOBA JIAKO 3a MOJMHOMU]jAIHO BPEME ITPOBEPAaBa
ma au je momumaEpajyhm ckym. Uzsemhemo penykmujy mpobieMa MOKPUBAT
rpana Ha npobsiem pomunupajyhu ckyn. Ako je 3azar nupoussosban yna3 (G, k)
3a npobJieM MOKPUBAd I'paHa, Iu/b je KoHcrpyucaru Hosu rpad G’ koju uma
nomunaupajyhin ckyn oapeljene seamunne akko G MMa MOKPUBAY TPAHA, BEJININHE
unajsuie k. [Ipu Tome ce, 63 cMarmema OMIIITOCTH, MOXKe MpeTnocTaBuTu na G
HeMa M30JI0BAaHUX YBOPOBA (OHM HE yTUYY HA MOKPUBAY IPAHA, aJld MOPajy OuTu
ykibydenu y nomunupajyhu ckyn). Ionazeliu on rpada G, monajemo my |E|
HOBHX 9BODOBa U 2| F| HoBUX rpana Ha cieaehn nauun. 3a ceaky rpany (v, w) u3
G 1omajemMo HOBM YBOD vw W JIBe HOBe Tpane (v, vw) n (w, vw) (BUIETH MpuMep
Ha CJIUIA . Jpyrum pednMa, CBaKy rpaHy TPaHC(OPMHUIIEMO Y TPOYTao.
Osnaunmo roeu rpad ca G'. I'pad G’ je 1aKO KOHCTPYHCATH 34 MMOJUHOMMJAJTHO
BpeMe.
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Cmuka 10.3: Penykimja mpobaemMa mOKpuBa4d rpaHa Ha mpobdseM JoMuHupajyhn
CKyTI.

Tepaumo na G nMa NOKPUBAY rpaHa BeMnIuHE m akKo G nma momuHupajyhu
CKYIl BEJIM9UHE M.

e Heka je D momunupajyhu ckyn rpada G'. Ako D caapxku 6uio koju o
HOBHX YBOPOBA VW, OHJA C& TAKAB YBOP MOXKE 3aMEHUTH OUJIO YBOPOM U,
61710 YBOPOM w, 1ocsie yera fie u HoBu cKyu Ouru nomuuupajyhu ckym (v u
w TIOKPUBAjy CBE YBOPOBE KOje MoKpuBa vw). [Ipema Tome, 6e3 cMamema
OTIIIITOCTH MOJKe Ce TPeTTocTaBuTh na D caiapxku camo uBopose u3 G.
Mebhyrum, nomro D ” nomuHupa” HaI CBUM HOBHM YBOPOBHMA, OH MOPA
3a cBaky rpany u3 (G ma caap:ku 6ap jemaH meH Kpaj, ma je 36or Tora D
HCTOBPEMEHO W MOKpuBad rpaHa rpada G.

e OOpuyTO, ako je C' mokpusad rpana y G, oHZIa je cBaka rpana G cycemHa
HexoM uBopy u3 C, ma je m cBakm HOBM 4BOp 3 G’ cyceman HEKOM 9BOPY
u3 C. Crapu 9BOpOBH Cy Takohe mokpumBeHu uBopoBmMa u3 C jep 1o
npeTnocTaBny YBopoeu u3 C' MOKPUBAjy CBE IpaHe.



10.4. IIpumepwm gqokasza NP-kommiierHocTH 142

10.4.3 3SAT

IIpobsem 3SAT je ympomthena Bep3uja odmunor mpobsema SAT. Yias3 3a
mpobiem 3 SAT je KH® y kojoj cBaka Kiay3a MMa TadHO TPH JIUTEPATIA.

IIpo6aem. 3amar je Bymos uspasz y KH®, y kome cBaka Kjay3a CaapIKu TAIHO
TPHU JIUTEPAJIA. YCTAHOBUTH Ja JIU je U3pa3 3aJ0BOJHUB.

Teopema 10.6. IIpobaem 3SAT je NP-komnaeman.

Zloxas. Oaj upobjieM je Ha LPBU LOLJIE] JaKK 0J ooudnor upobsiema SAT,
300 JIOMYHCKOT OTPAHUYEHa Ja CBAKa KJIay3a MMa 0 TPU TpoMeHjbuBe. T1oka-
zahemo ga anropuram koju pemasa 3 SAT Moxke ja ce MCKOPUCTH J1a PEIu
obnuan npobiaem SAT (ommocrHo ma ce SAT moxke cBecrun Ha 3SAT). Ilpe
rora, jacHo je na 3 SAT npunana kiaacu NP. Mory ce uzabparu (”noroguru”)
BPEJIHOCTH IIPOMEHJ/bUBUX M 32 IOJMHOMHUJAJTHO BpPEME IIPOBEPUTH JIA JIU je
u3pa3 tayan. Heka je F mpowsBosban yaa3 3a SAT. Ceaky kiay3y y F 3a-
MeHnheMO ca HEKOJWKO KJjay3a O MO TadHO Tpu Jjurepasa. Heka je C =
(1 4+ x2 + -+ + x) mpousBo/bHa Kiay3a u3 E, taksa nma je k > 4. Osge
je 360r ymobHOCTH ca x; O3HAUEH JUTEPAJI, OTHOCHO OMJIO MPOMEH/bUBA, OMITO
neranwmja npomensbuse. [lokazahiemo kako ce C' MOXKe €KBUBAJIEHTHO 3aMEHUTH
ca HEKOJMKO KJjay3a OJ 10 TavYHO Tpu JauTepasa. Vmeja je yBecTm HOBe TpO-
MEHJBUBE Y1, Y2, - - - , Yk—3, KOje Kiay3y Tpancdopmuiry y meo yiasza 3a 3 SAT,
He Memajyhu 3370BOJPMBOCT W3pa3a. 3a CBAaKy Kiay3y u3 E yBome ce HOBe,
pazmmunTe npomensbuse; C ce 3amerbyje KOHjyHKmujoM Kaay3a C!,) tako na je

C' = (m1+xaty1) (@3+G1+y2) (Ra+To+ys) - (Tp—2+Tr—a+Yk—3) (Th—1+Tr+Tk—3).

Tepaumo nma je mapas, nobujer om E 3amenom C' ca C') 3310BOBHB aKKO je
3a710BOJbUB u3pa3 k.

e Axo je uspas E 3a10B0o/bUB, OHJIa 0ap jeaH O JIATEPAsa T; MOpa UMaTH
BpeauocT 1. Y TOoM ciydajy ce Mory u3abpaTyd BPEIHOCTH IIPOMEHbUBHUX
y; y C' Tako ma cee knayse y C' 6ymy taune. Ha mpumep, ako je x3 = 1,
OHJIa Ce MOXKe CTaBuUTH y; = 1 (IITO YMHU TAYHOM IPBY Kjay3y), y2 = 0
(mpyra knaysa je rauna 36or x3 = 1), u y; = 0 3a cBe i > 2. Yonmre, ako
jex; =1, onma craBbaMo Y1 = Yo = - =Y o =lHy;_ 1 =y; =+ =
yr—3 = 0, mTo 06e36ehyje ma Gyme C' = 1.

e OGpHuyTO, ako m3pa3 C' mma BpemHocT 1, TBpaEMO na 6ap jeman on
JuTepania r; Mopa uMaru BpegHoct 1. 3amcra, ako OU CBU JUTEPATH T;
umasu Bpeanocr 0, ouga 6u u3pa3 C’ ©Mao UCTYy TAYHOCT KaO M U3Pa3
C" =) (1 +y2) W2 +ys) - (Yr—a+Yr—3) - (Yr—3), KOju ouMTICIHO
Huje 330080/puB (1a 6u 6uno C” = 1, mopano 6u na Gyme peaom y; = 1,
na ys = 1, ura, yx—4 = 1, yx—3 = 0, 1 yp_3 = 1, TO je KOHTPATUKIIH]a).

[Tomohy oBe peaykimje cBe Kjay3e ca BHUINE O TPHU JIATEpAIa MOTY Ce
3aMEHUTH Ca HEKOJIMKO KJiay3a O/ 110 TauHO Tpu juTepasa. Ocraje mga ce Tpanc-
dopmury kiayse ca jenaum wiu apa gurepaia. Kiaysa obiuka C = (11 + 22)
3aMerbyje ce eKBUBAJIEHTHOM M3DA30M

C' = (z1+ 22+ 2) (21 + 22 + 2),
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rJe je z HOBa IPOMEHJ/bUBA. JIaKO ce moKasyje Ja je modeTHu u3pa3 3a0BObUB
AKKO je 33J0B0/bUB u3pa3 mobujen 3amenom C ca C”.
Konauno, knay3a obanka C' = x; MOXKe ce 3aMEeHUTH N3Pa3oM

C'=(@+y+2) (@ +7+2) (21 +y+2) (1 +7+2),

y KOMe Cy ¥y W z HOBe MpoMeHJ/buBe. JIako ce mokasyje /1a je OYeTHUW U3pa3
3aJI0BOJBMB AKKO je 3a70BO/bUB M3pa3 nobujen 3amenom C' ca C'.

IIpema Tome, npoussosbHE yiaa3 3a mpobiem SAT Mozke ce cBecTH Ha yiia3 3a
npobsiem 3 SAT, Tako ma je npBu U3pa3 3aJ0BOJBUB AKKO j€ 33/I0BOJbUB JPYIH.
JacHo je ma ce oBa peayKInja W3BOIN 3a MOJTUHOMHU]ATHO BpEMe.

10.4.4 Knuke

IIpobaem knuka gebunncan je y ozenky [10.4.0] y xome je pasmarpan
mpoOIeM TTOKPUBAY T'PAHA.

IIpo6aem. [ar je meycmepenn rpad G = (V, E) u npuponuu 6poj k. Ycrano-
BuTH 72 jau G CaapiKu KJIWKY Beauduue 6ap k.

Teopema 10.7. IIpobaem xauxa je NP-xomnieman.

Zlokas. Ilpobmem kiauka je y kmacu NP, jep ce 3a cBaku TpPeTHOCTAB/bEHU
TIOJICKYT Of K YBOPOBA 3a IMOJMHOMMjATHO BpEMe MOKe IPOBEPHUTH Jia JIN je
kiuka. Ilokazahemo cajga ga ce npodbiem SAT moxke cBecTr Ha MpobIeM KITHKA.
Hexa je E npousBossau Bymos uzpaz y KH®, £ = Ei-Fs - - - E,,,. Ilocmarpajmo,
Ha upumep, knaydy E; = (v + y + z + w). Hboj upuapyxyjemo ”kosnony”
O]l YeTUPHU YBOpa, O3HAYEHa juTepanuma u3 F; (6e3 o03upa mTo ce HeKu O
BUX MOXKJIA [0jaBJ/byjy U Y APYTUM Kiay3ama). Ipyrum peauma, rpad G koju
KOHCTpy#HIeMo nMalie TI0 jeJlaH YBOp 3a CBaKy I0jaBy OMJIO KOje TPOMEHIHUBE.
Ocraje nurame KaKO TIOBE3ATH OBE YBOPOBE, TAKO A3 G CAIPIKY KIUKY BEJTUIHHE
6ap k akko je m3pa3 F 3amoosmus. [Ipumernmo na ce Bpegaoct k Mozke n3abparn
[IPOU3BOJBHO, jep je norpedHo ceectu 11pobiiem SAT Ha npobiem KJIMKa, OJHOCHO
permutu ipobstem SAT kopucrehu anropuram 3a pemaBame MpobIeMa KINKA.
Hapagmo, asropuram 3a peraBame pobsiemMa KJIuKa MOpa Jla paju 3a CBaKy
BpeauocT k. OBO je BaykHA (DIIEKCUOUITHOCT, KOja, Ce 9YeCTO KOPUCTH Y JOKA3UMa,
NP-kommternoctu. Y oBom ciayuajy 3a k hemo m3abparu BPemHOCT jeIHAKY
Opojy Kaay3a m.

I'pane y rpady G wmory ce 3amarn na ciemehu nauna. YBOpoBm U3 ucTe
KOJIOHE (OIHOCHO YBOPOBU MPUPYKEHH JIUTEPAJIUMA U3 UCTE KJIay3€) He IOBE3Yjy
ce rpaHamMa. UBOPOBY U3 PA3IUIUTUX KOJIOHA Cy CKOPO yBEK IOBE3AHU: N3Y3€TaK
je ciIydaj Ba 4BOpa O/ KOjUX jeJIaH O/Ir0Bapa MPOMEH/BUBO], & IPYTH KOMILIEMEHTY
Te ucrte mpomensbuBe. Ilpumep rpada xoju oaroapa mspasy

E=@x4+y+2) - (Z+75+2)- (y+2)

npukasan je ua cauu [10.4] Jacuo je qa ce G MOXKe KOHCTPYHCATH 3a TIOJIHHO-
MUIjaJIHO BpeMe.

Tepaumvo ma G uma KIWKY BeauduHe 6ap m, akko je m3pa3 F 3a10BO/bUB.
Hajmpe 3amarkamo ma 360r KOHCTPYKITHje MAKCAMAIHA KUK HE MOXKE HUMaTH
BHIIIE OJ] M YBOPOBAa, HE3ABUCHO o7 F.



10.4. IIpumepwm gqokasza NP-kommiierHocTH 144

Cauka 10.4: Peaykuuja npobaema SAT ca yunazom (x+y+2) - (Z+7+2) (y+2)
Ha TpobIeM KJIHKA.

e IIpermocraBumo 1a je u3pas F 3amoBosbus. Tama mocToju TAKBO J0ETbH-
Bame BPEIHOCTHU IIPOMEHJHbUBHUM, [ ¥ CBAKO] KJay3W MOCTOju Oap jemam
smTepad ca speanomthy 1. UBop KOju oroBapa TOM JUTEPAJTY IPUKJBY Iyje
ce KuKM (aKO WMa BWIIE TAKBUX JIATEPAA, OUpa Ce MPOU3BOHAH O
wux). [lobujenu noarpad jecre KIuKa, jep jeJ Mt HA4uH 13 JBa 4BOPA U3
pa3IMYUTUX KOJIOHA He Oy /1y TIOBE3aHa je A jeaH of ibuX Oy/1e KOMILJIEeMEeHT
JPYyTOr — IIITO je Hemoryhe, jep je CBuM n3adpaHuM JTUTEPATAMA J0Ie HEHA
BpeHocT 1.

e OOpuyTO, mpernocTaBuMo 1a G caap:Ku KINKY Beaununue 6ap m. Kianka
MOpa /1 CaIPKU TAYHO jeIaH YBOD U3 CBAKE KOJIOHE (jep M0 KOHCTPYKIHUju
YBOPOBH M3 MCTE KOjIoHE HuCy nosesanu). Ozarosapajyhium jmrepanuma
goznebyjemo BpeaHocT 1. AKo Ha 0Baj HAYMH HEKO] IIPOMEHJ/bHBO] HHje
JIOJIETHEHA BPETHOCT, TO CE MOXKE YUMHUTH Ha IIPOM3BOJbaH HaunH. M3Beneno
JIOJIEJbUBAHE BPEHOCTU IPOMEHIHUBUMA j€ HEIIPOTUBPEYHO: AKO OU HEKO]
MTPOMEHJBUBO] & W HEHOM KOMILJIEMEHTY T, YKJbyUYEHWM y KJIUKY, UCTO-
BpeMeHo Omjia [10/e/beHa BpeaHOCT 1, To Om 3HAYM/IO 13 ofarosapajyhn
4BOPOBH (IO KOHCTPYKIMjU) HUCY [MOBE3AHU — CYIPOTHO HPETHOCTABIH
Ja cy 00a 94BOpa y KJIHUKH.

10.4.5 3-o60juBocr

Heka je G = (V, E) neycmepenu rpad. UcupaBao Gojeme (uiu camo
6ojeme) rpacda G je TAKBO NpPUAPYKUBAKHE 00ja YBOPOBHMA, 13 j€ CBAKOM
YBOPY NPHUAPYIKeHa HeKa 00ja, a Jia Cy CyCeIHUM YBOPOBUMA, YBEK TPUIDYKEHE
pazmuuanTe 6oje.

IIpo6aem (3-o6ojusoct ). Har je neycmepenn rpad G = (V) E). Ycranopurn
ma g ce G Moxke 06ojutu ca Tpu 6oje.

Teopema 10.8. IIpobaem 3-obojusocm je NP-xomnaeman.

Zlokas. Ilpobirem 3-obojuBoct mpunaga kaacu NP, jep ce Moxke mpeTnocTaBuTH
npou3BOJbHO Dojere rpada ca 3 60je, a 3aTUM 34 MOJTHHOMU]ATHO BPEME MIPO-
BEPUTH A JIU je MPEeTIOCTAaB/beHO Oojerme mcmpaBHO. M3Bemhemo pemyKmujy
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npobsiema 3 SAT wa npobiem 3-ob60juBoct. JIoka3 je HEMITO KOMILTAKOBAHW]H
u3 aBa passora. Hajupe, npobiemu ce omHoce Ha pasnmaure oojekre — Bynose
u3pase y KH®, ognocHo rpadose. JIpyro, He MOXKe ce MPOCTO 3aMEHUTH jeIaH
objekar (Ha mpUMep YBOD WM TPaHa) APYyruM (Ha MpUMED KJIAY30M); MOpPa Ce
BOJINTHU PAdYyHA O KOMILJIETHO] CTPYKTYpH. U 1eja je 1a ce MCKOPUCTE CacTaBHU
eJleMeHTH, KOju ce moBe3yjy y nenunny. Heka je F mpoun3BosbaH yiia3 3a mpobiem
3 SAT. Tpeba koucrpyucaru rpad G, Tako ja je uzpas F 3aj10BosbuB akko je G
3-060juB. Hajmpe koHCcTpyuinemo ocrhosnwu mpoyeao M. IlomTo je M Tpoyrao
(xommieTHu rpad ca TPU YBOPA), 3a HEroBo Oojerme moTpedHe Cy TadyHO TPH
60je. O3nauumo te 6oje ca T (rauno), F' (HerauHo) u A, BUIETH OB TPOYTAO
na cmuny [10.5] Hopex Tora, 3a cBaky NPOMEH/BUBY T /10J2jEMO HOBH TPOYTao
M, auje 9BOpPOBE 03HAYABAMO Ca T, T U A, IpU 4eMy ce 4BOp O3HadeH ca A
nokJiara, ca 4Bopom u3 M ca ucrom o3nakom. IIpema rome, ako ce y m3pasy
TojaB/byje k TTPOMEHJPUBHUX, UMaMO k + 1 TPOYTJIOBa Ca 3ajeTHUIKUM TBOPOM
A (cimka[10.5). OBo 3a cama oGe36ehyje na, ako je, Ha mpumep, 1BOp  060jeH
6ojom T', onzma uBop T Mopa butu obojen Gojom F (jep cy oba uBopa cycemHa
4uBopy obojenom 60jom A), u 06puyTo. OBO je y CKIay ca 3HAYEHEM Z.

T F

Cnuka 10.5: TIpBu meo koucrpyknumje 3a peaykumjy 3 SAT wa 3-o6ojuBoct
rpada.

ITorpebuo je momaru ycjoB, Koju Ou 00e30ehuBao Ja y CBaKOj Kiay3u Oap
jeman qaurepas uMa BpeaHocT 1. To ce moxke 06e3beanTn Ha ciaemenn HAYWH.
ITpernocraBumo, Ha npumep, Ja ce paau o kiaaysu (z + y + z). Osue ce z,
Y, Z MOT'Y CMaTPaTH JUTEPATUMA, Tj. HEJIOCTATAK HEralyja HaJ CuMOOIMMa, T,
Y, Z He CMaibyje OMIITOCT pa3MaTpama. 3a OBy KJIay3y YBOIWUMO IECT HOBUX
YBOPOBA W IMOBE3YjeMO WX Ca TMOCTOjeNuM YBOPOBMMA HA HAYWH TMPUKA3AH HA,
comuu [10.6] Hazosumo Tpu HOBa 1BOpa mOBe3ana ca T U T, Y WM 2 CIObAWHUM
wgoposuma (o3uauenu cy ca O Ha CJIUIM), & TPU HOBA YBOPA y TPOYLILy —
yHympawrwum 460posuma (o3uadenu cy ca I ua ciaunm). Tepaumo na osa
koHcrpykuuja obesbehyje (ako je moryhe 6Gojemwe ca tpu 6oje) na 6ap jeman
OJ1 YBOPOBA T, Y WU z MOpa outu 060jer 60jom T'. Hu jeman om yBopoBa &, ¥, z
He Moxke Outu o6ojen 6ojom A, jep cy cBU OHHU TIOBe3aHU ca 9BOpoM A (Buieru
CJII/IKy. AKko 6u cBa Tpu uBOpa I, Y, 2z OuM 060jeHu 6ojom F', onna 6u Tpu
HOBA CIIOJballllba YBOPA II0OBE3aHa, Ca HhUMa MopaJin ouTu obojenu 60jom A, ma
ce yHyTpallibi TPOyrao He Ou Morao obojuru ca tpu Ooje! Komiieran rpad
Kojn onrosapa m3pasy (T +y + 2) - (Z + § + z) npuxasan je na cammm [10.7]

Cazia MOXKEeMO J1a KOMILJIETUPAMO JI0Ka3, 1 TO y aBa cmepa: (1) ako je uspas
E 3anoBosbus, G ce moxe obojuru ca tpu 60je, u (2) ako ce G Mmoxe obojuru
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Ciomka 10.6: IToarpadosu koju oxroBapajy kiaysama y peayknuju 3 SAT Ha
3-060juBOCT.

Cawka 10.7: Tpad xoju oarosapa n3pasy (Z+y+2) - (T+§+ z) y penykuuju
3 SAT na 3-o60juBocT.

ca tpu 60je, oHma je u3pa3 F 3a10BObUB.

e Axo je uzpa3 F 3a10B0/bUB, OHJIA [IOCTOjJA TAKBO JOJAE/bUBALE BPEIHOCTH
MMPOMEHJBUBHUM, JIa ¥ CBAKOj KJaay3u Oap jeaaH JuTepas uMa BpemHocT 1.
O60jumo uBopose rpada y cKialy ca mbuxoBuM Bpeanocruma (ca T ako je
BpeaHoct 1, onuocHo ca F'y nporusnom). Tpoyrao M o6Gojen je 6ojama T,
F u A na onucanu nauun. Y noarpady Koju oJrosapa Kjay3u 0ap jesaH
JIUTEPAT UMa BpPeIHOCT 1; oarosapajyhm crmosparmmu IBop O6ojumo ca F,
a ocTajie CIoJballlibe YBopoBe ca A, mociie 4era je Gojeme yHyTpaIlmbux
4BOpOBa Jako m3sectu. IIpema Trome, G ce moxke obojuru ca Tpu 60je.

e OOpHuyTO, ako ce G Moxke 0bojuTu ca Tpu 60je, HA30BUMO 6Oje y CKIaIy
ca Gojemem tpoyria M (koju mopa Outu o0ojen ca Tpu 06oje). 36or
Tpoyraosa nHa caunu [10.5], 60je npomenspuBux omoryhyjy HempoTHBpETHO
JofiesbuBabe BpeHocTy npomensbuuM. Kouncrpykimja 6510ka ca ciauke|10.6
0b6e30ehyje na je 6ap jemam murepas y CBakoj Kiays3u obojen ca T
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Konaqno, jacuo je ma ce rpad G moxke KOHCTPyHCATH 33 MOJTUHOMUJAJTHO BPEME,
quMe je J0Ka3 3aBpIIeH.

10.4.6 Onwra 3ana>karba

Pasmorpuhiemo ykpaTko HEKOJHMKO OIINTHX METOHa 3a J0Ka3uBame NP-
KOMILJIeTHOCTH HeKor 1pobsiema Q. Ilpsu yciaos — na @ upunasa kiacu NP —
0bu9HO ce J1aKo JoKasyje (He yBek). [Tocse Tora Tpeba nzabparu HeKu mpobiieMm
3a Koju ce 3Ha Ja je NP-kommieran, a 3a Koju W3TJena Ja je TIOBE3aH, WU
cnudan ca ). Temko je meduHUCATH OBY ”CIUIHOCT”, jep MOHEKAI M3a0PaHU
upobiiem u () u3rienajy jako pazauduro (Ha upumep, npobsiem kiauka u SAT).
N360p upasor npobJiema koju hie buru ceegen Ha (Q je IOHeKa | M3y3€THO TeXKaK,
¥ 3aXTEBa BEJIUKO MUCKYCTBO. Mopa ce MOKYIAaTh Ca HEKOJUKO PEIyKIHja, JTOK
ce He J0he 10 TOroaHor mpobJieMa.

Baxxno je ma ce uzBeme peayknuja Ha (), mojgaszehu o1 npou3eosnHoz Yaa3a
nozuaTor NP-kommiernor npobiaema. Hajuemnrha rperka y OBakBUM J0OKa3UMa,
je uzBoheme peaykimje y oopayrom cmepy. Ilpasu cmep 06e36ehyje ump. caemehe
MpaBuIo: Tpeba 0b6e30emnTn ma ce mo3Hatm NP-rommieran mpobiaemM Moke
PEIuTH IPHOM KyTHjOM, KOja U3BPIIABa aJropuTam 33 permasame (. To moxa
MaJIo0 TMpOTHBpeYn WHTyunuju. lIpupoano Ou OWIIO MOKYIIATH Ca PEITaBABHEM
npobseMa (), morro je To 3aaaru npodsaeM. OBje mak MOKYyIaBaMo JIa PEIuMO
apyru upobsiem (nosuaru NP-komiieran npobsem), kopucrehu pemieme npo-
Oaema Q. Mu u He nokymasamo ja pemumo Q!

ITocroju Buttie ” crenenn ca060/1€” KOju ce MOT'Y KOPUCTUTH TTPU PEAYKITHjH.
Ha mpumep, ako () caapku HEKW mapamMeTap, OHJIA CE FHErOBa BPEIHOCT MOKE
dukcuparn Ha npousBo/baH HauuMH (CYNPOTHO OJ mapamerapa y IpobJeMmy
KOju ce cBoau Ha @, koju ce He cmejy dbukcuparu!). Iomro je @ camo anar
3a peraBame mo3HaTor NP-koMmiterHor mpobjema, MOXKe Ce MCKOPHCTUTH Ha,
npom3Bo/baH HauwH. [lopen dukcupama mapamerapa, MOTY Ce€ KOPUCTUTH pe-
cTpuknuje () HA cienujasiHe ciydajese qo0ujene u Ha Apyre naunne. Ha npumep,
MOI'y Ce KOPUCTUTH CaMO HEKM THIIOBH yjia3a 3a () (ako ce paau o rpadoBuMa —
6unapruthu rpadosu, crabia u ciaudno). Ipyru Baxkad u3sop ¢GhuekcubuiHocTu
je YnmeHnIa 1a je epuKaCHOCT PeayKInje HeOMTHA — JOBOJHHO j€ 11 Ce PEAYKITHja,
MOYKE M3BECTH 32 MOJMHOMUJATHO Bpeme. Mory ce iTHOPUCATH HE CAMO KOHCTAHTE,
TaKO IITO OU ce, HA MPUMED, AYTINPAJIA BEIUNINHA TPOOIEMa: UCTO TAKO MOKE
ce ¥ KBaJIpupaTu BejuanHa npodsemal Moxke ce yBeCTH MOJMHOMEJATHO MHOTO
HOBHX ITPOMEHJbUBUX, MOXKE C€ 3AMEHUTH CBAKH YBOD y Tpady HOBUM BETUKUM
rpadom u cauuno. He nocroju norpeba 3a edukacuomhy (ce Jok ce ocraje y
I'PaHUIIAMA [IOJMHOMUJAJIHOL), jep CBPXa PeAyKuuje Huje na ce rpancopmulie
y aJrOpUTaM.

ITocroje Heke yobuuajere Texuuke 3a nobujame peayknuja. HajjeqaocraBauja
je mokazaTu 1a je mosaaru NP-koMmiieran mpob/ieM CIernyjataH caydaj mpodaema
Q. Ako je Tako, 10Ka3 je JUPeKTaH, jep je pelasambe () HCTOBPEMEHO U PEIIaBaIbe
nozuaror NP-kommiernor npobiema. Ilocmarpajmo, Ha npumep, mpobieM mo-
KpuBame CKymoBa. Yja3 je KOJIEKIIHja TOACKymoBa Si,S2,...,S, 3amaror
ckyna U u mpupoguu 6poj k. [Ipobsiem je ycTaHOBUTH 12 JIM MOCTOjU TOACKYTT
W C U ca najsure k eleMeHaTa, KOju CaapKu Oap 1O jeJaH eJleMeHaT CBAKOT
Ol TMOJICKYyTOBa S;. 3anaxkamMo Ja je mpobiaeM MOKPUBAY TPaHA CHEIWjasTHH
caydaj npobiieMa mOKpuBama CKymoBa y kome U onrosapa ckyiy usoposa V, a
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CBaKH CKYII S; 0roBapa jeqHoj rpaHu U CAAPXKU JIBa YBOPa KOjUMa, je Ta IrPaHa
cycenna. IIpema Tome, ako 3HAMO 13 PEMIUMO IPOOIEM MOKPUBAKHA CKYIIOBA, 33,
MPOM3BOJbHE CKYTIOBE, OHJIA, MOYKEMO & PEInMO U TpobIeM TTOKPUBAY TPAHA.

Mopawmo, mehyTum, Ouru nazK/bUBU Ka,/1 KOPUCTUMO OBaj IPUCTYIL. ¥ OIIITEM
CIydajy HUje TAYHO 13 JOJABAMe HOBUX 3aXTEBa YnHM mpodseM Texkum. [locma-
TpajMo mpobsieM mokpuBad rpana. [IpermocraBumo /1a CMO HOAAIN OTPAHITIEHE
Ja MOKpWBAY IpaHa He CMe [1a CAaApKU JABa CycemHa dpopa. Jpyrum pedumma,
TPaXKUMO MAaJI CKYIl IBOPOBA KOjU je MCTOBPEMEHO W MOKPHUBAY I'PAHA W HE-
3aBUCaH CKyll (HE3aBUCAH CKYII je HOJCKYI 4BopoBa rpada, rakas ja usmely
IEroBa JBa MPOM3BOJ/bHA €JIeMeHTa He mocToju rpana). Osaj mpobiem je Ha
TIPBU MOTJIET TEXKU U O Mpob/IeMa MOKPUBAY I'PAHA U Of MPO0IeMa HE3aBUCAH
cKym, jep Tpeba OpuHyTHm 0 Bumie 3axTeBa. Vcmocrasiba ce, mehyrum, ma je
OBO JIAKIIHA IPOOIEM, U & Ce MOXKE PEIINTH 33 MOJHHOMEjATHO Bpeme. Pasior
OBOj TIOjaBH je y TOME INTO JOIMYHCKH 3aXTEBH TOJUKO CyKaBajy (daMuiumjy
MO/ICKYTIOBA KAHINIATA, 1a C€ MUHUMYM JIAKO HAJIA3U.

Jlpyra pejlarMBHO jeJIHOCTaBHA TEXHUKA KOPHCTH JIOKAJIHE PpeayKIuje.
Oo6jekar, yna3 3a jeman mpobJieM, MPECINKaBa ce y objeKaT Koju je yiaa3 3a
apyru npobsiem. IlpecinkaBarme ce W3BOAM HA JIOKAJHU HAYWH, HE3ABUCHO O]
ocranux objekara. /loka3z NP-kommiernocTtu npobaema momuuupajyher ckyma
u3BeJieH je Ha oBa] Hauyud. CBaka rpaHa y jeaHoM rpady 3aMemeHa je TPOYLIOM
y apyrom rpady. Iloremkoha ca oBOM TEeXHHKOM je KakKO HA HAjOO/bU HATHH
nedunucaru onrorapajyhe objexre.

HajkommnkoBanmja TexHuka je ymorpeba cCacTraBHHX eJIeMeHATa — OJIOKOBA,
Kao IIITO je TO yuubeHo mpu goka3y NP-kommiernoctu mpobiema 3-060juBOCT.
BiiokoBu 06uvHO 3aBHCE jegaH O APYTOT, 14 je IBbUXOBO HE3ABUCHO MTPOjEKTOBAHE
HEU3BOA/bUBO. MOpajy ce MMaTh Ha yMY CBU IIMJHEBU TTPOOIEMa, a O1 ce MOTJIO
KOODIMHUPATH IPOjEKTOBAIE PABIUINTUX OTOKOBA.

10.4.7 Jow Hekn NP-komnnetHu npobnemm

Cnenehu cnmcak cajp:xku jorr Hekoqnko NP-koMmierHux mpobiaema, Koju
MOry OuTH KOPHCHH KAaO I[OJIa3HA OCHOBA 3a HOBe peaykiuje. [Iponasaxkerme
MpaBor TPoOJIeMa 33 PEAYKINjy OOWYHO je BHUINE O TIOJOBHHE J0Ka3a NP-
KOMILJIETHOCTH.

XaMWJITOHOB IUKJIYyC: XaMWUJITOHOB IMHUKJIYC y Tpady je MpoCT IUKIIYyC
KOju caJpxKu cBaKu 9BOp rpada tauuo jeaaom. [Ipobiem je ycramoBuTu ma Jiu
3agaTu rpad caapku XaMuaTOHOB mukiayc. [Ipobaem je NP-xkommieran u 3a
HeycMmepere u 3a ycmepene rpadose. (Peaykuuja npobiema nmokpusad rpasa.)

XaMUJITOHOB MY T: XaMUJITOHOB IIyT y rpady je IPOCTU MyT KOJH CAIPIKI
cBaku uBOp rpada tagHo jemnoM. IIpobaem je ycranoBuTu ma jin 3aaTH rpad
cagpxku XammiaroHoB 1yT. IIpobsem je NP-komiuteram m 3a HeycMepene u
yemepene rpadose. (Penykuumja npobiema mokpuBad rpasa. )

IIpo6aem TproBaukor myTHuka: Heka je 3a7aT TEKUHCKH KOMIIJIETAH
rpad G u 6poj W. Vcranosutu ma ju y G moctoju XaMUITOHOB IUKJIYC Ca
36upom TexuHa rpana < W. ([upekTHa peaykimja mpobsema XaMUJITOHOB
LUKJIYC. )

HeszaBucan ckyn: HesaBucan ckym y rpady je momckym uBopoBa rpada,
Takap Ja u3Mehy merosa JiBa NPOU3BOJbHA €JIEMEHTA He MOCTOjU rpaHa. AKo je
zazar rpad G u npupoiau 6poj k, ycranosutu na ju G CapiKu HE3ABUCHH
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ckyn ca 6ap k usoposa. ([upexkTHa peaykimja npobieMa KIUKa.)

3-gumen3noHasHO yrapusamwe: Heka cy X, Y u Z nucjyHKTHE CKynoBI
on 1o k enemenara, u Heka je M 3amaru ckyn Tpojku (x,y,z) TAKBUX Ja
jez € X,y €Y uz e Z Ilpobsem je ycraHOBATH Ia JI IIOCTOjU TAKAB
noJickyn ckymna M koju cBaku ejieMenar caapku TadHo jeaaom. OQurosapajyhiu
JBOIMMEH3NOHAIHU TPOOJIEM YTIapUBamka je obudaH mpobieM OUIapTUTHOT Y-
napuBama. (Pemxykuuja npobiema 3 SAT.)

IMaprumnuja: Yma3 je ckyn X dnjeMm je CBAKOM €JIEMEHTY T TIPUIPYKEHa,
werosa Benmunnaa s(x). I[Ipobiem je ycranosuTu na jm je moryhe momeswrn
CKyTI Ha JBA JIUCjYHKTHA MOACKYIIa Ca jeJHaKuM cyMama Besimauna. (Pemykimja
npobiiemMa 3-JIMMEH3UOHAIHO YIIAPUBAISE. )

IIpumerumo ma ce oBaj u ciaemehu mpobaem Mory edUKACHO PEIUTH aJl-
roputMoM Ranac, ako Cy BennduHe Maau 1eau OpojeBu. Mehyrum, mormro
je BenmmumHA yia3a cpa3MmepHa Opojy OmrTa moTpeOHHX Ja ce MpPeACTaBh yias,
oBakBu ajropurMu (Koju ce 30By ICEYIOMOJIUHOMUJAJIHU AJTOPUTMHU) CY
yCTBapM eKCMOHEHIHjAIHN Y OJHOCY Ha BEJINYNHY yJIa3a.

IIpobaem panma: Yna3 cy asa 6poja S, V u ckyn X uujem je cBakom
eJIEMEHTY T IpUApPYyKeHa Beauauna s(z) u Bpeauaoct v(z). IIpobnem je ycranosuru
na gu noctoju moackyn B C X ca ykynHOM BesmumHOM < S W YKYITHOM
Bpeanomhy > V. (Pexykuuja npobiema napruiiyje. )

IIpo6sem makoBama: Yjas je uu3 Opojesa ai, as, . .., a, u ABa 6poja b, k.
[Ipobiem je ycTaHOBUTH 72 JIX C€ OBAj CKYIT MOYKE PA3JIOKUTH ¥ k MOICKYITOBA,
TaKo Ja je cyma 6pojesa y csakoMm nozckyny < b. (Pemykimja npobsiema naprurmje. )

10.5 TexHuke 3a pag ca NP-komnnetHum npobnremuma

ITojam NP-komImteTHOCTH je OCHOBA 3a e/TeraHTHY TeOpHujy Koja omoryhyje mpe-
o3HaBambe mpobiieMa 3a Koje HajBepOBATHH)€ HE IOCTOjU HOJTHHOMUJATHA AJIr0-
putram. Mehyrum, nokasuBameMm 1a je mpobsem NP-kommeran, cam mpobyem
uuje emumuancan! U mame je morpebHO pemmuTu ra. TexHuWKe 3a peraBambe
NP-kommieraux mpoOsemMa Cy TOHEKAI APyradnje O TEXHWKA, KOje CMO 0
caza pasmarpamu. Hu jenan NP-komiuieran npobisiem ce (HajsepoBaTHUje) He
MOXK€ DEeNIUTH TAYHO W KOMILJIETHO aJITOPUTMOM IIOJMHOMUjAJIHE BPEMEHCKE
cjoxkeHocTu. 36or Tora cmMo npuHyhenu Ha Komipomuce. Hajueniiu kommpomucu
OJIHOCE Ce Ha, ONTHMAJHOCT, TAPAHTOBAHY edUKACHOCT, WJIN KOMIIJIETHOCT pe-
mema. [locToje m Apyre anTepHAaTHBE, O/ KOjUX CBaKa MOHEIITO KPTBYje. Vet
alIropuTaM Ce MOXKe KOPUCTUTH y Pa3JIMIUTHM CHTyalujama, IpuMermnyjyhn
pa3auYuTe KOMIPOMHUCE.

Asropuram koju He Jaje yBeK onTuMaJaH (WU TadaH) PE3y/aTaT 30BE Ce
npubismxkau ajaroputaM. [locebHO cy 3aHUM/BPUBU HTPUOIUKHEA ATTOPUTMHI
KOju MOry Jia TapaHTyjy I'DAHUILy 33 CTEIEeH OJCTYIAamba O TAYHOI Dellermba.
Hemrro kacuuje Bunehiemo Tpu npumepa TakKBUX AJITOPUTAMA.

Y onemKy pa3Marpasu cMO IPODADUIUCTUYIKE AJITOPUTME KOJH MOTY 14
norperne. Hajmo3naruju y T0j Kj1acu je aJiropuTaM 3a IPEro3HABAE IMPOCTUX
OpojeBa. 3a mpobieM MPEeno3HABAKA MPOCTUX OpojeBa ce 0 Tpe JAeceT rOauHa,
HHEje 3HaJO Ja u je y P, ma ce cmarpaso na auje NP-kommreran. Mcnocrasuito
ce Ja je oaj mpobsiem y kjaacu P, mro cy 2002. roaune mokaszaiu Agrawal,
Kayal u Saxena. Osue ce neliemMo GaBUTH aIrOpuTMUMAa 3a MPEMO3HABAIHE
mpoctux OpojeBa, jep 3axTeBajy Npea3Hame n3 Teopuje OpojeBa. Pammpeno
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je BepoBame ma ce NP-koMmmieTHu mpobieMu HE MOTY PEIInTH aJrOPUTMOM
MIOJTMHOMHUjATHE BPEMEHCKE CJIOZKEHOCTH, KOJ KOjuX je BepoBaTHOhA TI'pEIKe
MaJIa 3a cBe yiaa3e. TakBu aaroputMu cy mo csemy cynehu edpukacHu 3a mpodeme,
3a Koje ce He 3HA Jla JIU ¢y y Kjacu P, anu ce He Bepyje ga cy NP-koMmmiaeTau.
Taksu npobsiemu aucy dectu. [IpobabumncTraKy aJIrOPUTMHU Ce MOTY KOPUCTUTH
Kao0 [Ie0 APYTUX CTPATETrHja — HA TPUMEDP, KAO /1€0 MPUOIMKHIX AJITOPUTAMA.

Hpyru kommpomuc moryh je y Be3m ca 3aXTeBOM Jia MOJNHOMUJATHO Oy/ie
BpeMe M3BPIIaBama y Hajeopem cayywajy. Moxke ce TIOKYIIATH Ca PeIaBamheM
NP-kommeraux mpobsemMa 3a MOJUHOMUJATHO cpedrve epeme. Iloremkoha ca
OBUM MPHUCTYIIOM je KaKO JeduHucatu npoceuno speme. Ha mpumep, Termko
je MCKIby4YuTH yJia3e 3a Koje je KOHKperan npobsem TpuBujajad (Kao mrTo je
rpad KOju MMa caMO M30J10BaHE YBOPOBE) U3 M3PadyHaBatba Lpoceka. Taksu
TPUBHJAJIHU YJIa3U MOTY 3HATHO Ja yTUYY HA MPOCeK. AJropurmu npenpuljern
3a TOjeIMHE TUIOBE CIYyYAjHUX yIa3a MOy 1a Oyay KOPHWCHHM aKO je CTBapHa
pacro/iesia BepoBaTHoha ysiaza y CKJIa Ly ca npernocraBbeHoM. MehyTnm, obuaHo
je HasTaxKerme TavHe pacio/iesie Bpo Teiko. Hajrexku meo mociaa npu KOHCTPYK-
Wju aJITOPUTaMa, KOJH y MPOCEKY 00po paje, je Hajuemhe mHUXOBA aHAIN3A.

Konadno, mMory ce mpaBUTH KOMIPOMHUCH Yy BE3W Ca KOMILIETHOINY aJi-
ropuraMa; HamMe, MOYKe Ce JIO3BOJUTHU [ ajIroputaMm paju edHKACHO CaMo
3a Heke crernujaitae yiaze. Ha mpumep, mpobiem moOKpuBad rpaHa MOXKE Ce
pelmTy 33 IOTMHOMUjaTHO Bpeme 3a bunapruthe rpadose. [Ipema Tome, Kas ce
dopmymuie ancrpakTHE IpodseM mosaszehu o1 curyaryje u3 peasHor 2KHBOTA,
Tpeba 00e36eINTH /1 CBU IOTMYHCKH YCJIOBU KOje yiIa3 3aJ0B0JhaBa Oy1y yKIbYYeHn
y ancrpakTHy aedunaunmjy. Apyru npuMep Cy aJropuTMu Ca, €KCIIOHEHITH]AJTHOM
BPEMEHCKOM CJIOYKEHOIINY, KOjU Ce UITaK MOTry W3BPINABATH 33 MAJIE yJIa3e, IITO
je 9ecTo MOTIIyHO 3310BOJhaBajyhe.

10.5.1 [Mpubnu>xHM anropuTMu ca rapaHTOBaHUM KBaSMTETOM
pewetra

Y oBOM 07e/bKy pa3MoTpuhemo mpub/nkHe ajropurve 3a Tpu NP-xom-
IJIeTHA aJrOPUTMA; MOKPHUBAY I'PAHA, MAKOBAIbE M E€yKIUICKH MPOOIEeM TPro-
Badkor mytTHuka. CBa TpH ajiropurmMa MMajy TapaHTOBAHM KBAJHUTET DEIlema;
JPYIUM peduMa, MOXKe Ce JIOKA3aTU /1A Pelleba KOja OHU JIajy HUCY HPeJAIeKo
OJ1 OTITUMAJIHUX PeEIIeha.

Mokpusay rpaHa

Hajmpe hemo pazmorpuTn jeqHocTaBaH MPUOIHKHEA AJTOPUTAM 33 HATAKEIHE
MOKpUBadYa rpaHa garor rpada. AJropuraM rapanryje HaJayKeme MOKPUBAYa,
Ca HAJBUIIE JBA ILyTA BUIIIE YBOPOBA HEI'O y MUHUMAJIHOM IIOKPUBAYY. 34 33/IaTH
Heycmepenn rpad G = (V, E) ynapuBamse je CKyIl IUCjyHKTHUX rpaHa (TpaHa
0e3 3ajelHMYKUX YBOpOBa). MakcuMaJiHO ylapuBame je yIapuBambe Koje ce
HE MO2K€ TPOIIUPUTH T0/IaBaAheM HOBe rpaHe. MakCHMAaIHO yrapuBame MOKE
ce Haliu IpPOCTUM JI0IaBabeM IPaHa CBe J0TJie J0K je To Moryhe (0mHOCHO 10K
LIOCTOje HEKA JiBa HeylapPeHa, a CyCe/Ha 4BOpa).

Heka je G rpad, u meka je M wmaxcumajao ynapuBame y G. Ilomro je
M ynapuBame, HberoBe IpaHe HEMajy 3ajeJHHYKAX Tadaka, a momrTo je M
MaKCHMAJIHO yIIapHuBaibe, CBe OCTaje IpaHe UMajy 0ap jemaH 3ajeJHUIKHA IBOP
ca HeKOM rpanom u3 M.
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Teopema 10.9. Ckyn 460po6a cyceOHUT 2PaHAMAE MAKCUMANHOZ YNAPUBAIHA
M je noxpueaw epana, ca najeuwe 06a NYMa BUULE YEOPOBA HE20 WMO UL UMA
MUHUMAAHY NOKPUBAY.

Zloxas. Ckyn kpajeBa rpana u3 M je mokpuBad rpana, jep je M MaxCcuMaHO
ylapuBame (ako OM 1OCTOjajla HEMOKPUBEHA I'DAaHA, Ta I'PaHa MOrjaa Ou Ja
ce YK/bYyYH y yIapuBame, ITO je Hemoryhe, jep je IMpermocTaB/heHO a je
yuapusarme Makcumasno). CBaku MOKPUBAY I'PAHA, A U ONITUMAJIHU, MOPA Ja
MIOKpHje CBe rpaHe — CIeujaaHo, cBe rpane ynapusama M. Ilomro je M
ynapuBame, 6Mi0 Koju uBop M3 M MoOKe na TOKpHje HAjBHUINE jeTHY T'paHy
ynapusama M. Ilpema Tome, Oap jeman kpaj cBake rpame w3 M wmopa 1ga
NIPUINA/IA ONTUMAJIHOM TOKPUBAYY T'paHa.

JeaHogumen3snoHanHo nakosatbe

JengHogMMeH3MOHAHN TPO6JIEM MAKOBaKha OHOCH Ce HA TIAKOBambe 0bjexara
pa3auYuTe BEIUYWHE Y Kymuje TAaKO Ja Ce HCKOPHUCTH HajMamu moryhum O6poj
Kytuja. Ha mpumep, npuiukom cesnabe je 1u/b MPEeHeTH CBe CTBAPH, Kopucrehn
KaMmoH HajMmamn Moryhn 6poj myTa, makyjyhu creapw miro je moryhe 6osme. To
j€é HapaBHO TPOAMMEH3UOHAJHY TPOOJIEM; OBAe hemMo ce mo3abDaBUTH HErOBOM
JETHOMMMEH3UOHATHOM Bep3ujoM. 3000 jeJHOCTABHOCTH CE€ MPETIOCTABhA 1A
CBU CAHIYIIM MMajy BeJU4uHy 1.

IIpo6aem. Heka je x1,22,...,x, ckyn peannux 6pojesa u3mehy 0 u 1. ITozxe-
JINTU WX y HajMamu Moryhinm Opoj MOACKymoBa, Tako Ja CyMa OpOjeBa y CBAKOM
oJIcKy My Oyze HajBuire 1.

Ha jennonnmvensmonasnu npobsieM IAaKOBama HAWIA3U Ce, Ha IPUMED, Y
mpobIeMuMa yIIPaBbaiba MEMOPHUjOM, KT IIOCTOje 3aXTEBH 3a JOIETIOM MEMOPH]jCKUX
6JI0KOBa PA3INYUTE BEJIUYNHE, A J0/I€JbUBAIGE CEe BPIIU U3 HEKOIMKO jeJHAKUX
Besimkux 6s10KkOBa Memopuje. JegHoaumen3uona au npodsem nakopama je NP-
KOMILJIETAaH.

Jenan o Moryhimx XeypucTrdKuX ajropuTaMa 3a PeraBame OBOr Ipobiema
je craBuUTH T Y UPBY KYTH]jy, & 3aTUM, 38 CBAKO ¢, CTABUTHU X; Y IPBY KYTHU]Y Y
KOJjOj UMa JJOBOJbHO MECTA, UJIK 3AII0Y€TU Ca HOBOM KYTHUjOM, aKO HEMA JIOBOJLHO
MecTa HU y jeaHoj ox kopuinhenunx kytuja. OBaj ajropmraM 30Be ce HPBU
oarosapajyhm u, kao mro mokasyje ciemeha Tteopema, JOBO/BHO je m00ap y
HAJTOPEM CIIydajy.

Teopema 10.10. Aszopumam npsu odzosapajyhiu 3axmesa najeuwe 2m xKymuja,
2de je m wajmarou moz2yhu 6poj Kymuja.

Zloxas. Tlo 3aBpIiieTKy aaropuTMa MpBY OAroBapajyhm He mOCTOje aBe KyTuje
ca nckopuihiemem mamum o 1/2. Ipema Tome, ako ca k 03HAUNMO GpOj yTIO-
Tpebipennx Kyrtuja, oulie m > > x; > (k —1)/2, onakzne je k < 2m + 1,
onHOCHO k < 2m.

Wcnocrasipa ce ma je rpanuiia JedHICAHA OBOM TEOPEMOM MPUINIHO IPy0a.
KoncranTta 2 u3 reopeme Mmoxke ce cMamuTu HA 1.7 MOC/Ie HEIITO KOMIIJIMKOBAHU]€E
ananuze. Koncranra 1.7 me Moxke ce jajbe CMAalbWUTH, jep IIOCTOje IPUMEpHU
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y Kojuma ajropuraMm npBu oaroapajyhum 3axresa 1.7 myra Buille KyTuja o
ONTUMAJHOL AJTOPUTMA.

Onucanu aJIrOpuTaM MOYXKE Ce jeTHOCTABHO TobosbInaTw. /1o Hajroper ciydaja
JOa3” KaJ, ce MHOrO MajuxX OpojeBa MOjaB/byje Ha MOYETKY. ¥ MECTO 3 Ce
OpojeBu MaKyjy y peay KOjuM Hamja3e, OHU Ce HAjIpe cOpTupajy y mepacryhn
uu3. [Ipomemenn anropuram 30Be ce omamajyhm mpsm oxarosapajyhm, u y
HAJjTOpeM CJIy4dajy TPOIu HajBuille okKo 1.22 myTa Buille KyTUja 0JI OITUMAJIHOT
ajaropurma (reopemy Jajemo 6e3 noka3za).

Teopema 10.11. Aszopumam onadajyhu npeu odzosapajyhu 3axmesa Hajeuwe
%m + 4 xymuja, 20e je m Hajmarbu mo2yhu 6poj Kymuja.

Koncranra 11/9 je rakobe naj6ospa moryha. IIpsu oprosapajyhu u onaznajyhn
npBu oxarosapajyhu cy jemmocrasue xeypucrtuke. Iloctoje apyru meronm koju
rapaHTyjy joIn Mame KoHcTanTe. Fbuxosa anamm3sa je y Behunn ciyuajeBa Kom-
TJINKOBAHA.

Crpareruje Koje CMO ONWCAJM TUIOUYHE CY 38 XEYPUCTHUUKE AJTOPUTME.
Omne ompazkaBajy NpupoIHe TPUCTYIIE, OJHOCHO OJroBapajy HAYMHY Ha KOju Ou
HEKO PYYHO perraBao ose mpobieme. MehyruMm, Bugem cMO MHOTO CIydajeBa
y KOjuMa ce JUPEKTHH [PUCTYIU HOHAIIA]Y JIOLIE 33 BeJHKe yiase. 300r Tora
j€ BeOMa BaXXKHO QHAJIM3UPATHU MOHAIIAME TAKBUX AJTOPUTAMA.

Eyknugcku npobnem tprosadkor nyTHuKa

IIpo6aem TproBaukor nmytauka (TSP, ckpahenuna on traveling salesman
problem) je Baxkan nipobGJieM ca MHOrO ipuMena. Pazmorpuhemo oBze Bapujanty
TSP ca nomyHCKHM OTpAHUYEHeM Ja TE€XKUHE IPAHA OJIrOBAPA]Y €YKJIAICKUM
pacrojamuma.

IIpo6aem. Heka je Cy,Co, ..., C), cKyn Tadaka y paBHE KOj€ OATOBaPa]jy MOJIO-
kajuma n rpajosa. [Iponahu XaMuiaroHoB nukiyc MuHuMasIHe JyKune (Mapii-
pyTy TProBadkor uyrauka) mehy mwuma.

ITpo6aewm je u nasme NP-komiuteran (oBo TBpheme HaBouumo 6e3 10Ka3a),
asim BuzieheMo Jla npeTocTaBKa Ja Cy pacrojama eyKJIuJIcKa omoryhyje KoH-
CTPYKIIUjy TPUOJIUKHOT AJITOPUTMa, 3a HEroBO perraBame. llpenusnuje, oBa
MPETTIIOCTABKA, MOYKE Ce YOIIITUTH, 3aMeyjyhin je mpeTnocTaBKoM a3 pacTOjamba,
3a70BOJhABAjy HEJeTHAKOCT TPOYTIJIAa, OMHOCHO 13 je pacTojambe m3Mmehy mBa
9BOpA YBEK Mambe WU jeJHAKO OJI Jy’KWHE TPOU3BOJEHOD IMyTa u3MeDy Hux
MIPEKO OCTAJIMX 9BOPOBA.

Hajnpe ce xoucrpyume munumanno nosesdyjyhe crabiro (MCST; oeme cy
[leHe TPaHa HUXOBE JyXKUHE), IITO jé MHOrO JIaKIIu mpobiaeM (BUAETH Oe-
JbaK . Tepaumo ma nena crabsa uuje Beha o ayzkube HAJOO/HET TUKIYCA
TSP. Baucra, mukayc TSP cagp:ku cBe 4BOpOBe, Ma ra YKIAMAKHE jeIHE IPAHEe
quHU noe3yjyhium crabsiom, duja nena je seha win jemaaka ox mene MCST.

On nosesyjyher crabna ce, mehyrum, ne nobuja mupekrno nukiayc TSP.
IMocmatpajmo Hajmpe IUKIIYC KOju ce 100uja mpeTparoM y ayOuHy oBOT cTabsia
(monazehu o1 IPOM3BOJLHOr YBOPA), U CAAPIKHU TPAHY Y OOPHYTOM CMEpY yBEK
KaJl, ce IpaHa NpUJIMKOM Bpaliama nposiasu y CympoTHOM cMepy (OBaj IMKIIYC
ofTOBapa, Ha IMPUMEp, OOMIACKY ranepuje y oOauKy crabia, ca CIHKaMa Ha
oba 3uza cBakor xoaHuka, uayhu ysex yuaecno). Caka rpaHa ce Tako 1poJia3u
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TA4YHO JBA IyTa, [a je IeHa OBOI IWKJIyca HajBuUIle JBa myTa Beha of mneHe
MCST. Ha kpajy ce oBaj nukiyc mperpasiba y nukiayc TSP, wiyhu npeaunnom
yBek ka1 Tpeba npohu kpo3 rpany Beh ykibydery y IUKIyC (BUIeTH CJII/IK'y.
Jpyrum pednma, yMecTO MOBPATKA, CTAPOM IPAHOM, UIEMO JUPEKTHO 0 MPBOT
HemperJieJaHor UBopa. lIpernocraBka ma cy pacTojama eyKJIuICKa je BayKHa,
jep obe3behyje ma je yBeK AUpPEKTHHU MyT u3MeDhy ABa rpaja 6ap TOTHKO 100ap,
KOJIUKO OMJI0 KOju 3a00MTa3HM IIyT.

Teopema 10.12. [Tystcuna dobujenoz yuxayca TSP je marva od deocmpyxe
dyorcune murnumannoz yukayca TSP.

Cnuka 10.8: (a) Munumanno nosesyjyhe crabno (MCST) (6) mukiyc TSP
nooujern om MCST monazehu on cpemmer uBopa u uayhn yBek ymecHo.

Caootcenocm. Bpemencka CI0KeHOCT OBOT ajroputma, oiapehena je Gpojem
Kopaka y asropurmy 3a koucrpykmujy MCST.

MobGosbwarse

Asropuram Koju ¢MO yIpaBo OMUCAJIN MOYKeE Ce MOOOJBINATH Ha CIeIehn HadH.
Bberos "wajrpybsmu” meo je mperBapame obmimacka crabsa y mukiayc TSP. Ta
KOHBEP3Hja MOXKE Ce MOCMATPATH W Ha ApYyru HauwH: oHa (dopmupa Ojrepos
nUKIyC of crabyia y KoMe je cBaka rpana yaocrpydena. Ilocie rora ce KoH-
crpynnie mukiayc TSP kopumhemem npeuntia y Ojaeposom mmkaycy. Kom-
Bep3uja crabsa y OjrepoB IUKIYC MOXKe Ce U3BECTH MHOTO DAIMOHAJIHU]E.
Ojaepos rpad MoxKe /1a cagpKu caMo YBOpoBe mapHor crenexa. Ilocmarpajmo
CBe YBOPOBE HEMApHOr CTermeHa y crabiy. Bpoj TakBuX YBOpOBa MOpa OHTH
napas (y npoTuBHOM 64 CyMa CTelleHa 4B0poBa Ouiia HellapHa, o je vemorylie,
jep je ra cyma jennaxa asocrpykom 6pojy rpauna). Ojiepos rpad ce oz crabia
MOKe TOOUTH J0/1aBameM JOBOJFHOT Opoja rpaHa, IuMe ce MTOCTHKE /13, CTETeH!
CcBUX 4YBOpOBa mocrtany mapuu. [lomro ce mukayc TSP cacroju ox Ojreposor
uKJIyca (ca HEKUM OPeYrIiamMa), BoJIeau OUCMO Ja MUHUMU3UPAMO 301D Iy XKUHA
J0IaTuX rpana. Pa3MoTpumMo caja Taj mpodseM.

Jlato je crabso y paBHH, a Wb je JOJATH MY HEKE TPAHe, CA MUHUMAJTHOM
CyMOM JIy2KWHA, TAaKO 13 nobujenu rpad 6yme Ojrepos. CBakoM 4BOPY HEMAPHOT
crereHa Mopa ce aoxatu 6ap jegana rpana. ITokyiajMo ma MOCTUTHEMO Wb
JIOIABALEM TAYHO je/[HEe TPaHe CBAKOM TakBOM 4BOpY. IIpermocraBumo na uma



10.5. TexHnuke 3a pag ca NP-kommierHum npobsemuma 154

2k 4dBopoBa HemapHOr creneHa. AKO J10aMO k IpaHa, TaKO Ja CBAKA Off FHbUX
CIaja JBa YBOPA HEHMAPHOI CTEIEeHa, OHJIA e CTeleHr CBUX YBOPOBA MOCTATH
mapuu. [Ipobiem tako mocraje mpobiaem ynapusarba. 1lorpebHo je mpomahn
ynapuBame€ MUHUMAJIHE Ty2KUHE KOje IIOKPHBa CBE YBOPOBE HEIIAPHOI' CTEIICHA.
Hasazkeme onTuMasHOT ymnapuBamba Moxke ce m3pectn 3a O(n®) xopaxa 3a
npoussBosbhu rpad (oBo TBpheme naBoaumo 6e3 gokaza). Konaunu nukiyc TSP
ce 3arum gobuja oz Ojieposor rpada (koju obyxsara MuHUMAaIHO 110Be3yjyhe
CT&6J’[O " ylapuBambe MWHUMAJIHE ﬂy)KI/IHe) KOpI/IH_IheH)eM mpeYduIia. HI/IKJ’IyC
TSP nobujen osuM anropurmom of crabna ca cauke [10.8 npukasan je na

cannu [T0.9)

Ciuka 10.9: Munumanau Ojnepos mukiyc u ogrosapajyhin muxiayc TSP (a)
MUHUMAJIHO noBe3yjylie crabio ca ynapusamem, (6) mukiyc TSP nobujen ox
OjsepoBor 1EKITyCa.

Teopema 10.13. Ilobonwaru aszopumam daje yurayc TSP wuja je dyorcuna
Hajeuwe 1.5 nyma eeha 0d dyosrcune murumanroez yurayca TSP.

Aoxas. Tlorpebno je onenunru mayxxuny OjjepoBor muKiyca, jep ce ay:KuHA
IUKJIyCa TTocie yBoherha eBeHTYATHUX TTPeYInIia MoXKe camMo cMamuTu. Ojiepos
IUKJIYC Ce CACTOjH O cTabiia u yrnapuBama. O3HaUInMO ca () MUHIMAJIHH TTUKJIYC
TSP, a ca |Q| weroBy ayxuny. Bugenu cmo Beh ga je myxkuna crabia Marba,
uiM jesHaka of |@Q|; mpema romMe, IOBOJBHO je JOKA3aTH Ja Iy KUHA yIIapUBAIha,
ue npenasu |Q|/2. Hukiuyc @ caupxu cse uBopose. Heka je D ckyu 4BopoBa
HEIAPHOD CTeleHa y Mmojia3HoM crabiy. 3a ckyn D mory ce dpopmuparu JiBa
JINCjYHKTHA yrapuBarma ca 30upoM nyxkuHa < |Q| Ha caenehu wHauwH (BumeTw
CIUKY Ha KOjOj Cy 3a0Kpyzkenu 4Boposu u3 D). 3amouuntbemo ca 1mpo-
U3BOJBHUM YBOPOM v € D u ynapyjemo ra ca ca HajosmKuMm 9Bopom (y cMepy
Ka3a/bKe Ha cary) AyxK mukiayca . Ilocie Tora nacraBsba ce ca ynapuBambeMm
y ucroMm cMepy. AKO ymapeHu 9BOpoBU HHCY cycenu y (), OHIA je pacTojarbe
u3Mely BuX Mame WM jeJHaKo O JAyKUHE IyTa KOju uX mnosesyje y @ (36or
HejeqHakocTu Tpoyriia). OBaj npouec naje jegHo ynapusame. Ipyro ynapusame
J0buja ce TIOHABJbAHEM UCTOT TIPOIIECa Y CMepy CYNPOTHOM OJf Ka3ajbKe Ha CaTy.
Cywma nyxkuna oba ynapusama je Hajsuiie |Q|, Bujeru ciuky MebhyTum,
momiro je M ynapupame MuUHMMAJHE TexXuHE y D, HBeroBa Jy:KUHA je Mamba
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WM jesiHaKa oJ jyxKuHe 6osber o JBa CIIOMeHyTa ynapupamwa (ca 36upom |Q)|),
na je JaKje Mama Wim jeqHaka o |Q|/2.

Cmuka 10.10: [IBa ynapuBama 4mja CcyMa Jy:KUHA HE IIPEJA3U JIyKUHY
MUHUMAJIHOT IuKayca TSP.

Hanaxeme ynapusama MUHAMAJIHE TEKUHE 3HATHO j€ CJIOXKEHH]E 0J] HATAXKEha
MHUHHMAJIHOT oBe3yjyher crabia, aau ce tume 1obuja 6ospa rpanuna. Haseenn
TMpUMeEp UIYCTPYje OCHOBHY KAPAKTEPUCTUKY OBOT THIIA AJITOPUTAMA: YOIIITaBA,
ce JIaKIIy npobjieM — Wi ce 0C/IabIbyjy (pesakcupajy) HEKU €JIEMEHTH TI0JIa3HOT
mpobaeMa — U Tako ce (POpMHUpPaA XeyPUCTHKA.

10.6 Pe3ume

[Iperxonna noryas/ba Cy MOYKJa W3a3Bajia ONTHUMHU3AM y Be3u ca moryhmomihy
KOHCTPYKImje n06pux asropurama. OBO morjiaB/be Tpeda [a HAC MPUOIMKY
peanaoctu. Ima MHOTO BaxKHUX MPOOIEMA KOjU Ce, HAXKAJIOCT, HE MOT'Y PelIuTH
eJleraHTHUM, epUKACHUM ajropuTMuma. IlorpebHo je ma mpemo3najeMo TakBe
mpobjemMe U Ja UM I[IPOHATA3MMO HEOITHMAJIHA, NpubimKHA pememna. [Ipu
Hara/y Ha HeKM MpobJieM Ha pacrosaramy Cy ABa mpuctyna. Moxe ce moKyIaTn
ca TeXHUKaMa, PeayKiuje 1a Ou ce mpobjieM PEmuo, W MOTYy HCKOPUCTUTH
TeXHUKe yBeIeHE Yy OBOM TIOTJIAaBJbY, U TTOKA3aTH 11 je mpobiaem NP-koMraerasH.
Ha 6u ce n3bersim MHOTOOPOjHU GE3yCIeITHN MOKYINaju Ipe m360pa HCIpaBHOT
NpUCTyIa, NOTPEOHO je Pa3BUTU MHTYUIU]Y 33 OLEHY TEeXKWHE IIPodseMa.
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