Tezinski grafovi

U problemima koji slede bavié¢emo se teZinskim grafovima (eng. weighted graph),
odnosno grafovima u kojima je svakoj grani pridruZena njena tezina (eng. weight).
Umesto tezina grane Cesto ¢emo koristiti i termin duzina grane i pod terminom
duZina puta razmatracemo zbir duZina grana na tom putu (a ne broj grana
na tom putu). Na slici 1 prikazan je jedan usmereni tezinski graf. U ovom
grafu duzina puta (1,2,0) iznosi 5+ 1 = 6, dok duZina puta (1,3,2,0) iznosi
1+2+1=4.

Slika 1: Usmereni tezinski graf.

U programskom jeziku C++ tezinski graf mozemo predstaviti ili matricom
povezanosti u kojoj se umesto logickih vrednosti ¢uvaju tezine grana (uz neku
specijalnu numericku vrednost koja oznacava da ¢vorovi nisu povezani) ili listama
povezanosti gde se u svakom elementu liste povezanosti ¢uva indeks krajnjeg
¢vora grane i tezina grane. Ako tezinski graf predstavljamo listama povezanosti
i ako su duzine grana celobrojne, graf mozemo deklarisati na sledeé¢i nacin:

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda(n);
Novu granu (cvorOd, cvor Do) tezine t dodajemo u graf na sledeéi nadin:
listaSusedal[cvor0d] .emplace_back(cvorDo, t);

Podsetimo se da se primenom funkcije emplace_back najpre konstruise uredeni
par ¢vora i njegove tezine, a zatim taj uredeni par dodaje na kraj vektora.

Usmereni tezinski graf sa slike 1 zadajemo listama povezanosti na slede¢i nacin:

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda

{3, {{2,53, {3,1}}, {{0,1}}, {{0,4}, {2,2}}};

Ako je graf neusmeren, mozemo ga smatrati usmerenim, pri ¢emu svakoj njegovoj
neusmerenoj grani odgovaraju dve usmerene grane iste duzine, u oba smera.
Algoritmi koje ¢emo razmatrati nad tezinskim grafovima odnose se i na usmerene
i na neusmerene grafove.



Najkracéi putevi iz zadatog ¢vora

Problem: Za dati usmereni graf G = (V, E) i jedan njegov ¢vor v pronadi
najkrace puteve od ¢vora v do svih ostalih ¢vorova u grafu G.

Na primer, zadatak moze biti da se u grafu sa slike 1 odrede najkraéi putevi od
¢vora 1 do svih ostalih ¢vorova u grafu. Najkra¢i put do ¢vora 3 bi predstavljala
direktna grana (1,3) duzine 1, dok bi najkraéi put do évora 2 bio put (1,3,2)
ukupne duzine 1+ 2 = 3, a ne direktna grana (1, 2) duzine 5.

Postoji mnogo situacija u kojima se javlja potreba da se izracunaju najkradi
putevi kroz graf. Na primer, graf moze odgovarati auto—karti: ¢vorovi su gradovi,
a duzine grana su duzine direktnih puteva izmedu gradova (ili vreme potrebno
da se taj put prede, ili izgradi, itd, zavisno od problema). Zadatak je pronaéi
najkraé¢i put (u smislu duzine ili proteklog vremena) od jednog grada do drugog.

Aciklicki slucaj

Pretpostavimo najpre da je graf G aciklicki. U tom sluc¢aju problem je laksi i
njegovo resenje pomocéi ¢e nam da problem resimo i u opstem slucaju.

Pokusajmo da problem resimo indukcijom po broju ¢vorova. Bazni slucaj
odgovara grafu sa jednim ¢vorom i on ima trivijalno reSenje: najkra¢i put od
tog ¢vora do njega samog je jednak 0. Neka je |V| = n. Posto je graf aciklicki,
mozemo da iskoristimo topolosko sortiranje grafa. Najpre, ako je redni broj
¢vora v od koga treba odrediti najkrace puteve u topoloskom sortiranju jednak
k, onda se ¢vorovi sa rednim brojevima manjim od k£ ne moraju ni razmatrati
jer ne postoji nacin da se iz ¢vora v do njih dode. Dodatno, redosled ¢vorova
dobijen topoloskim sortiranjem je pogodan za primenu indukcije. Posmatrajmo
poslednji ¢vor u topoloskom redosledu ¢vorova, odnosno ¢vor 2z sa rednim brojem
n. Pretpostavimo (induktivna hipoteza) da znamo najkracée puteve od ¢vora v
do svih ostalih ¢vorova, sem do z. Oznac¢imo duzinu najkraceg puta od ¢vora v
do ¢évora w sa w.SP (eng. shortest path), a duzinu grane (z,y) sa d(z,y). Da
bismo odredili vrednost z.SP, dovoljno je da proverimo samo one ¢vorove w
iz kojih postoji grana do ¢vora z (slika 2). PosSto se najkraéi putevi do ostalih
¢vorova veé znaju, vrednost z.SP biée jednaka minimumu zbira w.SP + d(w, z),
po svim ¢vorovima w iz kojih vodi grana do ¢vora z. Da li je time problem
reSen? Vazno pitanje je da li dodavanje ¢vora z u skup ¢vorova do kojih smo
odredili najkrac¢e puteve moze da skrati najkraé¢i put do nekog drugog ¢vora.
Medutim, posto je z poslednji ¢vor u topoloskom redosledu, ni jedan drugi ¢vor
nije dostizan iz z, pa se duzine ostalih najkraé¢ih puteva ne menjaju. Dakle,
uklanjanje ¢vora z iz grafa, pronalazenje najkracih puteva u preostalom grafu
i vracdanje ¢vora z nazad u graf su osnovni delovi algoritma. Drugim rec¢ima,
slede¢a induktivna hipoteza resava problem.

Induktivna hipoteza: Ako se zna topoloski redosled ¢vorova, umemo da
izracunamo duzine najkrac¢ih puteva od ¢vora v do prvih n — 1 ¢vorova u ovom
redosledu.



Slika 2: Rac¢unanje najkrac¢eg puta od ¢vora v do poslednjeg ¢vora z u topoloskom
poretku.

Razmotrimo sada dati aciklicki graf koji ima n ¢vorova (topoloski uredenih). Iz
njega uklanjamo ¢vor z koji je poslednji u topoloskom redosledu i indukcijom
reSavamo smanjeni problem. Nakon toga nalazimo najmanju medu vrednostima
w;.SP + d(w, z) za sve ¢vorove w; takve da (w;, z) € E i nju proglasavamo za
z.SP:
z.8P= min {w; SP+d(w;,z)}.
i(w;,z)EE

Iz ovog razmatranja direktno sledi odgovarajuc¢i rekurzivni algoritam.

Pokusajmo sada da unapredimo algoritam za trazenje najkrac¢ih puteva u acik-
lickom grafu, tako da se Kanov algoritam za topolosko sortiranje obavlja istovre-
meno sa pronalazenjem najkra¢ih puteva. Drugim rec¢ima, cilj je objediniti dva
prolaza kroz graf (jedan za topolosko sortiranje i drugi za nalazenje najkraéih
puteva) u jedan.

Razmotrimo naéin na koji se algoritam rekurzivno izvrsava (posle nalaZenja
topoloskog redosleda). Pretpostavimo, zbog jednostavnosti, da je redni broj ¢vora
v od koga treba izracunati najkracée puteve u topoloskom redosledu 1 (évorovi
sa rednim brojevima manjim od rednog broja ¢vora v ionako nisu dostizni iz v).
Prvi korak je poziv rekurzivne procedure. Procedura zatim poziva rekurzivno
samu sebe, sve dok se ne dode do ¢vora v. U tom trenutku se duzina najkraceg
puta od ¢vora v do évora v postavlja na 0, i rekurzija poc¢inje da se “razmotava’.
Zatim se razmatra ¢vor w sa rednim brojem 2 u topoloskom poretku; duzina
najkraceg puta do njega izjednacuje se sa duzinom grane (v, u), ako ona postoji;
u protivnom, ne postoji put od v do u. Sledeéi korak je provera ¢vora x sa
rednim brojem 3. U ¢évor x ulaze najvise dve grane — od ¢évorova v i/ili u, pa se
uporeduju duzine odgovaraju¢ih puteva. Umesto ovakvog izvrsavanja rekurzije



unazad, pokusa¢emo da iste korake izvrsimo preko niza ¢vorova sa rastuéim
rednim brojevima u topoloskom redosledu.

Indukcija se primenjuje prema rastu¢im rednim brojevima u topoloskom re-
dosledu pocevsi od v. Ovaj redosled oslobada nas potrebe da redne brojeve
unapred znamo, pa ¢emo biti u stanju da izvrSavamo istovremeno i algoritam za
odredivanje topolosko uredenja i algoritam za odredivanje najkraéih puteva od
¢vora v. Dakle, mozemo razmotriti narednu induktivnu hipotezu.

Induktivna hipoteza: Ako znamo prvih m ¢évorova u topoloskom redosledu
¢vorova, umemo da izracunamo duzine najkraé¢ih puteva od ¢vora v do ¢vorova
sa rednim brojevima od 1 do m.

Razmotrimo ¢vor sa rednim brojem m + 1, koji éemo oznaciti sa z. Da bismo
pronasli najkra¢i put do z, moramo da proverimo sve grane koje vode u z.
Topoloski redosled garantuje da sve takve grane polaze iz ¢vorova sa manjim
rednim brojevima. Prema induktivnoj hipotezi ti ¢vorovi su veé¢ razmatrani, pa
se duzine najkra¢ih puteva do njih znaju. Za svaku granu (w, z) znamo duzinu
w.S P najkraceg puta od v do w, pa je duzina najkraceg puta od v do z preko w
jednaka w.SP + d(w, z). Pored toga, kao i ranije, ne moramo da vodimo rac¢una
o eventualnim promenama najkraéih puteva ka ¢vorovima sa manjim rednim
brojevima od rednog broja ¢vora z, jer se do njih ne moze dodi iz ¢vora z. Da ne
bismo za svaki ¢vor odredivali iz kojih ¢vorova postoji grana ka njemu jer to nije
efikasna operacija u reprezentaciji grafa listama povezanosti, mozemo pamtiti
duzine trenutno poznatih najkrac¢ih puteva do svih ¢vorova sa veéim rednim
brojem od tekuceg ¢vora. Prilikom razmatranja ¢vora z, kao ¢vora sa rednim
brojem m + 1, potrebno je jedino razmotriti grane (z, z) koje polaze iz njega i
za Cvor x proveriti da li je vrednost z.5P + d(z,z) manja od x.SP i ako jeste
azurirati vrednost z.SP. Dakle umesto da grane grafa obradujemo “unazad”,
odnosno u trenutku kada obradujemo njihove krajnje évorove, mi ih obradujemo
“unapred”, u trenutku kada obradujemo njihove polazne ¢vorove.
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Slika 3: Racunanje najkraceg puta u aciklickom grafu: ¢vorovi su oznaceni redom
koji odgovara njihovoj poziciji u topoloskom poretku.

Primer: Razmotrimo izvrsavanje algoritma na primeru aciklickog grafa sa slike 3.
Redosled ¢vorova u topoloskom sortiranju grafa je vy, vq,vs, v4. Neka je zadatak
odrediti najkrace puteve iz ¢vora v1. Na pocetku postavljamo vrednost najkraceg
puta do ¢vora v; na 0 (i to proglasavamo konac¢nom vrednos$éu najkradeg puta



do &vora v1), a vrednosti najkradih puteva do svih ostalih ¢vorova na +oo.
Razmatramo grane koje polaze iz ¢vora vy: to su (vy,vs) i (v1,v3) i azuriramo
najkraée puteve do ¢vora v i do ¢vora vz na v9.SP = min{+00,0+ 5} =5, a
v3.SP = min{+o00,0 4+ 7 = 7}. Drugi ¢vor u topoloskom redosledu je ¢vor vs:
tekuéu vrednost najkradeg puta do njega proglasavamo za konac¢nu vrednost
najkraceg puta, odnosno proglasavamo v9.SP = 5. Zatim razmatramo grane
koje izlaze iz ¢vora vq: to su grane (ve, v3) i (vg,v4) i aZuriramo najkrade puteve
do &vorova vz i vg: v3.8P = min{7,54+ 1} =6 i v4.5P = min{+00,5 + 5} = 10.
Treéi po redu ¢vor u topoloskom poretku je ¢vor vz te tekuéu vrednost najkraceg
puta do njega proglasavamo za kona¢nu. Razmatramo jedinu granu (vs,vs)
koja polazi iz ¢vora v3 i vr$imo azuriranje vrednosti najkraéeg puta do ¢vora
vg: v4.SP = min{10,6 4+ 2} = 8. U ovom trenutku proglasavamo kao konaé¢nu i
duzinu najkraceg puta do ¢vora v, Cime se izvrsavanje algoritma zavrsava.

Do sada smo diskutovali izracunavanje duzina najkracih puteva, a ne i ra¢unanje
samih najkraéih puteva. Da bismo mogli da rekontruisemo najkrace puteve
do svakog ¢vora, za svaki ¢vor pamtimo njegovog prethodnika (roditelja) na
najkrac¢em putu od ¢vora v. Jedino ¢vor v neée imati roditelja na najkra¢em putu.
Na taj nac¢in mozemo jednostavno da rekonstruiSemo same najkrace puteve.

Razmotrimo implementaciju algoritma: pretpostavicemo da je potrebno odrediti
najkrace puteve od ¢vora 0 do svih ostalih ¢vorova.

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,3}, {2,2}}, {{3,1},
{4,233}, {{5,3}}, {3, {{6,13, {7,3}}, {{8,43}, {}, {3, {}};

// funkcija koja stampa put od polaznog cvora v do datog cvora
// kroz grane drveta najkracih puteva
void odstampajPutDoCvora(int cvor, vector<int> roditelj){

// ako smo stigli unazad do polaznog cvora, 2aursavamo

if (roditeljlcvor] == -1)

return;

// inace, stampamo deo puta od roditeljskog cvora do kraja

odstampajPutDoCvora(roditelj[cvor] ,roditelj);

// na kraju stampamo tekucti cvor

cout << ", " << cvor;
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// funkctija koja stampa nmajkracti put do datog cvora i njegovu duzinu
void odstampajNajkraciPut(int cvor, vector<int> roditelj,
vector<int> najkraciPut){
cout << "Najkraci put do cvora " << cvor << " je: 0",
odstampajPutDoCvora(cvor,roditelj);
cout << " i duzine je " << najkraciPut[cvor] << endl;

}

// funkcija koja racuna najkrace puteve od cvora 0 u aciklickom grafu



void aciklicki_najkraci_putevi(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji za svaki cvor cuva njegov ulazni stepen

vector<int> ulazniStepen(brojCvorova,0);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu

// trenutno poznatog najkraceg puta do njega

vector<int> najkraciPut(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());
// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u najkracem putu
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// majkraci put od cvora O do njega samog postavljamo na O
najkraciPut[0] = 0;

// inicijalizujemo niz ulaznih stepena cvorova
// potreban za tzuriavanje Kanovog algoritma
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedalil.size(); j++)
ulazniStepen[listaSusedal[i] [j].first]++;

// red koji cuva cvorove ulaznog stepena nula
queue<int> cvoroviStepenalNula;

// cvorove koji su ulaznog stepena O dodajemo u red
for (int i = 0; i < brojCvorova; i++)
if (ulazniStepen[i] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(i);

while(!cvoroviStepenaNula.empty()){

// cvor sa pocetka rTeda je maredni u topoloskom redosledu
int cvor = cvoroviStepenaNula.front();
cvoroviStepenalNula.pop();

// do njega je odredjen najkract put i stampamo ga
odstampajNajkraciPut (cvor,roditelj,najkraciPut) ;

for (int i = 0; i < listaSusedalcvor].size(); i++){

// ukoliko je do mekog cvora kraci put preko upravo razmatranog cvora

// vrsimo azuriranje najkraceg rastojanja do tog cuvora

int sused = listaSusedal[cvor][i].first;

int grana = listaSusedal[cvor][i].second;

if (najkraciPut[cvor] + grana < najkraciPut[sused]){
najkraciPut [sused] = najkraciPut[cvor] + grana;
// azuriramo koji je roditeljski cvor na najkracem putu
roditelj[sused] = cvor;
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ulazniStepen[sused]--;
// ukoliko je stepen nekog od suseda pao na 0, dodajemo ga u red
if (ulazniStepen[sused] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(sused);
}
}
}

int main(){
aciklicki_najkraci_putevi();
return 0;

}

U algoritmu se svaka grana razmatra po jednom u toku inicijalizacije ulaznih
stepena ¢vorova, i po jednom u trenutku kad se njen polazni ¢vor uklanja iz reda.
Pristup redu zahteva konstantno vreme. Svaki ¢vor se razmatra ta¢no jednom.
Prema tome, vremenska slozenost algoritma za odredivanje najkraé¢ih puteva u
aciklickom grafu je u najgorem slucaju O(|V| + |E|).

Dajkstrin algoritam

Kad graf nije aciklicki, ne postoji topoloski redosled, pa se razmatrani algoritam
ne moze direktno primeniti. Medutim, osnovne ideje se mogu iskoristiti i u
opstem slucaju, kada su duzine grana pozitivne. Naime, jednostavnost algoritma
za odredivanje najkrac¢ih puteva iz zadatog ¢vora u aciklickom grafu posledica
je sledece osobine topoloskog redosleda: ako je z ¢vor sa rednim brojem k& u
topoloskom poretku, onda:

e ne postoje putevi od ¢vora z do ¢vorova sa rednim brojevima manjim od
k, i

e mne postoje putevi od ¢vorova sa rednim brojevima veéim od k do ¢vora z
(slika 4).

Slika 4: Kada ¢vorove poredamo slevo nadesno u redosledu topoloskog poretka, u
grafu mogu postojati samo grane sleva nadesno, koje vode od ¢vorova numerisanih
manjih brojem ka ¢vorovima oznacenim veéim brojem (oznacene crnom bojom),
dok grane koje vode zdesna ulevo, od ¢vorova numerisanih ve¢om vrednoséu ka
¢vorovima oznafenim manjom vredno$éu, ne mogu postojati (oznacene crvenom
bojom).

Ova osobina topoloskog redosleda omogucéuje nam da nademo najkraéi put od



¢vora v do ¢vora z, ne vodedi ra¢una o ¢vorovima koji su posle z u topoloskom
redosledu. Moze li se nekako definisati redosled ¢vorova proizvoljnog grafa (koji
nije nuzno acikli¢ki) koji bi omoguéio nesto sliéno?

Ideja je razmatrati ¢vorove grafa redom prema duzinama najkraé¢ih puteva do
njih od ¢vora v. Te duzine se na pocetku, naravno, ne znaju, veé se izracunavaju
u toku izvrsavanja algoritma. Najpre proveravamo sve grane koje izlaze iz ¢vora
v. Neka je (v,z) najkraca medu njima. PoSto su, po pretpostavci, sve duzine
grana pozitivne, najkraéi put od ¢vora v do évora z je grana (v,x). DuZine
svih drugih puteva od ¢vora v do ¢vora z su vece ili jednake od duzine ove
grane. Cvor z je, dodatno, najblizi od svih évorova évoru v. Prema tome, znamo
najkraéi put do ¢vora najblizeg ¢voru v, i to moze da posluzi kao baza indukcije.
Pokusajmo da napravimo sledeéi korak. Kako mozemo da pronademo najkraci
put do nekog drugog ¢vora? Biramo ¢évor koji je drugi najblizi évoru v (z je
prvi najblizi). Jedini putevi koje treba uzeti u obzir su druge grane iz ¢vora v ili
putevi koji se sastoje od dve grane, tako da je prva grana (v, z), a druga je neka
grana koja polazi iz ¢vora x. Neka je sa d(u,w) oznacena duzina grane (u,w).
Biramo najmanju od vrednosti izraza d(v,y) (y # z) ili d(v,z) + d(z, 2) (z #v).
Jos jednom zakljucujemo da se drugi putevi ne moraju razmatrati, jer je ovo
najkraéi put za odlazak iz v (izuzev do z).

Slika 5: Usmereni tezinski graf koji sadrzi cikluse.

Primer: Razmotrimo graf sa slike 5 i problem trazenja najkrac¢ih puteva od
¢vora v. Prvi najblizi ¢vor ¢voru v je jedan od suseda ¢vora v i to onaj do kog
vodi najkraca grana, a to je ¢vor b. Drugi najblizi ¢vor ¢voru v je ili neki drugi
sused ¢vora v ili neki ¢vor do kog vodi grana iz ¢vora b (kao prvog najblizeg
¢vora ¢voru v) — to ¢e biti ¢vor a do kog vodi put (v, b, a) duzine 2+ 1 = 3. Tredi
najblizi évor ¢voru v bie évor d do kog vodi put (v, b, a,d) duzine 24+ 1+ 1 =4,
a Cetvrti najblizi ¢vor bice ¢vor ¢ do kog vodi direktna grana iz ¢vora v.

U opstem slucaju moze se formulisati sledec¢a induktivna hipoteza.

Induktivna hipoteza: Za zadati graf G = (V, E) i njegov ¢vor v, umemo da
pronademo k ¢vorova najblizih ¢voru v, kao i duzine najkra¢ih puteva do njih.

Zapazimo da se indukcija primenjuje broju ¢vorova do kojih su duzine najkraé¢ih



puteva veé izraCunate, a ne po veli¢ini grafa. Pored toga, pretpostavlja se da
su to ¢vorovi najblizi ¢voru v, i da umemo da ih pronademo. Mi umemo da
pronademo prvi najblizi ¢vor, pa je baza (slucaj k = 1) reSena. Kad k dostigne
vrednost |V| — 1, resen je kompletan problem.

Oznacimo sa Vj, skup koji se sastoji od k najblizih ¢vorova ¢voru v, ukljucujuéi i
v. Problem je pronaci ¢vor w koji je najblizi ¢voru v medu évorovima van Vi, i
pronadi najkraci put od v do w. Najkraéi put od v do w moze da sadrzi samo
¢vorove iz V. On ne moze da sadrzi neki ¢vor y van Vj, jer bi u tom slucaju ¢vor
y bio blizi ¢voru v od ¢évora w (posSto su tezine svih grana pozitivne). Prema
tome, da bismo pronasli ¢vor w, dovoljno je da proverimo grane koje spajaju
¢vorove iz Vj sa ¢vorovima koji nisu u Vj; sve druge grane se za sada mogu
ignorisati. Neka je (u, z) proizvoljna grana grafa G takva da je u € Vi i z ¢ V.
Takva grana odreduje put od v do z koji se sastoji od najkraceg puta od v do
u (koji je prema induktivnoj hipotezi veé poznat) i grane (u,z). Dovoljno je
uporediti duzine svih takvih puteva i izabrati najkraéi medu njima (slika 6).
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Slika 6: Nalazenje sledeceg najblizeg ¢vora zadatom c¢voru v.

Algoritam odreden ovom induktivnom hipotezom izvrsava se na sledeé¢i nacin.
U svakoj iteraciji u skup Vj se dodaje novi ¢vor. To je évor w ¢ Vi, za koji je
najmanja vrednost izraza:

min {u.SP + d(u,w)|u € Vi } (1)

medu svim ¢vorovima w ¢ V. Iz veé iznetih razloga, w je zaista (k + 1)-vi
(sledeéi) najblizi ¢vor évoru v. Prema tome, njegovo dodavanje skupu Vj, prosiruje
induktivnu hipotezu.

Algoritam je sada u potpunosti preciziran, ali mu se efikasnost moze poboljSati.
Osnovni korak algoritma je pronalazenje sledeeg najblizeg ¢vora. To se ost-
varuje izracunavanjem duZzine najkrac¢eg puta prema formuli (1). Medutim, nije
neophodno u svakom koraku proveravati sve vrednosti u.SP + d(u,w). Veéina



tih vrednosti se ne menja pri dodavanju novog ¢vora u skup Vi: mogu se
promeniti samo one vrednosti koje odgovaraju putevima kroz novododati ¢vor.
Mi mozemo da pamtimo duzine trenutno poznatih najkrac¢ih puteva do svih
¢vorova van Vi, i da im pri prosirivanju skupa Vj popravljamo vrednosti. Jedini
nacin da se dobije novi najkraé¢i put nakon dodavanja ¢vora w u Vj je da taj
put prolazi kroz novododati ¢vor w. Prema tome, treba proveriti sve grane
od ¢vora w ka ¢vorovima van V. Za svaku takvu granu (w, z) uporedujemo
duzinu w.SP + d(w, z) sa trenutnom vrednoséu z.SP, i po potrebi popravljamo
vrednost z.SP. Primetimo da smo na ovaj nac¢in odredivali i najkrace puteve
u aciklickom grafu. Svaka iteracija algoritma obuhvata nalazenje ¢vora sa naj-
manjom vrednoséu SP, i popravku vrednosti SP za neke od preostalih ¢vorova.
Ovaj algoritam dobio je naziv Dajkstrin algoritam po Edzgaru Dajkstri koji ga
je osmislio 1956. godine. On pripada grupi pohlepnih algoritama jer se u svakom
koraku bira lokalno optimalno resenje — najblizi ¢vor i nakon obrade trenutno
najblizeg ¢vora rastojanje do njega se vise nikada ne razmatra.

Najkracée puteve od ¢vora v do svih ostalih ¢vorova nasli smo tako Sto smo
pronalazili jedan po jedan najkraéi put. Svaki novi put je odreden jednom
granom, koja produzuje prethodno poznati najkra¢i put do novog ¢vora. Sve te
grane formiraju drvo sa korenom u ¢voru v. Ovo drvo naziva se drvo najkracih
puteva (eng. shortest-path tree), i vazno je za reSavanje mnogih problema sa
putevima. Ako bi duzine svih grana bile medusobno jednake, onda bi drvo
najkracih puteva u stvari bilo BFS drvo sa korenom u ¢voru v. U primeru na
slici 7 podebljane su grane koje pripadaju drvetu najkraé¢ih puteva sa korenom
u ¢voru v. Primetimo da, recimo, najkra¢i put do ¢vora h dobijamo tako Sto
granom (e, h) produzimo prethodno pronadeni najkraé¢i put do ¢évora e: put
(v,b,e).

Primer: Ilustracija izvrsavanja Dajkstrinog algoritma za nalazenje najkracih
puteva od ¢vora v prikazana je na slici 7. Prva vrsta tabele odnosi se samo na
puteve koji se sastoje od jedne grane koja polazi iz ¢vora v. Bira se najkradéi
od tih puteva (grana) i u ovom slu¢aju on vodi ka évoru a. Druga vrsta tabele
pokazuje popravke duzina najkraéih puteva uklju¢ujuéi sada sve puteve koji
se sastoje od jedne grane koja polazi iz ¢vora v ili od dve grane preko ¢vora
a, 1 najkraéi put u ovom slucaju vodi do ¢vora c. U svakoj vrsti tabele bira
se novi, naredni najblizi ¢vor, i prikazuju se duzine trenutnih najkra¢ih puteva
od v do svih ¢vorova. Podebljana su rastojanja za koja se pouzdano zna da su
najkrac¢a. Na osnovu tabele moguce je rekonstruisati i same najkrace puteve.
Na primer, ako zelimo da saznamo koji je to najkraéi put od ¢vora v do ¢vora h
duzine 9, razmatramo kolonu koja odgovara ¢voru h i trazimo poslednju promenu
vrednosti u toj koloni — ona odgovara vrsti oznacenoj ¢vorom e i to znaci da je
¢vor e roditeljski ¢vor ¢vora h. Zatim, na osnovu tabele odredujemo roditeljski
¢vor ¢vora e, gledajuéi kolonu tabele koja odgovara ¢voru e i utvrdivanjem na
kom ¢voru se desila poslednja promena vrednosti u ovoj tabeli — to je ¢vor b
te je on roditeljski ¢vor ¢vora e, dok je roditeljski ¢vor ¢vora b polazni ¢vor v.
Konacno, najkra¢i put rekonstruisemo c¢itajucéi dobijeni niz ¢vorova unazad i kao
najkrac¢i put od ¢vora v do ¢vora h dobijamo put v, b, e, h.
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Slika 7: Primer izvrsavanja Dajkstrinog algoritma.

U Dajkstrinom algoritmu potrebno je da O(|V|) puta pronalazimo najmanju
vrednost u skupu duzina puteva i da ¢esto popravljamo duzine puteva. Struktura
podataka pogodna za efikasno nalazenje minimalnih elemenata i za popravke
duzina elemenata je red sa prioritetom, odnosno kao njegova realizacija min-hip.
Posto je potrebno da pronademo ¢vor do koga je duzina puta najmanja, sve
¢vorove van skupa Vi ¢uvamo u hipu, sa kljuéevima jednakim duzinama trenutno
najkrac¢ih puteva od ¢vora v do njih. Na pocetku su sve duzine puteva osim
one do ¢vora v jednake 400, pa redosled elemenata u hipu nije bitan, sem sto
¢vor v mora biti na vrhu. Nalazenje ¢vora w koji je medu ¢vorovima van Vi
najblizi ¢voru v je jednostavno: on se uzima sa vrha hipa. Posle toga se za
svaku granu (w,u) proverava da li najkraéi put do ¢vora w produZen granom
(w,u) skracuje trenutno poznati najkraéi put do ¢évora u. Medutim, kad se
promeni duzina puta do nekog ¢vora u, moze se promeniti i polozaj ¢vora u u
hipu. Prema tome, potrebno je na odgovarajuci nacin popravljati hip. S obzirom
da se putevi do ¢vora mogu samo skratiti, to znaci da se vrednost kljuca u hipu
moze samo smanjiti i eventualno pri tom postati manja od vrednosti kljuca svog
roditelja (posto je prethodna vrednost elementa bila manja od vrednosti njegove
dece u hipu, to ée vaziti i za smanjenu vrednost kljuca). Operacija smanjivanja
vrednosti klju¢a u min-hipu nije direktno podrzana u standardnoj biblioteci,
ali se odgovarajuca popravka hipa moze izvesti razmenom vrednosti elementa i
njegovog roditelja, sve dok uslov hipa ne bude zadovoljen. Ova operacija se dakle
moze izvesti u slozenosti O(logn), gde je n broj elemenata u hipu. Medutim,
problem sa ovim popravkama je u tome sto hip kao struktura podataka ne
podrzava efikasno pronalazenje zadatog elementa. Naime, pretraga elementa u
hipu izvrsava se u linearnoj vremenskoj slozenosti u odnosu na broj elemenata u
hipu. Iz tog razloga umesto da se vrednost rastojanja do nekog ¢vora u hipu
zameni novom (manjom) vrednoSéu, vrsi se umetanje novog ¢vora sa istom
oznakom ¢vora i novom (manjom) vredno$éu rastojanja (ova tehnika se naziva
tehnikom lenjog brisanja). S obzirom na to da je nova vrednost rastojanja manja
od stare, novi ¢vor ¢e sigurno biti skinut iz hipa pre starog, te je jedino potrebno
prilikom uzimanja elementa sa vrha hipa proveriti da li taj ¢vor nije veé¢ ranije

11



bio obraden.

Ostaje bojazan da ovakva implementacija moze da ugrozi vreme izvrsavanja
operacija. Ukoliko bismo nasli nacin da efikasno pronalazimo elemente u zadatom
hipu, u hipu bismo ¢uvali u svakom trenutku O(|V|) elemenata. Medutim, u
implementaciji koja ¢uva kopije ¢vorova prilikom obrade svake (usmerene) grane
moze se dodati maksimalno jedan novi element u hip. Dakle ukupan broj ¢vorova
biée sigurno manji ili jednak od O(|E|), te ée svaka od operacija umetanja
elementa u hip i brisanja minimalnog elementa iz hipa biti slozenosti O(log |E|).
S obzirom na to da vazi da je |E| < [V|?, i stoga log |E| < 2 - log |V, slozenosti
O(log |E|) i O(log |V|) se asimptotski ne razlikuju, te ¢e operacije nad hipom
koji ¢uva kopije ¢vorova biti iste asimptotske slozenosti kao i u slu¢aju kada
nema kopija.

Dajkstrin algoritam za nalazenje najkracih puteva od ¢vora sa oznakom 0 prikazan
je u nastavku.

// uredjen par vrednosti rastojanja do cvora % indeksa cvora;
// vazan je redosled komponenti u uredjenom paru

// zbog operactije poredjenja po rastojanju

typedef pair<int,int> rastojanjeDoCvora;

// tezinski graf predstavljen listom povezanosti

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,3}, {2,1}, {3,2}},
{{3,4}, 4,33}, {5,333}, {3, {{6,1}, {7,3}},
{0,233, {3, {{1,133}};

// Dajkstrin algoritam za odredjivanje najkracth puteva
// iz cvora sa indeksom O do svih cwvorova u grafu
void najkraciPuteviDajkstra(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva informaciju o tome da li je cvor posecen

vector<bool> posecen(brojCvorova,false);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu trenutno poznatog

// najkraceg puta do njega

vector<int> najkraciPut(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());

// niz koji za svaki cvor cuva roditeljski cvor u drvetu najkracih puteva
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// min-hip u koji smestamo rastojanja do svih cvorova
priority_queue<rastojanjeDoCvora,vector<rastojanjeDoCvora>,
greater<rastojanjeDoCvora>> rastojanja;

// ubacujemo polazni cvor u hip

// i postavljamo rastojanje do njega na O
rastojanja.push(make_pair(0,0));
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najkraciPut[0] = 0;

// rastojanja do svih ostalih cvorova postavljamo na

// maksimalnu mogucu vrednost % ubacujemo ih u hip

for(int cvor = 1; cvor < brojCvorova; cvor++)
rastojanja.push(make_pair(numeric_limits<int>::max(),cvor));

// odredjujemo narednih (brojCvorova-1) cvorova 1%
// rastojanja do njih
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++){

// tzdvajamo maredni najblizi cvor
rastojanjeDoCvora najblizi = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

int cvor = najblizi.second;

// ako je taj cvor vec posecen, me treba ga ponovo brojats
// % preskacemo njegovu obradu
if (posecen[cvor]){
i-—;
continue;
}
// inace pmatimo da smo ga sada posetils
posecen[cvor] = true;

// postavljamo vrednost najkraceg puta do njega

// kroz do sada posecene cvorove

najkraciPut[cvor] = najblizi.first;

// stampamo informaciju o najkracem putu do tog cvora;

// najkract putevi se ispisuju u redosledu njihovog "otkrivanja'
odstampajNajkraciPut (cvor,roditelj,najkraciPut) ;

// za sve susede tekuceg cvora
for (int j = 0; j < listaSusedalcvor].size(); j++){
// ako do sada nisu bili posecent
if (!posecen[listaSusedalcvor] [j].first]){
int sused = listaSusedal[cvor] [j].first;
int duzinaGrane = listaSusedalcvor][j].second;
// ukoliko je put kroz tekuct cvor do suseda kraci od poznatog
// najkraceg puta, azuriramo vrednost najkraceg puta do suseda
// t vrednost njegovog roditeljskog cvora
if (najkraciPut[cvor] + duzinaGrane < najkraciPut[sused]){
najkraciPut [sused] = najkraciPut[cvor] + duzinaGrane;
roditelj[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip; ako je
// postojala prethodna vrednost, me brisemo je:
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// mova wvrednost ce se mact u hipu tznad stare
rastojanja.push(make_pair(najkraciPut [sused], sused));

}

}
}

int main(){
najkraciPuteviDajkstra();
return 0;

}

Slozenost: Kao sto smo ve¢ pomenuli, operacije umetanja i brisanja iz hipa
bice slozenosti O(log |V]). Mozemo imati najvise O(|V] + |E|) umetanja u hip
(u varijanti sa ¢uvanjem kopija ¢vorova) i najvise O(|V| + |E|) brisanja iz hipa.
Prema tome, vremenska slozenost algoritma je O((|V| + |E|)log |V|). Zapaza se
da je Dajkstrin algoritam sporiji nego algoritam koji odreduje najkraée puteve
od zadatog &vora u aciklickom grafu.!

Tip pretrage koji se javlja u Dajkstrinom algoritmu se naziva i pretraga sa
prioritetom — svakom ¢voru dodeljuje se prioritet (u ovom sluc¢aju trenutno
najmanje poznato rastojanje od polaznog ¢vora), pa se ¢vorovi obilaze redosledom
koji je odreden prioritetom. Kad se zavrsi razmatranje tekuéeg ¢vora, razmatraju
se sve njemu susedne grane i pritom se mogu promeniti prioriteti nekih drugih
¢vorova. Nacin izvodenja tih promena je detalj po kome se jedna pretraga sa
prioritetom razlikuje od druge. Pretraga sa prioritetom je karakteristicna za
tezinske grafove i sloZenija je od obi¢ne pretrage.

Belman-Fordov algoritam

Razmotrimo sada problem odredivanja najkrac¢ih puteva iz zadatog ¢vora u
opstem slucaju, kada tezine grana mogu biti i negativne. Prirodno je zapitati se
da li negativne tezine grana imaju ikakvog smisla. Naime, u kontekstu rastojanja
na mapama nemaju, medutim pokazuje se da tezinski grafovi ¢ije tezine mogu
biti i pozitivne i negativne nisu neuobiéajeni u modelovanju nekih problema iz
realnog sveta. Razmotrimo problem merenja razlike u nadmorskoj visini izmedu
mesta u kom se nalazimo i mesta u koje putujemo. Kretanje uzbrdo mozemo
modelovati granom pozitivne tezine, a kretanje nizbrdo granom negativne tezine.

Drugi problem koji mozemo modelovati na ovaj nacin je problem odrzavanja
salda na racunu: izvrsavanje razli¢itih transakcija moze dovesti do zarade — koju
¢emo modelovati granom pozitivne tezine ili do gubitka — koji ¢emo modelovati
granom negativne tezine. Mozemo recimo razmotriti problem konverzije iz jedne
novcane valute u drugu: pri svakoj konverziji mozemo nesto zaraditi ili izgubiti.

1 Ukoliko bi se umesto binarnog hipa koristio Fibonadijev hip, vremenska sloZenost Dajk-
strinog algoritma bila bi jednaka O(|E| + |V|log|V]).
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Na primer, ako dolare konvertujemo u funte, zatim ih konvertujemo u eure, a
onda u japanske jene, moze se desiti da zavrsimo sa vise novca u odnosu na ono
sa ¢ime smo krenuli.

Razmotrimo, takode, problem putovanja iz jednog grada u drugi, pri ¢emu je
moguce na nekom od delova puta pokupiti nekog putnika i zaraditi odredenu
koli¢inu novca na tom delu puta. Cilj nam je da dodemo iz jednog grada u
drugi na najjeftiniji nac¢in. Ovaj problem mozemo modelovati u vidu problema
trazenja najkraceg puta u grafu ¢ije tezine grana mogu biti pozitivne i odgovaraju
troskovima putovanja izmedu ta dva grada (ako na tom delu puta putujemo
sami) ili negativne (ako na nekom delu puta pokupimo jednog ili vise putnika i
od njih zaradimo viSe novca nego sto su troskovi tog dela puta).

Ukoliko graf sadrzi neku granu negativne duzine, Dajkstrin algoritam ne garantuje
da ¢emo do svakog ¢vora odrediti zaista najkrace puteve.

Na primer, ako bismo u grafu sa slike 8 zZeleli da odredimo najkrace puteve iz
¢vora a do svih ostalih ¢vorova i u te svrhe primenimo Dajkstrin algoritam, on
bi najpre odredio najkraéi put do ¢vora b (kao ¢évora koji je od svih évorova
do kojih postoji grana iz a najblizi ¢voru a) i proglasio bi da je on duzine 2, a
nakon toga bi odredio najkraé¢i put do ¢vora ¢ kao drugog najblizeg ¢vora ¢voru
a i proglasio bi da je duzina najkraceg puta do njega 3 ¢ime bi se se izvrsavanje
algoritma zavrsilo. Medutim, jasno je da najkracéi put od ¢vora a do ¢vora b vodi
preko ¢vora c i duzine je 1, ali Dajkstrin algoritam ne bi razmatrao ovaj put.

Slika 8: Primer grafa koji sadrzi granu negativne duzine i za koji Dajkstrin
algoritam ne racuna dobro najkraca rastojanja.

Ukoliko graf ima negativne duzine grana, ali ne sadrzi ciklus negativne duzine,
najkraéi putevi iz datog ¢vora v mogu se odrediti tzv. Belman-Fordovim algorit-
mom. Ric¢ard Belman i Lester Ford su prvi objavili ovaj algoritam 1958. i 1959.
godine, medutim, smatra se da je do njega ipak prvi dosao Alfonso Simbel 1955.
godine. Uslov da graf ne sadrzi ciklus negativne duzine je prirodan jer inace
najkrac¢i putevi ne bi mogli biti odredeni. Razmotrimo primer grafa sa slike 9:
najkraéi put od ¢évora v do ¢vora w ne bi se mogao odrediti jer bi svaki prolazak
kroz ciklus (b, ¢, a,b) smanjivao duzinu puta za 1.

Osnovni korak u Belman-Fordovom algoritmu je isti kao i u Dajkstrinom algo-
ritmu i u algoritmu za odredivanje najkraéih puteva u aciklickim grafovima, a to
je tzv. relaksacija grane (u,w), odnosno provera da li je vrednost w.SP trenutno
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Slika 9: Primer grafa koji sadrzi ciklus negativne duzine.

najkraéeg utvrdenog rastojanja do ¢vora w veéa od vrednosti u.SP + d(u,w);
ako je to tacno, azurira se vrednost w.SP i pamti da najkraéi put do ¢vora w
vodi kroz ¢vor u.

Ideja Belman-Fordovog algoritma je da se ukupno |V| — 1 put izvrsi relaksacija
svih grana u grafu u proizvoljnom redosledu grana. Tvrdimo da ¢e nakon toga
biti korektno izracunati najkraéi putevi od ¢évora v do svih ¢vorova u grafu.
Za ¢vorove koji su nedostizni iz pocetnog ¢vora, duzina najkraéeg puta ostace
jednaka +o0.

// funkcija koja koriscenjem Belman-Fordovog algoritma
// racuna najkrace puteve do svih cvorova
void najkraciPuteviBelmanFord(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu trenutno poznatog

// najkraceg puta do njega

vector<int> najkraciPut(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());
// niz koji za svaki cvor cuva njegovog prethodnika u

// najkracem putu

vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

najkraciPut[0] = 0;

// 1V[-1 put prolazimo kroz skup svih grana
for (int k = 0; k < brojCvorova - 1; k++)
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedali].size(); j++){

int sused = listaSusedali] [j].first;

int grana = listaSusedali] [j].second;

// ukoliko je potrebno vrsimo relaksaciju grane
if (najkraciPut[i] + grana < najkraciPut[sused]){
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najkraciPut [sused] = najkraciPut[i] + grana;
// % postavljamo kojt cvor mu prethodi na najkracem putu
roditelj[sused] = 1i;

}

// ukoliko 1 dalje postoji put koji je moguce skratiti
// onda graf sadrzi ciklus negativne duzine
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)

for (int j = 0; j < listaSusedali].size(); j++){

int sused = listaSusedali][j].first;
int grana = listaSuseda[i] [j].second;
if (najkraciPut[i] + grana < najkraciPut[sused]){
cout << "Graf sadrzi ciklus negativne duzine" << endl;
return;
}
3

// stampamo mnajkrace puteve do svih cvorova u grafu
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++)
odstampajNajkraciPut (i, roditelj, najkraciPut);

}

int main(){
najkraciPuteviBelmanFord();
return 0;

}

Dokazimo korektnost Belman-Fordovog algoritma. Neka je n broj ¢vorova u grafu.
Oznacimo sa dj (i) vrednost promenljive najkraciPut [i] nakon izvrSavanja k
iteracija spoljasnje for petlje. Dokazimo korektnost ovog algoritma.

Tvrdenje: Ukoliko u grafu G postoji ciklus negativne duzine koji je dostizan iz
pocetnog ¢vora v, onda nakon izvrSavanja Belman-Fordovog algoritma postoji
grana (u,w) € F koja se moZe relaksirati, tj. za koju vazi d,,—1(w) > dp—1(u) +
d(u,w); ako graf G ne sadrzi ciklus negativne duzine, onda za svaki ¢vor u € V
vazi da je d,—1(u) jednako najkra¢em rastojanju od ¢vora v do ¢vora w.

Dokaz: Pokazimo najpre prvo tvrdenje. Pretpostavimo da G sadrzi ciklus

negativne duZine ¢ = (vg, vy, ..., V), U = Vg, dostizan iz ¢vora v (slika 10).
Tada je:
k
Zd(%;hvi) <0 (2)
i=1

Pretpostavimo suprotno, da za svaku granu (u, w) € F vazi d,,—1(w) < dp—1(u)+
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=v5

Slika 10: Ciklus negativne duzine.

d(u,w). Onda i za svaku granu ciklusa (v;—1,v;) € E,i =1,...,k vazi:
dn—1(v3) < dp—1(vie1) + d(vio1,vi).

Sabiranjem ovih nejednakosti za sve grane ciklusa dobija se:

k

k k
D dna () <D dna(vic) + Y d(vi1,v;)

i=1

Posto je vg = v, vazi:

k k
Z dn—1(v;) = Z dp—1(vi-1)

te dalje vazi:

suprotno pretpostavei (2).

Pokazimo sada drugo tvrdenje: da ako graf ne sadrzi ciklus negativne duzine,
onda za svako u € V vrednost d,,_1(u) sadrzi duzinu najkrac¢eg puta od ¢vora
v do ¢évora u. Pokazad¢emo indukcijom po k da dj(u) sadrzi minimalnu duzinu
puta od v do u koji se sastoji od najvise k grana: dakle, da do(u) sadrzi duzinu
najkradeg puta od v do u od maksimalno 0 grana, d;(u) duzinu najkraceg puta
od v do u od maksimalno 1 grane, do(u) duzinu najkraceg puta od maksimalno
2 grane i sl. Ako bi ovo vazilo, onda bi d,,—1(u) sadrzalo duzinu najkraceg
puta od ¢vora v do ¢vora u koji se sastoji od maksimalno n — 1 grana. Ovo je
sigurno i duzina najkraéeg puta izmedu ova dva ¢vora jer iz ¢injenice da graf ne
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sadrzi ciklus negativne duzine sledi da najkraéi put izmedu dva ¢vora ne sadrzi
ponovljene ¢vorove, te se sastoji od maksimalno n — 1 grana.

Bazni slucaj tvrdenja (za k = 0) je jednostavan: prema samom algoritmu vazi
da je dp(u) = 0 ako je u = v, a inace je dp(u) = +00. Stoga tvrdenje vazi jer
put duzine 0 postoji samo od ¢évora v do njega samog i duzine je 0.

Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da za sve ¢vorove u vazi da dj_1(u)
sadrzi minimalnu duzinu puta od ¢vora v do ¢vora u koji se sastoji od najvise
k — 1 grana.

Slika 11: Ilustracija uz dokaz korektnosti Belman-Fordovog algoritma.

Neka je P najkraci put od ¢vora v do ¢vora u sa najvise k grana i neka je w
¢vor neposredno ispred w na putu P (slika 11). Oznac¢imo deo puta P od ¢vora
v do ¢vora w sa Q. Tada se put @ sastoji od najvise k — 1 grana i mora biti
najkraé¢i moguéi put od v do w koji se sastoji od maksimalno k — 1 grana (inace
bismo u najkraéem putu P deo @ zamenili kra¢im putem od v do w). Prema
induktivnoj hipotezi duzina puta @ jednaka je dy_1(w).

Razmotrimo izvrsavanje poslednje, k-te iteracije spoljasnje for petlje: u njoj se
razmatraju sve grane grafa, pa i grana (w,u). Proverava se da li je zbir duzine
grane (w,u) i trenutno najkradeg puta do ¢vora w manji od trenutno najkraceg
puta do ¢évora u i ako jeste, vrsi se azuriranje. Dakle, vazi jednakost:

di(u) = min{dy—1(u), dp—1(w) + d(w,u)}.
Znamo da vazi
i1 (w) + d(w, ) = d(Q) + d(w, u) = d(P)

pa stoga vazi da je:

dy,(u) = min{dg 1 (u),d(P)} 3)

Takode, s obzirom na to da je di_1(u) duzina najkradeg prostog puta od v do u
koji se sastoji od najvise k — 1 grana, vazi:

di—1(u) > d(P) (4)

jer P razmatra vedéi broj grana (ima veéi broj opcija na raspolaganju).
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Iz nejednakosti (3) i (4) sledi

odnosno di(u) je minimalna duZina puta od ¢vora v do ¢vora u koji koristi
najvise k grana. U

Primetimo da se relaksacija grana ne mora vrsiti istim redosledom u svakoj od
iteracija, jer ¢e svaki redosled obilaska grana ocuvati invarijantu: da je nakon k
iteracija vrednost d(u) jednaka minimalnoj duzini puta od v do u koji se sastoji
od maksimalno k grana.

SloZenost Belman-Fordovog algoritma iznosi O(|V] - | E|), jer spoljasnjom for
petljom prolazimo O(|V]) puta, a u svakoj iteraciji ove petlje prolazimo skupom
svih grana u grafu.

Na slici 12 ilustrovano je izvrsavanje Belman-Fordovog algoritma.

Minimalno povezujucée drvo

Razmotrimo sistem rac¢unara koje treba povezati optickim kablovima tako da
postoji veza izmedu svaka dva racunara. Poznati su troskovi postavljanja kabla
izmedu svaka dva racunara. Cilj je projektovati mrezu optickih kablova tako da
ukupna cena mreze bude minimalna. Sistem racunara moze biti predstavljen
neusmerenim grafom c¢iji ¢vorovi odgovaraju rac¢unarima, a grane — potencijalnim
vezama izmedu racunara, sa odgovarajuéim (pozitivnim) cenama. Onda se
problem svodi na pronalazenje povezanog podgrafa (sa granama koje odgovaraju
postavljenim optickim kablovima) koji sadrzi sve ¢vorove, takav da mu ukupna
suma cena grana bude minimalna (slika 13). Nije tesko videti da taj podgraf
mora da bude drvo. Naime, ako bi podgraf imao ciklus, onda bi se iz ciklusa
mogla ukloniti jedna proizvoljna grana ¢ime bi se dobio podgraf koji je i dalje
povezan, a ima manju cenu, jer su cene grana pozitivne. Trazeni podgraf zove se
minimalno povezujule (razapinjuce) drvo (MCST, skradenica od eng. minimum-—
cost spanning tree) i ima mnogo primena. Slican prethodnom problemu je
i problem povezivanja N gradova autoputevima, tako da postoji put izmedu
svaka dva grada, a da ukupna cena izgradnje autoputa bude minimalna moguca.
Minimalno povezujuée drvo ima primenu i u konstrukciji pribliznih algoritama,
na primer, za resavanje problema trgovackog putnika.

Dakle, problem kojim se bavimo je konstrukcija efikasnog algoritma za nalazenje
minimalnog povezujuceg drveta u datom neusmerenom tezinskom grafu sa
pozitivnim tezinama grana. Tezine grana ¢emo u kontekstu ovog grafa zvati i
njihovim cenama. Postoji vise razli¢itih algoritama za odredivanje minimalnog
povezujuéeg drveta datog grafa: mi ¢emo razmotriti dva — Primov i Kruskalov
algoritam. Ukoliko su cene svih grana u grafu medusobno razlicite, minimalno
povezujuce drvo grafa bice jedinstveno, sto olaksava reSavanje problema.

Problem: Za zadati neusmereni povezani tezinski graf G = (V, E) ¢ije su grane
pozitivne tezine konstruisati povezujuce drvo T" minimalne cene.
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Slika 12: Primer izvrsavanja Belman-Fordovog algoritma. Graf ima 5
¢vorova, te se algoritam sastoji od 4 iteracija, za k£ = 1,2,3,4. Prva
slika odgovara inicijalizaciji, a naredne slike pojedina¢nim prolazima kroz
sve grane. Vrednosti d; prikazane su unutar ¢vorova, a grane plave boje
vode od prethodnika ¢vorova na (trenutno) najkra¢im putevima: ako je
grana (u,v) plave boje, onda se do ¢vora v najkra¢im putem dolazi preko
¢vora u. U svakom prolazu grane se relaksiraju u narednom redosledu:

(t,2), (t,y), (t, 2), (2, 1), (y, ), (y, 2), (2,2), (2,5), (s,1), (,9)-

21



Slika 13: Neusmereni povezani tezinski graf i njegovo minimalno povezujuée
drvo.

Primov algoritam

Posto je drvo odredeno skupom grana grafa prirodno je koristiti indukciju po
skupu grana. Namece se naredna induktivna hipoteza.

Induktivna hipoteza: Umemo da konstruisemo minimalno povezujuée drvo
za povezani graf sa manje od m grana.

Bazni slucaj je trivijalan. Ako je zadat problem konstrukcije minimalnog povezu-
juéeg drveta sa m grana, kako se on moze svesti na problem sa manje od m grana?
Tvrdimo da grana najmanje cene mora biti uklju¢ena u minimalno povezujuce
drvo. Ako ona ne bi bila ukljuc¢ena, onda bi njeno dodavanje minimalnom
povezujucem drvetu zatvorilo neki ciklus; uklanjanjem proizvoljne druge grane
iz tog ciklusa ponovo se dobija drvo, ali manje cene — $to je u suprotnosti sa
pretpostavkom o minimalnosti konstruisanog povezujuéeg drveta. Dakle, mi
znamo jednu granu koja mora da pripada minimalnom povezujuéem drvetu.
Da li mozemo da je uklonimo iz grafa i da primenimo induktivnu hipotezu na
ostatak grafa, koji sada ima manje od m grana? Da li je ovo regularna primena
indukcije?

Slika 14: Graf koji je u obliku ciklusa.

Prvi problem u ovakvoj primeni indukcije je u tome $to posle uklanjanja grane,
dobijeni problem nije ekvivalentan polaznom. Prvo, izbor jedne grane ogranicava
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mogucnosti izbora drugih grana. Razmotrimo primer grafa sa slike 14. Grana
(c,d) je grana minimalne cene u grafu, i ako nju uklonimo i problem svedemo na
traZenje minimalnog povezujuéeg drveta u grafu G bez grane (¢, d) dobili bismo
da njega Cine sve ostale grane grafa: grane (d, e), (e, a), (a,b) i (b, ¢). Dodavanjem
grane (¢, d) u ovo minimalno povezujuée drvo dobijamo ciklus, a znamo da ciklus
ne moze biti deo minimalnog povezujuéeg drveta.

Drugi problem sa primenom ovakve induktivne hipoteze je taj Sto nakon uklan-
janja grane graf ne mora da ostane povezan. Razmotrimo graf sa slike 15: nakon
uklanjanja grane (¢, d) minimalne teZine, graf se raspada na dve komponente
povezanosti.

Slika 15: Graf koji se nakon uklanjanja grane minimalne tezine raspada na dve
komponente povezanosti.

Resenje nastalog problema je u preciziranju induktivne hipoteze. Mi znamo kako
da izaberemo prvu granu, ali ne mozemo da je uklonimo i prosto zaboravimo na
nju, jer ostali izbori zavise od nje. Dakle, umesto da granu uklonimo, treba da
naznac¢imo da je ona uklju¢ena u minimalno povezujuée drvo, i da tu ¢injenicu,
njen izbor, koristimo dalje u algoritmu. Na taj nacin se jedna po jedna grana
bira i dodaje u minimalno povezujuée drvo. Prema tome, indukcija se ovde ne
vr8i po velidini grafa, veé prema broju izabranih granae u zadatom (fiksiranom)
grafu.

Induktivna hipoteza: Za zadati povezan graf G = (V, E) umemo da pron-
ademo povezan podgraf — drvo T sa k grana (k < |V| — 1), tako da je drvo T'
podgraf minimalnog povezujuceg drveta grafa G.

Bazni slucaj za ovu hipotezu smo veé¢ razmotrili — on se odnosi na izbor
prve grane. Pretpostavimo da smo pronasli drvo T koje zadovoljava induktivnu
hipotezu i da je potrebno da T prosirimo narednom granom. Kako da pronademo
novu granu za koju ¢emo biti sigurni da pripada minimalnom povezujué¢em
drvetu? Primeni¢emo sli¢an pristup kao i pri izboru prve grane. Za T se veé zna
da je deo konacnog minimalnog povezujuéeg drveta. Zbog toga u minimalnom
povezuju¢em drvetu mora da postoji bar jedna grana koja povezuje neki ¢vor iz
T sa nekim ¢vorom u ostatku grafa. Pokusac¢emo da pronademo takvu granu.
Neka je Ej skup svih grana koje povezuju T sa ¢vorovima van T'. Tvrdimo da
grana sa najmanjom cenom iz Ej pripada minimalnom povezujuéem drvetu.
Oznadimo tu granu sa (u,v) (videti sliku ??; grane drveta T su podebljane).
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Posto je drvo koje konstruisemo povezujuce, ono sadrzi tacno jedan put od u do
v jer izmedu svaka dva ¢vora u drvetu postoji tacno jedan put. Ako grana (u,v)
ne bi pripadala minimalnom povezuju¢em drvetu, onda ona ne bi pripadala ni
putu od u do v. Medutim, posto u pripada, a v ne pripada T, na tom putu
mora da postoji bar jos jedna grana (z,y) takva da x € T iy ¢ T. Cena ove
grane veca je od cene (u,v), jer je cena (u,v) najmanja medu cenama grana koje
povezuju T sa ostatkom grafa. Sada mozemo da primenimo sli¢no zakljucivanje
kao pri izboru prve grane. Ako granu (u,v) dodamo minimalnom povezuju¢em
drvetu, a iz njega izbacimo granu (z,y), dobijamo povezujuée drvo manje cene,
sto je kontradikcija.

Slika 16: Nalazenje slede¢e grane minimalnog povezujuéeg drveta.

Napomenimo da ako u grafu postoje grane iste tezine, prilikom nailaska na grane
jednake cene, proizvoljno se bira jedna od njih.

Opisani algoritam poznat je pod nazivom Primov algoritam i slican je Dajkstri-
nom algoritmu za nalazenje najkrac¢ih puteva od zadatog ¢vora. Interesantno
je ovaj algoritam prvi osmislio Vojteh Jarnik 1930. godine, a da su tek kasnije
nezavisno do njega dosli Robert Prim 1957. godine i Edzger Dajkstra 1959.
godine.

Primovim algoritmom minimalno povezujuce drvo 1" se konstruise prosirivanjem
trenutno konstruisanog drveta T jednom po jednom granom. Drvo T se inicijal-
izuje na drvo koje sadrzi samo granu minimalne cene u grafu. U svakoj iteraciji
pronalazi se grana koja povezuje T sa nekim ¢vorom van 7', a ima najmanju
cenu. Jedina razlika izmedu Primovog algoritma za konstrukciju minimalnog
povezujuéeg drveta i Dajkstrinog algoritma za nalazenje najkrac¢ih puteva je
u tome $to se minimum ne trazi po duzini puta, ve¢ po ceni grane. Ostatak
algoritma prenosi se prakti¢no bez promene. Za svaki ¢vor w van T pamtimo
cenu grane minimalne cene do w od nekog ¢vora iz T, odnosno +oo ako takva
grana ne postoji. U svakoj iteraciji biramo granu najmanje cene i povezujemo
odgovarajuci ¢vor w sa drvetom T'. Zatim proveravamo sve grane susedne ¢voru
w koje vode do ¢évora van T. Ako je cena neke takve grane (w,z) (za z ¢ T)
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manja od cene trenutno najjeftinije poznate grane do z, onda azuriramo cenu
¢vora z i granu koja kroz drvo vodi do njega.

// uredjen par vrednosti rastojanja do cvora t indeksa cvora
// vazan je redosled komponenti zbog operactije poredjenja po rastojanju
typedef pair<int,int> rastojanjeDoCvora;

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,7}, {2,6}},
{0,7}, {2,2}, {3,3}}, {{0,6}, {1,2}, {3,4}, {4,5}},
{{1,3}, {2,4}, {4,133}, {{2,5}, {3,1}}};

// Primov algoritam za odredjivanje minimalnog povezujuceg drveta
void minimalnoPovezujuceDrvoPrim(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva informaciju o tome da li je cvor posecen

vector<bool> posecen(brojCvorova,false);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu trenutno poznate najkrace grane
// koja wodi do njega

vector<int> najkracaGrana(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());

// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u minimalnom povezujucem drvetu
vector<int> roditelj(brojCvorova,-1);

// hip uw koji smestamo duzine najkractih grana do svih cvorova
priority_queue<rastojanjeDoCvora,vector<rastojanjeDoCvora>,
greater<rastojanjeDoCvora>> rastojanja;

// odredjujemo granu minimalne tezine
int min = numeric_limits<int>::max();
int min_beg = -1;
int min_end = -1;
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedali].size(); j++)
if (listaSusedal[i] [j].second < min){
min = listaSusedali] [j].second;
min_beg = i;
min_end = listaSusedali] [j].first;

}

// ubacujemo krajnji cvor grane minimalne tezine u hip
// % postavljamo duzinu grane do njega na O
rastojanja.push(make_pair(0,min_beg));
najkracaGrana[min_beg] = 0;

roditelj[min_end] = min_beg;

// duzine grana do ostalih cvorova postavljamo na
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// maksimalnu mogucu vrednost i ubacujemo th u hip
for(int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (cvor != min_beg){
rastojanja.push(make_pair(numeric_limits<int>::max(),cvor));

// odredjujemo narednih (brojCvorova-1) cvorova %
// duzine najkracih grana do njth
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++){

// izdvajamo naredni cvor sa najmanjom duzinom grane do njega
rastojanjeDoCvora najblizi = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

int cvor = najblizi.second;

// ako je taj cuvor vec posecen, onda ga treba preskociti
// % ne treba ga ponovo brojatt
if (posecen[cvor]){
i--;
continue;
b
// ako cvor nije bio do sada posecen, postauvljamo
// informaciju da smo ga sada posetili
posecen[cvor] = true;

// postavljamo vrednost najkrace grane do njega
// iz do sada posecentih cvorova
najkracaGranal[cvor] = najblizi.first;

// za sve susede tekuceg cvora
for (int j = 0; j < listaSusedalcvor].size(); j++){
// ako do sada nisu bili posecent
if (!posecen[listaSusedalcvor][j].first]){
int sused = listaSusedalcvor] [j].first;
int duzinaGraneSuseda = listaSusedalcvor][j].second;
// ukoliko je grana tz tekuceg cvora kraca od
// prethodno najkrace grane do tog cvora,
// azuriramo vrednost najkrace grane t roditeljskog cuvora
// preko koga se dolazi do tog cvora
if (duzinaGraneSuseda < najkracaGranal[sused]){
najkracaGrana[sused] = duzinaGraneSuseda;
roditelj[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip, ukoliko je
// postojala prethodna vrednost, me brisemo je;
// mova vrednost ce se naci u hipu tznad stare
rastojanja.push(make_pair(najkracaGrana[sused], sused));
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3
cout << "Minimalno povezujuce drvo se sastoji od grana: " << endl;
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++)
if (i! = min_beg)
cout << "(" << roditelj[i] << "," << i << ") cene "
<< najkracaGrana[i] << endl;

3

int main(){
minimalnoPovezujuceDrvoPrim() ;
return 0;

3

Slozenost Primovog algoritma identi¢na je slozenosti Dajkstrinog algoritma za
nalazenje najkraéih rastojanja od zadatog ¢vora i iznosi O((|E| + |V]) log|V]).

Primer: Primov algoritam za konstrukciju minimalnog povezujuéeg drveta
ilustrova¢emo primerom na slici 17. Cvor u prvoj koloni tabele je onaj koji je
dodat u odgovaraju¢em koraku. Prvi dodati ¢vor je v, i u prvoj vrsti navedeni
su ¢vorovi do kojih postoje grane iz ¢vora v sa svojim cenama. U svakoj vrsti
bira se grana sa najmanjom cenom. Spisak trenutno najboljih grana i njihovih
cena popravlja se u svakom koraku (prikazani su samo krajevi grana). Na slici
grafa su grane koje pripadaju minimalnom povezuju¢em drvetu podebljane.

a 1 v ¢ b

7 "% v a b c d e f g h
v || — | v(1) vg6g ?o) ’UEQ; 00 00 00 00

a || — — v(6) | a(2) | v(9 00 00 00 00

2 4 3 7 3 c|l — 1| — | wv(6) — | cd) | oo | c(10) 00 00
c elld]|| -] — |v®6)| — — | d(7) | ¢(10) | d(12) | oo
b — 1| — — — — | b(3) | ¢(10) | d(12) | oo
el — 1| — — — — — | ¢(10) | d(12) | e(5)

10 12 5 rll-1 - — — — — | c(@0) [ (1) [ —
13 11 fll = - — — — — h(11) | —

O O g | = — — = = = = —

f g h

Slika 17:  Primer izvrsavanja Primovog algoritma za nalazenje minimalnog
povezujuceg drveta.

Primov algoritam je donekle primer pohlepnog algoritma, jer se u svakom
koraku biraju grane sa najmanjom cenom. U algoritmu smo uveli neka dodatna
ogranicenja pri izboru grana: razmatrane su samo grane povezane sa tekuéim
drvetom. Zbog toga algoritam nije ¢isti primer pohlepnog algoritma.
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Kruskalov algoritam

Drugi efikasan algoritam za odredivanje minimalnog povezujuceg drveta datog
neusmerenog tezinskog grafa G = (V, E) je takode pohlepan, ali do minimalnog
povezujuéeg drveta ne dolazi dodavanjem novih grana na trenutno drvo, nego
na trenutnu Sumu. Inicijalno svaki ¢vor grafa predstavlja zasebno drvo i odgo-
varajuéa Suma sadrzi |V| drveta i nijednu granu. Zatim se postepeno spajaju po
dva drveta ove Sume, dodavanjem grana. Dodavanjem svake nove grane, broj
drveta u Sumi se smanjuje za 1, te ée se nakon dodavanja |V| — 1 grane dobiti
tacno jedno drvo. Pri tome se grane koje se dodaju razmatraju u neopadaju¢em
redosledu cena; ako grana koja je slede¢a na redu povezuje dva ¢vora u razlicitim
drvetima trenutne Sume, onda se ta grana ukljucuje u Sumu, ¢ime se ta dva
drveta spajaju u jedno. U protivnom, ako grana povezuje dva ¢vora iz istog
drveta trenutne Sume, grana se preskace. Ovaj algoritam je prvi objavio Dzozef
Kruskal 1956. godine i poznat je pod nazivom Kruskalov algoritam.

Dokazimo da ée ovaj algoritam uvek vratiti minimalno povezujuée drvo datog
grafa. Lako se pokazuje da algoritam vraca povezujuce drvo datog grafa, te
¢emo samo pokazati da je ono i minimalno. Jednostavnosti radi pretpostavimo
da su sve grane u grafu razli¢ite cene. Pretpostavimo suprotno: da je Kruskalov
algoritam vratio drvo K koje nije minimalno povezujuée drvo datog grafa.
Oznac¢imo sa T minimalno povezujuée drvo datog grafa. Neka su grane oba
drveta K i T sortirane u rastu¢em redosledu svojih cena. Iz K # T sledi da
postoji barem jedna grana u kojoj se ova dva drveta razlikuju. Razmotrimo
najraniju granu e = (a, b) u rastuéem redosledu grana prema cenama u kojoj
se K i T razlikuju (tj. grana e pripada jednom, a ne pripada drugom drvetu).
S obzirom na to da Kruskalov algoritam razmatra grane u rastu¢em redosledu
cena i ne dodaje samo one koje zatvaraju neki ciklus, mora vaziti da grana e
pripada drvetu K koje je vratio Kruskalov algoritam, a ne pripada minimalnom
povezujuéem drvetu T (tabela 1). U minimalnom povezujuéem drvetu 7" mora
postojati jedinstveni put P od ¢vora a do ¢vora b. Na tom putu postoji bar jedna
grana c¢ija je cena vecéa od cene grane e. Naime, ako to ne bi vazilo sve ostale
grane bi kao grane manje cene bile ukljuc¢ene Kruskalovim algoritmom u drvo
K, uz granu e, te bi suprotno pretpostavci drvo K sadrzalo ciklus. Oznacimo sa
e’ granu puta P Cija je cena veéa od cene grane e (slika 18). Ako iz drveta T
izbacimo granu €', a dodamo granu e dobijamo povezujuée drvo manje cene Sto
je suprotno pretpostavci da je T' minimalno povezujuée drvo datog grafa.

grane u rastu¢em redosledu cena | ey | es | e3 | ... | e=(a,b)
grana pripada drvetu K7 N RVE VARV vV
grana pripada drvetu 177 NERVARVERY X

Tabela 1: Tlustracija uz dokaz korektnosti Kruskalovog algoritma.
Za utvrdivanje da li su krajnji évorovi u i v tekuée grane (u,v) u istom ili

u razli¢itim drvetima trenutne Sume, moze se iskoristiti union-find struktura
podataka za disjunktne podskupove: trenutna drveta Sume su disjunktni pod-
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Slika 18: Ilustracija uz dokaz korektnosti Kruskalovog algoritma.

skupovi skupa ¢vorova grafa. Operacije podskup(u) i podskup(v) pronalaze
predstavnike «’,v" dva podskupa (korene drveta kojim su oni predstavljeni), pa
su ¢vorovi u 1 v u istom podskupu akko je v’ = v’. Ako je u’ # v, onda se ta dva
podskupa zamenjuju svojom unijom, tj. primenjuje se operacija unija(u',v'),
a dva poddrveta trenutne Sume se granom spajaju u jedno.

// uredjen par vrednosti koji predstavlja granu
typedef pair<int,int> grana;

vector<vector<pair<int,int>>> listaSuseda {{{1,3}, {2,2}}, {{3,1}, {4,2}},
{{5,33}, {3, {{6,1}, {7,3}}, {{8,4}}, {}, {}, {3};

// funkcija za inictijalizactiju union-find strukture
void inicijalizuj(vector<int> &roditelj, vector<int> &rang, int n) {
// svaki cvor je podskup za sebe
for (int i = 0; i < n; i++) {
roditelj[i] = i;
rang[i] = 0;
}
}

// funkctija koja izracunava kom podskupu pripada neki element
int predstavnik(int x, vector<int> &roditelj) {
int koren = x;
while (koren != roditelj[koren])
koren = roditelj[koren];
while (x != koren) {
int tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = koren;
X = tmp;
}
return koren;

}

// funkcija koja pravi uniju dva podskupa
void unija(int x, int y, vector<int> &roditelj, vector<int> &rang) {
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int fx = predstavnik(x, roditelj);

int fy = predstavnik(y, roditelj);

if (rang[fx] < ranglfyl)
roditelj[fx] = fy;

else if (rang[fy] < ranglfx])
roditelj[fy] = fx;

else {
roditelj[fx] = fy;
rang [fy]++;
}
}

// Kruskalov algoritam za odredjivanje minimalnog povezujuceg drveta
void minimalnoPovezujuceDrvoKruskal(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva informaciju o tome da li je cvor posecen

vector<bool> posecen(broijorova,false);

// niz koji za svaki cvor cuva duzinu najkrace grane koja vodi do njega
vector<int> najkracaGrana(brojCvorova,numeric_limits<int>::max());

// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u minimalnom povezujucem drvetu
// tj. drugi cvor grane koja pripada minimalnom povezujucem drvetu
vector<int> roditelj(brojCvorova) ;

// niz koji za svaki cvor cuva njegov rang

vector<int> rang(brojCvorova) ;

// inicijalizujemo union-find strukturu
// svaki cvor grafa predstavlja podskup za sebe
inicijalizuj(roditelj, rang, brojCvorova);

// kreiramo jedinstventi niz svih grana u grafu
vector<pair<int,grana>> grane;
for (int 1 = 0; i < brojCvorova; i++)
for (int j = 0; j < listaSusedal[i].size(); j++){
int sused = listaSusedali] [j].first;
int duzinaGrane = listaSusedal[i] [j].second;
grane.push_back({duzinaGrane,{i,sused}});

b
// sortiramo skup grana u neopadajucem redosledu cena
sort(grane.begin() ,grane.end());

int brojGrana = O;

// prolazimo redom kroz skup grana
for(auto it = grane.begin(); it != grane.end(); it++){
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// ako smo u skup grana dodali [V/-1 grana
// ne treba prolazitti kroz preostale grane
if (brojGrana == brojCvorova - 1) break;

int u = it->second.first;
int v = it->second.second;
int duzina it->first;

int skup_u = predstavnik(u, roditelj);
int skup_v = predstavnik(v, roditelj);

// ako tekuca grana povezuje dva cvora koja pripadaju
// razlicitim drvetima onda tu granu dodajemo u minimalno povezujuce drvo
// © pravimo untiju skupova cvorova koji pripadaju tim drvetima
if (skup_u != skup_v){
unija(skup_u, skup_v, roditelj, rang);
// ako je uw roditelj od v u skupu, onda postavljamo granu do v
if (u == roditeljlvl])
najkracaGrana[v] = duzina;
// tnace postavljamo granu do u
else
najkracaGranal[u] = duzina;
brojGrana++;

cout << "Minimalno povezujuce drvo se sastoji od grana: " << endl;
for(int i = 1; i < brojCvorova; i++)

cout << "(" << roditelj[i] << "," << i << ") cene "

<< najkracaGrana[i] << endl;

}

int main(){
minimalnoPovezujuceDrvoKruskal() ;
return O;

}

Funkcija za inicijalizaciju union-find strukture za disjunktne skupove je slozenosti
O(]V]), dodavanje grana u skup grana je slozenosti O(|E|), njihovo sortiranje
je prosecne slozenosti O(|E|log|E|), a nakon toga se glavna petlja izvrsava
|E| puta, dok su operacije koje se pozivaju u petlji (predstavnik i unija)
slozenosti O(log|V]). Dakle, ukupna slozenost Kruskalovog algoritma iznosi
O(|V]) + O(|E|) + O(|E|log|E]) + O(|E|log |V|) = O(|E|log|V]) (koristimo
¢injenicu da je O(log |E|) = O(log |V|) zbog |E| < |V|?).

Primer izvrsavanja Kruskalovog algoritma na grafu sa slike 17 prikazan je u tabeli
2. Prolazimo redom kroz skup grana u rastué¢em redosledu cena i zavrSsavamo
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naredna grana | duzina grane | uklju¢ena u MCST? trenutna Suma
v,a,b,c,d,e, f,g,h
(a,v) 1 da av,b,c,d,e, f, g, h
(a,c) 2 da acv, b, c,d, e, f,g,h
(b,e) 3 da acv,be,d,e, f,g,h
(c,d) 4 da acdv,be, f,g,h
(e, h) 5 da acdv, beh, f, g
(b,v) 6 da abcdehv, f, g
(d,e) 7 ne abedehv, f, g
(d,v) 8 ne abcdehv, f, g
(¢, f) 9 da abedefhv, g
(g,h) 10 da abede f ghv

Tabela 2: Primer izvrsavanja Kruskalovog algoritma za graf sa slike 17.

obradu kada u skup dodamo |V| — 1 (u ovom slucaju 8) grana. S obzirom na to
da su duzine svih grana razlicite, kao rezultat dobijamo minimalno povezujuce
drvo prikazano na slici 17.
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