Topolosko sortiranje

Pretpostavimo da je zadat skup poslova u vezi sa ¢ijim redosledom izvrsavanja
postoje neka ogranicenja. Neki poslovi zavise od drugih, odnosno ne mogu se
zapoceti pre nego Sto se ti drugi poslovi zavrse. Sve zavisnosti su poznate, a
cilj je napraviti takav redosled izvrSavanja poslova koji zadovoljava sva zadata
ogranicenja; drugim rec¢ima, trazi se redosled izvrsavanja za koji vazi da svaki
posao zapocinje tek kad su zavrseni svi poslovi od kojih on zavisi. Na primer,
zelimo da sagradimo kuc¢u. Da bi to uspeli potrebno je da iskopamo temelj, da
sazidamo zidove, da stavimo krov, da uvedemo struju i vodu. Pritom, naravno,
nije moguce npr. sazidati zidove dok se ne stavi temelj, niti uvesti vodu dok se
ne stavi krov na kuéu. Potrebno je odrediti neki ispravan redosled izvrsavanja
ovih poslova.

Dati problem ima primenu u raznim domenima: na primer, za odredivanje
redosleda u kom je potrebno izvrsiti ponovno izracunavanje vrednosti formula
u programima za tabelarna izracunavanja, utvrdivanje redosleda u kom treba
izvrsiti zadatke u mejkfajlu, unapredenje paralelizma instrukcija i sli¢no. Zelimo
da osmislimo efikasan algoritam za formiranje takvog redosleda. Ovaj problem
moze se formulisati kao grafovski i naziva se topolosko sortiranje grafa (eng.
topological sort). Naime, zadatim poslovima i njihovim meduzavisnostima
moZe se na prirodan nacin pridruziti usmereni graf G = (V, E): svakom poslu
pridruzuje se ¢vor, a usmerena grana od ¢vora x do ¢vora y postoji ako se posao
y ne moze zapoceti pre zavrsetka posla x. Zadatak je odrediti poredak ¢vorova,
odnosno numeraciju ¢vorova brojevima od 1 do n = |V] tako da za svaku granu
grafa vazi da je polazni ¢vor grane numerisan manjom vrednosé¢u nego zavrsni
¢vor te grane. Graf nad kojim razmatramo ovaj problem mora biti bez usmerenih
ciklusa, jer se u protivnom neki poslovi nikada ne bi mogli zapoceti.

Slika 1: Usmereni aciklicki graf u kojem postoji tacno jedno topolosko uredenje
¢vorova.

Problem: U zadatom usmerenom aciklickom grafu G = (V, E) sa n ¢vorova
numerisati ¢vorove brojevima od 1 do n, tako da ako je proizvoljan ¢vor v
numerisan brojem k, onda su svi ¢vorovi do kojih postoji usmerena grana iz
¢vora v numerisani brojevima veéim od k.



Na primer, u grafu prikazanom na slici 1 postoji samo jedno ispravno topolosko
uredenje &vorova i to je B, A, D, C, E. Cvor D, recimo, mora da bude numerisan
veéim brojem od ¢vorova B i A jer postoje grane do D iz ¢vorova A 1 B. Sli¢no
¢vor D mora biti numerisan manjim brojem od ¢vorova C' i E jer postoje grane
od ¢vora D do ¢vorova C i E. Dakle, u ovom grafu redni broj ¢vora D mora
biti 3. Graf sa slike 1 mozemo predstaviti i pogodnije, tako da ¢vorovi budu
poredani duz jedne prave uredeni u odnosu na topoloski poredak. Onda su grane
grafa uvek usmerene udesno (slika 2).
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Slika 2: Usmereni aciklicki graf kod koga su ¢vorovi poredani u redosledu
topoloskog uredenja.

U opstem sluc¢aju moze postojati veéi broj ispravnih topoloskih uredenja grafa.
Ako razmotrimo graf sa slike 3, u njemu postoje dva ispravna topoloska uredenja:
B,A,D,C,FEiB,D,A,C,E. Oni su prikazani na slici 4.

Slika 3: Usmereni aciklicki graf u kojem postoje dva razlicita topoloska uredenja
¢vorova.

Razmotri¢emo dva razlicita algoritma za odredivanje topoloskog uredenja u
aciklickom usmerenom grafu: Kanov algoritam i algoritam zasnovan na pretrazi
grafa u dubinu.

Kanov algoritam

Prirodna je slede¢a induktivna hipoteza: umemo da numeriSemo na zahtevani
nacin ¢vorove svih usmerenih aciklickih grafova sa manje od n ¢vorova.

Bazni slucaj je slucaj grafa koji sadrzi tacno jedan ¢vor i on se trivijalno resava.
Kao i obi¢no, posmatrajmo proizvoljni graf sa n ¢vorova, uklonimo jedan ¢vor iz
njega, primenimo induktivnu hipotezu na preostale ¢vorove u grafu i pokusajmo



Slika 4: Dva moguca topoloska uredenja grafa sa slike 3.

da prosirimo numeraciju na polazni graf. Ono S§to je vazno primetiti jeste da
imamo slobodu izbora ¢vora koji uklanjamo. Treba izabrati ¢vor tako da Sto
jednostavnije prosirimo induktivnu hipotezu. Postavlja se pitanje koji ¢vor je
najlakse numerisati? To je odigledno ¢vor (posao) koji ne zavisi od drugih poslova,
odnosno ¢vor sa ulaznim stepenom nula; njemu se moze dodeliti broj 1. Postavlja
se pitanje da li u proizvoljnom usmerenom aciklickom grafu uvek postoji ¢vor
sa ulaznim stepenom nula? Intuitivho se namecée potvrdan odgovor, jer se sa
oznacavanjem negde mora zapoceti. Sledec¢a lema potvrduje ovu ¢injenicu.

Lema: Usmereni aciklicki graf uvek ima ¢vor ulaznog stepena nula.

Dokaz: Ako bi svi ¢vorovi grafa imali pozitivne ulazne stepene, mogli bismo da
krenemo iz nekog ¢vora “unazad” prolazeéi grane u suprotnom smeru. Medutim,
broj ¢vorova u grafu je konacan, pa se u tom obilasku mora u nekom trenutku
naié¢i na neki ¢vor po drugi put, Sto znaci da u grafu postoji usmereni ciklus.
Ovo je suprotno pretpostavci da se radi o aciklickom grafu. Dakle u usmerenom
aciklickom grafu uvek postoji ¢vor &iji je ulazni stepen nula.’ O

Pretpostavimo da smo pronasli ¢vor ¢iji je ulazni stepen nula. Numerisimo ga
sa 1, uklonimo sve grane koje vode iz njega, i numerisimo ostatak grafa (koji
je takode aciklicki) brojevima od 2 do n: prema induktivnoj hipotezi oni se
mogu numerisati brojevima od 1 do n — 1, a zatim se svaki redni broj moze
povecati za jedan. Primetimo da je posle izbora ¢vora sa ulaznim stepenom nula,
preostali problem slican polaznom problemu. Napomenimo jo$ u ovom trenutku
da nije neophodno efektivno izbacivati grane iz grafa, jer je to operacija koja se
ne izvrsava efikasno ako je graf predstavljen listom povezanosti, veé¢ da je isti
efekat moguce izvesti efikasnije, smanjivanjem za 1 ulaznog stepena ¢vora u koji
data grana ulazi.

Dakle, problem se moze resiti sukcesivnim pronalazenjem c¢vorova sa ulaznim

I Analogno bi se pokazalo da u usmerenom aciklickom grafu uvek postoji évor izlaznog
stepena nula.



stepenom 0. Jedini problem pri realizaciji ovog algoritma je kako efikasno pronaci
¢vor sa ulaznim stepenom nula i kako popraviti ulazne stepene ¢vorova posle
uklanjanja grana koje polaze iz datog ¢vora. Mozemo alocirati niz ulazniStepen
dimenzije jednake broju ¢vorova u grafu i inicijalizovati ga na vrednosti ulaznih
stepena ¢vorova. Ulazne stepene ¢vorova u grafu mozemo jednostavno odrediti
prolaskom kroz skup svih grana u proizvoljnom redosledu i pove¢avanjem za
jedan vrednosti ulazniStepen [w] svaki put kad se naide na neku granu (v, w).
Ukoliko je graf zadat listom povezanosti, sve grane su navedene u listi povezanosti
kojom je predstavljen i ovaj korak bice linearne slozenosti po broju grana u
ulazni stepen 0 jer ih je potrebno obraditi u nekom poretku — primetimo da
takvih évorova u svakom od koraka moze biti puno. Dakle, potrebno je ¢vorove
sa ulaznim stepenom nula ¢uvati u nekoj kolekciji u koju je efikasno umetati
i iz koje je efikasno uklanjati elemente. U ove svrhe mozZe se koristiti red (ili
stek, Sto bi bilo jednako dobro). Prema prethodnoj lemi u polaznom aciklickom
grafu postoji bar jedan ¢vor sa ulaznim stepenom nula. Neka je v jedan od
takvih ¢vorova. Cvor v se kao prvi u redu lako pronalazi; on se uklanja iz reda
i numeriSe brojem 1. Zatim se za svaku granu (v,w) koja polazi iz ¢évora v
vrednost ulazniStepen[w] smanjuje za jedan. Time se evidentira da zavisnosti
koje poticu od trenutno numerisanog ¢vora vise nisu od znacaja: svakako ¢e svi
preostali ¢vorovi biti numerisani veéim vrednostima od tekucée. Ako vrednost
ulaznog stepena ¢vora w pri tome postane nula, ¢vor w upisuje se u red. Posle
uklanjanja ¢vora v graf ostaje aciklicki, pa u njemu prema prethodnoj lemi
ponovo postoji ¢vor sa ulaznim stepenom nula. Algoritam zavrSava sa radom
kada red koji sadrzi ¢vorove stepena nula postane prazan, jer su u tom trenutku
svi ¢vorovi numerisani. Opisani algoritam zove se Kanov algoritam, po njegovom
autoru Arturu Kanu.

U tabeli 1 ilustrovano je izvrsavanje Kanovog algoritma na primeru grafa sa slike
3. Pretpostavicemo da je graf zadat listama povezanosti, tako da su za svaki ¢vor
njegovi susedi poredani u leksikografski rastuéem poretku. Za svaki od koraka
algoritma prikazane su trenutne vrednosti ulaznih stepena ¢vorova grafa, sadrzaj
reda koji sadrzi ¢vorove ulaznog stepena nula koji jos uvek nisu numerisani i
poslednji numerisani ¢vor u grafu. Primetimo da se u drugom koraku moglo
desiti da se u red najpre doda ¢vor D, a zatim ¢vor A i u tom sluc¢aju bilo bi
dobijeno drugacije topolosko uredenje: B, D, A, C, E.

d(A) | d(B) | d(C) | d(D) | d(FE) | Red | Naredni numerisani ¢vor
1 0 2 1 2 B
0 2 0 2 |A,D | B:1
1 2 D A:2
0 1 C D:3
0 E C:4
E:5

Table 1: Primer izvrsavanja Kanovog algoritma za graf sa slike 3.



Ako bi nakon zavrsetka rada algoritma za neke ¢vorove vazilo da nisu bili dodati
u red, to bi znacilo da postoji podskup skupa ¢vorova takav da u odgovarajuéem
indukovanom podgrafu svi ¢vorovi imaju ulazni stepen veéi od nula, $to znaci da
bi indukovani podgraf (a time i polazni graf) sadrZzao usmereni ciklus, suprotno
pretpostavci da je graf aciklicki.

Vazno je napomenuti da u algoritmu ne moramo iz samog grafa izbacivati grane,
odnosno menjati listu povezanosti kojom je graf zadat, veé je jedino vazno da za
svaki ¢vor azuriramo vrednost njegovog ulaznog stepena.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {3, 4}, {5}, {3}, {6, 7},
{8}, {3, {3, {33}

void topolosko_sortiranje(){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji cuva ulazne stepene cvorova

vector<int> ulazniStepen(brojCvorova,0);

// niz koji cuva redne brojeve cvorova u topoloskom uredjenju
vector<int> topoloskoUredjenje;

// broj posecenth cvorova

int brojPosecenih = 0;

// inicijalizujemo niz ulaznih stepena cvorova
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedalil.size(); j++)
ulazniStepen[listaSusedal[i] [j]]++;

// red koji cuva cvorove ulaznog stepena nula
queue<int> cvoroviStepenalNula;

// cvorove koji su ulaznog stepena O dodajemo u Ted
for (int i = 0; i < brojCvorova; i++)
if (ulazniStepen[i] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(i);

while(!cvoroviStepenaNula.empty()){
// cvor sa pocetka reda numerisemo narednim brojem
int cvor = cvoroviStepenaNula.front();
cvoroviStepenalNula.pop();
topoloskoUredjenje.push_back(cvor);

brojPosecenih++;
// za sve susede tog cvora azuriramo ulazne stepene

for(int i = 0; i < listaSusedalcvor].size(); i++){
int sused = listaSusedalcvor][i];



ulazniStepen[sused]--;
// ako je ulazni stepen suseda postao 0, dodajemo ga u red
if (ulazniStepen[sused] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(sused) ;
}
}

// ako smo numerisalt sve cvorove u grafu

if (brojPosecenih == brojCvorova){
// stampamo dobijeno topolosko uredjenje
cout << "Redosled cvorova u topoloskom uredjenju je:" << endl;
for(int i = 0; i < brojCvorova; i++)

cout << topoloskoUredjenje[i] << ": " << i+l << endl;
}
else
// zakljucujemo da graf sadrzi usmereni ciklus
cout << "Graf nije aciklicki" << endl;
3

int main(){
topolosko_sortiranje();
return 0;

}

Vremenska sloZenost inicijalizacije niza ulazniStepen je O(|V| 4+ | E|), u slucaju
kada je graf zadat listama povezanosti. U petlji while (kroz koju se prolazi |V|
puta) za pronalazenje ¢vora sa ulaznim stepenom nula potrebno je konstantno
vreme (pristup redu). Svaka grana (v, w) razmatra se tacno jednom, u petlji
kroz koju se prolazi nakon uklanjanja évora v iz reda. Prema tome, ukupan
broj promena vrednosti elemenata niza ulazniStepen u svim izvrSavanjima
spoljasnje while petlje jednak je broju grana u grafu. Vremenska slozenost
Kanovog algoritma je dakle O(|V|+|E|), odnosno linearna je funkcija od veli¢ine
grafa.

Algoritam zasnovan na DFS pretrazi
Kao $to smo ranije zakljudili u grafu G = (V, E) vazi:
o ako je grana (u,v) € E grana DFS drveta, direktna ili poprecna grana, za

nju vazi u.Post > v.Post,

o ako je grana (u,v) € E povratna grana u odnosu na DFS drvo, za nju vazi
u.Post < v.Post.

U usmerenom aciklickom grafu ne postoji ciklus, pa ne postoje povratne grane
u odnosu na DFS drvo. Dakle, za svaku granu (u,v) grafa vazi uslov u.Post >
v.Post. Ako sa n(x) ozna¢imo redni broj ¢vora x u topoloskom poretku grafa
G, za svaku granu (u,v) potrebno je da vazi n(u) < n(v). Odavde sledi da ako



¢vorove grafa uredimo u opadaju¢em redosledu u odnosu na odlaznu numeraciju
¢vorova, dobi¢emo jedno topolosko uredenje grafa. Ovo tvrdenje vazi zato sto
¢e na ovaj nacin za proizvoljnu granu (u,v) aciklickog grafa vaziti da je polazni
¢vor u numerisan manjom vrednoséu od dolaznog ¢vora v, Sto je u skladu sa
zahtevima problema koji resavamo.

Slika 5: Usmereni aciklicki graf: uz svaki ¢vor prikazana je vrednost njegove
odlazne numeracije u odnosu na DFS pretragu pokrenutu iz ¢vora B.

Razmotrimo graf sa slike 5: on je usmeren i aciklicki. Ako pokrenemo DFS pre-
tragu iz ¢vora B redosled ¢vorova u kojima ¢emo napustati ¢vorove je C, D, A, B.
Dakle, topolosko uredenje grafa dobi¢emo obrtanjem ovog redosleda, odnosno
redosled ¢vorova u topoloskom poretku bi¢e B, A, D, C. Primetimo da to odgo-
vara i redosledu ¢vorova sleva nadesno u prikazu grafa kod koga su sve grane
usmerene sleva udesno.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {3, 4}, {5}, {3}, {6, 7%,
{8}, {3, {3, {3}

void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen, vector<int> &odlazna){
posecen[cvor] = true;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje mismo obisli
for (auto sused : listaSusedalcvor]){
if (!posecen[sused])
dfs(sused,posecen,odlazna) ;

}

// u vektor odlazna dodajemo na kraj naredni cvor
// koji mapustamo pri DES obilasku
odlazna.push_back(cvor);

}
void topolosko_sortiranje(){
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova) ;
// niz koji sadrzi redom cvorove prema redosledu napustanja

vector<int> odlazna;

for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)



if (!posecen(cvor])
dfs(cvor,posecen,odlazna) ;

// cvorove ispisujemo u opadajulem redosledu odlazne numeracije
cout << "Redosled cvorova u topoloskom uredjenju je:" << endl;
for(int i = brojCvorova - 1; i >= 0; i--)

cout << odlazna[i] << ": " << brojCvorova - i << endl;
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int main(){
topolosko_sortiranje();
return O;

3

S obzirom na to da se prikazani algoritam svodi na DFS pretragu i odredivanje
odlazne numeracije ¢vorova, njegova vremenska slozenost iznosi O(|E| + |V]).

Mostovi i artikulacione tacke u neusmerenom grafu

U ovom poglavlju baviéemo se pitanjem koliko je dati neusmereni graf dobro
povezan, odnosno interesovace nas da li u njemu postoji slaba tacka, odnosno usko
grlo, ¢ijim bi otkazivanjem graf prestao da bude povezan. U raznim prakti¢nim
primenama ovaj problem je veoma znacajan i potrebno je omoguditi da se uska
grla u grafu brzo detektuju.

Granu neusmerenog grafa G = (V, E) ¢ijim se uklanjanjem iz grafa broj kom-
ponenti povezanosti grafa poveéava nazivamo most (eng. bridge, cut edge).
Specijalno, povezani graf nakon uklanjanja mosta prestaje da bude povezan. Na
primer, ukoliko bismo u grafu prikazanom na slici 6 uklonili granu (C, D) ili
granu (D, E) graf bi prestao da bude povezan, te ove dve grane, svaka za sebe,
¢ine most u datom grafu. Postoje grafovi u kojima nema mostova (slika 7).

Slika 6: Primer grafa koji sadrzi dva mosta: jedan je oznacen crvenom, a drugi
plavom bojom.

Ukoliko u neusmerenom grafu G = (V, E') postoji ¢vor v € V takav da se njegovim
uklanjanjem iz grafa (zajedno sa granama koje su mu susedne) broj komponenti



povezanosti grafa povecava, onda takav ¢vor nazivamo artikulacionom tackom
(eng. articulation point, cut vertex). Specijalno, povezani graf nakon uklanjanja
artikulacione tacke prestaje da bude povezan. Na primer, ukoliko bismo u grafu
prikazanom na slici 8 uklonili ¢vor C' graf bi prestao da bude povezan, te je ¢vor
C jedna artikulaciona tacka ovog grafa. Stavise, pokazuje se da je ¢vor C jedina
artikulaciona tacka u ovom grafu.

Slika 7: Primer grafa koji ne sadrzi ni most ni artikulacionu tacku.

Slika 8: Graf koji sadrzi jednu artikulacionu tacku: ¢vor C.

Graf moze da ne sadrzi artikulacione tacke (slika 7), a moze i da sadrzi veéi broj
artikulacionih tacaka (slika 9).

Slika 9: Graf koji sadrzi veéi broj artikulacionih tacaka: to su ¢vorovi A, C'i D.
Svaka grana ovog grafa je most.

Bez smanjenja opStosti moze se pretpostaviti da je dati neusmereni graf povezan.
Ako graf nije povezan, onda se artikulacione tacke mogu traziti nezavisno u
svakoj komponenti povezanosti grafa.



Direktan nacin da se u datom neusmerenom povezanom grafu G = (V, E) pronadu
svi mostovi bi podrazumevao da za svaku granu e € E grafa G proverimo da
li je graf bez grane e povezan (npr. koriSéenjem algoritma DFS). SloZenost
ovog algoritma bi iznosila O(|E| - (|[V| 4 |E|))?. Analogno, artikulacione tacke
u datom neusmerenom povezanom grafu bismo mogli da odredimo tako Sto
bismo za svaki ¢vor v € V grafa G proverili da li je graf bez ¢vora v povezan.
Slozenost ovog algoritma je O(|V| - (|[V| + |E|)). Postoje efikasniji algoritmi
za odredivanje artikulacionih tacaka i mostova u grafu. Mi ¢emo u nastavku
razmotriti algoritme koje su zajedno osmislili Tardzan i Hopkroft i koji su linearne
vremenske slozenosti. S obzirom na to da je algoritam za pronalazenje mostova
donekle jednostavniji, krenué¢emo od njega.

Tardzanov algoritam za traZzenje mostova u grafu

Vazi naredno tvrdenje: grana (u,v) je most u grafu G ako i samo ako ne pripada
nijednom ciklusu u grafu G (jer nakon izbacivanja grane (u,v) ne postoji nacin
kako doéi od évora u do ¢vora v). Specijalno, ako je graf drvo, onda je svaka
grana u tom grafu most (slika 9).

Slika 10: Grana (u,v) koja povezuje potomka i pretka u DFS drvetu ne moze
biti most.

Razmotrimo DFS drvo dobijeno DFS obilaskom datog grafa G = (V, E). S
obzirom na to da je polazni graf neusmeren, postoje dve vrste grana grafa u
odnosu na DFS drvo: grane DFS drveta i grane koje povezuju potomka sa
pretkom u odnosu na DFS drvo. Ako grana (u,v) povezuje potomka sa pretkom
ona ne moze biti most u grafu jer je deo ciklusa koji ta grana ¢ini sa granama
DFS drveta (slika 10). Dakle, mostovi mogu biti samo grane DFS drveta, te je
dovoljno da algoritam razmatra samo njih kao kandidate. Algoritam se moze
dalje uprostiti. Neka je (u,v) grana DFS drveta. Pretpostavimo da je DFS

2Primetimo da je uklanjanje grane iz grafa u slu¢aju kada je graf zadat listama povezanosti
neefikasno, ali posto se nakon uklanjanja svake grane izvrsava algoritam pretrage u dubine,
ova operacija neée uticati na slozenost kompletnog algoritma
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pretraga najpre posetila ¢vor u pa ¢vor v, tj. da je ¢vor u roditelj ¢vora v u DFS
drvetu grafa. Za granu (u,v) DFS drveta vazi da je most ako njenim uklanjanjem
graf postaje nepovezan, tj. poddrvo DFS drveta grafa G sa korenom u ¢voru v
ostaje nepovezano sa delom grafa “iznad” ove grane. Ovo vazi u slucaju kad ne
postoji nacin da se (nekom granom od potomka ka pretku) stigne iz poddrveta
sa korenom u ¢voru v do ¢vora w ili pretka ¢vora u. Kako se ovo moze efikasno
utvrditi?

Tv

Slika 11: Tlustracija definicije vrednosti L(v).

Potrebno je za svaki ¢vor v € V izracunati koliko se “visoko” mozemo vratiti
povratnim granama iz nekog ¢vora poddrveta sa korenom u ¢voru v - to mozemo
kvantifikovati vrednoséu dolazne DFS numeracije ¢vora do koga povratna grana
vodi. Dakle, za svaki évor v € V moze se odrediti vrednost dolazne numeracije
v.Pre pri DFS obilasku — tu vrednost ¢emo u nastavku krace zvati rednim
brojem ¢vora v. Neka je T, poddrvo DFS drveta sa korenom u évoru v (slika
11). Oznacimo sa L(v) (eng. low link) manju od vrednosti rednog broja ¢vora
v i najmanje medu vrednostima rednih brojeva ¢vorova do kojih se moze stici
granom ka pretku ¢vora v iz proizvoljnog ¢vora poddrveta T, (ne razmatrajuéi
grane koje vode ka roditeljskom évoru u DFS drvetu)3. Tada je:

L(v) = min{v.Pre, min w.Pre}.

w je predak od v

postoji grana (t,w), t€T,

Na slici 12 dat je primer grafa gde je uz svaki ¢vor v prikazana vrednost dolazne
numeracije v.Pre i vrednost L(v). Na primer, vazi da je L(e) = 2 jer iz ¢vora

3Moguce je da iz poddrveta DFS drveta sa korenom u évoru v ne postoji nijedna grana ka
pretku ¢vora v, pa onda vrednost L(v) postavljamo na vrednost dolazne numeracije ¢vora v.
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e granom (e, b) mozemo sti¢i do ¢vora b ¢ija je dolazna numeracija jednaka 2.
Sli¢no, vazi L(b) = 1 jer iz ¢vora d koji je potomak ¢vora b u DFS drvetu mozemo
sti¢i granom (d, a) do ¢vora a ¢ija je dolazna numeracija jednaka 1.

Slika 12: Primer grafa i odgovarajuéeg DFS drveta: uz svaki ¢vor v prikazana je
vrednost njegove dolazne numeracije i vrednost L(v).

Poddrvo T, DFS drveta sa korenom u ¢voru v ostace nakon izbacivanja grane
(u, v) nepovezano sa delom grafa “iznad” ove grane ako i samo ako vazi L(v) >
u.Pre. Dakle, grana (u,v) je most u grafu G ako i samo ako vazi L(v) > u.Pre.

Razmotrimo graf prikazan na slici 13. Grana (u,v) nije most u grafu jer se iz
poddrveta T,, mozemo vratiti u deo DFS drveta iznad ove grane. Preciznije,
iz ¢vora b mozemo se vratiti u ¢évor u, a iz ¢vora e u ¢évor x. Vrednost L(v)
bi¢e jednaka rednom broju ¢vora z, a vazi x.Pre < u.Pre jer je x predak ¢vora
u u DFS drvetu, te nije zadovoljen uslov L(v) > u.Pre. Cak i kad graf ne bi
sadrzao granu (x, e), nakon izbacivanja grane (u,v) mogli bismo se granom (b, u)
iz poddrveta T, vratiti do ¢vora u, a time i do proizvoljnog ¢vora iznad njega u
DFS drvetu, te i u tom slu¢aju grana (u,v) ne bi bila most u grafu.

Razmotrimo sada graf sa slike 14. Nakon izbacivanja grane (u,v) iz grafa, iz
poddrveta T, mozemo se vratiti najvise do évora v, tj. vazide uslov L(v) =
v.Pre > u.Pre i grana (u,v) jeste most u ovom grafu.

Ostaje pitanje kako efikasno izrac¢unati vrednosti L(v) za sve ¢vorove v u grafu.
Pokazuje se da se one mogu odrediti tokom DFS obilaska grafa, tako sto se
prilikom obrade grane (u, v) u toku poziva DFS algoritma za ¢vor u radi sledede:

o ako grana (u,v) povezuje potomka i pretka u odnosu na DFS drvo i ¢vor
v je predak ¢vora u, onda ako je v.Pre < L(u), azurira se vrednost L(u)
na v.Pre;

o ako je ¢vor v neoznacen, oznacava se, povezuje granom DFS drveta sa
roditeljskim ¢vorom w i dobija vrednost v.Pre; tom vrednoséu se inici-
jalizuje i vrednost L(v); nakon rekurzivne obrade kompletnog poddrveta
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Slika 13: Primer grafa u kome grana (u,v) nije most.
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Slika 14: Primer grafa u kome je grana (u,v) most.
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sa korenom u ¢voru v proveravamo da li za roditeljski ¢vor u vazi uslov
L(u) > L(v), i ako vazi azurira se vrednost L(u) na L(v).

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {0, 3, 4}, {0, 5, 8}, {1},
{1, 6, 73, {2,8}, {4}, {4}, {5,2}};

int vreme_dolazna = 1;

vector<bool> posecen;

vector<int> dolazna;

vector<int> low_link;

vector<int> roditelj;

// niz grana koje su mostovi u grafu

vector<pair<int,int>> most;

void dfs(int cvor){
posecen[cvor] = true;
dolazna[cvor] = low_link[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolazna+t++;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (auto sused : listaSusedal[cvor]){
if (!posecen[sused]){
roditelj[sused] = cvor;
// pokrecemo pretragu iz cvora 'sused’
dfs(sused) ;

// nakon obrade poddrveta sa koremom u cvoru 'sused'
// vrednost L cvora 'sused' je finalna;
// po potrebi azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
if (low_link[sused] < low_link[cvor])
low_link[cvor] = low_link[sused];

// prilikom povratka granom proveravamo
// da li je ispunjen uslov da nijedan cvor
// u poddrvetu sa korenom u cvoru 'sused'
// nije povezan sa nekim pretkom cvora 'cvor'
if (low_link[sused] > dolaznal[cvor])
most.emplace_back(cvor,sused) ;
b
// ukoliko je sused wvec posecen
// © ako grana vodi ka nekom pravom pretku datog cvora
// postavljamo vrednost L datog cvora na vrednost
// dolazne numeracije suseda, ako je manja od tekuce vrednosti
else if (sused != roditeljl[cvor])
if (dolazna[sused] < low_link[cvor])
low_link[cvor] = dolaznal[sused];
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}
¥

void ispisi_mostove(int cvor){
int brojCvorova = listaSuseda.size();
posecen.resize(brojCvorova, false);
dolazna.resize(brojCvorova) ;
low_link.resize(brojCvorova) ;
roditelj.resize(brojCvorova, -1);

dfs(cvor) ;

cout << "Mostovi u grafu su: ";
for (int i = 0; i < most.size(); i++)

cout << "(" << most[i].first << ", " << most[i].second << ") " ;
cout << endl;

}

int main(){
ispisi_mostove(0);
return 0;

}

Primer: Razmotrimo kako bi na primeru jednostavnog neusmerenog grafa sa
slike 15 teklo izvrsavanje opisanog algoritma. Pretpostavimo da je graf zadat
listama povezanosti tako da su susedi svakog ¢vora uredeni leksikografski rastuce
i da DFS pretraga zapocinje iz ¢vora a.

Slika 15: Primer grafa koji sadrzi jedan most: granu (a, c)

Pokrecemo DFS iz cvora a, postavljamo a.Pre <- 1 i L(a) <- 1
Razmatramo suseda b Cvora a

Pokrecemo DFS iz cvora b, postavljamo b.Pre <- 2 i L(b) <- 2
Razmatramo suseda a cCvora b

To je grana ka roditelju, koju dalje ne obradjujemo
Razmatramo suseda d Cvora b
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Pokrecemo DFS iz cvora d, postavljamo d.Pre <- 3 i L(d) <- 3
Razmatramo suseda a &vora d

Grana (d,a) je grana od potomka ka pretku,

pa postavljamo L(d) <- a.Pre, i dobijamo L(d) = 1

Razmatramo suseda b Cvora d

To je grana ka roditelju, koju dalje ne obradjujemo

Vracamo se u cvor b

Posto vazi L(d) < L(b) postavljamo L(b) <- L(d),

pa vazi i L(b) =1

S obzirom na to da je L(d) < b.Pre grana (b,d) nije most

Vracamo se u cvor a
Posto vazi L(b) = L(a) ne radimo nista
S obzirom na to da je L(b) = a.Pre grana (a,b) nije most

Razmatramo suseda d ¢vora a
Posto vazi L(d) = L(a) ne radimo nista

Pokrecemo DFS iz cvora c, postavljamo c.Pre <- 4 i L(c) <- 4
Razmatramo suseda a Cvora c
To je grana ka roditelju, koju dalje ne obradjujemo

Vracamo se u cvor a
Posto vazi L(c) > L(a) ne radimo nista
S obzirom na to da je L(c) > a.Pre grana (a,c) jeste most

Algoritam za odredivanje svih mostova u grafu se zasniva na DFS pretrazi, sa
odgovarajué¢om dolaznom i odlaznom obradom koja je slozenosti O(1), pa je
vremenska slozenost ovog algoritma O(|V| + |E|).

TardZanov algoritam za trazenje artikulacionih tacaka u grafu

Veoma nalik prethodnom algoritmu je i algoritam za trazenje artikulacionih
tacaka u grafu. Cvor u bié¢e artikulaciona tacka grafa ako je ispunjen jedan od
naredna dva uslova:

e u je koren DFS drveta i ima bar dva deteta;
¢ u nije koren DFS drveta i ima dete v u DFS drvetu takvo da nijedan ¢vor
u poddrvetu T, nije povezan sa nekim pretkom ¢vora v u DFS drvetu.

Ako je zadovoljen prvi uslov, s obzirom na to da u neusmerenim grafovima ne
postoje poprecne grane, izbacivanje korena DFS drveta dovelo bi do “razbijanja”
grafa na veéi broj komponenti povezanosti (po jednu za svako dete korena DFS
drveta). Drugi uslov odgovara situaciji kada nakon izbacivanja ¢vora u iz grafa
viSe nije moguce doéi iz proizvoljnog ¢vora poddrveta sa korenom u detetu v
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¢vora u do nekog pretka ¢vora wu.

Slika 16: Primer grafa u kome je ¢vor a kao koren DFS drveta artikulaciona
tacka.

Razmotrimo graf sa slike 16: ¢vor a kao koren DFS drveta ima dva deteta i nakon
njegovog izbacivanja graf postaje nepovezan. Dakle, ¢vor a je artikulaciona tacka
u grafu. Ovaj slucaj se moze detektovati tako sto prilikom DFS obilaska za svaki
¢vor vr§imo proveru da li ima roditelja u DFS drvetu (jedino koren DFS drveta
nema roditelja) i brojimo koliko ¢vor ima dece. Ako ¢vor nema roditelja i ima
bar dva deteta, zakljucujemo da je artikulaciona tacka.

Razmotrimo primer grafa sa slike 17. Cvor u ima dva deteta u DFS drvetu: v i
w. Nakon izbacivanja ¢vora u i njemu susednih grana iz grafa, iz poddrveta T},
mozemo se vratiti u deo grafa iznad ¢vora u (jer je L(w) = x.Pre), medutim, iz
poddrveta T, mozemo se vratiti najvise do ¢vora u (jer vazi L(v) = u.Pre). S
obzirom na to da ¢vor u ima dete v tako da nijedan ¢vor iz poddrveta T, nije
povezan sa nekim pretkom ¢vora u u DFS drvetu, ¢vor u jeste artikulaciona
tacka u grafu.

Drugi uslov da bi ¢vor bio artikulaciona tacka slican je uslovu za postojanje
mosta: ¢vor u je artikulaciona tacka u grafu ako za nekog dete v ¢vora u vazi
uslov L(v) > u.Pre. Primetimo da za koren a DFS drveta grafa sa slike 18 i
njegovo dete b vazi uslov L(b) = a.Pre, a pritom ¢vor a nije artikulaciona tacka.
Naime, kada je ¢vor koren DF'S drveta ne postoji deo DFS drveta iznad njega.
Dakle, slucaj ¢vora koji je koren DFS drveta mora se zasebno razmatrati.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {0, 3, 4}, {0, 5, 8},
{1}, {1, 6, 7}, {2,8F, {4}, {4}, {5,2}};

int vreme_dolazna = 1;

vector<bool> posecen;

vector<int> dolazna;

vector<int> low_link;

vector<int> roditelj;
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Slika 17: Primer grafa u kome je ¢vor u artikulaciona tacka.

of

Slika 18: Ilustracija grafa u kome za koren DFS drveta a i njegovo dete b vazi
uslov L(b) > a.Pre, a koren a DFS drveta nije artikulaciona tacka.



vector<bool> artikulacionaTacka;

void dfs(int cvor){
posecen[cvor] = true;
dolazna[cvor] = low_link[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolaznat++;
int broj_dece = 0;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (auto sused : listaSusedalcvor]){
if (!posecen[sused]){

// 'sused' postaje dete cvora 'cvor' u DFS drvetu

broj_dece++;

roditelj[sused] = cvor;

// pokrecemo pretragu iz cvora 'sused'

dfs(sused) ;

// makon obrade poddrveta sa korenom u susednom cvoruy
// po potrebi azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
if (low_link[sused] < low_link[cvor])

low_link[cvor] = low_link[sused];

// proveravamo da li 'cvor' nije koren DFS drveta %
// da 1% za cvor 'sused' wazi da nijedan cvor u njegovom poddrvetu
// nije povezan sa nekim pretkom datog cvora
if (roditeljlcvor] != -1
&% low_link[sused] >= dolaznal[cvor])
// ako je uslov ispunjen, zakljucujemo da je
// cvor 'cvor' artikulaciona tacka
artikulacionaTackal[cvor] = true;
3
else // posecen[sused]
if (sused !'= roditeljlcvor])
// po potrebi azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
if (dolazna[sused] < low_link[cvor])
low_link[cvor] = dolazna[sused];
}
// kada obradimo svu decu cvora 'cvor'
// proveravamo da li je cvor 'cvor' koren DFS drveta
// % da 1t ima vise od jednog deteta
if (roditeljlcvor] == -1 && broj_dece > 1)
// ako je uslov ispunjen, cvor je artikulaciona tacka
artikulacionaTackal[cvor] = true;
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void ispisi_artikulacione_tacke(int cvor){
int brojCvorova = listaSuseda.size();
posecen.resize(brojCvorova, false);
dolazna.resize(brojCvorova) ;
low_link.resize(brojCvorova);
roditelj.resize(brojCvorova, -1);
artikulacionaTacka.resize(brojCvorova, false);

dfs(cvor) ;
cout << "Artikulacione tacke u grafu su: ";
for (int i=0; i<artikulacionaTacka.size(); i++){
if (artikulacionaTackali])
cout << i << " "y
}
cout << endl;

}

int main(){
ispisi_artikulacione_tacke(0);
return 0O;

}

Komponente jake povezanosti grafa

Za usmereni graf kazemo da je jako povezan ako je svaki ¢vor grafa dostizan iz
svakog drugog ¢vora u grafu.

Na skupu ¢vorova usmerenog grafa G = (V, F) moze se definisati relacija ~
obostrane dostiznosti: u ~ v ako je ¢vor u dostizan iz ¢vora v i ¢vor v je dostizan
iz ¢vora u. Pored toga, po definiciji za svaki ¢vor u vazi u ~ u (napomenimo da
to ne znaci da u grafu postoje petlje). Za relaciju obostrane dostiznosti vazi da
je:

o refleksivna — za svaki ¢vor u € V vazi u ~ u,
o simetri¢na — za svaka dva ¢vora u,v € V vazi u ~ v akko v ~ u,
e tranzitivna — za svaka tri ¢vora u,v,w € Vizu~viv~wslediiu~w.

Relacija obostrane dostiznosti je stoga relacija ekvivalencije. Ona razlaze skup
¢vorova V' u klase ekvivalencije koje nazivamo komponentama jake povezanosti
grafa G (eng. strongly connected components). Na slici 19 (levo) prikazan je
usmereni graf G koji ima cetiri komponente jake povezanosti koje se sastoje
redom od ¢évorova {a}, {b,c}, {d,e, f} i {g}. Primetimo da dva évora pripadaju
istoj komponenti jake povezanosti ako i samo ako pripadaju nekom zajednickom
usmerenom ciklusu. Od grafa G moze se formirati komprimovani graf GC: to
je usmereni aciklicki graf koji se sastoji od komponenti jake povezanosti grafa
G (slika 19, desno). Naime, svaki ¢vor u grafu G¢ odgovara jednoj komponenti
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jake povezanosti grafa G, a dva ¢évora u grafu G¢ su povezana granom ako i
samo ako u grafu G postoji bar jedna grana od nekog ¢vora prve komponente
do nekog ¢vora druge komponente jake povezanosti. Jasno je da je graf G¢
aciklicki: ako bi u njemu postojao ciklus, to bi znacilo da se sve komponente
jake povezanosti koje pripadaju ciklusu mogu spojiti u jednu, veéu komponentu
jake povezanosti. U nastavku teksta ¢emo komponente jake povezanosti zvati
krace samo komponente.

Slika 19: Graf G i odgovarajuéi komprimovani graf G¢ ¢ji évorovi odgovaraju
komponentama jake povezanosti grafa G.

Jedan (direktan) nacin za odredivanje komponenti u grafu G = (V, E) sastojao
bi se u tome da se za neki ¢vor vy € V odredi koji ¢vorovi pripadaju njegovoj
komponenti, tako Sto bi se za sve preostale ¢vorove proveravalo da li su obostrano
dostizni iz vy — to bi se moglo sprovesti pokretanjem DFS pretrage iz ¢vora
vo (tako bi otkrili sve ¢vorove u dostizne iz ¢vora wvg) i iz svakog ¢évora u do
kog se DFS pretragom stigne (tako bi proverili da li je iz ¢vora u dostizan ¢vor
vp). Nakon toga bi se slican postupak ponavljao za neki ¢vor koji ne pripada
komponenti kojoj pripada ¢vor vy (ako takav ¢vor postoji). Jasno je da bi ovo
bilo veoma neefikasno i zahtevalo bi veliki broj pokretanja DFS algoritma.

Neka je G* graf koji sadrzi iste ¢vorove kao graf (G, ali suprotno usmerene grane:
ako grana (u,v) pripada grafu G, onda grana (v, u) pripada grafu G*. Ovaj graf
zvademo transponovanim grafom (eng. transpose graph) grafa G. Komponente
bismo mogli da odredimo i na slede¢i nacin: pokrenemo DFS obilazak iz ¢vora
vp u grafu G i DFS obilazak iz ¢vora vy u grafu G*. Prvi DFS obilazak pronalazi
skup ¢vorova A koji su dostizni iz ¢vora vg, a drugi DFS obilazak skup ¢vorova
B iz kojih je dostizan ¢vor vg. Komponenta jake povezanosti kojoj pripada
¢vor vy jednaka je AN B. Ovaj postupak bismo ponavljali za proizvoljni ¢vor
koji ne pripada do sada odredenim komponentama povezanosti, ukoliko takav
¢vor postoji. Razmotrimo primer grafa G i odgovarajuceg grafa G* prikazanih
na slici 20: DFS obilazak grafa G pokrenut iz ¢vora d obilazi skup ¢vorova
A = {d,a,b,c}, dok DFS obilazak grafa G* pokrenut iz ¢vora d obilazi skup
¢vorova B = {d,c,a}. S obzirom na to da je AN B = {d,a,c}, ¢vorovi d, a i
¢ pripadace istoj komponenti jake povezanosti. Primetimo da jedino ¢vor b ne
pripada istoj komponenti povezanosti kao ¢vor d, a posto DFS obilazak iz ¢vora
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b u grafu G obilazi samo ¢vor b (jer je njegov izlazni stepen 0), to ée évor b ¢initi
sam za sebe drugu (preostalu) komponentu jake povezanosti grafa G.

G*

G

Slika 20: Graf G i njemu transponovani graf G*.

Postoji nekoliko razli¢itih algoritama linearne vremenske slozenosti za odredivanje
komponenti jake povezanosti u usmerenom grafu, a najpoznatiji medu njima
su Tardzanov algoritam i Kosaradzuov algoritam. Oba algoritma su zasnovana
na DFS obilasku grafa, samo se kod Tardzanovog algoritma sve radi u jednom
prolazu kroz graf, dok se u Kosaradzuovom algoritmu dva puta poziva algoritam
DFS obilaska. U nastavku ¢emo razmotriti prvi od dva pomenuta algoritma.

Tardzanov algoritam

Prilikom DFS obilaska datog usmerenog grafa G implicitno se formira DFS drvo,
odnosno DFS Suma. Bez narusavanja opstosti mozemo pretpostaviti da je graf
takav da postoji ¢vor iz kog se on moze u potpunosti obiéi, odnosno da ima
DFS drvo. Ako takav ¢vor ne postoji moze se, na primer, dodati novi ¢vor v
ulaznog stepena 0, i povezati granama sa svim ¢évorovima grafa G (slika 21);
tada DFS pretraga pokrenuta iz ¢vora v sigurno obilazi sve ¢vorove grafa G.
Prosireni graf sem komponenti grafa G ima samo jos jednu dodatnu jednoclanu
komponentu jake povezanosti {v}. Naime, nijedan drugi ¢vor ne moze biti sa
njim u komponenti jake povezanosti jer je ulazni stepen ¢vora v jednak 0.

Nazovimo baznim cévorom b (eng. base vertex) komponente X onaj ¢vor te
komponente koji ima najmanji redni broj pri dolaznoj DFS numeraciji:

b.Pre = minv.Pre
veX
Razmotrimo graf sa slike 22: on sadrzi tri komponente jake povezanosti:
{a,b,e,d}, {e,g} i {f}. Bazni ¢vor prve komponente biée ¢vor a, druge e, a
trece f.

Lema 1: Neka je b bazni ¢vor komponente X. Tada za svako v € X vazi da
je v potomak ¢vora b u DFS drvetu i svi ¢vorovi na putu od b do v kroz grane
DFS drveta pripadaju komponenti X.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, odnosno da u komponenti X postoje ¢vorovi
koji nisu u poddrvetu T, DFS drveta sa korenom u b, i neka je v jedan od takvih
¢vorova. Neka je vg = b,v1,...,v = v put od b do v kroz ¢vorove komponente
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Slika 21: Graf nadogradujemo ¢vorom v kako bi postojao ¢vor iz koga se graf
moze u potpunosti obidi.

Slika 22: Graf koji sadrzi tri komponente jake povezanosti grafa. Uz svaki ¢vor
data je njegova vrednost dolazne numeracije. Sivom bojom oznaceni su bazni
¢vorovi svake komponente.
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(Do Tb
Slika 23: Tlustracija uz dokaz prvog i drugog dela leme 1.

X. Neka je v; prvi ¢vor na tom putu koji nije u poddrvetu T, (dakle, ¢vor b je
predak ¢vorova v; za j = 1,...,i—1). Tada je grana (v;_1,v;) popre¢na u odnosu
na DFS drvo. Naime, posto v; nije u poddrvetu T}, grana (v;_1,v;) nije grana
DFS drveta, a ne moze biti ni povratna jer bi onda ¢vor v; bio predak ¢vora bi b
ne bi bio bazni ¢vor te komponente. Sve poprecne grane u odnosu na DFS drvo
su usmerene ulevo, pa i grana (v;—1,v;). Dakle, ¢vor v; je levo od ¢évora v;_1, pa
vazi v;.Pre < v;_1.Pre. Dodatno, oni imaju zajednickog pretka z u DFS drvetu
(slika 23 levo). Cvor z ne moze biti jedan od évorova vy, va, ..., v, jer bi inace
¢vor v; bio u poddrvetu sa korenom u ¢voru b. Posto je b predak ¢vora v;_1,
onda je z i zajednicki predak ¢vorova v; i b, te je ¢vor v; levo i od ¢vora b. DFS
obilazak iz ¢vora v; pocinje (i zavrSava se) pre pocetka DFS obilaska iz ¢vora b,
tj. vazi v;.Pre < b.Pre. Medutim, ¢vor v; pripada komponenti u kojoj je bazni
¢vor b, jer je obostrano dostizan sa ¢vorom b: b je dostizan iz ¢vora v; putem od
v; do v = v i dalje putem od v, do b koji postoji jer je v, po pretpostavci, u
ovoj komponenti. Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da je b bazni ¢vor ove
komponente. Dakle, svi ¢vorovi komponente X se nalaze u poddrvetu T, DFS
drveta.

Dokazimo drugi deo leme. Neka je x proizvoljni évor na putu od b do v (slika
23 desno). Postoji put od ¢vora b do évora z kroz grane DFS drveta, a takode
i put od ¢vora x do ¢vora b tako Sto najpre pratimo put od x do v kroz grane
DFS drveta, pa od v do b (ovaj put postoji jer évorovi v i b pripadaju istoj
komponenti). Stoga je x u istoj komponenti kao i ¢vor b. Zakljuéujemo da
svi ¢vorovi na putu od ¢vora b do ¢vora v kroz grane DFS drveta pripadaju
komponenti ¢iji je bazni ¢vor b. O

Primetimo da ovo vazi za graf prikazan na slici 22. Naime, ¢vorovi koji pripadaju
prvoj komponenti su {a,b,c,d} i ¢vorovi b, ¢ i d jesu potomci baznog ¢vora te
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komponente — ¢vora a u DFS drvetu. Sli¢no vazi i za ¢vor g koji je potomak
baznog ¢vora e svoje komponente.

Posebno, s obzirom da ¢vorovi a i d pripadaju istoj, prvoj komponenti jake
povezanosti grafa, na osnovu drugog dela Leme 1 to vazi i za ¢vorove b i ¢ koji
se nalaze na putu od ¢vora a do ¢vora d kroz grane DFS drveta.

Istaknimo jos da su svi ¢vorovi v € X potomci baznog ¢vora b komponente
X u DFS drvetu, ali da ne moraju svi potomci ¢vora b u DFS drvetu biti u
komponenti X: ¢vorovi e, f i g grafa sa slike 22 su potomci ¢vora a, ali se ne
nalaze sa njim u istoj komponenti.

Lema 2: Neka je b bazni ¢vor neke komponente i neka su by, b, ..., b, bazni
¢vorovi nekih drugih komponenti koji su potomci ¢vora b. Tada vazi da se
komponenta kojoj pripada ¢vor b sastoji od svih potomaka ¢vora b koji nisu
potomci nijednog od ¢vorova by, b, . .., bg.

Slika 24: Tlustracija uz dokaz leme 2.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji ¢vor v koji je u istoj
komponenti kao i ¢vor b, a koji je potomak i ¢vora b i ¢vora b; za neko 1,
1 < <k (slika 24). Posto je b; potomak ¢vora b, onda postoji put kroz grane
DFS drveta od ¢vora b do ¢vora b;. Sli¢no, posto je ¢vor v potomak ¢vora b;
postoji put od ¢vora b; do ¢vora v, a na osnovu pretpostavke da su v i b u
istoj komponenti, postoji i put od ¢vora v do ¢évora b. Nadovezivanjem ova dva
puta dobija se put od ¢vora b; do b. Odavde sledi da su ¢vorovi b i b; u istoj
komponenti $to je u suprotnosti sa pretpostavkom leme jer su b i b; bazni ¢vorovi
razli¢itih komponenti. Dakle, ¢vorovi koji su u istoj komponenti kao i ¢vor b ne
mogu biti potomci i nekog drugog baznog ¢vora b;, koji je potomak ¢vora b. [J

U grafu prikazanom na slici 22 ¢vor a je bazni ¢vor. Cvorovi e i f su takode
bazni ¢vorovi i pritom su potomci baznog ¢vora a. Primetimo da su ¢vorovi
koji pripadaju komponenti ¢iji je bazni ¢vor a oni koji su potomci od a, a nisu
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potomci ni ¢vora e ni ¢vora f: to su ¢vorovi b, ¢ i d. Sli¢no, ¢vorovi koji pripadaju
komponenti sa baznim ¢vorom e su oni koji su potomci od e, a nisu potomci od
f, sto je samo ¢vor g.

Lema 1 i Lema 2 nam daju moguénost da izracunamo koji su ¢vorovi zajedno sa
nekim baznim ¢vorom u istoj komponenti jake povezanosti. Nedostaje jos samo
da formuliSemo neki efektivni test kojim bismo mogli da ispitamo da li je neki
¢vor bazni ¢vor neke komponente.

S obzirom na to da je graf sa kojim radimo usmeren i moze imati poprecne grane
u odnosu na DFS drvo, vrednost low link L(v) za ¢vorove v grafa definisa¢emo
nesto drugacije nego u slucaju neusmerenih grafova. Neka je X komponenta
koja sadrzi ¢vor v. Oznacimo sa A najmanji redni broj ¢vora komponente X do
koga se iz ¢vora v moze sti¢i putem koji se sastoji od grana DFS drveta i koji
se zavrSava najvise jednom povratnom ili poprefnom granom. Vrednost L(v)
definisa¢emo kao min{v.Pre, A}, odnosno:

L(v) = min{v.Pre, min w.Pre}.
(t,w) je popreéna ili povratna

postoji grana (t,w), t€T,

Primetimo da popreéna grana (t,w) moze povezivati dva ¢vora iz iste ili iz
razli¢ite komponente (slika 25). Ukoliko povezuje ¢vorove iz iste komponente,
onda se popreéna grana (t,w) razmatra prilikom definisanja vrednosti L(v), a
inace ne.

111 1/1

© a

Slika 25: Tustracija scenarija kada popreéna grana (c,b) vodi ka ¢voru koji
pripada istoj komponenti i kada poprec¢na grana vodi ka ¢voru koji ne pripada
istoj komponenti.

Lema 3: Cvor v je bazni ¢vor ako i samo ako vazi L(v) = v.Pre.

Dokaz: Pokazimo prvi smer tvrdenja: ako je ¢vor v bazni onda vazi L(v) =
v.Pre. Pretpostavimo suprotno — da za bazni ¢vor v vazi L(v) < v.Pre i
pokazimo da onda ¢vor v nije bazni ¢vor. Prema definiciji vrednosti L, postoji
¢vor w u istoj komponenti kao i v takav da je L(v) = w.Pre. Stoga je w.Pre <
v.Pre te ¢vor v ne moze biti bazni ¢vor.

Dokazimo sada suprotni smer implikacije: ako za ¢vor v vazi uslov L(v) = v.Pre,
onda je ¢vor v bazni. Pretpostavimo suprotno: da vazi uslov L(v) = v.Pre, a
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Slika 26: Ilustracija uz dokaz prvog i drugog slucaja u lemi 3.

da ¢vor v nije bazni ¢vor. Neka je b bazni ¢vor komponente koja sadrzi ¢vor v.
Prema Lemi 1 ¢vor b je predak ¢vora v. Posto su b i v u istoj komponenti, postoji
prosti put p od v do b. Neka je y prvi ¢vor na putu p koji nije u poddrvetu sa
korenom u v i neka je x ¢évor koji mu prethodi na putu p:

« ako je grana (z,y) povratna (slika 26, levo), onda je y predak ¢évora v i
L(v) < y.Pre < v.Pre, suprotno pretpostavci (¢vor y nije na putu od v
do z, jer je put p po pretpostavci prost);

« ako je grana (x,y) popretna (slika 26 desno), onda je ona usmerena ulevo
i y.Pre < x.Pre. S obzirom na to da su poddrvo sa korenom u y i
poddrvo sa korenom u v disjunktni i da postoji grana od potomka ¢vora v
(odnosno z) do y, na osnovu svojstava poprecnih grana mozemo zakljuciti
da vazi y.Pre < v.Pre. Odavde sledi da je L(v) < y.Pre jer je y u istoj
komponenti jake povezanosti kao i v i dostizan je preko grana DFS drveta
nakon koje sledi jedna povratna ili poprec¢na grana. Na osnovu ovoga i
¢injenice da je y.Pre < v.Pre, dobijamo da vazi L(v) < v.Pre, suprotno
pretpostavci. O

Na slici 27 prikazan je graf sa slike 22, samo je uz svaki ¢vor, pored vrednosti
dolazne numeracije, prikazana i vrednost L(v) ¢vora. Primetimo da su ¢vorovi za
koje vazi v.Pre = L(v) ba$ oni ¢vorovi koji su bazni ¢vorovi svojih komponenti.

Razmotrimo graf sa slike 28. Grana (e, b) vodi iz ¢évora e ka ¢voru b koji pripada
istoj komponenti jake povezanosti, te je tokom pretrage u dubinu prilikom
razmatranja grane (e, b) potrebno azurirati vrednosti L(e) na b.Pre. Medutim,
u slucaju grafa sa slike 29 mozemo uociti da grana (e, b) povezuje dva ¢vora
koja ne pripadaju istoj komponenti jake povezanosti, te se prilikom obrade grane
(e,b) ne treba azurirati vrednost L(e) — ova vrednost ostaje jednaka e.Pre, te
¢e ¢vor e biti bazni ¢vor svoje komponente. Zaista, iz ¢vora e nije moguce stic¢i
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Slika 27: Graf koji sadrzi tri komponente jake povezanosti. Uz svaki ¢vor data je
njegova vrednost dolazne numeracije i vrednost low link. Sivom bojom oznaceni
su bazni ¢vorovi svake komponente.

Slika 28: Primer grafa kod koga popre¢na grana (e, b) vodi ka ¢voru koji pripada
istoj komponenti jake povezanosti kao polazni ¢vor grane. Uz svaki ¢vor data je
njegova vrednost dolazne numeracije i vrednost low link. Sivom bojom oznaceni
su bazni ¢vorovi svake komponente.
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Slika 29: Primer grafa kod koga poprecna grana (e,b) vodi ka ¢voru koji ne
pripada istoj komponenti jake povezanosti kao polazni ¢vor grane. Uz svaki ¢vor
data je njegova vrednost dolazne numeracije i vrednost low link. Sivom bojom
oznaceni su bazni ¢vorovi svake komponente.

do ¢vora a (pa ova dva ¢vora ne pripadaju istoj komponenti), a iz ¢vora b nije
mogude doé¢i do évora e (pa ni ova dva ¢vora ne pripadaju istoj komponenti).

Razmotrimo najzad kako na osnovu prethodnih lema mozemo formulisati algori-
tam za ispisivanje komponenti jake poveznosti grafa. U te svrhe prilagodi¢emo
algoritam DFS pretrage. Zelimo da u neku pogodnu strukturu podataka smes-
tamo ¢vorove u redosledu DF'S obilaska, a da neposredno pre nego $to napustimo
neki ¢vor proverimo da li je on bazni i ako jeste ispiSemo (i uklonimo) njega i sve
njegove potomke koji se i dalje nalaze u toj strukturi podataka: to ¢ée biti ¢vorovi
koji su nakon njega poseceni, pa i nakon njega dodati u tu strukturu. Dakle,
elemente treba dodavati na kraj ove strukture podataka i uklanjati ih sa kraja
ove strukture. Struktura podataka koju je pogodno koristiti u ove svrhe je stek.
Naime, prilikom oznacavanja ¢vora v u toku DFS pretrage, ¢vor v se upisuje na
namenski stek. Kada se zavrsi poziv DFS algoritma iz ¢vora v, ako je v bazni
¢vor (a to utvrdujemo tako Sto se uverimo da vazi L(v) = v.Pre) sa steka se
uklanja ¢vor v i svi ¢vorovi iznad njega na steku (naravno, unazad: od elementa
na vrhu steka pa sve do ¢vora v). Na taj nac¢in ako je ¢vor v bazni, izdvaja se
komponenta koja sadrzi ¢vor v i svi njeni ¢vorovi uklanjaju se sa steka. Redosled
uklanjanja baznih ¢vorova nam garantuje da ¢emo sa baznim ¢vorovima neke
komponente ukloniti samo one potomke koji nisu potomci nekog drugog baznog
¢vora.

Dokaz korektnosti algoritma moze se izvesti indukcijom po broju m komponenti
jake povezanosti koje ¢ine graf.

Za m = 1, po zavrsetku DFS pretrage sa steka se skidaju svi ¢vorovi jedine
komponente grafa.

Neka je tvrdenje tacno za grafove sa manje od m komponenti i neka je G graf sa
m komponenti. Neka je b prvi bazni ¢vor na koji se nailazi pri DFS pretrazi (to

30



¢e biti évor iz kog pokreéemo DFS pretragu), a neka su by, ba, ..., b, 1 bazni
¢vorovi ostalih komponenti. Oni moraju biti potomci ¢vora b. Prema induktivnoj
hipotezi, posle zavrsetka DFS pretrage iz ¢vora b;, 1 <1i < m — 1, izdvojene su
sve komponente dostizne iz ¢vora b; i svi njihovi ¢vorovi uklonjeni su sa steka.
Na osnovu leme 2 vazi da kada se zavrsi DFS pretraga iz ¢vora b, na steku se
nalaze ta¢no ¢vorovi iz komponente ¢iji je bazni ¢vor bas ¢vor b. Po zavrsetku
DEFS pretrage se, dakle, sa steka izdvaja poslednja komponenta, kojoj pripada
¢vor b.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {3, 4}, {5, 8}, {}, {6, 7},
{8}, {13, {3}, {03}};

int vreme_dolazna = 1;

void dfs(int cvor, vector<int> &dolazna, vector<int> &low_link,
stack<int> &redosledUObilasku, vector<int> &u_steku){
dolazna[cvor] = low_link[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolaznat++;
redosledUObilasku.push(cvor) ;
u_stekul[cvor] = true;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obislt
for (auto sused : listaSusedal[cvor]){
// ako cvor 'sused' do sada nismo posetili
if (dolaznal[sused] == -1){
// pokrecemo DFS pretragu iz cvora 'sused’
dfs(sused,dolazna,low_link,redosledUObilasku,u_steku);
// ako je potrebno azuriramo vrednost L cvora 'cvor'
if (low_link[sused] < low_link[cvor])
low_link[cvor] = low_link[sused];
}
// ako je u pitanju povratna ili poprecna grana,
// azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
// samo ako se sused nalazi u steku
// to zmaci da sused pripada istoj komponenti povezanosti
else if (u_stekul[sused])
if (dolazna[sused] < low_link[cvor])
low_link[cvor] = dolazna[sused];

}

// ako je u pitanju bazni cvor komponente
// stampamo sve cvorove te komponente
if (dolazna[cvor] == low_link[cvor]){
while(1){
// ispisujemo element sa vrha steka i uklanjamo ga
int cvor_komponente = redosledUObilasku.top();
cout << cvor_komponente << " ';
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u_steku[cvor_komponente] = false;
redosledUObilasku.pop();
// ako smo stigli do baznog cvora prekidamo petlju

if (cvor_komponente == cvor){
cout << "\n";
break;
}
}
}
}

void ispisi_komponente(int cvor){
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<int> dolazna(brojCvorova,-1);
vector<int> low_link(brojCvorova);
// stek na koji smestamo cvorove u redosledu DFS obilaska
stack<int> redosledUObilasku;
// vektor koji omogucava brzu proveru da li se cvor nalazi na steku
vector<bool> u_steku(brojCvorova,false);

cout << "Komponente jake povezanosti su: " << endl;
dfs(cvor,dolazna,low_link,redosledUObilasku,u_steku);

}

int main(){
ispisi_komponente(0);
return 0;

}

Slika 30: Primer grafa koji ima tri komponente jake povezanosti: {1,3,4,6}, {7}
i {0,2,5,8}. Uz svaki ¢vor prikazan je redni broj u dolaznoj numeraciji i low
link vrednost.
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Primer: Razmotrimo izvrsavanje ovog algoritma na primeru grafa prikazanog

na slici 30.
stek: O
stek: 0,1
stek: 0,1,3
zavrsava se
L(v) = 2 pa
stek: 0,1,3,
stek: 0,1,3,

zavrsava se
L(v) = 3 pa

zavrsava se
L(v) = 2 pa

zZavrsava se

rekurzivni poziv iz cvora 3 ali za njega je v.Pre
on nije bazni cvor komponente

4
4,6
rekurzivni poziv iz cvora 6, ali za njega je v.Pre

on nije bazni cvor komponente

rekurzivni poziv iz cvora 4, ali za njega je v.Pre
on nije bazni cvor komponente

rekurzivni poziv iz cvora 1 i

s obzirom na to da za cvor 1 vazi uslov L(v) = v.Pre = 2

sa steka skidamo sve cvorove do cvora 1, dakle

i oni predstavljaju zasebnu komponentu

stek: O

stek: 0,7
zavrsava se

rekurzivni poziv iz cvora 7 i

s obzirom na to da za cvor 7 vazi uslov L(v) = v.Pre = 6

sa steka skidamo samo cvor 7 i on predstavlja zasebnu komponentu

stek: O
stek: 0,2
stek: 0,2,5
stek: 0,2,5,

zavrsava se
L(v) =1 pa

zavrsava se
L(v) =1 pa

zavrsava se

8
rekurzivni poziv iz cvora 8, ali za njega je v.Pre
on nije bazni cvor komponente

rekurzivni poziv iz cvora 5, ali za njega je v.Pre
on nije bazni cvor komponente

rekurzivni poziv iz cvora 2, ali za njega je v.Pre
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3, a

redom cvorove 6, 4, 3,

9, a
8, a
7, a
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L(v) = 1 pa on nije bazni cvor komponente

zavrsava se rekurzivni poziv iz cvora 0 i

s obzirom na to da za cvor 0 vazi uslov L(v) = v.Pre = 1

sa steka skidamo sve cvorove do cvora 0, dakle redom cvorove 8, 5, 2, 0
i oni predstavljaju zasebnu (poslednju) komponentu grafa

Tardzanov algoritam za odredivanje komponenti jake povezanosti oslanja se na
DFS pretragu grafa, te je slozenosti O(|V| + |E|).

34



	Topološko sortiranje
	Kanov algoritam
	Algoritam zasnovan na DFS pretrazi

	Mostovi i artikulacione tačke u neusmerenom grafu
	Tardžanov algoritam za traženje mostova u grafu
	Tardžanov algoritam za traženje artikulacionih tačaka u grafu

	Komponente jake povezanosti grafa
	Tardžanov algoritam


