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Glava 1

Uvod

1.1 Pojam racunarske grafike

“Jedna slika vredi hiljadu re¢i”
kineska poslovica

Racunarska grafika (eng. computer graphics) se moze definisati kao tehnologija koja omogucava
generisanje, prikaz i manipulaciju vizualnog sadrZaja na ekranima rac¢unara. Razvila se sredinom dvade-
setog veka sa idejom da olaksa komunikaciju sa ra¢unarima. Termin racunarska grafika vodi poreklo
od Viljema Fetera (William Fetter), americkog grafickog dizajnera koji se smatra pionirom u ovoj oblasti.
On je Sezdesetih godina proslog veka uveo termin ra¢unarska grafika kako bi opisao nove metode diza-
jniranja koje je koristio prilikom razvoja ergonomskih resenja za kokpit Boing aviona. Naime, on je
tokom rada na dizajnu kokpita, uz pomoc¢ ra¢unara napravio niz slika modela pilota Boing aviona kako
bi se testirale mogucnosti da dohvati sve instrumente (slika 1.1). Ovo je bio prvi ra¢unarski generisan
trodimenzioni model ljudskog tela. Na ovim osnovama se ubrzo nakon toga razvio dizajn uz pomo¢
ra¢unara (eng. Computer Aided Design, skraceno CAD).

Slika 1.1: Prvi racunarski generisani model ljudskog tela, tzv. “Boeing Man” (izvor: Boeing Image
Archive).

Racunarska grafika se u uzem smislu bavi modelovanjem objekata na sceni, modelovanjem osvetl-
jenja scene i — na osnovu dobijenih modela — iscrtavanjem scene iz tatke gledista kamere. Modelovanje
objekata obuhvata specificiranje geometrijskog opisa objekata na sceni (oblika, veli¢ine, pozicije) i na¢ina
na koji objekti reflektuju svetlost, dok modelovanje osvetljenja podrazumeva zadavanje matematickog
opisa izvora svetlosne energije, smerova u kojima se ona emituje, raspodele talasnih duZina svetlostii dr.
Rad u oblasti ra¢unarske grafike podrazumeva stvaranje, skladistenje i rukovanje modelima, pri ¢emu
modeli mogu biti 2D ili 3D i mogu poticati iz razli¢itih domena, poput fizike, biologije, matematike i
umetnosti i mogu da prikazuju stvarne objekte, uklju¢ujuci objekte koji se ne mogu videti u stvarnom
svetu (na primer, atome) ili zamisljene objekte.

Uz fotografiju i televiziju, ra¢unarska grafika danas predstavlja najdominantniji nacin proizvodnje
slika. Prednost ra¢unarske grafike je moguénost prikazivanja apstraktnih objekata, poput podataka koji
nemaju ugradenu geometriju, kao $to su recimo numericki rezultati nekog eksperimenta.

Racunarsku grafiku karakteri$e interdisciplinarnost: u njoj vaznu ulogu igraju fizika (potrebna za
modelovanje svetlosti i izvodenje simulacija potrebnih za animacije), matematika (potrebna za opis ge-
ometrije figura), covekova mo¢ opaZanja (bitna za alokaciju potrebnih resursa jer nije potrebno trositi
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1.2. Primene ra¢unarske grafike 10

vreme za obradu objekata koji nece biti vidljivi ili na prikaz detalja koje ¢ovekov vizualni sistem nece
primetiti), interakcija izmedu ¢oveka i ra¢unara i druge. Sve ove aspekte je neophodno temeljno raz-
motriti kako bi dobijena slika bila $to realisti¢nija.

Oblast racunarske grafike je matematicki zasnovana i teorijski dobro ustanovljena. Hardverska i soft-
verska reSenja specijalizovana za ra¢unarsku grafiku postoje decenijama i brzo se razvijaju i unapreduju
i zbog toga ¢emo se u ovom materijalu baviti konceptima koji su zajednicki za sve implementacije, bez
ulaZenja u detalje nekog konkretnog hardvera ili neke softverske biblioteke.

Na osnovu toga sa kakvim modelima radi ra¢unarska grafika se moZe klasifikovati na dvodimenzion-
alnu (2D) grafiku i trodimenzionalnu (3D) grafiku. 2D grafika podrazumeva generisanje digitalnih slika
pomocu racunara na osnovu dvodimenzionih modela. Ona ima primenu u tipografiji, u grafickom
dizajnu (recimo za kreiranje logotipova i postera), dizajnu grafickih korisnickih interfejsa, u ru¢no cr-
tanim animacijama (npr. u ranijim crtanim filmovima, poput Miki Mausa). Prve racunarske igre su
koristile 2D grafiku (slika 1.2 levo); ¢ak i danas 2D grafika se koristi za igre kartama, poput pasijansa.

| (I
1 1 |
0 ] e

Slika 1.2: 2D igra tetris (levo) i 3D prikaz piramide sainjene od sfera (desno).

3D grafika koristi trodimenzionalne modele, kao reprezentacije trodimenzionalnih objekata (slika 1.2
desno). Za razliku od 2D grafike, kod koje je slika zadata svojom $irinom i visinom, 3D grafika dodaje
nivo dubine kojim se postiZe realizam. 3D grafika se koristi u novijim video igrama, u primenama koje
uklju¢uju VR, u 3D animacijama, kao i za vizuelizaciju podataka u medicini, meteorologiji, astronomiji
i dr. Bez sumnje ona danas predstavlja zlatni standard u rac¢unarskoj grafici.

1.2 Primene racunarske grafike

Racunarska grafika je od svojih pocetaka pa do danas iz noviteta prerasla u svakodnevni fenomen.
Tesko je zamisliti osobu koja u svom svakodnevnom Zivotu nije dosla u dodir sa ra¢unarskom grafikom.
Kako je grafika sve viSe postajala deo ¢ovekove svakodnevice, tako su rasla i o¢ekivanja korisnika. Video
igre danas prikazuju vise milijardi poligona u sekundi, a specijalni efekti su toliko dobri da ih nije lako
razaznati od materijala koji nije ra¢unarski generisan. Digitalni fotoaparati i kamere prave slike sve vece
rezolucije, a jednako brzo napreduju i alati za njihovu obradu.

MoZda je najznacajniji uticaj racunarske grafike u oblasti grafi¢ckih korisni¢kih interfejsa (eng. graph-
ical user interface, GUI) na razli¢itim uredajima kao Sto su telefoni i ra¢unari, ali i kontrolne table au-
tomobila i brojni drugi kuéni elektronski uredaji. Graficki korisnicki interfejsi su omogucili prirodniju i
laksu interakciju sa ratunarom koris¢enjem paradigme pokazi-i-klikni (eng. point and click).

Racunarska grafika je promenila nac¢in na koji posmatramo informacije iz oblasti medicine, arhitek-
ture, kontrole procesa u industriji, kao i informacije iz svakodnevnog Zivota. Tako, na primer, moZemo
da vizualizujemo mape vremenske prognoze i radarske slike. Vizualizacija informacija je veoma ko-
risna za razumevanje i interpretiranje podataka velikog obima i sloZenih podataka koji nemaju nuzno
prirodni vizualni prikaz. Vremenski trend cena razli¢itih akcija moZe se vizualizovati pametnim algorit-
mima za izradu grafikona tako da ljudi mogu da uoce obrasce u ovim podacima, iako oni na prvi pogled
nisu vidljivi. Vizualizacija podataka u medicini omogucava pravljenje smislenih slika skeniranih paci-
jenata: na osnovu velike serije dvodimenzionih rendgenskih snimaka dobijenih kompjuterskom tomo-
grafijom (CT), mogu se kreirati osencene slike unutrasnjosti snimljenog objekta, koje pomazu doktorima
da iz ovakvih podataka izdvoje glavne informacije i postave dijagnozu.

Racunarska grafika se koristi i za dizajniranje delova i proizvoda na ra¢unarima (eng. Computer
Aided Design, skraceno CAD), a zatim, koris¢enjem ovih virtuelnih dizajna, za vodenje procesa proizvod-



11 1. Uvod

nje (eng. Computer Aided Manufacturing, skrac¢eno CAM). Mnogi mehani¢ki delovi dizajniraju u pake-
tima za 3D ra¢unarsko modelovanje, a onda automatski proizvode na glodalicama kontrolisanim od
strane racunara. Takode, sa unapredenjem grafike, razvilo se i inZenjerstvo potpomognuto ratunarstvom
(eng. Computer Aided Engineering, skraceno CAE) koje omogucava reSavanje inZenjerskih zadataka uz
pomo¢ racunara.

Racunarska grafika potpomaze izvodenje simulacija realnih situacija u poslovima kriti¢nim po sig-
urnost kao $to su simulacije voZnje, simulacije letenja ili za trening iskusnih korisnika u situacijama koje
bi bilo ili suvise skupo ili suvise opasno fizi¢ki realizovati.

Jedan od najvecih uticaja ra¢unarske grafike je svakako na industriju zabave, i to konkretno na oblast
filma, televizije i igara. Film Pri¢a o igrackama (eng. Toy Story) snimljen 1995. godine prvi je film kojije u
potpunosti napravljen uz pomo¢ ra¢unara. Ra¢unarske igre sve vise koriste sofisticirane trodimenzione
modele i algoritme iscrtavanja, a skoro svi novi filmovi za vizuelne efekte koriste digitalni kompozit
snimljene i generisane slike (eng. digital compositing), kako bi sastavili pozadinu sa zasebno sniml-
jenim prvim planom filma. Mnogi filmovi koriste 3D modelovanje kako bi stvorili sinteticka okruZenja,
objekte, ¢ak i karaktere za koje ve¢ina gledalaca nikada ne bi posumnjala da nisu stvarni.

Dve podgrane ra¢unarske grafike koje su novijeg datuma su virtuelna realnost (eng. virtual reality,
VR) i proSirena realnost (eng. augmented reality, AR). Virtuelna realnost je tehnologija koja omogucava
simuliranje ra¢unarski generisanog okruZenja sa kojim korisnik moZe da interaguje (Salje i prima in-
formacije) koriS¢enjem interaktivnih uredaja poput naocara, kaciga, rukavica i specijalne odece. Iluzija
prisutnosti (teleprezentovanja) je omogucena senzorima koji prate korisnikove pokrete i u skladu sa
njima se u realnom vremenu menja slika koja se prikazuje korisniku. Virtuelna realnost omogucava
virtuelna putovanja u razne zemlje, virtuelne obilaske muzeja i sli¢no, ali ima i veoma vazan doprinos
u obukama kriti¢nih radnih vestina u realnom okruZenju, u medicini, kao i za izvodenje raznih vrsta
simulacija.

Za razliku od virtuelne realnosti gde je kompletan sadrzaj koji se korisniku prikazuje rac¢unarski
generisan, u prosirenoj realnosti se korisniku prikazuje slika koja kombinuje realisti¢an pogled na okolinu
sa sadrZajem koji je racunarski generisan: digitalni elementi u formi teksta, grafike i audio signala se u
realnom vremenu integriSu sa objektima iz realnog sveta. Ovaj efekat se najceSce postiZe koris¢enjem
kamere na pametnim telefonima (slika 1.3). Na ovaj na¢in moguce je turisticke ture obogatiti prikazom
razli¢itih informacija, mogucée je kupcima prikazati kako bi izgledao neki artikal iz prodavnice u nji-
hovom stanu ili ¢ak isprobati Sminku pre kupovine. Pre nekoliko godina veliku buru izazvala je igra
za mobilni telefon Pokemon Go koja je veliki broj mladih ljudi izvela na ulice u potrazi za virtuelnim
karakterima - pokemonima koje je trebalo sakupiti.

Slika 1.3: [lustracija virtuelne i prosirene realnosti.

Savremena istrazivanja u oblasti racunarske grafike se uglavnom bave metodama za pravljenje ge-
ometrijskih modela, metodama za realisti¢ni prikaz refleksije povrsi, metodama za animaciju scena
prema zakonima fizike i aproksimacijama ovih zakona, interakcijom sa virtuelnim objektima i drugim.
SIGGRAPH! je vodeca konferencija u oblasti ra¢unarske grafike; na njoj se prikazuju novi akademski
rezultati iz oblasti ratunarske grafike, kao i komercijalni alati. Rad objavljen u zborniku radova sa ove
konferencije, koji objavljuje ACM, smatra se najvaZznijom referencom koju neko ko se prakti¢no bavi
rac¢unarskom grafikom moze da ima.

ILink konferencije odrZane 2024. godine je https://s2024.siggraph.org/.


https://s2024.siggraph.org/
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1.3 Poddiscipline raCunarske grafike

Osnovne poddiscipline racunarske grafike su:

modelovanje —bavi se pre svega pravljenjem matematicke specifikacije geometrijskih objekata na sceni
i njihovih vizualnih svojstava na nacin koji je pogodan za ¢uvanje na racunaru (slika 1.4);

Slika 1.4: MreZzni model delfina.

renderovanje (iscrtavanje) —proces kreiranja realisticne dvodimenzione digitalne slike na osnovu (dvodi-
menzionih ili trodimenzionih) modela objekata na sceni i (realisticnog ili nerealisticnog) modela
ponasanja svetlosti (slika 1.5);

-I I
—————

Slika 1.5: Slika iz filma Inside Out - levo je deo pre, a desno nakon renderovanja (preuzeto sa https:
//sciencebehindpixar.org/pipeline/rendering).

animacija — proces kreiranja nizova slika koje, kada se prikazu brzo jedna za drugom, daju utisak
glatkog kretanja (slika 1.6).

ojima se stice utisak kretanja.

Modelovanje obuhvata pravljenje modela objekata na sceni, primenu materijala na modele, postavl-
janje modela na scenu, modelovanje izvora svetlosti koji postoje na sceni, pozicioniranje svetla na sceni,
postavljanje kamere, dok renderovanje podrazumeva iscrtavanje dvodimenzione slike scene iz pozicije
kamere. U okviru ovog materijala akcenat ée biti na procesima modelovanja i renderovanja.


https://sciencebehindpixar.org/pipeline/rendering
https://sciencebehindpixar.org/pipeline/rendering
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1.3.1 Modelovanje

Objekti koje modelujemo mogu biti jednostavniji i sloZeniji. Takode, jedan isti trodimenzioni objekat
mogucée je modelovati sa razli¢itim nivoom detaljnosti (eng. level of details, LOD)?. Vedi nivo detaljnosti
omogucava vernije opisivanje polaznog modela, ali i ve¢i broj elemenata mreZe pa samim tim i vremen-
ski i prostorno zahtevniju obradu modela (slika 1.7).

Slika 1.7: Tri razli¢ita modela istog objekta sa razli¢itim nivoom detaljnosti (razli¢itim brojem trouglova
u mrezi).

Modeli se mogu sastojati od velikog broja geometrijskih primitiva. Neke od primitiva koje su di-
rektno podrzane u hardveru jesu tacke, duZi i poligoni (trouglovi ili drugi konveksni poligoni). Pored
navedenih primitiva, modelovanje takode ukljucuje i koris¢enje deo po deo polinomijalnih krivih, deo
po deo polinomijalnih povr$i i sli¢no.

Klju¢ modelovanja scene koja potencijalno moZe biti jako sloZena je u njenoj hijerarhijskoj strukturi.
Naime, sloZeni objekti mogu se dobiti od jednostavnijih objekata koji se mogu napraviti od jos jednos-
tavnijih objekata i tako sve dok ne stignemo do osnovnih geometrijskih primitiva (tipa sfera, valjaka,
kupa i kocki) koje se mogu direktno modelovati (slika 1.8).

O —

OCOBWHa

oo %v -
v

Slika 1.8: Razlaganje sloZenog objekta na jednostavnije komponente.

Prilikom zadavanja pojedina¢nog objekta mozemo koristiti koordinatni sistem u kome je objekat
najjednostavnije opisati — npr. moZemo pretpostaviti da je objekat centriran u koordinatnom pocetku
i da je jedini¢ne veli¢ine, a zatim mu naknadno moZemo postaviti veli¢inu, orijentaciju i poziciju na
sceni primenom odgovarajucih geometrijskih transformacija, poput skaliranja, rotacija i translacija. Ove
transformacije nazivamo transformacijama modelovanja (eng. modelling transformation). Sli¢an postu-
pak moZemo primeniti i na pojedina¢ne objekte ukoliko imaju sloZenu strukturu: svaki sastavni deo
sloZzenog objekta moZemo da zadamo u svom pogodnom koordinatnom sistemu, a zatim ga moZemo
pozicionirati u okviru kompletnog objekta transformacijama modelovanja (slika 1.9). Povrh toga, mo-
Zemo da primenimo drugu transformaciju modelovanja na ceo sloZeni objekat kao celinu da bismo ga
pozicionirali unutar scene. Dakle, moZemo kreirati objekte koji su sastavljeni od manjih objekata koji su

2U okviru projekta Digitalni Mikelandelo koji se bavi digitalizacijom Mikelandelovih skulptura i arhitekture (https://
graphics.stanford.edu/papers/digmich_falletti/) skulptura Mikelandelovog Davida je modelovana mreZom sainjenom
od nekoliko milijardi poligona.


https://graphics.stanford.edu/papers/digmich_falletti/
https://graphics.stanford.edu/papers/digmich_falletti/
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ponovo sastavljeni od manjih objekata itd. 1z ovog razloga kazemo da modelovanje prati hijerarhijski
princip.

TpaHcaupaj

CKanMpaj v TpaHcaupaj

Y

poTHpaj M TpaHcupaj

cacTaB/bake Yy
npUMHUTHUEBE Y CBOM CBETCKOM
KOOpPAWUHATHOM CUCTEMY KOOpAWHATHOM CUCTEMY

Slika 1.9: Sastavljanje primitiva u polazni objekat.

Komponente sloZene scene formiraju hijerarhijsku strukturu podataka u kojoj je svaki objekat povezan
sa svojim sastavnim delovima i ovu strukturu podataka nazivamo graf scene (eng. scene graph). Graf
scene je drvolika struktura podataka kod koje koren predstavlja kompletnu scenu koja se renderuje,
njegova deca predstavljaju objekte najviseg nivoa na sceni, itd. Listovi grafa scene su osnovni (primi-
tivni) objekti, kao Sto su sfera, kocka i valjak, dok unutrasnji ¢vorovi odgovaraju primeni geometrijskih
transformacija koje se zadaju matricama u homogenim koordinatama i mogu imati jedno ili vise dece.
S obzirom na to da ¢vorovi mogu biti deca veceg broja unutrasnjih ¢vorova, graf scene u opstem slucaju
ne mora biti stablo (slika 1.10), ali jeste usmereni aciklicki graf (eng. DAG, directed acyclic graph). Na
ovaj nacin omoguceno je ponovo iskoristiti jednom definisane geometrijske oblike. Svaka od strelica na
slici 1.10 se moZe povezati sa transformacijom modelovanja koja postavlja podobjekat na odgovarajuce
mesto unutar roditeljskog objekta. U nekim aplikacijama graf scene se ne pravi eksplicitno, ve¢ se on
implicitno kreira na osnovu poziva funkcija kojima se iscrtava scena.

oy
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Slika 1.10: Primer grafa scene.
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1.3.2 Renderovanje

Renderovanje predstavlja transformisanje scene sastavljene od modela objekata u trodimenzionom
prostoru u dvodimenzionu sliku. Modeli su sastavljeni od primitiva koje su podrZane u sistemu za
renderovanje.

U odnosu na nacin renderovanja scene razlikujemo dva pristupa: rasterizaciju (eng. rasterization) i
tehniku pracenja zraka (eng. ray tracing). Prilikom rasterizacije elementi scene se projektuju ka kameri.
Naime, za svaku primitivu sa scene potrebno je utvrditi u koje se piksele projektuje, a zatim utvrditi koja
¢e od primitiva biti vidljiva. Tehnika rasterizacije je veoma efikasna — njom je koris¢enjem savremenog
hardvera moguce prikazati milijarde primitiva (prevashodno trouglova) u sekundi, ali je teZe na slici
postici fotorealizam, senke i refleksije koje moZemo videti okom. Ovaj proces renderovanja je najcesce
podrzan u hardveru.

S druge strane, kod tehnike pracenja zraka se prati svetlosni zrak iz kamere kroz svaki piksel slike i
utvrduje se koji objekti sa scene doprinose boji tog piksela (slika 1.11). Ova tehnika je u opstem slucaju
sporija od rasterizacije (ponekad je potrebno sacekati minute ili sate da bismo generisali jednu sliku), ali
je njom lakse posti¢i fotorealizam.

Camera Camera

Slika 1.11: Ilustracija tehnike rasterizacije i tehnike pracenja zraka (preuzeto sa https://slideplayer.
com/slide/13550988/).

Tradicionalno, transformacija iz modela preko scene pa sve do slike se “razbija” na manje korake,
koji se nazivaju grafickom protocnom obradom (eng. graphics pipeline, rendering pipeline). Dakle, grafi¢ka
protocna obrada je osnovni okvir u ra¢unarskoj grafici kojim se zadaju koraci prilikom transformacije
trodimenzione scene u dvodimenzionu reprezentaciju na ekranu. Svaki od koraka u grafi¢koj proto¢noj
obradi prosleduje rezultat svoje faze narednom koraku. Ona se moZe implementirati na razli¢ite nacine
i neki od koraka se mogu implementirati u samom hardveru, a neki softverski. S obzirom da je ¢itav
proces podeljen na strikino definisane korake, svaki od koraka graficke proto¢ne obrade moZe se za-
sebno optimizovati. U ranim fazama razvoja racunarske grafike, graficka proto¢na obrada bila je fiksna,
odnosno programer nije mogao da uti¢e na izlaz nijedne od faza proto¢ne obrade. Danas je situacija
drugacija i neke od faza je moguce kontrolisati kori§¢enjem programa za grafi¢ki procesor koji se nazi-
vaju Sejderi (eng. shader). Ova vrsta graficke proto¢ne obrade se naziva programabilna protocna obrada.
Revolucionarni napredak u oblasti ra¢unarske grafike desio se pojavom Sejdera koji su omoguéili finu
kontrolu grafi¢ke proto¢ne obrade.

Prema vremenu u kojem se vrsi, razlikujemo dve vrste renderovanja: renderovanje u realnom vre-
menu (koje se nekada naziva i onlajn renderovanje) i oflajn renderovanje. Renderovanje u realnom vre-
menu je tehnika koja omogucava kreiranje 3D slika i animacija u realnom vremenu, kao $to je slucaj
u racunarskim igrama. Oflajn renderovanje se koristi u situacijama kada vreme nije kriti¢ni resurs
(dozvoljeno je da se svaka slika renderuje i po nekoliko sati ili dana), dok je akcenat na kreiranju slika
visokog kvaliteta sa visokim stepenom realisti¢cnosti. Ona se najc¢esce koristi u filmskoj industriji za
renderovanje realisti¢nih scena visokog kvaliteta i za specijalne efekte u filmovima.

1.4 Interaktivna racunarska grafika

Na osnovu podrzane interaktivnosti, grafiku moZemo podeliti na interaktivnu ra¢unarsku grafiku i
onu koja to nije. Interaktivna racunarska grafika podrazumeva dinamicki nac¢in prikaza slike na ra¢unaru
uz aktivno ucesSce ¢oveka u stvaranju i izmeni slike, gde su rezultati odmah vidljivi, kao Sto je slucaj
kod ra¢unarskih igara ili simulacija letenja. Nasuprot tome, pod neinteraktivnom racunarskom grafikom
podrazumeva se svako generisanje ili predstavljanje slikovnih informacija koje ne zadovoljava pret-
hodne uslove; u ovom slucaju se, dakle, radi o stati¢nim informacijama, koje su predstavljene bojom i
oblikom, bez interakcije ¢oveka (npr. animacije i filmovi).


https://slideplayer.com/slide/13550988/
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1.4.1 Zackeci interaktivne grafike

Sketchpad? je prvi u potpunosti interaktivni graficki sistem, razvijen u MIT-ovim laboratorijama
pocetkom sedamdesetih godina proslog veka. On je omogucavao komunikaciju sa ra¢unarom crtanjem
po ekranu racunara (slika 1.12). Sketchpad je uveo mnoge koncepte koji postoje i u danasnjim sistemima,
kao sto su kontekstni meniji, hijerarhijsko modelovanje i slit(no. Omogucavao je jednostavno iscrtavanje
slika koje imaju veliki broj ponovljenih elemenata, kao i jednostavnu izmenu slika prethodno iscrtanih
pomocu njega. Autor sistema Sketchpad je Ivan Saderland (Ivan Sutherland) i njegova doktorska teza
predstavlja prvu doktorsku tezu iz oblasti ratunarske grafike.

Slika 1.12: Ilustracija sistema Sketchpad.

Interaktivna ra¢unarska grafika je dugo ostala van mogucnosti svih osim tehnoloski najrazvijenijih
organizacija. Neki od razloga za to su predstavljale visoke cene grafickog hardvera (koji se proizvodio
u malim serijama), neportabilan softver koji je naj¢e$ée pisan za poseban proizvodacev uredaj za prikaz,
nepostojanje grafickih standarda i sl. Danas je interaktivna racunarska grafika prisutna u svakod-
nevnom Zivotu svakog pojedinca: od ekrana racunara, preko ekrana pametnih telefona, pa sve do
ra¢unarskih igara.

1.4.2 Razvoj interfejsa za rad sa ra€unarima

Prvi racunari su bili veoma glomazni i imali su jako komplikovan interfejs za rad. Naime, jedan od
prvih vidova komunikacije sa ra¢unarom predstavljale su busene kartice — ra¢unari su putem busSenih
kartica primali informacije i instrukcije od korisnika, a, takode, na isti na¢in korisniku prikazivali rezul-
tat svog rada. Ovakav vid komunikacije je iziskivao puno vremena i umesnosti korisnika kako za
pripremu podataka, tako i za interpretiranje dobijenih rezultata. Bilo je jasno da je neophodno da se
ta komunikacija unapredi. Tokom narednih godina rac¢unari su dobijali neke vidove ekrana, putem ko-
jih je bilo moguce prikazati informaciju koja je dobijena kao rezultat, a s godinama uredaji za prikaz,
kao i ulazni uredaji su se usavrsavali i postajali su sve ugodniji za rad.

Razvoj ulaznih uredaja

U interaktivnoj ra¢unarskoj grafici korisnik kontroliSe sadrZaj, strukturu i izgled objekata i njihovih slika
koje se prikazuju koris¢enjem brze vizualne povratne informacije.

Za upravljanje ra¢unarom koriste se ulazni uredaji koji prihvataju podatke i instrukcije od korisnika
i konvertuju ih u formu razumljivu ra¢unaru. Do nedavno se komunikacija od korisnika ka rac¢unaru
uobicajeno realizovala uredajima poput misa i tastature. Medutim, poslednjih godina doslo je do zna-
¢ajnog unapredenja ulaznih uredaja. Ulazni uredaji se grubo mogu podeliti na:

o tekstualne ulazne uredaje: npr. tastatura,

e pokazivacke uredaje: mi$, trackball, ekran osetljiv na dodir (slika 1.13), olovka, tj. stajlus (eng. sty-
lus),

 hapticke uredaje: dZojstik, volan za upravljanje i drugi kontroleri igara (kao $to je Wii) - njima se
simuliraju odredeni fizi¢ki atributi, ¢ime se omogucava da korisnik dodirom direktno komunicira
sa virtuelnim objektima; poseban tip hapti¢kih uredaja predstavljaju uredaji zasnovani na povrat-
noj sprezi (eng. force-feedback) kojima se korisniku vraca i odredena povratna informacija, kao
Sto je otpor prilikom kretanja, vibracija ili efekat opruge kojim se dZojstik vrac¢a u pocetnu poziciju
(slika 1.14).

3Vige o sistemu Sketchpad moZete pogledati na https://www.youtube . com/watch?v=fwzYuhduME4.


https://www.youtube.com/watch?v=fwzYuhduME4
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Slika 1.13: Multi-touch - funkcionalnost pomoc¢u koje ekrani osetljivi na dodir registruju is-
tovremeni visestruki dodir po povrSini (preuzeto sa: https://www.engadget.com/2010/04/20/
synaptics-extends-multitouch-gesture-suite-to-linux-chrome-os-1i/).

Slika 1.14: Radna stanica zasnovana na povratnoj sprezi koja predstavlja integrisani sistem simu-
lacija pokreta kompletne Sake leve i desne ruke (preuzeto sa: http://www.diytrade.com/china/pd/
5554912/Immersion_Haptic_Force_Feedback_Workstation.html).

¢ slikovne i video uredaje: skener, digitalni fotoaparat, digitalna kamera, . ..

* senzorske uredaje: kinekt (eng. kinect) je ulazni uredaj za pracenje pokreta proizveden od strane
kompanije Microsoft, prevashodno zarad eliminisanja kontrolera igara za XBox video igre; americka
kompanija Leap Motion bavi se proizvodnjom i prodajom senzorskih uredaja koji pruzaju podrsku
pokretima prstiju i Sake, slicno mi$u i predstavljaju ulaznu tehnologiju koja radi bez fizi¢ckog kon-
takta®.

Poslednjih godina primecuje se nagli trend razvoja tehnologije sa namerom unapredenja doZivljaja
virtuelne realnosti. Jedan od takvih uredaja jesu i HMD (eng. Head-Mounted Displays) uredaji za
prikaz koji imaju mali opticki uredaj ispred jednog ili oba oka (slika 1.15). Naj¢esée se njima prikazuju
samo racunarski generisane slike, a poneke varijante mogu da kombinuju i pogled na realni svet.

s ! a2

Slika 1.15: HMD uredaji (preuzeto sa: https://en.wikipedia.org/wiki/Head-mounted_display).

Razvijaju se i trodimenzioni prostori virtuelne stvarnosti, poput virtuelnih peé¢ina (eng. cave)®.
Virtuelna peéina je okruZenje virtuelne stvarnosti u kome su zidovi kao i pod uobi¢ajeno napravljeni
od projektorskih ekrana na koje se projektuje odredeni sadrzaj. Sistemi za projektovanje su veoma vi-
soke rezolucije kako bi obezbedili uverljivu iluziju stvarnosti. Korisnici nose 3D naocare i mogu da vide

4Prikaz senzorskog uredaja je dostupan na adresi: https://www.youtube . com/watch?v=zXghYjh6Gro&feature=youtu.be.
5Simulacija pe¢ine dosupna je na adresi https: //www . youtube . com/watch?v=j59JxfbvxGg.
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objekte koji lebde u vazduhu, mogu da se kre¢u oko njih i da sa njima interaguju (slika 1.16). Prostor
moZe biti opremljen i ve¢im brojem zvuénika kako bi se trodimenzioni video doZivljaj dopunio zvuénim
efektima.

Slika 1.16: 3D virtuelne peéine (preuzeto sa: http://147.91.14.147/Blog.aspx?id=252).

Razvoj izlaznih uredaja

Na samom pocetku razvoja uredaja za prikaz, od 1950-ih do sredine 1970-ih, koriS¢eni su vektorski sis-
temi. Kod njih se linija dobija tako $to se digitalne koordinate krajnjih tacaka transformisu u analogni
napon za elektronski zrak koji pada na povrsinu ekrana (slika 1.17). Ova metodologija se zove i random
scan metodologija (zato $to linija moZe da spaja ,,bilo koje dve tatke na ekranu”). Vektorski monitori ne
prate nuZzno sadrzaj ¢itavog ekrana, ve¢ samo duzi od kojih se sastoji slika koja se prikazuje, te brzina
osveZavanja slike zavisi od kompleksnosti podataka od kojih se slika sastoji. Slika se osveZava obi¢no
30 do 60 puta u sekundi (30-60 Hz) i moguce je iscrtati i do 100000 linija. Pritom su linije glatke, ali se
obojene povrsine tesko prikazuju. Vektorski sistemi su pogodni za mreZne modele.

( §

Slika 1.17: Iscrtavanje slike na vektorskom monitoru.

1960-ih se javlja nova generacija vektorskih sistema, pod nazivom DVST sistemi (eng. direct view
storage tube). Kod njih se ne zahteva velika ucestalost osveZavanja slike (jer je slika predstavljena
raspodelom naelektrisanja na unutrasnjoj povrsini ekrana). Medutim, prilikom izmene i najmanjeg
detalja na slici, kompletna slika (raspodela naelektrisanja) mora ponovo biti kreirana (slika 1.18).

Slika 1.18: Tektronix ra¢unar sa DVST monitorom (1970-¢).

1970-ih se javljaju CRT sistemi (eng. cathode ray tube) koji predstavljaju rastersku grafiku zasnovanu
na televizijskoj tehnologiji i katodnim cevima. Kod ovih sistema slika je predstavljena pikselima. Oni
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funkcioni$u po slede¢em principu: elektronski top emituje zrak elektrona koji se ubrzava pozitivnim
naponom do fosforom presvuéenog ekrana. Na putu do ekrana, mehanizmom za fokusiranje elektroni
se usmeravaju ka konkretnoj tacki na ekranu (slika 1.19). S obzirom na to da fosfor emituje svetlost koja
opada eksponencijalno sa vremenom, sliku je potrebno osvezavati, najces¢e 60 puta u sekundi (60Hz).

on Bed!

Phosphor Screen

Slika 1.19: Ilustracija rada katodne cevi.

U ovim sistemima piksel nema jasno odredene ivice ve¢ se za njegovu veli¢inu uzima pre¢nik oblasti
gde je intenzitet emitovanja ve¢i od 50% intenziteta u sredistu oblasti. Kod CRT sistema sadrZaj slike
ne utiCe na brzinu prikazivanja, te u nekim situacijama kreiranje slike moZe da bude zahtevnije nego na
vektorskim sistemima: na primer, u vektorskom sistemu za telo koje rotira dovoljno je preratunavati
koordinate kontrolnih tacaka.

Za razliku od vektorskih sistema kod kojih su linije glatke, u rasterskim sistemima kose linije su
,stepenaste” (slika 1.20), ali se zato obojene povrsine lakse prikazuju (problem popunjavanja regiona
nije teZak). CRT monitori se i danas neretko koriste u stamparskoj industriji, medijskim kompanijama,
oblasti profesionalne fotografije — jer daju pouzdanije boje i kontrast, kao i $iri ugao posmatranja.

i
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Slika 1.20: Iscrtavanje slike i bojenje povr$ina na rasterskom monitoru.

LCD ekrani (eng. liquid-crystal display) postaju Siroko rasprostranjeni od sredine 1990-ih. Oni pred-
stavljaju tanke, ravne prikazne uredaje. Zasnovani su na koris¢enju dugackih molekula kristala, koji za-
hvaljujuéi specificnom koris¢enju elektriciteta i polarizacije svetlosti stvaraju osvetljene ili tamne delove
ekrana. LCD paneli ne proizvode svetlost, te im je neophodan izvor svetla (tzv. “pozadinsko svetlo”).
Glavna prednost im je Sto troSe veoma malo elektri¢ne energije. Slika se kod LCD ekrana osvezavaido
200 puta u sekundi (200Hz). Za razliku od CRT ekrana, LCD ekrani imaju nativnu fiksnu rezoluciju, sa
fiksnim rasterom.

Kao podtip LCD ekrana postoje i LCD ekrani sa aktivnom matricom (eng. active matrix) kod kojih
je u svaki piksel ugraden po jedan tranzistor (koji opisuje taj piksel), te kod njih nema treperenja i
boje su sjajnije. Kod ekrana sa aktivnom matricom se slika aZurira brZze nego kod onih sa pasivhom
matricom i ovakvi ekrani imaju 8iri vidni ugao. Jedan od podtipova LCD ekrana sa aktivhom matricom
su TFT ekrani (eng. Thin Film Transistor). Kod TFT ekrana se nekoliko puta u sekundi vrsi kontrola
individualnih piksela kako bi se utvrdilo da li ima promena.

U novije vreme javljaju se i OLED ekrani (eng. organic light-emitting diode). Oni se prave od organ-
skih materijala koji emituju svetlost kada kroz njih prolazi elektricitet. Dok je kod LCD ekrana potrebno
da postoji pozadinsko svetlo, pikseli kod OLED ekrana proizvode svoju svetlost, te su oni efikasniji i
dosta tanji od LCD skerana. Dodatno, podloga OLED ekrana ne mora biti kruta ve¢ moZe biti i flek-
sibilna (slika 1.21). Takode na OLED ekranima moguce je posti¢i ve¢u kontrast nego kod LCD ekrana.
Medutim ova tehnologija je dosta sloZenija i zbog toga su OLED ekrani znacajno skuplji od LCD ekrana.
AMOLED ekrani predstavljaju podvrstu OLED ekrana sa aktivnom matricom, koja se danas uglavnom

koristi za izradu pametnih satova, telefona i laptopova.
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Slika 1.21: Fleksibilni OLED ekrani.

1.5 Arhitektura rasterskih sistema za prikaz

Osnovne komponente rasterskog sistema za prikaz ¢ine procesor za prikaz, odnosno grafic¢ki procesor
(eng. display processor, graphics processing unit, GPU), video kontroler (eng. video controler), frejm
bafer (eng. frame buffer) i ekran.

U rasterskim sistemima slika se formira u frejm baferu procesom rasterizacije. Na frejm bafer se
moZze gledati kao na ra¢unarsku memoriju organizovanu u vidu dvodimenzionog niza tako da svaka
adresibilna lokacija (z, y) odgovara jednom pikselu u kome se ¢uva njegova boja. Bitska dubina (eng. bit
depth) je broj bitova koji odgovara svakom pikselu u frejm baferu (slika 1.22). U frejm baferu se ¢uva
sadrzaj koji se zatim prikazuje na ekranu. Standardna ucestalost osveZavanja slike ekrana racunara je
60 Hz, ali se poslednjih godina razvijaju i specijalizovani monitori koji imaju i osveZavanje slike od 120
Hzi 144 Hz.

Slika 1.22: Vizualizacija frejm bafera.

Graficki procesor je hardver specijalne namene razvijen da omoguci efikasnu rasterizaciju grafickih
primitiva koje se smestaju u frejm bafer. Moderni graficki procesori su zahvaljujuéi svojoj arhitekturi
daleko efikasniji od procesora opste namene u izvr$avanju matematickih operacija koje su potrebne za
iscrtavanje slike.

Video kontroler je uredaj koji upravlja taktom osveZavanja piksela na ekranu. U svakom osveZavanju
video kontroler ¢ita sadrzaj video memorije i postavlja boje piksela na ekranu tako da najbliZze odgo-
varaju slici ¢iji je sadrZaj predstavljen vrednostima video memorije.

Aplikacija izdaje naredbe za iscrtavanje grafickom procesoru koris¢enjem API-ja definisanog stan-
dardom. Najkori$éeniji standardi za iscrtavanje su OpenGL, DirectX, WebGL, Vulkan i Metal. Standar-
dom se definise skup funkcija i njihovo ponasanje pomoc¢u kojih programer konstruise deo programa
koji je zaduZen za iscrtavanje. Standardom se opisuje kako funkcije treba da rade, ali nije garancija da
¢e raditi isto na svakoj grafi¢koj kartici koja dati standard implementira, $to nam iskustvo i svedoci.
Graficke biblioteke imaju podrsku za zadavanje primitiva poput karaktera, pravih, poligona, za zada-
vanje atributa poput boje, stila linije i svojstva materijala, za zadavanje svetlosti, geometrijskih transfor-
macija i dr.

Graficka biblioteka se nalazi izmedu aplikacije i hardvera za prikaz (grafickog sistema). Program
aplikacije preslikava objekte aplikacije u njihove slike pozivom funkcija graficke biblioteke. Prilikom
interakcije sa korisnikom vrsi se izmena slike i/ili modela.

Po tome da li se scena iscrtava iznova ili delimi¢no razlikujemo direktni (eng. immediate regime)
i odloZeni reZim (eng. retained regime) renderovanja. Igrice i simulacije koriste direktan reZim jer se
vecina piksela razlikuje iz frejma u frejm, a graficki korisnicki interfejsi naj¢esce koriste odloZeni reZim
jer veéina piksela ostaje nepromenjena iz frejma u frejm. Za odloZeni reZim neophodno je predstaviti
scenu u vidu grafa scene kako bi dogadaji i promene na sceni bile propagirane samo onim delovima
scene na kojima je doslo do promene.
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1.6 Pitanja

1.1 Cime se bavi ratunarska grafika?
1.2 Navesti bar cetiri razli¢ita domena u kojima se koristi rac¢unarska grafika.
1.3 Koje su osnovne poddiscipline ra¢unarske grafike?
1.4 Koja je razlika izmedu virtualne i pro$irene realnosti?
1.5 Pored objekata koji se nalaze na sceni, Sta se jos modeluje u fazi modelovanja?
1.6 Sta se podrazumeva pod tim da je proces modelovanja hijerarhijski?
1.7 Objasniti koncept grafa scene. Da li graf scene mora biti stablo?
1.8 Cime se bavi iscrtavanje, tj. renderovanje?
1.9 Koja je razlika izmedu rasterizacije i tehnike pracenja zraka?
1.10 Kojom tehnikom rasterizacije je lakSe postici fotorealizam na slici?
1.11 Sta je grafitka proto¢na obrada?
1.12 Dati primer rendereovanja u realnom vremenu i oflajn renderovanja.
1.13 Sta razlikuje interaktivnu od neinteraktivne ratunarske grafike?
1.14 Kako se zove prvi interaktivni graficki sistem? Ko je njegov autor?
1.15 Na koji nacin se generiSe slika kod vektorskih sistema?
1.16 Kakav izgled imaju kose linije u vektorskim, a kakav u rasterskim sistemima?
1.17 Koja tehnologija se koristi za CRT ekrane, koja za LCD ekrane, a koja za OLED ekrane?
1.18 Cemu sluZi frejm bafer? Cemu sluzi video kontroler?
1.19 Koji je osnovni zadatak grafickog procesora?

1.20 Koja je razlika izmedu direktnog i odloZenog reZima renderovanja?






Glava 2

Rasterizacija

2.1 Rasterska i vektorska grafika

Postoje dve osnovne vrste zapisa grafickog sadrzaja: rasterski i vektorski (slika 2.1). Rasterska grafika
koristi diskretne uzorke za opisivanje vizuelne informacije, dok se u vektorskoj grafici cuvaju matematicki
opisi geometrijskih elemenata, poput pravih, krivih i poligona, i njima pridruZenih atributa.

S 3

Raster  Vector

Jpeg .gif .png .SVg
Slika 2.1: Rasterska i vektorska slika.

Rasterska slika je predstavljena kao pravougaona mreZa elemenata koje nazivamo pikseli (eng. pixel,
picture element). Oni za neku lokaciju tacke na slici ¢uvaju informaciju o boji, intenzitetu, osvetljenosti,
transparentnosti i dr. Rasterske slike se kreiraju digitalnim fotoaparatima, skeniranjem slika ili odgo-
varaju¢im softverom za kreiranje rasterskih slika (na primer Adobe Photoshop). Svaka slika sadrzi
fiksiran broj piksela koji definiSe kvalitet slike i on odgovara rezoluciji slike. Ako bi slika sadrzala veci
broj piksela, to bi dovelo do boljeg kvaliteta slike iste ili ve¢e dimenzije, ali bi, takode, poveéalo veli¢inu
odgovarajuée datoteke. Najpoznatiji rasterski formati su jpg, png, bmp i gif. U tabeli 2.1 dat je uporedan
pogled najcesce koris¢enih rasterskih formata.

iPg png gif
kompresija bez gubitka NE DA DA
podrzana transparentnost | NE DA DA
broj podrzanih boja 24-bitne | 24-bitne | 8-bitne
podrZana animacija NE NE DA

Tabela 2.1: Karakteristike osnovnih rasterskih formata.

Informacija o boji svakog piksela ¢uva se u vidu niza bitova fiksne duZine. Broj bitova koji se koristi
po pikselu naziva se bitska dubina (dubina boje ili dubina piksela). Sto je bitska dubina ve¢a, moguce
je prikazati veci broj boja na slici. Postoji veliki broj standarda za ¢uvanje boje piksela, kao $to su
bitmapa, nijanse sive, RGB, RGBA, CMYK, ... Crno-bela slika ili bitmapa koristi 1 bit po pikselu i kod
nje je svakom pikselu dodeljena jedna od dve vrednosti: nula (crna) ili jedan (bela). Na slikama koje
podrzavaju nijanse sive se svakom pikselu pridruzuje 8 bitova, odnosno jedan od 256 razli¢itih nivoa
intenziteta. RGB je veoma Siroko rasprostranjen reZim boja digitalnih slika koji koristi tri kanala za
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predstavljanje crvene, zelene i plave boje. Koriste ga slike u razli¢itim formatima: jpg, png, gif, bmp.
RGBA je standard koji pored informacije o crvenoj, zelenoj i plavoj komponenti boje ¢uva i informaciju o
transparentnosti kroz dodatni alfa kanal. Ovaj standard je karakteristi¢an za png i gif formate slika koji
imaju podrsku za transparentnost. CMYK je standard boja koji se koristi za Stampanje, gde se svakom
od piksela slike dodeljuje procenat svakog od cetiri raspoloziva mastila (cijan, magenta, Zute i crne boje)
i koji koristi 32 bita po pikselu.

Slika se u vektorskom formatu ¢uva kao kolekcija geometrijskih primitiva kao Sto su tacke, linije,
krive i poligoni, a njihova reprezentacija se temelji na matematickim jedna¢inama. Za svaku od primi-
tiva zadaje se gde e se nalaziti na slici.

Razmotrimo kako bi izgledao zapis vektorske, a kako rasterske slike koja sadrZi jedan krug. Za
¢uvanje vektorske slike kruga potrebno je zapamtiti njegov polupre¢nik, koordinate centra kruga, stil
i boju linije i boju unutrasnjosti kruga, dok bi u slucaju rasterske slike kruga bilo potrebno zapamtiti
vrednosti boje za sve piksele slike. Dakle, u slu¢aju kruga bi za vektorsku sliku bilo potrebno sac¢uvati
dosta manje informacija nego za odgovarajucu rastersku sliku, te bi veli¢ina odgovarajuée datoteke bila
manja. S obzirom na to da memorija koju vektorska slika zauzima zavisi od njene sloZenosti, memorija
koju zauzima vektorska slika koja sadrzi samo jedan krug razlikovala bi se od toga koliko memorije bi
zauzimala vektorska slika iste dimenzije koja sadrZi na hiljade krugova.

Jedna od pogodnosti rasterske grafike u odnosu na vektorsku grafiku je posledica toga $to se slika
definiSe u terminima boje na (z, y) poziciji mreZe piksela, te se moZze lako modifikovati izmenom vred-
nosti boje na nekoj poziciji. Sli¢no, informacije o pikselima jedne slike mogu se iskopirati u drugu,
zamenom ili kombinovanjem sa prethodnim pikselima.

Rastersku sliku moguce je skalirati, medutim, smanjenjem slike u odnosu na izvornu dimenziju gube
se informacije o slici. Na primer, ako sliku smanjimo na 50% originalne dimenzije bi¢e prikazan svaki
drugi piksel, te slika postaje nazubljena. Poveéavanjem slike u odnosu na izvornu dimenziju gube se
fini detalji i slika postaje mutna (slika 2.2 levo). Rezolucijom slike je ograni¢eno do koje dimenzije je
moguce povecati rastersku sliku tako da pojedinacni pikseli ne postanu vidljivi.

k_ Vector

Raster

Slika 2.2: Skaliranje rasterske i vektorske slike (preuzeto sa https://guides.lib.umich.edu/c.php?g=
2829424p=1885352).

Vektorsku sliku je moguce skalirati (povecati, smanjiti) bez gubitka na kvalitetu slike (slika 2.2
desno). Takode, pomeranje elemenata na slici ne bi negativno uticalo na kvalitet slike kao u slucaju
rasterske grafike. Ipak, vektorska grafika nije pogodna za predstavljanje fotografija i fotorealisti¢nih
slika zbog nesavrsenosti koje su neminovno prisutne u realnom svetu i koje onemoguéuju opisivanje
realnog sveta u vektorskom formatu. Vektorska grafika se prevashodno koristi tamo gde je potrebno
omogucditi skaliranje bez gubitka na kvalitetu slike: za opisivanje fontova, logotipova kompanija i slika
koje u sebi sadrze tekst.

S obzirom na to da su danasnji uredaji za prikaz rasterski, kako bi se slika prikazala na ekranu, bez
obzira na njen format, ona kona¢no mora biti prevedena u rasterski oblik.

2.2 Rasterizacija trougla

Proces transformisanja osnovnih objekata niskog nivoa u odgovarajudi rasterski oblik, tj. u reprezentaciju
pikselima naziva se rasterizacija (eng. rasterization). 3D primitive koje se nalaze na sceni su najcesce
predstavljene skupom temena i skupom trouglova i one predstavljaju ulaz u proces rasterizacije. 1zlaz
iz procesa rasterizacije je rasterska slika koja za svaki piksel ¢uva vrednost boje, potencijalno njegove
dubine i transparentnosti. Rasterizacija se po pravilu izvodi koris¢enjem grafickog procesora koji je
specijalizovan za tu namenu i zbog toga se ta operacija izvodi veoma efikasno. S obzirom na to da
trouglovi predstavljaju osnovnu grafi¢ku primitivu, mi éemo se u ovom poglavlju baviti problemom
rasterizacije trougla.

Postavlja se pitanje zasto su bas trouglovi osnovna graficka primitiva. Najpre, trougao je najjednos-
tavnija geometrijska figura koja ima povrsinu. Pokazuje se da je proizvoljno sloZenu figuru mogude
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predstaviti kao kolekciju (potencijalno velikog broja) medusobno povezanih trouglova. Naravno, neke
primitive poput poliedara je na ovaj nac¢in moguce potpuno verno predstaviti, dok je neke moguce do-
voljno dobro aproksimirati. VaZna karakteristika trougla jeste da on uvek leZi u ravni. Ovo svojstvo
je znacajno u situacijama kada nam je, kao npr. kod problema sencenja, potrebno poznavanje vektora
normale u nekoj tacki — u ovom slucaju vektor normale bi¢e dobro definisan i konstantan za sve tacke
trougla. Ukoliko su vrednosti nekog atributa zadate u temenima, one se lako mogu interpolirati za sve
tacke u unutradnjosti trougla koriséenjem baricentri¢nih koordinata. Kona¢no, ako obradu proizvoljne
figure svedemo na obradu trouglova, moguce je operacije za rad nad trouglovima dodatno optimizo-
vati.
Graficka protocna obrada za proces rasterizacije sastoji se iz narednih koraka:

—_

. projekcije objekata na dvodimenzioni ekran;

2. utvrdivanja koje piksele prekriva svaki od trouglova;

3. interpolacije atributa datih u temenima trougla na tatke u unutrasnjosti trougla;
4. izratunavanja boje svakog piksela;

5. ratunavanja vrednosti svakog piksela kombinovanjem vrednosti za svaki od trouglova, kako bi se
dobila kona¢na slika.

Kao $to smo ve¢ pomenuli jedan od vaznih zadataka graficke protoc¢ne obrade jeste da se za dati
trougao utvrdi koje piksele prekriva. Ulaz u ovaj korak ¢ine projektovane dvodimenzione koordinate
temena trougla, dok je na izlazu potrebno za svaki piksel dobiti binarnu vrednost koja oznacava da li
je taj piksel prekriven datim trouglom ili ne, pri ¢emu vrednost 0 oznacava da piksel nije prekriven, a 1
da jeste (slika 2.3). Naravno, postavlja se pitanje za koje piksele treba zakljuc¢iti da su prekriveni datim
trouglom. Naime, piksel ima svoju povrsinu i moZe se desiti da se deo trougla nalazi unutar piksela, a
deo van. Razmotrimo ilustraciju prikazanu na slici 2.4: za trougao 1 bismo jednostavno zakljucili da ne
prekriva dati piksel jer je sa njim disjunktan, za trougao 4 da ga prekriva jer se kompletan piksel nalazi
u njegovoj unutrasnjosti, medutim, za trouglova 2 i 3 ne bismo mogli da sa izvesno$¢u tvrdimo da li
prekrivaju dati piksel. Stoga se pokazuje da je umesto binarne vrednosti pogodnije izra¢unati procenat
povrsine piksela koji je prekriven trouglom i obojiti piksel nijansom koja odgovara tom procentu.

Racunanje prekrivenosti postaje mnogo sloZenije kada razmatramo realisticnu scenu koja sadrzi ve-
liki broj trouglova i kada se moze desiti da dva razli¢ita trougla prekrivaju jedan isti piksel, kada imamo
situaciju da jedan trougao zaklanja drugi, kad u igru udu transparentni objekti, ili kada dobijemo nekon-
veksne regione za koje je jako teSko izracunati tacan procenat prekrivenosti. Stoga, racunanje tacne
vrednosti prekrivenosti piksela trouglom nije prakti¢no, ve¢ je pogodnije ovaj problem razmatrati kao
problem uzorkovanja (eng. sampling), tako $to ¢emo u svakoj tacki slike u kojoj vrsimo uzorkovanje
utvrditi koji je trougao vidljiv. Pokazuje se da sa dovoljno velikim brojem tacaka i pametnim izborom
tacaka u kojima vr$§imo uzorkovanje moZemo na ovaj nacin dobro aproksimirati procenat prekrivenosti
piksela trouglom.

Slika 2.3: Vrednosti piksela koje odgovaraju funkciji prekrivenosti piksela trouglom — crveno obojeni
piksel oznacava da je piksel prekriven trouglom, a beli da nije (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie
Mellone).
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Slika 2.4: Razliciti poloZaji trouglova u odnosu na piksel (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mel-
lone).

2.3 Uzorkovanje i rekonstrukcija signala

U opstem slucaju uzorkovanje funkcije podrazumeva merenje vrednosti funkcije u nekim tackama. Na
taj nacin se neprekidni signal transformise u digitalni oblik. Na primer, proizvoljni audio fajl ¢uva
uzorkovane vrednosti jednodimenzionog signala pri ¢emu se uzorkovanje vrsi 44.100 puta u sekundi.
Audio signal u stvari ¢uva vrednosti amplitude tokom vremena. Jasno je da je nakon konvertovanja
audio signala u niz vrednosti, potrebno resiti i inverzni problem — na koji na¢in na osnovu diskret-
nih vrednosti funkcije na nekom skupu tacaka dobiti neprekidnu funkciju koja je definisana u svakoj
tacki, odnosno na koji na¢in rekonstruisati $to bolje polazni audio signal koji je moguce slusati. Prob-
lem transformisanja digitalne informacije u neprekidni signal nazivamo problemom rekonstrukcije (eng.
reconstruction). Signal se moZe rekonstruisati na razli¢ite na¢ine: moguce je nad skupom uzorkovanih
vrednosti konstruisati deo-po-deo konstantnu funkciju kod koga je vrednost funkcije u nekoj tacki jed-
naka vrednosti u najbliZoj tacki uzorka ili deo-po-deo linearnu funkciju koja vrsi linearnu interpolaciju
izmedu vrednosti dva susedna uzorka. Medutim, ovakvi vidovi interpolacije mogu da ne uhvate sve
karakteristike polazne funkcije, kao $to su lokalni ekstremumi (slika 2.5).

fix)

Xy X X X Xy

Slika 2.5: Razlika izmedu polazne funkcije f(z) i deo-po-deo linearne interpolacije f(x) nad vrednos-
tima uzoraka (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mellone).

Kako bismo dobili bolju aproksimaciju polaznog signala, potrebno je gusée uzorkovati signal, odnosno
povecati ucestalost uzorkovanja. Primetimo da je to jedan od razloga zasto se audio signal uzorkuje
44100 puta u sekundi — kako ne bismo propustili neSto vazno.

Najcesce na slike gledamo kao na niz piksela, odnosno razmatramo ih kao diskretan signal. Medutim,
svaka slika nastaje kao neprekidni signal — svetlost koja ulazi u pravu ili sinteticku kameru je neprekidni
signal, koji se onda uzorkuje procesom fotografisanja, odnosno renderovanja. Na ovaj nac¢in dobijamo
niz piksela, odnosno diskretni signal, tj. funkciju Z* — R, koja vraca jednu vrednost za prosledeni par
celobrojnih koordinata (3, 7) (slika 2.6). Vrednosti koje ¢uvaju pikseli slike su uzorkovane vrednosti orig-
inalnog signala. Polazni signal moZemo rekonstruisati deo-po-deo konstantnom funkcijom (vrednost
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funkcije u tacki odgovara vrednosti centra najblizeg piksela) ili deo-po-deo linearnom interpolacijom i
duz horizontale i duZ vertikale, Sto se naziva bilnearnom interpolacijom (o kojoj ¢e biti viSe reci kasnije).

n

- m

Slika 2.6: Diskretna reprezentacija slike data u vidu histograma koji oznac¢ava koli¢inu svetlosti po pik-
selu —na slici bela boja oznacava velike vrednosti, a crna male vrednosti.

Vratimo se problemu rasterizacije trougla. Potrebno je uzorkovati funkciju prekrivenosti trouglom (eng.
triangle coverage function) na mreZi piksela. Ova funkcija je definisana za svaku ta¢cku u ravni i vraca
jednu od vrednosti 11 0 (slika 2.7). Preciznije:

1, tack jeut 1
prekrivenost(z,y) = { ) .acva (x,y) je u trouglu
0, inace
U najjednostavnijoj varijanti uzorkovanje vrsimo u tackama koje predstavljaju centre piksela. S
obzirom na to da centar piksela sa slike 2.4 pripada trouglu 3, a ne pripada trouglu 2, zakljuc¢ili bismo
da trougao 3 prekriva dati piksel, dok ga trougao 2 ne prekriva.

Slika 2.7: Vrednosti funkcije prekrivenosti trouglom (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mellone).

Razmotrimo slucaj kada dva trougla dele zajednic¢ku stranicu (Sto ¢e se neretko desavati u praksi)
i kada tacka u kojoj vr§imo uzorkovanje bas pripada toj stranici (slika 2.8). Postavlja se pitanje da li u
ovoj situaciji treba zakljuciti da je tacka u kojoj vr§imo uzorkovanje prekrivena prvim, drugim, sa oba
trougla ili nijednim od njih. Iako ovo moZze delovati kao specijalan slu¢aj kome moZda nije neophodno
posvetiti previSe vremena, vaZno je da svi koraci u zaklju¢ivanju budu dobro definisani. Naime, vazno
je da prikaz ne zavisi od nekih slu¢ajnih izbora, npr. od redosleda u kome se ovi trouglovi razmatraju,
ve¢ da garantujemo da ¢e se kao izlaz dobiti uvek isti, korektni rezultat.

Pravilo koje koriste OpenGL i Direct3D jeste da kada se tacka uzorkovanja nalazi na samoj ivici
trougla, klasifikuje se kao unutrasnja ako je u pitanju gornja ivica ili leva ivica trougla, pri ¢emu ivicu
klasifikujemo kao gornju ako je horizontalna i nalazi se iznad ostalih ivica trougla, a kao levu ako nije
horizontalna i ceo trougao se nalazi desno od nje (primetimo da u opStem slucaju trougao moZe imati i
dve leve ivice). U slucaju trouglova ilustrovanih na slici 2.8 za trougao 1 bismo zaklju¢ili da ne prekriva
tatku uzorkovanja (jer je u pitanju desna stranica trougla 1), a za trougao 2 da je prekriva (jer je u pitanju
leva stranica trougla 2). Razmotrimo sada razli¢ite scenarije ilustrovane na slici 2.9: u slu¢aju dva trougla
koja dele horizontalnu ivicu koja sadrzi tacke uzorkovanja (odnosno centre odgovarajuéih piksela) od
kojih je gornji potrebno obojiti tamno sivom bojom a donji svetlo sivom, zaklju¢ujemo da su ti pikseli
prekriveni donjim trouglom jer je za taj trougao ivica klasifikovana kao gornja. Sli¢no, ako razmotrimo
trouglove u donjem desnom uglu slike koji dele kosu stranicu koja sadrZi centar piksela — vidimo da je
dati piksel obojen bojom donjeg trougla jer je za taj trougao to leva ivica trougla.

Pretpostavimo da smo funkciju prekrivenosti trouglom uzorkovali u centrima piksela za trougao
prikazan na slici 2.10, levo. Vrednosti funkcije prekrivenosti u datim tackama ilustrovane su na slici
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Slika 2.8: Situacija kada ta¢ka u kojoj vr$imo uzorkovanje pripada zajednickoj stranici dva trougla.
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Slika 2.9: Primer veceg broja trouglova koji dele stranice — trouglovi su obojeni razli¢itim nijansama sive
kako bi se uotilo koji pikseli su klasifikovani da pripadaju kojim trouglovima

2.10, u sredini. Kada bismo ove informacije poslali uredaju za prikaz, dobili bismo prikaz poput onog
na slici 2.10, desno.
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Slika 2.10: Aproksimacija prikaza uzorkovane slike trougla na ekranu (preuzeto iz kursa Univerziteta
Carnegie Mellone).

Primetno je da se dobijeni prikaz rasterizovanog trougla razlikuje od polaznog i da nije vizuelno
prihvatljiv. U opstem slucaju ako imamo neprekidni signal koji Zelimo da zapamtimo u digitalnom
formatu, mi vr$imo njegovo uzorkovanje i pamtimo listu dobijenih vrednosti. Ako naknadno Zelimo
da izvrsimo rekonstrukciju polaznog signala na osnovu zapaméenih vrednosti ¢esto se deSava da se
rekonstruisani signal razlikuje od polaznog i ovaj efekat naziva se aliasing. Da bismo razumeli zasto se
ovo dogada napravi¢emo kratak izlet u obradu signala.
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2.4 Aliasing efekat i Najkvist-Senonova teorema

Signali su neprekidne funkcije koje ¢esto mogu delovati jako sloZeno. Medutim, vaZzi da se proizvoljni
signal moze dekomponovati na nekoliko jednostavnijih sinusnih funkcija razli¢itih frekvencija, faze i
amplitude. Specijalno, jednodimenzioni signal moZe se izraziti kao superpozicija (suma) sinusnih talasa
odredene frekvencije. Pritom, viSe frekvencije odgovaraju brZoj, a niZe frekvencije sporijoj promeni
vrednosti signala. Na slici 2.11 je ilustrovan signal f(z) koji se moZe predstaviti kao suma tri razlicite
sinusne funkcije: f(x) = f1(z) +0.75 - fa(x) + 0.5 - fa(x).

filx) = sin(xx) \/\/\/\/\/\
fo(x) = sin(2rx) /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/

Jix) = fi(x) + 0.75 f2(x) + 0.5 falx)

Slika 2.11: Razlaganje 1D signala na razlicite frekvencije (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mel-
lone).

Kao primer jednodimenzionog signala razmotrimo ponovo slucaj audio signala: sinusni talas fiksne
frekvencije predstavlja konstantan ton; pritom sto je frekvencija veca to je ton visi, a Sto je frekven-
cija manja ton je dublji. Kakav bismo efekat dobili kada bismo frekvenciju sinusnog talasa konstantno
uvecavali tokom vremena? Ocekivali bismo da i visina tona konstantno raste $to se i deSava na samom
pocetku, medutim, nakon odredenog vremena, visina tona pocinje da opada, pa onda opet da raste itd.
Postavlja se pitanje zasto se ovo de$ava. Pokazuje se da se pri rekonstrukciji nedovoljno ¢esto uzorko-
vanog signala visoke frekvencije kao rezultat dobija signal niske frekvencije. Kao $to smo ve¢ pomenuli,
pojavu kada rekonstruisani signal daje pogresSnu sliku o tome kako izgleda polazni signal nazivamo
aliasingom.

Razmotrimo pet razli¢itih funkcija ilustrovanih na slici 2.12: funkcija f1 (z) jako sporo osciluje, svaka
naredna funkcija nesto brze osciluje, sve do funkcije f5(x) koja jako brzo osciluje. Svaka od datih funkcija
je uzorkovana na istom skupu tac¢aka i nakon toga je izvrSena rekonstrukcija polaznog signala deo-po-
deo linearnom aproksimacijom. U slucaju funkcije f; () koja ima najmanju frekvenciju dobijeni rezultat
nalikuje polaznom signalu. Medutim, ako razmotrimo funkciju f5(z) koja ima jako visoku frekvenciju
na ovaj nacin se dobija jako lo$a aproksimacija — na osnovu rekonstruisane funkcije bismo zakljucili da
je polazni signal imao nisku frekvenciju.

Sinusne talase je moguce uociti i u dvodimenzionim signalima, poput slika. Frekvencija na slici
odgovara brzini promene vrednosti intenziteta. Slike visoke frekvencije su one na kojoj se vrednost
intenziteta drasti¢no menja od piksela do piksela. S druge strane, slike niske frekvencije su one kod
kojih je osvetljenost relativno ujednacena ili gde se intenzitet postupno menja.

Slike je, takode, moguce dekomponovati na sumu talasa razli¢itih frekvencija. Naime, ako bismo iz
slike izolovali samo niske frekvencije, dobili bismo glatke prelaze izmedu regiona razli¢itih intenziteta
i samim tim, efekat zamucene slike. Ako bismo izolovali frekvencije srednjeg opsega, dobili bismo one
delove slike kod kojih gradijent nije gladak, a ako izolujemo samo visoke frekvencije izolova¢emo ivice
na slici. I u ovom sluéaju, ukoliko slika sadrZi visoke frekvencije a imamo grubu mrezu piksela moze se
javiti aliasing efekat.

Zanimljiv je i naredni, sinteti¢ki kreiran primer: razmotrimo ponasanje funkcije f(z,y) = sin(z*+y?)
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Slika 2.12: Deo-po-deo linearna aproksimacija sinusnih funkcija razli¢itih frekvencija na osnovu uzorko-
vanja na istom skupu tacaka (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mellone).

ilustrovano na slici 2.13. Ova funkcija je simetri¢na po x i y, ima vrednost 0 u tacki (0, 0) i maksimalna
vrednosti joj je 1, a minimalna —1. Kako se udaljavamo od koordinatnog pocetka, funkcija pocinje sve
brze da osciluje, odnosno prstenovi postaju sve tanji. Medutim, primetimo da se na desnom kraju slike
ponovo javljaju prstenovi niske frekvencije. Zasto se ovo desava? Ovi prstenovi, naravno, nisu prisutni
u realnosti, ve¢ je u pitanju opet aliasing efekat. Naime, funkcija f jako brzo osciluje i uzorkovanjem na
datom skupu tacaka nije moguce uhvatiti sve njene karakteristike.
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Slika 2.13: Primer funkcije koja jako osciluje; maksimalna pozitivha amplituda oznaena je belom, a
maksimalna negativna amplitudu crnom bojom (preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mellone).

Interesantna je i naredna pojava koja se moze uociti na video-snimcima: ako se auto kreée i kon-
stantno ubrzava, mi uo¢avamo kako se tockovi automobila sve brze kre¢u unapred, a onda odjednom
imamo utisak da su toc¢kovi stati¢ni ili po¢inju da se kre¢u unazad. Ovaj efekat je posledica toga sto
video zapis prikazuje 30 slika u sekundi, te se prilikom prebrzog okretanja tocka uzorkuje neki slu¢ajan
momenat pri okretanju to¢ka ¢ime dobijamo neocekivano ponasanje. Ovaj efekat poznat je pod nazivom
temporalni aliasing.

Postavlja se pitanje u kojim ta¢no situacijama dolazi do aliasing efekta. Odgovor na ovo pitanje daje
nam Najvkist-Senonova teorema koja glasi: ako signal nema frekvencije vise od wy, on se moze savrseno
rekonstruisati ako se uzorkuje sa ucestanosc¢u dvostruko vecom od najvise frekvencije wy. Problem sa
primenom ove teoreme je to $to signali ¢esto nisu ograni¢enog opsega — npr. neku ivicu na slici je tesko
izraziti kao sinusoidnu funkciju: morali bismo da dodamo beskonac¢nu seriju sve vecih frekvencija, kako
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bismo dobili deo-po-deo konstantnu funkciju. Iz tog razloga se nekada koristi prefiltriranje signala, kojim
se ograni¢ava maksimalna frekvencija prisutna u signalu.

Kako bi signal mogao savrseno da se rekonstruiSe za interpolaciju se, umesto deo-po-deo konstantne
ili deo-po-deo linearne interpolacije, koristi tzv. sinc funkcija (slika 2.14):

1
sinc(x) = — sin(wx)
X

Slika 2.14: Funkcija sinc.

Funkcija sinc je neperiodi¢na, parna i ima jedini¢nu povr$inu. Svaki uzorak menja se funkcijom sinc,
centriranom u tacki u kojoj je funkcija uzorkovana, pri ¢emu se amplituda funkcije sinc skalira na vred-
nost uzorka. Pokazuje se da se ovom vrstom interpolacije dobija mnogo bolja aproksimacija polaznog
signala. Ono sto je nezgodno pri koriséenju funkcije sinc je to sto ona ima beskonacan opseg i utic¢e na
sve piksele na slici.

Ukoliko se signal uzorkuje sa u¢estanos¢u manjom od dvostruke maksimalne frekvencije prisutne
u signalu, dolazi do neZeljenih efekata na slikama, poput nazubljenih linija. Drugi mogudi efekat je
sledeci: razmotrimo primer slike beskonac¢ne crno-bele $ahovske table koja se udaljava od posmatraca
iznad koje je crna pozadina (slika 2.16 levo). Boja svakog od piksela na slici je crna ili bela. MoZemo
primeti da slika izgleda neprirodno, odnosno da se na horizontu, tj. u delu slike koji ima visoku frekven-
ciju javlja tzv. Moire uzorak (eng. Moiré pattern). Aliasing efekat se u opstem slucaju ne moZe u pot-
punosti eliminisati jer svaka uzorkovana reprezentacija ne uspeva da uhvati dovoljno visoke frekvencije
prisutne u signalu, ali je ovaj efekat moguce donekle ublaZiti.

2.5 Nadsemplovanje

Vratimo se problemu rasterizacije trougla: za svaki piksel slike potrebno je utvrditi koliki je njegov
procenat u unutrasnjosti trougla. Do sada smo uzorkovanje vrsili po jednom za svaki piksel i to u
tacki koja predstavlja centar piksela. Na osnovu prethodnog razmatranja zaklju¢ujemo da je potrebno
povecati frekvenciju uzorkovanja, odnosno funkciju prekrivenosti uzorkovati veci broj puta za svaki od
piksela (slika 2.15 levo). Ova antialiasing tehnika naziva se nadsemplovanje (eng. supersampling). Na
ovaj nacin se povecava rezolucija na kojoj se vrse izratunavanja, medutim, treba da budemo svesni da
je na kraju ipak potrebno prikazati sliku na polaznoj mreZi piksela.

Nakon uzorkovanja funkcije prekrivenosti trouglom na ve¢em broju tacaka po pikselu, potrebno je
za svaki od piksela uproseciti dobijene vrednosti uzoraka iz tog piksela, odnosno izra¢unati procenat
broja uzoraka po pikselu koji su prekriveni (slika 2.15 desno). Ovo odgovara primeni tzv. filtera kutije
(eng. box filter) kojim se vrednost izlaznog piksela dobija uprose¢avanjem odgovarajucih vrednosti.

Na slici 2.16 ilustrovano je poboljSanje prikaza dobijeno primenom nadsemplovanja koris¢enjem
32 x 32 = 1024 uzoraka po pikselu. S obzirom na to da ova slika sadrzi visoke frekvencije jer ima nagle
prelaze iz crnih u bela polja 3ahovske table, na osnovu Najkvist-Senonove teoreme mozemo zakljutiti
da ni koris¢enjem ovolikog broja uzoraka po pikselu ne¢emo dobiti idealan prikaz.

2.6 Utvrdivanje da li je tacka u trouglu

U svim prethodnim razmatranjima smo problem ispitivanja da 1i se neka tacka nalazi unutar ili van
trougla razmatrali kao osnovnu primitivu koju znamo kako da realizujemo. Za dati trougao Py P, P,
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Slika 2.15: Uzorkovanje funkcije prekrivenosti na ve¢em broju uzoraka po pikselu — nadsemplovanje
(preuzeto iz kursa Univerziteta Carnegie Mellone).

Slika 2.16: Slika Ssahovske table bez nadsemplovanja i sa primenom nadsemplovanja sa 1024 uzoraka po
pikselu.

i tacku @ vazi da se tacka ) nalazi unutar trougla APy P; P, ako i samo ako je orijentacija trouglova
APyP1Q, AP P,Q i AP, PyQ ista. Dakle, ispitivanje pripadnosti tacke trouglu svodi se na tri operacije
ra¢unanja orijentacije trojke tacaka.

Prilikom rasterizacije trougla potrebno je za sve piksele slike ispitati da li se nalaze u datom trouglu.
Medutim, trougao moZe zauzimati jako mali procenat Citave slike, te nije efikasno eksplicitno prover-
avati sve piksele slike. Bolji pristup bio bi izracunati grani¢ni opseg trougla (eng. bounding box) i za
svaki piksel ovog manjeg pravougaonika utvrditi da li se nalazi u trouglu ili ne.

Najjednostavniji pristup rasterizaciji trougla podrazumeva da sistemati¢no prolazimo kroz piksele i
utvrdujemo koji pikseli su unutar trougla. Posto oc¢ekujemo da za bliske piksele dobijemo sli¢ne vred-
nosti, ima smisla prolaziti redom kroz piksele, vrstu po vrstu i izra¢unavanja za piksele iz naredne vrste
vrsiti inkrementalno na osnovu vrednosti za piksele iz prethodne vrste. Ovakav, inkrementalni pristup
rasterizaciji trougla pretpostavlja serijsko izvrsavanje. Medutim, ne treba smetnuti s uma da moderni
graficki hardver ima paralelnu strukturu.

Umesto serijskog izvrSavanja moZemo paralelno testirati sve uzorke iz grani¢nog opsega trougla na
pripadnost trouglu. Pokazuje se da moguénost paralelnog izvrSavanja operacija nadomescuje cenu
veceg broja testiranja uzoraka koje je potrebno izvrsiti. Primetimo da u slucaju kada je trougao dugacak,
uzak i koso postavljen, njegov grani¢ni opseg bice veliki, te za veliki broj piksela treba izvrsiti proveru
da li pripadaju trouglu, a jako mali broj piksela ¢e efektivno pripadati trouglu. Dakle, unutar grani¢nog
opsega postojace velike oblasti piksela koje bismo moZda nekako mogli unapred eliminisati iz daljeg
ispitivanja.

Paralalno izvrSavanje testova je u ovom scenariju moguce unaprediti tako $to grani¢ni opseg trougla
podelimo na blokove srednje veli¢ine i pre paralelnog testiranja pojedina¢nih piksela na pripadnost
trouglu, za svaki blok moZemo da proverimo da li ima presek sa trouglom: ako blok ne preseca trougao,
eliminiSemo sve piksele iz bloka, ako je ¢itav blok sadrzan unutar trougla, zaklju¢ujemo da se svi pikseli
tog bloka nalaze unutar trougla. Ako ne vaZzi nista od prethodnog, testiramo u paraleli pojedinac¢no sve
piksele iz bloka (slika 2.17, levo).

Prirodno se postavlja pitanje koja je optimalna veli¢ina bloka. To zavisi od konkretnog trougla. Stoga,
da bismo dobili idealnu veli¢inu bloka i da bismo brzo eliminisali velike blokove van/unutar trougla, is-
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Slika 2.17: Ilustracije hijerarhijskog i hibridnog pristupa rasterizaciji trougla (preuzeto iz kursa Uni-
verziteta Carnegie Mellone).

plati se koristiti hibridni pristup rasterizaciji trougla. Naime, umesto da unapred fiksiramo neku veli¢inu
bloka, idemo od ve¢ih ka manjim blokovima, pocev od podele grani¢nog opsega na 4 jednaka dela, i
testiramo da li trougao ima presek sa svakim od ovih blokova; svaki blok koji ima presek sa trouglom
delimo na Cetiri manja bloka i ponavljamo testove za njih. Na ovaj na¢in preska¢emo one blokove koje
trougao ne sece, dok ostale blokove delimo na jo$ manje (slika 2.17, desno). U nekom trenutku presta-
jemo sa daljim podelama jer postaje efikasnije testirati paralelno sve piksele iz bloka.

2.7 Pitanja

2.1 Na koji nac¢in se pamti rasterska, a na koji na¢in vektorska slika?
2.2 Navesti po tri rasterska i vektorska formata.

2.3 Kako bi izgledala vektorska, a kako rasterska slika dva pravougaonika sa stranicama paralelnim
koordinatnim osama? Koja od ove dve slike bi zauzimala manje memorije ako je rasterska slika
dimenzije 256 x 256 piksela? Zasto?

2.4 Zasto je vektorsku sliku moguce skalirati bez gubitka kvaliteta, a rastersku ne?

2.5 Navesti primer gde se u praksi koristi vektorska grafika, a gde rasterska.

2.6 Staje zadatak rasterizacije trougla?

2.7 Zasto problem ratunanja pokrivenosti piksela trouglom razmatramo kao problem uzorkovanja?
2.8 Sta je aliasing? Kako se on manifestuje u ra¢unarskoj grafici?

2.9 Kako glasi Najkvist-Senonova teorema?

2.10 Najkvist—éenonovom teoremom se zadaje uslov kolika treba da bude (a) minimalna (b) prose¢na (c)
maksimalna frekvencija na kojoj treba uzorkovati signal kako bi se on mogao savrseno rekonstruisati
(zaokruziti tacan odgovor).

2.11 Cemu sluzi prefiltriranje u procesu rekonstrukcije signala?
2.12 Sta je Moire uzorak?
2.13 Cemu sluzi nadsemplovanje? Kako se realizuje?

2.14 Navesti razli¢ite na¢ine na koje je moguce za sve piksele iz oblasti razmatranja utvrditi da li se nalaze
unutar trougla.






Glava 3

Geometrijske transformacije

Geometrijska transformacija je funkcija koja preslikava skup tacaka u skup tacaka (pri ¢emu su dati skupovi
najcesée R? ili R?). Geometrijske transformacije igraju vaznu ulogu u oblasti racunarske grafike: one
omogucavaju pravljenje sloZenih modela objekata postavljanjem dimenzija i pozicioniranjem njihovih
sastavnih delova; uz pomo¢ njih moguce je izvrsiti preslikavanje iz jednog u drugi koordinatni sistem,
na primer iz koordinatnog sistema objekta u svetski koordinatni sistem; one omoguéavaju postavljanje
kamere na sceni i sagledavanje scene iz razlicitih tataka. Geometrijske transformacije ¢ine i esencijalni
deo rac¢unarski generisanih animacija jer omogucavaju definisanje transformacija koje deluju na objekte
na sceni tokom vremena, kako bi se stekao osecaj kretanja. Pored ovoga, koriste se i na mnogim drugim
mestima, kao Sto je projektovanje trodimenzionih objekata u ravan, preslikavanje dvodimenzionih tek-
stura na trodimenzione objekte, za projektovanje senki trodimenzionih objekata na druge objekte itd.
U ovom poglavlju podseti¢emo se osnovnih geometrijskih transformacija u ravni i trodimenzionom
prostoru. Razmotri¢emo neke od karakteristicnih problema koji se javljaju u ra¢unarskoj grafici i u
kojima geometrijske transformacije igraju vaznu ulogu, kao $to je promena koordinatnog sistema.

3.1 2D transformacije

Najpre ¢emo razmatrati osnovne geometrijske transformacije u ravni, a nakon toga i odgovarajuce ge-
ometrijske transformacije u trodimenzionom prostoru. Translacija, skaliranje, rotacija i smicanje, koje
¢e biti detaljno diskutovane u nastavku teksta, predstavljaju esencijalni deo velikog broja grafickih ap-
likacija.

3.1.1 Linearne transformacije

Linearne transformacije zbog svojih pogodnih osobina igraju zna¢ajnu ulogu u rac¢unarskoj grafici.
Podsetimo se njihove definicije. Za funkciju f kaZzemo da je linearna transformacija ako vazi:

* f(v+w)= f(v)+ f(w) za sve vrednosti v i w iz domena funkcije f;

* f(cv) = cf(v) za sve skalare c i vrednosti v iz domena funkcije f.

Geometrijski posmatrano, linearne transformacije predstavljaju transformacije tataka kojima se koordi-
natni pocetak preslikava sam u sebe i koje ¢uvaju kolinearnost tacaka (prave se slikaju u prave). Pored
toga, linearne transformacije ¢uvaju paralelnost pravih: medusobno paralelne prave slikaju se u par-
alelne prave. Nama ¢e pored razmatranja transformacija u terminima matrica kojima su one zadate, biti
jednako interesantna i karakterizacija transformacija u terminima njenih invarijanti, odnosno svojstava
koje taj tip transformacija ¢uva. Naime, pokazuje se da ljudi mogu i bez poznavanja formula i matrica
transformacija lako prepoznati tip transformacije uo¢avanjem svojstava koje transformacija ¢uva.

Primeri linearnih transformacija su skaliranje u odnosu na koordinatni pocetak, rotacija oko koordi-
natnog pocetka, smicanje u pravcu neke od koordinatnih osa, ali ne i translacija jer se njom koordinatni
pocetak izmesta iz svog poloZaja.

Linearne transformacije u ravni mogu se predstaviti kao mnoZenje matricom dimenzije 2 x 2. Naime,
ako sa v = [z y]7 ozna¢imo koordinate proizvoljne tatke ravni i ako se ona pri linearnoj transformaciji
T slika u tacku v’ = [z’ y']T, onda vazi veza

v=M-v

35
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pri ¢emu je sa M oznacena matrica linearne transformacije 7" koja je dimenzije 2 x 2. Sli¢no, linearnu
transformaciju u trodimenzionom prostoru moZemo predstaviti kao mnoZenje matricom dimenzije 3 x 3.
Podsetimo se da se baza dvodimenzionog vektorskog prostora definise kao skup vektora {V1, V»} za
koje vazi:
e vektori V] i V5 su linearno nezavisni,

e proizvoljni vektor V iz datog vektorskog prostora moZe se izraziti kao linearna kombinacija vek-
tora iz ovog skupa: V' = 1 V; + c2Va.

Vektore iz ovog skupa nazivamo baznim vektorima.
Nekaje i = { (1) } iez = [ (1) ] standardna baza vektorskog prostora dimenzije 2 i neka je { (é Z }

matrica linearne transformacije T'. Bazni vektori €] i €3 se pri ovoj transformaciji slikaju u vektore:

re =ty =12 4]|o]=]"]
T(e3)=T([H>=[i ZHH:[H

Primetimo da je prva kolona matrice M transformacije 7" jednaka slici prvog baznog vektora, a druga
kolona slici drugog baznog vektora. Ovo nam daje jednu mogucéu strategiju za izvodenje matrica lin-
earnih transformacija: kolonu po kolonu matrice transformacije izracunavamo razmatranjem na koji
nacin data transformacija deluje na bazne vektore standardne baze.

3.1.2 Osnovne geometrijske transformacije

Skaliranje

Transformacija promene veli¢ine objekta naziva se skaliranje (istezanje). U daljem tekstu, kada ne bude
bilo eksplicitno naglasena tacka u odnosu na koju se vr$i skaliranje, podrazumevacemo skaliranje u
odnosu na koordinatni pocetak.

Tacke u ravni se mogu skalirati duz « i duz y ose i pritom nije neophodno da faktori skaliranja po z
i po y osi budu jednaki. Na primer, dozvoljeno je vrsiti skaliranje u odnosu na koordinatni pocetak po x
osi za faktor 3, a po y osi za faktor 2 (s, = 3, sy, = 2). Ovo podrazumeva da se x koordinata svake tacke
povecava tri puta, a y koordinata dva puta (slika 3.1).

1+ (2,1) (3,1)

Slika 3.1: Skaliranje sa faktorima s, = 3i s, = 2.

Izvedimo matricu skaliranja S razmatranjem na koji nac¢in vektori €j i €5 treba da budu trans-
formisani: jedini¢ni vektor €1 u smeru = koordinatne ose treba da se slika u vektor s, - €] i, sli¢no,
jedini¢ni vektor é; u smeru y koordinatne ose treba da se slika u vektor s, - €5:

e vektor €7 = [ (1) } slika se u vektor 671 = [ SOT }
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e vektor €5 = [ 0 } slika se u vektor e_’; = [ 0 }

1 Sy

Na ovaj nacin izveli smo kolone matrice skaliranja .S, te je matrica skaliranja u odnosu na koordinatni
pocetak jednaka:
g — { s 0 ]
0 sy
odnosno, transformaciju skaliranja u odnosu na koordinatni po¢etak moZemo zapisati matri¢no kao:
A I x
vy | | 0 sy y |’

=5 v

odnosno skraceno:

Primetimo da je matrica S dijagonalna matrica: svaku od koordinata slike dobijamo isklju¢ivo na os-
novu te iste koordinate originalne tacke, mnoZenjem odgovaraju¢im faktorom skaliranja:

/
T =8

Y =sy-y
Skaliranjem u odnosu na koordinatni pocetak se ne ¢uvaju uglovi izmedu pravih u ravni (osim kada
je skaliranje uniformno, tj. kada vazi s, = s,). Takode, ako objekat ne po¢inje u koordinatnom pocetku
skaliranje ¢e ga pribliZiti ili udaljiti od koordinatnog pocetka (Sto je Cesto u suprotnosti sa onim $to
korisnik ocekuje).

Primer 3.1. Na slici 3.1 prikazano je kako se skaliranjem sa razli¢itim faktorima u smeru z i y ose dobija
objekat kod koga nisu o¢uvane veli¢ine uglova niti odnos duZina stranica. Takode, slika objekta je
udaljenija od koordinatnog pocetka od polaznog objekta jer objekat ne pocinje u koordinatnom pocetku
a koeficijenti skaliranja su po apsolutnoj vrednosti veci od 1. Ukoliko bismo Zeleli da kao sliku dobijemo
objekat koji pocinje u istoj tacki, odnosno ¢ije se donje levo teme poklapa sa donjim levim temenom
polazne figure, bilo bi potrebno izvrsiti skaliranje u odnosu na ta¢ku sa koordinatama (2,1). Matricu
skaliranja u odnosu na proizvoljnu tacku razli¢itu od koordinatnog pocetka izveS¢emo u nekom od
narednih poglavlja.

Rotacija

Slika 3.2: Rotacija za ugao ¢.
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Rotacija u ravni se zadaje svojim centrom i uglom za koji treba izvrsiti rotaciju. Razmotrimo rotaciju
oko koordinatnog pocetka za ugao ¢, pri ¢emu su uglovi pozitivno orijentisani (slika 3.2). Izvedimo
matricu rotacije R razmatranjem na koji nacin ona transformiSe vektore €7 i €3 (slika 3.3). Vektori €] i

é5 slikaju se u vektore duZzine 1, dok se njihove z i y koordinate dobijaju iz pravouglih trouglova ¢iji je
jedan ugao ¢ (obratiti paZnju da je = koordinata vektora ¢’ negativna).

. 1 . 7
e vektor €] = { 0 } slika se u vektor ¢} { Z?I?z }

¢ vektor €3 = { (1) } slika se u vektor e_’; = { _C(S)lsn:j }

)
s |
e, = (—singp,cos p) ez = (0,1)

e} = (cosp,singp) ®

%) T T
€1 = (17 0)

Slika 3.3: Delovanje rotacije za ugao ¢ na jedini¢ne vektore u smeru koordinatnih osa.
Stoga je matrica rotacije oko koordinatnog pocetka za ugao ¢ jednaka

R— { cos —sing ]
sing cosg

tj. transformacija koordinata tacke rotacijom moZe se opisati narednom matri¢nom jednacinom:
' | | cosp —sing x
y | | sinp cosy Yy

v =R-v

ili skraéeno:

Odgovarajuce jednacine rotacije glase:
¥ =2x-cosp—y-sing

y =x-sinp+y-cosp

Rotacijom se ¢uvaju duZzine duZi, kao i uglovi medu parovima pravih. Specijalno, paralelne prave se
rotacijom preslikavaju u paralelne prave.

Smicanje

Transformacija smicanja ili iskosenja (eng. shear) podrazumeva da objekat treba iskositi u pravcu neke
od koordinatnih osa, dok pritom vrednost druge koordinate ostaje ista. Na ovaj na¢in, recimo, kvadrat
postaje paralelogram (slika 3.4).

Izvedimo matricu smicanja SH, u pravcu z ose razmatranjem na koji nacin ona treba da uti¢e na
vektore €7 i €5 (slika 3.5): vektor € slika se u samog sebe, dok se vektor €3 slika u vektor ¢ija je y
koordinata jednaka 1, a « koordinata se dobija iz uslova 1/x = tan ¢, tj. = cot ¢.

® prvibazni vektor éf = [ (1) } slika se u vektor e_’i = [ (1) ]

cot ¢
1

* drugi bazni vektor €3 = [ (1) } slika se u vektor 672 = [
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SHy : 2’ =x+ay SHy :y =y+bx

Slika 3.4: Smicanje u pravcu z i y koordinatne ose.

a = cotp
ez = (0,1

e1 = (1,0)

Slika 3.5: Delovanje smicanja u pravcu  ose na jedini¢ne vektore u smeru koordinatnih osa.

gde je sa ¢ oznaen ugao za koji se vrsi iskoSenje. Vrednost cot ¢ oznaci¢emo sa a i u daljem tekstu
zvaéemo je koeficijent smicanja.
Dakle, matrica smicanja u pravcu = ose jednaka je:
1 a]
si=| o ¢

a transformacija smicanja u pravcu x ose mozZe se opisati na slede¢i nacin:
| |1 a [ =
y | L0 1 y

v =SH, v

Na sli¢an na¢in bi se izvela i matrica smicanja u pravcu y ose sa koeficijentom smicanja b:

1 0
s, =[5 |

odnosno skraceno:

odnosno smicanje u pravcu y ose zadaje se jednac¢inom:
' =S5H, v
Jednacine smicanja u pravcu x koordinatne ose glase:
¥=z+a- Y

v =y
a smicanja u pravcu y koordinatne ose:

=

V=y+b-x
Primetimo da prilikom izvodenja ove transformacije vrednosti jedne koordinate ostaju fiksne (npr.

prilikom smicanja u pravcu x koordinatne ose y koordinate tacaka se ne menjaju). Smicanjem se ne
¢uvaju duzine (osim na pravcu u kome se vrsi istezanje), niti se cuvaju uglovi (slika 3.6). Smicanjem se
pak ¢uvaju povrsine geometrijskih figura.
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Ty
Slika 3.6: Smicanje objekta sa koeficijentom r = 1/2 u pravcu = koordinatne ose.

Opsti oblik linearne transformacije

. s oo . b o .
Razmotrimo opsti oblik matrice linearne transformacije [ CCZ d } Ukoliko je determinanta ove ma-

trice ad — bc jednaka nuli, onda ovu transformaciju zovemo singularnom i za nju ne postoji inverzna
1 —
2 —4

transformacije slikaju kompletnu ravan u pravu i njom se gubi veza izmedu ta¢aka iz domena preslika-
vanja sa tackama iz kodomena preslikavanja: neke tacke iz kodomena ne odgovaraju nijednoj tacki iz
domena, dok neke tacke kodomena odgovaraju veéem broju tac¢aka iz domena. Primetimo da su kolone
matrica singularnih transformacija linearno zavisne.

Ukoliko je vrednost determinante ad — bc date matrice razlic¢ita od nule, matrica transformacije je
invertibilna i inverz matrice jednak je:

1 d —b
ad — bc [ —c a }

Vrednost determinante matrica svih pomenutih linearnih transformacija (skaliranja, rotacije i smicanja)
razli¢ita je od nule i svaka od tih transformacija ima njoj inverznu. Mi u ovom materijalu ne¢emo
ra¢unati matrice inverznih transformacija koris¢enjem ove uopstene formule, ve¢ ¢emo razmatrati ma-
trice transformacija inverznih nekoj konkretnoj transformaciji, poput rotacije i skaliranja.

transformacija. Takav je recimo slucaj transformacije definisane matricom . Naime, ovakve

Translacija

Translacija nije linearna transformacija jer se njome koordinatni pocetak ne ¢uva. Stoga se ona ne moZze
predstaviti putem mnoZenja matricom dimenzije 2 x 2. Medutim, translaciju je moguce predstaviti
koriS¢enjem sabiranja:

¥=x4t, yY=y+t,

odnosno u matri¢noj formi:

tj. skraceno:
vVV=v+T

Kompoziciji linearnih transformacija odgovara proizvod odgovaraju¢ih matrica transformacija. Me-
dutim, sabiranje sa vektorom za kombinovanje translacije sa linearnim transformacijama nije konzis-
tentno sa mnoZenjem matrica. Naime, poZeljno je da sve pomenute transformacije: translacija (v' =
v + T), skaliranje (v/ = S - v), rotacija (v = R - v) i smicanje (v' = SH - v) budu predstavljene na isti
nacin — putem mnoZenja matrica, kako bismo kombinaciju proizvoljnog niza transformacija mogli da
izrazimo kompozicijom njihovih matrica. Iz ovog razloga prelazimo na homogene koordinate.

3.1.3 Homogene koordinate

Nemacki matematicar i astronom Avgust Mebius (August Mobius) je jo$ davne 1827. godine uveo
koncept homogenih koordinata kao pogodan sistem koordinata u projektivnoj geometriji. Homogene
koordinate su nasle brojne primene, a u ra¢unarskoj grafici se koriste od sezdesetih godina dvadesetog
veka.
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Tac¢ka u ravni se koriS¢enjem homogenih koordinata predstavlja trojkom vrednosti (z,y, W), pri
¢emu bar jedna od vrednosti z, y i W nije jednaka 0. Dve trojke (z,y, W) i (2/,y’, W') predstavljaju
istu tacku u ravni ako postoji broj ¢ takav da je x = tz/, y = ty’ i W = tW’'. Tako, na primer, tro-
jke (4,3,7), (8,6,14) i (4/7,3/7,1) predstavljaju istu tacku. Otigledno je da postoji beskona¢no mnogo
nacina za predstavljanje jedne tacke u ravni njenim homogenim koordinatama.

Ako je vrednost W # 0, onda tatku moZemo predstaviti u obliku (x/W,y/W, 1) i ovaj proces nazi-
vamo homogenizacija, dok (x/W,y/W') nazivamo Dekartovim koordinatama homogene tacke. Tatku sa koor-
dinatama (z, y, 0) nazivamo beskonacno dalekom tackom u pravcu (x,y).

Homogenim tackama u ravni odgovaraju uredene trojke vrednosti, a te trojke odgovaraju tackama
u trodimenzionom Dekartovom prostoru. Skupu svih trojki kojima odgovara jedna homogena tacka
odgovara prava Dekartovog prostora koja prolazi kroz koordinatni pocetak (slika 3.7). Zaista, sve tacke
oblika (tz, ty,tW) za t # 0 pripadaju jednoj pravoj Dekartovog prostora. Ako izvr§imo homogenizaciju
koordinata tatke, dobijamo njenu reprezentaciju (z/W,y/W, 1) koja u dekartovskom smislu pripada
ravni W = 1. Dakle, sve homogenizovane koordinate tataka formiraju ravan zadatu jedna¢inom W = 1.

w

P (z,y, W)

Y

Slika 3.7: Skupu svih trojki koje predstavljaju homogene koordinate jedne tacke u ravni odgovara prava
u trodimenzionom prostoru.

S obzirom na to da se tacke u ravni u homogenim koordinatama predstavljaju trojkama vrednosti,
matrice transformacije u ravni u homogenim koordinatama su dimenzije 3 x 3.

3.1.4 2D transformacije u homogenim koordinatama

Izrazimo sada prethodno pomenute geometrijske transformacije (skaliranje, rotaciju, smicanje i tran-
slaciju) u terminima homogenih koordinata. Kada budemo dobili homogene koordinate slike tacke,
izvrsi¢emo deljenje x i y koordinate vrednos¢u W koordinate i dobiti Dekartove koordinate slike tacke.

Tacku u ravni sa koordinatama v = [z y]7 moZemo predstaviti korig¢enjem homogenih koordinata
kaov = [z y 1]7. Neka se tatka v preslikava u tatku sa homogenim koordinatama v’ = [/ ' 1|7 i
neka je matrica transformacije u homogenim koordinatama jednaka:

mp M2 M3
myg M5 Mg
m7 Mg My

Potrebno je da vaZi:

mi; Mo M3 x x
/

mgy M5 Mme | - | Y | = | Y

my Mg Mg 1 1

za svako z i y, odnosno potrebno je da vazi mrx + mgy + mg = 1. Kako bi ovo vazilo za proizvoljno
x iy, neophodno je da vaZe naredni uslovi: m7 = mg = 01mg = 1. Stoga ¢emo nadalje razmatrati
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transformacije ¢ije su matrice oblika:
myp M2 M3
myg M5 Mg
0 0 1

Ostaje pitanje na koji nacin na osnovu prethodno izvedenih matrica osnovnih geometrijskih trans-
formacija dobiti matrice odgovarajucih transformacija u homogenim koordinatama. U slucaju linearnih
b o T .
g | 8ormji levi ugao jedini¢ne matrice
dimenzije 3 x 3 i matrica linearne transformacije u homogenim koordinatama imace oblik:

transformacija dovoljno je ,,ugraditi” postoje¢u matricu [ Z

a b 0
M=]c d 0
0 01
Pokazimo istinitost ovog tvrdenja:
a b 0 T azr + by x’
Mv=|cd 0| - |y |=|cc+dy | =79 | =2
0 01 1 1 1

Sto se translacije ti¢e, matrica translacije u homogenim koordinatama se moZe dobiti ,,ugradivanjem”
vektora translacije u tre¢u kolonu jedini¢ne matrice:

1 0 ¢,
T=10 1t
0 0 1
Naime, vazi:
1 0 i, T T+t z’
T-v=1]0 1 t, yl=|y+tty | =]y | =V
0 0 1 1 1 1

Primetimo da su koordinate tacke v pravilno translirane i da smo pritom, koris¢enjem homogenih ko-
ordinata, translaciju izrazili u vidu mnoZenja matrica.

Primer 3.2. Matrica skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak za faktor 5 u smeru « ose i za faktor 7 u
smeru y ose u terminima homogenih koordinata ima narednu formu:

S =

O O ot
S N O

0
0
1
Matrica rotacije oko koordinatnog pocetka za 7/4 u homogenim koordinatama glasi:

cos(m/4) —sin(w/4) 0
R=| sin(r/4) cos(m/4) O
0 0 1

Matrica translacije za —5 u smeru « ose i 7 u smeru y ose u terminima homogenih koordinata jednaka
je:

)

7

1
T=10
0 1

o = O

3.1.5 Inverzne transformacije

Ukoliko Zelimo da ponistimo neku transformaciju, potrebno je da primenimo njoj inverznu trans-
formaciju, odnosno da izvr§imo mnoZenje njoj inverznom matricom transformacije. Zahvaljujuéi ho-
mogenim koordinatama, sve pomenute matrice transformacija su invertibilne. Stavie, inverzna trans-
formacija svake od nabrojanih osnovnih transformacija je transformacija istog tipa.
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Transformacija inverzna skaliranju u odnosu na koordinatni pocetak za faktor s, po = osii s, po y
osi sa matricom transformacije:

s, 0 0
S=10 s, 0
0 0 1
je skaliranje za faktor 1/s, po z osii 1/s, po y osi sa matricom transformacije:
+ 0 0
STt=10 &+ 0
0 0 1

Inverzna transformacija rotaciji oko koordinatnog pocetka za ugao ¢ Cija je matrica transformacije
jednaka:
cosep —sing 0
R=| sinp cosep O
0 0 1

je rotacija oko koordinatnog pocetka za ugao —¢ kojoj odgovara matrica:
cose sing 0

R'=| —sing cosgp 0
0 0o 1

Naime, inverz matrice rotacije je njen transponat, sto se lako moZze proveriti njihovim mnoZenjem.
Transformacija inverzna translaciji za vektor translacije [t t,] sa matricom transformacije:

1.0 t,
T=10 1 ¢,
00 1

je translacija za njemu suprotan vektor [—t, — t,], kojoj odgovara naredna matrica transformacije:

10 —t,
T7'=10 1 —t,
00 1

Transformacija inverzna smicanju sa koeficijentom a u pravcu « koordinatne ose sa matricom trans-
formacije:

1 a 0
SH,=|0 1 0
0 0 1
je smicanje sa koeficijentom —a u pravcu x koordinatne ose kome odgovara matrica:
[1 —a 0
SH'=10 1 0
0 0 1

Sli¢no vaZi i za smicanje u pravcu y koordinatne ose.

3.1.6 Kompozicija transformacija

Kada se na objekat na sceni primenjuje niz razli¢itih geometrijskih transformacija, postavlja se pitanje
na koji nacin predstaviti rezultuju¢u transformaciju. Transformacija je funkcija i vazi daje (f - g)(i) =
f(g(@)). Ako funkcije f i g posmatramo kao matrice M i M, a ulaz kao vektor v, kompozicija trans-
formacija jednaka je M7 Mav. Dakle, matrice sloZenih transformacija dobijamo tako $to formiramo kom-
poziciju njihovih matrica transformacija.

Primer 3.3. Transformaciji kojom se tacka skalira u odnosu na koordinatni pocetak sa koeficijentima s, i
sy, nakon toga rotira oko koordinatnog pocetka za ugao ¢, a zatim translira za vektor [t, t,], odgovarala
bi naredna matrica transformacije:

1 0 t, cose —sing 0 sz 0 0
0 1 ¢t, |-| sinp cosp O 0 s, O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Podsetimo se da se matrice primenjuju zdesna ulevo i da mnoZenje matrica u opstem slucaju nije
komutativno, te u ops$tem slucaju transformacije ne komutiraju (slika 3.8). Na primer, ako izvr$imo
rotaciju za ugao ¢ oko koordinatnog pocetka, a zatim translaciju za vektor [t; t2] dobijena transformacija
razlikovacde se od transformacije kojom se najpre vrsi translacija za vektor [t; 3], a zatim rotacija za ugao
. Medutim, u nekim specijalnim slucajevima transformacije komutiraju; na primer, translacije medu-
sobno komutiraju; rotacije oko iste tatke medusobno komutiraju i sl.

».

Y
i

Slika 3.8: Primer kada transformacije ne komutiraju: na slici levo prikazan je slucaj kada se slovo R ¢iji
je donji-levi kraj u koordinatnom pocetku najpre rotira u odnosu na koordinatni pocetak pa translira, a
na slici desno slucaj kada se prvo vrsi translacija za isti vektor, a zatim rotacija u odnosu na koordinatni
pocetak za taj isti ugao.

Primer 3.4. Neretko je potrebno izvrsiti rotaciju oko tacke P(z1,%1) (koja nije koordinatni pocetak) za
ugao ¢, na primer, izvrsiti rotaciju oko centra objekta. Ova transformacija se moZe realizovati na slede¢i
nacin:

* najpre se tacka P translira u koordinatni pocetak,
¢ zatim se vrsi rotacija oko koordinatnog pocetka za ugao ¢,

¢ potom se koordinatni pocetak translira u tacku P (slika 3.9).

y —® ¥
L
X X
3 y

—
. \%

Slika 3.9: Rotacija oko centra objekta (koji nije u koordinatnom pocetku).

Matrica odgovarajuce geometrijske transformacije jednaka je:

Tz1,y1 : R<P 'T—mlv_yl -

1 0 = cosp —sing 0 1 0 —z;
=10 1 yy |-|sinp cose O0|-|0 1 —y |=
0 0 1 0 0 1 0 0 1

cosp —sing x1(l —cose) +yisineg
= | sinp cosp y1(1—cosp)—xzysing
0 0 1
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Ovim smo, u stvari, novi sloZeniji problem sveli na poznati problem — rotaciju oko koordinatnog pocetka.
Na sli¢an nacin bi se izvela matrica skaliranja u odnosu na tac¢ku koja nije koordinatni pocetak.

Primer 3.5. Razmotrimo problem u kome je dati objekat potrebno rotirati oko njegovog centra za 7/2, a
zatim ga skalirati 4 puta u svakom od smerova u odnosu na centar objekta. Problem ponovo resavamo
svodenjem na probleme koje znamo da resimo. Naime, izvrSi¢emo translaciju centra objekta u koor-
dinatni pocetak, nakon toga rotaciju i skaliranje u odnosu na koordinatni pocetak, a zatim koordinatni
pocetak translirati u centar objekta. Matrica odgovarajuce transformacije jednaka je:

Tt Saq- Rﬂ—/Q -T
Ovu transformaciju treba primeniti na sva temena objekta koji je potrebno transformisati.

Kompozicija dve transformacije istog tipa je transformacija istog tipa. Specijalno, kompozicija dve
translacije je translacija za zbir vektora translacija:

1 0 ¢ 10 ¢ 1 0 t,+t)
0 1 t 0 1 ty |=[0 1 t+t |,
00 1 00 1 0 0 1

kompozicijom dva skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak dobija se skaliranje u odnosu na koordi-
natni pocetak ¢iji su koeficijenti skaliranja jednaki proizvodu odgovarajucih koeficijenata skaliranja:

s, 0 0 sl 0 sl - Sl 0 0
0 s, O 0 sy 0| = 0 sy-sy 0],
0 0 1 0O 0 1 0 0 1

a kompozicijom dve rotacije oko koordinatnog pocetka dobija rotacija oko koordinatnog pocetka za
ugao jednak zbiru uglova odgovarajuc¢ih rotacija:

cosae —sina 0 cosff —sinf 0
sinaw cosa 0 |- ]| sinf cosf 0 | =
0 0 1 0 0 1

cosacos B —sinasinf —(cosasinf +sinacosf) 0
sin av cos 3 + cos o sin 3 cosacos 3 — sinasin 3 0| =
0 0 1

cos(a+B) —sin(a+p8) 0
sin(fa+8) cos(a+p8) 0
0 0 1

Sli¢no se pokazuje da se kompozicijom dva smicanja u pravcu iste koordinatne ose dobija smicanje u
pravcu te koordinatne ose sa koeficijentom simicanja jednakim zbiru koeficijanata smicanja polaznih
transformacija:

1 ai 0 1 a2 0 1 ai + as 0
0 1 0 0 1 0f=1|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Inverz kompozicije transformacija je kompozicija inverznih matrica pojedina¢nih transformacija u
obrnutom redosledu:

(My-My-...- M)t =M, - Myt Mt

Primer 3.6. Matrica inverzne transformacije prethodno razmatrane transformacije kojom se vrsi rotacija
i skaliranje u odnosu na centar objekta bila bi jednaka:

(T Sya Repp - T) ' =T""-R_)

/2" 54_,41 ) (T_l)_l =7 R—w/2 : 51/4,1/4 -T
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3.1.7 lzometrijske i afine transformacije

Izometrijske transformacije Euvaju uglove i duzine i poznate su i pod nazivom transformacije Cvrstih tela
(eng. rigid-body transformation). Ovakve transformacije ¢uvaju oblik i veli¢inu objekata. Na primer,
kvadrat stranice 1 sa stranicama paralelnim koordinatnim osama ostaje kvadrat (ne postaje ni romb niti
pravougaonik) ve¢ moZe promeniti samo svoj poloZaj i ugao u odnosu na koordinatne ose. Rotacija i
translacija spadaju u izometrijske transformacije, kao i proizvoljni niz rotacija i/ili translacija.

Za matricu kazemo da je ortogonalna ako vektori koji ¢ine njene kolone predstavljaju ortonormira-
nu bazu tj. ako je intenzitet svake kolone jednak 1, a skalarni proizvod svake dve kolone jednak 0.
Analogno svojstvo vaZi i za vrste ortogonalne matrice. Svakoj izometrijskoj transformaciji odgovara
matrica transformacije oblika:

bt
d t,
0 0 1

a
c

¢ija je gornja leva podmatrica dimenzije 2 x 2 ortogonalna, tj. vazi:
e a2+ =1
e V¥ +d*=1
® ab+cd=0

Vazi i obratno, matricama ovog oblika odgovaraju izometrijske transformacije.

Izometrijske transformacije u ravni mogu se podeliti na direktne (eng. direct) i indirektne (eng. oppo-
site). Direktne izometrijske transformacije ¢uvaju orijentaciju ravni, odnosno svaku trojku tacaka pres-
likavaju u trojku tacaka iste orijentacije. Primeri direktnih izometrijskih transformacija su translacija i
rotacija. Ukoliko se prilikom izometrijske transformacije menja orijentacija ta¢aka, onda takvu izometri-
jsku transformaciju nazivamo indirektnom. Na primer, osnom refleksijom se menja orijentacija tacaka,
te ona spada u indirektne izometrije (slika 3.10). Da bi se za izometrijsku transformaciju u ravni utvrdilo
da li je direktna ili indirektna, dovoljno je izvrsiti proveru orijentacije za jednu izabranu trojku tataka.

reflection
g B
I T~ -
/ . g
al o < ? Q’ﬂ: !
== | - b

ite ~+
I opposite A"

. |
g translation | %:
-~ | . .
fT>a | \*\ rotation
/ " [
/ - ¢ N
—— - Y
art Lo
direct 8 _ -
direct

Slika 3.10: Primeri direktnih i indirektnih izometrijskih transformacija.

Kompozicija dve indirektne izometrije je direktna izometrija, dok je kompozicija jedne direktne i
jedne indirektne — indirektna izometrija.

Skup transformacija koje smo do sada razmatrali poznat je pod nazivom afine transformacije (eng.
affine transformation). Afine transformacije su transformacije koje ¢uvaju kolinearnost tacaka (tj. slikaju
prave u prave), odnose rastojanja izmedu kolinearnih tacaka (npr. srediste neke duZi slika se u srediste
slike te duZi) i paralelnost (paralelne prave ostaju paralelne). Afine transformacije ne ¢uvaju nuzno
uglove i duzine. Na slici 3.11 prikazano je dejstvo rotacije za ugao od 45° na kvadrat jedini¢ne dimen-
zije, a zatim i efekat primene skaliranja sa koeficijentima 2 i 1. Primetimo da su paralelne prave ostale
paralelne, ali se duZzine duzi i veli¢ine uglova nisu o¢uvale. Dakle, afine transformacije ne ¢uvaju nuzno
oblik objekta.

Translacija, rotacija, skaliranje i smicanje su afine transformacije i bilo koji niz translacija, rotacija,
skaliranja i smicanja bic¢e afina transformacija. Specijalno, sve izometrijske transformacije pripadaju
afinim transformacijama.
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Slika 3.11: Ilustracija dejstva afinih transformacija na jedini¢ni kvadrat.
S obzirom na to da se matrica afinih transformacija moze zapisati kao:

ix _|:T* t*:|
Yy =
1 0 1

a b
c d
0 0
pri lemu je 7™ matrica dimenzije 2 x 2, a t* vektor kolona dimenzije 2, sledi da se svaka afina transforma-

cija moze predstaviti kao kompozicija jedne linearne transformacije (linearni deo afine transformacije) i
jedne translacije:

3.1.8 Preslikavanje slike u prozor

Preslikavanje figure iz jednog koordinatnog sistema u drugi je standardni problem u ra¢unarskoj
grafici. Javlja se recimo kod preslikavanja slike iz nekog koordinatnog sistema u prozor ekrana.

translacija 7T’ skaliranje Szy translacija 7%,

Slika 3.12: Preslikavanje iz jednog koordinatnog sistema u drugi.

Pretpostavimo da treba preslikati sadrZzaj pravougaonika sa stranicama paralelnim koordinatnim
osama i levim donjim temenom (Zyin, Ymin) 1 gornjim desnim temenom (%4, Ymae) U koordinat-
nom sistemu (z,y) u pravougaonik sa stranicama paralelnim koordinatnim osama i sa levim donjim
temenom (Umin, Umin) 1 gornjim desnim temenom (wmaz, Umasz) U koordinatnom sistemu (u,v) (slika
3.12). Ovo preslikavanje moZemo realizovati kao kompoziciju tri osnovne transformacije. Naime, svaku
tatku pravougaonika treba:

e preslikati translacijom koja ta¢ku za koordinatama (zin, Ymin) preslikava u koordinatni pocetak,
¢ija je matrica jednaka:

1 0 —ZTmin
0 0 1

¢ preslikati skaliranjem u odnosu na koordinatni pocetak kojim se veli¢ina prvog pravougaonika
svodi na veli¢inu drugog pravougaonika: duZine stranica prvog pravougaonika su (maez — Tmin,
Ymaz —Ymin), @ ATULOE (Umaz — Umin,Umaz —Umin), Pa su faktori skaliranja redom jednaki W
i Ymes—Umin g odgovarajuéa matrica jednaka je:

Ymaz —Ymin
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Umazx —Umin 0 O
Tmaz —Tmin

v, x —Umi
Smu — 0 7nar7 m%n 0
Ymaz —Ymin

0 0 1

e preslikati translacijom koja koordinatni pocetak preslikava u tatku sa koordinatama (wmin; Vmin),
a Cija je matrica jednaka:

10 Umin
Tu = 0 1 Umin
0 0 1

Kompozicija navedenih transformacija opisana je matricom koja je dobijena mnoZenjem odgovarajucih
matrica:

Umaz —Umin 0 Umaz —Umin
— T + Umi
Tmaz —Tmin AN T ap —Tmin man
_ _ YUmaz —VUmin _ . Ymazx—VYUmin .
qu - Tu : S;Eu . Tw = 0 — Ymin — P+ Ui
Ymaxz —Ymin Ymaz —Ymin

Nekada se transformacija slike u prozor kombinuje sa operacijom odsecanja primitiva u odnosu na
dati region (slika 3.13).

4 ‘: Maximum range
Window of screen
O 0 coordinates
NN
Ot ANN
Viewport
> X > U
World coordinates Screen coordinates

Slika 3.13: Primitive u svetskom koordinatnom sistemu se odsecaju u odnosu na prozor i samo one koje
pripadaju prozoru se prikazuju na ekranu.

3.2 3D transformacije

Homogene koordinate za trodimenzioni prostor definisu se analogno homogenim koordinatama u ravni:
tatka (z,y, z) trodimenzionog prostora predstavlja se ¢etvorkom vrednosti (z,y,z, W). Dve Cetvorke
vrednosti (z,y,z, W) i (2',y/, 2/, W) predstavljaju istu tacku ako i samo ako je jedna ¢etvorka umnozak
druge, odnosno ako postoji vrednost ¢ tako da je ' = tz, ¢ = ty, 2’ = tz1 W' = tW. Tako Cetvorke
vrednosti (1,2,3,4) i (2,4, 6, 8) predstavljaju jednu istu tacku. Pritom bar jedna od vrednosti z, y, z i
W mora biti razli¢ita od 0, tj. Cetvorka vrednosti (0,0, 0,0) nije dozvoljena. Standardna reprezentacija
tatke sa homogenim koordinatama (z,y,z, W) za W # 0je (z/W,y/W, z/W,1), i prve tri koordinate
predstavljaju Dekartovske koordinate tacke.

Homogene koordinate nam omogucavaju da na uniforman nacin predstavimo i tacke i vektore u
trodimenzionom prostoru —kao ¢etvorke vrednosti (z, y, z, W). Pritom, postoji vrlo jasna razlika izmedu
njih, naime, kod tac¢aka je homogena koordinata W razli¢ita od 0, dok je kod vektora ona jednaka 0.
Cesto ¢emo mi na vektore u trodimenzionom prostoru referisati i kao na ta¢ke u beskona¢nosti.

Kada se koriste homogene koordinate, transformacije u trodimenzionom prostoru se predstavljaju
matricama dimenzije 4 x 4. Njih je mogucée primeniti i na tacke i na vektore.

3.2.1 Osnovne transformacije

Razmotrimo matrice osnovnih transformacija u trodimenzionom prostoru.

Translacija

Matricu translacije u trodimenzionom prostoru izraZenu u homogenim koordinatama dobijamo kao
prosirenje matrice translacije u ravni — vektor translacije ¢t = [t t, ¢,]7 je u ovom slu¢aju duZine 3 i
potrebno ga je ,,ugraditi” u poslednju kolonu jedini¢ne matrice dimenzije 4 x 4:
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x’ 1 0 0 ¢t T
y | |0 1 0 ¢t Yy
Z 10 01 ¢ z
1 0 00 1
Odgovarajuce jednacine translacije glase:

r=x+t,

v =ytty

2 =z4+1t,

Kao i u slu¢aju translacije u ravni, vaZi svojstvo da je kompozicija dve translacije translacija i da je
transformacija inverzna translaciji za vektor ¢ translacija za vektor —¢.

Skaliranje

Razmotrimo kakav ¢e format imati matrica skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak u slucaju trodi-
menzionog prostora. Matrica je, kao i u slu¢aju odgovarajuée transformacije u ravni, dijagonalna i na
glavnoj dijagonali nalaze se redom faktori skaliranja u odnosuna z, y i z osu:

x s 0 0 O x
v | 0 s, 0 0 Y
Z 1| 0 0 s, 0 z
1 0O 0 0 1 1

odnosno jednacine skaliranja u trodimenzionom prostoru glase:

=5,
r_

Y =5,y
2 =5,z

Kompozicija dva skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak je skaliranje u odnosu na koordinatni
pocetak i transformacija inverzna skaliranju u odnosu na koordinatni pocetak je takode skaliranje u
odnosu na koordinatni pocetak.

Matrica skaliranja u odnosu na proizvoljnu tacku P (razli¢itu od koordinatnog pocetka) moze se
dobiti analogno skaliranju u ravni: translacijom tacke P u koordinatni pocetak, skaliranjem u odnosu
na koordinatni pocetak sa istim koeficijentima skaliranja, a potom translacijom koordinatnog pocetka u
tacku P.

Rotacija

Najveca razlika u transformacijama u ravni i prostoru nastaje u slu¢aju rotacije. Dok smo u ravni razma-
trali rotaciju oko proizvoljne tacke ali je osa rotacije bila fiksna (upravna na ravan), u trodimenzionom
prostoru moZemo razmatrati rotaciju oko proizvoljnog vektora, odnosno ose @ = [u, u, u;]”

y

X
z

Slika 3.14: Pozitivno orijentisan koordinatni sistem.

Pretpostavimo da je koordinatni sistem pozitivno orijentisan, odnosno da za njega vazi pravilo desne
ruke. Za pozitivno orijentisani koordinatni sistem vaZi: ako je osa rotacije = osa, onda je pozitivan smer
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rotacije od pozitivhog dela y ose ka pozitivhom delu z ose; sli¢no, ako je osa rotacije y osa, onda je
pozitivan smer rotacije od pozitivnog dela z ose ka pozitivnom delu « ose i analogno, ako je osa rotacije
z 0sa, onda je pozitivan smer rotacije od pozitivnog dela z ose ka pozitivnom delu y ose (slika 3.14).
Dakle, uvek éemo razmatrati isti cikli¢ni poredak koordinata: z, y, z (odnosno y, z, z i z, z, y).

Slika 3.15: Ilustracija rotacija oko koordinatnih osa.

Razmotrimo najpre rotacije oko koordinatnih osa (slika 3.15) i njihove matrice transformacija. Ma-
tricu rotacije oko z koordinatne ose moZemo izvesti razmatranjem na koji nacin ona deluje na vektore
standardne baze: naime, njom se jedini¢ni vektor u smeru z ose ne menja, dok jedini¢ni vektori u smeru
x 1y ose ostaju u ravni Ozy (2 koordinata ¢e im biti nula) dok se z i y koordinate menjaju na isti na¢in
kao u slucaju ravni. Dakle, rotacija oko z ose se u homogenim koordinatama moZe opisati narednom
matri¢nom jednacinom:

' cosp —sinp 0 0 T
y | | sing cosp 0 O Y
2 0 0 10 z
1 0 0 0 1 1

dok odgovarajuce jednacine rotacije oko z koordinatne glase glase:

" = z-cosp—y-sinp

" = z-sinp+y-cosp

2 = z
Dakle, z koordinate tacaka ostaju neizmenjene, dok se x i y koordinate menjaju na isti na¢in kao u slucaju
rotacije u ravni. Kompozicija dve rotacije oko z ose je ponovo rotacija oko z ose.

Analogno se izvode i matrica rotacije oko x ose:

x’ 1 0 0 0 x
¥y | | 0 cosp —sing 0 Y
Z | | 0 sing cosp O z
1] Lo o o 1] [1]
i matrica rotacije oko y ose:
[ 2 ] [ cosp 0 sing 0] [ 2]
vy 1 | o 1 0 o y
Z | | —sinp 0 cosp O z
1] | o o o 1] |1]

Istaknimo i to da rotacije u trodimenzionom prostoru u opstem slucaju medusobno ne komutiraju:
ako objekat recimo rotiramo oko x ose, pa oko y ose, ne moramo dobiti isti efekat kao ako objekat najpre
rotiramo oko y ose, pa oko z ose.

Na koji na¢in moZemo do¢i do matrice rotacije oko date ose za dati ugao? To moZemo uraditi indi-
rektno, svodenjem na jednostavniji problem koji znamo kako da reSimo ili direktno.

Razmotrimo najpre prvi postupak reSavanja, koji podrazumeva da izvr$imo redukciju na poznati
problem. Neka je potrebno odrediti matricu rotacije oko ose v za ugao ¥. Osu u moZemo dovesti na
poklapanje sa jednom od koordinatnih osa (na primer, « osom), zatim izvrs$iti rotaciju oko te koordinatne
ose za ugao ¥, a nakon toga preslikati tu koordinatnu osu na osu u. Dakle, postupak se moZe opisati
narednim nizom koraka:

1. odrediti ugao © za koji treba rotirati osu u oko y ose kako bismo je oborili u ravan Oxy,
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2. odrediti ugao ® za koji treba rotirati dobijenu sliku ose u oko z ose kako bi je doveli na poklapanje
sa x osom,

3. sad kada je vektor u poravnat sa  osom treba izvrsiti rotaciju objekta za ugao ¥ oko x ose,

4. izvrsiti inverzne transformacije transformacijama poravnanja (rotacijama oko z i y koordinatne
ose).

Razmotrimo sada na koji na¢in moZemo direktno resiti prethodni problem, odnosno kako zadati
rotaciju u 3D prostoru. Svaka rotacija se moZe predstaviti kao kompozicija tri rotacije oko tri razli¢ite
ose: oko z ose u Oyz ravni za ugao 0, oko y ose u Ozz ravni za ugao ¢, i oko z ose u Ozxy ravni za
ugao 0, (eng. pitch, yaw, roll). Ovi uglovi nazivaju se Ojlerovi uglovi (slika 3.16) i ¢esto se koriste u
simulatorima letenja.

Slika 3.16: Ilustracija Ojlerovih uglova.

Razmotrimo matricu rotacije R dobijenu kompozicijom matrica rotacije oko z, y i « ose. Ona je
jednaka:

R = R,RyR.
cos 0, cos 0, —cosf,sinf, sin 6,
cos 0, sin @, sin 6, + cosf,sinf, cosb,cosl, —sinb,sinf,sinf, —cosbysind, [(3.1)
—cosf;cosl,sinfy +sinf,sinf, cost,sinb, + cosd,sinb,sinf, cosb, cosb,

Primetimo da tacan oblik matrice rotacije R zavisi od redosleda matrica u ovoj kompoziciji. Na
osnovu matrice rotacije zadate jednac¢inom (3.1) nije teSko odrediti uglove 6, 6, i 0.:

0, = arcsin(Ro2)
Ro1
#, = —arctan——
00
Ry
0, = —arctan——
22

Popularnost Ojlerovih uglova leZi u njihovoj jednostavnosti i intuitivnoj reprezentaciji. Medutim,
ova vrsta reprezentacije rotacije pati od jednog velikog problema. Razmotrimo situaciju kada ugao 6,
postane jednak 7/2, tada ¢e vaziti cos §, = 0isinf, = 1imatrica R se pojednostavljuje:

[ 0 0 1
R = cosf,sinf, + cosf,sinf, cosf,cosf, —sinf,sinf, O
| —cos 0, cosf, +sinf,sinf, cosh,sinb, + cosf,sinf, 0

[ 0 0 1

= sin(0, +6,) cos(0,+6,) O

| —cos(f, +0.) sin(@,+06.) 0

Dobijamo matricu rotacije u jednoj ravni, odnosno nezavisno menjanje vrednosti ugla 6, i 6, utice
na isti na¢in na rezultujuc¢u rotaciju. U opStem slucaju problem koji se moZe javiti pri nezavisnom
podesavanju rotacije oko svake od osa jeste taj Sto moZemo doci u situaciju kada je nemoguce vrsiti
rotaciju oko neke od tri koordinatnih osa. Ovaj problem se naziva zakljudvanje Ziroskopa (eng. gimbal
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Slika 3.17: Mehanizam postizanja proizvoljne rotacije pojedina¢nim pode$avanjem vrednosti rotacije
oko svake od koordinatnih osa.

lock) i posledica je nepogodne matematicke parametrizacije rotacije. U mehanizmu sa tri osovine se iz
ovih razloga gubi jedan stepen slobode (slika 3.17), to ovo nije pogodan dizajn za npr. kontrole aviona.
U opstem slucaju, matrica rotacije oko proizvoljne ose u za ugao ¢ ima naredni oblik:

cos o + uZ(1 — cos ) UgUy(l —cosp) —u.sing  uzus(l — cosp) + uy sing
Uz Uy (1 — cos p) + u. sin cos ¢ + us (1 — cos p) Uyt (1 — cos ) — ug sin g
Ugtz (1 — cosp) —uysing  uyu, (1 —cos ) + ugz sing cos p 4+ u2(1 — cos @)

Ona je dobijena na osnovu Rodrigezova formule.

Do rotacije u 3D prostoru moZzemo doéi i posredstvom kvaterniona (eng. quaternion).

Kako bismo dosli do koncepta kvaterniona, podsetimo se ideje kompleksnih brojeva. Kompleksni
brojevi su brojevi oblika a + b - i, gde je ¢ imaginarna jedinica, koja se uobicajeno definiSe kao vrednost
za koju vazi i = —1. Medutim, iz ove definicije ne proizilazi nikakvo geometrijsko zna¢enje broja
i. Pokazuje se da se imaginarna jedinica moZe definisati i kao rotacija za 7/2 u smeru suprotnom od
kretanja kazaljke na ¢asovniku. Naime, mnoZenje proizvoljnog vektora u ravni brojem ¢ rotira dati
vektor za 7/2. Na slici 3.18 je ilustrovano mnoZenje brojem i: vektor koji je oznacen sa 1 pomnozen
sa ¢ daje vektor i i dobija se rotiranjem vektora 1 za 7/2; sli¢no, kada se vektor ¢ pomnozi sa ¢ dobija
se vektor ¢ zarotiran sa /2. Posto se dvostrukom rotacijom za 7/2 dobija vektor suprotan polaznom
moZemo da zaklju¢imo da je i* jednako —1. MoZemo nastaviti dalje i zaklju¢iti: 3 = —iii* = 1.

Slika 3.18: Ilustracija mnoZenja imaginarnom jedinicom kao rotacije za 7 /2.

Podsetimo se znamenite Ojlerove formule koja glasi
e = cos  + isin .

Ona se moZe interpretirati geometrijski na sledec¢i nadin: funkcija ¢’ preslikava ugao ¢ u tatku je-
dini¢nog kruga koja zaklapa ugao ¢ sa pozitivhim delom z ose. Shodno tome svaki kompleksni broj =
moZemo zadati njegovim polarnim koordinatama': intenzitetom a i uglom ¢ koji zaklapa sa pozitivnim
delom x ose:

z = ae'’

Proizvod kompleksnih brojeva z; = ae™ i zp = be'? jednak je 2120 = abe!®+?). Odavde sledi da se
mnoZenje dva kompleksna broja realizuje tako $to se pomnoZe njihovi intenziteti, a vrednosti uglova
saberu.

10vaj zapis naziva se Ojlerovim zapisom kompleksnog broja.
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Primetimo da se rotacija u ravni vektora @ = re'® za ugao f moZe veoma jednostavno formulisati
kao mnoZenje vektora @ kompleksnim brojem a = e’ jedini¢nog modula, odnosno vazi:

ia = re'@ . el? = peil

a+0)

Postavlja se pitanje da li je mogucée definisati i rotacije u trodimenzionom prostoru na analogan nacin.
Drugim recima, da li moZemo definisati neki tip objekata ¢ija se operacija mnoZenja ponasa kao rotacija
u trodimenzionom prostoru.

Godinama se tragalo za moguénos¢u da se za trodimenzioni prostor definiSe pandan kompleksnim
brojevima za ravan. Posto kompleksni brojevi odgovaraju vektorima u ravni i zadati su sa dve koor-
dinate, verovalo se da ¢e odgovarajuci objekti za trodimenzioni prostor biti definisani sa 3 koordinate.
Medutim, William Hamilton je 1843. godine dosao do mogucnosti uopstenja kompleksnih brojeva u
trodimenzionom prostoru koje iziskuje koriScenje Cetiri realne koordinate. Na ovaj na¢in definisu se
kvaternioni. Preciznije, kvaternioni su ¢etvorodimenzioni objekti oblika:

H={a+bi+cj+dk|a,b,cdée R},

gde su i, j i k tri razli¢ite imaginarne jedinice, koje zadovoljavaju naredne jednakosti: i? = j2 = k? =
—1,ij =k = —ji.

Sabiranje kvaterniona se definiSe na prirodan nacin, tako to se sabiraju njihove odgovarajuc¢e kom-
ponente. Preciznije, ako su data dva kvaterniona ¢ = a1 +bi1i +c1j+di1kip = as + bai + caj + d2k njihov
zbir jednak je:

q+p= (a1 +az)+ (b1 +ba)i+ (c1 + c2)j + (di + da)k

Proizvod kvaterniona ¢ i p jednak je:

q-p = aiag —biby —cico — dydy + (arby + biag + c1dy — dico)i
+ (aica — bidy + crag + diba)j + (ards + bico — c1by + diag)k

Pokazuje se da mnoZenje kvaterniona nije komutativno, ali je anti-komutativno, odnosno vazip - ¢ =
—q-pzap,q € H.

Primetimo da nije lako zapamtiti izraz kojim se definiSe proizvod kvaterniona. Pokusajmo da njihov
proizvod zapiSemo intuitivnije. Realni deo kvaterniona je skalar, a tri imaginarna dela (uz ¢, j i k)
definisu vektor u trodimenzionom prostoru. Stoga na kvaternion moZemo gledati kao na ureden par
skalara i trodimenzionog vektora: ¢ = (a, @), gde je & = (b, ¢,d). Na ovaj nadin se formula za proizvod
kvaterniona svodi na narednu formu:

(a,@)(b,¥) = (ab — Wo U, a¥ + b + ¥ X V)

koja u sebi uklju¢uje i skalarni i vektorski proizvod vektora.
Za tisto imaginarne kvaternione, ¢ija je realna komponenta jednaka 0, se formula za njihov proizvod
dodatno pojednostavljuje:
(0,@) - (0,7) = (—toT,u x 7)

Konjugovani kvaternion g kvaterniona ¢ = a + bi + cj + dk = (a, 1) je kvaternion koji ima istu realnu
komponentu, a sve tri imaginarne komponente imaju suprotnu vrednost. Drugim re¢ima:

g=a—bi—cj—dk=(a,—1)
Inverz kvaterniona ¢ u odnosu na operaciju mnoZenja jeste kvaternion:

-1 q
q = T 9
lq|?

gdeje |¢| = Va? + b2 + ¢ + d?. Primetimo da ako je ¢ jedini¢ni kvaternion, ondaje ¢~ = .

Primarna uloga kvaterniona u ra¢unarskoj grafici je za definisanje rotacija u trodimenzionom prostoru.
Neka je zadatak odrediti rotaciju vektora x oko ose u zadate jedini¢nim vektorom za ugao §. Vektor

koji treba rotirati zapisujemo u vidu ¢isto imaginarnog kvaterniona (0, Z). Odgovarajucu rotaciju onda

moZemo definisati kao mnoZenje oblika: ¢ - z - ¢~1, gde je sa ¢ oznalen naredni jedini¢ni kvaternion:

q = (cos(#/2),sin(0/2)7) (slika 3.19). Primetimo da posto je ¢ jedini¢ni kvaternion, vazi: ¢-z-¢~* = ¢-x-q.
Dokazimo prethodno tvrdenje.
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Najpre ¢emo dokazati da je vektor @ invarijantan pri ovoj transformaciji. Njega moZemo zapisati u
vidu ¢isto imaginarnog kvaterniona u = (0, @).

cos(0/2),sin(0/2)w) - (0, @) - (cos(0/2), —sin(6/2)u)

—si (9/2)11’0 i, cos(0/2)d + sin(0/2)d x @) - (cos(8/2), — sin(0/2)w)
0(0/2), cos(0/2)) - (cos(6/2), — sin(6/2)7)

0/2) cos(8/2) + cos(6/2) sin(6/2)1 o i,

0/2)i + cos?(0/2)i — sin(0/2) cos(/2)d x i)

I
/-\A/-\/‘\
EI)
=
=
/\A/—\

= (Oaﬁ)

Neka je 7 jedini¢ni vektor upravan na vektor #. PokaZimo da ¢e se pri ovoj transformaciji vektor &
preslikati u vektor & zarotiran za ugao 6.

U dokazu ¢emo Koristiti da vektori #, &, § = @ x & ¢ine pozitivno orijentisani ortornormirani koordi-
natni sistem.

cos(0/2),sin(6/2)u) - (0, Z) - (cos(0/2), —sin(0/2))
sin(6/2)d o &, cos(0/2)Z + sin(0/2)d x Z) - (cos(0/2), —sin(0/2)@)
0,cos(0/2)Z + sin(0/2)y) - (cos(0/2), — sin(0/2))
cos(0/2) sin(6/2)& o i + sin®(0/2)ij o i,

cos?(0/2)& + sin(0/2) cos(6/2)7 + cos(0/2) sin(8/2)& —sin?(0/2)i x i)
= (0, (cos?(0/2) — sin?(0/2))Z + 2sin(6/2) cos(0/2)¥)

(0, cos 0T + sin 0Y))

(
(
(
(

Primetimo da je poslednjom formulom zadata rotacija za ugao ¢ u ravni upravnoj na osu u, tj. rotacija
u trodimenzionom prostoru oko ose u za ugao 6.

£l

Slika 3.19: Rotacija u trodimenzionom prostoru putem mnoZenja kvaterniona.

Za razliku od Rodrigezove formule, koja uklju¢uje rad sa trigonometrijskim funkcijama, rad sa
kvaternionima ne zahteva koriséenje trigonometrijskih funkcija, pa je zato izra¢unavanje efikasnije.
Kvaternioni predstavljaju industrijski standard za glatku interpolaciju izmedu dve rotacije, za koju se
garantuje da ne moZe sti¢i u stanje zaklju¢anog Ziroskopa.

Smicanje

U trodimenzionom prostoru smicanje podrazumeva iskoSenje objekta u pravcu paralelnom nekoj ko-
ordinatnoj ravni. Kao i u slucaju smicanja u ravni, vrednosti jedne koordinate ostaju fiksne. Na slici
3.20 prikazano je dejstvo transformacije smicanja u pravcu Oxz koordinatne ravni na jedini¢nu kocku:
strana kocke koja leZi u Oz z ravni ostaje neizmenjena, dok se strana koja pripada ravni y = 1 translira
za odgovarajudi vektor.

Razmotrimo na koji na¢in smicanje u pravcu koordinatne ravni Oz z deluje na vektore standardne
baze: jedini¢ni vektori u smeru z i z koordinatne ose slikaju se u njih same, a jedini¢ni vektor u smeru
y koordinatne ose slika se u vektor ¢ija je y koordinata jednaka 1, dok vrednosti koordinata « i z za-
vise od koeficijenata smicanja. Dakle, matrica smicanja u pravcu koordinatne ravni Ozz u homogenim
koordinatama ima formu:
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Slika 3.20: Transformacija smicanja u trodimenzionom prostoru.

1 a 00
01 00
0 b 10
00 01
odnosno, odgovarajuce jednacine smicanja glase:
¥ = z+4a- Y
/ — y
2 = z2+4b-y

Nekada se kaze i da se smicanje vr$i duz neke koordinatne ose, u ovom slu¢aju duz y ose. Transformacija
inverzna smicanju je opet smicanje duZ iste koordinatne ravni.

Transformacija smicanja je korisna za generisanje projekcija, na primer, moZe se iskoristiti za crtanje
trodimenzione kocke na dvodimenzionom ekranu.

3.2.2 Kompozicije afinih transformacija

Svakoj kompoziciji rotacija, skaliranja, translacija i smicanja odgovara matrica oblika:

ri1 T2 Tz tg

ro1 Teg Tez by | | RT 7

T3] T32 T33 L 0 1
0 0 0 1

gde je matrica R* dimenzije 3 x 3 i opisuje kombinovani efekat rotacija, skaliranja i smicanja, a t* vektor
dimenzije 3 koji opisuje kombinovani efekat svih translacija.

U skladu sa ovim razmatranjem, umesto mnoZenja vektora homogenih koordinata tacke matricom
dimenzije 4 x 4, moZe se koristiti efikasnije izra¢unavanje:

x X
2 z

Matrice transformacija odreduju slike pojedinacnih tac¢aka. S obzirom na to da afine transformacije
slikaju prave u prave, a ravni u ravni, slika prave pri nekoj afinoj transformaciji se moze odrediti kao
prava odredena slikama dve tatke polazne prave, a slika ravni kao ravan odredena slikama tri nekolin-
earne tacke polazne ravni (ili kao ravan koja sadrzi sliku neke tacke i ima dati vektor normale).

3.3 Transformacije kao promena koordinatnog sistema

Do sada su transformacije koris¢ene za preslikavanje skupa tacaka jednog koordinatnog sistema u taj
isti koordinatni sistem. U tom kontekstu, moZemo reci da je objekat transformisan, a da je koordinatni
sistem ostao isti. S druge strane, istu transformaciju moZemo opisati i kao promenu koordinatnog sis-
tema, pri ¢emu smatramo da se objekat ne transformise, ve¢ se samo racunaju njegove koordinate u
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novom koordinatnom sistemu. Prvi stil razmi$ljanja moZe biti pogodniji kada se objekat krece, a drugi,
recimo, kada viSe objekata u svojim pojedina¢nim koordinatnim sistemima treba objediniti i izraziti
njihove koordinate u jedinstvenom svetskom koordinatnom sistemu.

Za promenu koordinatnog sistema mogu se koristiti iste tehnike kao i za transformacije objekta u
okviru jednog istog koordinatnog sistema. Oznac¢imo sa M;.; matricu transformacije koja prevodi ko-
ordinatni sistem j u koordinatni sistem i. Ozna&imo sa P() koordinate tatke P u koordinatnom sistemu
i, sa PUY) koordinate tatke P u koordinatnom sistemu j, a sa P(*) koordinate u koordinatnom sistemu
k. Tada vazi:

P — M“_jp(j) — Mi<—ij<—lcP(k) — M“_kP(k)

odakle sledi
Mi<—ij<—k = Mi<—k (32)

Ako bismo i levu i desnu stranu jednacine
P — Miejp(j)
pomnozili sa leve strane matricom M, Z;l j dobili bismo:
Mz;ljp(i) — pW@

odakle sledi da je matrica M;." ; matrica transformacije iz koordinatnog sistema i u koordinatni sistem
J, odnosno da vazi:
M i = M (3.3)

]

Na osnovu jednakosti (3.2) i (3.3) moZemo zakljuciti da je za proizvoljnu promenu koordinatnog sistema
dovoljno imati opis svodenja iz razli¢itih koordinatnih sistema na jedan (proizvoljni) koordinatni sistem.

N

3
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Slika 3.21: Cetiri razli¢ita koordinatna sistema u ravni.

Na slici 3.21 prikazana su Cetiri razli¢ita koordinatna sistema u ravni.

Razmotrimo kako bi izgledale matrice transformacija iz jednog u drugi koordinatni sistem. MoZe-
mo jednostavno zakljuciti da je matrica transformacije iz koordinatnog sistema 2 u koordinatni sistem
1 jednaka Mleg = T4}2 i sli¢no Mgeg = T273 . 50_5)0,5 i M3F4 = T6,7,1.8 . Rﬂ/4, te stoga vazi Mleg =
My o My 3="Ty2 -T23 50505

S obzirom na to da vazi Mo = Ty, vaZzii Mo, 1 = T_4 _o, pa posto tacka P sa slike 3.21 u prvom
koordinatnom sistemu ima koordinate P™") = (10,8), vazii P® = T_4 5 - P = (6,6). Slitno se
dobija da je matrica transformacije iz koordinatnog sistema 2 u koordinatni sistem 3 jednaka M3, o =
(Tgﬁg . 50.5’0,5)_1 = 52,2 . T,2,73, pa iz toga Sto vazi P(Z) = (6, 6) sledi P(3) = 52)2 . T,2,73 . P(Q) = (8, 6)

Primer 3.7. Interesantan primer transformacije koordinatnog sistema jeste ona koja transformise pozi-
tivno orijentisan koordinatni sistem u negativno orijentisan koordinatni sistem i njena matrica ima oblik:

10 0 O
01 0 0
0 0 0 1

Primer 3.8. Tricikl je opisan u svetskom koordinatnom sistemu i Zelimo da odredimo koordinate jedne
tatke na prednjem tocku dok se tricikl pravolinijski kre¢e u smeru « koordinatne ose (slika 3.22). Na
tacku sa tocka tricikla delovace rotacija oko njegove ose zbog okretanja tocka, kao i translacija, s obzirom
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Slika 3.22: Tricikl zadat u dva razli¢ita koordinatna sistema.

da se tricikl kre¢e. Odaberimo najpre neki pogodniji koordinatni sistem za opisivanje ovog kretanja, na
primer, onaj u kojem centar toc¢ka predstavlja koordinatni pocetak, z koordinatna osa sadrZi osu tocka,
dok se = koordinatna osa poklapa sa smerom kretanja tricikla. U ovom koordinatnom sistemu nije tesko
odrediti koordinate traZene tacke prilikom kretanja tricikla. Naime, ako se tocak zarotira za ugao «,
tacka na tocku preci ¢e put jednak aR, gde je sa R oznacen polupre¢nik tocka. Dakle nove koordinate
tacke P u polaznom koordinatnom sistemu toc¢ka bice jednake:

P/ = TaR,O,O . Rz(a) - P
dok ¢e njene koordinate u novom (transliranom) koordinatnom sistemu tocka biti jednake:
P =R.(a)-P

Koordinate u polaznom koordinatnom sistemu moZemo zatim izracunati primenom matrice trans-
formacije jednog koordinatnog sistema u drugi.

3.4 Graf scene

Scena u rac¢unarskoj grafici moZe biti izuzetno sloZena i sadrzati veliki broj objekata od kojih svaki moZze
biti sloZene strukture i imati svoja svojstva, odnosno atribute. Stoga je veoma vazno osmisliti efikasnu
strukturu podataka za predstavljanje sadrZaja scene, njenu izmenu tokom vremena, kao i renderovanje
sadrZaja scene.

Kao sto je ve¢ pomenuto, geometrijske transformacije se izmedu ostalog koriste i za postavljanje
veli¢ine objekta i za pozicioniranje objekata na sceni. Za svaki objekat na sceni moguce je zadati njegovu
transformaciju pojedina¢nom matricom: na taj na¢in scenu bismo modelovali kao stablo dubine 1 u
kome koren ima onoliko dece koliki je broj objekata na sceni. Renderovanje scene zadate na ovaj nacin
bice dosta brzo, medutim, ako se viSe objekata na sceni krece, potrebno je izmeniti transformacije za sve
ove objekte.

Primetimo da su objekti najcesce hijerarhijske strukture i da su sa¢injeni od komponenti. Na primer,
ako posmatramo robota sa slike 3.23, on se sastoji od gornjeg i donjeg dela, a svaki od ova dva dela
od pojedina¢nih komponenti. Dakle, objekat je pogodno definisati kao hijerarhijsku strukturu te na taj
nacin omogucditi transformaciju veéeg broja komponenti kao celine primenom samo jedne transformacije
na ¢itavu grupu komponenti (na primer, pozicioniranjem kompletnog gornjeg dela robota sa¢injenog od
veleg broja elemenata).

Graf scene (eng. scene graph) je hijerarhijska struktura podataka pogodna za predstavljanje logitke
i prostorne reprezentacije trodimenzione scene. Reprezentacija grafa scene treba da bude pogodna za
zadavanje velikog broja objekata u sloZenim i dinami¢nim scenama. Najjednostavnija struktura grafa
scene je u vidu stabla.

Sama struktura grafa scene nije strogo definisana, odnosno nije precizno zadato koje elemente graf
scene moZe a koje ne moZe sadrzati, ve¢ se njegova struktura moZze prilagoditi pojedinacnoj situaciji.
Prilikom dizajniranja grafa scene potrebno je razmotriti nekoliko vaznih pitanja. Na primer, da li su
transformacije deo ¢vora objekta ili predstavljaju zasebne ¢vorove u grafu scene ili se pak nalaze na
granama grafa scene. Sli¢no pitanje se mozZe postaviti u vezi atributa. Takode, postavlja se pitanje da li
se vrednost atributa primenjuje samo na ¢vor ¢ije je to svojstvo ili ga nasleduju sva deca tog ¢vora.

Graf scene se uobicajeno sastoji iz dva tipa ¢vorova:



3.4. Graf scene 58

poboT

/N

ropHH geo OokM neo
Tena Tena

/TN /\

rnaga Teno pyka PYke cranak OCHOBA

Slika 3.23: Model robota i jedna njegova moguca reprezentacija u vidu grafa scene.

¢ listova — koji predstavljaju objekte koji imaju ugradenu geometriju i koji se mogu renderovati: to
su, recimo, kocke, valjci, lopte; ovi objekti su podrazumevano jedini¢ne veli¢ine i pozicionirani su
u koordinatnom pocetku,

¢ unutrasnjih ¢vorova — koji mogu imati vedi broj dece i koji se koriste za izmenu stanja poput
primene transformacije ili nekog svojstva.

U korenu grafa scene nalazi se svet koji modelujemo, odnosno ¢itav sadrZaj trodimenzione scene. Mi
¢emo razmatrati slucaj kada u grafu scene postoje ¢vorovi transformacija. Transformacije se mogu pri-
meniti na pojedina¢ne objekte (koji odgovaraju listovima grafa scene) ili na grupe objekata (koji su pred-
stavljeni unutrasnjim ¢vorovima grafa scene). Pored ¢vorova objekata i ¢vorova transformacija u graf
scene uvodimo i ¢vorove grupisanja koji su unutrasnji ¢vorovi grafa. Ovi ¢vorovi predstavljaju logicku
grupu objekata. U njima se ne ¢uvaju nikakvi geometrijski podaci, ve¢ se njima omogucavaju izmene na
visem nivou hijerarhije primenom transformacije na ¢vor odgovarajuce grupe, a takode omogucavaju
i ponovno koris¢enje grupe kao celine na nekom drugom mestu u grafu scene. Svaki list grafa scene
predstavlja objekat ili deo objekata i sadrzi sve neophodne geometrijske informacije. Kamera i izvori
svetla se takode mogu predstaviti listovima grafa scene.

Ovakva struktura grafa scene omogucava da umesto da za svaki novi objekat koji nam je potre-
ban pravimo novu primitivu, moZemo koristiti minimalan broj osnovnih primitiva, a sloZenije oblike
kreirati primenama transformacija na ovaj manji skup primitiva. Na primer, elipsu dobijamo primenom
odgovarajuce transformacije skaliranja na krug jedini¢nog poluprecnika. Pritom je svaka od primitiva
zadata u svom koordinatnom sistemu i pogodnosti radi u svojoj kanonskoj poziciji i orijentaciji: na
primer, kocku bismo zadali tako da joj jedno teme bude u koordinatnom pocetku a da joj strane naleZu
na koordinatne ravni.

Kao $to smo ve¢ pomenuli, svaka transformacija deluje na svu geometriju definisanu ispod nje. Ku-
mulativna matrica transformacije koja deluje na neku primitivu gradi se penjanjem uz stablo po¢ev od
te primitive do korena i mnoZenjem matrica transformacija koje se javljaju duz tog puta, tako sto se
transformacije na viSem nivou dodaju na pocetak niza.

Primer 3.9. Ako razmotrimo graf scene sa slike 3.24 kumulativna matrica transformacije za objekat o,
jednaka je M, za objekat o, jednaka je M - M3, a za objekat o3 iznosi My - My - Ms.

Kao sto smo veé napomenuli, najjednostavnija struktura grafa scene je predstavljena stablom. Medu-
tim, jedna od osnovnih karakteristika hijerarhijskog modelovanja je instanciranje, odnosno ponovno ko-
riS¢enje komponenti. Bilo bi dobro omogucéiti ponovno koris¢enje ve¢ definisanih grupa objekata. Ovo
je posebno korisno ako imamo vise sli¢nih komponenti u sceni kao, na primer, dve ruke robota ili ¢etiri
toc¢ka automobila. Ovo odgovara situaciji u kojoj jedan ¢vor moZe da ima vedi broj roditelja, odnosno
scenariju kada jedan objekat moZe biti ¢lan veceg broja grupa. Na ovaj nacin graf scene prestaje da bude
stablo. Medutim, posto je odnos roditelj-dete jednosmeran i dete ne moZe biti predak samom sebi, graf
scene u ovom slu¢aju ima oblik usmerenog aciklickog grafa (eng. DAG, directed acyclic graph). Dakle,
u ovom slucaju graf scene nije stablo, ali mu nalikuje, jedina razlika je ta $to se neke grane spajaju, ¢ime
je mogucde na razlic¢ite nacine do¢i od korena do jednog istog lista grafa.
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Slika 3.24: Primer grafa scene u obliku stabla.

Na slici 3.25 prikazan je graf scene koji nema oblik stabla jer se grupa g3 koristi na dva mesta u
grafu. Ova situacija odgovara tome da ¢vor g3 ima dva roditeljska ¢vora: ¢vorove 17 i Ty. Transfor-
macije definisane u okviru grupe gz se ne menjaju, ali se kumulativne matrice transformacije za svako
koris¢enje grupe g3 kao celine razlikuju.

Primer 3.10. Kumulativna matrica transformacije za prvo koriséenje grupe g3 jednaka je Tp - T, dok je
za drugo koriSc¢enje ove grupe ona jednaka Tp - 15 - Ty.
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Slika 3.25: Primer grafa scene koji nije u obliku stabla.

Objekat pored svoje geometrije ima i druga svojstva poput boje, parametara sencenja, transparent-
nosti ili detalja teksture, te se graf scene moZe obogatiti i ¢vorovima atributa. Graf scene moZe sadrzati i
¢vorove kojima se zadaju izvori svetla jer je i njih potrebno pozicionirati na sceni i zadati im usmerenje,
a nekada ih je potrebno i animirati kao deo neke grupe, na primer, ako modelujemo svetlo farova auto-
mobila koji se kreée. I kameru je, takode, potrebno pozicionirati i usmeriti, te je moguce i nju dodati u
graf scene. Na taj na¢in moguce je i nju animirati, kao deo neke grupe, ako recimo Zelimo da zadamo
pogled vozaca automobila koji se krece.

Renderovanje scene zadate u vidu grafa scene sastoji se u obilasku grafa scene poc¢ev od korena.
Pritom dolazak u ¢vor objekta (primitive) podrazumeva njegovo iscrtavanje u skladu sa kumulativnom
matricom transformacije koja na njega deluje, dok se obilaskom ¢vora transformacije teku¢a kumula-
tivna matrica aZurira tako $to se njena tekuca vrednost mnoZi s leve strane matricom transformacije
sadrZane u tom ¢voru. Za odrzavanje kumulativne matrice transformacije koristi se stek transformacija.
Prilikom obilaska grafa i nailaska na ¢vor grupisanja koji odgovara podobjektu, koji dalje hijerarhijski
modelujemo i u kome se vrsi grananje, na stek transformacija postavlja se teku¢a matrica transformacije.
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id ¢évora akcija T stek
koren T=F E -
To T=T- T, To -
g1 push(7) Ty Ty
T T=T-T, To - T} To
01 renderuj(T" - 01) To - T To
g3 push(T’) To - Ty To,To - Th
Ts T=T-T; To-T1-Ts To, 1o - T1
03 renderuj(T . 03) TO . Tl . T5 To, TO . T1
g3 T'=pop() To - Ty To
Ts T=TTs To - T - Ts To
04 renderuj(T" - 04) To-T1-Ts To
91 T'=pop() Ty -
Ty T=T- T, To - To -
92 push(T’) To - 13 To - 13
Ts T=T T; To Ty T3 To - Ty
02 renderuj(T . 02) TO . T2 . Tg TO . T2
g2 T=pop() To - Ty -
Ty T=T-T, To - T - Ty -
g3 push(T) To T - Ty To - Tp - Ty
Ts T=T-Ts To-To-Ty-Ts | To-To-Ty
03 renderuj(T . 03) TO . T2 . T4 . T5 T() . T2 . T4
g3 T=pop() To-To - Ty -
T T=T Tg To Ty Ty Tp -
04 renderuj(T . 04) T() . T2 . T4 . T(j -

Tabela 3.1: Renderovanje grafa scene: za svaki ¢vor grafa scene koji se obilazi ispisana je akcija koja se
izvrSava, kumulativna matrica transformacije T i sadrZaj steka transformacija.

Nakon obilaska jedne grane i povratka u taj ¢vor, kumulativha matrica transformacije se postavlja na
vrednost sa vrha steka transformacija, a zatim se sa steka uklanja element sa vrha; na taj nacin vrsi se
povratak vrednosti kumulativne matrice transformacije na vrednost koja je bila prilikom ulaska u taj
¢vor. Obilaskom ¢vora svojstava postavlja se tekuce svojstvo objekta, npr. boja objekta se postavlja na
zelenu. Ukoliko graf scene nema oblik stabla, on se ipak obilazi kao da je stablo. To ¢e naime dovesti do
toga da se u neke ¢vorove ulazi veci broj puta, ali to i jeste potrebno kada je jednu grupu potrebno veci
broj puta iskoristiti i iscrtati.

Primer 3.11. U tabeli 3.1 prikazano je korak po korak kako bi izgledalo renderovanje grafa scene prikazanog

na slici 3.25.

3.5 Pitanja

3.1 Ako je linearna transformacija u ravni data matricom transformacije 7', a € i €3 predstavljaju stan-
dardnu bazu vektorskog prostora, ¢emu su jednake vrednosti T'(¢7) i T'(€3)? Kako nam ovo moze
posluZiti za izvodenje matrice linearne transformacije 7?

3.2 Cemu je jednaka matrica skaliranja u ravni u odnosu na koordinatni po¢etak? Da li se skaliranjem
¢uvaju uglovi izmedu pravih u ravni?

3.3 Kako izgleda matrica rotacije u ravni oko koordinatnog pocetka za ugao ¢? Na koji na¢in je moZemo

dobiti?

3.4 Kako se u terminima homogenih koordinata zadaje ta¢ka u ravni?

3.5 Kako se naziva tacka u ravni sa homogenim koordinatama (z, y, 0)?

3.6 Kako u homogenim koordinatama predstaviti naredne transformacije: skaliranje u odnosu na koor-
dinatni pocetak, rotaciju u odnosu na koordinatni pocetak, smicanje, translaciju?
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3.7
3.8
3.9
3.10
3.11

3.12
3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19
3.20
3.21
3.22

Koja svojstva ¢uvaju afine transformacije?

Koja je transformacija inverzna skaliranju/translaciji/rotaciji/smicanju?
Sta je kompozicija vise skaliranja/translacija/rotacija/smicanja?

Kog je oblika matrica izometrijskih transformacija?

Koje transformacije od pomenutih jesu izometrijske? (a) rotacija (b) skaliranje (c) translacija (d)
smicanje

Za koje izometrijske transformacije kaZemo da su direktne, a za koje da su indirektne?

Kako se moZe predstaviti svaka afina transformacija u ravni? Kako se moZze predstaviti svaka afina
transformacija u trodimenzionom prostoru?

Izvesti matricu skaliranja u trodimenzionom prostoru sa faktorima skaliranja 2, —3 i 1/3 u odnosu
na tacku sa koordinatama (1, —1, 3) i matricu njoj inverzne transformacije. Nije neophodno mnoZiti
matrice.

Izvesti opsti oblik matrice smicanja u trodimenzionom prostoru u pravcu Oyz koordinatne ravni.

Dokazati da rotacija i skaliranje u ravni komutiraju ako je s, = s, ili je © = n7 za celobrojno n, a
inace ne komutiraju.

Data je jedini¢na kocka sa donjim levim temenom u tacki (0, 0, 0) i gornjim desnim u tacki (1,1,1).
Izvesti matricu transformacije potrebne za rotiranje kocke za © stepeni oko glavne dijagonale u
smeru suprotnom od smera kazaljke na ¢asovniku kada se gleda duZz dijagonale ka koordinatnom
pocetku.

Kako odrediti sliku prave pri nekoj transformaciji? Kako odrediti sliku ravni pri nekoj transforma-
Ciji?

U kojim situacijama je potrebno izvrsiti promenu koordinatnog sistema?

Od ¢ega se sastoji graf scene?

Cemu sluZe ¢vorovi grupisanja u grafu scene?

Nacrtati graf scene za model kuéice koja se sastoji od kocke ¢ija je stranica duZine 2 na koju je
postavljena piramida iste osnove ¢iji se donji levi ugao nalazi u tacki sa koordinatama (2, 2).






Glava 4

Projektovanje

Prikazivanje trodimenzionih objekata na uredajima za prikaz koji su dvodimenzioni ostvaruje se posred-
stvom projekcija: objekti se prikazuju tako sto se prikazuje njihova projekcija na ravan. Preciznije, ob-
jekti iz trodimenzionog sveta se odsecaju u odnosu na trodimenzionu zapreminu pogleda (eng. 3D view
volume), a zatim projektuju na ravan. Sadrzaj projekcije zapremine pogleda u ravni projekcije se dalje
transformise u oblast za prikaz.

Slika 4.1: Tipovi kartografskih projekcija: cilindri¢na, konusna i azimutalna.

U opstem slucaju, projekcija (eng. projection) je preslikavanje iz koordinatnog sistema dimenzije n
u koordinatni sistem dimenzije manje od n. Projekcije kojima se vrsi preslikavanje u ravan nazivaju se
planarne projekcije (eng. planar projection). Pomenimo da postoje i projekcije koje nisu planarne kao, na
primer, kartografska projekcija (slika 4.1), ali se njima ne¢emo baviti u ovom materijalu’.

Od posebnog interesa za ra¢unarsku grafiku su projekcije iz trodimenzionog prostora u ravan. One
su odredene centrom projekcije (eng. centre of projection) i ravni projekcije (eng. projection plane). U
zavisnosti od toga da li se centar projekcije nalazi na kona¢nom rastojanju od ravni projekcije ili ne,
projekcije se dele na:

e perspektivne (eng. perspective projection) — kada je centar projekcije na kona¢nom rastojanju od
ravni projekcije (slika 4.2),

e paralelne (eng. parallel projection) — kada je centar projekcije na beskona¢nom rastojanju od ravni
projekcije (slika 4.3).

Paralelna projekcija je dobila naziv po tome $to je centar projekcije na beskona¢nom rastojanju od ravni
projekcije, te su zraci projekcije medusobno paralelni.

Prilikom zadavanja perspektivne projekcije potrebno je eksplicitno zadati centar projekcije koji odgo-
vara poziciji kamere (odnosno oku posmatraca) ¢ime se simulira Sta je ono $to vidi kamera (odnosno oko
posmatraca), dok je za paralelnu projekciju potrebno zadati pravac projekcije (eng. direction of projection)
jer u ovom slucaju prave ne konvergiraju ka kameri (odnosno oku posmatraca).

Kartografske projekcije predstavljaju nain prikazivanja Zemljine povriine u ravni. Jedan natin da se to postigne jeste da
se Zemljina povrsina projektuje na povrs koju je mogucée razviti u ravan bez rastezanja, cepanja i saZimanja (to mozZe biti omota¢
valjka ili kupe ili ravan), a da se dobijena projekcija nakon toga razvije u ravan.

63
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A’ B

L ravan projekcije
centar projekcije

Slika 4.2: Perspektivna projekcija.

centar projekcije

ravan projekcije
Slika 4.3: Paralelna projekcija.

Centar projekcije kod perspektivnog projektovanja moZzemo predstaviti tackom ¢ije su homogene
koordinate (z,y,z,1), dok centar projekcije kod paralelne projekcije mozemo predstaviti beskonaéno
dalekom tac¢kom ¢&ije su koordinate (z,y, z,0). Kao $to smo ranije napomenuli, ovim koordinatama
je odreden vektor u trodimenzionom prostoru koji odgovara pravcu projektovanja. Stoga paralelnu
projekciju moZemo shvatiti kao perspektivnu projekciju ¢iji je centar beskona¢no daleka tacka.

Vizualni efekat perspektivne projekcije odgovara ¢covekovom vizualnom sistemu, kao i fotografskim
sistemima. Njega karakteriSe tzv. perspektivno skracenje (eng. perspective foreshortening): velic¢ina per-
spektivne projekcije objekta obrnuto je srazmerna rastojanju tog objekta od centra projekcije. Iako slika
u ovoj projekciji izgleda realisti¢no, njen prakti¢an znacaj za odredivanje ta¢nih oblika i dimenzija pred-
stavljenih objekata je beznacajan. Paralelna projekcija pak daje manje realisti¢nu sliku zbog nedostatka
perspektivnog skrac¢enja. Medutim, odredivanje oblika i dimenzija predstavljenih objekata je kod par-
alelne projekcije dosta jednostavnije. Paralelne prave se pri paralelnom projektovanju preslikavaju u
paralelne prave, dok se kod perspektivnog projektovanja paralelne prave ne preslikavaju uvek u par-
alelne prave. I kod paralelne i kod perspektivne projekcije uglovi se ¢uvaju samo na ravnima koje su
paralelne sa ravni projekcije.

U nastavku ovog poglavlja ¢emo detaljnije razmotriti svaku od ove dve vrste projekcije.

4.1 Perspektivna projekcija

Covekov vizualni sistem karakteride upotreba perspektivne projekcije: objekti koji su dalji od nas deluju
nam manji od onih koji su nam bliZi, odnosno veli¢ina objekta se smanjuje sa povecanjem rastojanja
od posmatraca. Pritom, skracenje nije uniformno, odnosno medusobno jednaka rastojanja na pravoj ne
projektuju se nuzno u jednaka. Dodatno, medusobno paralelne prave ne moraju ostati paralelne na slici.
Preciznije, kod perspektivne projekcije paralelne prave koje su paralelne ravni projektovanja slikaju se
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u paralelne prave, dok se paralelne prave koje nisu paralelne ravni projekcije seku na slici (slika 4.4).
Prednost perspektivne u odnosu na paralelnu projekciju je u tome Sto daje realistican prikaz i osecaj
trodimenzionalnosti objekta. Medutim, perspektivnim projektovanjem se ne ¢uva ni oblik objekta, niti
odnosi (osim kada objekat se¢e ravan projekcije).

Slika 4.4: Fotografija minhenskog aerodroma: paralelne prave koje su paralelne ravni projekcije ostaju
paralelne (duZi prikazane zelenom bojom), dok se paralelne prave koje nisu paralelne ravni projekcije
seku u tacki nedogleda (duzi prikazane crvenom bojom).

Perspektivne projekcije proizvoljnog skupa paralelnih pravih koje nisu paralelne ravni projekcije
seku se u tzv. tacki nedogleda (eng. vanishing point). U trodimenzionom prostoru moZemo reéi da se
paralelne prave seku u beskonac¢no dalekoj tacki, te se na tacku nedogleda moZze gledati kao na per-
spektivnu projekciju beskona¢no daleke tacke.

(R 28

Slika 4.5: Perspektivna projekcija kocke sa jednom, dve i tri osne tacke nedogleda. Perspektivne projek-
cije sa istim brojem tacaka nedogleda se medusobno razlikuju po tome da li se objekat koji posmatramo
nalazi u visini o¢iju posmatraca (¢ovecja perspektiva), ispod visine o¢iju posmatraca (pti¢ja perspektiva)
ili iznad visine ociju (Zablja perspektiva).

Ako je skup paralelnih pravih paralelan sa koordinatnom osom, onda njenu tacku nedogleda nazi-
vamo osna tacka nedogleda (eng. axis vanishing point). Posto u trodimenzionom prostoru imamo tri
koordinatne ose, perspektivna projekcija moZe imati najvise tri osne tatke nedogleda. Stavige, perspek-
tivne projekcije se najc¢eSce i dele na osnovu broja osnih tacaka nedogleda pa razlikujemo perspektivnu
projekciju sa jednom, dve ili tri osne tacke nedogleda (slika 4.5). U praksi se najcesée koriste perspek-
tivne projekcije sa jednom i dve tacke nedogleda.

Za pravougaone figure ¢ije su normale strana kolinearne sa koordinatnim osama z, ¥ i z, broj tacaka

nedogleda jednak je broju koordinatnih osa koje presecaju ravan projekcije (slika 4.6).

4.1.1 Istorijat koris¢enja perspektive u umetnosti

Perspektivna projekcija se u umetnosti koristi za dobijanje realisti¢nih slika. Medutim, koncept per-
spektive kakav mi danas uzimamo ,zdravo za gotovo” smatra se relativho novim otkri¢em u istoriji
umetnosti. Veruje se da su Grci i Rimljani razumeli perspektivu, ali da se tokom vekova to znanje izgu-
bilo. Nakon toga pa sve do Cetraestog veka bilo je veoma malo pokusaja da se realisticno docara svet
kakav nas okruzuje.

U starom Egiptu veli¢ina i pozicija likova na slici zavisila je od njihovog znacaja, a ne od njihove
prave veli¢ine i rastojanja do posmatraca (slika 4.7 (a)). Srednjevekovno slikarstvo se pre svega svodilo
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Slika 4.6: Perpsektivna projekcija sa jednom, dve i tri osne tacke nedogleda kocke ¢ije su normale strana
kolinearne koordinatnim osama (preuzeto iz kursa U Brown).

na predstavljanje religioznih tema, a ne ¢ovekovog iskustva i nije se teZilo tome da se kreira iluzija
dubine i prostora na slikama. I tada su na slikama kao najvece prikazivane najznacajnije figure i nije se
vodilo ra¢una o njihovom rastojanju od posmatraca (slika 4.7 (b)).

Slika 4.7: (a) Egipatska zidna umetnost. (b) Srednjevekovno slikarstvo.

Italijanski slikar Poto jedan je od prvih umetnika koji je pokusao da dotara iluziju dubine. Cesto
se ba$ njemu pripisuje zasluga da je uveo ranu formu perspektive u umetnost. Dotova slika ,Scene
iz Hristovog Zivota” (slika 4.8 (a)), naslikana sto godina pre Bruneleskijeve demonstracije perspektive,
predstavlja jedan od prvih primera primene konvergencija paralelnih pravih u domenu perspektive.
Iako je perspektiva na slici i dalje daleko od vida perspektive na koji smo danas navikli i paralelne
prave ne konvergiraju ka jedinstvenoj tacki nedogleda (slika 4.8 (b)), na njegovim slikama je prisutna
ideja da se sa povecanjem rastojanja od posmataca prave koje se nalaze iznad nivoa oka posmatraca
spustaju, dok se prave ispod nivoa oka posmatraca izdizu.

Linearna perspektiva, kao nacin stvaranja iluzije prostora i dubine na slici, javila se iz Zelje da se sto
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Slika 4.8: (a) ,,Scene iz Hristovog Zivota”, Poto, 1305. (b) ,Legenda sv. Franje”, Doto, 1297.

vernije predstave eksterijer i enterijer razli¢itih gradevina. Ona oznacava koncept po kome paralelne
prave konvergiraju ka jedinstvenoj tacki nedogleda®. Jedan od prvih primera upotrebe linearne per-
spektive jeste slika prednje strane katedrale u Firenci kreirana od strane italijanskog arhitekte Filipa
Bruneleskija (Filippo Brunelleschi) 1415. godine (slika 4.9). Bruneleski je realisticnost dobijenog prikaza
demonstrirao narednim eksperimentom: u sredini slike u visini oka probusio je rupu i u jednoj ruci
drzao sliku okrenutu poledinom ka sebi, a u drugoj ogledalo upereno ka slici tako da se kroz otvor
posredstvom ogledala mogla videti slika crkve. Naizmeni¢nim podizanjem i spustanjem ogledala dosao
je do zaklju¢ka da nacrtana slika verno opisuje izgled fasade.

Painting
with polished

Misror silver sky

with =~

sighting ~
hole

Sight line

Slika 4.9: Proces generisanja slike koja sadrzi linearnu perspektivu, Bruneleski, 1415.

Nakon toga, i drugi umetnici su krenuli da uvode nove vidove perspektive na kojima su se gradevine
i predeli realisti¢no smanjivali sa porastom udaljenja od posmatrac¢a. Uvodenje koncepta perspektive u
sferu umetnosti drasti¢no je doprinelo realisti¢nosti slike: ona je omogucila da odnosi veli¢ina na slici
budu odgovaraju¢i, da udaljeniji objekti deluju manyji, i sli¢no.

Do kraja petnaestog veka, umetnici su u potpunosti ovladali perspektivom i imali su znanja koja
su im omogucavala da kreiraju veoma realisti¢ne slike. Kao jedan od najpotpunijih primera upotrebe
perspektive ¢esto se navodi Rafaelova slika ,,Atinska skola” (slika 4.10). Ova slika se smatra izvanred-
nim primerom kori$¢enja perspektive u cilju naglaSavanja kompozicije slike. Na slici 4.11 prikazana je
studija za sliku ,, Poklonjenje mudraca” Leonarda da Vincija sa koje se moZe zakljuciti da su umetnici
veoma ozbiljno pristupali problemu kreiranja realisti¢nosti prikaza na slikama.

Albreht Direr je 1525. godine napravio duborez kojim je ilustrovao na¢in na koji je mogucée kreirati
perspektivnu sliku proizvoljnog objekta (slika 4.12). Duborez prikazuje dva muskarca koji prave sliku
laute koriS¢enjem aparature sacinjene od strune, pravougaonog rama sa poklopcem i olovke. Jedan
kraj dugacke strune (u levom uglu slike) zakacen je za vrh pokazivaca, dok je drugi pri¢vrséen za zid

2Pored linearne, postoji i atmosferska perspektiva koja se postiZe tako $to se udaljeniji objekti slikaju kao manje vidljivi od
onih koji su blize posmatracu.
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Slika 4.11: Leonardo da Vindi: studija za Poklonjenje mudraca i kona¢na (nezavrsena) slika (oko 1481).

i zavrSava se malim tegom ¢iji je smisao da odrZava napetost strune. Zadatak prvog muskarca na slici
je da pomera pokaziva¢ tako da dodiruje razlicite tacke na objektu ¢&iju perspektivnu sliku Zelimo da
dobijemo. Pored strune, aparatura sadrZi pravougaoni ram sa poklopcem, koji je Sarkama povezan sa
ramom, i koji omogucava otvaranje i zatvaranje rama. Na poklopac rama zakacen je papir na kome
treba nacrtati sliku. Struna prolazi kroz ram i na mestu gde prode kroz ram drugi muskarac postavlja
olovku. Struna se zatim pomera u stranu, poklopac rama se zatvara i olovka ostavlja trag na odgo-
varaju¢em mestu na papiru. Ovaj postupak se ponavlja sve dok se ne iscrta kompletna slika. Dobijena
slika odgovara perspektivnoj projekciji laute posmatranoj iz tacke u kojoj je struna pri¢vrsena za zid.

Slika 4.12: Direrov duborez koji prikazuje dva ¢oveka koji prave sliku laute koris¢enjem aparature koja
odgovara danasnjem procesu renderovanja slike, 1525.
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Pocetkom dvadesetog veka umetnici su krenuli da eksperimentiSu i da ignori$u tradicionalna pravila
perspektive, sto je dovelo do razvoja pravaca kao Sto su impresionizam, kubizam i apstraktna umetnost.

4.2 Paralelna projekcija

Kao sto smo ve¢ napomenuli, kod paralelnog projektovanja centar projekcije je beskona¢no daleka tacka
te su svi zraci projektovanja medusobno paralelni.

U opstem slucaju paralelna projekcija odredena je uglom koji pravac projektovanja zahvata sa ravni
projekcije i polozajem ravni projekcije u odnosu na glavne ose objekta (odgovarajuéi ugao i pozicija). U
daljem tekstu pretpostavi¢emo da je koordinatni sistem koji razmatramo vezan za objekat i da su glavne
ose objekta upravne na koordinatne ose.

Paralelnu projekciju kod koje je pravac projektovanja jednak (ili suprotan) vektoru normale ravni
projektovanja nazivamo ortogonalnom projekcijom (eng. ortographic projection), dok paralelnu projekciju
kod koje to nije slucaj nazivamo kosom projekcijom (eng. oblique projection).

4.2.1 Ortogonalna projekcija

Ortogonalna projekcija je paralelna projekcija kod koje su projektivni zraci upravni na ravan projek-
tovanja. U zavisnosti od odnosa projekcione ravni i koordinatnih osa, razlikujemo dve vrste ortogonal-
nih projekcija:

e ortografske projekcije (eng. ortographic or multiview projection) — kod njih je ravan projekcije up-
ravna na neku od koordinatnih osa,

* aksonometrijske projekcije (eng. axonometric projection) — kod njih ravan projekcije nije upravna ni
na jednu od koordinatnih osa.

U zavisnosti od toga kojoj strani objekta je ravan projekcije paralelna, razlikujemo tri vrste ortograf-
skih projekcija: pogled spreda (eng. front-elevation), pogled odozgo (eng. top-elevation) i pogled sa strane
(eng. side-elevation) (slika 4.13). Svaki od ovih pogleda predstavlja samo dve dimenzije objekta, te je
iz pogleda spreda moguce ocitati Sirinu i visinu objekta, iz pogleda odozgo Sirinu i dubinu objekta, a iz
pogleda sa strane dubinu i visinu objekta.

Projection
plane
(top view)
? L ? Projectors for
P side view
Projectors o
for top view
Projection
/ plane
Projectors for (side view)
front view
Projection
plane
(front view)

Slika 4.13: Ortografska projekcija modela kuce: pogled spreda, odozgo i sa strane (preuzeto iz kursa U
Brown).

S obzirom na to da one verno prikazuju jednu stranu objekta, ortografske projekcije se ¢esto koriste
u inZenjerskim i arhitektonskim crteZima za prikazivanje delova masina i gradevina jer se sa njih mogu
izmeriti rastojanja i uglovi. 1z ovog razloga pogodne su i za prikaz dizajna delova koji ¢e se proizvoditi
na udaljenoj lokaciji. Medutim, svaka od projekcija prikazuje samo jednu stranu objekta, te se ovim
tipom projektovanja ne stice utisak trodimenzionalnosti objekta i potrebno je koristiti vise razli¢itih
pogleda kako bi se stekao uvid u ceo objekat. Uobicajeno su svi pogledi dati u istoj srazmeri (duz je iste
duZzine u svim pogledima).
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Aksonometrijska projekcija je ortogonalna projekcija koja koristi ravan projekcije koja nije upravna
ni na jednu od koordinatnih osa. Stoga se u ovoj projekciji prikazuje veéi broj strana objekta odjednom i
za razliku od ortografske projekcije dobija se utisak trodimenzionalnosti objekta (slika 4.14). Za razliku
od perspektivne projekcije, kod aksonometrijske projekcije skracenje je uniformno i na njega ne utice
rastojanje od centra projekcije. Aksonometrijsko projektovanje ¢uva paralelnost pravih, ali ne i uglove,
dok se rastojanja mogu meriti duz svake od glavnih osa objekta, u opstem slucaju sa razli¢itim faktorima
skaliranja.

Slika 4.14: Aksonometrijska projekcija enterijera kuce.

Kod aksonometrijskog projektovanja ravan projekcije sece sve tri ose koordinatnog sistema u kom
je definisan objekat. Na osnovu uglova koji normala ravni projekcije zahvata sa koordinatnim osama
razlikujemo:

e izometrijsku projekciju (eng. isometric projection) kod koje normala ravni projekcije zahvata jednake
uglove sa svim trima koordinatnim osama,

* dimetrijsku projekciju (eng. dimetric projection) kod koje je ugao izmedu normale ravni projekcije i
neke dve koordinatne ose isti,

e trimetrijsku projekciju (eng. trimetric projection) kod koje su sva tri ugla izmedu normale ravni
projekcije i koordinatnih osa medusobno razlicita.

isometric dimetric trimetric
Slika 4.15: Izometrijska, dimetrijska i trimetrijska projekcija kocke.

Na slici 4.15 prikazana je izometrijska, dimetrijska i trimetrijska projekcija jedini¢ne kocke. Prime-
timo da su u slucaju izometrijske projekcije sve stranice kocke iste duZine, u slucaju dimetrijske su
projekcije vertikalnih i horizontalnih stranica kocke istih duZina, a bo¢ne stranice nisu, dok su kod
trimetrijske projekcije duzine projekcija vertikalnih, horizontalnih i bo¢nih stranica kocke medusobno
razli¢ite. Vazno svojstvo izometrijske projekcije jeste to da se duzine duZz svake od tri koordinatne ose
jednako skracuju, te su u ovoj projekciji sve stranice kocke iste duzine. Ovo svojstvo omogucéava da
se vrSe merenja u smeru sve tri ose sa istim faktorom skaliranja (otud i naziv izometrijska od grékog
termina ,jednaka mera”). Dodatno, koordinatne ose se projektuju na takav nac¢in da grade jedna sa
drugom isti ugao (od 120°).

Izometrijsko projektovanje se koristi za ilustracije po katalozima, za objasnjenje mehanickih sistema
(npr. u uputstvima za sklapanje Lego kocki), kao i za 3D modelovanje u realnom vremenu.
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Slika 4.16: Primer koris¢enja aksonometrijskih projekcija u ra¢unarskim igrama.

Aksonometrijske projekcije (pre svega izometrijske i dimetrijske projekcije) su godinama kori$c¢ene
u video igrama kao tehnika koja pruza neki vid trodimenzionalnosti prikaza koju je bilo moguce posti¢i
sa ogranic¢enim resursima (slika 4.16). I danas se koriste kada je cilj da se objekti u daljini vide jednako
dobro kao i bliZi objekti.

4.2.2 Kosa projekcija

Kosa projekcija je paralelna projekcija kod koje pravac projekcije nije jednak (niti suprotan) normali
ravni projekcije, dok je ravan projekcije naj¢e$¢e upravna na neku od koordinatnih osa, odnosno par-
alelna je jednoj strani objekta (slika 4.17). Kosom projekcijom se mozZe predstaviti tacan oblik jedne
strane objekta, te se, ako je potrebno, mogu izvesti precizna merenja te strane. Nedostatak perspek-
tivnog skracenja olaksava poredenje veli¢ina, medutim, iako se kod kose projekcije donekle dobija uti-
sak trodimenzionalnosti objekta, bas taj nedostatak perspektivnog skracenja ¢ini prikaz nedovoljno real-

istitcnim. Kosa projekcija se, uz izometrijsku projekciju, ¢esto koristi za tehnicke crteze i u video igrama
(slika 4.18).

Slika 4.17: Kosa projekcija modela kuce.

Slika 4.18: Koriséenje kabinet kose projekcije u video igri Prince of Persia (preuzeto sa https://medium.
com/retronator-magazine).

Najcesce korisceni tipovi kosih projekcija su cavalier i cabinet projektovanje. Cavalier projektovanje?

3Naziv cavalier projekcije poti¢e od francuske reéi za konjanika i odgovara naginu na koji se objekti vide sa neke visoke tacke.


https://medium.com/retronator-magazine
https://medium.com/retronator-magazine
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koristi pravac projektovanja koji zahvata ugao od 45° sa ravni projektovanja (slika 4.19 a)). Kao rezul-
tat, projekcije duZi upravnih na ravan projekcije imaju iste duzine kao i same duZi (tj. za njih nema
skracenja).

. DOP w
% . . \ DOP

N
h S b L T % \ "
w1 VPN Vo 4 VPN
\

v, Y
Slika 4.19: Najcesce korisceni tipovi kosih projekcija: a) cavalier projektovanje b) cabinet projektovanje
(oznake na slici: DOP (eng. direction of projection) - pravac projektovanja, VPN (eng. view plane
normal) - normala ravni projektovanja).

Cavalier projekcije se medusobno razlikuju prema veli¢ini ugla koji zahvataju projekcije duZzi up-
ravne na ravan projektovanja sa horizontalnom koordinatnom osom. Taj ugao je obi¢no 45° ili 30°.
Razmotrimo dve cavalier projekcije kocke date na slici 4.20. Koordinatne ose x i y su upravne u projek-
ciji, dok je z osa nacrtana dijagonalno i zahvata redom uglove od 45° ili 30° sa projekcijom x koordinatne
ose. Primetimo da su u oba slucaja projekcije svih stranica kocke jedini¢ne duZzine.

y y
1
1
1./, 1
I |
T I
J-f- = x !
1 7’ 1 Jd= = = X
/‘-;\450 ’651300
z z

(a) (b)

Slika 4.20: Cavalier projekcija jedini¢ne kocke na ravan z = 0 kada projekcije duzi upravnih na ravan
projekcije sa z osom zahvataju ugao od (a) 45° (b) 30°.

Zarazliku od cavalier projektovanja, cabinet projektovanje* koristi pravac projektovanja koji zahvata
ugao arctan2 ~ 63.4° sa ravni projektovanja. Ova vrednost ugla odabrana je tako da projekcije duzi
upravnih na ravan projekcije imaju dva puta manju duZinu u odnosu na same duZi, ¢ime se dobija

I cabinet projekcije se medusobno razlikuju prema veli¢ini ugla koji zahvataju projekcije duZzi up-
ravnih na ravan projektovanja sa « koordinatnom osom. Taj ugao je obi¢no 45° ili 30° (slika 4.21).
Primetimo da su projekcije stranica kocke paralelnih osama z i y jedini¢ne duZine, dok su projekcije
stranica paralelnih osi z duplo krace.

Na slici 4.22 prikazan je radni sto koriS¢enjem razli¢itih vrsta projekcija: ortografske projekcije putem
sva tri pogleda (spreda, odozgo i sa strane), cavalier i cabinet projekcije.

Klasifikacija svih razmatranih planarnih projekcija prikazana je na slici 4.23.

4.3 Primer izratunavanja projekcija tacaka

U ovom poglavlju razmotricemo kako izra¢unati projekcije tacaka za razli¢ite vrste projektovanja. Pokaza¢emo
da se svaka od razmatranih projekcija moZe zadati matricom dimenzije 4 x 4 u homogenim koordi-

“Cabinet projekcija je svoj naziv dobila po engleskoj reci za orman jer se &esto koristi za ilustracije u industriji namestaja.
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nj—=
o=

Lo \45°

(a) (b)

Slika 4.21: Cabinet projekcija jedini¢ne kocke na ravan z = 0 kada projekcije duZi upravnih na ravan
projekcije sa x osom zahvataju ugao od (a) 45° (b) 30°.

multiview orthographic

cavalier cabinet

Slika 4.22: Projekcija radnog stola koris¢enjem a) ortografskog projektovanja b) cavalier projektovanja
c) cabinet projektovanja (preuzeto sa U Brown).

natama, $to omogucava njihovo kombinovanje sa drugim matricama transformacije. Pritom nemamo
neku sistemati¢nu proceduru za izvodenje matrica projekcije (kao sto je to recimo bilo kod izvodenja
matrica linearnih transformacija), ve¢ ¢emo probati da dodemo do jednacina za koordinate tataka pro-
jekcije na osnovu koordinata polazne tacke i da, na osnovu toga, izvedemo odgovaraju¢u matricu. Sve
ove matrice imace vrednost determinante 0, odnosno nece biti invertibilne jer ¢e ve¢em broju tacaka iz
trodimenzionog prostora odgovarati ista tacka u projekciji.

Od svih razmatranih vrsta projektovanja, nama ¢e biti najinteresantnija perspektivna projekcija.

4.3.1 Ortografsko projektovanje

Razmotrimo ortografsko projektovanje na ravan z = 0 i izvedimo matricu ovog projektovanja (slika
4.24). S obzirom na to da je pravac projekcije paralelan z koordinatnoj osi, za koordinate projekcije
P, (p, Yp, #p) talke P(x,y, z) vazi:

Tp =T, Yp=Y, 2p =20

Ova vrsta projektovanja se moZe zadati matricom:

Morth =

S O O
o o = O
o O oo
_ o O O
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planarne projekcije

paralelne perspektivne
ortogonalne

aksonometrijske

jedna osna tack

dve osne tacke\nedogleda

spreda izometrijske tri osne tacke nedogleda

druge
odozg dimetrijske

sa strane trimetrijske

Slika 4.23: Klasifikacija planarnih projekcija.

z

Slika 4.24: Ortografsko projektovanje na ravan Ozy.

a matri¢na jednacina odgovarajuce transformacije glasi:

Tp 10 0 0 T T
Yo | _ »_ |0 1 00 y | |y
o | T Mo P=110 9 ¢ 0 2| |0
1 0 0 01 1 1

U opstem slucaju, ako bi ravan projektovanja imala jednacinu z = d, matri¢na jednacina ortografskog
projektovanja glasila bi:

Tp 1.0 00 T T
Yp | _ p_ |0 100 y| |y
2y | Mo P=1000 0 0 g 2| | d
1 0 0 01 1 1

4.3.2 Perspektivno projektovanje

Razmotrimo primer perspektivnog projektovanja kod koga je centar projektovanja koordinatni pocetak,
a ravan projekcije ravan z = d (slika 4.25).
Koordinate projekcije P,(xp, yp, 2p) tatke P(z,y, z) mogu se izra¢unati na osnovu sli¢nosti trouglova:

Tp T Y _ Y
d z d z
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(z,9,2)

p (Tp, Y, 7d)

Slika 4.25: Perspektivno projektovanje na ravan z = d sa centrom projekcije u koordinatnom pocetku.

odakle sledi
xd yd
Tp =7 Y= 7
Kada bi dobijeni izrazi za x,, y, i 2, predstavljali linearnu kombinaciju vrednosti z,y, z i 1, bilo bi jed-
nostavno doé¢i do matrice transformacije, slaganjem koeficijenata po vrstama. Medutim, s obzirom na
to da se u izrazima za x, i y, javlja z u imeniocu razlomka iskoristiéemo to Sto matricu projektovanja
zadajemo u homogenim koordinatama. Naime, umesto da homogenu koordinatu tacke P, postavimo
na 1, moZemo joj postaviti neku drugu pogodnu vrednost, a onda na kraju izvrsiti homogenizaciju ko-
ordinata. Primetimo da izraze za z, i y, moZemo pogodnije zapisati na sledeci nacin:

oY
Pzjd P z/d

Iuizrazu za z, i u izrazu za y, se u imeniocu razlomka javlja izraz z/d, te homogenu koordinatu tacke
P, moZemo postaviti na z/d. Pritom i vrednost z, mozemo predstaviti na sli¢an na&in:

z

Zp:%

Dakle, da bismo dobili perspektivnu projekciju date tacke P(x,y, z,1) potrebno je odrediti trans-
formaciju koja tatku P preslikava u tatku P,(z,y, z, z/d). Opisana transformacija moze se predstaviti
narednom matricom:

10 0 O

01 0 0

Mpersv =10 0 1 0

0 0 1/d 0

a jednacina ovog perspektivnog projektovanja glasi:

X 10 0 O x x
Y | 101 0 O vyl _ |y
z | Mo B=10 0 1 2 N
w 0 0 1/d 0O 1 2

Dakle, Dekartove koordinate projekcije tatke (x, y, ) jednake su:
XY Z)_ y= (2, Y g
www) T e =\

§to je i trebalo dobiti.

Deljenje vrednos¢u z prouzrokuje da perspektivna projekcija udaljenijih objekata bude manja od
projekcije blizih objekata. Pritom vrednosti ovog preslikavanja nisu definisane za z = 0.
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4.3.3 Koso projektovanje

Razmotrimo sada primer kose projekcije na ravan z = 0 kod koje je ugao koji pravac projektovanja
zahvata sa ravni projektovanja jednak . Tacka P(z,y, z) projektuje se u tatku P,(x,, yp, 0) (slika 4.26).
Ortogonalna projekcija @ tacke P na ravan z = 0 imace koordinate Q(x,y,0). Neka duz P,Q zahvata
ugao a sa x osom (on odgovara uglu « sa slika 4.20) i ozna¢imo sa L duZinu duZi P,Q.

/|
|
|
/ I
|
|

4 Pp (acp,yp,())

I
I
I

)

P (z,y,z)

Slika 4.26: Koso projektovanje na ravan z = 0.

Trougao PP,(Q) je pravougli sa pravim uglom kod temena () i iz njega sledi:

tangp = |PQ‘ = i
|1PQl L
te L moZemo izraziti kao:
= =z-cotyp (4.1)
tan ¢

Ako iz tacke P, spustimo normalu na pravu iz tacke () paralelnu z osi i ozna¢imo prese¢nu tacku sa
R, dobijamo pravougli trougao P, R(Q) sa uglom « kod temena () iz koga sledi:

. Yy
sina = =——
Tp — &
cosa =
¢ L
Dakle, koordinate tacke P, mogu se izraziti kao:
T, = x+L-cosa
Yyp = y+L-sina (4.2)

a odavde, zamenom vrednosti L iz jednacine (4.1) u jednacine (4.2), dobijamo jednacine kosog projekto-
vanja na ravan z = 0:

rp, = T+z-coty-cosa
Yp = Y+z-cotp-sina
z, = 0

Matrica kosog projektovanja na ravan z = 0 jednaka je:

0 cotp-cosa O
1 coty-sina 0
0 0 0
0 0 1

Mk:oso =

oo o



77 4. Projektovanje

Specijalno, za cavalier projektovanje vaZi ¢ = 45° i cot ¢ = 1 te je matrica cavalier projektovanja
jednaka:
0 cosa O
1 sina 0
o 0 0
0 0 1

Mca'u =

OO O

dok za cabinet projektovanje vaZi ¢ = arctan2icotp = 1/tany = 1/ tan(arctan2) = 1/2 te je matrica

cabinet projektovanja jednaka:
1

1 0 ?cosa 0
0 1 ssina O
_ 2
Meas 00 0 0
0 0 0 1

U slucaju ortogonalne projekcije, vazi ¢ = 7/2 i cot ¢ = 0 i dobijaju se jednacine:

Tp =T, Yp=Y, 2p =0

Primetimo da se matrica kosog projektovanja moZze izraziti kao kompozicija smicanja u pravcu Ozy
koordinatne ravni i ortografskog projektovanja na ravan z = 0:

Mkoso = orth * SHZ

4.4 Pitanja

4.1 Sta je projekcija? Sta znati da je projekcija planarna?
4.2 Cime je odredena projekcija?

4.3 Kako se mogu klasifikovati projekcije iz trodimenzionog prostora u ravan? U odnosu na $ta se vrsi
Kklasifikacija?

4.4 Koje su karakteristike perspektivne projekcije?
4.5 Da li se paralelne prave slikaju u paralelne pri perspektivnoj projekciji? Odgovor obrazloziti.

4.6 Kako nazivamo tacku u kojoj se seku paralelne prave kod perspektivne projekcije? Koliko moZe biti
takvih tacaka?

4.7 Kako nazivamo tacku u kojoj se seku prave paralelne nekoj koordinatnoj osi kod perspektivne pro-
jekcije? Koliko najvise takvih tacaka moZe postojati?

4.8 Opisati Bruneleskijev eksperiment.

4.9 Kako se dele ortogonalne projekcije u odnosu na ugao koji zahvata ravan projekcije sa koordinatnim
osama?

4.10 Koliko tipova ortografskih projekcija razlikujemo?

4.11 Prema ¢emu se dele aksonometrijske projekcije?

4.12 Kakvo je skracenje kod aksonometrijskog projektovanja, a kakvo kod perspektivnog projektovanja?
4.13 Sta vaZi za vektor normale ravni projekcije kod izometrijskog projektovanja?

4.14 Sta vaZi za ravan projekcije, a $ta za pravac projektovanja kod kosog projektovanja?

4.15 Nabrojati prednosti i mane kosog projektovanja.

4.16 Koja su dva najéesca tipa kosih projekcija? Cemu je jednak ugao izmedu pravca projektovanija i
normale ravni projektovanja kod svakog od njih?

4.17 Koliku duzinu imaju projekcije duzi paralelne sa ravni projekcije kod cavalier projektovanja, a ko-
liku kod cabinet projektovanja?
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4.18

4.19

4.20

421

4.22

4.23

Koliku duZinu imaju projekcije duZi upravnih na ravan projekcije kod cavalier projektovanja, a
koliku kod cabinet projektovanja?

Kod kojih od navedenih tipova projekcija je ravan projekcije upravna na koordinatnu osu: (a) or-
tografska projekcija (b) izometrijska projekcija (c) cavalier projekcija?

Kod kojih od navedenih tipova projekcija je ravan projekcije upravna na pravac projekcije: (a) ak-
sonometrijska projekcija (b) ortografska projekcija (c) cabinet projekcija?

Kod kojih od navedenih tipova projekcija normala ravni projekcije zahvata jednak ugao sa sve tri
koordinatne ose (a) kod aksonometrijske (b) kod izometrijske (c) kod trimetrijske projekcije?

Napisati matricu transformacije u homogenim koordinatama koja odgovara ortografskoj projekciji
naravanz = 0.

Napisati matricu transformacije u homogenim koordinatama koja odgovara perspektivnom pres-
likavanju kod koga je ravan projektovanja ravan z = 0, a centar projekcije sa koordinatama (0, 0, —d).



Glava b

Model sinteticke kamere

Zasto ne bismo renderovali na slici sve $to nas okruzuje? Najpre, covekovo vidno polje iznosi oko 180°.
Medutim, ¢ak i ako bismo iz vidnog polja odbacili deo koji moZemo detektovati perifernim vidom i
ogranicili se na centralni deo vidnog polja koji iznosi oko 120°, slike koje bi obuhvatale ovako Siroko
vidno polje delovale bi neprirodno i iskrivljeno. Razlog za to je taj Sto covek uobicajeno posmatra scene
koje zauzimaju relativno mali deo naseg vidnog polja. Na primer, ra¢unarski monitor na ugodnoj vidnoj
distanci zauzima samo 25° od ukupnog vidnog polja, dok ekran telefona zauzima samo nekoliko stepeni
vidnog polja. Stoga je bolje ne renderovati celokupno vidno polje, ve¢, kao i u pristupu koji koriste
fotografi, renderovati samo skroman deo vidnog polja.

Zapremina pogleda (eng. view volume) ograni¢ava deo prostora koji se renderuje na slici: objekti
koji se nalaze unutar zapremine pogleda bic¢e prikazani na slici, objekti koji su u potpunosti van nje
se odbacuju, dok se kod objekata ¢iji se jedan deo nalazi unutar, a deo van zapremine pogleda, onaj
deo koji je van zapremine pogleda odbacuje. Zapreminu pogleda modelujemo kao konacni (zatvoreni)
opseg trodimenzionog prostora. U slu¢aju oka zapremina pogleda ima oblik kupe, medutim, posto
je matematika potrebna za odsecanje objekata u odnosu na konusnu povrs skupa, aproksimiramo je
¢etvorostranom piramidom (slika 5.1).

|

S

{ ‘t._‘;f

Slika 5.1: a) Konusna perspektivna zapremina pogleda b) Zapremina pogleda u obliku zarubljene
¢etvorostrane piramide (preuzeto sa U Brown).

Klasi¢ni fotoaparat sa ulaza prima sadrZaj trodimenzione scene koji dalje transformise u njegovu
dvodimenzionu reprezentaciju koja se moZe smestiti na filmsku rolnu (u slucaju analogne fotografije)
ili biti zadata u vidu niza piksela (kod digitalne fotografije). Kako bi se putem fotoaparata napravila
Zeljena slika potrebno je paZljivo odabrati vrednosti razli¢itih parametara: to su pre svega pozicija fo-
toaparata, njegova orijentacija i vidno polje (koje se podesava kontrolom zuma na fotoaparatu). Za bolje
fotoaparate, potrebno je postaviti i vrednost ZiZne daljine (rastojanja tacaka koje su u najvecem fokusu
na slici) i dubine polja (koliko daleko ispred i iza ZiZne daljine ¢e objekti biti u fokusu). U nastavku
teksta termine fotoaparat i kamera koristiécemo kao sinonime.

Kako bismo u rac¢unarskoj grafici modelovali ponasanje kamere/fotoaparata, koristimo model sin-
teticke kamere (eng. synthetic camera model). Razmatraéemo dva modela sinteticke kamere: jedan u
slu¢aju perspektivnog projektovanja (kada je kamera na kona¢nom rastojanju od objekata) i drugi u
slu¢aju paralelnog projektovanja (kada je kamera na beskonacno dalekom rastojanju od objekata).

79
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5.1 Zadavanje kamere kod perspektivnog projektovanja

Sinteticka kamera kod perspektivnog projektovanja u velikoj meri nalikuje tzv. tackastoj kameri (eng.
pinhole camera), koja prati koncept kamere opskura (lat. camera obscura). Kamera opskura pred-
stavlja opticku spravu, prete¢u fotoaparata, koja se u proslosti, jo§ od Sesnaestog veka, koristila za
pravljenje fotografija, kao i pomo¢ umetnicima kako bi stvorili realisticne slike. Ona funkcioni$e po
principu zamracene sobe ili kutije koja ima mali otvor ili so¢ivo kroz koji prolaze zraci svetlosti koji
zatim padaju na zadnji zid aparature na koji se onda projektuje sadrzaj scene (slika 5.3 a)). Jasno je da
ovaj princip dobijanja slike odgovara perspektivnoj projekciji, pri ¢emu otvor kroz koji prolaze svetlosni
zraci odgovara centru projekcije. Ravan na koju se slika projektuje se nalazi sa druge strane centra pro-
jekcije u odnosu na scenu Sto rezultuje time da je slika scene prikazana naopako. Kameru opskuru su
koristili mnogi hiperrealisti poput Karavada, Velaskeza i Da Vincija za kreiranje svojih remek-dela.

Slika 5.2: llustracija dobijanja slike koriS¢enjem kamere opskure (preuzeto sa http://
thedelightsofseeing.blogspot.com/2010/10/pinhole-photography-and-camera-obscura.html).

U modelu sinteticke kamere zraci, takode, ulaze u kameru kroz jedinstvenu tacku koja predstavlja
centar projekcije. Medutim, za razliku od tackaste kamere, u modelu sinteticke kamere se centar projek-
cije nalazi iza ravni projektovanja u odnosu na scenu koja se projektuje (slika 5.3).

Pinhole Camera

‘ N ‘Object

Image |
Pinhole
Synthetic Camera _
Object
Pinhole

Image

Slika 5.3: Prikaz funkcionisanja tackaste i sinteticke kamere.

Zapremina pogleda je u modelu sinteticke kamere kod perspektivnog projektovanja u potpunosti
odredena vrednostima narednih Sest parametara: pozicijom kamere, vektorom pogleda i vektorom
nagore, uglovima horizontalnog i vertikalnog vidnog polja i rastojanjem posmatraca od prednje i zadnje
ravni odsecanja.

U modelu sinteticke kamere najc¢esce se ne razmatraju parametri poput Zizne daljine i dubine polja jer je
idealna kamera u fokusu na svim rastojanjima. Na slici 5.4 ilustrovani su osnovni parametri sinteticke
kamere.

Pozicija kamere predstavlja centar projekcije i, kao §to smo ve¢ pomenuli, ona se u modelu sinteticke
kamere nalazi iza ravni projektovanja u odnosu na objekat koji se projektuje. Zadaje se tackom u svet-
skom koordinatnom sistemu.

Smer i orijentacija kamere zadaju se koris¢enjem vektora pogleda (eng. look vector) i vektora nagore
(eng. up vector) (slika 5.5). Vektorom pogleda se zadaje smer u kome je kamera usmerena. Ukoliko
bismo pustili zrak iz pozicije kamere usmeren u pravcu vektora pogleda ,,udarili” bismo u objekat koji
¢e biti prikazan u sredistu slike dobijene sintetickom kamerom. U praksi, smer pogleda kamere se
obi¢no ne zadaje direktno, ve¢ se pored pozicije kamere zadaje i tacka u koju kamera gleda i na osnovu
te dve tacke se racuna vektor pogleda.


http://thedelightsofseeing.blogspot.com/2010/10/pinhole-photography-and-camera-obscura.html
http://thedelightsofseeing.blogspot.com/2010/10/pinhole-photography-and-camera-obscura.html
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Up direction

Location

Slika 5.4: Specifikacija sinteticke kamere (preuzeto iz knjige CG: Principles and Practice).

T Up direction

Look

W
vector
—_—

Position

Slika 5.5: Pozicija, vektor pogleda i vektor nagore (preuzeto iz knjige CG: Principles and Practice).

Potrebno je zadati i vertikalno usmerenje kamere, tj. orijentisati kameru oko vektora pogleda: na
primer, da li drzimo kameru u horizontalnom ili vertikalnom poloZaju ili u nekom medupoloZaju (slika
5.5). Ako zamislimo vertikalni jedini¢ni vektor v nacrtan na pozadini kamere, on bi bio upravan na vek-
tor pogleda i zajedno sa vektorom pogleda odredivao bi ravan koja se naziva vertikalna ravan kamere.
Pokazuje se da u praksi nije tako jednostavno zadati vektor ortogonalan na vektor pogleda, te se od
korisnika zahteva da kao vektor nagore zada proizvoljan nenula vektor u vertikalnoj ravni kamere (koji
je razli¢it od vektora pogleda) na osnovu koga se vektor v jednostavno ra¢una. Na slici 5.6 ilustrovan
je ovaj princip: bilo koji od vektora vy, v, i v3 moZe od strane korisnika biti zadat kao vektor nagore!,
a vektor v se zatim racuna kao vektor u vertikalnoj ravni kamere upravan na vektor pogleda. Dakle,
orijentacija kamere definisana je jedini¢nim vektorom v upravnim na vektor pogleda u ravni definisanoj
vektorom pogleda i vektorom nagore (tj. u vertikalnoj ravni kamere).

Look direction

Slika 5.6: Bilo koji od vektora vq,v2, vs moZe biti zadat kao vektor nagore, a onda se vektor v ra¢una
kao vektor u ravni odredenoj vektorom pogleda i vektorom nagore, koji je upravan na vektor pogleda
(preuzeto iz knjige: CG: Principles and Practice).

Vidno polje kamere zadaje se uglovima horizontalnog i vertikalnog vidnog polja. Oni definisu koliko
siroko (u horizontalnom i vertikalnom smeru), izrazeno u stepenima, kamera moze da ,,vidi” (uglovi ©,,

10Obratimo paZnju na to da termin vektor nagore moZe navoditi na zaklju¢ak da je on upravan na vektor pogleda i da zadaje
orijentaciju kamere, medutim to ne mora biti slucaj.
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i ©p, na slici 5.4). Najjednostavniji model sinteticke kamere proizvodi kvadratnu sliku pa je vidno polje
istoiu horizontalnom i u vertikalnom smeru. Ipak, u opstem slucaju proizvedena slika je pravougaonog
oblika i potrebno je zadati posebno horizontalni, a posebno vertikalni ugao vidnog polja. U nekim
sistemima uobicajeno je zadati ugao horizontalnog vidnog polja i odnos sirine i visine (eng. aspect ratio)
prozora za prikaz, dok se ugao vertikalnog vidnog polja ra¢una na osnovu vrednosti tih podataka (slika
5.7). Odnos Sirine i visine definiSe dimenziju platna na koju se scena projektuje, nakon ¢ega se ona
preslikava u oblast za prikaz; dobra praksa je da ovaj odnos bude isti za prozor pogleda i oblast za
prikaz da ne bi doslo do deformisanja (istezanja ili suZenja) slike.

Far clip plane

Mearclip plane

Aspect Ratio = %

Slika 5.7: Zadavanje vidnog polja preko odnosa Sirine (w) i visine (h) prozora za prikaz (preuzeto sa U
Brown).

Vidno polje odreduje koji ¢e deo scene stati u zapreminu pogleda — sto su uglovi vidnog polja ve¢i to
¢e vedi deo scene stati u zapreminu pogleda. Na ovaj nacin se implicitno zadaje i stepen perspektivnog
iskrivljenja na slici (slika 5.8), ¢ije su mogucée vrednosti od gotovo nula (kod teleobjektiva, namenjenih
za slikanje udaljenih objekata kod kojih je projekcija skoro paralelna) do visokih vrednosti stepena per-
spektivnog iskrivljenja (kod Sirokougaonih objektiva, namenjenih fotografisanju vecih grupa ljudi ili
irokih prostranstava poput trgova). Sa povecanjem ZiZne daljine povecava se motiv u kadru, ali se
istovremeno smanjuje vidni ugao®.

—")‘Nm"

Angle
T

=0-0
=7-K2

Slika 5.8: Slika dobijena korisé¢enjem sociva sa uskim i Sirokim vidnim uglom (preuzeto sa U Brown).

Do sada razmatranim parametrima indirektno smo opisali ¢etvorostranu zapreminu pogleda sa
pravougaonim popre¢nim presekom. Preostalo je da se zadaju jo§ dve komponente: prednja i zad-
nja ravan odsecanja. Prednja i zadnja ravan odsecanja (eng. near and far clipping plane) su paralelne ravni
projektovanja i zadaju se svojim rastojanjima od kamere. Uobicajeno se sa n (od eng. near) oznacava
rastojanje prednje ravni odsecanja od kamere, a sa f (od eng. far) rastojanje zadnje ravni odsecanja
od kamere (slika 5.4). Prednja i zadnja ravan odsecanja zajedno sa prethodno navedenim parametrima
formiraju zarubljenu Cetvorostranu piramidu pogleda (eng. frustum). Na ovaj nacin ograni¢ava se domet
pogleda kamere renderovanjem samo objekata, odnosno delova objekata, koji se nalaze izmedu prednje
i zadnje ravni odsecanja i odsecanjem svega van njega (slika 5.9). Na taj na¢in se omogucava da ne

2Zumiranjem je moguée promeniti Ziznu daljinu objektiva.
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prikazujemo objekte koji su preblizu kameri (jer bi blokirali ostatak scene i imali visok stepen perspek-
tivnog iskrivljenja) ili predaleko od kamere (jer su isuvise mali da bi bili vizualno znacajni, a mogu uzeti
znacajno vreme za renderovanje). Na ovaj nacin eliminiSe se i razmatranje objekata koji su iza kamere.
Sve ovo donosi ustede u ukupnom vremenu renderovanja.

Far Clipping

. Plane
Near Clipping

Discarded Rendered Clipped Discarded

Slika 5.9: Primer odsecanja objekata u odnosu na prednju i zadnju ravan odsecanja (preuzeto sa U
Brown).

Koncept prednje i zadnje ravni odsecanja je ¢esto korid¢en u industriji ra¢unarskih igara kako bi
se eliminisali udaljeni objekti. On moZe proizvesti efekat da se, dok se tokom igre krecemo unapred,
udaljeni objekat odjednom pojavi na ekranu. drvo u pozadini igre voznje automobila Jedna od opstih
tehnika za reSavanje ovog nepoZeljnog efekta koja se dugo koristila u industriji igara jeste da se objekti
u daljini renderuju koris¢enjem pozadinske magle te da se oni postepeno pojavljuju prilikom prilaska
objektu. U novijim igrama koriste se bolji sistemi renderovanja koji zadnju ravan odsecanja postavljaju
dovoljno daleko, dok objekte prikazuju sa razli¢itim nivoom detaljnosti: udaljeniji objekti iscrtavaju se
koris¢enjem manjeg broja poligona, ¢ime se povecava efikasnost renderovanja jer se ne trosi previse
vremena na renderovanje udaljenih objekata.

5.2 Zadavanje kamere kod paralelnog projektovanja

Zapremina pogleda se u slu¢aju paralelnog projektovanja zadaje istim skupom parametara kao i pri per-
spektivnom projektovanju, osim uglova vidnog polja. Naime, posto paralelna zapremina pogleda ima
oblik paralelopipeda, umesto uglova kojima se karakteriSe vidno polje, potrebno je zadati visinu i Sirinu
zapremine pogleda (slika 5.10). U slucaju ortogonalnog projektovanja zapremina pogleda bic¢e u obliku
kvadra, dok kod kosog projektovanja to nece biti slucaj. Veli¢ina prikazanog objekta pri perspektivhom
projektovanju zavisi od udaljenosti objekta od kamere, dok se kod paralelnog projektovanja objekti
prikazuju u istoj veli¢ini koliko god bili udaljeni od kamere jer su svi projektivni zraci medusobno par-
alelni. Skraéenje je pri paralelnom projektovanju uniformno i jedino zavisi od ugla koji zraci projekcije
zahvataju sa ravni projekcije; dakle, kao $to smo i ranije istakli, ne postoji perspektiva zavisna od du-
bine. Iz tog razloga se u slucaju paralelne zapremine pogleda projektovanje vrsi jednostavnije, kao i
odsecanje jer ravni u odnosu na koje vr$imo odsecanje imaju jednostavnije jednacine.

5.3 lzgradnja matrica transformacija na osnovu zadatih parametara kamere

Razmotrimo sada kako da na osnovu zadatih parametara sinteti¢ke kamere kod perspektivnog projek-
tovanja izvedemo:

* jednacine ortonormiranog koordinatnog sistema (u,v,w) sa koordinatnim pocetkom u sredistu
sociva kamere — nadalje ¢emo ga zvati koordinatni sistem kamere,

* koordinate nekoliko tac¢aka na zarubljenoj piramidi pogleda (tacaka A, B i C na slici 5.11).

Oznacimo poziciju sinteticke kamere sa P, vektor pogleda sa loﬁ, vektor nagore sa up, uglove hor-
izontalnog i vertikalnog vidnog polja izraZene u stepenima sa 6269 i ©9¢9, a rastojanja prednje i zadnje
ravni odsecanja od kamere sa n i f, redom.

Razmotrimo, najpre, kako izgraditi koordinatni sistem kamere (u,v,w), tako da prva koordinatna
osa (u ovom slucaju osa u) bude usmerena nadesno u odnosu na kameru, druga koordinatna osa (osa v)
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Projection of
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Slika 5.10: Paralelna zapremina pogleda (preuzeto sa U Brown).

Far plane

Slika 5.11: Koordinatni sistem kamere (u, v, w), vektor pogleda look, vektor nagore up i vektor v, tacke
P, A, BiC (preuzeto iz knjige CG: Principles and Practice).

bude usmerena navise u odnosu na kameru, a treca koordinatna osa (osa w) usmerena tako da kamera
gleda duz negativnog smera w ose. To ¢emo postiéi tako Sto ¢e vektor look lezati duz negativne ose w,

osu v ¢emo definisati kao vektor upravan na vektor look koji leZi u ravni odredenoj vektorima look i up,

dok ¢e osa u biti upravna na v i w osu i sa njima ¢e formirati pozitivno orijentisani koordinatni sistem
(slika 5.12).

Slika 5.12: Koordinatni sistem kamere.

Gradimo koordinatni sistem (u, v, w) u obrnutom redosledu koordinatnih osa. Vektor @ ratunamo
kao jedini¢ni vektor suprotnog smera od smera vektora pogleda:

ik
[|look]]

Kako bismo konstruisali vektor ¥/, najpre éemo odrediti projekciju vektora uf na ravan upravnu na
vektor W i taj vektor oznatiti sa v', a zatim odrediti jedini¢ni vektor u tom smeru. Vektor v mozemo
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izratunati oduzimanjem od vektora 4 komponente vektora up u pravcu vektora w (koju éemo oznatiti
%
sa w') (slika 5.13):

— -
' = ap — projyup = up — w'

Slika 5.13: Ra¢unanje vektora v’ kao vektora dobijenog oduzimanjem od vektora up komponente u
pravcu vektora w (preuzeto iz slajdova: U Brown).

S obzirom na to da je vektor @ intenziteta 1, ako sa ¢ oznatimo ugao koji zaklapaju vektor up i vektor
—

w' vaZzi: N
[w'| = |up| cos ¢ = |up| cos p|W| = up - @
te je:
o = (@ @)@
odnosno vaZzi: .
v = up— (up W)W

%
odakle normiranjem vektora v’ dobijamo vektor '

%

pa—

/
1]l
Kona¢no, da bismo dobili pozitivno orijentisani ortonormirani sistem, vektor % se raéuna prema

formuli:
U=7xu

Izra¢unajmo sada koordinate tacaka A, B i C sa slike 5.11. Tacka A se nalazi u smeru vektora — W na
rastojanju f od tacke P te vazi:

PA=—f.w

Ivica AB je naspram polovine horizontalnog vidnog polja iz P i na rastojanju je f od P, te iz APAB

sledi:

|AB| = ftan%

gde je sa ©), oznacen horizontalni vidni ugao, konvertovan iz stepena u radijane, odnosno:

Q) = 0% T
T Ph 180

Na sli¢an nacin se ra¢una i vertikalno vidno polje ©, i duZina duzi AC, odnosno vazi:

A=P—[-W
B=A+ ftan QW =P+ ftan L — f- W
C:A—f—ftan%ﬁzp—&-ftan%?—f'ﬁ

S obzirom na to da smo jedini¢ne vektore koordinatnog sistema kamere izrazili preko parametara sin-
teticke kamere, a koordinate tacaka A4, B i C' u koordinatnom sistemu kamere, moZemo zaklju¢iti da smo
koordinata tacaka P, A, B i C izrazili preko narednih parametara sinteticke kamere: pozicije kamere,
vektora pogleda i nagore, uglova vidnog polja i rastojanja od zadnje ravni odsecanja. MoZe se primetiti
da nigde u dosadasnjim izvodenjima nije koris¢eno rastojanje od prednje ravni odsecanja n.
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5.3.1 Standardna perspektivna zapremina pogleda

Iskoristicemo tacke P, A, B i C za transformisanje zarubljene piramide pogleda date sinteticke
kamere u kanonsku (standardnu) zarubljenu piramidu pogleda prikazanu na slici 5.14. Standardna per-
spektivna zapremina pogleda (eng. standard perspective view volume) je ¢etvorostrana piramida ¢iji se vrh
nalazi u koordinatnom pocetku i ¢ije su « i y koordinate u opsegu od —1 do 1, a z koordinata u opsegu
od 0 do —1 (slika 5.14).

L
>
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Slika 5.14: Standardna perspektivna zapremina pogleda (skala po z je namerno preuveli¢ana na slici).

Transformacija koja preslikava proizvoljnu perpsektivnu zapreminu pogleda u standardnu perspek-
tivhu zapreminu pogleda je afina transformacija u trodimenzionom prostoru i kao takva odredena je
slikama ¢etiri nekomplanarne tacke. Dakle, sve $to treba uraditi kako bismo zadali ovu transformaciju
jeste zadati gde tacke P, A, B i C treba da se preslikaju. Tacku P je potrebno preslikati u koordinatni
pocetak, tacku A u srediSte osnove piramide koje ima koordinate (0,0, —1), tatku B u srediste desne
ivice osnove piramide koje ima koordinate (1,0, —1), a tacku C' u srediste gornje ivice osnove koje ima
koordinate (0,1, —1). Ovom transformacijom se tacke zadnje ravni odsecanja datog modela sinteticke
kamere transformi$u u ravan z = —1. S obzirom na to da se rastojanja duz zraka iz tacke P do tacke
A transformi$u linearno (u pitanju je skaliranje sa centrom u koordinatnom pocetku), tatke sa prednje
ravni odsecanja se transformi$u u ravan z = —n/f (ovo se moze dobiti iz odnosan : f = z : —1 jer se
zadnja ravan odsecanja slika u ravan z = —1). Svodenjem proizvoljne zapremine pogleda na kanonsku
postiZe se da se sve dalje operacije izvode nezavisno od vrednosti parametara sinteticke kamere (osim
$to ¢e faktor —n/ f uéi u neka ratunanja). Dakle, kod standardne perspektivne zapremine pogleda vred-
nosti svih parametara sinteticke kamere su fiksirane, osim jednacine prednje ravni odsecanja koja zavisi
od parametara n i f polazne perspektivne zapremine pogleda.

Matricu Mpe,s, transformacije proizvoljne u standardnu perspektivnu zapreminu pogleda moZemo
izvesti u nekoliko koraka:

¢ koristimo poziciju kamere P, vektore look i up da odredimo koordinatni sistem kamere (u, v, w),
¢ primenjujemo translaciju kojom tacku P slikamo u koordinatni pocetak,

¢ primenjujemo odgovarajuci broj rotacija oko koordinatnih osa tako da se koordinatne ose koordi-
natnog sistema kamere (u, v, w) dovedu na poklapanje sa osama koordinatnog sistema (x, y, z),

¢ primenjujemo skaliranje sa koeficijentom 1/ f po z osi tako da se zadnja ravan odsecanja sa jedna-
¢inom z = — f preslika uravan z = —1,

e izvodimo skaliranje sa koeficijentima 1/(f tan $+)i1/(ftan $*) po x iy osi tako da visina i $irina
zarubljene piramide pogleda budu jednake 2.

Ako tacka Pivektori ¥, ¥ i W@ u koordinatnom sistemu (z,y, z) imaju redom koordinate P(xp, yp, zp),
U (U Uy, Uz), T (Vg 0y, ), W (W, wy, w,) matrica transformacije bi¢e jednaka:

1

ftan S 0 00 Uy Uy up O 1 0 0 —=z

_ 0 wmer 000 T T 01 0 —yp

Mpersp = 0 ft 0 5 % 0 wy; wy w, 0 0 0 1 —zp
0 0 0 1 0o 0 0 1 000 1
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Desna matrica u ovom proizvodu odgovara translaciji tacke P u koordinatni pocetak, srednja matrica
transformige vektor 7 u e_f, 7 u e i W u €3, a leva matrica skalira svaku od koordinatnih osa na
odgovarajuéi nacin. Zanimljivo je primetiti da matrica transformacije koja slika vektor & u , vektor
€ u 7 iej u W ima po kolonama redom koordinate vektora o, ¥/ i W i predstavlja rotaciju. Posto
je ovde potrebno primeniti njoj inverznu transformaciju, a inverz rotacije je opet rotacija sa matricom
transformacije koja je njoj transponovana, potrebnu matricu dobijamo upisivanjem koordinata vektora
W,V i W po vrstama.

Tacke standardne perspektivne zapremine pogleda je moguce jednostavno projektovati na ravan
paralelnu ravni z = 0, na primer na ravan z = 1, koriS¢enjem perspektivne projekcije sa centrom projek-
cije u koordinatnom pocetku: (z,y,z) = (z/z,y/2,1). Medutim, umesto da na ovaj na¢in ra¢unamo pro-
jekciju, vodimo se drugom idejom: nakon transformacije proizvoljne perspektivne zapremine pogleda
u kanonsku zapreminu pogleda primeni¢emo jo$ dve transformacije: prvu, kojom éemo razviti pirami-
dalnu zapreminu pogleda u pravougaoni paralelopiped, i drugu, kojom ¢emo izvrsiti projektovanje duz
z ose. Na ovaj nacin se izra¢unavanja koja se vrse u grafickoj jedinici pojednostavljuju i ¢ine efikasni-
jim. Na primer, prilikom projektovanja duZ z ose (kod paralelnog projektovanja), veoma je jednostavno
odrediti koji objekti zaklanjaju neke druge objekte, odnosno testiranje vidljivosti postaje trivijalno (Sto
¢e biti od koristi u dizajniranju z-bafer algoritma). Na ovaj na¢in umesto da radimo sa matricama koje
odgovaraju razli¢itim vrstama projektovanja, sve svodimo na ortografsku projekciju sa standardnom
zapreminom pogleda.

5.3.2 Standardna paralelna zapremina pogleda

e

110 AU (-1,1,-1)

(1,1, 1)

(1, Lo

0,0,-1) ____—» Look

Back clip plane
atZ = —1

(—1L—-L0O)

- - (~1.—1,-1)
Front clip plane
atZ=10
. -1.0 (1, -1,-1
Slika 5.15: Standardna paralelna zapremina pogleda.

Standardna paralelna zapremina pogleda (eng. standard parallel view volume) je pravougaoni par-
alelopiped ¢ije granice idu od —1 do 1 poz iy osiiod 0 do —1 po z osi (slika 5.15). Njena prednja
ravan odsecanja ima jednacinu z = 0, a zadnja z = —1. Koordinatni pocetak se nalazi u centru prednje
ravni odsecanja. Razmotrimo transformaciju kojom se deo standardne perspektivne zapremine pogleda
izmedu prednje i zadnje ravni odsecanja (deo izmedu ravni z = —n/f i ravni z = —1) transformise u
standardnu paralelnu zapreminu pogleda. Ova transformacija preslikava kvadrat prednje ravni odse-
canja perspektivne zapremine pogleda u odgovarajuéi kvadrat prednje ravni odsecanja paralelne za-
premine pogleda (slika 5.16). Ovom transformacijom se prave slikaju u prave, specijalno zraci kroz
koordinatni pocetak koji prolaze kroz standardnu perspektivnu zapreminu pogleda transformisu se u
zrake paralelne =z osi koji prolaze kroz standardnu paralelnu zapreminu pogleda.

Primena ove transformacije ne uti¢e na finalni rezultat procesa renderovanja jer perspektivno projek-
tovanje koje je oblika (z,y, 2) — (x/z,y/z,1) u zapremini pogleda pre transformacije odgovara paralel-
nom projektovanju (z,y,z) — (z,y,1) transformisanog oblika u zapremini pogleda nakon ove trans-
formacije. Ovo je jednostavno uociti razmatranjem projekcije na Oyz ravan. Pogledajmo npr. kvadrat
prikazan na slici 5.17 koji zauzima srednju polovinu perspektivnog pogleda na scenu. Informacija o
tome koje tacke su zaklonjene nekim drugima se utvrduje poretkom tac¢aka duz zraka od tacke pogleda
do scene, te je tatka B zaklonjena bliZom ivicom kvadrata. Nakon transformacije ovaj zrak postaje zrak
u smeru —z i moZemo primetiti da je tacka B’ takode zaklonjena prednjom ivicom trapeza dobijenog
kao slika kvadrata. Stranica kvadrata sa slike 5.17 koja je bliza prednjoj ravni odsecanja nakon primene
transformacije bic¢e prikazana kao duza od slike udaljenije stranice ¢ime se postize efekat perspektivnog
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Slika 5.16: Transformacija dela standardne perspektivne zapremine pogleda izmedu prednje i zadnje
ravni odsecanja u standardnu paralelnu zapreminu pogleda.

skracenja, medutim relativna z-rastojanja se ¢uvaju, a samim tim i poredak.

- - AI
A_—B B
7% — > — [ % >
z=—1/4
¥ Y
Slika 5.17: Standardna perspektivna zapremina pogleda levo (sa prednjom ravni odsecanja z = —1/4)

sadrzi kvadrat koji se transformiSe u paralelogram u paralelnoj zapremini pogleda desno, ¢ija duza
stranica odgovara manjoj apsolutnoj vrednosti z koordinate.

Ako sa ¢ = —n/f oznadimo z koordinatu prednje ravni odsecanja nakon transformacije u stan-
dardnu perspektivnu zapreminu pogleda, matricu transformacije iz standardne perspektivne zaprem-
ine pogleda u standardnu paralelnu zapreminu pogleda (u oznaci M,,) moZemo zapisati kao:

1 0 0 0 1 0 0 0

Mo |0 0 0 o1 0 0
w1000 11+e) —c/d+0) 0 0 f/(f-n) n/(f-n)

0 0 -1 0 0 O -1 0

Posto ¢e naknadno biti potrebno homogenizovati koordinate, matrica se moZe pomnoziti sa f —n i dobiti
jednostavnija matrica (koja ne ukljucuje deljenje):

f=n 0 0 0
10 fen 00
Myp = 0 0 f n
0 0 —(f-n) 0

U ovom materijalu ne¢emo se baviti izvodenjem ove matrice, ali Zelimo da se uverimo da ona zaista
transformise zarubljenu piramidu izmedu prednje i zadnje ravni odsecanja standardne perspektivne
zapremine pogleda u standardnu paralelnu zapreminu pogleda. To ¢emo uraditi proverom uslova za
tacke koje odgovaraju krajnjim tackama perspektivne zapremine pogleda.
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Razmotrimo npr. tacku koja odgovara gornjem desnom prednjem uglu standardne perspektivne
zapremine pogleda. Ona ima koordinate (—c, —c, ¢) (podsetimo se da je ¢ = —n/f negativno, pa je
vrednost —c pozitivna). Ova tacka se primenom transformacije sa matricom M, transformise u tacku
sa homogenim koordinatama:

f—n 0 0 0 —c —c(f —n)
0 f—n 0 0 | —c|_| —c(f—-n)
0 0 f n c | cf +n
0 0 —(f=n) O 1 —(f—n)c
a nakon homogenizacije dobija se:
1 1
1 1
cf+n -
=(—n)e 0
1 1

$to odgovara gornjem desnom prednjem uglu standardne paralelne zapremine pogleda.

Primetimo da ova transformacija nije afina (poslednja vrsta matrice M, nije jednaka poslednjoj vrsti
jedini¢ne matrice), ali jeste projektivna transformacija. Posto se pri ovoj transformaciji menja vrednost
homogene koordinate, nakon primene matrice transformacije vrsi¢emo homogenizaciju koordinata.

Proces transformisanja proizvoljne (perspektivne ili paralelne) zapremine pogleda u standardnu
paralelnu zapreminu pogleda naziva se normalizacija (eng. normalization). Procesom normalizacije
omoguceno je da i slucaj perspektivnog i paralelnog projektovanja razmatramo na isti nacin. Vazno je
istaknuti da se transformisanjem perspektivne zapremine pogleda u paralelnu ¢uva relativna dubina
koja je od klju¢ne vaznosti za odredivanje vidljivih povrsina. Dakle, scena ¢e nakon procesa normal-
izacije imati isti izgled kao i bez primene normalizacije — svako teme biée transformisano na isti nacin.
Cilj procesa normalizacije i jeste da se pojednostave izracunavanja bez izmene onoga $to se prikazuje.

Napomenimo na kraju i to da razlicite graficke aplikacije o¢ekuju razlicite opsege z vrednosti: npr.
OpenGL ocekuje da vrednosti z koordinate budu iz opsega [—1, 1], a Direct3D iz opsega [0,1]. Raz-
motrimo scenario koji je podrzan od strane OpenGL-a, u kom ravan z = —1 odgovara prednjoj ravni
odsecanja, a z = 1 zadnjoj ravni odsecanja. Potrebno je preslikati opseg [0, —1] po z osi u opseg [—1, 1].
To je moguce posti¢i u dva koraka: skaliranjem sa faktorom —2 po z osi, a zatim translacijom za vrednost
—1 duZ z ose. Matrica kojom se ovo postiZe ima oblik:

10 0 0
0 1 0 0
M = 00 -2 -1
00 O 1

Prikazane transformacije kamere omogucavaju da se umesto odsecanja svetskih koordinata prim-
itiva u odnosu na proizvoljnu zapreminu pogleda kamere zadatu svojim parametrima, svetske koor-
dinate transformisu u standardnu paralelnu zapreminu pogleda u kojoj se odsecanja, projektovanje i
testovi vidljivosti izvode znatno jednostavnije. U standardnoj paralelnoj zapremini pogleda odsecanja
se vrSe u odnosu na ravni paralelne koordinatnim osama Sto odsecanje ¢ini znatno jednostavnijim. Pro-
jekcija na ravan slike nije viSe projekcija na proizvoljnu ravan u trodimenzionom prostoru, ve¢ ortograf-
ska projekcija na ravan Ozxy, $to vodi ka tome da je potrebno samo ,,zaboraviti” z koordinatu.

Kompletan niz operacija koje se izvrsavaju za dati trougao Cije su svetske koordinate poznate ima
slede¢u formu:

1. koordinate temena trougla treba pomnoziti matricom M, M, Mpe,s, ¢ime se koordinate temena
najpre transformisu u koordinate u odnosu na standardnu perspektivnu zapreminu pogleda, a
zatim u koordinate u odnosu na standardnu paralelnu zapreminu pogleda;

2. vrsi se homogenizacija koordinata tacaka (x,y,z,w) — (z/w,y/w,z/w,1) pri ¢emu se na ho-
mogenu w koordinatu nadalje moZe zaboraviti;

3. vrsise odsecanje u odnosu na ravni standardne paralelne zapremine pogleda: v = +1,y = +1,2 =
0,z=-1;

4. vrsi se projektovanje na ravan paralelnu ravni Oxy $to odgovara tome da treba samo razmatrati
x 1y koordinatu tacke (z koordinatu u ovom kontekstu treba odbaciti, mada treba napomenuti da
nam je od znacaja u kontekstu vidljivosti jer nosi informaciju o dubini potrebnu za test dubine);
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5. konacno, dobijene koordinata tacaka transformisu se u odgovarajuce koordinate piksela.

5.4 Pitanja

5.1 Koja je razlika izmedu tackaste i sinteticke kamere?

5.2 Nabrojati Sest parametara sinteticke kamere kod paralelnog i kod perspektivnog projektovanja.
5.3 Staje frustum?

5.4 Sta se zadaje vektorom pogleda?

5.5 Da li vektor nagore mora biti upravan na vektor pogleda?

5.6 Kako se odreduje orijentacija kamere na osnovu vektora pogleda i vektora nagore?

5.7 Sta se zadaje uglovima vidnog polja?

5.8 Kakav je odnos uglova vidnog polja i stepena perspektivnog iskrivljenja na slici?

5.9 Cemu sluze prednja i zadnja ravan odsecanja i zasto ih je potrebno zadati? Na koji na¢in se zadaju
ove ravni?

5.10 Kojim se telom definiSe zapremina pogleda kod perspektivnog, a kojim kod paralelnog projekto-
vanja?

5.11 Pokazati da i ovaj pristup daje isti (u, v, w) koordinatni sistem za zadati vektor pogleda i vektor
—
nagore: w = l’l%ozfl,?:ﬁxﬁ,ﬁzﬁ,?:?xﬁ.
5.12 Koji oblik ima standardna perspektivna zapremina pogleda?

5.13 Nacrtati standardnu perspektivnu zapreminu pogleda i napisati koje su njene vrednosti pozicije
kamere, vektora pogleda i prednje i zadnje ravni odsecanja.

5.14 Kog je oblika standardna paralelna zapremina pogleda?

5.15 Koje su vrednosti pozicije kamere, vektora pogleda, vektora nagore i prednje i zadnje ravni odse-
canja u slucaju: (a) standardne perspektivne zapremine pogleda (b) standardne paralelne zapremine
pogleda?

5.16 Iz kog razloga se vrsi transformacija iz proizvoljne perspektivne u standardnu perspektivnu za-
preminu pogleda?

5.17 Zasto se vrsi transformacija iz perspektivne u paralelnu zapreminu pogleda?



Glava 6

Vidljivost

Jedan od fundamentalnih problema u ra¢unarskoj grafici je da se za dati piksel utvrdi koji se fragment sa
scene preslikava u njega. Na prvi pogled problem deluje veoma sloZeno i vremenski zahtevno, posebno
za scene koje sadrZe veliki broj objekata. Ispitivanje vidljivosti svake pojedina¢ne primitive na sceni
bilo bi vremenski izuzetno skupo, te stoga nije prihvatljivo, posebno u primenama koje treba da rade
u realnom vremenu. Takode, mala promena tacke pogleda moZe da prouzrokuje velike promene u
vidljivosti.

Ukoliko ne bi postojao razvijen mehanizam za utvrdivanje koje povrsi na sceni su vidljive iz pozicije
kamere, vidljivost povrsi zavisila bi od redosleda u kojem su one iscrtavane, tako Sto bi kasnije iscrtane
povrsi zaklonile one iscrtane ranije. Neophodno je izbegnuti situaciju u kojoj bi korisnik trebalo da vodi
racuna o redosledu iscrtavanja poligona, ve¢ bi bilo poZeljno da se grafickoj funkciji proslede poligoni
koje treba iscrtati, a da ona sama utvrdi koji su poligoni ispred kojih u odnosu na kameru.

Problem odredivanja vidljivih povrsi je sloZen, te je s jedne strane potrebno obezbediti ta¢nost rezul-
tata koje algoritam vraca, a s druge strane konstantno raditi na povecanju njegove efikasnosti. Algo-
ritmi odredivanja vidljivih povrsi treba da utvrde da li izmedu dve tacke postoji linija vidljivosti na
kojoj nema prepreka. Osnovna primena ovakvog tipa algoritma je odredivanje primarne vidljivosti (eng.
primary visibility, camera visibility), odnosno utvrdivanje koje su povrsi vidljive iz pozicije kamere.
Na ovaj nacin se iscrtavaju samo delovi scene koji su zaista vidljivi iz pozicije kamere i garantuje se
ispravan rezultat renderovanja. Danas najpopularniji algoritmi ovog tipa su rej kasting algoritam i z-
bafer algoritam. Drugu vrstu algoritama za odredivanje vidljivih povrsi ¢ine algoritmi konzervativnog
odredivanja vidljivosti ¢iji je cilj da Sto efikasnije odbace delove scene za koje se jednostavno utvrduje
da nisu vidljivi iz pozicije kamere, dok je na preostale objekte potrebno primeniti neki od algoritama
koji garantuju tacnost rezultata koji vracaju.

Saderland je jos 1973. godine podelio algoritme za utvrdivanje vidljivih povrsi na:

e algoritme prostora objekta (eng. object precision algorithms) — koji rade direktno nad objektima u
svetskom koordinatnom sistemu i

* algoritme prostora slika (eng. image precision algorithms) — koji rade nad projekcijama objekata u
koordinatama ekrana, a vracaju se u svetski koordinatni sistem onda kada je potrebna vrednost =
koordinate.

Cilj prve klase algoritama je da se za svaki objekat odredi koji njegov deo je vidljiv; to se postiZe
na taj nacin $to se objekti medusobno porede i elimini$u se kompletni objekti ili delovi objekta koji
nisu vidljivi (slika 6.1). Kod ove vrste algoritama rezolucija uredaja za prikaz nije relevantna jer se
izratunavanja izvode na nivou objekata. SloZenost ovih algoritama je u najgorem slu¢aju O(n?), gde je
n broj objekata.

Algoritmima prostora slike se pak za svaki piksel odreduje koji od objekata je vidljiv: za svaki piksel
utvrduje se koji je objekat najblizi posmatracu i piksel se boji bojom najbliZzeg objekta. Dakle, algoritmi
ovog tipa nastupaju nakon $to se objekti konvertuju u niz piksela u kolor baferu. Rezolucija prikaz-
nog uredaja je u ovom slucaju od znacaja jer se poredenja rade na nivou piksela (slika 6.2). Vremenska
sloZenost ovih algoritama u najgorem slucaju iznosi O(p - n), gde je sa p oznacen ukupan broj piksela na
slici, a sa n broj objekata.

Danas najveci broj algoritama za utvrdivanje vidljivih povrsi pripada grupi algoritama prostora slike
i neki od najpopularnijih su z-bafer algoritam i rej kasting algoritam.

91
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za svaki objekat na sceni:
utvrdi koji delovi objekta su vidljivi
(ukljucuje poredjenje poligona objekta A
sa ostalim poligonima objekta A
i sa poligonima ostalih objekata na sceni)

Slika 6.1: Pseudokod algoritama prostora objekta.

za svaki piksel u frejm baferu:
utvrdi koji poligon je najblizi posmatracu na toj lokaciji
oboji piksel bojom tog poligona na toj lokaciji

Slika 6.2: Pseudokod algoritama prostora slike.

6.1 Algoritmi konzervativnog odredivanja vidljivosti

Za potrebe efikasnijeg odredivanja vidljivih povrsi razvijeni su algoritmi konzervativnog odredivanja vid-
ljfvosti (eng. conservative visibility algorithms). Oni su posebno vazni u situacijama kada se vrsi
renderovanje u realnom vremenu jer sloZene scene mogu da sadrZze mnogo vise primitiva nego sto
raspolozivi hardver moZe da obradi, a moZe se desiti da je samo mali procenat tih primitiva vidljiv iz
pozicije kamere. Ideja konzervativnih algoritama je da se razdvoje delovi scene koji su verovatno vidljivi
od delova scene koji sigurno nisu vidljivi. Eliminacija primitiva za koje se jednostavno moZe utvrditi
da nisu vidljive smanjuje broj potrebnih testova vidljivosti, ali sama po sebi ne garantuje korektnost jer
ne moraju svi preostali objekti biti vidljivi. S obzirom na to da su ovi algoritmi po pravilu vrlo efikasni,
proces renderovanja se moZe ubrzati na sledeci na¢in: najpre se primeni jedan ili ve¢i broj brzih konz-
ervativnih metoda koji suZavaju prostor primitiva koji se razmatra odbacivanjem primitiva za koje se
jednostavno moZe utvrditi da nece biti vidljive, a zatim se na taj manji preostali skup primitiva primeni
neki od (vremenskih zahtevnijih) algoritama koji garantuje korektnost. Na primer, veoma efikasno se
moze utvrditi da se sfera koja ograni¢ava mrezu trouglova nalazi iza kamere i stoga nije vidljiva iz pozi-
cije kamere, dok bi zasebna provera vidljivosti svakog od trouglova mreze mogla biti viemenski veoma
zahtevna.

Tri osnovna algoritma konzervativnog odredivanja vidljivosti su odbacivanje dela van zarubljene pi-
ramide pogleda (eng. frustum culling), odbacivanje zadnje strane (nalicja) objekta (eng. backface culling)
i blokirajuce odbacivanje (eng. occlusion culling). Prva dva algoritma spadaju u jednostavnije, dok je
blokiraju¢e odbacivanje sloZenije i u obzir uzima uzajamno blokiranje izmedu objekata na sceni. Algo-
ritmi konzervativnog testiranja vidljivosti se mogu u¢initi vremenski efikasnijim koris¢enjem pogodnih
prostornih struktura podataka, o kojima ¢e biti re¢ u kasnijim poglavljima.

6.1.1 Odbacivanje u odnosu na zapreminu pogleda

Odbacivanje u odnosu na zapreminu pogleda svodi se na to da se za svako teme poligona izvrsi
provera da li se nalazi sa druge strane ravni koje ograni¢avaju zapreminu pogleda (slika 6.3). Posebno
je korisno u situacijama kada se na sceni nalazi veliki broj sloZenih modela, a samo mali deo njih je
vidljiv iz pozicije kamere. Ovaj metod se nekada moZe unaprediti tako Sto se oko svakog sloZenog
modela opiSe neka jednostavna figura (sfera ili kocka Cije su strane paralelne koordinatnim ravnima) i
izvrsi provera da li se ona nalazi unutar zapremine pogleda: ukoliko to nije slucaj, moze se trivijalno
odbaciti celokupna sloZena figura sadrzana u njoj.

6.1.2 Odbacivanje zadnje strane objekta

Primetimo da kada radimo sa neprozirnim zatvorenim telima, zadnja strana objekta nece biti vidljiva.
Odbacivanje primitiva koje se nalaze sa zadnje strane objekta moZe da eliminise oko polovine geometrije
scene. Na primer, ako razmatramo model kocke, najvise tri strane kocke bice vidljive, odnosno najmanje
tri od Sest strana kocke se nalaze sa zadnje strane objekta u odnosu na posmatraca i mogu se eliminisati
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Slika 6.3: Odbacivanje u odnosu na zapreminu pogleda.
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Slika 6.4: Odredivanje prednje i zadnje strane objekta.

Zadnju stranu objekta moZemo geometrijski identifikovati na slede¢i na¢in. Pretpostavimo da imamo
zatvorenu mreZu poligona bez samopreseka i kameru koja se nalazi u tacki izvan poliedra definisanog
mreZzom (slika 6.4). Neka je P tacka poligona ¢iju vidljivost ispitujemo i N normala ravni kojoj dati
poligon pripada, usmerena ka spoljasnjosti mreZe. KaZemo da je poligon sa prednje strane u odnosu
na kameru ako se kamera nalazi u pozitivnoj poluravni datog poligona, a da je sa zadnje strane ako se
nalazi u negativnoj poluravni poligona. Ako se kamera ba$ nalazi u ravni poligona, tada se poligon

nalazi na konturi koja razdvaja prednju od zadnje strane objekta. Ako sa LOS (eng. line of sight)
oznacimo vektor pogleda kamere, ispitivanje da li je poligon sa prednje ili zadnje strane u odnosu na

poziciju kamere moZe se svesti na odredivanje znaka skalarnog proizvoda vektora LOS i vektora nor-
male N poligona (usmerenog ka spoljadnjosti):

e akoje LOS N <0 poligon je sa prednje strane u odnosu na kameru,
e akoje LOS N >0 poligon je sa zadnje strane u odnosu na kameru,
e akoje LOS N =0 poligon je na konturi koja razdvaja prednju od zadnje strane.

Primetimo da objekat bliZi kameri teZi tome da ima veéu zadnju stranu od objekta koji se nalazi dalje od
kamere (slika 6.5).

Odbacivanje zadnje strane objekta moZemo izvrsiti samo u slucaju zatvorenog neprozirnog objekta.
Kod objekata koji imaju “rupe” mogu se videti i poligoni koji pripadaju zadnjoj strani objekta (slika 6.6).

6.1.3 Blokirajuce odbacivanje

Objekte koji se u potpunosti nalaze iza neprozirnih objekata moZemo odbaciti iz daljeg razmatranja
i ovaj mehanizam nazivamo blokirajuce obacivanje (slika 6.7). Ovo je veoma popularan mehanizam za
ubrzavanje renderovanja sloZenih scena.
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Slika 6.6: Razlika izmedu modela u slu¢aju kada nije i kada jeste izvrSeno odbacivanje zadnje strane
objekta (preuzeto sa https://en.wikipedia.org/wiki/Back-face_culling).

Slika 6.7: Ilustracija odbacivanja u odnosu na zapreminu pogleda i blokiraju¢eg odbacivanja — gornja
sfera nije vidljiva jer se nalazi van zapremine pogleda, dok donja sfera nije vidljiva jer je zaklonjena
drugim netransparentnim objektima (preuzeto sa https://medium. com).

Postoji veci broj tipova blokirajuc¢eg odbacivanja: jedno od njih je hijerarhijsko odbacivanje koje koristi
hijerarhijsku reprezentaciju scene i vodi se principom da sloZeni objekat nije vidljiv ukoliko se pokaZe da
jednostavnija geometrijska figura opisana oko objekta nije vidljiva. Drugi tip blokiraju¢eg odbacivanja
posmatra scenu izdeljenu na vedéi broj ¢elija (soba) koje su povezane putem portala (vrata). Portali su
prozori u trodimenzionom prostoru koji omogucavaju da se objekti koji se nalaze u jednoj ¢eliji vide
kojih postoji ogranic¢ena vidljivost iz jednog prostora u drugi i imaju ograni¢enu primenu u otvorenim
scenama. Ideja kori$¢enja Celija i portala jeste ta Sto nije potrebno iscrtavati geometriju u susednoj celiji
ako su vrata zatvorena. Ukoliko su vrata otvorena, onda je potrebno iscrtati samo geometriju koja je
vidljiva kroz ta vrata (slika 6.8).

Jedna od vaZnih ve¢ pomenutih tehnika koja moZe dovesti do efikasnijih algoritama jeste neprekid-
nost, odnosno koherentnost, koja se manifestuje na razlic¢ite nac¢ine. Naime, svojstva objekta (kao $to su
njegova geometrija, boja, osvetljenje i sl.) se obi¢no menjaju glatko i postoji odredena sli¢nost vrednosti
ovih svojstava u bliskim tackama. Neprekidnost omoguéava da se izracunavanja koja su izvedena za
jedan deo objekta ponovo iskoriste u neizmenjenom obliku ili sa nekim malim inkrementalnim izme-
nama za bliske delove objekta. Na primer, neprekidnost povrsi podrazumeva da ¢e susedni pikseli
vrlo verovatno biti pokriveni istom stranom objekta, odnosno ivica menja svoju vidljivost samo ako
presece neku drugu vidljivu ivicu ili ako prodire kroz vidljivu stranu. Dodatno, svojstva povrsi ¢e se
vrlo verovatno postepeno menjati, te se za izra¢unavanja sprovedena za jednu stranu objekta moZze
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Slika 6.8: Ilustracija blokiraju¢eg odbacivanja u slu¢aju kada je prostor predstavljen u vidu ¢elija i por-
tala.

iskoristiti tehnika inkrementalnosti. Sli¢no, kada se izratuna dubina jedne tacke date povrsi, dubine
susednih tacaka te strane imace sli¢nu vrednost koja se moZze dobiti inkrementalnim ra¢unom.

6.2 z-bafer algoritam

Graficka proto¢na obrada za problem rasterizacije obraduje svaki trougao zasebno i nije svesna posto-
janja drugih trouglova. U ovakvom kontekstu postavlja se pitanje na koji na¢in iskombinovati infor-
macije dobijene za svaki pojedinacni trougao. Ovaj problem se moZe resiti odrzavanjem informacije o
trenutnoj vidljivosti putem z-bafera, odnosno bafera dubine (eng. depth buffer). Naime, z-bafer u najjed-
nostavnijoj varijanti za svaki piksel slike ¢uva jednu skalarnu vrednost koja daje neku meru rastojanja
centra projekcije od povrsi ¢ijom se bojom boji taj piksel. Kako bi se redukovao aliasing efekat koji se do-
bija koris¢enjem jedne vrednosti po pikselu, ¢esto se za svaki piksel ¢uva vise uzoraka boje i dubine. U
daljem tekstu, jednostavnosti radi, podrazumevaéemo da se za svaki piksel ¢uva samo jedna vrednost,
koja odgovara dubini.

Bafer dubine omogucava odredivanje informacije o vidljivosti tokom rasterizacije. Tokom procesa
renderovanja, bafer dubine sadrzi implicitnu informaciju o utvrdivanju vidljivih povrsi: nova povrs
moZe da pokrije trenutnu vrednost u kolor baferu samo ako je njena dubina u odnosu na poziciju kamere
manja od one sadrZane u baferu dubine. Ako je tako, nova boja se upisuje na mesto stare u kolor
baferu, a nova vrednost dubine u bafer dubine. Ovo je tzv. implicitna vidljivost jer sve dok se ne zavrsi
renderovanje kompletne scene nije poznato koja je najbliza vidljiva povrs. Kada se proces renderovanja
zavrsi, obezbedena je korektna informacija o vidljivosti.

z-bafer algoritam (eng. z-buffer algorithm, depth-buffer algorithm), koji je 1974. godine predlozio Ed-
vin Katmul (Edwin Catmull)!, predstavlja jedan od najjednostavnijih algoritama za odredivanje vidljivih
povrsi. Ovaj algoritam pripada grupi algoritama prostora slika. Kao $to i sam naziv algoritma sugerise,
u algoritmu se pretpostavlja postojanje i intenzivno kori$éenje z-bafera u kome se ¢uvaju vrednosti z
koordinate za svaki piksel.

Na pocetku algoritma sve vrednosti u kolor baferu inicijalizuju se na boju pozadine, dok se sve vred-
nosti u z-baferu inicijalizuju na z koordinatu zadnje ravni odsecanja. Maksimalna dopustena vrednost
u z-baferu je z koordinata prednje ravni odsecanja (kao maksimalna vrednost z koordinate koja pripada
zapremini pogleda).

Na sve trouglove kojima je predstavljena scena primenjuje se algoritam rasterizacije. Redosled u
kome se obraduju poligoni je proizvoljan. Prilikom procesa rasterizacije, ako je dubina d tacke trougla
koja se rasterizuje u piksel (z,y) manja od vrednosti koja se trenutno nalazi u z-baferu za dati piksel,
onda se u z-bafer za piksel (z, y) upisuje dubina d, a u kolor bafer boja tatke poligona koji se rasterizuje
u piksel (z,y). Primetimo da z-bafer radi ispravno i u situaciji kada se povrsi medusobno presecaju.
Naime, to $to je neki trougao ispred drugog u jednom svom delu, a iza njega u svom drugom delu ne
predstavlja problem, jer se dubine porede u tackama uzorkovanja, a ne uopsteno. Na slici 6.10 prikazan
je pseudokod z-bafer algoritma.

Primetimo da je u ovom algoritmu implicitno potrebno resiti problem izra¢unavanja z koordinate,
odnosno dubine proizvoljne tatke poligona, ako su nam poznate vrednosti z-koordinata njegovih temena.

1Edvin Katmul je dugi niz godina bio predsednik Piksara i Volt Dizni studija, a dobitnik je i Tjuringove nagrade za svoje
doprinose u oblasti ra¢unarske grafike.
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Slika 6.9: Ilustracija z-bafer algoritma. Manje vrednosti zamenjuju vece u z-baferu.

Procedure zBuffer
var
pz: integer;
begin
for y := 0 to YMAX do
for x := 0 to XMAX do
begin
WritePixel (x,y,background_value) ;
WriteZ(x,y,1)
end

za svaki poligon uradi sledece
za svaki piksel u projekciji poligona uradi sledece
begin
pz := z-vrednost poligona u tacki sa koordinatama (x,y);
if pz <= ReadZ(x,y) then
begin { ova tacka nije dalja 1}
WriteZ(x,y,pz);
WritePixel(x,y,boja_poligona_u_tacki(x,y))
end
end
end.

Slika 6.10: z-bafer algoritam.

Pokazuje se da se recipro¢na vrednost dubine menja linearno duZ trougla, te je dubinu proizvoljne tacke
poligona moguce izrac¢unati interpolacijom recipro¢nih vrednosti dubine temena, koris¢enjem baricen-
tri¢nih koordinata tacke u trouglu (slika 6.11).

Prednost z-bafer algoritma je $to se algoritam primenjuje na trougle scene u proizvoljnom redosledu.

Primetimo da z-bafer algoritam ne zahteva nuzno da primitivne povrsi budu trouglovi: on se moze
iskoristiti za renderovanje proizvoljnog objekta ako se boja i z vrednost mogu utvrditi za svaku tacku
u njegovoj projekciji. Na primer, moguce je na ovaj nacin crtati sferu jer je jednostavno odrediti njenu
dubinu u svakoj pojedinac¢noj tacki.

z-bafer algoritam se veoma jednostavno implementira. Zbog svoje jednostavnosti, moze se imple-
mentirati i u hardveru. Podaci smesteni u z-baferu se mogu ¢uvati zajedno sa kolor baferom ¢ime se
omogucava da se toj sceni jednostavno naknadno doda novi objekat.

Ipak, treba biti svestan i nekih potencijalnih problema koji se mogu javiti pri realizaciji z-bafer algo-
ritma. Naime, z-bafer ima konacnu preciznost, te ako dva fragmenta imaju bliske vrednosti dubine, oni
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Slika 6.11: Problem odredivanja z-koordinate (dubine) tacke iz unutradnjosti trougla, kada su z-
koordinate temena razlicite.

se mogu preslikati u iste vrednosti u z-baferu sto onemogucava utvrdivanje koji trougao treba da bude
iscrtan ispred kog. Ovo se naime deSava i ¢eS¢e nego Sto bismo pretpostavili i posledica je delovanja ma-
trice transformacije standardne perspektivne u standardnu paralelnu zapreminu pogleda. Podsetimo se
izgleda ove matrice:

1 0 0 0
Mo |01 0 0
PP 0 0 1/(1+¢) —c¢/(1+¢)
00 -1 0
gde je ¢ = —n/ f i razmotrimo na koji nacin matrica M, deluje na neku tacku:
T 10 0 0 T x
Mol Y2 0 1 0 0 y | Y
PP z| |0 0 1/(1+¢) —c/(1+¢) z || i
1 0 0 -1 0 1 —z
T
Koordinate ove tatke ¢e nakon homogenizacije biti jednake {—x [z —ylz FZ 1} . Kao sto bismo

i ocekivali, sa povecanjem z koordinate ve¢i je stepen perspektivnog skracenja po x i y koordinati.
Oznac¢imo novu vrednost dubine (tj. z-koordinate) = sa 2’ i razmotrimo kakva je njena vrednost
u odnosu na polaznu z-koordinatu tacke. Pokazuje se da se pri transformaciji standardne perspektivne
u standardnu paralelnu zapreminu pogleda, tatke kompresuju ka zadnjoj ravni odsecanja, odnosno ka
vrednosti 2/ = —1. Ovaj efekat naziva se z-kompresija (eng. z-compression). Naime, $to je prednja ra-
van odsecanja bliZa ravni z = 0, a zadnja ravan odsecanja udaljenija, vrednost ¢ = —n/ f bice bliskija

vrednosti 0, a efekat z-kompresije je izraZeniji (slika 6.12). Algebarski razmatrano, vazi:

c— 2z z
z/: %—7:—1
z+ zc z

-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 20.1 0

c—=z
z+zc

Slika 6.12: Ilustracija funkcije 2’ =

zan =0.11 f =1, t. za vrednost ¢ = —0.1.
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Efekat z-kompresije se vizualno manifestuje kao z-konflikt (eng. z-fighting), odnosno kao pojava da
se dve primitive “bore” koja ¢e primitiva biti ispred koje (slika 6.13). Posebno je problemati¢na situacija
kada se kamera krece, te se tokom vremena menja informacija o tome koja od ove dve primitive je
vidljiva. Ovaj efekat je izraZeniji kada su objekti na ve¢em rastojanju od kamere jer za veée vrednosti
dubine z-bafer ima manju preciznost.

Slika 6.13: Ilustracija z-konflikta.

Razmotrimo na koji nac¢in je moguce posti¢i da se ovaj efekat javlja Sto je moguce rede. Najpre je,
koliko je to moguce, potrebno izbegavati da se objekti postavljaju preblizu jedan drugome. Ukoliko je
pak neophodno da se objekti preklapaju, moguce je izmedu njih vestacki napraviti mali razmak koji
je za korisnika neprimetan, a koji bi omogucio jednostavniji rad z-bafer algoritma (slika 6.14). Takode,
sa povetanjem preciznosti bafera dubine ovaj efekat ¢e se rede javljati. Na kraju, poZeljno je povecati
vrednost razlomka n/f, tako $to ¢emo zadnju ravan odsecanja primaknuti kameri, a prednju ravan

odsecanja odmaknuti od kamere.

Slika 6.14: Eliminisanje preklapanja primitiva dodavanjem malog razmaka izmedu njih.

6.3 Rej kasting algoritam

Rej kasting algoritam (eng. ray casting algorithm) utvrduje da li je neka povrs vidljiva pra¢enjem imagi-
narnog zraka svetlosti od pozicije kamere do objekta na sceni. Pretpostavimo da je prozor proizvoljne
ravni pogleda podeljen pravilnom mreZom tako da elementi mreZe odgovaraju pikselima potrebne re-
zolucije. Zamislimo, takode, da pustimo zrak svetlosti kroz centar piksela tog prozora — objekat koji
zrak pogodi je onaj koji treba da bude prikazan na poziciji tog piksela. Dakle, za zadatu poziciju kamere
i prozor ravni pogleda za svaki piksel se prati po jedan zrak od centra projekcije kroz sam piksel do
najbliZzeg objekta na sceni (slika 6.15). Boja piksela se postavlja na boju najblizeg objekta u pravcu odgo-
varajuceg zraka. Pseudokod rej kasting algoritma prikazan je na slici 6.16. Primetimo da rej kasting
algoritam pripada grupi algoritama prostora slika.

Prva tacka preseka zraka i primive scene predstavlja rezultat tzv. upita preseka (eng. intersection
query). Primetimo da algoritam rej kasting predstavlja direktan proces odgovaranja na upit preseka.

Naziv rej kasting se obi¢no koristi za varijantu algoritma kojom se vrsi samo odredivanje vidljivosti,
dok se za puni rekurzivni algoritam kojim se obraduju i senke, refleksija i prelamanje koristi naziv rej
trejsing (eng. ray tracing).

Rej trejsing algoritam su razvili Artur Apel (Arthur Appel) 1968. godine i Robert Goldstajn (Robert
Goldstein) i RodZer Nagel (Roger Nagel) 1971. godine. Apel je do algoritma doSao resavajuéi problem
ispitivanja da li je tacka u senci, dok su ga Goldstajn i Nagsel originalno razvili za simuliranje putanja
balisti¢kih projektila, pa su tek naknadno uvideli da on ima primenu u ra¢unarskoj grafici.
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Slika 6.15: Ilustracija rej kasting algoritma.

izaberi centar projekcije i prozor na projekcionoj ravni;
za svaku sken liniju na slici uradi sledece:
za svaki piksel na sken liniji uradi sledece:
begin
odredi polupravu iz centra projekcije kroz piksel;
za svaki objekat na sceni uradi sledece:
ako poluprava sece objekat i
ako je presecna tacka najbliza do sada onda
zapamti presek i ime objekta;
oboji piksel bojom najblizeg preseka
end

Slika 6.16: Rej kasting algoritam.

U osnovnoj verziji rej kasting algoritma za svaki piksel (x1,y1, 21) potrebno je ispitati da li postoji
prese¢na tacka zraka iz centra projekcije (xo, yo, 20) sa svim objektima na sceni, tj. potrebno je odred-
iti vrednost parametra ¢ tako da tatka sa koordinatama x = z¢ + t(z1 — x0), ¥ = yo + t(y1 — o),
z = zo + t(#1 — 7o) pripada objektu. Pritom sva izratunavanja treba da budu $to je moguce brza.
Za efikasnu primenu rej kasting algoritma koriste se mnoge optimizacije, kao $to je npr. optimizacija
izra¢unavanja preseka. Naime, prilikom ra¢unanja preseka neki izrazi su konstantni za celu sliku ili su
konstantni za dati objekat, pa se mogu izra¢unati unapred i koristiti u daljem izra¢unavanju (na primer,
kod ortografske projekcije poligona na ravan). U idealnom slucaju, svaki zrak bi trebalo testirati na
presek samo sa objektima koje zaista i preseca. U ove svrhe se mogu iskoristiti neprekidnost zraka i
neprekidnost primitiva, sa idejom da susedni zraci presecaju slican skup objekata i da su susedni pik-
seli naj¢esée “pokriveni” istom stranom objekta. Jo$ bi bolje bilo kada bi se izra¢unao presek samo sa
objektom koji je najbliZi pocetku zraka. Razvijene su razli¢ite tehnike koje pokusavaju da postignu ovaj
cilj i one uklju¢uju koriS¢enje hijerarhija i prostorno particionisanje. Na primer, ako je zadat objekat
koga je skupo testirati na presek (sastoji se od velikog broja poligona), on se moZe umetnuti u neki jed-
nostavni objekat kao $to su sfera ili kvadar za koji je ispitivanje preseka jednostavno. Ukoliko zrak ne
sece objekat u koji je umetnut, onda on ne sece ni dati objekat. Na ovoj ideji formiraju se kompletne
hijerarhije grani¢nih opsega koje pojednostavljuju reSavanje upita preseka.

SloZenost rej kasting algoritma za jedan zrak u odnosu na n primitiva u nizu je O(n). Linearna
sloZenost u funkciji broja primitiva je neprakti¢na za velike i sloZene scene, posebno imajuéi u vidu da
bas$ kod takvih scena ¢esto veliki broj povrsi nije vidljiv iz date tacke. Dakle, rej kasting algoritam je
jednostavan i elegantan, ali je vremenski veoma zahtevan. Medutim, njegova vremenska sloZenost se
moZe poboljsati koris¢enjem prostornih struktura podataka.
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6.4 Algoritmi sa listama prioriteta

Algoritmi sa listama prioriteta implicitno reSavaju problem vidljivosti tako $to renderuju elemente scene
u redosledu u kom udaljeniji objekti imaju visi prioritet te se prvi renderuju i bivaju naknadno zaklon-
jeni blizim objektima koji se kasnije renderuju. Ovi algoritmi su u proslosti imali znacajnu primenu: prvi
simulator letenja koji je ra¢unarski generisao slike u realnom vremenu, a koji je razvijao General Electric
za utvrdivanje vidljivosti koristio je algoritam sa listama prioriteta. U danasnje vreme se ovaj tip algo-
ritama gotovo ne koristi jer su razvijene bolje alternative. Ipak, jednostavnost implicitnog utvrdivanja
vidljivosti zadavanjem prioriteta ¢ini ih korisnim za neke specijalne namene.

6.4.1 Slikarev algoritam

Razmotrimo proces kojim umetnik slika pejzaZz. Slikar najpre boji nebo, a preko njega slika planine
koje zaklanjaju nebo. U prednjem planu, slikar slika drveée preko planina, a zatim kuéu preko drveta.
Ovaj proces se moZe nastaviti i on se u ra¢unarskoj grafici naziva slikarevim algoritmom (eng. Painter’s
algorithm). Zaklanjanje objekata i utvrdivanje vidljivosti se kod slikarevog algoritma postizu tako to
se boje daljih tataka “pregaze” bojama bliZih ta¢aka. Ova ideja se moZe primeniti na svaki pojedina¢ni
piksel jer za svaki piksel postoji korektno uredenje tacaka od najdalje ka najbliZzoj koje direktno uti¢u
na njega. Medutim, ovakva varijanta algoritma bila bi veoma neefikasna jer bi zahtevala sortiranje svih
tacaka svakog od objekata.

Kako bi se popravila vremenska sloZenost algoritma, umesto na pojedina¢ne piksele slikarev algo-
ritam se primenjuje na primitive u celini, npr. trouglove mreZe. U ovom slucaju algoritam u opstem
slu¢aju ne uspeva. Naime, primitive vece od tacaka se nekada ne mogu urediti od najudaljenije do na-
jblize (slika 6.17). Ako bismo pak dozvolili podelu primitiva tamo gde se njihove projekcije seku mogli
bismo dobiti ispravno uredenje primitiva.

Slika 6.17: Tri konveksna poligona koja se ne mogu ispravno renderovati koris¢enjem slikarevog algo-
ritma zbog njihovog uzajamnog preklapanja. Za svaku tacku postoji striktno uredenje po dubini, ali ne
postoji korektno uredenje kompletnih poligona.

6.4.2 Algoritam sortiranja dubine

Bra¢a Martin i Dik Njuel (Martin Newell, Dick Newell) su zajedno sa Tomom Sanc¢a (Tom Sancha)
1972. godine predloZili algoritam koji predstavlja uopstenje slikarevog algoritma na poligone tako da
se u svim slu¢ajevima dobije ispravan rezultat. Ovaj algoritam poznat je pod nazivom algoritam sor-
tiranja dubine (eng. depth-sort algorithm). Ravan kojoj pripada poligon ne mora biti paralelna Oxy
ravni (odnosno ne moraju sve tacke tog poligona imati istu vrednost z koordinate) pa je uobicajeno da
se poligoni najpre grubo sortiraju prema najmanjoj (najudaljenijoj) » koordinati poligona, da se nakon
toga izvrsi rasterizacija najudaljenijeg poligona, a zatim napreduje ka poligonima koji su blizi kameri.
Preciznije, algoritam sortiranja dubine se sastoji iz Cetiri koraka:

1. svakom poligonu se dodeljuje kljuc sortiranja koji je jednak z vrednosti temena koje je najdalje od
oblasti za prikaz,

2. poligoni se sortiraju od najudaljenijeg do najbliZeg prema vrednosti kljuca,

3. utvrduju se slucajevi kada dva poligona imaju dvosmisleno uredenje — u tom slucaju potrebno je
deliti ovakve poligone sve dok njihovi delovi nemaju eksplicitno uredenje i postaviti ih na pravo
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mesto u sortiranoj listi,

4. poligoni se renderuju u redosledu prioriteta, od najudaljenijeg do najblizeg.

Slika 6.18: Razli¢iti poloZaji poligona.

Poligoni se obraduju jedan po jedan od najudaljenijeg ka najblizem. Ukoliko se objekti medusobno
ne preklapaju po dubini (» koordinati) onda je jedino potrebno renderovati ih od najudaljenijeg ka na-
jblizem. Nazalost, to ¢esto nije slucaj te traZeno uredenje ne mora da postoji. U tom slucaju potrebno je
izvrsiti dodatne testove. Za tekudi poligon P, koji je najdalji od posmatraca i nalazi se na kraju uredene
liste poligona, potrebno je ispitati svaki poligon @ Cije se z koordinate preklapaju sa z koordinatama
poligona P, kako bismo bili sigurni da poligon P ne moZe da zakloni ) i da se stoga moze iscrtati
pre poligona (). Na poligone P i ) primenjuje se lista od narednih pet testova, uredena u rastucem
redosledu sloZenosti:

1. da li se  koordinate dva poligona ne preklapaju (tj. ne postoje tacke poligona P i () sa istom x
koordinatom)?

2. da li se y koordinate dva poligona ne preklapaju (tj. ne postoje tacke poligona P i () sa istom y
koordinatom)?

3. dalije ¢itav poligon P sa suprotne strane ravni poligona ¢ u odnosu na posmatraca?
4. dalije ¢itav poligon @ sa iste strane ravni poligona P kao i posmatra¢?

5. da li su projekcije poligona P i () na ravan projekcije disjunktne?

Slika 6.19: Ilustracija testova 1 i 2 u algoritmu sortiranja dubine.

Testovi 1-5 ilustrovani su na slikama 6.19 i1 6.20. Disjunktnost opsega « i opsega y koordinata potrebna za
izvodenje prva dva testa se veoma jednostvno proverava. Da bismo proverili da li se ceo poligon nalazi
sa iste, odnosno suprotne strane drugog poligona u odnosu na posmatraca, dovoljno je da proverimo
polozaj svih temena poligona u odnosu na ravan kojoj pripada drugi poligon. Poslednji test je na-
jsloZeniji i podrazumeva ispitivanje da li postoji prava koja razdvaja ova dva poligona; ako ona postoji
onda ona sadrZi stranicu poligona jednog od poligona, te treba pro¢i skupom svih stranica oba poligona
i proveriti da li ovaj uslov vaZzi.

Ako za svaki od poligona @ bar jedan od testova uspe, onda se poligon P iscrtava algoritmom
rasterizacije i naredni poligon u datom poretku dobija ulogu poligona P. Ako za poligone P i () nijedan
od ovih testova ne uspe, onda smatramo da se poligoni P i () potencijalno preklapaju, te proveravamo
da li se moZzda poligon () moze iscrtati pre poligona P. Testove 1, 2 i 5 ne treba ponavljati jer su u njima
uloge poligona P i ) simetri¢ne, a testove 3 i 4 treba ponoviti sa zamenjenim ulogama poligona P i Q:
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Slika 6.20: Ilustracija testova 3, 4 i 5 u algoritmu sortiranja dubine.

3’. dalije ¢itav poligon () sa suprotne strane ravni poligona P u odnosu na posmatraca?
4’. dalije ¢itav poligon P sa iste strane ravni poligona () kao i posmatra¢?
Ako jedan od ovih testova uspe, onda poligoni () i P zamenjuju uloge.

Primer 6.1. U primeru (a) sa slike 6.18 uspeva test 3’, pa se poligon ) pomera na kraj liste i uzima ulogu
novog poligona P. U primeru (b) ne uspeva nijedan od testova 1 — 5 niti testovi 3’ i 4/, te je potrebno ili
poligon P ili poligon ) podeliti na delove u odnosu na ravan koja sadrzi drugi polazni poligon. Primer
(c) sa slike 6.18 ilustruje moguénost beskonaéne petlje u algoritmu; da bi ona bila izbegnuta, vrsi se
oznacavanje svakog poligona koji se pomera na kraj liste. Na taj na¢in kad god nijedan od prvih pet
testova ne uspe i tekuéi poligon @ je ve¢ obeleZen, ne primenjujemo iznova testove 3’ i 4’ ve¢ delimo
poligon P ili poligon @ i u listi poligona ih zamenjujemo njihovim delovima.

6.5 Pitanja

6.1 Koja je razlika izmedu algoritama prostora slika i algoritama prostora objekata?

6.2 Od Cega zavisi vremenska sloZenost algoritama prostora slika, a od ¢ega algoritama prostora ob-
jekata?

6.3 Koji je cilj konzervativnih algoritama za utvrdivanje vidljivosti?
6.4 Navesti tri osnovna algoritma konzervativnog odredivanja vidljivosti.
6.5 Na koji nacin je moguce utvrditi da li je neki poligon sa prednje ili zadnje strane objekta?
6.6 Sta je hijerarhijsko odbacivanje?
6.7 Sta je bafer dubine?
6.8 Kako funkcioniSe z-bafer algoritam?
6.9 Na §ta se inicijalizuju vrednosti u kolor baferu, a na Sta vrednosti u z-baferu u z-bafer algoritmu?
6.10 Kada se u z-bafer algoritmu tekuca vrednost u baferu menja novom vrednoséu?
6.11 Da li je potrebno sortiranje poligona u z-bafer algoritmu?
6.12 Objasniti efekat z-kompresije. Zbog cega se javlja?
6.13 Sta je z-konflikt? Na koji na¢in se on moze ublaZiti?
6.14 Sta je upit preseka?
6.15 1z kojih se koraka sastoji rej kasting algoritam?
6.16 Koja je ideja algoritama sa listama prioriteta?
6.17 Sta je klju¢ sortiranja u algoritmu sortiranja dubine?

6.18 Iz kojih koraka se sastoji algoritam sortiranja dubine?
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Teksture

Tehnika preslikavanja (mapiranja) tekstura (eng. texture mapping) predstavlja postupak kojim se pikseli
sa slike (mape) teksture preslikavaju na trodimenzionalnu povrs kako bi se popravio kvalitet racunarski
generisane slike. Osnovni element teksture naziva se teksel (eng. texel). Kao Sto se rasterske slike pred-
stavljaju nizovima piksela, teksture se predstavljaju kao nizovi teksela. Vide¢emo na primeru kasnije da
jedan teksel sa teksture ne mora nuzno da odgovara jednom pikselu iscrtane slike.

Preslikavanjem tekstura moguce je tokom procesa renderovanja (a ne modelovanja) povecati nivo
detaljnosti scene bez uvecanja broja iscrtanih primitiva. Takode, tokom procesa renderovanja se samoj
povrsi dodati fini detalji ¢ime se dodatno unapreduje realizam na slici: moguce je prikazati neravnine,
prljavstinu, ogrebotine, otiske i dr. Dodatno, nanoSenjem tekstura na povrs moZe se postiéi utisak da je
objekat koji se renderuje napravljen od nekog materijala, kao sto je drvo, staklo ili metal. Teksture su
potrebne i u situacijama kada Zelimo da prikaZemo grube materijale ili materijale ¢ija boja varira (npr.
cigla, §ljunak, mermer ili drvo). Naime, u ovim situacijama se ne preporucuje pravljenje mreZe polig-
ona koja bi sadrzala sve detalje fino graduisane strukture materijala jer bi dobijeni model bio jako sloZen.
Razmotrimo sloZenost mreZe kojom bi se modelovale pukotine i rupice grubo klesanog kamena antic¢kih
piramida - od jednostavnog modela piramide u vidu mreZe od Cetiri trougla dobili bismo milione trou-
glova ¢ime bi eksplodirali i memorijski i vremenski zahtevi obrade. Naime, iako graficke kartice mogu
da renderuju vise miliona poligona u sekundi, to nije prakti¢no izvodljivo za aplikacije koje rade u re-
alnom vremenu. I u ovoj situaciji se preslikavanjem tekstura mogu simulirati sloZene scene i sloZeni
materijali bez povecanja sloZenosti same mreZe trouglova. Tehniku preslikavanja tekstura predloZio je
Edvin Katmul 1974. godine.

\L ' R

Slika 7.1: Temenima svake od Sest strana kocke dodeljene su teksturne koordinate (neke od njih
prikazane su strelicama). Jedno isto teme ima tri pridruZene razli¢ite teksturne koordinate jer je deo
tri strane kocke.

Teksture preslikavamo na poligon (ili skup poligona) tako $to svakoj tacki poligona dodeljujemo boju
¢itanjem vrednosti sa slike teksture (slika 7.1). NanosSenje tekstura na trodimenzionu povr$ nalikuje
prekrivanju objekta rastegljivim listom papira. Preciznije, za svaku tacku P date povrsi potrebno je

103
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zadati koju tac¢ku papira treba da dotakne. U praksi se ovo preslikavanje zadaje za svako teme povrsi,
dok se za unutrasnje tacke povrsi koristi interpolacija. Ovakav mehanizam nanosSenja tekstura podra-
zumeva postojanje koordinatnog sistema u kom moZemo da referiSemo na pozicije sa slike teksture.
Prema dogovoru na tacke sa slike teksture referiSemo koriS¢enjem teksturnih koordinata (eng. texture
coordinates) u i v koje uzimaju vrednosti iz intervala [0, 1] (slika 7.2). Teksturne koordinate temena
se unapred izrac¢unavaju i zadaju za svako teme. Primetimo da isto teme objekta moZe imati razlic¢ite
teksturne koordinate za razlicite strane objekta kojima ono pripada (slika 7.1).

0,1 1.1

<>

0.0 u—p 1,0

Slika 7.2: Koordinatni sistem teksture.

7.1 Preslikavanje tekstura

Preslikavanje tekstura se sastoji iz dve etape: u prvoj etapi se vrsi parametrizacija povrsi, odnosno pres-
likavanje trodimenzione povrsi u ravan. Formalno, potrebno je odrediti funkciju f(z,y, z) = (u,v) koja
opisuje povrs. Dakle, koris¢enjem parametrizacije povrsi svakoj tacki povrsi pridruzuju se odgovarajuce
teksturne koordinate v i v. Druga komponenta odgovara samom postupku teksturisanja, odnosno do-
deljivanju vrednosti teksture svakoj tacki iz (u, v) ravni, na osnovu njenih koordinata. Vrednosti koje se
dodeljuju mogu biti boje, ali i mnogi drugi vizualni parametri, poput vektora normala povrsi, ekspo-
nenta spekularne refleksije i sli¢no.

7.1.1 Teksturisanje

Razmotrimo najpre fazu teksturisanja, kao jednostavniju komponentu procesa preslikavanja tek-
stura. Razlikujemo dve vrste teksturisanja: teksturisanje na osnovu slike, kada se koordinate (u,v) ko-
riste za indeksiranje pozicije na slici koja sadrZi teksturu i proceduralno teksturisanje, kada su koordinate
(u,v) ulaz u neku funkciju kojom se ra¢una vrednost teksture. Teksturisanje na osnovu slike je ceSce
u upotrebi. Kod njega se u opstem slucaju vrsi preslikavanje tatke (u,v) jedini¢nog kvadrata na tek-
sturu $irine w i visine h, tako to se tatka sa teksturnim koordinatama (0,0) slika u donji levi ugao
mape teksture, tacka sa teksturnim koordinatama (1,1) u gornji desni ugao mape teksture, a tacka sa
koordinatama (u,v) u tatku sa slike sa koordinatama (u - w, v - h) (slika 7.3). Primetimo da se pri ovom
ra¢unanju mogu dobiti necelobrojne koordinate tacke sa slike teksture, pa je potrebno vratiti ili vrednost

v (1.0,1.0)
(200,100)
unit texture square - o ( ®
I
(0,0)
(0.0,0.0) 4; texture map

Slika 7.3: Ilustracija postupka teksturisanja na osnovu slike.
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Tehnike nanos$enja tekstura

Postoje razli¢iti stilovi preslikavanja tekstura. Ako se tekstura koristi da bi oponasala materijal koji je
konzistentnog izgleda i bez o¢iglednih ta¢aka prekida, kao $to je pesak, asfalt ili cigla, ciljna povrs se
moZe pokriti ponavljanjem slike. U ovom slucaju tekstura je obi¢no mala slika materijala (dobijena
ili sinteticki ili fotoaparatom), dizajnirana tako da se pri poploc¢avanju susedne “plocice” neprimetno
uklapaju. Razmotrimo sliku teksture sa slike 7.4 koja prikazuje Sest redova cigala. Ako je preslikamo
na svaku stranu kvadra bez ponavljanja dobi¢emo realisti¢nu sliku neke nize gradevine (slika 7.5 a)).
Medutim, na ovaj na¢in ne bi mogla da se predstavi gradevina koja se sastoji od velikog broja redova
cigala. Poplo¢avanje (eng. tiling) je tehnika nanoSenja teksture na poligon tako Sto se veci broj kopija
teksture postavlja jedna do druge, stvarajuci pritom privid jedinstvene slike, bez uo¢avanja mesta gde
se spajaju dve slike teksture. Ona omogucava da se broj redova cigala umnoZi ¢ime se moZe dobiti slika
visokog utvrdenja koje se sastoji iz npr. duplo veceg broja redova cigala (slika 7.5 b)).

Slika 7.4: Kvadratna slika uzorka cigala.

Slika 7.5: a) Rezultat istezanja jedne kopije teksture cigala na svaki od zidova. b) Rezultat poplo¢avanja
viSestrukim kopijama teksture cigle na svaki od zidova.

Nekada se tekstura koristi kao zamena za jako sloZeni model, npr. grad koji se gleda sa visine ili
obla¢no nebo. Tada je slika teksture po pravilu visoke rezolucije i ona moZe nastati fotoaparatom ili
sinteticki (ako npr. predstavlja reljef u nekom svetu fantazije). Ako bismo izvrsili poplo¢avanje ovom
vrstom teksture, na slici bi se mogli uociti obrasci koji se pravilno ponavljaju i scena bi dobila nepriro-
dan izgled. Stoga se kod ovakve vrste tekstura koristi tehnika istezanja (eng. stretching), tj. teksturne
koordinate se postavljaju tako da slika teksture pokrije celu mrezu. Na primer, za prikaz neba mogla bi
se iskoristiti slika teksture data na slici 7.6 koja bi se istezala na unutrasnjoj strani valjka (slika 7.7).

Slika 7.6: Slika neba koja se moZe iskorisiti kao slika teksture.

7.1.2 Parametrizacija povrsi

Preslikavanje dvodimenzione teksture na povrs$ u trodimenzionom prostoru zahteva parametrizaciju
povrsi u terminima teksturnih koordinata v i v. Zadatak parametrizacije povrsijeste odredivanje funkcije
f koordinata z,y i z kojom se opisuje povrs: f(z,y,2) = (u,v). Zadatak parametrizacije proizvoljne
povrsi je tezak problem. Mi éemo u ovom materijalu razmotriti parametrizaciju geometrijskih primitiva
koje se lako parametrizuju i parametrizaciju proizvoljne mreZe trouglova.
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Slika 7.7: Prikaz neba dobijen skaliranjem slike neba kao teksture.

Parametrizacija osnovnih geometrijskih tela

Neke trodimenzione primitive, kao $to su valjak, kupa i sfera se prirodno definisu kao parametarske
funkcije, tj. nije teSko odrediti funkciju g tako da vaZzi: g(u,v) = (z,y,2). Razmotrimo preslikavanje
teksturnih koordinata u tacku sa date povrsi. Potrebno je odrediti funkcije:

z = z(u,v)
= y(u’ U)
z = z(u,v)

kojima se vrsi preslikavanje jedini¢nog kvadrata parametrizovanog koordinatama « i v u tacku date
povrsi.
Preslikavanje pravougaonika parametrizovanog parametrima v i v na valjak polupre¢nika r i visine

h ¢&iji je centar donje osnove u koordinatnom pocetku moze se zadati na naredni nacin (slika 7.8):

r = 7r-cos2mu
= h-v (7.1)
z = r-sin2nmu

|
\\\

8

Slika 7.8: Ilustracija preslikavanja pravougaone mape na valjak.

Uglom 6 = 27u zadat je ugao koji projekcija tacke P sa koordinatama z, y i z na ravan y = 0 zaklapa sa
x osom. Koordinatama z i z se definiSe ugao koji tacka P zahvata sa osom valjka, dok se koordinatom y
zadaje visina tacke P.

Analogno, mozemo izvr$iti preslikavanje pravougaonika parametrizovanog parametrima « i v na
sferu poluprecnika r sa centrom u koordinatnom pocetku (slika 7.9):

T = T-coS2mu
= 7 -sin27u - cos2mv
z = r-sin2mu-sin27v (7.2)
Sa ¢ = mv zadat je ugao koji tatka P zaklapa sa svojom projekcijom na ravan y = 0, a sa § = 27u
ugao koji ta projekcija zaklapa sa « osom. U slucaju preslikavanja pravougaone mape na sferu javlja se
distorzija na polovima, kada objekti izgledaju mnogo vece nego Sto zaista jestu.

Medutim, nama je u procesu rasterizacije potrebno obratno: da za datu tacku P sa koordinatama
x,y, z objekta odredimo kojoj tacki sa teksture odgovara. Dakle, potrebno je odrediti preslikavanje ob-
lika:

u = u(@,y,z)

= U(%ya Z)
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Slika 7.9: Veza u i v koordinate i z, y i z koordinate u slu¢aju sfere.

Razmotrimo reSavanje ovog problema kada je data tacka P koja pripada povrsi oblika jedini¢nog valjka
(visine 1i polupre¢nika 1) sa osnovom u ravni Oz z &ije je srediste osnove u koordinatnom pocetku. Ako
se tacka P nalazi na nekoj od osnova valjka, izvrsi¢cemo preslikavanje kao da je u pitanju ravan. Ukoliko
se nalazi na omotacu valjka, onda ¢emo iskoristiti poziciju tacke u odnosu na obim kruga da bismo
izra¢unali u koordinatu, a visinu tacke iskoristi¢cemo za ra¢unanje koordinate v (slika 7.10). Koordinatu
v dobijamo direktno na osnovu vrednosti y koordinate. Koordinatu u ra¢unamo na osnovu ugla 6 koji
projekcija tacke P na ravan Oxz zahvata sa pozitivnim delom z ose, rac¢unanjem vrednosti arctan 6.
m T

Medutim, posto je kodomen funkcije arctan jednak (-3, 7), dve tatke sa obima daju istu vrednost ugla
6, tako da moramo razmatrati dva slucaja (slika 7.11).

0 = arctanE
T
u - {,fﬂza9<0
- 1—%2&1020
vo=Y

Cu= 85

Slika 7.10: Ra¢unanje v i v koordinate u slucaju valjka.

0=-n22 u=025

820 0=n/2 u=075

Slika 7.11: Razmatranje slu¢ajeva prilikom ra¢unanja u koordinate u slucaju valjka.

Kada je u pitanju sfera, koordinatu v ra¢unamo na isti na¢in kao i u slu¢aju valjka, dok se koordinata
v dobija kao funkcija geografske Sirine ¢ (slika 7.9). Jedino se na polovima (za v = 0iv = 1) javljaju
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singularnosti i tada se vrednost u postavlja na neku predefinisanu vrednost, npr. v = 0.5.

0 = arctabni
T
2 7a0 <0

T 2 0

l—ﬂza920
.Y
¢ = arcsin=
r
_ o1
vz 7T+2

Parametrizacija mreZe trouglova

Razmotrimo situaciju kada je potrebno teksturisati proizvoljnu mrezu trouglova. Najpre je potrebno
parametrizovati ovu mrezu, tj. svakoj tacki sa mreZe trouglova pridruZiti teksturne koordinate v i v.
Ovakva preslikavanja u opstem slucaju nije lako odrediti jer ne postoji funkcija kojom se moZe definisati
oblik proizvoljne mreZe trouglova. Umesto toga, svakom temenu mreZe pridruzi¢emo odgovarajuce

(u,v) koordinate, nakon tega se jednostavno mogu odrediti (u,v) koordinate svake take date mreZe
(slika 7.12).

(g, vp)
(uy, vq)
(HzaPz)
(u3,73)

Slika 7.12: Definisanje (u,v) koordinata za svako teme mreZe trouglova (preuzeto sa slajdova Uni-
verziteta Brown).

Najjednostavniji vid preslikavanja je taj kod koga se svaka poligonalna strana mreZe nezavisno tek-
sturiSe. Medutim, ovakav nacin teksturisanja moZe iznedriti ruzne spojeve na mestima gde se strane
mreZe susticu.

Input shape

Independent Face textures

Slika 7.13: Ilustracija nezavisnog teksturisanja svake strane mreZe (preuzeto sa slajdova Univerziteta
Brown).
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Alternativno, moZe se izvrsiti tzv. dvostepeno preslikavanje (eng. two-stage mapping) kojim se tekstura
najpre preslikava na neku jednostavnu medupovrs koja je kanonskog oblika (npr. sferu ili valjak), a
nakon toga se vrsi preslikavanje sa te medupovrsi na ciljnu povrs. Ovo daje dobre rezultate ukoliko
je oblik koji treba parametrizovati priblizno sferni, odnosno cilindri¢ni. Dakle, najpre se oko objekta
opisuje grani¢ni opseg (slika 7.14). Nakon toga se preslikavanje izvodi u dva koraka: prvo se vrsi
preslikavanje teksture na taj granicni opseg, a zatim preslikavanje sa grani¢nog opsega na ciljni objekat.
Pritom je drugo pomenuto preslikavanje moguce uraditi na vise razli¢itih nacina (slika 7.15):

Slika 7.14: Opisivanje grani¢nog opsega u obliku valjka (levo) i sfere (desno) oko ciljne povrsi.

¢ odredivanjem preseka normale grani¢nog opsega sa ciljnom povrsi,
¢ odredivanjem preseka normale ciljne povrsi sa grani¢nim opsegom,

¢ odredivanjem preseka vektora iz centra ciljne povrsi sa grani¢nim opsegom objekta.

Intermediate object

S N (ala
. | \
IL>H/ n Y III\\/ |
Slika 7.15: Razli¢iti nacini preslikavanja sa grani¢nog opsega na ciljnu povrs.
Ukoliko se preslikavanje sa grani¢nog opsega na ciljnu povr$ vrsi ratunanjem preseka normale
grani¢nog opsega sa ciljnom povrsi, moze se desiti da se veci broj razli¢itih tacaka sa grani¢nog opsega
preslikava u jednu istu tacku sa ciljne povrsi. Na slici 7.16 je ilustrovan slucaj kada se Cetiri razlicite

tacke grani¢nog opsega slikaju u istu tacku ciljnog objekta. Ovaj problem se moZe re$iti odabirom tacke
sa grani¢nog opsega koja je najbliZa ciljnoj povrsi u smeru date normale.

Intermediate Surface

Object

Slika 7.16: Tlustracija problema nejednozna¢nog preslikavanja u ravni. Cetiri tatke sa grani¢nog opsega
oblika kvadrata preslikavaju se u istu tacku kruga. (preuzeto sa http://wwwl.cs.columbia.edu/
~allen/PHOTOPAPERS/biersloantexma.pdf).

Primetimo da ako se racuna presek normale ciljne povrsi i grani¢nog opsega i ako ciljna povrs nije
konveksna, onda se tekstura prikazuje u suprotnom smeru u oblastima gde je povrs konkavna (slika


http://www1.cs.columbia.edu/~allen/PHOTOPAPERS/biersloantexma.pdf
http://www1.cs.columbia.edu/~allen/PHOTOPAPERS/biersloantexma.pdf
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Planar Intermediate Surface

Object
Surface

/_“m

Texture
runs \J
forwards
oy Texture
runs

backwards

Slika 7.17: Ako se preslikavanje sa grani¢nog opsega na ciljnu povr$ radi odredivanjem preseka
normale ciljne povrsi sa grani¢nim opsegom, konkavnost povrsi uzrokuje da se uzorak sa teks-
ture prikaze u obratnom smeru (preuzeto sa http://wwwl.cs.columbia.edu/~allen/PHOTOPAPERS/
biersloantexma.pdf).

7.17). Naime, ako se kre¢emo duz neke linije, tekstura moZe biti prikazana u jednom smeru, pa u njemu
suprotnom, pa nakon toga opet u poc¢etnom smeru, itd.

Medutim, u mnogim primenama, poput video igara ili filmova, objekti na koje je potrebno preslikati
teksture su znatno komplikovaniji od onih koje smo ovde razmatrali. U tim situacijama je potrebno
imati visok nivo kontrole nad tim kako ¢ée tekstura izgledati na samom objektu (npr. u slu¢aju teksture
ljudskog lica koje je potrebno preslikati na geometriju odgovaraju¢eg modela), pa se vr$i namensko
modelovanje tekstura u odgovarajuc¢im grafickim programima.

7.1.3 Interpolacija vrednosti u trouglu

Pretpostavimo da imamo mreZu trouglova u kojoj su svakom temenu trougla dodeljene teksturne
koordinate. Postavlja se pitanje kako odrediti teksturne koordinate neke tacke unutar trougla. Dodela
vrednosti svakom temenu trougla nekog svojstva koje se linearno menja duz trougla na jedinstven nac¢in
odreduje vrednost svake tacke unutar trougla: ako je P tacka trougla ABC i u koordinate tacaka A, B
i C'suredom ua, up i uc, v koordinatu tacke P moZemo odrediti koris¢enjem baricentricnih koordinata
(eng. barycentric coordinates). Ovaj postupak ilustrovan je na slici 7.18.

Slika 7.18: Boja tacke P trougla ABC odreduje se na osnovu mape teksture. Temenima A, B i C trougla
pridruZzene su odgovarajuce tacke na mapi teksture koja predstavlja Sahovsku tablu, dok tacki P odgo-
vara tacka sa belog polja S8ahovske table, te ¢e njena boja u trouglu ABC biti bela.

Razmotrimo najpre postupak interpolacije izmedu dve date tacke A; i As: svaku tacku @ sa duZi
A1 Ay mozemo izraziti kao:
Q=Pt)=tA +(1-1t)As

gdeje 0 < ¢ < 1. Ovu jednac¢inu moZemo drugacije zapisati kao:
Q = P(ti,t2) =t1A; + 124

pri ¢emu vazi t; +to = 11ity,t2 > 0. Vrednosti ¢; i {2 nazivamo baricentri¢nim koordinatama duZi
odredene tatkama A; i A,.


http://www1.cs.columbia.edu/~allen/PHOTOPAPERS/biersloantexma.pdf
http://www1.cs.columbia.edu/~allen/PHOTOPAPERS/biersloantexma.pdf
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Vrednost proizvoljnog svojstva f koje se linearno menja duz duzi A; A moZe se izraziti u proizvoljnoj
tacki Q duzi A1A2 kao f(Q) =11 - f(A1) +ts - f(AQ), t1 +to = 17 t1,t2 > 0.

Koncept baricentri¢nih koordinata moZe se uopstiti na trougao. Naime, ako trougao ima temena A4,
BiC,tadatatka Q@ = (1 —t)A+1tB,za0 <t < 1 predstavlja proizvoljnu tatku stranice AB trougla
ABC. Sli¢no, tatka oblika P = (1 — s)Q + sC za 0 < s < 1 predstavlja proizvoljnu tacku duzi QC.
Za proizvoljnu tacku @ stranice AB, tatka P odgovarace proizvoljnoj tacki trougla ABC. Zamenom
jednacine tacke ) u jednacinu tacke P dobijamo:

P=(1-s)(1-t)A+ (1 —s)tB+sC
Na ovaj nacin definise se funkcija dve promenljive s1i ¢:
F:[0,1] x[0,1] = R*: (s,t) = (1 = s)(1 —t)A+ (1 — s)tB + sC

¢ija je slika tacno trougao ABC (slika 7.19). Lako se pokazuje da suza 0 < s,t < 1 sva tri koeficijenta
(1 —s)(1—1t), (1 — s)tisnenegativna. Dodatno, njihovim sumiranjem dobijamo:

I-s)1—-t)+(1—-s)t+s=(1—-s)+s=1

Dakle, proizvoljnu tacku trougla ABC moZemo predstaviti kao konveksnu linearnu kombinaciju temena
trougla, odnosno u obliku a4 + 8B +vC, gdejea+ 8+ v =1ic, 3,7 > 0. Tacke kod kojih vazi o = 0
leZe na stranici BC, tacke kod kojih vazi 8 = 0 leZe na stranici AC, dok tacke kod kojih vazi v = 0 leze
na stranici AB. Brojeve «, 3,7 nazivamo baricentri¢cnim koordinatama tacke P u odnosu na trougao
ABC'ipisemo P = aA + 8B +~+C.

Dakle, za teksturnu koordinatu u tatke P vaZi up = aua + fup +yuc. Analogno moZemo izrazitiiv
koordinatu tacke P preko koordinata v temena A, B i C. Na ovaj nacin se na jedinstven nacin odreduju
teksturne koordinate tacke P, interpolacijom teksturnih koordinata temena trougla ABC.

Slika 7.19: Funkcija F slika jedini¢ni kvadrat u trougao ABC; ovom funkcijom se ivica kvadrata za
s = 1 slika u tacku C'. Sve ostale duZi jedini¢nog kvadrata sa slike slikaju se u odgovarajuée duzi unutar
trougla ABC.

Baricentri¢ne koordinate tacke P moZemo da tumacimo na razli¢ite nacine: one odgovaraju rasto-
janjima tacke P od stranica trougla. Naime, koordinata tacke P uz neko teme trougla A; Ay A3 treba
da bude proporcionalna rastojanju tacke P od naspramne stranice trougla: npr. koordinata uz teme
A, treba da odgovara rastojanju tacke P do stranice A3 As. Preciznije, baricentri¢ne koordinate tacke P
mozemo dobiti tako Sto rastojanja tacke P do stranica A;As, A2 A3z i A3A; podelimo redom duZinama
visina trougla AA; Ay A3 iz temena As, A; i Ay (slika 7.20 levo):

ti=—
% hi

Baricentri¢ne koordinate tacke P moZemo da tumac¢imo i preko povrsina odgovarajucih trouglova:
tezina uz teme trougla treba da bude proporcionalna povrsini trougla koji tacka P gradi sa druga dva
temena trougla (slika 7.20 desno).

Preciznije, baricentri¢ne koordinate tacke P dobijamo tako Sto povrsine trouglova APA; Ay, AP Ay A3
i APA3A; podelimo povrsinom AA; Ay Az, redom. Na primer:

o P(APAzAs)

P
' p(AA Ay A)
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Slika 7.20: Tumacenje baricentri¢nih koordinata putem rastojanja do naspramnih stranica trougla i
putem odnosa povrsina trouglova.

7.1.4 Perspektivno nekorektna interpolacija

Razmotrimo problem interpolacije neke linearne funkcije f (npr. boje) nad trouglom ABC' u trodi-
menzionom prostoru, ¢ije su vrednosti zadate u temenima A, B i C. Oznadimo sa A'B’C’ projekciju
trougla ABC na ravan slike. Kako bismo znali koja treba da bude vrednost funkcije f piksela P u
projekciji trougla, ra¢unamo baricentri¢ne koordinate «, 3 1 v tatke P u odnosu na trougao A’'B’C":

P =aA + BB +~C’
Ukoliko bismo vrednost f(P) ra¢unali kao

f(P)=af(A)+Bf(B)+~/(C),

ne bismo dobili ispravnu vrednost. Naime, zbog perspektivne projekcije, interpolacija vrednosti na
trouglu sa razli¢itim dubinama ne daje dobre rezultate. Naime, perspektivna projekcija nije afina trans-
formacija, pa se odnosi rastojanja izmedu kolinearnih ta¢aka ne ¢uvaju. Specijalno, tacka koja je u
sredistu duZi u trodimenzionom prostoru, ne mora se pri perspektivnoj projekciji slikati u srediste pro-
jektovane duzi u ravni ekrana (slika 7.21).

Slika 7.21: Srediste duZi se pri perspektivnoj projekciji ne slika u srediste duZi.

Ilustrujmo ovaj problem na jo$ jednom primeru. Neka je dat kvadrat u trodimenzionom prostoru
koji nije paralelan ravni projekcije i neka se on pri perspekivnoj projekciji slika u paralelogram (slika
7.22). Razmotrimo poloZaj tacke P u trodimenzionom prostoru objekta i u dvodimenzionom prostoru
projekcije: naime, za tatku P kao presek dijagonala kvadrata vazi: P = 0.5-V; +0.5- V5, dok za tatku P’
kao presek dijagonala paralelograma vazi: P’ = 0.666-V/+0.333-V;. Dakle, srediste duzi V1 V5 se ne slika
u srediste projekcije te duZi, te ne moZemo koristiti baricentri¢ne koordinate u odnosu na projektovani
trougao za interpolaciju vrednosti u trodimenzionom prostoru. Naime, neophodno je vrednosti funkcije
f interpolirati linearno u trodimenzionom prostoru objekta, a ne u prostoru slike.

Ovaj problem se moZe resiti na sledeéi nacin: najpre se izratunava z koordinata svakog temena, a
zatim i vrednosti Z = 1/z1i g = f/z usvakom od temena. Nakon toga vr$imo interpolaciju vrednosti Z
i g koriS¢enjem baricentri¢nih koordinata projekcije trougla. Kona¢no, za svaki od fragmenata potrebno
je interpolisanu vrednost funkcije g podeliti interpolisanom vredno$¢u funkcije Z kako bismo dobili
finalnu vrednost funkcije f fragmenta'.

Hzvodenje ovog tvrdenja dostupno je na adresi: https://www.scratchapixel.com/lessons/3d-basic-rendering/
rasterization-practical-implementation/perspective-correct-interpolation-vertex-attributes.html


https://www.scratchapixel.com/lessons/3d-basic-rendering/rasterization-practical-implementation/perspective-correct-interpolation-vertex-attributes.html
https://www.scratchapixel.com/lessons/3d-basic-rendering/rasterization-practical-implementation/perspective-correct-interpolation-vertex-attributes.html
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Cp=1"0.5.+ 0"0.5

V1
(1,1,1) AM=0.5
P
Cp=10.5,0,5,0.5)
VO V2
A0=0 A2=0.5 (0,0,0)

Cp=1*0.666+0"0.333

A1=0.666
« P

A2=0.333

Slika 7.22: Ilustracija kvadrata Cije se srediSte slika u srediSte paralelograma.

7.2 Uzorkovanje teksture

Razmotrimo teksturisanje proizvoljne mreZe trouglova. Pikseli u prostoru ekrana odgovarace region-
ima promenljive veli¢ine i lokacije na teksturi. Naime, lokacije u kojima vr$§imo uzorkovanje imaju
ravnomernu raspodelu u prostoru ekrana, dok to nuzno ne vaZi za odgovarajuce lokacije u prostoru
tekstura (slika 7.23). Nepravilan obrazac uzorkovanja dovodi do efekta poznatog kao teksturni alijasing

(eng. texture aliasing).

A A
ol% v
fo|o|o\
Alolololk :
Vv Jlelee e, ey ®, | o
\ olo]o]o]o i o,
\ ojo|o[o|o|[o]|d
\ fo|o|olotoT© u
Hol—+u )

Slika 7.23: Razlika u raspodeli ta¢aka u kojima se vr$i uzorkovanje u prostoru ekrana i u prostoru tek-
stura.

Prilikom teksturisanja razlikujemo dva grani¢na scenarija: prvi se odnosi na situaciju kada je kamera
jako blizu objekta, a drugi kada je objekat jako daleko od kamere. Naime, u prvoj razmatranoj situaciji,
s obzirom da je objekat blizu kamere, pojedinac¢ni piksel ekrana se preslikava u veoma mali region
teksture i tada dolazi do uvecanja (magnifikacije) teksture (eng. texture magnification). U drugom scenariju
objekat je daleko od kamere, te se pojedinacni piksel ekrana preslikava u veliki region teksture i tu
pojavu nazivamo umanjenje (minifikacija) teksture (eng. texture minification) (slika 7.24).

7.2.1 Uvecanje teksture

Kada se objekat posmatra sa veoma male udaljenosti ¢ak ni mapa teksture ne moZe da sadrZi do-
voljno detalja: tada je moguce da se dva susedna teksela preslikavaju u dva piksela finalne slike koji
mogu biti desetinu piksela daleko. Dakle, piksel ekrana se u ovom slucaju preslikava u veoma mali
region teksture. Pritom se moZe desiti da tacka teksture u kojoj treba procitati vrednost ima necelobro-
jne vrednosti koordinata, pa se postavlja pitanje kako dobiti vrednost teksture na necelobrojnoj lokaciji.
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Slika 7.24: Uvecanje vs. umanjenje teksture.

Najjednostavniji nacin je uzeti vrednost najblizeg elementa (teksela) teksture — ovu metodu nazivamo
metoda najbliZeg suseda (slika 7.25). Ova metoda je veoma efikasna, medutim, daje sliku sa¢injenu od
kvadrati¢a uniformne boje. Ako bismo razmatrali situaciju u kojoj se kamera prilaZzava objektu, taj
efekat bi bio sve uocljiviji.

L)

Slika 7.25: Ilustracija metode najbliZeg suseda.

Drugi, nesto sloZeniji pristup, koji daje lepsi vizuelni prikaz je bilinearna interpolacija (eng. bilin-
ear interpolation), kod koje vr§imo interpolaciju vrednosti najpre u horizontalnom smeru, a zatim u
vertikalnom. To postiZzemo ra¢unanjem teZinskog proseka Cetiri najbliza teksela (slika 7.26), pri ¢emu
tezinski koeficijenti odgovaraju rastojanju do tih teksela (slika 7.27). Naime, ako ra¢unamo vrednost
u tacki (z,y), a koordinate susedna cetiri teksela su (z;,v:), (zi+1,%:), (©i,Yi+1) 1 (Tig1,Yiy1), 1 vaZi
x=ux; +x5iy=y; +ys, onda vrednost u tacki (z,y) ratunamo tako $to najpre vrsimo interpolaciju po
koordinati z, a zatim po koordinati y:

Iz,y) = (—zp)l(ziy) +apl(Titr,y)
= (I —zp)L(ziy) (1 —yyp) + L@, Yit1)yy)
+ zp(H(@ip1, ) (1 — yg) + L(@it1, Yiv1)yy)
= Iziy)(1—2p)(1 —yp) + L(@it1,yi) o (1 —yy)
+ (@i, yir) (X —2p)ys + L(@ig1, yis1)Tsyy

Slika 7.26: Rac¢unanje sredista susedna Cetiri teksela i rastojanja date tacke od tih sredista.

7.2.2 Umanjenje teksture

Ako trougao ima teksturne koordinate koje prekrivaju veliku povrsinu slike teksture, ali sam trougao
prilikom renderovanja zauzima relativno mali deo finalne slike, onda pojedina¢ni piksel finalne slike
odgovara velikom broju teksela slike. Ovu pojavu nazivamo umanjenje teksture. Postavlja se pitanje na
koji nac¢in dobiti boju piksela koja odgovara velikoj oblasti sa teksture. Ukoliko bismo samo uzeli jednu
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Slika 7.27: Interpolacija vrednosti u centrima Cetiri data teksela, najpre po horizontali, a onda po ver-
tikali.

odgovaraju¢u vrednost sa slike teksture, koja odgovara centru regiona, ponovo bi doslo do teksturnog
aliasinga.

Razmotrimo sliku beskona¢ne sahovske table koja se udaljava od posmatraca iznad koje je plavo
nebo, prikazanu na slici 7.28. Boja svakog od piksela na slici je crna, bela ili plava. MoZemo primeti
da slika izgleda neprirodno, jer se na horizontu javlja tzv. Moire uzorak (eng. Moiré pattern). Moire
uzorak se javlja prilikom prikaza objekata koji imaju repetitivnu strukturu, koja se ne moZe dovoljno
¢esto uzorkovati.

Slika 7.28: Teksturni aliasing koji poti¢e od uzorkovanja teksture sahovske table u centru regiona. Boja
svakog piksela na slici je bela, crna ili plava.

Razmotrimo sada malo drugaciji scenario kada se u regionu teksture koja se preslikava u jedan piksel
javlja veliki broj razli¢itih boja: uzimanjem boje u centru regiona se gotovo na sluc¢ajan nacin bira boja.
Ovo je posebno nepogodno u situaciji kada imamo kretanje, pri ¢emu ¢ée se centar regiona konstantno
menjati, a boja piksela “skakati” sa jedne boje iz regiona na drugu. Jasno je da bi bilo idealno uzeti
prosecnu vrednost odgovarajuceg regiona teksture (slika 7.29). U primeru prikaza Sahovske table koja
se udaljava od posmatraca bi se ovom tehnikom pored piksela crne i bele boje dobili i pikseli raznih
nijansi sive. Medutim, ako bismo za svaki pojedinac¢ni piksel koji se renderuje na slici vrsili meSanje
boja odgovarajucih piksela teksturne slike, teksturisanje bi postalo ekstremno sporo.

Slika 7.29: Ra¢unanje vrednosti piksela kao vrednosti u srediStu regiona i kao prose¢ne vrednosti boja
iz regiona.

Jedan nacin da se ovaj efekat ublaZi jeste prefiltriranje (eng. prefiltering), kod koga unapred izra-
¢unamo proseke kako bismo u vreme izvrSavanja dobijene vrednosti mogli koristiti veliki broj puta.
Postavlja se pitanje koje proseke treba unapred izraCunati i ¢uvati. Jasno je da ne moZemo unapred
izra¢unati sve moguce proseke. Za objekte koji su blizu kameri potrebne su slike visoke rezolucije, ali je
njih neefikasno koristiti za udaljene objekte, pa bi tada bilo pogodno imati slike manje rezolucije.
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Preracunavanja unapred mogu se izvesti tehnikom MIP preslikavanja (eng. MIP mapping). Termin
MIP predstavlja akronim latinske fraze “multum in parvo” koji zna¢i “mnogo u malom”. Mip mape
(eng. mip map) je 1983. godine po prvi put uveo Lans Vilijams (Lance Williams) koji je predloZio da se
uz sliku teksture ¢uva i odgovarajuca piramida sacinjena od kopija te iste slike samo manjih dimenzija
(slika 7.30). Na dnu piramide nalazi se originalna slika teksture, dok su visina i Sirina svake naredne
slike duplo manje od prethodne. Na ovaj nacin dobijamo slike sve manje rezolucije koje sadrZe prose¢ne
vrednosti sve vecih i veéih regiona: tekseli na viSem nivou ¢uvaju proseke tekstura sa prethodnog nivoa
(slika 7.31). Ovako nastavljamo sve dok ne stignemo do slike dimenzije 1 x 1. Jasno je da se na ovaj
nacin dobija log, n nivoa, gde je polazna slika teksture dimenzije n x n.

Bermoasing iveel
of detall
[

Slika 7.30: Piramida MIP mapa.

Mip mape se koriste za povecanje brzine renderovanja i smanjenje aliasing efekta u situacijama kada
se rastojanje izmedu objekta i kamere moZe promeniti. Za objekte blizu kamere koristi¢emo teksture
vece rezolucije, dok ¢emo za udaljene objekte ili objekte manjih dimenzije koristiti teksture manje re-
zolucije. Na ovaj na¢in moguce je pri odredivanju vrednosti nekog piksela pogledati samo jedan element
MIP mape odgovarajuceg nivoa.

v v

u._ ¥ Li i

Level 0=128x128 Level 1=64x64 Level 2 =32x32 Level 3 =16x16

Level 4=38x8 Level 5 = 4x4 Level 6 =2x2 Level 7=1x1

Slika 7.31: Ilustracija uprose¢avanja vrednosti tekstura.

Koriséenje MIP mapa je donekle prostorno zahtevnije od ¢uvanja samo polazne slike teksture: MIP
mape koriste 33% viSe memorije po teksturi jer vaZi:
S1
—~4 3
Na slici 7.32 dato je intuitivno pojasnjenje prostorne sloZenosti ove tehnike, a odgovara i originalnom
predlogu Vilijamsa za skladistenje MIP mapa. Medutim, pokazuje se da ovo nije najzgodnije jer nema
prostorne lokalnosti — potrebno je Citati tri vrednosti za crvenu, zelenu i plavu komponentu boje iz
potpuno razli¢itih regiona slike.
Razmotrimo koliko se brzo menjaju vrednosti v i v koordinate duz « i y ose. Ra¢unamo duZine
vektora L, i L, odredenih tackama sa teksture koje odgovaraju susednim pikselima ekrana po z i po y
osi (slika 7.33):

du dv
—— = U0 — U0, - = V10 — V0o
dz T dx
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Slika 7.32: Ilustracija moguceg skladiStenja MIP mapa.

du dv
— = g1 — Ugy, —— = Vg1 — V)
dy 01 00 dy o1 00

duN? dv\2 du\? dv 2
2 _ (%% habd 2 _ (22 —_
Le = (dx) * (dw) Ly (dy) + (dy)
Vec¢a od duzina vektora L, i L, daje okvirnu procenu koliki region teksture pokriva jedan piksel:
L=, /max(L2,L2).

Posto je kod MIP mapa svaka naredna slika teksture duplo manje dimenzije od prethodne, nivo d MIP
mape koji treba koristiti za dati piksel racunamo po formuli:

d = log, L.

o\
Plolde °
/0 o‘%‘ ::dllldx
ololoo|o 3 B ST
‘ o/ololoolo A "'o"L\.\'.'
| folololoroo | u
Canca >

Slika 7.33: Procena veli¢ine regiona teksture koji pokriva jedan piksel ekrana.

Primetimo da ukoliko bismo za dobijanje vrednosti piksela ekrana koristili odgovarajuci teksel nivoa
MIP mape koji je najbliZi vrednosti d, moZemo dobiti efekat pri kom se nivo detaljnosti prikaza naglo
menja. Umesto da biramo jedan nivo MIP mape koji odgovara najbliZem celom broju, moZzemo da ko-
ristimo neprekidnu vrednost nivoa d. Posto unapred rac¢unamo fiksan broj nivoa MIP mape, moZemo
vrsiti interpolaciju izmedu dva susedna nivoa MIP mape. Na ovaj nacin dobijamo trilinearnu interpo-
laciju, kojom meSamo vrednosti teksture dva susedna nivoa MIP mape (slika 7.34). Istaknimo da ovo
postaje dosta skupo za racunanje jer je za svaki piksel ekrana potrebno raditi trilinearnu interpolaciju
vrednosti teksture, medutim, to i jeste neSto sto graficka kartica ume dobro da radi — da brzo izvrsava
ovu vrstu operacija.

l1-a)e +ae

Slika 7.34: Trilinearna interpolacija.
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Primetimo da trilinearno filtriranje pretpostavlja da se uzorci smanjuju istom brzinom duz u i v ko-
ordinate. Naime, i bilinearno i trilinearno filtriranje su primeri tzv. izotropnog filtriranja (eng. isotropic
filtering). Ovaj mehanizam nije najpogodniji kada brzina promene treba da bude razli¢ita duZ razli¢itih
koordinata. Razmotrimo primer ravni koja je zarotirana u odnosu na kameru — promene duZz koordi-
nate v su znacajno vece nego duz koordinate u. U ovoj situaciji bolji rezultat se postiZe koriS¢enjem
anizotropnog filtriranja (eng. anisotropic filtering). Kod anizotropnog filtriranja se pravi nova mapa tek-
sture koja nezavisno smanjuje sliku po x i y osi (slika 7.35). Nivoi mipmape koji se koriste se u ovom
slu¢aju nezavisno po = i y koordinati:

(dz, dy) = (logy v/L3,log, \/L})

Slika 7.35: Anizotropno filtriranje.

7.3 Preslikavanje normala, neravnina, pomeraja i okruzZenja

Ideja preslikavanja tekstura kako bi se izmenila boja povrsi mozZe se i uopstiti. Naime, mnogi atributi
procesa renderovanja mogu se zadati u vidu slike: normale povrsi, transparentnost objekta, boja svet-
losti i njen intenzitet, pozicija objekata itd. Tokom godina su, pored osnovne tehnike preslikavanja
tekstura, razvijene i sloZenije vrste preslikavanja kao $to je preslikavanje normala kojim se vektori nor-
mala menjaju tokom procesa renderovanja i preslikavanje okruZenja kod koga se kao mapa teksture
koristi slika okruZenja ¢ime se omogucava simulacija jako spekularnih povrsi. Ove vrste preslikavanja
su omogucile simulaciju fotorealisti¢nih slika u realnom vremenu redukovanjem broja poligona koji se
renderuju i smanjenjem koli¢ine izra¢unavanja potrebne za ra¢unanje osvetljenja (slika 7.36).

Slika 7.36: Ilustracija preslikavanja okruZenja i preslikavanja neravnina (preuzeto sa https://courses.
cs.vt.edu/~cs4204/lectures/texture_mapping.pdf.

7.3.1 Preslikavanje normala

Stvarni objekti imaju sitne detalje i nepravilnosti koje je u praksi teSko modelovati. Razmotrimo
primer modelovanja pomorandze (slika 7.37). Mogli bismo krenuti od sfere narandZzaste boje, ali bismo
na taj nacin dobili previSe pojednostavljen i nerealistican model. Ako bismo sferu zamenili modelom
koji se sastoji od velikog broja poligona koji potpuno verno opisuju sve detalje modela i koji su odgo-
varajucih boja i koji imaju potrebna svojstva materijala dobili bismo veoma sloZen model, a i dalje
ne bismo sasvim verno opisali npr. rupice koje postoje na povrsini pomorandze. Umesto pravljenja
slozenih geometrijskih modela, mogli bismo fotografiju prave pomorandZe nalepiti na model sfere —


https://courses.cs.vt.edu/~cs4204/lectures/texture_mapping.pdf
https://courses.cs.vt.edu/~cs4204/lectures/texture_mapping.pdf
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ovaj postupak odgovara preslikavanju tekstura. Medutim, ni na ovaj na¢in ne bismo dobili sasvim zado-
voljavajuéi prikaz: povrs bi i dalje izgledala glatko jer bi njena geometrija ostala neizmenjena. Naime,
¢ovekov vizualni sistem zakljucuje kakav je oblik objekta na osnovu toga kako je osvetljen, odnosno na
osnovu sencenja objekta (slika 7.38), a osvetljenost tacke na objektu odredena je vektorom normale u toj
tacki.

Slika 7.37: Pomorandza.

Slika 7.38: Zakljuc¢ivanje kakvog je oblika objekat na osnovu sencenja (preuzeto iz slajdova Univerziteta
Brown).

Dakle, postoji potreba da se geometrija modela lokalno izmeni Sto je moguce izvesti izmenom same
geometrije mreZe, ali i na drugi nacin: izmenom vektora normala povrsi koris¢enjem mapa tekstura.
Ovu tehniku nazivamo preslikavanje normala (eng. normal mapping). Preslikavanjem normala emulira se
izmena vektora normala tokom procesa renderovanja na osnovu mape normala (eng. normal map), ¢ime
se menja osvetljenje pojedinacnih ta¢aka sa povrsi, dok sama jednacina osvetljenosti ostaje neizmenjena.
Naravno, na ovaj nacin se samo daje privid dubine objekta, jer se sama geometrija modela ne menja.

Low-paly madal with high-paly
Original high-paly modal madal's narmals prasanvad

Slika 7.39: Ilustracija postupka kojim se dolazi do mape normala (preuzeto iz slajdova Univerziteta
Brown).

Mapu normala mozemo dobiti na sledeci nacin: u fazi pripreme modela razmatramo sloZeni model
koji sadrZi veoma veliki broj poligona, izratunamo vektore normala ove mreZe i zapamtimo ih u mapi
normala. Nakon toga, u fazi obrade moZemo znatno redukovati broj poligona u mreZi i razmatrati po-
jednostavljenu mreZu sa malim brojem poligona. Za svaki piksel mape pojednostavljene mreze trazi
se jedna najbliza odgovarajuca tacka originalne mreZe, ili se ra¢una prosek vrednosti susednih normala
originalne mreZe i odgovarajuce vrednosti se pamte u mapi normala (slika 7.40), a za racunanje osvetl-
jenja koristiti vektore normala zapaméene u mapi normala (slika 7.39).

Cuvanje vektora normala u mapi teksture na prvi pogled ne zvuéi intuitivno, jer se u teksturi uobi-
¢ajeno za svaki uzorak boje ¢uvaju njena crvena (R), zelena (G) i plava (B) komponenta u vidu vektora
duzine 3. Medutim, primetimo da je na isti na¢in umesto tri komponente boje moguce sacuvati z, y i 2
koordinatu vektora normale. Dakle, mapa normala ¢e za svaki poligon ¢uvati ta¢no usmerenje vektora
normale. Skoro sve mape normala bice plavicaste boje jer su gotovo svi vektori normala bliski vektoru
usmerenom ka pozitivnom delu z koordinatne ose (slika 7.41). Delovi mape normala koji nisu plavicaste
boje odgovaraju onim vektorima normale koji odstupaju od ovog trenda i koji daju dubinu teksturama.
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Slika 7.40: Kreiranje mape normala: z, y i z komponenta vektora normale se ¢uvaju kao R, G i B kom-
ponente vrednosti boje teksture (preuzeto iz slajdova Univerziteta Brown).

Slika 7.41: Vizualizacija mape normala.

Problem koji se moZe javiti kada se koristi preslikavanje normala je taj §to ukoliko normala ravni
na koju primenjujemo preslikavanje normala nije usmerena takode u pozitivnom delu z ose, osvetljenje
nece izgledati dobro. Razlog za to je taj $to su vektori normala mape normala i dalje ve¢inom usmereni
ka pozitivnom delu z ose, a trebalo bi da prate usmerenje ravni. Ovo se reSava koris¢enjem prostora tan-
genti (eng. tangent space) u kome je moguce koristiti uvek istu mapu normala bez obzira na orijentaciju
vektora normale ravni, dok se naknadno vrsi transformacija vektora normala u Zeljeni koordinatni sis-
tem. Prostor tangenti je prostor u kome se koordinate zadaju relativno u odnosu na ravan trougla. S
obzirom na to da je mapa normala definisana u prostoru tangenti, potrebno je odrediti matricu kojom
se vrsi transformacija normala iz prostora tangenti u prostor u kome su vektori normala poravnati sa
vektorom normale povrsi. Ova matrica se naziva TBN matrica (akronim od naziva vektora tangente,
bitangente i normale). Kako bismo odredili ovu matricu, potrebno je do¢i do tri medusobno upravna
vektora: vektora koji je usmeren navise, vektora koji je usmeren udesno i vektora koji pokazuje napred.
Vektor koji pokazuje navise nam je poznat — to je vektor normale povrsi. Druga dva vektora predstavl-
jaju vektore tangente i bitangente (slika 7.42). Oni odgovaraju teksturnim koordinatama povrsi.

Slika 7.42: Vektori tangente, bitangente i normale za datu povrs.

Razmotrimo A P; P, P sa slike 7.43 &ije su teksturne koordinate redom jednake P (u1, v1), Po(ug, v2)
i P3(ug,vs). Vektori stranica E; i1 E5 trougla Py P, P; mogu se izraziti kao:

(’Ug — ’U1).§
(Ug — Ug)g

Ey = (ug—u)
Ey

T+
(U3 — UQ)T +
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P1 (U1V1)
Pa(UzVz3)

AV2

P2 (Uz2V2) T

AUz

Slika 7.43: Izrazavanje vektora stranica trougla preko vektora tangente i bitangente.

Primetimo da su svi pomenuti vektori F;, E,T i B vektori u trodimenzionom prostoru, odnosno
dimenzije su tri. Stoga, prethodne dve jednacine moZemo objedinjeno zapisati koris¢enjem matrica kao:

Elz Ely Elz _|U2 —Uu1 V2 — U1 . T:Jc Ty Tz
Esy Eoy Es,| |us—us vs—ve| |By By B,

Matri¢ni zapis omogucava da jednostavno izrazimo vektore tangente i bitangente ako su poznate
koordinate trougla P, P, P;, kao i njegove teksturne koordinate u i v.

T, T, T.| _ [uz—w1 wva—1v ! | B By B
B, B, B, Uz — Uy V3 — Vg Ey, FEs, FEo,
_ 1 V3 — V2 _('U2 — Ul) . El:r Ely Elz
(U2 - U1)(U3 - Uz) - (U3 - U2)(®2 - Ul) —(u3 - U2) Uz — U1 Ly, Esy E»,

7.3.2 Preslikavanje neravnina

Umesto kodiranja samih vektora normala, u mapi tekstura se mogu ¢uvati relativne visine, tj. nerav-
nine ta¢aka u kojima je potrebno izracunati vektore normala. Na taj na¢in mogu se simulirati uzvisenja i
udubljenja na objektu sto uti¢e na jednacinu osvetljenja i daje privid oblika povrsi na osnovu osvetljenja.
Ovu vrstu preslikavanja nazivamo preslikavanje neravnina (eng. bump mapping) i nju je 1978. godine po
prvi put predloZio DZejms Blin. Detalji koji se kreiraju ovom vrstom preslikavanja predstavljaju jednu
vrstu obmane jer se preslikavanjem ne povecava rezolucija modela. Dakle, mapa neravnina (eng. bump
map) sadrZi vrednosti na osnovu kojih se modifikuju vrednosti vektora normala (slika 7.44). S ozbirom
na to da se visina tacke sa objekta kodira jednim skalarom, vrednosti u mapi neravnina mogu se pred-
staviti odgovaraju¢om nijansom sive, tako da crna boja odgovara minimalnoj visini u odnosu na povrs, a
bela boja maksimalnoj visini. Dakle, crna boja odgovara tome da je povrs$ uvucena, bela da je izdignuta,
a srednje siva da je povrs teksture na istoj visini kao i sam model (slika 7.45). Mapa neravnina se moZze
dobiti tako $to pronademo teksturu kakvu Zelimo da simuliramo i onda je konvertujemo u nijanse sive.
Za neke slike ovaj pristup daje jako dobar rezultat, dok kod nekih slika dobijeni prikaz nije zadovol-
javajuci. Mape neravnina predstavljaju jedan od starijih tipova mapa i danas su retko u upotrebi.

Vektor normale se na osnovu mape neravnina izra¢unava tako $to se sakupi nekoliko uzoraka visine
iz teksture i one se konvertuju u koordinate u trodimenzionom prostoru. Vektor normale u izabranoj
tacki predstavlja prosek normala susednih trouglova (slika 7.46). Na slici 7.45 prikazan je primer prime-
ne mape neravnina na sferu narandZaste boje.

7.3.3 Preslikavanje pomeraja

Alternativu prethodno pomenutim vrstama preslikavanja predstavlja preslikavanje pomeraja (eng. dis-
placement mapping) kojim se vrsi pomeranje temena mreZe duz vektora normale u toj tacki za vrednost
koja se ¢uva u mapi visina (eng. height map), odnosno mapi pomeraja (eng. displacement map). Razmot-
rimo primer ravni koja sadrZi veliki broj temena i gde se svako teme pomera za onu vrednost koja se
nalazi u mapi visina. Dakle, ovim tipom preslikavanja fizicki se izmesta mreZa na koju se mapa pri-
menjuje. Ako se radi nad temenima u ravni, svako teme se izdiZe za vrednost visine iz mape, ¢ime se

|
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Slika 7.44: Ratunanje vektora normale na osnovu mape neravnina (preuzeto iz slajdova Univerziteta
Brown).

Slika 7.45: Crna tacka na mapi neravnina pravi malo udubljenje na sferi, bez izmene geometrije samog
modela (preuzeto iz slajdova Univerziteta Brown).

Slika 7.46: Vektor normale u datoj tacki racuna se kao prosek vektora normala susednih trouglova
(preuzeto iz slajdova Univerziteta Brown).

ravna povrs transformise u povrs koja sadrZi neravnine (slika 7.47). Ovom vrstom preslikavanja se vrsi
izmena same geometrije mreZe, $to ¢e uticati na to da ¢e osvetljenje i senke izgledati jednako ta¢no kao
da je odgovaraju¢i model napravljen ru¢no. Problem sa ovom vrstom preslikavanja ja taj $to je potrebno
da ravan sadrZzi veoma veliki broj trouglova da bi se dobila realisti¢na slika, $to rac¢unski postaje veoma
zahtevno. Naime, preslikavanjem pomeraja se ne dobijaju detalji izmedu temena kao $to je to slucaj
sa preslikavanjem normala i neravnina. Ovo se moZe popraviti koris¢enjem preslikavanja paralakse (eng.
parallax mapping) koje ne zahteva kori$¢enje dodatnih temena, ve¢ koristi neke napredne tehnike da
zavara oko posmatraca, koje ovde ne¢emo analizirati.

7.3.4 Preslikavanje okruZenja

Precizno simuliranje refleksije okruZenja na sjajnim objektima zahteva primenu rekurzivnog rejtrejs-
ing algoritma $to je prili¢no skupo. Umesto toga, moZe se koristiti preslikavanje okruZenja (eng. environ-
ment mapping), odnosno preslikavanje refleksija (eng. reflection mapping) koje predstavlja jednostavan
a dovoljno moc¢an mehanizam za generisanje refleksija. Preslikavanje okruZenja se moZe primeniti na
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Slika 7.47: Primena mape pomeraja na mreZu (preuzeto sa vikipedije).

povrsi koje se nalaze u zatvorenom prostoru i ono omogucava simulaciju visoko reflektuju¢ih povrsi.
Ovaj mehanizam su prvi predloZili Dzim Blin i Martin Njuel 1976. godine. Pretpostavimo da je okru-
Zenje veoma daleko od objekta. Unutar scene koja okruZuje sjajni objekat pustamo zrak refleksije u
sliku scene koja ga okruZuje, tj. mapu refleksije (eng. reflection map), nalazimo odgovarajuéu tacku sa
mape i koristimo njenu vrednost da bismo obojili tacku sa povrsi objekta. U originalnom algoritmu je
za okruZzivanje scene kori$¢ena sfera, medutim posto se pri radu sa sferom javlja odreden broj problema
kao sto su distorzija slike i zavisnost od pozicije posmatraca, Nejt Grin (Nate Green) je 1986. godine
predlozio da se umesto sfere koristi model kocke (slika 7.48).

boime

Slika 7.48: Koris¢enje kocke za mapu okruZenja (preuzeto sa http://web.cse.ohio-state.edu/~wang.
3602/courses/cseb542-2013-spring/17-env.pdf).

Da bismo odredili odgovarajuc¢u vrednost mape okruzZenja koju treba prikazati u tacki P sa povrsine
reflektujuceg objekta, racunamo vektor V iz tatke P do oka posmatraca, a zatim i zrak refleksije R kao
vektor simetri¢an vektoru 7 u odnosu na vektor ﬁ normale povrsi u tacki P (slika 7.49). Odredujemo

prese¢nu tacku vektora R sa mapom okruZenja i nju koristimo za tacku P. Tacka P se tretira kao centar
mape, odnosno mapa okruZenja se pomera tako da tacka P bude u centru (efektivno, pretpostavljamo
da je okruzenje u kome se objekat nalazi mnogo veée nego $to je zaista, odnosno da je mapa beskona¢no
daleko od objekta).

Mapa okruZenja se moZe kreirati renderovanjem kompletne scene iz centra objekta, po jednom za
svaku od Sest strana kocke. U slu¢aju kada je scena stati¢na ovo se moZe uraditi samo jednom, medutim,
u slucaju objekata koji se krecu potrebno je mapu okruzenja kreirati dinamicki, u vreme izvrsavanja, $to
moze biti vremenski veoma zahtevno. Da bi se ovo donekle ublaZilo u praksi se koriste mnoge dodatne
tehnike.


http://web.cse.ohio-state.edu/~wang.3602/courses/cse5542-2013-spring/17-env.pdf
http://web.cse.ohio-state.edu/~wang.3602/courses/cse5542-2013-spring/17-env.pdf
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Slika 7.49: Racunanje vrednosti u datoj tacki P na osnovu mape okruZenja ako se koristi sfera (levo) ili
kocka (desno).

7.4 Pitanja

7.1 Sta su teksture?

7.2 1z kog intervala uzimaju vrednosti teksturne koordinate v i v?

7.3 Kada je pogodnije koristiti skaliranje, a kada poploc¢avanje prilikom nano$enja tekstura?

7.4 Sta treba da vazi za sliku teksture kod poplo¢avanja?

7.5 Za sta koristimo baricentri¢ne koordinate?

7.6 Koje su baricentri¢ne koordinate tacke P prikazane na slici u odnosu na temena A;, A, i A3 trougla,

akoje A2Q : QA3 =1:2iA4P: PQ =3:2?

l‘ll

-“1 9 Q -‘q 3

7.7 Koja dva svojstva vaZe za baricentri¢ne koordinate neke tacke u odnosu na dati trougao?
7.8 Kako mozemo dokazati da su vrednosti sve tri baricentri¢ne koordinate izmedu 01 1?
7.9 Na koji nacin se vr$i nanosenje teksture na sloZeno geometrijsko telo?

7.10 Od koja dva koraka se sastoji dvostepeno preslikavanje tekstura?

7.11 Na koja tri nacina je moguce realizovati preslikavanje teksture sa grani¢nog opsega objekta na sam
objekat?

7.12 Sta sadrzi mapa normala? Na koji na¢in se moze dobiti?
7.13 Cemu sluZi preslikavanje neravnina?

7.14 Uporediti preslikavanja normala i preslikavanje neravnina.
7.15 Kako funkcioniSe preslikavanje pomeraja?

7.16 Koji efekat se postiZe preslikavanjem okruZenja?

7.17 Koji se geometrijski objekti naj¢esce koriste kao mape okruZenja?
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Osvetljenje, sencenje i senke

Scena koju iscrtavamo u interaktivnoj ra¢unarskoj grafici sastoji se od objekata, kamere i izvora svetla.
Na sceni moZe postojati jedan ili viSe izvora svetla. Za svaki izvor svetla potrebno je zadati njegove
karakteristike: poloZaj na sceni, oblik, pravac u kome emituje svetlost, boju svetlosti koju emituje i dr.
Odbijanje svetlosti od objekata na sceni odredeno je karakteristikama svetlostima, svojstvima materijala
i geometrijom tog objekta. Potrebno je modelovati ponasanje po kome svaka tacka sa povrsine objekta
prima svetlost direktno od izvora svetla koji nisu blokirani drugim objektima i indirektno od svetlosti
koja dolazi od drugih objekata na sceni nakon refleksije i prelamanja svetlosti. SloZeni algoritmi zasno-
vani na pravilima fizike koji modeluju rekurzivnu prirodu meduobjektnih refleksija zahtevaju mnogo
izratunavanja. Kada je cilj prikaz u realnom vremenu, ovi algoritmi ¢esto zahtevaju vise procesorske
modi nego $to danasnji hardver moZe da pruzi. Stoga se racunarska grafika u realnom vremenu uglav-
nom zasniva na tehnikama aproksimacije. Sa danasnjim grafickim procesorima moguce je napraviti
dovoljno dobre aproksimacije kojima je mogucée zavarati ¢covekov vizulalni sistem. U daljem tekstu raz-
motri¢emo osnovne modele osvetljenja i sencenja koji nisu fizicki zasnovani ali daju prihvatljiv vizuelni
izgled u razumnom vremenu i dovoljno su efikasni da se mogu koristiti u aplikacijama koje rade u real-
nom vremenu. U novije vreme, sa brzim razvojem grafickih procesorskih jedinica, aproksimacije viseg
kvaliteta u realnom vremenu su postale doseZnije, kao i moguénost da simuliramo fiziku interakcija
svetlosti.

Problem osvetljenja (eng. illumination problem) odnosi se na izratunavanje intenziteta i boje poje-
dinac¢ne tatke sa povrsi na sceni onako kako je posmatra¢ doZivljava, simuliranjem atributa svetlosti.
Osvetljenje je funkcija geometrije scene (koja uklju¢uje modele na sceni, svetla i kameru i njihove pros-
torne odnose) i parametara materijala objekata (refleksije, apsorpcije itd.). Problem sencenja (eng. shading
problem) primenjuje model osvetljenja na skup tacaka i boji kompletnu povrs. Dakle, model sencenja
predstavlja $iri okvir i on koristi model osvetljenja. Naglasimo da sencenje, iako naziv moZe asocirati
na to, nije ni u kakvoj vezi sa odredivanjem senki. Neki modeli sen¢enja pozivaju model osvetljenja za
svaki pojedina¢ni piksel slike, dok drugi pozivaju model osvetljenja samo za neke piksele, dok se za
preostale koristi interpolacija.

Postoji vise razli¢itih modela osvetljenja i modela sen¢enja. Neka od reSenja problema osvetljenja
zasnovana su na iskustvu i eksperimentima i nisu utemeljena u fizici, ali daju dobre rezultate.

8.1 Tipovi izvora svetla na sceni

Postoji viSe razli¢itih tipova izvora svetla koja se mogu naci na sceni. U realnom svetu svaki izvor
svetla je trodimenzioni objekat koji ima neku geometriju. U kontekstu racunarske grafike razmatracemo
pojednostavljene, idealizovane modele izvora svetla i to: ambijentalno svetlo, tatkaste izvore svetla,
direkcione izvore svetla, proSirene izvore svetla i spot svetla.

Ambijentalno svetlo (eng. ambient light), kao $to i samo ime sugerise, je svetlo bez usmerenog izvora
koje podjednako uti¢e na sve objekte na sceni i proizvod je viSestrukog odbijanja svetlosti od svih
povrsina prisutnih u okruzenju. Ono se koristi za modelovanje prirodnog svetla. Svetlost koja potice
od ambijentalnog svetla se jednako $iri u svim smerovima i po svim objektima, nezavisno od toga gde
se objekat nalazi na sceni (slika 8.1). Jedini parametar ambijentalnog svetla je njegov intenzitet /.

Tackasti izvor svetla (eng. point light source) iz jedne tacke ravnomerno $iri zrake u svim smerovima.
Za razliku od ambijentalnog svetla, pored intenziteta svetla /, vazan parametar tackastog izvora svetla
je njegova pozicija p na sceni (slika 8.2). Tackasti model svetla predstavlja dobru aproksimaciju u situaciji

125
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Slika 8.1: Ilustracija ambijentalnog svetla.

kada je izvor svetla na sceni znacajno manji od veli¢ine objekata na sceni, na primer ako se u prostoriji
nalazi mala sijalica.

Slika 8.2: Ilustracija tatkastog izvora svetla.

Direkcioni izvor svetla (eng. directional light source) simulira svetlost koja se emituje iz izvora svetla
koji je beskona¢no daleko od objekata sa scene. Primer direkcionog izvora svetla bi mogla biti sunceva
svetlost. Direkcioni izvor svetla nema konkretnu poziciju, ve¢ se za njega zadaje smer u kome zraci
svetlosti padaju na objekte sa scene (slika 8.3).

X
%

Slika 8.3: Ilustracija direkcionog izvora svetla.

Za razliku od tackastih izvora svetla, prosireni ili distribuirani izvori svetla (eng. extended, distributed
light sources) modeluju izvor svetla kao trodimenzioni objekat koji ima svoju povrsinu (slika 8.4). Kao
posledica toga, ovi izvori svetla daju mekse senke koje sadrze oblasti samo delimi¢no blokirane od
izvora svetla.

/
7
“/

Slika 8.4: [lustracija pro$irenog izvora svetla.

Za razliku od tac¢kastog izvora svetla koji se aproksimira tatkom u trodimenzionom prostoru iz koje
se svetlost emituje jednako u svim pravcima, spot svetlo (eng. spotlight) emituje svetlost samo unutar
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ograni¢enog potprostora u obliku kupe. Jedan model spot svetla predstavlja reflektor na sceni (slika
8.5).

Slika 8.5: Reflektor kao model spot svetla.

Slika 8.6: Ilustracija spot svetla.

Spot svetlo se zadaje pozicijom p na sceni, intenzitetom svetla I, smerom d u kome emituje svetlost
(eng. spot direction) i uglom odsecanja © (eng. cutoff angle) (slika 8.6). Svetlost se emituje iz izvora
svetlosti u smerovima koji sa smerom emitovanja svetlosti obrazuju ugao manji od ugla odsecanja. In-
tenzitet svetlosti uobi¢ajeno opada unutar ovog prostora sa povecanjem udaljenosti zraka od smera
emitovanja svetlosti. Ova zavisnost moZe se opisati kosinusom ugla o izmedu zraka koji razmatramo
i smera emitovanja svetlosti. Dakle, u slucaju kada je ugao « manji od ugla odsecanja, intenzitet spot
svetla moZe se opisati jedna¢inom

I= Ispot ' (COS a)e

gde je I,po: intenzitet spot svetla, a e eksponent kojim se kontroliSe brzina kojom intenzitet svetla opada.
U nastavku teksta ¢emo se baviti ambijentalnim, tackastim i direkcionim izvorima svetla.

8.2 Modelovanje materijala objekata

Prilikom zadavanja svojstava objekata na sceni, potrebno je posebnu paZnju obratiti na modelovanje
materijala od koga su objekti sa¢injeni. Naime, kada zrak svetlosti padne na neku tacku sa povrsi na¢in
na koji se vrsi odbijanje zraka razlikovace se ako je ta povrs visoko reflektujuca, poput povrsine ogledala,
odnosno ako je u pitanju neki difuzni materijal, poput zida.

Razlikujemo tri osnovna tipa materijala: difuzne, spekularne i savrSeno reflektujuce materijale (slika
8.7). Kod difuznih, odnosno lambertovskih materijala svetlost se nakon sto pogodi tacku sa objekta
rasipa jednako po svim smerovima. Kod spekularnih (sjajnih) materijala svetlost se rasipa tesnje oko
jednog smera — smera koji je simetri¢an upadnom zraku svetlosti &, u odnosu na vektor normale 77 .
Kod savrseno reflektujuc¢ih materijala poput ogledala sva svetlost se odbija u ta¢no jednom smeru -

smeru &g = 2(@> . ﬁ)ﬁ — W

8.3 Osnovni modeli osvetljenja

Postoji viSe razli¢itih modela osvetljenja, a mi éemo u nastavku teksta detaljno razmotriti Fongov i Blin-
Fongov model osvetljenja koji nisu fizicki zasnovani, ali daju vizualno prihvatljive rezultate. Pored njih
postoje i mnogi drugi sloZeniji modeli osvetljenja koji jesu fizicki zasnovani kao $to su Kuk-Torensov,
Torens-Sperouov, Blinov, Oren-Najarov i Vordov model.

Kako bismo ra¢un ucinili jednostavnijim razmatraéemo, pre svega, monohromatsku svetlost, tj. u
jednac¢inama koje budemo razmatrali bic¢e relevantan samo intenzitet svetla.
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Slika 8.7: Interakcija svetlosti i objekta za tri osnovna tipa materijala u ra¢unarskoj grafici.

8.3.1 Ambijentalna refleksija

Ambijentalno svetlo se u racunarskoj grafici koristi za simulaciju prirodnog svetla na sceni i doda-
vanje realisti¢nosti sceni. Ono ne dolazi od nekog konkretnog izvora svetla, ve¢ osvetljava sve objekte
na sceni podjednako. Ako pretpostavimo da se svetlost rasprostire jednako u svim smerovima i po svim
objektima nezavisno od lokacije povrsi i njene orijentacije, jednacina osvetljenja objekta jednaka je:

I =1k,

gde je I, intenzitet ambijentalnog svetla (konstantan za sve objekte), a k, je koeficijent ambijentalne reflek-
sije objekta (eng. ambient-reflection coefficient). Koeficijentom ambijentalne refleksije zadaje se koli¢ina
ambijentalne svetlosti koja se reflektuje od povrsi objekta i on uzima vrednost iz intervala [0, 1. Vred-
nosti bliske nuli odgovaraju veoma tamnim, a vrednosti bliske jedinici veoma svetlim povrsima (slika
8.8). Koeficijent ambijentalne refleksije se odnosi na materijal od kog je objekat i predstavlja empirijsku
pogodnost koja ne odgovara nekom fizickom svojstvu pravog materijala.

Slika 8.8: Razlika u vrednostima koeficijenta ambijentalne refleksije. Sleva nadesno vrednosti su redom
jednake 0.0,0.51 1.0.

Na slici 8.9 dat je prikaz piramide koja je osvetljena samo ambijentalnim svetlom. MoZemo primetiti
da su sve tacke piramide osvetljene istim intenzitetom svetlosti i da se ne uocava prelaz sa jedne strane
piramide na drugu.

Ambijentalno svetlo obezbeduje da je svaka povr$ na sceni osvetljena do nekog stepena, ¢ime se
sprecava dobijanje nerealisti¢nih tamnih regiona na slici u slu¢aju povrsi koje su daleko od izvora svetla.
Kada je u kombinaciji sa drugim tipovima svetla, koli¢ina ambijentalnog svetla se postavlja na mini-
mum.

8.3.2 Difuzna refleksija

Razmotrimo situaciju kada se na sceni nalazi tackasti izvor svetla. Za razliku od ambijentalnog
svetla, kod koga je osvetljenost kompletnog objekta konstantna, kod tac¢kastog izvora svetla osvetljenost
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Slika 8.9: Piramida osvetljena samo ambijentalnim svetlom.

objekta varira od jednog dela objekta do drugog. Naime, osvetljenost tacke na objektu zavisi od ugla
pod kojim svetlost pada na objekat (slika 8.10).

Q

£ A €

Surface

Slika 8.10: Zraci koji poti¢u od tackastog izvora svetla padaju na ravnu povrs pod razli¢itim uglovima.

Difuzna (lambertovska) refleksija (eng. diffuse reflection) je refleksija svetlosti od matiranih, hrapavih
povrsina. Ovakve povrsine izgledaju jednako osvetljene iz svih uglova posmatranja. Osvetljenost takvih
povrsine zavisi od pozicije posmatraca, vec isklju¢ivo od toga koliko direktno svetlost pada na povrs: to

se meri uglom 6 izmedu pravca svetla T i vektora normale povrsi N. Naime, sto je ovaj ugao maniji to je

osvetljenost veca. Ovu zavisnost moZemo modelovati kosinusom ugla 6 koji ova dva vektora zahvataju
(slika 8.11).

Slika 8.11: Osvetljenost matiranih povrsi zavisi od ugla 6 koji zahvataju pravac svetla i vektor normale
povrsi.

Osvetljenost u ovom modelu se opisuje jedna¢inom:
I =1I,kgcosf

gde je I, intenzitet tackastog izvora svetla, kq koeficijent difuzne refleksije (eng. diffuse-reflection coeffi-
cient) materijala od kojeg je nacinjen objekat, a # ugao izmedu pravca svetla L i vektora normale povrsi

. Koeficijent difuzne refleksije k4 ima vrednost izmedu 0 i 1 i za visoko reflektivne povrsine uzima
vrednost blisku 1, dok je za povrsi koje apsorbuju najveci deo svetlosti vrednost kg bliska vrednosti 0.
Ova jednacina se ¢esto naziva i Lambertovo kosinusno pravilo (eng. Lambert’s cosine law) (slika 8.12).

%
Ako su vektori L i N jedini¢nog intenziteta, onda je:
—
I =Ikgcost = Lky(L - N)
Razmotrimo direkcioni izvor svetla. Ukoliko bi se osvetljenost objekata na sceni ra¢unala po formuli

I=1Lky(L  N)
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Slika 8.12: Osvetljenost ra¢unata na osnovu Lambertovog kosinusnog pravila za tri razli¢ite vrednosti
ugla 6.
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Slika 8.13: Renderovanje piramide sa direkcionim izvorom svetla, pri éemu je ugao izmedu pravca svetla
i vektora normale najdesnije strane koja je vidljiva blizak a) 90° b) 70°.

objekti bi izgledati kao da su osvetljeni samo sa jedne strane i da se nalaze u mra¢noj prostoriji (slika
8.13). Kako bi se taj efekat ublaZio, esto se koristi sledeca jednacina koja uklju¢uje i ambijentalnu kom-
ponentu osvetljenosti:

=Lk + Lki(L - N)

8.3.3 Slabljenje izvora svetla

Pretpostavimo da je osvetljenje modelovano kao kombinacija ambijentalne i difuzne komponente.
Ukoliko se projekcije dve paralelne povrsi od istog materijala na slici preklapaju, na slici nece biti ra-
zlucivo gde prestaje jedna, a pocinje druga, ma koliko se razlikovala njihova rastojanja od izvora svetla
(slika 8.14). Kako bi se ovaj problem resio uzima se u razmatranje i tzv. faktor slabljenja izvora svetla (eng.
light-source attenuation factor) fq:+ uz koji jednacina osvetljenosti postaje:

%
= Loko + fareIpka(L - N)

Najjednostavnija forma faktora slabljenja izvora svetla data je formulom:

1
Jatt = =5
di,

gde je dr rastojanje objekta do izvora svetla. Ova veza proizilazi iz zakonitosti po kojoj energija iz
tackastog izvora svetlosti opada kao inverz kvadrata rastojanja od izvora svetla. Na ovaj nacin objekti
koji su udaljeniji od izvora svetla prikazuju se kao tamniji, odnosno paralelne povrsi koje se preklapaju,
a koje su na razli¢itim rastojanjima od izvora svetlosti bice medusobno razlucdive na slici. Medutim, ova
formula ne daje Zeljeni vizuelni efekat jer kada je izvor svetla daleko od objekata na sceni vrednosti %

se previse ne razlikuju, dok kada je izvor svetla blizu vrednosti mnogo viSe variraju.
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Slika 8.14: Dve paralelne povrsi od istog materijala koje su razli¢ito udaljene od izvora svetla.

Finiji model faktora slabljenja izvora svetla opisan je jednacinom:

1
) 71}
c1 + codp, + c3ds,

fart = min{

gde su ¢y, co i ¢3 korisni¢ki definisane konstante pridruZzene izvoru svetla (slika 8.15). Vrednosti ¢; se
podesavaju tako da se dobije Zeljeni vizuelni prikaz. Na primer, kada je vrednost d; mala, konstanti
c1 se moZe pridruZiti vec¢a vrednost, kako vrednost f,+ ne bi bila isuviSe velika. Gornje ogranicenje
vrednosti fq: je postavljeno na 1 da bi vrednost f; bila izmedu 0 i 1 tako da predstavlja procenat
originalnog svetla koji se koristi za bojenje piksela.

Ovaj model se Cesto koristi kada je izvor svetla u tacki pogleda jer se na taj na¢in modeluje i slabljenje
izvora svetlosti sa povecanjem rastojanja objekta od izvora svetlosti, ali i slabljenje sa rastojanjem od
posmatraca.

084 =
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Slika 8.15: Grafik opadanja intenziteta svetlosti sa povecanjem udaljenosti od izvora svetla (preuzeto sa
https://learnopengl.com/Lighting/Light-casters).

Primetimo da u sluc¢aju direkcionog izvora svetla vaZi f,;+ = 1 jer je on na beskona¢nom rastojanju
od objekata.

8.3.4 Spekularna refleksija

Spekularna refleksija se moZe uociti na svakom glatkom, sjajnom objektu. Naime, ako osvetlimo neki
objekat jakom belom svetlos¢u, deo objekta bice veoma svetao i objekat ¢e u tom delu imati belu boju,
dok ¢ce ostatak objekta biti obasjan difuznim svetlom (slika 8.16).

Ako se pomerimo u odnosu na objekat, primetiéemo da se sjajni deo objekta takode izmestio. To
je zato Sto sjajni objekti reflektuju svetlost razli¢ito u razli¢itim pravcima. Naime, efekat spekularne

refleksije je najja¢i u pravcu R koji je simetri¢an pravcu svetlosti T u odnosu na normalu povrsi ﬁ,
a opada sa povecanjem ugla u odnosu na vektor R (slika 8.17). Stavige, na savrseno glatkom objektu
poput ogledala, ovaj efekat javlja se samo u smeru vektora R. Dakle, efekat spekularne refleksije zavisi

od pravca posmatranja V. Doprinos spekularne refleksije ukupnoj osvetljenosti je prema Fongovom
modelu osvetljenja (koji ¢e biti naknadno uveden) jednak:

Lspec = Ipks cos® §

gde je sa 0 oznacen ugao izmedu vektora i 7, s je eksponent spekularne refleksije (eng. specular-
reflection exponent) materijala od koga je objekat napravljen, a k, koeficijent spekularne refleksije (eng.
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Slika 8.16: Ilustracija spekularne refleksije — direktne refleksije izvora svetla na sjajnoj povrsi.

specular-reflection exponent) materijala od koga je objekat. Na ovaj na¢in modeluje se efekat po kome
spekularna refleksija ima maksimalnu vrednost kada je ugao ¢ jednak 0, a zatim naglo opada sa pove-
¢anjem vrednosti ugla. Koeficijent spekularne refleksije uzima vrednost iz intervala [0, 1 i njegova vred-
nost se utvrduje eksperimentalno tako da proizvede vizuelno prihvatljiv prikaz. Sto je ugao § manji,
to je efekat spekularne refleksije veéi. Eksponent spekularne refleksije s moZe imati vrednost od 1 do
nekoliko stotina za veoma sjajne povrsi (slika 8.18). Kod veoma sjajnih povrsi je vrlo ostro smanjenje
spekularnog efekta, dok je kod povrsi koje nisu toliko sjajne ovaj efekat nesto slabiji, ali je vidljiv na Siroj
povrsini objekta (slika 8.19). Ovaj model odgovara objektima koji nisu savrseno glatki i ne reflektuju
svetlost savrseno, kao $to je recimo jabuka ili plasti¢na kasicica.

.

Slika 8.17: Racunanje spekularne refleksije u situaciji kada je pravac posmatranja a) blizu zraka refleksije
b) daleko od zraka refleksije; znacajna razlika u vrednosti izraza cos ¢ postaje jos veca kada se digne na
veliki stepen te je stoga u drugom slucaju spekularni doprinos blizak nuli.

Vektor ﬁ se moZe jednostavno odrediti na osnovu vektora f) i vektora ﬁ Naime, s obzirom na
to da su vektori L i N; jedini¢ne duZine projekcija vektora T na pravac vektora N jednaka je I N.
Vektor K zahvata isti ugao sa vektorom normale N kao vektor f, te je i projekcija vektora R na pravac
vektora N jednaka T - N. Vazi

B+ L=2T NN

odnosno vazi:

F=2 NMN-T

Koli¢ina svetla koja ¢e biti reflektovana i nacin na koji ¢e biti reflektovana u mnogome zavisi od
glatkosti povrsi. Kada su nepravilnosti same povrsi manje od talasne duZine upadne svetlosti, sva svet-
lost se jednako reflektuje. Medutim, u realnom svetu to ¢esto nije slucaj i kod objekata se javlja difuzna
refleksija kojom se upadna svetlost reflektuje u razli¢itim smerovima (slika 8.20). Kod glatkih povrsi
kao $to je ogledalo ili mirna povrsina vode javlja se spekularna refleksija, dok se difuzna refleksija javlja
kod hrapavijih povrsina poput komada odece ili zida. Naime, ako se posmatra¢ pomeri u odnosu na
zid, njegova boja nece se promeniti: ovo je zato $to je svetlost reflektovana od zida ista, bez obzira na to
odakle ga posmatramo. U oba pomenuta tipa refleksije svaki pojedina¢ni zrak prati pravilo refleksije.
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Slika 8.18: Fongova kriva osvetljenosti za razli¢ite vrednosti eksponenta spekularne reflek-
sije s: vrednost s raste sleva nadesno (preuzeto sa https://www.gabrielgambetta.com/
computer-graphics-from-scratch/light.html).

"1 1

Slika 8.19: Prikaz spekularne refleksije za razli¢ite vrednosti eksponenta spekularne refleksije s.

Ipak, hrapavost materijala podrazumeva da svaki pojedinac¢ni zrak pogada povrs u tacki u kojoj se vek-
tor normala razlikuje: efekat ovoga je da se reflektujuci zraci od hrapave povrsi razbacuju u razli¢itim
pravcima.

Slika 8.20: Razlika izmedu spekularne i difuzne refleksije.

8.3.5 Fongov model osvetljenja

1975. godine Fong (Bui Tuong Phong) je predlozio model osvetljenja, prema kome se ukupna osvetl-
jenost izrazava kao kombinacija ambijentalne, lambertovske i spekularne komponente, sumiranjem za
sve izvore svetla:

I =Iomp+ Laiff + Lspec
I =1,ko + farelp(kqcosf + kg cos® §)
Ovaj model osvetljenja je po njemu dobio ime Fongov model osvetljenja.
Ako su vektori f, ﬁ, ﬁ i 7 normalizovani, onda vaZi:

I = Lika + fauLy(ka(L - N) + k(B - V)*)

Fongov model osvetljenja je empirijski model i nije fizicki zasnovan, ali daje realisti¢ni prikaz (slika
8.21). On ne uzima u obzir meduobjektne refleksije te u uZem smislu ne predstavlja model globalnog os-


https://www.gabrielgambetta.com/computer-graphics-from-scratch/light.html
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Slika 8.21: Renderovanje ¢ajnika uz prikaz doprinosa svake od tri komponenti koje u¢estvuju u Fongovoj
jednacini osvetljenosti: a) ambijentalna b) difuzna c) spekularna d) rezultat dobijen sumiranjem svih
doprinosa.

vetljenja. Medutim, on grubo simulira meduobjektne refleksije dodavanjem ambijentalne komponente
jednacini osvetljenja.

8.3.6 Blin-Fongov model osvetljenja

Pored Fongovog modela osvetljenja, u upotrebi je i Blin-Fongov model osvetljenja. On predstavlja
modifikaciju Fongovog modela predloZenu od strane DZima Blina (Jim Blinn). Razlika izmedu ova
dva modela osvetljenja jeste u nac¢inu racunanja spekularne komponente. Naime, umesto ugla izmedu

pravca reflektovane svetlosti Ri pravca posmatranja 7, razmatra se vrednost polovine ugla izmedu
pravca posmatranja Vi pravca svetla Ti spekularna komponenta osvetljenja se ra¢una po formuli:

Ly = Lko(N - H)®

gde je sa H oznagen normalizovan vektor koji polovi ugao izmedu vektora Vil (slika 8.22) i moZe se
izracunati po sledeéoj formuli:

L T4¥
Z+7|

Primetimo da $to je vektor i bliskiji vektoru ﬁ, to je vektor i bliskiji vektoru N.

Slika 8.22: Blin-Fongov model osvetljenja.
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Razmotrimo slucaj kada su posmatrac i izvor svetla dovoljno daleko od scene, tj. kada imamo di-
rekcioni izvor svetla i kameru koja odgovara paralelnom projektovanju. U ovom slucaju, vektori Ti

imaju konstantnu vrednost, pa i vektor H ima konstantnu vrednost, odnosno ne zavisi od pozicije i
zakrivljenosti povrsi. Stoga se vektor H move izratunati jednom za svaki izvor svetla i onda koristiti za
ceo frejm ili sve dok izvor svetla i posmatrac ostaju u istom relativhom poloZaju.

8.3.7 Hromatska svetlost

Prethodno razmatrani modeli i odgovarajuce jednacine razmatrali su samo monohromatsku svetlost.
Hromatska svetlost se obi¢no obraduje tako Sto se posebno ra¢unaju vrednosti njenih komponenti.

Neka je sa (Oqr, Oac, Oqp) zadata difuzna crvena, zelena i plava komponenta nekog objekta u RGB
kolor sistemu. U ovom sluéaju se tri primarne komponente osvetljenja I,,r, I, I,p reflektuju propor-
cionalno sa vrednostima k¢O4r, k¢Oac 1 k4Oqp- Stoga, u RBG kolor modelu jednacina:

I = Lka + farrTy(ka(Z - N) + ko (R - V)
daje odgovarajucu jednacinu za crvenu komponentu:
%
Ir = IarkaOar + faurlpr(kaOar(L - N)+ k(B - V)

Sli¢no bi se zapisale i jednacine za zelenu i plavu komponentu.

Prethodno razmatranje podrazumeva da se interakcija svetlosti sa objektom moZe u potpunosti mod-
elovati RGB kolor modelom. U idealnom slu¢aju, hromatsko osvetljenje bi trebalo rac¢unati kombino-
vanjem (neprekidnih) rezultata za sve boje iz spektra. Na primer, u zavisnosti od talasne duZzine svetlosti
Fongova jednacina osvetljenosti dobija finiji oblik:

_>
I = Io3kaOgx + fartIpr(kaOax(L - ﬁ) + ksOSA(ﬁ . 7)5)

gde je O,y spekularna boja objekta, odnosno reflektovana boja sjajnog dela objekta. No, i opisani pojed-
nostavljeni model obi¢no daje prihvatljive rezultate.

8.4 Modeli sentenja

Kao sto smo ve¢ pomenuli, problem sencenja se odnosi na proces bojenja kompletnog objekta, povrsi,
odnosno poligona u trodimenzionoj sceni. Svaka povrs se moZze senciti izracunavanjem vektora normale
povrsi u svakoj tacki koja je vidljiva i primenom odgovarajuéeg modela osvetljenja u toj tacki. Medutim,
ovakav algoritam bio bi jako skup, te se zbog toga razmatraju alternativni algoritmi sencenja.

8.4.1 Ravansko senéenje

Najjednostavniji model sencenja jeste ravansko (konstantno) sencenje (eng. flat shading) kod koga se
¢itav poligon senci istom bojom. U ovom modelu senc¢enja model osvetljenja se poziva samo jednom
po poligonu da bi se izrac¢unala vrednost intenziteta kojom se taj poligon senci. Dakle, u ovom modelu
¢e Citav poligon biti obojen istom bojom. Ovaj model daje prihvatljiv prikaz ukoliko su zadovoljene
sledece pretpostavke:

e izvor svetla je beskonacno daleka tacka, pa je vrednost T - N konstantna za sve tacke jednog
poligona,

¢ tacka posmatranja je beskonacno daleka tacka, pa je vrednost VN konstantna za sve tacke jednog
poligona,

¢ poligoni odgovaraju stvarnom objektu i nisu njegova aproksimacija.

_)
Ako su vrednosti L i N konstantne, konstantna je i vrednost R (jer je vektor R simetrican vektoru

u odnosu na 1_\/2). Dakle, pod ovim pretpostavkama je u Fongovom modelu vrednost boje svih tacaka
jednog poligona ista te ovaj model sencenja za svaku tacku poligona daje ta¢ne vrednosti. Poslednja
pretpostavka, da mreZa poligona odgovara stvarnom objektu najcesce nije tacna, $to negativno uti¢e na
rezultujucu sliku (slika 8.23 levo).
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8.4.2 Interpolirano sentenje

Umesto ravanskog, moZe se koristiti interpolirano (Guroovo) sencenje (eng. Gouraud shading) u kome
se za svako teme mreZe poligona racuna intenzitet svetla, dok se intenzitet svetlosti u pojedina¢noj tacki
poligona izra¢unava linearnom interpolacijom vrednosti intenziteta svetlosti izratunatim u njegovim
temenima (slika 8.23 desno). Dakle, ako je tacka poligona bliza nekom temenu od ostalih, uticaj tog
temena na njen intenzitet svetlosti bi¢e veci. Za izra¢unavanje vrednosti intenziteta u temenu potreban
nam je vektor normale, medutim jedno teme moZe pripadati ve¢em broju strana, pa se vektor normale
u temenu ra¢una uprosecavanjem vektora normala svih poligona kojima pripada to teme i nakon toga
se za svako teme primenjuje odgovarajuci model osvetljenja.

Slika 8.23: Ilustracija ravanskog i interpoliranog sencenja na modelu ¢ajnika.

Istaknimo to da se Guroovim sen¢enjem mogu propustiti oblasti istaknute spekularne refleksije koji
se javljaju usred poligona jer se umesto ra¢unanja intenziteta u svakoj od tacaka vrsi interpolacija vred-
nosti u temenima. Na slici 8.24 prikazan je slucaj kada je vrednost spekularne komponente u temenima
a ibmala, dok je spekularna komponenta u tacki c velika jer se pravac posmatranja poklapa sa odbojnim
zrakom svetlosti. Ovaj efekat, medutim, u slu¢aju Guroovog sencenja neée biti uocljiv jer se intenzitet
svetlosti dobija interpolacijom vrednosti intenziteta u tackama a i b.

* /\-’i{r\\.’pninl‘

real surface

polygonal
approximation

Gouraud

Slika 8.24: Ra¢unanje spekularne komponente osvetljenja u slu¢aju Guroovog sencenja.

Sli¢no, ukoliko je efekat spekularne refleksije jak u temenu mreZe, on ¢e biti korektno renderovan u
ovom temenu, medutim, zbog interpolacije ¢e se neprirodno prosiriti i na sve susedne poligone mreZe.
Ovaj efekat je najuocljiviji ukoliko objekat rotira, pri ¢emu ¢e oblast istaknute spekularne refleksije
“skakati”.

8.4.3 Fongovo senéenje

Fongovim sencenjem (eng. Phong shading) se vektor normale u proizvoljnoj tacki poligona ra¢una
interpolacijom vektora normala u temenima, a zatim se vrednost intenziteta svetlosti u toj tacki dobija
na osnovu Fongovog modela osvetljenja. Ovim modelom se dobija preciznija informacija o stvarnoj
vrednosti vektora normale u svakoj od tac¢aka (slika 8.25).

Fongov model sencenja daje bolju aproksimaciju od Guroovog modela sencenja u slucaju oblih i
glatkih objekata (slika 8.26). Pored toga, s obzirom na to da se vrsi interpolacija vektora normala temena
poligona, Fongov model nema pomenuti problem da se spekularni efekat izgubi iz unutrasnjosti polig-
ona. Medutim, Fongovo sencenje je racunski mnogo zahtevnije od Guroovog sencenja jer se model
osvetljenja primenjuje, umesto na svako teme, na svaki piksel kako bi se dobila vrednost intenziteta
svetlosti.

8.5 Senke

Senke predstavljaju rezultat interakcije izmedu svetlosti i objekata. One sceni daje realisti¢nost: njima
se dobija utisak dubine na sceni, lakse se uoc¢ava kakav je prostorni odnos objekata na sceni i njihova
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Slika 8.26: Razlika izmedu konstantnog, Guroovog i Fongovog modela sencenja.

relativna dubina (rastojanje od posmatraca), kao i kako se objekti kre¢u.

Senke se mogu podeliliti na ostre i meke (slika 8.27) u zavisnosti od toga da li ih proizvodi tackasti
izvor svetla ili prosireni. U realnom Zivotu skoro sve senke su meke, medutim, u situacijama kada se
objekti posmatraju sa dovoljno velike udaljenosti senke mogu delovati ostro.

Figure 2(a): Hard Shadow Figure 2(b): Soft Shadow

Slika 8.27: Razlika izmedu oS$trih i mekih senki (preuzeto sa http://www.msrblog.com/science/
computer/real-time-soft-shadow-rendering.html).

Algoritmi za utvrdivanje vidljivosti odreduju koji se delovi povrsi mogu videti iz tatke posmatranja,
dok algoritmi za senke odreduju koji se delovi povrsi mogu videti iz izvora svetla. Oni delovi povrsi
koji se ne vide iz izvora svetla su u senci.

U situaciji kada na sceni postoji veéi broj izvora svetla, npr. njih m, Fongova jednacina osvetljenosti
postaje:

I\ = IgxkoOgx + Z Sz‘fattIpA(k‘clocu(f . ﬁ) + ksos)\(ﬁ . v)")

1<i<m

gde S; ima vrednost 0 ako je izvor svetla ¢ blokiran u ovoj tacki, a inace ima vrednost 1. Pritom, izvor
svetla moZe biti blokiran nekim drugim objektom sa scene ili samim sobom. Primetimo da su i oblasti
koje su u senci u odnosu na sve izvore svetla i dalje osvetljene ambijentalnom svetlos¢u.

Razmotri¢emo nekoliko razli¢itih pristupa rac¢unanju senki: projektivne senke, algoritam koji koristi
bafer senki i algoritam zasnovan na zapreminama senki.
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o Point light source
o

Slika 8.28: Ra¢unanje senki iz tackastog izvora svetla.

8.5.1 Projektivne senke

U slucaju tackastog izvora svetla, senke je moguce generisati i bez izvrSavanja bilo kakvih testova
vidljivosti. Naime, senka odgovara perspektivnoj projekciji poligona na povrs osnove sa centrom pro-
jekcije u izvoru svetla (slika 8.28). Dakle, sceni je moguce dodati senke tako $to ih crtamo kao nezavisne,
ravne i tamne objekte. Ova vrsta senki naziva se projektivna senka (eng. projective shadow) i pogodna je
za sloZene objekte koji bacaju senke na jednostavne povrsi. U ovom pristupu svaki objekat se renderuje
dva puta: u prvom prolazu vrsi se uobicajeno renderovanje objekata na sceni sa uklju¢enim bojama i
teksturama predvidenim za te objekte, dok se u drugom prolazu isklju¢uju osvetljenje i teksture, ob-
jekat se projektuje iz izvora svetla na ravan osnove i renderuje u potpunosti crnom bojom, odnosno
bojom senke (slika 8.29). Ovo je jednostavno uraditi ako se vr$i projekcija na beskonaénu ravnu povrs,
medutim, postaje znatno teZi geometrijski problem ako je povrs na koju se vrsi projekcija sloZzena (npr.
projekcija na stepenice). Naime, projekciju je u tom sluc¢aju potrebno odseci u odnosu na povrs osnove.
To je moguce uraditi koriS¢enjem stensil bafera, kojim se maksiraju delovi slike, tako da se senke iscr-
tavaju samo na pozicijama gde je postavljena maska. O samom stensil baferu bice viSe re¢i u daljem
tekstu.

Slika 8.29: Projektivna senka.

Kod projektivnih senki mozZe se javiti z-konflikt s obzirom na to da senka i objekat na koji se vrsi
projekcija imaju isto rastojanje do kamere. U ovoj situaciji skoro je slu¢ajno koja ¢e od tih poligona biti
iscrtan na poziciji nekog piksela. Posebno je nezgodan moment kada se scena ili kamera pomeraju, jer
se moZe dogoditi da u jednom momentu bude iscrtan piksel jednog poligona, nakon toga na poziciji
istog piksela drugi poligon, pa ponovo prvi itd.

Jedan od nacina za resavanje ovog problema jeste da se poligoni koji ¢ine senku neznatno izdignu
po z-koordinati, odnosno da se pribliZe izvoru svetla: na taj na¢in geometrija senke bice iscrtana iznad
povrsi na koju se vrsi projekcija (slika 8.31). Jo$ neki problemi koji se mogu javiti kod projektivnih senki
su da rezultujuca senka ima ostre ivice i da, ako postoji tekstura na ravni osnove, senke mogu imati lo$
izgled.

8.5.2 Algoritam za senke zasnovan na baferu senki

Bafer senki (eng. shadow buffer) je bafer dubine renderovan umesto iz pozicije kamere iz pozicije
izvora svetla. On se ¢esto naziva i mapom senki (eng. shadow map). Svaki element bafera senki sadrzi
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Light Viewer Light Viewer
o ® It ©

Slika 8.30: Resavanje z-konflikta pribliZavanjem senki izvoru svetla (preuzeto sa http://www.inf .ed.
ac.uk/teaching/courses/cg/lectures/slides1l.pdf).

7

Slika 8.31: Pogled iz pozicije kamere (levo) i iz izvora svetla (desno). Tamnije vrednosti na ilus-
traciji bafera senki odgovaraju blizim tackama (preuzeto sa http://www.downloads.redway3d.com/
downloads/public/documentation/bk_re_shadow_mapping_detailed.html).

rastojanje do prvog preseka zraka sa pocetkom u izvoru svetla kroz odgovarajuéi piksel sa nekim ob-
jektom sa scene (slika 8.32). Kasnije, kada Zelimo da utvrdimo da li je neka tacka P u trodimenzionom
prostoru osvetljena nekim izvorom svetlosti, odredujemo perspektivnu projekciju tacke P iz izvora svet-
losti na mapu senki i vr$imo proveru da li je ona dalja od izvora svetlosti nego $to je vrednost rastojanja
koja se ¢uva na odgovaraju¢em mestu u mapi. Ako jeste, onda je ona zaklonjena nekim bliZim objektom
i stoga nije osvetljena tim izvorom svetla (slika 8.33). Na ovaj na¢in moguce je slici dodati senke.

Q‘/ "+ |Shadow
%

buffer

l/I/B Screen
. [
P m

Slika 8.32: KoriS¢enje bafera senki za utvrdivanje koje tacke su u senci: tatka P je u senci,
a tacka @) nije (preuzeto sa https://www.cs.auckland.ac.nz/compsci373slc/ChristofsLectures/
CS373-Partil-Lecture08-I1lumination2-1pp.pdf).

Mapa senki se moZe popuniti u jednom prolazu kroz geometriju scene pre nego Sto se razmotri
vidljivost iz pozicije kamere. Kada se tokom procesa renderovanja scene iz pozicije kamere pojavi
potreba za izra¢unavanjem senki, koristimo informacije sa¢uvane u mapi senki: tacka se renderuje tako
da nije u senci ako je vidljiva i iz pozicije kamere i iz izvora svetla. Ovaj proces poznat je i pod nazivom
dvoprolazni z-bafer algoritam (eng. two pass z-buffer algorithm).

Nedostatak ovog pristupa jeste u tome da kada je kamera bliZa sceni nego izvor svetla, onda mnogi
pikseli ekrana mogu biti pokriveni samo jednim pikselom mape senki. To Sto se jedna vrednost piksela
sa mape senki koristi za utvrdivanje statusa svih tacaka koje se projektuju u taj piksel moZe voditi nekim
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nepoZeljnim aliasing efektima (slika 8.34).

Slika 8.33: Efekat nazubljenosti dobijen naivnim preslikavanjem senki (preuzeto sa http://www-sop.
inria.fr/reves/Marc.Stamminger/psm/).

Koris¢enje mapi senki daje binarni rezultat: objekat je u odnosu na izvor svetla u senci ili nije,
odnosno doprinos nekog izvora svetla jednak je 0 ili 1. Senke dobijene na ovaj na¢in imaju ostre ivice.
Umesto toga, moguce je simulirati meke senke testiranjem vrednosti rastojanja objekta ¢iju osvetljenost
razmatramo od izvora svetla i u odnosu na susedne piksele i izra¢unati prosek dobijenih vrednosti. Raz-
motrimo primer dela mape senki sa slike 8.35 koji predstavlja susede piksela koji trenutno razmatramo.
Neka je vrednost rastojanja objekta od izvora svetla jednaka 5: vidimo da je za Cetiri od devet susednih
piksela vrednost u mapi veca od date, te je doprinos ovog izvora svetla datom pikselu jednaka 3.

Slika 8.34: Primer dela mape senki koji odgovara susedima razmatranog piksela (preuzeto sa slajdova
Univerziteta Brown).

8.5.3 Algoritam za senke zasnovan na zapreminama senki

U realnosti, senka koju objekat baca ¢ini trodimenzionalnu zapreminu, a ne dvodimenzionu oblast
uravni. Za svaki par izvora svetlosti i objekta mozZe se izracunati oblast u kojoj objekat zaklanja svetlost
i ona se naziva zapreminom senke (eng. shadow volume). Najpre je potrebno izracunati siluetu objekta
iz perspektive izvora svetla: ona razdvaja deo objekta koji je vidljiv iz izvora svetlosti od onog koji nije.
Silueta objekta sadrZi ivice objekta koje dele dva trougla od kojih je jedan okrenut izvoru svetla, a drugi
nije. Nakon toga se dobijena silueta projektuje duZ zraka svetlosti i generisu se poligoni koji povezuju
siluetu sa njenom projekcijom: na taj nacin dobija se zapremina senke. Kao $to je prikazano na slici 8.36
za svaku ivicu siluete objekta postoji jedan ¢etvorougao kojim se ograni¢ava zapremina senke.

Zapremina senke ogranicena je skupom poligona senke (eng. shadow polygon). Poligoni senke se
ne renderuju, ve¢ se koriste za utvrdivanje da li su drugi objekti u senci. Naime, tacka P je u senci u
odnosu na izvor svetla L ako neka od zapremina senki V izracunata za izvor svetla L sadrZi P (slika
8.37). Ovo se moze brzo utvrditi koris¢enjem veceg broja prolaza i stensil bafera, odnosno bafera Sablona
(eng. stencil buffer). Stensil bafer predstavlja bafer u memoriji na grafickoj kartici koji se koristi za
razlicite specijalne efekte i najcesé¢e sadrzi 8 bita informacije po pikselu. Svakom pikselu u stensil baferu
dodeljuje se neka vrednost i te vrednosti se ¢esto koriste da maskiraju delove slike tokom obrade kao
Sto je to slucaj sa Sablonima tokom crtanja na papiru. Na slici 8.38 dat je primer primene stensil bafera
za izdvajanje jednog dela slike.

Sam algoritam za odredivanje senki se izvrSava na sledeéi nacin: najpre se za svaki objekat na sceni
odreduje njegova zapremina senke, a zatim se scena renderuje koris¢enjem samo ambijentalnog svetla.
U drugom prolazu anulira se sadrZaj stensil bafera, a zatim vrsi renderovanje zapremine senki tako


http://www-sop.inria.fr/reves/Marc.Stamminger/psm/
http://www-sop.inria.fr/reves/Marc.Stamminger/psm/
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Slika 8.35: Zapremina senke definisana izvorom svetla i objektom (preuzeto iz http://www.inf.ed.ac.
uk/teaching/courses/cg/lectures/slides11.pdf.

Slika 8.36: Zapremina senke (preuzeto sa www.ozone3d.net/tutorials/stencil_shadow_volumes.
php).

Color buffer without stencil test Stencil buffer Color buffer with stencil test

Slika 8.37: Primena stensil bafera za izdvajanje dela slike.

da pikseli trouglova sa prednje strane, odnosno zadnje strane inkrementiraju, odnosno dekrementiraju
redom vrednosti u stensil baferu (slika 8.39). Nakon faze renderovanja, stensil bafer klasifikuje tacke na
one u senci i one koje to nisu: ako je vrednost u stensil baferu veéa od nule, to znaci da je tacka unutar
zapremine senke, inace je van. Ovo tvrdenje se zasniva na ¢injenici da je tacka P u senci ako i samo ako
duz datog zraka postoji veci broj preseka kojima se ulazi u zapreminu senke, nego izlaznih preseka. U
tre¢em prolazu, scena se renderuje koriS¢enjem punog modela osvetljenja i vrednosti u stensil baferu se
koriste da maskiraju piksele u senci. Za razliku od mapa senki, algoritam zasnovan na zapreminama
senki ne pati od aliasing problema. Nedostatak ovog algoritma je taj Sto zapremina senki ¢esto pokriva
veliki broj piksela.

8.6 Fizicki zasnovani modeli osvetljenja

Tokom vremena razvijani su i sloZeniji modeli osvetljenja. Neki od njih su Kuk-Torensov model (Robert
Cook, Kenneth Torrance) i Oren-Najarov model (Michael Oren, Shree Nayar) i oni su za razliku od
prethodna dva modela zasnovani na pravilima fizike, ta¢nije optike. U poredenju sa prethodno razma-
tranim Fongovim i Blin-Fongovim modelom osvetljenja, dobijeni prikaz je realisti¢niji.

Fizi¢ki zasnovano renderovanje (eng. physically based rendering, skra¢eno PBR) je pristup renderovanju
slika na nacin koji modeluje interakciju svetala sa povrS§ima koriS¢enjem pravila optike. Kreiran je od


http://www.inf.ed.ac.uk/teaching/courses/cg/lectures/slides11.pdf
http://www.inf.ed.ac.uk/teaching/courses/cg/lectures/slides11.pdf
www.ozone3d.net/tutorials/stencil_shadow_volumes.php
www.ozone3d.net/tutorials/stencil_shadow_volumes.php
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Slika 8.38: Algoritam zasnovan na zapreminama senki (preuzeto iz master teze “Accurate Soft Shadows
in Real-Time Applications”, Michael Schwarlzler).
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Slika 8.39: Ilustracija mikropovrsi.

Oni se zasnivaju na konceptu mikropovrsi (eng. microfacet): pretpostavljamo da se povrsi koje nisu
savrSeno glatke sastoje od veoma malih povrsi, poredanih na pogodan nacin, od kojih je svaki savrseno
reflektujuce ogledalo (slika 8.40). Mikropovrsi imaju normale koje su nekako raspodeljene oko normale
glatke povrsi koju aproksimiraju. Stepen odstupanja normala vektora mikropovrsi od vektora normale
glatke povrsi odreden je tim koliko je povrs gruba.

Za fizi¢ki zasnovane modele osvetljenja karakteristi¢no je to $to ¢uvaju energiju: naime, izlazna en-
ergija svetlosti ne moze da prevazide ulaznu svetlosnu energiju, naravno osim kod povrsi koje emituju
svetlost. Naime, reflektovanje vise svetlosti od toga koliko je proizvedeno nema fizi¢ki smisla jer se
energija ne moZe stvoriti ni iz ¢ega. Dakle, kada svetlost pogodi objekat, energija te svetlosti se mora
ocuvati: moze se desiti reflektovanje, apsorbovanje, razbacivanje ili konvertovati u toplotnu energiju.

U ovim modelima se materijal od koga je objekat zadaje dvosmernom funkcijom raspodele refleksije (eng.
bi-directional reflectance distribution function, skraceno BRDF) f;, kojom se za dati upadni zrak svet-
losti w; i datu normalu povrsi n zadaje procenat svetlosti koji se reflektuje duz proizvoljnog smera w,
(slika 8.41):

fr(wi,w,) : R x R® — [0,1]

Slika 8.40: BRDF funkcija.

Pritom, $to je povrs refleksivnija, to je vrednost funkcije f,. ve¢a. Ovakvi modeli osvetljenja koriste
fizicki zasnovanu funkciju BRDF, koja se pridrZzava principa o¢uvanja energije.
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8.7 Transparentnost

Neki objekti, odnosno materijali kao sto je recimo staklo su transparentni, tj. propustaju deo svetlosti.
Obi¢no se ta svetlost prelama (eng. refract), odnosno svetlosni zraci se lome prilikom prolaska kroz tu
povrs, ali se taj efekat ¢esto zanemaruje kako bi se ratunanje pojednostavilo. U nastavku teksta zanema-
ricemo efekat prelamanja svetlosti i podrazumevac¢emo scenario po kome sta god je vidljivo duZ linije
pogleda kroz transparentnu povrs se geometrijski i nalazi na toj liniji pogleda (slika 8.42).

sl

Unrefracted (geometrical)
line of sight

Refracted (optical)
line of sight

Transparent
object
3

Line of sight

Slika 8.41: Ako se u obzir uzme i prelamanje svetlosti, objekat A je vidljiv kroz transparentni objekat
duz linije pogleda; ako se prelamanje svetlosti ignorise, duZ linije pogleda vidljiv je objekat B.

Razmotri¢emo dva modela transparentnosti koja ne vode ra¢una o prelamanju svetlosti, a koja se
Cesto koriste da aproksimiraju na¢in na koji se boje dva objekta kombinuju kada se jedan objekat vidi
kroz drugi. To su interpolirana transparentnost (eng. interpolated transparency) i filtrirana transparentnost
(eng. filtered transparency).

Kod intepolirane transparentnosti ukoliko je poligon P, transparentan i nalazi se ispred neprozirnog
poligona P,, intenzitet svetlosti za piksel u preseku projekcija dva poligona dobija se linearnom inter-
polacijom pojedina¢nih osvetljenosti izrac¢unatih za dva data poligona:

In= (1= ke ) I\ + ke, IY

gde je I} intenzitet svetlosti za poligon P;, I} intenzitet svetlosti za poligon Ps, a k, je koeficijent trans-
misije (eng. transmission coefficient) za poligon P; i on predstavlja meru transparentnosti poligona P;.
Vrednost k;, je izmedu 0 i 1: kada je jednaka 0, poligon je neproziran, a kada je jednaka 1 poligon je
potpuno transparentan.

Kod filtrirane transparentnosti poligon se tretira kao filter koji selektivno propusta razli¢ite talasne
duZine i ovaj model transparentnosti se moZe opisati jednac¢inom:

I, = I;\ + k‘tht)\Ig\/

gde je Oy boja transparentnosti (eng. transparency color) poligona P; i mozZe biti posebno zadavana
za svaku vrednost talasne duzine A. Primetimo da ako je koeficijent transmisije poligona P, jednak 0,
poligon P, nece imati uticaj na osvetljenost datog piksela.

U oba pomenuta modela transparentnosti, ako se jo$ neki transparentni poligoni nalaze ispred ovih
poligona, onda se izra¢unavanje rekurzivno poziva za poligone u redosledu od najudaljenijeg do na-
jblizeg, pri ¢emu se svaki put koristi prethodno izra¢unato I, kao Y.

Dosta teZe je modelovati transparentnost koja ukljucuje i prelamanje svetlosti. Prelamanje svetlosti
moZe se opisati Snelovim zakonom:

sin 91 N

sinfs vy
gde su 6; i 6 redom upadni ugao svetlosti i ugao prelamanja svetlosti, a v i vo indeksi prelamanja ma-
terijala (eng. indices of refraction) kroz koje svetlost prolazi. Indeks prelamanja materijala jednak je
koli¢niku brzine svetlosti u vakuumu i brzine svetlosti za dati materijal. Indeks prelamanja vakuuma
jednak je 1, dok je za ostale materijale veci od 1.
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8.8 Meduobjektne refleksije i globalno osvetljenje

Meduobjektne refleksije se javljaju kada se na povrsini objekta reflektuju druge povrsine u okruZzenju
(slika 8.43). Ovaj efekat moze da se krece od spekularne refleksije koja se menja sa poloZajem posma-
traca), pa do difuzne refleksije (na koju ne utice pozicija posmatraca).

Slika 8.42: Meduobjekine refleksije.

Modeli osvetljenja ra¢unaju boju u nekoj tacki u terminima svetlosti direktno emitovane od strane
izvora svetla i terminima svetlosti koja dolazi do tacke nakon reflektovanja i prolaska (prelamanja) kroz
razne povrsi. Ova indirektno reflektovana i transmitovana svetlost se obi¢no zove indirektno osvetl-
jenje (eng. indirect illumination), dok se pod direktnim osvetljenjem (eng. direct, local illumination) po-
drazumeva svetlost koja dolazi direktno iz izvora svetla do tacke koja se senci. I Fongov i Blin-Fongov
model osvetljenja razmatraju samo direktno osvetljenje. Kombinovanjem direktnog i indirektnog os-
vetljenja, dobija se globalno osvetljenje (eng. global illumination), koje uzima u obzir interakciju svetlosti
sa svih povrsi na sceni (slika 8.44). Jedan od metoda za postizanje globalnog osvetljenja na sceni jeste
rekurzivni rej trejsing algoritam.

v—,&/@ v;&!‘\@ v@Q

Direct illumination Indirectillumination — Totalillumination

Slika 8.43: Globalno osvetljenje.

8.9 Rekurzivni rej trejsing algoritam

Rekurzivni rej trejsing algoritam reSava problem vidljivosti tako Sto u pravcu datog zraka odreduje
tacku preseka koja je najbliZza posmatracu (i njenu boju). Da bismo odredili senke, upuc¢ujemo dodatni
zrak iz tacke preseka do svakog izvora svetla. Ako neki od ovih zraka preseca neki netransparentni ob-
jekat duz svog puta, onda je polazna tacka u senci i taj izvor svetla ne doprinosi njenoj boji. Pored toga,
iz tacke preseka se upucuju i reflektujuci (odbojni) zrak i zrak dobijen nakon prelamanja. Ovi zraci kao
i zrak ka izvoru svetla nazivaju se sekundarni zraci (eng. secondary ray), dok se zrak iz pozicije kamere
naziva primarni zrak (eng. primary ray). U nastavku teksta je prikazan pseudokod rekurzivnog rej tre-
jsing algoritma. Procedura RT_trace odreduje najbliZi presek zraka sa objektima na sceni i poziva pro-
ceduru RT_shade da odredi boju u toj tacki. Ona najpre odreduje ambijentalnu boju objekta u prese¢noj
tacki, zatim upucuje po jedan zrak do svakog izvora svetla kako bi odredio njegov doprinos boji objekta:
neprozirni objekti blokiraju svetlost u potpunosti, dok se kod transparentnih vrsi skaliranje doprinosa
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tog izvora svetla. Ako dubina rekurzije nije prevelika, onda se rekurzivni pozivi bave obradom zraka
refleksije (kod reflektivnih objekata) i zraka prelamanja (za transparentne objekte).

select center of projection and window on view plane;
for each scan line in image do
for each pixel in scan line do
begin
determine ray from center of projection through pixel;
pixel := RT_trace(ray, 1);
end

{Intersect ray with objects and compute shade at closest intersection.}
{Depth is current depth in ray tree.}
procedure RT_trace(ray: RT_ray; depth: integer) : RT_color;
begin
determine closest intersection of ray with an object;

if object hit then
begin
compute normal at intersection;
RT_trace := RT_shade (closest object hit, ray,
intersection, normal, depth);
end
else
RT_trace := BACKGROUND_VALUE;
end;

{Compute shade at point on object, tracing rays for shadows,
reflection, refraction}
procedure RT_shade (

object : RT_object; {0Object intersected}

ray : RT_ray; {Incident ray}
point : RT_point; {Point of intersection to shade}
normal : RT_normal; {Normal at point}
depth : integer {Depth in ray tree}
) : RT_color;
var

color : RT_color {Color of ray}
rRay, tRay, sRay : RT_ray; {Reflected, refracted, and shadow rays}
rColor, tColor : RT_Color; {Reflected and refracted ray colors}

begin
color := ambient term;
for each light do
begin

sRay := ray to light from point;
if dot product of normal and direction to light is positive then
compute how much light is blocked by opaque and transparent
surfaces, and use to scale diffuse and specular terms before
adding them to color;
end

if (depth < maxDepth) then  {Return if depth too deep.}

begin
if object is reflective then
begin
rRay := ray in reflection direction from point;

rColor := RT_trace(rRay, depth+1);
scale rColor by specular coefficient and add to color;
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end

if object is transparent then

begin
tRay := ray in refraction direction from point;
if total internal reflection does not occur then
begin

tColor := RT_trace(tRay, depth+l);
scale tColor by transmission coefficient and add to color;
end
end
end
RT_shade := color; {Return color of ray}
end.

8.10 Pitanja

8.1 Sta je zadatak problema osvetljenja, a 3ta problema sencenja?
8.2 Koje je sve parametre potrebno zadati za jedan izvor svetla?

8.3 Kakvo svetlo nazivamo ambijentalnim? Kako izgledaju objekti osvetljeni samo ambijentalnim svet-
lom?

8.4 Od cega sve zavisi osvetljenost tacke objekta tackastim izvorom svetla?
8.5 Navesti Lambertovo kosinusno pravilo.

8.6 Koji izvor svetla nazivamo direkcionim?

8.7 Na koji na¢in najc¢es¢e modulujemo faktor slabljenja izvora svetla f,;;?
8.8 Da li vrednost faktora slabljenja izvora svetla moze biti manja od 1?

8.9 Kakvu refleksiju nazivamo spekularnom, a kakvu difuznom?

8.10 Na koji na¢in se moduluje spekularna komponenta osvetljenja u Fongovom, a na koji na¢in u Blin-
Fongovom modelu osvetljenja?

8.11 Da li su Fongov i Blin-Fongov model osvetljenja fizi¢ki zasnovani?
8.12 Koja su tri osnovna metoda sencenja?

8.13 Koji je nedostatak ravanskog sencenja? U kojoj situaciji je rezultat dobijen ravanskim sencenjem
vizuelno prihvatljiv?

8.14 Kako se vrsi sencenje polinoma kod Guroovog sencenja?
8.15 Koji je nedostatak Guroovog sencenja?

8.16 Na koji nacin se vrsi sencenje kod Fongovog sencenja?

8.17 Sta se odreduje algoritmima za senke?

8.18 Navesti tri osnovna nacina za odredivanje senki.

8.19 Opisati sta oznacava z-konflikt i na koji nacin se mozZe resiti.
8.20 Sta je bafer senki? U koje svrhe se koristi?

8.21 Kako se za neki objekat rac¢una njegova zapremina senki?
8.22 Sta je stensil bafer? Koja mu je osnovna primena?

8.23 Navesti dva osnovna metoda za modelovanje transparentnosti.
8.24 Kakvo osvetljenje nazivamo indirektnim?

8.25 Opisati kako funkcionise rekurzivni rej trejsing algoritam.



Glava 9

Boje

Veoma vaZan i mocan aspekt naseg doZivljaja sveta koji nas okruZuje se prenosi bojama. Ona predstavlja
i vaZnu dimenziju vizuelne komunikacije u ra¢unarskoj grafici: kada se koristi na pravilan nacin ona
moze u velikoj meri da poboljsa efikasnost poruke koju Zelimo da prenesemo.

OpaZena boja nekog objekta zavisi od razli¢itih faktora: od izvora svetla koji osvetljavaju objekat
i njegovih karakteristika poput intenziteta, nijanse, pozicije i tipa izvora svetla, od geometrije samog
objekta i svojstva materijala od kojeg je napravljen, od boje i svojstava okoline, ali i od samog ¢ovekovog
vizualnog sistema. Da bismo bolje razumeli zapis i predstavljanje boja u racunarskoj grafici potrebno
je razumeti osnove ¢ovekovog vizualnog sistema koji je, mozemo re¢i, sastavni deo graficke prototne
obrade.

Fenomen opaZanja boja moZemo okarakterisati kao subjektivno iskustvo koje na$ mozak stvara pri-
likom interpretiranja fizickog sveta i zavisi od nasih prethodnih iskustava i asocijacija. Ve¢ina ljudi
svetlost talasne duZine od oko 400nm opaZa kao plavu, dok svetlost talasne duZine oko 700nm reg-
istruje kao crvenu. Vizualne senzacije uzrokovane obojenom svetlos¢u mnogo su bogatije nego one
uzrokovane ahromatskom.

9.1 Vidljiva svetlost

Radio talasi, infracrveno zracenje, ultraljubicasto, z-zracenje i vidljiva svetlost pokrivaju razli¢ite opsege
talasnih duZina spektra elektromagnetnog zracenja (slika 9.1). Ljudskom oku vidljiva svetlost ima ta-
lasnu duzinu od oko 380 do oko 750 nanometara i predstavlja jako mali deo kompletnog spektra.
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Slika 9.1: Spektar elektromagnetnog zracenja.

Svaka talasna duZina iz spektra vidljive svetlosti odgovara monohromatskoj svetlosti (eng. monochro-
matic light), tj. svetlosti jedne talasne duZine iz vidljivog dela spektra, odnosno uskog opsega talasnih
duzina. Monohromatske boje poznate su i pod nazivom spektralne boje (eng. spectral colors). IstraZivanja
su pokazala da ¢ovekovo oko nije jednako osetljivo na svetlost svih talasnih duzina, ve¢ da je mnogo
osetljivije na svetlost talasne duzine oko 550nm nego recimo od 650nm ili od 450nm (slika 9.2). Ovo

147
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znaci da ljudsko oko doZivljava svetlost zelene boje kao sjajniju u odnosu na svetlost drugih talasnih
duzina. Granice funkcije osetljivosti na svetlost razli¢itih talasnih duZina definisu opseg vidljive svet-
losti: talasne duZine van ovog opsega ne pripadaju vidljivoj svetlosti jer nase oko nije osetljivo na njih.
Interesantno je da su o¢i Zivotinja osetljive na drugaciji opseg talasnih duZina: ptice, na primer, mogu
da vide ultraljubicasto zrac¢enje u opsegu od 300nm do 400nm.
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Slika 9.2: Osetljivost covekovog oka na svetlost razli¢ite talasne duZine.

Boje koje su vidljive ¢oveku uglavnom predstavljaju neku teZinsku kombinaciju monohromatske
svetlosti.

Boje moZemo da predstavimo preko emisionih spektara ili apsorpcionih spektara, u zavisnosti od
toga da li se svetlost emituje ili apsorbuje. Emisioni spektar nastaje kada pobudeni atomi ili molekuli
oslobadaju energiju u obliku elektromagentnog zracenja, Cesto u vidljivom delu sprektra. Drugim
reima, emisionim spektrom se za svaku talasnu duZinu zadaje koliko se svetlosti proizvelo (zagre-
vanjem, fuzijom ili na neki drugi nac¢in). Emisioni spektri su vazni u kontekstu izvora svetla. Na slici 9.3
prikazani su emisioni spektri razli¢itih izvora svetla. Primetimo da je dnevna svetlost gotovo uniformna
mesSavina svih frekvencija vidljive svetlosti, dok npr. kod halogene svetlosti to nije slu¢aj. Svaki izvor
svetla ima svoj poseban emisioni spektar.
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Slika 9.3: Emisioni spektri razli¢itih izvora svetla.

S druge strane, apsorpcioni spektrom se za svaku talasnu duzinu zadaje procenat svetlosti te talasne
duZzine koji se apsorbuje ako se obasja belom svetlos¢u: ta svetlost se, na primer, moZe pretvoriti u
toplotu. Apsorpcioni spektri su pogodni za opisivanje boje farbi i mastila. Na slici 9.4 prikazan je
apsorpcioni spektar hlorofila, pri ¢emu je na koordinatnoj osi y zadat procenat svetlosti date talasne
duzine koji se apsorbuje. Razmatranjem grafika moZemo zakljuciti da se apsorbuje gotovo sva plava
i crvena boja, a nimalo zelene, te ée biljke koje sadrze hlorofil pod dnevnim osvetljenjem reflektovati
zelenu boju.
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Slika 9.4: Apsorpcioni spektar hlorofila.

Dakle, ako Zelimo da precizno opiSemo boju, onda je potrebno zadati intenzitet svetlosti ili procenat
apsorpcije kao funkciju frekvencija (slika 9.5). Na ovaj na¢in znamo sve sto bismo mogli da znamo o boji,
dok je sve ostalo samo pogodna aproksimacija. Medtuim, jasno je da je u kontekstu ra¢unarske grafike
potpuno neprakti¢no raditi sa spektrima boje, ve¢ je neophodno osmisliti nacin digitalnog kodiranja
boja, poput modela boja RGB (eng. Red, Green, Blue), o ¢emu ¢e u daljem tekstu biti vise re¢i.

intensity

frequency

Slika 9.5: Opis boje kao funkcije frekvencija.

Ljudi koriste razli¢ite re¢i pri opisivanju boja objekata koji emituju svetlost i onih koji reflektuju
svetlost. Kaza¢emo da je neki objekat braon boje, ali gotovo nikada ne¢emo kazati da je svetlost braon
boje. Istaknimo da boja objekta ne zavisi isklju¢ivo od samog objekta, ve¢ i od izvora svetla koji ga
obasjava, od svetlosti koja pada na objekat odbijaju¢i se od drugih objekata iz okoline i od ¢ovekovog
vizualnog sistema. Neki objekti, odnosno materijali reflektuju svetlost (zid, klupa, papir), dok neki
propustaju svetlost (staklo). Kod nekih objekata se javlja apsorbovanje dela svetlosti, transformisanjem
dela svetlosti u energiju, kod nekih objekata javlja se refleksija, odnosno svetlosni zrak se odbija od povrsi
pod uglom simetri¢nim u odnosu na normalu povrsi, kod nekih se pak javlja razbacivanje svetlosti ¢ime
se svetlost odbija od povrsine objekta u razli¢itim pravcima, a kod nekih refrakcija, tj. prelamanje svetlosti,
odnosno pravac kretanja svetlosti menja se usled promene brzine svetlosti (slika 9.6).

RN

Slika 9.6: Razli¢ito ponasanje svetlosti: apsorpcija, refleksija, razbacivanje i prelamanje svetlosti.

Pojam boje veoma je sloZen i oslanja se na razlic¢ite koncepte i rezultate na polju fizike, psihologije,
umetnosti, dizajna i ra¢unarske grafike. U narednom poglavlju uves¢emo one koncepte koji su od
znacaja za oblast racunarske grafike.
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9.2 Vizualni sistem &oveka

Postavlja se pitanje na koji nac¢in ¢ovek dozivljava boju koja odgovara odredenom opsegu iz spektra
elektromagnetnog zracenja iz opsega talasnih duZzina koji odgovara vidljivoj svetlosti? Naime, zraci
svetlosti ulaze kroz zenicu i stizu do neurona na zadnjem zidu oka. U zavisnosti od ugla pod kojim
zraci ulaze u zenicu, oni pogadaju i stimuli$u razli¢ite neurone (slika 9.7).

Ciliary body

Sclera
Charoid
Retina

Iris
Fovea centralis

Pupil T Optic disc
< (blind spot)

Blood vessels

Cones
(three types)

Optic nerve
Suspensory

ligament

Slika 9.7: Anatomija oka.

Na zadnjoj strani oka nalaze se fotoreceptori. Postoje dve vrste fotoreceptora: stapicaste Celije ili Stapici
(eng. rods) i kupaste Celije ili Cepici (eng. cones). Pritom prve vrste receptora ima neuporedivo vise, oko
120 miliona, dok drugih ima oko 6-7 miliona. Stapi¢i su primarni receptori u mra¢nim uslovima — oni su
osetljivi na intenzitet svetlosti i od pomod¢i su u situaciji kada su svetlosni uslovi losi ili kada se nalazimo
u mraku. Cepiéi su primarni receptori u uslovima jakog osvetljenja. Naime, u situaciji kada ima puno
svetlosti, ¢epi¢i su zaduZeni za razlikovanje boje. Posto receptora prve vrste ima drasti¢no vise, oko je
mnogo bolje u razlikovanju intenziteta, nego u razlikovanju boja.

Gustina receptora u mreznjaci nije svuda ista: najveca gustina ¢epica je u centralnoj jami mreznjace
(lat. fovea centralis), dok kako se odaljavamo od centralne jame broj ¢epica je sve manji. Stoga oko
najbolje razlikuje boje u srediStu oblasti koju posmatramo, dok je u delu vidnog polja koje odgovara
perifernom vidu razlikovanje boja jako lose. S druge strane, u centralnoj jami mreZnjace se nalazi naj-
manji broj $tapi¢a. Na zadnjem zidu mreZnjace nalazi se opticki nerv koji povezuje oko sa mozgom: tu
se nalazi slepa tacka u kojoj nema nijedne vrste receptora (slika 9.8).
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Slika 9.8: Ilustracija gustine receptora u mreZnjaci.

Postoje tri tipa ¢epi¢a: .S, M i L. Svaki od njih je osetljiv na drugaciji opseg talasnih duZina vidljive
svetlosti: Stapici tipa S (od engleskog short) na svetlost kratke, $tapiéi tipa M (od engleskog middle) na
svetlost srednje, a Stapici tipa L (od engleskog long) na svetlost duge talasne duzine. Cepi¢i tipa S, M i
L ugrubo odgovaraju receptorima za plavu, zelenu i crvenu boju, redom. 1z tog razloga se u grafickim
aplikacijama ¢esto kompletan spektar vidljive svetlosti aproksimira sa tri vrednosti: crvenom, zelenom
i plavom komponentom. Napomenimo i to da raspodela tipova ¢epi¢a u oku nije ravnomerna: oko 64%
su tipa L, oko 32% su tipa M, a samo 4% su tipa S (slika 9.9).

Razmotrimo uopsteno nacin na koji neki fotosenzor (koji moze biti oko ili senzor kamere ili nesto
trece) reaguje na svetlost. Svetlost na ulazu u senzor odredena je raspodelom elektromagnetnog zracenja
duZ spektra talasnih duZina i za datu vrednost talasne duzine ) ima vrednost ®(\). Funkcija spektralnog
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Slika 9.9: “Mozaik” ¢epica.

odgovora (eng. spectral response function) f(\) predstavlja osetljivost senzora na svetlost neke talasne
duzine: ako je za neku vrednost A vrednost f(\) velika, ¢ak i mala koli¢ina svetlosti talasne duzine
A uzrokovace jaku reakciju senzora i obratno. Odgovor fotosenzora, na primer oka, za datu talasnu
duzinu svetlosti odgovara vrednosti proizvoda funkcija ® i f za datu talasnu duzinu. Ukupan odgovor
R fotosenzora bice jednak vrednosti integrala po svim talasnim duZinama proizvoda ulazne raspodele
dolazne svetlosti i osetljivosti senzora na svaku od talasnih duZina:

R A BV F(N)dA

U slucaju oka, funkcije spektralnog odgovora za ¢epice tipa .S, M i L se medusobno razlikuju. Medutim,
funkcije spektralnog odgovora za M i L receptor se dosta poklapaju (slika 9.10, levo): obe se grupisu u
zelenom delu spektra, pri ¢emu L dodaje malo crvene komponente. Na slici 9.10 (desno) je za svaku od
talasnih duzina prikazano koliko receptora kog tipa reaguje na svetlost datog intenziteta.
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Slika 9.10: Spektralni odgovor ¢epica.

Na slici 9.11 ilustrovan je (S, M, L) odgovor Cepi¢a na monohromatsku svetlost odredene talasne
duzine: duz svake od koordinatnih osa meri se odgovor za jedan tip cepica.

Covekovo oko ne moze da meri spektar dolazece svetlosti, niti mozak moze da primi spektar kao
informaciju od oka. Stoga oko meri vrednosti koje su rezultat integracije dolaze¢eg spektra u odnosu na
funkciju odziva S, M i L &epica: S = [, ®(A)S(A\)dA, M = [, D(A)M(AN)dX, L = [, ®(A\)L(\)dA.

Interesantno pitanje je da li je mogucée da dva razli¢ita spektra daju istu boju, tj. matematicki gledano
da dve razlic¢ite funkcije imaju istu povrsinu ispod grafika. Odgovor je jasan — s obzirom da postoji
mnogo viSe krivih nego povrsina, mozZe se desiti da se dva razli¢ita spektra integrisu u isti (S5,M,L)
odgovor, odnosno u isti fizicki odgovor u oku. Ovakve spektre nazivamo metamerima. Postojanje
metamera moze delovati kriti¢cno za reprodukciju boja, medutim, ne moramo reprodukovati bas isti
spektar iz realnog Zivota da bismo na uredaju proizveli opaZenu boju.
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450

Slika 9.11: S, M i L odgovor ¢epi¢a na monohromatsku svetlost odredene talasne duZine vizualizovan
u vidu tac¢aka u 3D prostoru.

9.3 Prostor boja i kolor modeli

Ve¢ smo napomenuli da je puna informacija o boji nekog objekta kodirana njegovim spektrom, medutim,
taj na¢in kodiranja boje nije prakti¢an. Dakle, potrebno je osmisliti neki pogodniji i jednostavniji na¢in
kodiranja boja. Postoji veliki broj na¢ina na koje je mogucée zadati boju i oni se medusobno razlikuju po
tome koji opseg boja je na taj nac¢in moguce predstaviti, koliko je izabrani nacin zadavanja udoban za
¢ovekaisl

Slika 9.12: (a) Propustanje svetlosti kroz nekoliko filtera — subtraktivno mesanje boja. (b) Usmeravanje
svetlosti razli¢itih talasnih duZina na komad belog papira — aditivho mesanje boja.

Postoji razlika u tome kako se mesa svetlost, a kako pigmenti (farbe). Covek ne vidi svetlost, ve¢
samo moze da registruje svetlost koja se reflektuje od nekog objekta ili prolazi kroz njega. Svaki od ob-
jekata reflektuje odredenu koli¢inu svetlosti, ali takode apsorbuje neki deo svetlosti. Naime, ako bismo
uperili crveno i zeleno svetlo na ravnomerno reflektujuéi komad belog papira, reflektovana svetlost de-
lovala bi Zuto. Za razliku od toga, ako na komad belog papira nanesemo crvenu farbu, pa preko nje
nanesemo zelenu, doslo bi do mesanja crvene i zelene farbe. Pritom bi se apsorbovala sva svetlost osim
one koju dozivljavamo kao crvenu, odnosno kao zelenu, i one bi zajedno apsorbovale skoro svu svetlost
i dobijena boja bi delovala braon. Dakle, farbe se ponasaju kao filter izmedu posmatraca i povrsi koja
reflektuje svetlost. U skladu sa tim postoje dva koncepta mesanja boja: aditivno i subtraktivno (slika 9.12):
aditivno mesanje boja odgovara meSanju svetlosti, a subtraktivno mesanju farbi. U stvari, spektar je taj
koji se dodaje odnosno filtrira, dok mehanizam percepcije boja ostaje neizmenjen.

Razmotrimo primer bele svetlosti koja se dobija kao mesavina crvene, zelene i plave svetlosti. Ako
se majica koja apsorbuje plavu svetlost osvetli svetlos¢u bele boje, samo ¢e se crvena i zelena svetlost
reflektovati od nje. Mesavinu reflektovane crvene i zelene svetlosti ¢ovekovo oko doZivljava kao zutu
svetlost i covek e zakljuciti da je majica Zute boje (slika 9.13 levo). Medutim, ako bismo tu istu majicu
obasjali svetlos¢u cijan boje koja predstavlja mesavinu plave i zelene boje, oduzimanjem iz svetlosti
plave boje zakljucili bi da je majica zelene boje (slika 9.13 desno). Dakle, boja objekta nije u samom
objektu ve¢ u svetlosti koja se reflektuje ili prelama kroz objekat. Mi koSarkasku loptu vidimo kao
narandZastu jer pigmenti u koZi lopte odbijaju (reflektuju) svetlost Zute, narandzaste i crvene boje, dok
apsorbuju svetlost zelene, plave i ljubi¢aste boje. Aditivno meSanje boja igra vaznu ulogu kod televizora
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i monitora u boji i za npr. osvetljenje scene u pozoristu, dok je subtraktivho meSanje boja vazno za
Stampu.

Color Subtraction Color Subtraction
REB RG GB G
Abzorbs Blue Abszorbs Blue
Appears Yellow Appears Green

Slika 9.13: Oduzimanje boja iz spektra.

Postoji veliki broj modela za opisivanje boja. Ono $to im je zajednicko jeste da su gotovo svi zasno-
vani na nekim trima nezavisnim karakteristikama koje se mogu biti birati na razli¢ite nacine. Neki od
njih su zasnovani na aditivhom, a neki na subtraktivhom mesanju boja. U nastavku éemo razmotriti
nekoliko Cesto koris¢enih modela za opis hromatske svetlosti.

9.3.1 CIE prostor boja

Moze delovati da se svaka boja iz vidljivog dela spektra moZe predstaviti kao kombinacija crvene, ze-
lene i plave boje (tzv. primarnih boja'), medutim to nije tatno. Na slici 9.14 prikazana je koli¢ina crvene,
zelene i plave svetlosti potrebne da bi se dobila svaka od spektralnih boja. Primetimo da je za mnoge
vrednosti talasnih duZzina koeficijent uz bar jednu od boja negativan, sto ukazuje na nemoguénost da
se ove boje proizvedu meSanjem svetlosti crvene, zelene i plave boje. Naime, da bismo mogli da pokri-
jemo sve moguce vidljive vizualne senzacije bilo bi potrebno kao primarne boje ukljuditi sve moguce
spektralne boje. To, medutim, ne znaci da je pogresna ideja da se meSanjem svetlosti crvene, zelene i
plave boje proizvedu druge boje. Sta vise, na ovaj natin moguce je predstaviti veliki opseg boja, jer da
nije tako ekrani u boji ne bi funkcionisali. Ipak, postoje i boje koje se ne mogu dobiti mesanjem svetlosti
crvene, zelene i plave boje i one se ne mogu prikazati na ekranu.

CIE 1931 RGB color matching functions
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Slika 9.14: Funkcije kojima se za svaku talasnu duzinu X zadaje koli¢ina crvene, zelene i plave svetlosti
koju treba pomesati kako bi se proizvela senzacija jednaka svetlosti te talasne duZine.

Razmatranjem slike 9.14 moZzemo zakljuciti da se svetlost talasne duzine od 500nm ne moze izraziti
kao kombinacija svetlosti crvene, zelene i plave boje. Medutim, ako bismo svetlost talasne duZzine 500nm
pomesali sa svetlos¢u crvene boje, njihovu kombinaciju bismo mogli da izrazimo pomo¢u svetlosti plave
i zelene boje. Sa slike 9.14 moguce je ocitati koje se spektralne boje ne mogu prikazati kao kombinacija

INekad se pod primarnim bojama podrazumevaju proizvoljne tri boje za koje vaZi da kada se pomesa svetlost tih boja
odredenih intenziteta dobijemo belu boju.
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crvene, zelene i plave boje. Medutim, sa njega ne vidimo koje nespektralne boje moZemo, odnosno ne
moZemo predstaviti na ovaj nacin.

1931. godine Medunarodna komisija o osvetljenju (Commission Internationale de I'Eclairage, skra-
¢eno CIE) definisala je primitive X, Y i Z, sa svojstvom da se sve boje vidljive coveku mogu predstaviti
kao nenegativna linearna kombinacija ove tri primitive. Kako bi ovo bilo moguce bilo je neophodno
kreirati primitive koje imaju negativne regione u svom spektru, odnosno primitive koje ne odgovaraju
fizicki ostvarivim izvorima svetlosti. I pored toga ovako definisane primitive imaju neke prednosti:

* Ako proizvoljni izvor svetla T zapiSemo kao:
T = cXX —|— CyY —|— sz
broj ¢y dozivljavamo kao intenzitet svetla.

¢ Funkcije koje odgovaraju bojama za X, Y i Z su svuda nenegativne, te se sve boje mogu predstaviti
kao nenegativne linearne kombinacije ovih primitiva.

® S obzirom na to da se crvena, zelena i plava primitiva mogu izraziti kao linearne kombinacije
primitiva X, Y i Z, svaka njihova kombinacija se takode moZe izraziti na ovaj nac¢in. Stoga postoji
direktna veza izmedu definicije boje koris¢enjem X, Y i Z primitive i definicije boje u terminima
crvene, zelene i plave boje (tzv. RGB modela koji ¢e biti kasnije detaljno opisan) i obratno.

Neka su X, Y i Z teZinski koeficijenti primenjeni na CIE primitive da bi se izrazila boja C, odnosno
neka vazi C = XX+ YY + ZZ. CIE definiSe vrednosti koje zavise samo od dominantne talasne duZine
(eng. dominant wavelength)? i zasi¢enosti, a koje su nezavisne od ukupnog intenziteta. Njih moZemo
dobiti deljenjem vrednosti X, Y i Z vrednos¢u X + Y + Z, koju moZemo smatrati ukupnom koli¢inom
svetlosne energije:

B X
v X+Y+Z
B Y
Y X+Y+Z
Z
_ 1
i X+Y+2 ©-1)

Naime, ako se duplira dolazno svetlo, duplira se i svaka od vrednosti X, Y i Z, aliisuma X +Y + Z,
pa koeficijenti z, y, z ostaju nepromenjeni.

Slika 9.15: Nekoliko pogleda na ravan x + y + z = 1 u CIE prostoru; u donjem desnom uglu prikazana
je projekcija na Ozy koordinatnu ravan.

Tri primitive z, y i z nisu nezavisne, staviSe vazi z + y + z = 1, te ukoliko znamo vrednosti z i y
moZemo izracunati vrednost z (slika 9.15). Stoga se skup boja nezavisnih od intenziteta moZe nacrtati
samo u Ozy ravni. Na taj na¢in dobija se CIE dijagram obojenosti (eng. CIE chromaticity diagram),
prikazan na slici 9.16. Boje koje su povezane intenzitetom se na ovom dijagramu ne prikazuju (na
primer braon boja je narandZasto-crvena za malu vrednost intenziteta). CIE dijagram obojenosti ima
oblik potkovice ¢ija granica odgovara monospektralnoj svetlosti od oko 380nm do oko 700nm, odnosno
odgovara vidljivoj svetlosti. Blizu centra potkovice nalazi se izvor svetlosti C' (eng. illuminant) koji
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Slika 9.16: CIE dijagram obojenosti. Granica dijagrama se sastoji od boja koje odgovaraju monospektral-
noj svetlosti date talasne duZine (u nm), odnosno spektralno ¢istim bojama. Tatke na duzi koja povezuje
pocetak i kraj spektralnih tacaka su nespektralne: predstavljaju mesavinu dve monohromatske boje.
Tac¢ka u centru odgovara izvoru svetlosti C.

predstavlja standardnu referencu za belo na dnevnoj svetlosti. Ona je bliska tacki sa koordinatama
r=y=z=1/3.

Primetimo da ako znamo vrednosti z i y vrednost z moZemo izrac¢unati kao 1 — x — y, ali nam ovo ne
omogucava da povratimo vrednosti X, Y i Z. Za to nam treba jo$ neka dodatna informacija i u te svrhe
se najcesce koristi vrednost Y, koja odgovara intenzitetu boje. Dakle, vrednosti X, Y i Z je na osnovnu
jednacina (9.1) moguce izraziti preko vrednosti z, y i Y na sledeéi nacin:

X:%Y, Yoy z—17%7Yy

CIE dijagram obojenosti ima razli¢ite primene. Jedna od njih je definisanje dominantne talasne
duzine i zasi¢enosti boje, odnosno njene energetske Cistoée (eng. excitation purity). Razmotrimo boju
kojoj odgovara tacka A sa slike 9.17: ona se moZe predstaviti kombinovanjem izvora svetlosti C' sa
tistom spektralnom bojom B. Dakle, tatka B definide dominantnu talasnu duzinu boje A. Sto je tatka
Abliza tacki B, to je ona spektralno ¢istija (zasic¢enija). Energetsku ¢isto¢u boje A, dakle, moZemo defin-
isati kao koli¢nik duzina duzi AC i BC. Definiciju moZemo prosiriti i na tacku C, ¢ija se energetska
Cistoéa postavlja na 0. Za neke boje, kao 5to je recimo ona koja odgovara tacki F, zrak iz tacke C kroz F
seCe granicu dijagrama u tacki G koja nije spektralna i ovakve boje nazivamo nespektralnim (eng. non-
spectral colors) i za njih ne postoji dominantna talasna duzina. Medutim, i dalje moZemo razmatrati
koli¢nik duzina duzi C'F' i CG ina taj nacin i za ovakve tacke definisati energetsku ¢istocu.

CIE dijagram obojenosti se moZze koristiti i za definisanje komplementarnih boja (eng. complementary
colors): za dve boje kaZzemo da su komplementarne ako se njihovim kombinovanjem moZe dobiti nijansa
sive, poput bele i crne boje. U konteksu CIE dijagrama, potrebno je njihovim kombinovanjem dobiti
izvor svetlosti C. Na primer, na slici 9.17 boje D i E bile bi komplementarne. Pritom se uobiajeno ne
zahteva da mesavina bude pola-pola, jer onda za neke boje ne bi postojale komplementarne (npr. za
boju B sa slike 9.17).

Jo$ jedna vaZzna primena CIE dijagrama obojenosti je za utvrdivanje opsega boja (eng. color gamut).
Uredaj koji moZe da proizvede neke dve boje, moZe takode da proizvede i boje koje predstavljaju kon-
veksne (nenegativne) kombinacije te dve boje. Naime, meSanjem boja I i J sa slike 9.18 mogu se dobiti
sve boje duZi I.J variranjem medusobnog odnosa koli¢ine ove dve boje. Tre¢u boju K je mogucée izmesati
sa razli¢itim meSavinama boja I i J i na taj na¢in se moZe dobiti proizvoljna boja iz trougla IJ K, vari-
ranjem relativnih odnosa koli¢ina ove tri boje. Ako uporedimo oblik CIE dijagrama obojenosti i opsega
boja koje je moguce predstaviti putem neke tri monospektralne boje, jasno je zasto se mesanjem svetlosti
crvene, zelene i plave boje ne mogu dobiti sve boje vidljivog dela svetlosti (slika 9.19).

Covekovo oko moze razlikovati oko 7 miliona razli¢itih boja. Pored opsega vidljivih boja, veoma
vaZno pitanje je i koliko je oko osetljivo na promene boja. Za ilustrovanje ovog koncepta na CIE di-

2Dominantna talasna duZina date nespektralne boje jeste talasna duZina spektralne boje (monohromatske svetlosti) koja odaje
isti utisak nijanse boje.
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Slika 9.17: Ilustracija ra¢unanja energetske cistoce i komplementarnih boja u odnosu na dijagram obo-
jenosti.
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Slika 9.18: Me$anje boja na dijagramu obojenosti. Sve boje sa duZi /J mogu se napraviti meSanjem boja
11 J; sve boje unutar trougla /JK mogu se napraviti meSanjem boja I, J i K.
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Slika 9.19: Opseg boja koje je moguce predstaviti kao kombinaciju crvene, zelene i plave boje.

jagramu obojenosti koriste se MacAdam elipse koje su ilustrovane na slici 9.20. Svaka od elipsi na slici
(MacAdam elipse) obuhvata region boja koje covekovo oko ne moZe da razluci od boje u centru elipse.
Konture elipsi predstavljaju boje ¢ije su razlike u boji jedva primetne (eng. JND, just noticeable differ-
ence). MacAdam je izveo eksperiment za 25 razli¢itih ta¢aka na CIE dijagramu i odgovarajuce elipse su
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prikazane na slici. Primetimo da se veli¢ina i orijentacija elipsi u velikoj meri razlikuje u odnosu na to u
kojoj tacki je izvedeno testiranje.
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Slika 9.20: Ilustracija MacAdamovih elipsi (uveéanih 10 puta) koje odgovaraju bojama koje nisu ra-
zludive od strane ¢ovekovog oka.

9.4 Kolor modeli za rastersku grafiku

U ovom poglavlju prikazaéemo nekoliko kolor modela za rastersku grafiku koja se koriste za opis boja
koje razli¢iti uredaji mogu da proizvedu. Svi ovi modeli su ograniceni, u smislu da mogu da opisu boje
do odredenog intenziteta: ovo Cesto odgovara fizickim karakteristikama uredaja. Na primer, postoji
maksimalna vrednost sjajnosti koju LCD monitor moze da proizvede. Najcesce koris¢eni kolor modeli
su RGB, HSV i HLS koji se koriste kod monitora, YIQ model koji se koristi za TV kolor sistem i CMY
kolor model koji se koristi u uredajima za stampanje. Izbor kolor modela moZze biti motivisan jednos-
tavnoséu (RGB model), intuitivnim zadavanjem boja (HSV i HLS model) ili odredenim inZenjerskim
interesom (YIQ model koji se koristi za emitovanje TV signala ili CMY model za stampu).

Kolor model za rastersku grafiku zadaje se trodimenzionim koordinatnim sistemom i podoblas¢u
oblasti svih vidljivih boja. Na primer, RGB kolor model je odreden kockom u trodimenzionom prostoru.
Svrha kolor modela je da omogucdi jednostavno adresiranje boja iz nekog opsega. Na primer, opseg boja
monitora moZe se zadati RGB kolor modelom. Kao $to smo ve¢ pomenuli, ovaj kolor model se ne moze
koristiti za zadavanje svih vidljivih boja.

Napomenimo da u opstem slucaju konverzija izmedu razli¢itih kolor modela ne mora da ima smisla.
Razmotrimo CMY kolor model koji je zasnovan na ideji nanosenja mastila na beli papir koji je osvetljen
odredenim svetlom: svetlo koje se reflektuje ne moze biti sjajnije od tog osvetljenja. Stoga se ne moze
izvesti konvertovanje boje koja se koristi na ultrasjajnom ekranu u CMY kolor model. Prema tome,
prilikom kreiranja slike u rac¢unarskoj grafici, trebalo bi omoguéiti ¢uvanje slike bez gubitaka sa svim
bitnim informacijama, kako bi je bilo moguée naknadno konvertovati u neki drugi format.

9.4.1 RGB kolor model

U RGB kolor modelu boje se predstavljaju kao kombinacija crvene, zelene i plave boje, pri ¢emu
vrednosti uz svaku od boja pripadaju opsegu [0, 1]. RGB kolor model se koristi za ekrane u boji. Primi-
tive koje se koriste u ovom modelu su aditivne — pojedina¢ni doprinosi svake primitive se dodaju i daju
konac¢ni rezultat.

RGB kolor model se zadaje jedini¢nom kockom u trodimenzionom prostoru tako da se u temenu
kocke sa koordinatama (1, 0, 0) nalazi crvena boja, u temenu sa koordinatama (0, 1, 0) zelena, au (0,0, 1)
plava boja. U koordinatnom pocetku nalazi se crna boja, dok se bela boja nalazi u temenu kocke sa
koordinatama (1,1,1). Komplementarne boje nalaze se jedna nasuprot druge. Nijanse sive se nalaze
duz glavne dijagonale kocke, dok se sa ve¢im udaljavanjem od glavne dijagonale dobijaju sve zasi¢enije
boje (slika 9.21).

Dva ekrana mogu imati razli¢ite opsege boja, pa se vrednosti RGB primitiva moraju interpretirati u
zavisnosti od konkretnog uredaja. Prelazak sa RGB komponenti opsega boja jednog ekrana na vrednosti
RGB komponenti opsega boja drugog ekrana moZe se zadati matricom dimenzije 3 x 3. Nekad se moZze
dogoditi da se neka RGB trojka za jedan ekran nakon mnoZenja matricom transformacije transformise
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Blue = (0,0,1)

White = (1,1,1)

Red = (1,0,0)

Slika 9.21: RGB kolor model.

u trojku ¢ije su neke vrednosti vece od 1 ili manje od 0 — ovo ukazuje na to da postoji boja u opsegu
matrice transformacije ili zaokruZivanjem vrednosti tako da se vrednosti manje od 0 tumace kao 0, a
vrednosti vece od 1 kao 1, ili nekim naprednijim metodama: npr. kompesovanjem opsega boja prvog
ekrana skaliranjem u odnosu na centar opsega tog ekrana, tako da se sve boje koje treba prikazati na
prvom ekranu preslikavaju u boje koje je moguce prikazati na drugom ekranu.

9.4.2 CMY i CMYK kolor model

Cijan (zeleno-plava), magenta (ljubi¢asto-crvena) i Zuta boja predstavljaju komplementarne boje cr-
venoj, zelenoj i plavoj boji, redom. Kada se koriste kao filteri da oduzmu boju iz svetlosti bele boje,
nazivaju se subtraktivnim primitivama.

U CMY kolor modelu boje se opisuju kao mesavine cijan, magenta i Zute boje. Ovaj kolor model se
koristi za Stampace, jer mastilo reflektuje neki deo primljene svetlosti, a apsorbuje drugi deo. Kada se
povrs prekrije cijan mastilom, iz reflektovane bele svetlosti (koja predstavlja sumu crvene, zelene i plave
svetlosti) apsorbuje se crveno svetlo, a reflektuje plavo i zeleno, magenta apsorbuje zeleno, a Zuta plavo
svetlo. Kada se pomes$aju dva mastila, svetlost koja se reflektuje je ona koju ne apsorbuje nijedna od njih.
Stoga, mesavina mastila cijan i magente apsorbuje i crvenu i zelenu boju, dajudi pritom refleksiju plave
svetlosti. Ako izmeSamo cijan, magenta i Zuto mastilo, apsorbovace se crvena, zelena i plava svetlost
i dobi¢emo crnu boju. U stvarnosti ta boja nije sasvim crna, jer meSavina cijan, magente i Zute boje ne
uspeva da apsorbuje bas svu svetlost, stoga Stampaci ¢esto imaju i etvrto mastilo — crno (u oznaci K)
koje se koristi da zameni tamnije meSavine cijan, magenta i Zute boje.

CMY kolor model je, poput RGB kolor modela, odreden jedini¢nom kockom u trodimenzionom
prostoru, tako da se u koordinatnom pocetku umesto crne boje nalazi bela boja, cijan se nalazi u temenu
kocke sa koordinatama (1,0, 0), magenta u temenu sa koordinatama (0, 1,0), a Zuta boja u temenu sa
koordinatama (0, 0, 1) (slika 9.22).

Prelazak sa RGB komponenti na CMY komponente moZe se opisati narednom jednac¢inom:

C 1 R
M|i=|1]|-|G
Y 1 B

Prelazak iz vrednosti u CMY modelu na vrednosti u RGB modelu se opisuje analognom jednac¢inom.
Jedini¢ni vektor kolona u RGB modelu odgovara beloj boji, a u CMY modelu crnoj boji.

9.4.3 HSV i HLS kolor modeli

Zadavanje boja putem RGB kolor modela nije intuitivno za korisnika jer individualne komponente
ovog modela ne odgovaraju ¢ovekovoj percepciji boje, odnosno ne oslikavaju njenu nijansu, niti koliko
je boja svetla, a koliko zasi¢ena i slicno. Na primer, prilikom izmene boje od crvene ka narandZastoj
malim poveéanjem zelene komponente boja postaje i svetlija, a ono $to bismo mi na taj nacin Zeleli da
postignemo jeste da samo izmenimo nijansu boje. Sli¢no, ¢oveku visoko zasi¢ene boje izgledaju ¢isto,



159 9. Boje

red

magenta green
green magenta
% _— — | — = M
red| , black A, 1.0)8 — (0,1,0)
R 1,0,0) yellow & /(1,0,0] blue

Slika 9.22: Uporedni prikaz RGB i CMY kolor modela (preuzeto sa https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/
sugon/intel/ipp/ipp_manual/IPPI/ippi_ch6/ch6_color_models.htm).

dok manje zasic¢ene boje deluju “isprano” i bilo bi zgodno omogucéiti da se u modelu eksplicitno zadaje
i ova karakteristika boje.

Black

Slika 9.23: HSV kolor model.

Postoje dva kolor modela kojima se boja zadaje u terminima ovih karakteristika i to su HSV i HLS
kolor model. HSV kolor model koristi cilindri¢ni koordinatni sistem i podskup skupa boja koje je
moguce na ovaj nadin adresirati zadaje se Sestostranom piramidom?® (slika 9.23). Komponente HSV
kolor modela su:

e H: nijansa (eng. hue) — karakterise boju: da li je u pitanju crvenkasta, zelenkasta, Zu¢kasta boja, . . .
(0° —360°),

e S: zasifenost (eng. saturation) — karakterise koliko se boja razlikuje od sive istog intenziteta (0% —
100% ili 0 — 1),

* V:sjajnost (eng. value, brightness) — karakteriSe koliko je boja svetla, odnosno tamna (0% — 100%
ili 0 — 1).

Osnova piramide odgovara vrednosti V' = 1 i ona sadrZi relativno svetle boje. Nijansa boje se meri
uglom oko vertikalne ose piramide, pri ¢emu crvena boja odgovara vrednosti ugla od 0°, zelena vred-

SHSV kolor model se nekada opisuje i kupom umesto estostrane piramide.


https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/sugon/intel/ipp/ipp_manual/IPPI/ippi_ch6/ch6_color_models.htm
https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/sugon/intel/ipp/ipp_manual/IPPI/ippi_ch6/ch6_color_models.htm
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nosti 120°, a plava uglu od 240°. Komplementarne boje se nalaze jedna nasuprot drugoj (udaljene su
za 180°). Zasi¢enost boje meri se rastojanjem od vertikalne ose (visine) piramide: tacke sa visine imaju
zasi¢enost 0, dok tacke na stranicama Sestostrane piramide imaju zasi¢enost 1. Sjajnost boje se meri
udaljenos¢u tacke od vrha piramide: vrh piramide odgovara crnoj boji za koju vazi daje V = 0, dok
vrednosti komponenti H i S nisu relevantne. Tacka za koju vazi S = 0i V = 1 odgovara beloj boji.
Meduvrednosti komponente V za § = 0 odgovaraju nijansama sive. Kada je zasi¢enost jednaka 0,
vrednost nijanse nije od znacaja.

Za razliku od HSV modela, HLS kolor model pored nijanse i zasi¢enosti, kao tre¢u komponentu,
umesto sjajnosti, ima informaciju koliko je boja svetla, odnosno njenu osvetljenost (eng. lightness). 1
ovaj kolor model se zadaje cilindri¢nim koordinatnim sistemom, a opseg boja koje se mogu adresirati
odgovara dvostrukoj Sestrostranoj piramidi* (slika 9.24). Bela boja je maksimalno svetla (L = 1), a
crna maksimalno tamna (L = 0). Za nijanse sive vaZi S = 0, a maksimalno zasi¢ene boje odgovaraju
vrednostima S = 1i L = 0.5. Komponenta H koja se odnosi na nijansu boje se u ova dva modela
odnosi na isti atribut, dok se pojam zasi¢enosti u ova dva modela razlikuje: u HLS modelu se izmenom
S komponente ide od potpuno zasi¢ene boje do ekvivalentne sive, dok se u HSV modelu izmenom S
komponente ide od maksimalno zasi¢ene boje do bele, sto moZe delovati donekle neintuitivno.

Cyan

Black
0.0

Slika 9.24: HLS kolor model.

Postoje jednostavne formule za preracunavanje HSV i HLS komponenti u RGB komponente i obratno,
ali se njima u ovom materijalu ne¢emo baviti.

9.5 Prikazivanje boja piksela na ekranu

9.5.1 Covekovo opaZanje intenziteta svetlosti

Kvantitet svetlosti moZe biti razmatran kao fizicki pojam energije, kada se govori o intenzitetu ili
luminaciji (eng. luminance), ili kao psiholoski fenomen, kada se govori o sjajnosti (eng. brightness).
Vrednost intenziteta svetlosti opisivacemo jednim skalarom, u opsegu od 0 do 1.

Pretpostavimo da na skali od 0 do 1 Zelimo da predstavimo 256 razli¢itih vrednosti intenziteta, tako
da raspodela vrednosti bude u nekom smislu ravnomerna. Postavlja se pitanje kojih 256 vrednosti treba
izabrati: sigurni smo da nije dobro da izaberemo 128 vrednosti u opsegu [0,0.1] i jos 128 u opsegu [0.9, 1]
jer bi prelaz sa vrednosti 0.1 na vrednost 0.9 bio primetan.

Treba voditi ratuna o ¢injenici da je ¢ovekovo oko osetljivije na odnose intenziteta svetlosti, nego
na razlike u vrednosti intenziteta svetlosti. Naime, ¢covekovom oku se ¢ini da se intenziteti 0.101i 0.11
razlikuju jednako kao i intenziteti 0.50 i 0.55. Dakle, intenzitet svetlosti treba da bude opisan logaritam-
skom (a ne linearnom) skalom kako bi se dobili jednaki koraci u sjajnosti (slika 9.25).

Iustrujmo ovaj fenomen. Razmotrimo vrednosti sive koje su dobijene izborom linearne funkcije
intenziteta prikazane na slici 9.26: mozZe se primetiti da ¢ovek razliku izmedu vrednosti Y = 0iY =1

4HLS model se nekada zadaje i dvostrukom kupom umesto Sestostrane piramide.
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Slika 9.25: Sjajnost je logaritamska funkcija intenziteta svetlosti.

dozivljava kao znacajno vecu nego razliku izmedu vrednosti Y = 61 Y = 7. Ako bismo umesto toga
razmatrali stepenu funkciju, imali bismo ose¢aj da je raspodela nijansi sive bliska uniformnoj (slika 9.27).

Linear energy

T T T T T
Y=0 Y=1 Y=2 Y=3 Y=4 Y=5 Y 7

Slika 9.26: Nijanse sive dobijene kao linearna funkcija energije (preuzeto sa http://jamie-wong.com/
post/color/).

Linear energy

Slika 9.27: Nijanse sive dobijene kao stepena funkcija energije (preuzeto sa http://jamie-wong.com/
post/color/).

Na koji nacin bi se odredilo 256 razli¢itih ravnomerno raspodeljenih intenziteta po¢ev od najnize
vrednosti intenziteta Iy pa do maksimalnog intenziteta 1.0? Potrebno je da postoji vrednost r koja
odraZava odnos dva susedna intenziteta na slede¢i nacin:

In=1Io, I =7rly, Iy =rl; =121y, ..., Ios5 = r*>°Iy = 1

r= (1/10)1/255’ Ij _ T_j[() _ 15255—j)/255

U opstem slucaju, za n+ 1 intenziteta svetlosti koji bi ¢coveku delovali ravhomerno raspodeljeni treba
da vazi: ‘
r=(1/I)"", I =iy = 1"

Namece se pitanje: koliko razli¢itih vrednosti intenziteta je dovoljno da bi se reprodukovala crno-
bela slika tako da prelaz izmedu nijansi deluje neprekidno. Pokazuje se da ¢ovekovo oko primecuje
prelaz sa tamnije na svetliju nijansu sive ukoliko je odnos intenziteta veé¢i od 1.01. Na osnovu te vred-
nosti moze se odrediti minimum intenziteta koji mogu da daju prihvatljivu crno-belu sliku. Za vec¢inu
uredaja, ta (idealizovana) vrednost iznosi n = 64.
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9.5.2 Gama korekcija

Na boje u rac¢unaru se referiSe koriS¢enjem RGB kolor modela, tj. putem vrednosti crvene, zelene
i plave komponente boje. sRGB prostor boja (eng. standard RGB) je standardni RGB prostor boja, za-
jednicki predloZen od strane kompanija HP i Majkrosoft, koji je u $irokoj upotrebi u oblasti digitalnih
slika. sRGB prostor boja je dizajniran sa ciljem da obezbedi konzistentnu reprezentaciju boja na ra-
zli¢itim uredajima i platformama. sRGB prostor boja ima znacajno ogranicen opseg boja koje je moguce
predstaviti u poredenju sa kompletnim RGB prostorom i u njemu nedostaju visoko zasi¢ene boje. Drugi
znacajan RGB prostor boja je Adobe RGB prostor boja i on znacajno nadmasuje sSRGB u pogledu opsega
boja koje je moguce predstaviti (slika 9.28).

| Adobe
RGB

Slika 9.28: Odnos sRGB i Adobe RGB prostora boja.

Razmotrimo detaljnije na¢in na koji se izra¢unate boje piksela, u terminima koli¢ine crvene, zelene i
plave boje iz sSRGB prostora boja, prikazuju na ekranu.

U ranija vremena ekrani su bili sa katodnim cevima, takozvani CRT ekrani. Prikazivanje odgo-
varajucih intenziteta boja na CRT ekranima nije trivijalna stvar zbog toga $to je transformacija napona
elektronskog zraka u intenzitet svetlosti na ekranu nelinearna. To znadi da ako se neka komponenta
boje, npr. crvena komponenta dvostruko poveca, ona ne proizvodi dvostruko vedi intenzitet emitovane
crvene svetlosti. Naime, intenzitet koji CRT ekran emituje je proporcionalan sa V7, pri ¢emu je sa V
oznacen napon, dok se vrednost v naziva gama i njena priblizna vrednost kod CRT ekrana iznosi 2.5.
Dakle, kod CRT ekrana i ranih verzija LCD ekrana gama je bila direktno povezana sa naponom i igrala
je vaZnu ulogu u preciznom reprodukovanju slika na ekranima.

Gama je vazna karakteristika gotovo svih digitalnih sistema koji rade sa slikama. Na modernim LCD
ekranima se parametrom gama reguliSe u kojoj meri se povecanje vrednosti intenziteta boje u memo-
riji oslikava na povecanje osvetljenosti na ekranu. Gama definiSe odnos izmedu numericke vrednosti
piksela i njegove stvarne osvetljenosti. Naime, nase o¢i ne opaZaju svetlost na isti nacin kao Sto to
radi digitalni fotoaparat. Kod fotoaparata, kada dvostruko ve¢i broj fotona pogodi senzor, on prima
dvostruko veéi signal (vazi linearni odnos). Medutim, vizuelni sistem ¢oveka ne funkcionise na isti
nacin: oko dvostruko vecu svetlost opaZza kao neznatno svetliju (odnos nije linearan). Oko nesrazmerno
opaza promene vrednosti RGB komponenti. Drugim re¢ima, razlika u opaZenoj osvetljenosti izmedu
dve boje u RGB prostoru boja nije nuzno proporcionalna razlici numerickih vrednosti R, G i B kompo-
nente. Na primer, dve boje koje se u RGB prostoru nalaze jako blizu, prilikom prikaza jedne do druge
mogu delovati veoma razli¢ito osvetljene. Dakle, osvetljenost koju ¢ovekovo oko opaZa je nelinearna
funkcija koli¢ine svetlosti. Dodatno, na$ vizuelni sistem je u normalnim uslovima osvetljenja mnogo

Percepcija osvetljenosti kod ¢oveka prati priblizno stepenu funkciju (slika 9.25). Primetimo da ako
promenimo vrednost ulaza sa 0 na 10, izlaz se menja od 0 do oko 20, dok izmena vrednosti sa 240 na
255 zapravo ne menja vrednost na izlazu. Ali digitalni fotoapart ne funkcioniSe po istom principu. Za
razliku od ¢ovekove percepcije, on prati linearni odnos. Stoga, prilikom prikazivanja slike moze do¢i
do problema. Naime, za proizvoljni ulazni signal, recimo sa fotoaparata, izlaz ¢e biti transformisan za
v zbog nelinearnog odnosa intenziteta i napona na ekranu. Ovo rezultira slikama koje su tamnije od
predvidenih. Kako bismo ovo ispravili, potrebno je na neki nac¢in korigovati ulazni signal (slika 9.29).
Za posredovanje izmedu osetljivosti naseg oka na svetlost i osetljivosti fotoaparata koristi se gama.

Gama korekcija (eng. gamma correction) je nelinearna operacija koja se koristi za kodiranje i dekodi-
ranje vrednosti osvetljenosti na slikama i video zapisima. Iako je gama korekcija prvobitno razvijena za
potrebe prevazilazenja razlika u ulaznom i izlaznom signalu CRT ekrana i za veran prikaz osvetljenosti
na CRT ekranima, u danasnje moderno doba to nije njena prevashodna namena. Gama korekcija se
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danas koristi kako bi se slike prilagodile karakteristikama ¢ovekovog vizualnog sistema i proizvela sen-
zacija odgovarajuéih boja. Ako se slika prikaZze na ra¢unaru bez gama korekcije, korisnik ¢e je doZiveti
kao ispranu ili previse svetlu. Gama se koristi da obezbedi da odnosi vrednosti na ulazu odgovaraju
izlazu raCunara, stvarajuéi pravu boju. Ideja gama korekcije je da se primeni inverzna gama ekrana na
kona¢nu izlaznu boju (time boje postaju svetlije) pre nego sto se slika prikaZe na ekranu. Ideja je posvetl-
iti boje koje ¢e se kada ih montor potamni vratiti na Zeljene vrednosti (slika 9.29). Dakle, gama korekcija
predstavlja ponistavanje nepogodnog rada ekrana, odnosno korekciju informacija o bojama. Na ovaj
nacin gama kodiranu sliku transformi$emo u svetlost iz originalne scene. Gama korekcija sustinski vrsi
stepenovanje vrednosti intenziteta boje na eksponent 1/, tako da kada ekran podigne vrednosti na ek-
sponent v, efekat ove dve operacije se ponistava, a rezultat je boja koju smo i Zeleli da prikaZemo. Kada
se digitalna slika sacuva, ona je stoga “gama kodirana” - tako da dvostruko vec¢a vrednost u datoteci
odgovara onome Sto bismo mi smatrali dvostruko svetlijim. Veéina datoteka koje ¢uvaju slike kodira
slike sa vredno$éu game od 55 ~ 0.45, dok se slike dekodiraju koris¢enjem recipro¢ne vrednosti game
od2.2.

X

Gamma characteristics Color information adjusted Color bandling approaching
of monitors to match gamma characteristics the “y = x" idealcs

Slika 9.29: Kombinovanje gama karakteristike monitora i inverzne transformacije na boju kako bi se
opazile Zeljene vrednosti o boji (preuzeto sa https://www.eizo.com/library/basics/lcd_display_
gamma/).

color intensity displayed by the monitor

color intensity transmitted by the graphics card

Slika 9.30:  Preslikavanje intenziteta boja koje se Salju ekranu koje vr$i graficka kartica
i intenziteta koje ekran prikazuje (preuzeto sa https://gamedevelopment.tutsplus.com/
gamma-correction-and-why-it-matters--gamedev-14466a).

Na slici 9.30 ilustrovani su razli¢iti scenariji prilikom kori$¢enja game: donja zelena kriva ilustruje
situaciju kada se gama ne uzima u obzir — tada je kriva eksponencijalna. Ako izvr§imo gama korekciju,
stvarni odgovor Ce biti linearan, kakav i treba da bude. Poredenja radi, na istoj slici je prikazano i kako


https://www.eizo.com/library/basics/lcd_display_gamma/
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bi izgledao grafik ako bismo sproveli gama korekciju, ali ekran ima linearan odziv. U ovoj situaciji ¢e
intenziteti biti deformisani na suprotan nacin i mozemo videti da kada ih nelinenaran ekran izmeni, to
se ponistava i na kraju dobijamo pravu y = z.

Kao sto smo veé pomenuli na boje se u ratunaru referise kao na trojku RGB vrednosti, koje redom
odgovaraju vrednosti crvene, zelene i plave komponente u sSRGB prostoru boja. Vazno pitanje jeste na
koji nac¢in na osnovu ove tri vrednosti odrediti osvetljenost boje. OpaZena osvetljenost boje moze se
izraunati na slede¢i naéin: najpre se sRGB vrednosti konvertuju u vrednosti iz intervala [0, 1]:

R = R'/255
G = G'/255
B = B'/255

Ekran tumaci svoje ulazne podatke kao da su kodirane u sRGB prostoru boja. Prilikom prikaza
podataka na ekranu potrebno je linearizovati dobijene vrednosti crvene, zelene i plave komponente.
Najjednostavniji na¢in da se ovo uradi jeste da se na svaki kanal za boju primeni stepenovanje na ek-
sponent 2.2:

Rlin = R2‘2
Glin = G2'2
Blin = B2'2

Pokazuje se da najveci uticaj (¢ak 71%) na osvetljenost koju ¢ovek opaZza ima komponenta svetlosti
zelene boje, dok svetlost plave boje ima najmanji doprinos. Najzad, osvetljenost Y dobijamo na osnovu
naredne formule:

Y =0.2126 - Rysn + 0.7152 - Gpip + 0.0722 - By

Dakle, vrednosti osvetljenosti fragmenata objekata u memoriji direktno odgovaraju broju fotona koji
pogada senzor fotoaparata kojim se slika scena koju posmatramo. Ako se na objekat koji obasjava jedan
izvor svetlosti uperi jo$ jedan identian izvor svetla, u memoriji ¢e se vrednost osvetljenosti tih fragme-
nata dvostruko poveéati. Pre nego Sto se prikaZe odgovarajuca boja na ekranu, vrsi se gama korekcija
kako bi slika delovala verodostojnije.

9.6 Izbor i koris¢enje boja

RGB color picker
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Slika 9.31: Standardni RGB dijalog u kojem je mogucée odabrati Zeljenu boju i za nju se prikazuju vred-
nosti komponenti u RGB i HSV sistemu.

U kontekstu rac¢unarske grafike boje su znacajne iz estetskih razloga, koriste se za postizanje real-
izma na slikama, za naglasavanje, a ¢esto se njima postiZe i bolja funkcionalnost i i interfejs razli¢itih
aplikacija. Mnogi programi dozvoljavaju korisniku da zada boju elemenata kao Sto su slova, prave,
povrsi i slicno. Ne postoji jedinstveni sistem zadavanja boja koji je najzgodniji svim korisnicima. Neki
programi omogucavaju korisniku da izabere boju koriséenjem razli¢itih modova: direktnim zadavan-
jem RGB komponenti, zadavanjem komponenti koris¢enjem slajdera, klikom na odabir boje iz prikaza
spektra boja u vidu diska i sl. Korisniku se moze omogucditi i da interaktivno bira boju tako sto direktno
intreraguje sa reprezentacijom prostora boja (slike 9.311 9.32).



165 9. Boje

s
Saturation ﬂ _I;l 255
Brightness J J ﬂ 192

Slika 9.32: HSV dijalog za odabir boje: prikaz boja za odredenu vrednost sjajnosti, nijansa odgovara
veli¢ini ugla, a zasi¢enost polupre¢niku.

Prilikom odabira skupa boja koje ¢e biti koriS¢ene u izradi neke korisnicke aplikacije ili neke ra¢unar-
ske animacije, treba voditi ra¢una da kombinacija vise boja bude $to skladnija. Naime, loSa kombinacija
boja moZe da ucini prikaz manje ilustrativnim od odgovaraju¢eg monohromatskog prikaza. Takode,
razli¢itim odabirom kombinacija boja moguce je postici razli¢ite opticke efekte (slika 9.33).

Slika 9.33: Dva siva kvadrata na vrhu deluju da su razlicite boje; siva traka na dnu je iste boje ¢itavom
duzinom.

Interpoliracija boja je vazna u problemima kao $to su Guroovo sencenje ili antialiasing tehnike. Boja
dobijena kao rezultat interpolacije zavisi¢e od kolor modela u kom se interpolacija vr$i. Naime, lin-
earnom prelazu izmedu dve tacke u jednom modelu ne odgovara nuzno linearni prelazak izmedu dve
tacke u drugom modelu. Na primer, ako se u RGB kolor modelu i u HSV kolor modelu vrsi interpo-
lacija crvene i zelene boje sa teZinama 0.5 dobice se razli¢it rezultat (bilo da se prvo radi konverzija pa
interpolacija ili obratno). U slu¢aju Guroovog sencenja prihvatljivo je raditi interpolaciju u proizvoljnom
modelu jer su boje koje se interpoliraju bliske. Medutim, u slu¢aju kada su boje udaljene postoji veci
broj moguénosti i nijedan od njih nije univerzalno najbolji.

Primer 9.1. Razmotrimo problem reprodukovanja boja na izlaznom uredaju koji koristi manji broj bitova
za boju po pikselu. Slika u boji je zadata u terminima n bitova po pikselu, a treba je $to vernije prikazati
na uredaju koji podrzava m < n bitova po pikselu. Postavlja se pitanje kojih 2™ boja izabrati i na
koji nac¢in zadati preslikavanje iz skupa od 2" boja u skup od 2™ boja. Jednostavno reSenje je koristiti
predefinisani skup prikaznih boja i fiksno preslikavanje boja sa slike u boje prikaznog uredaja. Na
primer, u slu¢aju kada je m = 8, obi¢no se koristi po 3 bita za crvenu i zelenu komponentu, a 2 za plavu
(jer je oko manje osetljivo na plavu boju). Postoje i brojni drugi napredniji algoritmi koji se prilagodavaju
raspodeli vrednosti komponenti polazne slike.

9.7 Pitanja

9.1 Koju boju nazivamo monohromatskom?

9.2 Da li je ¢ovekovo oko jednako osetljivo na sve talasne duzine?
9.3 Koja svojstva ima ahromatska svetlost?

9.4 Kakvom skalom je opisan intenzitet svetlosti i zasto?

9.5 Ako je potrebno zadati n intenziteta svetlosti po¢ev od I, do 1, po kojoj formuli se ra¢una intenzitet
I; u funkciji pocetne vrednosti intenziteta I,?
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9.6 Sta je gama korekcija?
9.7 Opisati aditivno i subtraktivno mesanje boja.
9.8 Da lije sve vidljive boje moguce predstaviti kao nenegativnu linearnu kombinaciju
(a) crvene, zelene i plave svetlosti (da) (ne)
(b) X, Y i Z primitive (da) (ne)
(c) bilo koje tri monohromatske svetlosti (da) (ne)?
9.9 Cemu odgovara primitiva Y u CIE modelu?
9.10 Kako se definisu vrednosti z, y i z na osnovu vrednosti X, Y i Z primitiva?
9.11 Dali su vrednosti z, y i z kod CIE modela medusobno nezavisne?
9.12 Definisati CIE dijagram obojenosti. Da li se na njemu prikazuju sve boje?
9.13 Da li je granica CIE dijagrama obojenosti sa¢injena samo od monohromatskih boja?
9.14 Sta je kolor model? U koje svrhe se koristi?
9.15 Zasto postoji veliki broj kolor modela?
9.16 Nabrojati kolor modele i za svaki od njih nabrojati kojim se komponentama zadaje.
9.17 Da li je CMY kolor model zasnovan na aditivnom ili subtraktivnom mesanju boja?
9.18 Gde se nalaze nijanse sive u (a) RGB modelu (b) CMY modelu (c) HSV modelu?
9.19 Gde se nalaze komplementarne boje u (a) RGB modelu (b) CMY modelu (c) HSV modelu?



Glava 10

Prostorne strukture podataka

Osnovna ideja nerekurzivnog rej kasting algoritma se zasniva na tome da se za svaki piksel generiSe
po jedan zrak iz otvora kamere i da se odredi prvi presek tog zraka i neke primitive sa scene. Ukoliko
scena sadrZi N primitiva, sloZenost direktnog algoritma za odredivanje prvog preseka sa datim zrakom
je O(N). Broj zraka koje razmatramo odgovara broju piksela slike i moze biti veoma veliki. S druge
strane, scene mogu jako sloZene, sa jako velikim brojem primiiva. Zbog svega ovoga, linearna sloZenost
po zraku nije prakti¢no zadovoljavajuca. Postavlja se pitanje da li je na neki nac¢in moguce realizovati
upit preseka u vremenskoj sloZenosti koja je manja od linearne. Pokazuje se da je moguce popraviti
prosec¢nu sloZenost upita preseka, pogodnim strukturiranjem primitiva na sceni.

Prostorne strukture podataka (eng. spatial data structures) predstavljaju klasu struktura podataka ko-
jima se prostorni podaci organizaciju na osnovu svog poloZaja i zapremine scene koju zauzimaju. One
predstavljaju visedimenziono uopstenje klasi¢nih uredenih struktura podataka, kao sto su uredena bi-
narna stabla (eng. binary search tree). S obzirom na to da prostorne strukture podataka imaju za cilj
povecanje prostora za skladistenje podataka, a da se pritom smanji vreme izvrSavanja upita, poznate su
i pod nazivom prostorne ubrzavajuce strukture podataka (eng. spatial acceleration data structures). One
mogu ubrzati operacije kao $to su pronalaZenje preseka izmedu razli¢itih geometrijskih figura, detek-
cija kolizije, renderovanje u realnom vremenu i sli¢no. Prostorne strukture podataka se, iako primarno
razvijene za potrebe renderovanja i animacije u ratunarskoj grafici, danas koriste i u drugim oblastima
- masinskom ucenju, statistickim algoritmima i dr.

Mnogi algoritmi u racunarskoj grafici se oslanjaju na upite koji se mogu opisati geometrijskim presec-
ima. PoZeljno je da vremenska sloZenost algoritma za odredivanje preseka bude manja od linearne u
funkciji broja primitiva na sceni. Pokazuje se da se vremenska sloZenost upita preseka na sceni koja
sadrzi N primitiva kori$¢enje prostornih struktura podataka moZe smanjiti na O(log N) u proseénom
slucaju.

Postoje dva razli¢ita pristupa strukturiranju primitiva na sceni koja vode razli¢itim prostornim struk-
turama podataka. U prvom pristupu vrsi se particionisanje primitiva u disjunktne podskupove. Jedan
primer ovakve strukture podataka je hijerarhija grani¢nih opsega. Kod ovakvog tipa prostornih struk-
tura podataka, particije se mogu presecati (slika 10.1). Drugi na¢in organizacije primitiva podrazumeva
particionisanje prostora u disjunktne regione, kao $to su uniformna mreZa ili kd stablo. U ovom pris-
tupu primitive mogu biti sadrZane u ve¢em broju razli¢itih regiona (slika 10.1). Ono $to je dobra strana
ovakvog vida particionisanja je to $to je prvi odredeni presek zraka i primitive zaista i globalno najbliZi
presek zraka i primitive.

U opstem slucaju ne postoji najbolja prostorna struktura podataka. Razli¢ite strukture podataka
su pogodne za razli¢ite raspodele primitiva na sceni i razli¢ite upite. U daljem tekstu razmotri¢emo
razli¢ite interesantne prostorne strukture podataka i analizirati njihovu primenu na primeru izvr$avanja
Cesto koriscenih upita.

10.1 Hijerarhija grani¢nih opsega

Granicni opsezi (eng. bounding volume) predstavljaju jednostavne objekte koji se opisuju oko sloZenih
objekata (slika 10.2). Motivacija za uvodenje grani¢nih opsega je ta $to ako grani¢ni opseg nije vidljiv iz
oka posmatraca, nece biti vidljiv nijedan objekat u njegovoj unutrasnjosti. Koris¢enjem grani¢nih opsega
moZe se ubrzati rej kasting algoritam. Naime, umesto da se vrsi ispitivanje da li postoji presek zraka koji
razmatramo u tekuéem koraku sa sloZenim geometrijskim objektom, tj. sa svakim od poligona datog

167
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Slika 10.1: Razlika izmedu particionisanja primitiva i particionisanja prostora.

objekta, moZemo ispitivati da li postoji presek zraka sa grani¢nim opsegom objekta. Ukoliko presek
zraka i grani¢nog opsega ne postoji, iz daljeg razmatranja moZemo izuzeti potencijalno veoma sloZeni
objekat. Ukoliko presek zraka i grani¢nog opsega postoji, onda je moguce da zrak sece i neku primitivu
iz grani¢nog opsega, te se mora ispitati presek sa svakom primitivom iz opsega. Stoga, sloZenost upita
preseka u najgorem slucaju ostaje O(N) gde je N broj primitiva.

Izbor oblika grani¢nog opsega odreden je sa dva donekle suprotstavljena cilja: s jedne strane, Zeleli
bismo da koristimo grani¢ne opsege $to jednostavnijeg oblika jer su racunski efikasniji: zauzimaju manje
memorije i ispitivanje preseka je jednostavnije. S druge strane, bilo bi dobro da grani¢ni opseg Sto tesnje
odgovara objektu oko koga se opisuje, da bi se $to rede deSavala situacija da zrak preseca opseg, ali ne
i sam objekat. U praksi se naj¢eSce za grani¢ne opsege biraju kocke i sfere jer omogucavaju kompaktno
¢uvanje i efikasnije upite preseka.

Slika 10.2: Grani¢ni opseg u obliku kocke.

Granicni opsezi poravnati sa koordinatnim osama koji se skraceno nazivaju AABB (eng. Axis Aligned
Bounding Boxes) (slika 10.3) su primer grani¢nog opsega koje je jednostavno ¢uvati i sa kojima je jed-
nostavno izracunavati presek jer su poravnati sa koordinatnim osama. AABB imaju oblik kvadra i
efikasno se konstruisu odredivanjem minimuma i maksimuma z, y i z koordinata svih temena objekata
(u trodimenzionom slucaju). Oni su i prostorno efikasni jer je za jedan opseg potrebno zapamtiti samo
Sest brojeva u pokretnom zarezu: z, y i z koordinatu donjeg levog i gornjeg desnog temena opsega.
Koris¢enje grani¢nih opsega poravnatih sa koordinatnim osama je pogodno za objekte koji imaju tesne
granicne opsege, dok nije pogodno ako postoje veliki prazni prostori unutar grani¢nog opsega jer ¢e se
¢esto desavati da zrak presece grani¢ni opseg, a ne sece objekat unutar njega. AABB predstavljaju dobar
izbor za dinamicke scene, jer je prilikom kretanja objekata, potrebno samo prilagoditi njihov grani¢ni
opseg (ratunanjem minimuma i maksimuma) i izvr$iti propagaciju navise uz stablo. 1z tog razloga ¢esto
se koriste za detekciju sudara (kolizije) u video igrama.

Rekurzivnim ugnjezdavanjem grani¢nih opsega dobija se prostorno stablo poznato pod nazivom
hijerarhija granicnih opsega (eng. Bounding Volume Hierarchy). Ovu strukturu podataka osmislili su
Timoti Kaj (Timothy Kay) i DZejms Kajia (James Kajiya) 1986. godine. Na slici 10.4 prikazana je hijer-
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Axis-Aligned Non-Axis-Aligned
Bounding Box Bounding Box

Slika 10.3: Grani¢ni opseg poravnat sa koordinatnim osama dvodimenzionog objekta i grani¢ni opseg za
koji to ne vaZi (preuzeto sa http://www.pbr-book.org/3ed-2018/Geometry_and_Transformations/
Exercises.html).

arhija grani¢nih opsega u dvodimenzionom prostoru, u slucaju kada su grani¢ni opsezi pravougaonici
sa stranicama poravnatim sa koordinatnim osama.

Spatial structure

Logical structure

Slika 10.4: Hijerarhija dvodimenzionih grani¢nih opsega poravnatih sa koordinatnim osama.

Za razliku od BSP stabala, ovaj tip stabla daje teSnje granice za klastere primitiva i ima kona¢nu
zapreminu.

10.1.1 Konstrukcija hijerarhije grani¢nih opsega

Hijerarhija grani¢nih opsega se moZe graditi na dva nacina: odozdo naviSe i odozgo naniZe. Kon-
strukcija odozdo navise funkcionise tako $to se grani¢ni opsezi susednih objekata grupisu sve dok se
kompletna scena ne ogranici jednim opsegom. U slucaju grani¢nih opsega poravnatih sa koordinatnim
osama, grupisanje dva opsega se izvrsava jednostavno, odredivanjem minimuma i maksimuma opsega
po svakoj koordinati. Medutim, odredivanje objekata koji su blizu jedan drugom mozZe biti tezak prob-
lem. Naivno reSenje bi podrazumevalo poredenje svakog objekta sa svakim, Sto vodi kvadratnoj vre-
menskoj sloZenosti. Moguce je u ove svrhe iskoristiti graf scene i grani¢ni opseg u ¢voru dobiti kao uniju
grani¢nih opsega njegove dece, medutim graf scene oslikava pre svega logic¢ku organizaciju scene, a ne
nuzno i prostornu.

Drugi nacin da se konstruiSe hijerarhija grani¢nih opsega jeste odozgo nanize. U ovom pristupu
kre¢emo od skupa objekata na sceni i rekurzivno vrsimo podelu na dva podskupa (koriséenjem neke
heuristike). Ovaj pristup se jednostavno implementira, ali daje stabla koja naj¢es¢e nemaju tako dobre
performanse kao stabla koja su konstruisana tehnikom odozdo navise.
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U hijerarhiji grani¢nih opsega se opsezi ¢vorova koji ¢e biti objedinjeni zajedno nekim grani¢nim
opsegom, nekada mogu preklapati (npr. primitive c i d sa slike 10.4).
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Slika 10.5: Ilustracija upita preseka u slucaju hijerarhije grani¢nih opsega (grani¢ni opsezi su u obliku
sfere).

10.1.2 Upit preseka za hijerarhiju grani¢nih opsega

Upit preseka se u slucaju hijerarhija grani¢nog opsega realizuje odozgo naniZe, od korena ka lis-
tovima. Za tekudi ¢vor stabla proverava se da li zrak sece tekuéi grani¢ni opseg: ukoliko presek ne
postoji ili je prese¢na tacka dalja od trenutno najbliZzeg preseka, onda se vrsi odsecanje podstabla sa ko-
renom u datom ¢voru, tj. ne ide se u opsege sadrZane u datom. Ako zrak preseca tekudi grani¢ni opseg,
rekurzivno nastavljamo sa opsezima sadrzanim u njemu. Pritom decu tekuceg ¢vora razmatramo u re-
dosledu kojim je zrak sekao granic¢ne opsege, tj. kao prvi se razmatra onaj grani¢ni opseg koji je najblizi
zraku (slika 10.5).

N
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Slika 10.6: Situacija kada ne treba odmah vratiti pronadeni presek jer drugi potprostor ima blizi presek.

>

U slucaju da bratski opsezi imaju delove koji se preklapaju treba biti oprezan i ne vraéati odmah
presek pronaden u prvom opsegu jer se moZe desiti da u drugom opsegu postoji blizZi presek (slika 10.6).
Ocekivana vremenska sloZenost upita preseka je O(log N), za N primitiva na sceni, ali je u najgorem
slu¢aju O(N).

10.2 Uniformna mrezZa

Particionisanjem prostora na éelije jednake velicine! dobija se uniformna mreza ili resetka (eng. grid).
Ova struktura podataka nije hijerarhijska, te zahteva viSe vremena za obilazak, ali se jednostavnije kon-
struiSe. Takode, za svaku tacka P u datom opsegu se jednostavno odreduje u kojoj se ¢eliji mreZe nalazi:
visedimenzioni indeks te Celije se dobija oduzimanjem koordinata minimalnog temena mreZe od koor-
dinata tacke P, deljenjem sa dimenzijom jedne Celije i zaokruZivanjem naniZe (slika 10.7). Stoga, ako
se veli¢ina celije odrZzava konstantnom, ¢elija kojoj primitiva pripada se moze pronaci u konstantnom

1Ove ¢elije su u literaturi poznate i kao vokseli.
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vremenu. Medutim, prostor potreban za skladiStenje ove strukture podataka je proporcionalan sumi
broja primitiva i zapremine mreZe.

Spatial structure
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Slika 10.7: Dvodimenziona mreZa koja ¢uva vrednosti sa pokaziva¢ima na kljuceve. Logicka struktura
odgovara jednodimenzionom nizu uredenom prema vrstama.

Uniformne mreZe predstavljaju jednostavnu strukturu podataka, efikasno se konstruiSu, a operacije
dodavanja novih primitiva i brisanja primitiva nisu zahtevne ni vremenski ni prostorno i ne uti¢u na
ostale primitive u mreZi. Stoga su pogodne za dinamicke podatke i ¢esto se koriste za upite nalik onima
kojima se ispituje da li je doslo do sudara dve primitive na sceni.

10.2.1 Upit preseka za uniformnu mrezu

Slika 10.8: Praéenje zraka kroz dvodimenzionu mrezu. Da bi se korektno pratio zrak, potrebno je posetiti
¢elije uniformne mreZe u redosledu a, b, ¢, d, e, f, gih.

Kako bi se pronasao prvi presek zraka sa primitivom u uniformnoj mreZi, algoritam za odredivanje
preseka mora da prode kroz Celije mreZe u poretku u kom zrak ulazi u njih (slika 10.8). S obzirom na to
da se primitive mogu protezati kroz vise od jedne ¢elije mreZe, esencijalno je testirati samo preseke koji
se javljaju u toj ¢eliji u svakoj iteraciji. Ovaj princip je ilustrovan na slici 10.9. Posmatrajmo test preseka
koji se javlja u iteraciji kada se nalazimo u ¢eliji oznacenoj sa b. S obzirom na to da celije koje pokriva
objekat Y ukljucuju ¢eliju b, tokom ove iteracije testiraéemo Y u odnosu na zrak. Presek postoji, ali se
ne nalazi u ovoj ¢eliji ve¢ u Celiji c. Ukoliko bi bio vracen taj presek, ne bismo dobili pravi prvi presek
zraka i primitive na sceni koji se javlja izmedu objekta X i zraka u ¢eliji c.

Upit preseka se izvrSava u vremenu proporcionalnom broju Celija uniformne mreze kojima zrak
prolazi. Cena svake iteracije je konstantna, te je algoritam od prakti¢ne koristi u slu¢ajevima kada ne
ocekujemo da zrak putuje predugo pre nego sto “udari” u prvi objekat. MreZa sa g podela duz & di-
menzija sadrzi O(g") ¢elija. NajduZi put zraka je dijagonala mreZe duZine O(g). Za mreZu koja sadrZi
n primitiva, u najgorem slucaju sve primitive se protezu kroz sve celije mreZe duz dijagonale, a zrak
ne preseca nijednu od njih. Cena upita preseka bi stoga u najgorem slucaju bila O(g - n). U ovakvoj
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Slika 10.9: Slucaj kada je vaZno testirati samo presek koji se nalazi u Celiji u kojoj se trenutno nalazimo.

situaciji mreZa predstavlja los izbor prostorne strukture podataka. Dakle, ponasanje u najgorem slucaju
je veoma razli¢ito od o¢ekivanog ponasanja.

Uniformna mreZa je pogodnija za scenu koja sadrZi priblizno ravnomerno raspodeljene primitive
koje teze tome da stanu u Celiju mreZe. Na upitima za velike scene sa neravhomernom prostornom
raspodelom primitiva, stabla pokazuju bolje asimptotsko ponaSanje od mreza: kod stabla ocekujemo
logaritamsko vreme izvrSavanja, dok je kod mreZa oc¢ekivano vreme izvr$avanja linearno. Medutim,
kroz praznu celiju se moZze brzo proéi. Stoga, ako linearan broj puta primenimo operaciju konstantne
cene, moZemo priustiti prolazak velikog broja ¢elija za svaki zrak. Za scene sa ograni¢enom veli¢inom,
mreZa moZe da pokaZe bolje performanse od stabla za upite preseka, posebno ako je vreme potrebno za
izgradnju strukture podataka uklju¢eno u vreme izvrsavanja.

10.2.2 Konstrukcija uniformne mreze

Kao sto smo ve¢ pomenuli, konstrukcija uniformne mreZe je veoma jednostavna. Medutim, vazno
pitanje prilikom konstrukcije jeste odabir rezolucije mreZe, odnosno veli¢ine Celije mreZe. PodeSavanje
veli¢ine ¢elije uniformne mreZe, odnosno broja celija za dati opseg mreZe zahteva dobro poznavanje
tipova upita koji ¢e biti izvrSavani, kao i poznavanje prostorne raspodele podataka. Razmotrimo na
koji nacin izabrati rezoluciju mreZe, tako da mreza ima $to bolje performanse. Asimptotska sloZenost
odredivanja preseka zraka na mreZi je linearna po broju ¢elija mreZe koje zrak preseca. Dakle, $to manje
¢elija zrak preseca, manja Ce biti i sloZenost odredivanja preseka. Upit preseka ima i linearnu sloZenost
u funkciji broja primitiva koje se nalaze u mrezi. Dakle, da bismo dobili efikasniji algoritam, mogu se
razmatrati dva razlicita cilja a to su: minimizovati broj testiranja preseka sa mreZom i minimizovati broj
testiranja preseka sa primitivama. Neka razumna pretpostavka je da je utvrdivanje preseka sa mreZom
“jeftinije” od utvrdivanja preseka sa primitivom.

Ako je broj podela g veliki, kvadrati mreZe su mali. Ovim se smanjuje broj primitiva koje treba
testirati u svakoj nepraznoj celiji, ali se povecava broj Celija koje treba ispitati. Ovaj izbor je dobar za
guste scene. Ako je pak vrednost g mala, kvadrati mreZe su veliki. Kod ovakvih mreZa zrak se brzo
krece kroz velike prazne prostore, ali se povecava broj primitiva u svakoj nepraznoj ¢eliji sa kojom treba
vrsiti testiranje. Manje vrednosti za g su pogodnije za retke scene (slika 10.10).

Slika 10.10: Na slici levo ilustrovana je mreZa sa velikim brojem podela: zrak treba da prode kroz mnogo
¢elija ali ¢e mnoge od njih biti prazne. Na slici desno ilustrovan je slucaj uniformne mreze sa malim
brojem podela: zrak iterira kroz mali broj ¢elija, ali one mogu da sadrZe veliki broj primitiva.
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10.3 Binarno stablo prostornog particionisanja

Koncept binarnih stabala prostornog particionisanja (skraceno BSP stabala?) su 1980. godine predlozili
Henri Fuks (Henry Fuchs), Zvi Kedem (Zvi Kedem) i Brus Nejlor (Bruce Naylor). U slucaju dvodi-
menzionog BSP stabla ravan se deli pravama razdvajanja, dok se u slu¢aju trodimenzionog BSP stabla
trodimenzioni prostor deli ravnima razdvajanja. Na slici 10.11 data je ilustracija dvodimenzionog BSP
stabla.

Spatial partitioning

Pointer structure

ofNe { X\
: i

) O

Slika 10.11: Ilustracija dvodimenzionog BSP stabla. Debljina prave razdvajanja odgovara dubini odgo-
varajuceg ¢vora u stablu; koren je predstavljen najdebljom linijom.

BSP stablo se dobija rekurzivnim binarnim particionisanjem prostora. Ravni razdvajanja dele prostor
u konveksne potprostore. Preciznije, listovi BSP stabla odgovaraju potprostorima, a unutrasnji ¢vorovi
ravnima razdvajanja. Unutrasnjim ¢vorovima odgovaraju i konveksni prostori koji su unija njihove
dece. lako svi listovi predstavljaju konveksne prostore, oni koji odgovaraju prostornim ekstremumima
predstavljaju prostore beskonaéne zapremine (npr. potprostor koji sadrzi primitivu g na slici 10.11). Iako
prostor beskona¢ne zapremine moZe delovati nepogodno za neka izra¢unavanja, na ovo svojstvo BSP
stabla se moZe gledati i kao na njegovu prednost jer se BSP stablom predstavlja ¢itav prostor. Naime, i
bez izmene strukture stabla moguce je dinamicki dodavati i uklanjati primitive, dok se kod prostornih
struktura podataka koje predstavljaju samo kona¢nu zapreminu (povrsinu) sama struktura podataka
mora izmeniti ako se primitiva pomeri izvan prethodnih granica scene (npr. kod uniformne mreze).

10.3.1 Konstrukcija BSP stabla

U nekim situacijama moZe se desiti da dodavanjem i brisanjem primitiva dobijemo jako neuravnoteZeno
stablo u kome vecina ¢vorova ima samo jedno dete (slika 10.12). Ova situacija se moze desiti ¢ak i
ako imamo dobru strategiju izgradnje stabla, ako se nakon postavljanja ravni razdvajanja primitive
pomeraju. Naime, prilikom pomeranja pritimiva moze se desiti da neke particije postanu prazne i
da stablo bude dosta vece veli¢ine nego $to je to potrebno. Napomenimo da se nekada ne postavlja
gornja granica za veli¢inu stabla. Jedan od razloga za to je taj Sto se particije mogu dodavati nezavisno
od primitiva u slu€aju da o¢ekujemo da nove primitive budu naknadno dodate. Ipak u veéini algori-
tama ¢emo podrazumevati da je stablo izgradeno pod nekim razumnim pretpostavkama i da u slucaju
kad sadrZi n primitiva ima manje od 2n ¢vorova. U balansiranom BSP stablu moguce je locirati list
koris¢enjem O(logn) poredenja, dok se ovo vreme mozZe povecati na O(n) ako stablo nije balansirano.
Vreme izvrSavanja upita preseka raste sa porastom veli¢ine prostora koji je pokriven geometrijom upita.

20vu skracenicu ne treba mesati sa binarnim stablima pretrage, odnosno uredenim binarnim stablima.
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Spatial structure

(1,4)

Logical structure

Slika 10.12: Degenerisano BSP stablo sa istim asimptotskim ponaSanjem kao i lista. LoSe performanse
stabla poti¢u od neefikasnog izbora particija.

Sre¢om ovaj rast je uglavnom u vremenu manjem od linearnog. Osnovna pretpostavka je sledeca: ako
zrak prede veliko rastojanje pre nego $to naide na primitivu, on ée najverovatnije proéi kroz veliki broj
particija, a ako prede kratak put pro¢i ¢e kroz mali broj njih. O¢ekujemo da kad primitive imaju koliko-
toliko uniformnu raspodelu, particije formiraju balansirano stablo i da ¢e vreme izvrsavanja upita pre-
seka rasti logaritamski sa opsegom geometrije upita.

Balansiranost BSP stabla, odnosno dubina stabla, je vaZna za primene poput rej kasting algoritma,
kod koga se tipi¢no prate nekoliko putanja od korena do lista.. Medutim, za primene poput odbacivanja
skrivenih povrsi, kod kojih je potrebno obi¢i kompletno stablo, balansiranost stabla ne uti¢e znacajno
na vreme izvrsavanja jer je vreme obilaska stabla linearno u funkciji broja ¢vorova u stablu i ne zavisi
od dubine stabla.

Dakle, efikasnost rada sa BSP stablom zavisi od izbora ravni razdvajanja. Medutim, izbor dobrih
ravni razdvajanja nije jednostavan; $ta vise, konstrukcija optimalnog BSP stabla je NP-kompletan prob-
lem. Teorijski, postoji beskona¢no mnogo ravni izmedu kojih treba napraviti izbor. Pritom sam izbor
ravni razdvajanja zavisi od vrste upita koji Zelimo da optimizujemo, od raspodele podataka i od toga
da li Zelimo da optimizujemo najgori slucaj, najbolji slu¢aj ili prose¢ni slucaj. Ako se stablo gradi samo
jednom, na pocetku, onda se moze dozvoliti da algoritam konstrukcije stabla bude i vece vremenske
slozenosti. Ukoliko se stablo gradi tokom rada programa ili ¢e tokom izvrsavanja biti ¢esto menjano,
vaZno je minimizovati vreme koje zajedno trose izgradnja stabla i izvrSavanje upita. U nekim situaci-
jama se ravni razdvajanja biraju iz skupa strana ulaznog skupa poligona, nekad je pak najbolje birati
ravni razdvajanja tako da budu ortogonalne na koordinatne ose. Dodatno, nekada se algoritam kon-
strukcije stabla zaustavlja tek kad se svaka primitiva razdovoji od preostalih (svaki list sadrZi po jednu
primitivu), a nekada se algoritam zaustavlja ranije — kada broj primitiva u svakom od listova postane
dovoljno mali ili se dostigne maksimalna dozvoljena dubina stabla.

Ukoliko ravan razdvajanja preseca neku primitivu sa scene, onda se ta primitiva deli na dve primi-
tive u odnosu na datu ravan razdvajanja. Dakle, prilikom konstrukcije BSP stabla se moZe desiti da zbog
podele primitiva stablo sadrZi dosta veci broj poligona nego inicijalna scena. Naravno, $to je veéi broj
poligona, to je potrebno i vise memorije za njihovo skladistenje i operacije nad odgovaraju¢im BSP sta-
blom duZe traju. Dakle, bilo bi dobro minimizovati broj podela odabirom pogodnih ravni razdvajanja,
ali to pretpostavlja neko predznanje o poligonima koji ¢e biti dodavani u stablo, sto u interaktivnim
aplikacijama ¢esto nije moguce.
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10.3.2 Upit preseka za BSP stablo

U situaciji kada su primitive na sceni organizovane koris¢enjem BSP stabla upit preseka se realizuje
odozgo naniZe, od korena ka listovima. Za tekudi ¢vor se najpre proverava da li je u pitanju list — ako
jeste, proverava se da li postoji presek sa nekom od primitiva sadrzanom u listu. Inace se najpre ide u
dete koje je geometrijski bliZze — ako se pronade presek u blizem detetu, pretraga se prekida i ne ide se u
dalje dete. Algoritam utvrdivanja prvog preseka ilustrovan je na slici 10.13.

Slika 10.13: Pracenje zraka kroz scenu koja se ¢uva u dvodimenzionom BSP stablu. Osenceni deo pros-
tora odgovara ¢voru nad kojim algoritam radi u teku¢em koraku. Iteracija napreduje u dubinu, s tim da
se prvo obilazi blize dete tekuceg ¢vora.

U najgorem slucaju algoritam mora da poseti svaki ¢vor stabla, medutim, u praksi se ovo retko
dogada. Obi¢no se do prvog preseka prede put koji je dosta manji od veli¢ine scene. Stoga je o¢ekivano
dobiti relativno usku pretragu u dubinu sa viemenom izvrSavanja proporcionalnom visini stabla, odnosno
otekivana slozenost upita preseka za BSP stablo je O(log N). Stoga se koriséenjem ove strukture po-

10.4 kd stabla

BSP stablo kod koga su ravni razdvajanja upravne na koordinatne ose naziva se kd stablo (eng. kd tree)®.
Ovu strukturu je osmislio DZon Bentli (Jon Bentley) 1970. godine. Koordinatna osa na koju je ravan
razdvajanja upravna bira se na osnovu raspodele samih podataka ili u cikli¢cnom poretku (npr. u slucaju
dimenzije 3, koren bi odgovarao ravni razdvajanja upravnoj na = osu, njegova deca ravnima upravnim
na y osu, unuci korena stabla ravnima upravnim na z osu, njihova deca ravnima upravnim na x osu
itd). Na ovaj nacin se i smanjuje broj bitova koji je potreban za predstavljanje particija, ¢ime se smanjuje
cena skladiStenja same strukture. Bez obzira na postavljena ograni¢enja na ravni razdvajanja, i dalje je
broj mogucih na¢ina na koje se one mogu birati ogroman.

10.4.1 Konstrukcija kd stabla

Postoje razli¢ite strategije konstrukcije kd stabala. Neke od mogucih strategija odabira ravni razd-
vajanja su da se u svakom od podstabala izvrsi podela po sredini opsega (slika 10.14) ili po vrednosti
medijane primitiva (slika 10.15). Kada se podela vrsi po sredini opsega, levi i desni potprostor bice jed-
nake zapremine, te zrak sa jednakom verovatnoéom moZe da ude u levi i desni potprostor. Medutim,
ako zrak presece desni potprostor, moraée da se izvrsi test preseka sa skoro svakim trouglom. U slucaju
kada se podela vrsi po vrednosti medijane pozicija primitiva, ukoliko zrak ude u bilo koji od regiona
zahteva ispitivanje da li postoji presek sa bar polovinom trouglova sa scene.

30riginalno je bilo zamisljeno da se vrednost k u nazivu strukture podataka menja dimenzijom prostora, pa da tako recimo
govorimo o 2d stablima ili 3d stablima, medutim ustalio se izraz kd stablo dimenzije d.
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Slika 10.14: Podela po sredini opsega.

2

Slika 10.15: Podela po vrednosti medijane pozicija primitiva.

A

Pored navedenih strategija, moguce je ravni razdvajanja birati tako da se poveca verovatnoca da je
potrebno testirati samo jedan trougao maksimizovanjem povrsina ¢vorova koje sadrZze malo primitiva.
U slucaju kada su primitive rasporedene kao na slici 10.15, u prvom koraku se moZe izdvojiti veliki
prostor koji sadrzi samo jednu primitivu i koji ne zahteva dodatnu podelu, dok se drugi potprostor
moZe dalje deliti bilo po sredini opsega, bilo prema medijani (slika 10.16). Na ovaj nacin kreiraju se veliki
prazni ¢vorovi koji se tokom obilaska mogu brzo odbaciti. Pokazuje se da su najuspesnije strategije one
koje maksimizuju prazne prostore u $to ranijim koracima podele.

A

A

Slika 10.16: Prikaz prva dva koraka podele u skladu sa optimalnom cenom; levo dete u prvom koraku
ne zahteva dalje podele, a desno dete (i svaki od njegovih potomaka) se deli prema vrednosti medijane.

Pretpostavimo da su zraci ravnomerno raspodeljeni u prostoru. Broj moguéih pozicija ravni razd-
vajanja je beskonacan, te kao moguce ravni razdvajanja razmatramo samo podele duz koordinatnih osa
koje sadrZe ivice primitiva. Cenu neke ravni razdvajanja racunamo po formuli:

c=P -+ P;-cqg
gdejesa P, i P; oznacen koli¢nik povrsina* grani¢nih opsega roditeljskog &vora i levog, odnosno desnog

deteta (najcesc¢e grani¢nog opsega poravnatog sa koordinatnim osama), a sa ¢; i ¢4 broj primitiva koje
sadrZi levi, odnosno desni potprostor. Od svih razmatranih ravni razdvajanja u teku¢em ¢voru biramo

4U trodimenzionom prostoru razmatramo povrsinu grani¢nih opsega, dok kad radimo u dvodimenzionom prostoru razma-
tramo obim grani¢nog opsega. Naime zrak u 2D opseg ulazi kroz neku tacku sa obima opsega, a u 3D opseg kroz neku tacku
sa povrsine opsega, te je na taj nacin procenjena verovatnoca da zrak ude u opseg. Dodatno, razmatranje zapremine opsega u
trodimenzionom prostoru (odnosno povrsine u slu¢aju ravni) ne bi funkcionisalo jer bi se u nekim situacijama desavalo da cena
nakon podele bude uvek manja od cene ulaska u celi opseg bez dalje podele $to bi navelo da vr$§imo podele beskona¢an broj puta.
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onu koja ima najmanju cenu. Podelu vr$imo samo ako je cena nakon podele manja od cene ulaska u
tekudi ¢vor bez dalje podele. Ova heuristika prati pohlepnu strategiju i naziva se heuristika povrsine
poursi (eng. surface area heuristic). Primetimo na kraju da su za izbor ravni razdvajanja sa slike 10.14
vrednosti P, i Py jednake, dok su u slu¢aju odabira ravni razdvajanja prikazanog na slici 10.15 vrednosti
¢ i cq jednake. Odabir ravni razdvajanja prikazan na slici 10.16 odgovara podeli sa najmanjom cenom.

10.4.2 Upit preseka za kd stablo

Upit preseka za kd stablo se realizuje odozgo naniZe, od korena ka listovima. Za tekuéi ¢vor se najpre
proverava da li je u pitanju list — ako jeste, proverava se da li postoji presek sa nekom od primitiva
sadrzanom u listu. Ako ¢vor nije list pretraga se nastavlja u bliZzem detetu — onom za koji vazi da je
prvi presek zraka i opsega bliZe pocetku zraka. Ako ne postoji presek zraka i grani¢nog opsega, ne ide
se u decu tekuceg ¢vora jer neée postojati ni presek sa njima. Prilikom nailaska na prvi presek zraka i
primitive, pretraga se prekida (slika 10.17).

Slika 10.17: Ilustracija upita preseka za kd stablo.

10.5 Oktri

Razmotrimo kocku koja sadrzi celu scenu. Podela kroz srediste kocke duz svih k koordinatnih osa
daje skup ugnjezdenih k-kocki® (u dvodimenzionom sluéaju dobijaju se kvadrati, a u trodimenzionom
slu¢aju kocke). Ova struktura podataka se u slucaju trodimenzionog prostora naziva oktri (eng. oct
tree) i prikazana je na slici 10.18. Kocka se deli sa tri ravni kroz srediste opsega: jedna kocka deli se
na osam manjih kocki. Ova struktura se najce$ce predstavlja u vidu stabla u kom svaki unutrasnji ¢vor
ima osmoro dece. Za oktri vaZi da nisu nuzno sve kocke iste veli¢ine, ve¢ se gus¢i delovi scene sastoje
od veceg broja manjih kocki, dakle struktura stabla se prilagodava sadrZaju scene. Za razliku od BSP
stabala, svi ¢vorovi oktrija odgovaraju prostorima konac¢ne zapremine.

Struktura podataka analogna oktriju u ravni je kuodtri (eng. quad tree), kod koga se svaki pravougaonik
rekurzivno deli na 4 manja pravougaonika. Na slici 10.19 prikazana je struktura podataka kuodtri u
slucaju scene prikazane na slici 10.11. U ovom primeru sve podele nakon prve bi¢e veoma sli¢ne pode-
lama koje se vrse u slucaju kd stabala. Razlika je jedino u tome $to je u slucaju kd stabla ve¢ nakon
prve podele jedna primitiva razdvojena od preostale geometrije, dok bi se u slucaju strukture podataka
kuodtri razdvajanje primitiva od ostalih dogodilo nesto kasnije (dobija se stablo vece dubine koje je
manje efikasno pretraZivati).

10.5.1 Konstrukcija oktrija

Oktri se konstruisu odozgo naniZe: najpre se pronalazi kocka koja ogranicava celu scenu — ona odgo-
vara korenu stabla koje sadrZi sve primitive. U svakoj iteraciji, tekudi ¢vor particioniSemo na osam
podudarnih oktanata i delimo primitive u oktante: ako se neka primitiva prostire u viSe oktanata, do-
deljujemo je u oba. Primetimo da ovakva konstrukcija ne garantuje da ¢e dobijeno stablo biti balansir-
ano. Iz tog razloga postavljamo ogranic¢enje na maksimalnu dozvoljenu dubinu oktrija. Nastavljamo

SNije nuzno da potprostori budu u obliku kocke, ve¢ mogu biti i u obliku kvadra. Zbog pogodnosti u daljem tekstu ko-
risticemo termin kocka.
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Slika 10.18: Ilustracija strukture podataka oktri. Na levoj strani prikazana je rekurzivna podela kocke
na 8 kocki, a desno odgovarajuca drvolika struktura.

Spatial partitioning

Pointer structure

Slika 10.19: Ilustracija strukture podataka kuodtri. Zbog blizine primitiva ci d, stablo je velike dubine. U
ovom slucaju bi se vise isplatilo da napravimo ¢vor drugog nivoa koji sadrzi ove dve primitive, umesto
da vrsimo podele sve dok svaki list stabla ne sadrzi samo jednu primitivu.

rekurzivno sve dok ne dodemo do maksimalne dozvoljene dubine stabla ili do situacije kada oktant
sadrzi dovoljno malo primitiva. Varijantu oktrija kod koje se primitive ¢uvaju samo u listovima stabla
nazivamo oktri sa duplikatima jer ako jedna ista primitiva pripada ve¢em broju oktanata, ona ce se veci
broj puta pamtiti u strukturi. U slucaju veéih objekata koji pokrivaju veliki broj oktanata, podoktanata
itd., objekat bi trebalo da se pamti u velikom broju listova, ¢ime se povecavaju i prostorna i vremenska
sloZenost rada sa ovom strukturom podataka. U ovoj situaciji pogodnije je da se objekti ne ubacuju u
podoktante tekuceg ¢vora ve¢ da se pamte u tom unutras$njem ¢voru. Ovu vrstu oktrija nazivamo oktri
bez duplikata (slika 10.20). Napomenimo da i za ovu vrstu oktrija postoji scenario kada iskazuju lose
ponasanje: kada bi svi objekti bili sadrZani u ve¢em broju oktanata polaznog ¢vora (korena), svi objekti
bi bili sa¢uvani u korenu ¢ime bi se izgubile prednosti hijerarhijske strukture ove strukture podataka.

Za scene kod kojih jedan deo scene sadrzi veliki broj primitiva dok je drugi gotovo prazan, oktri
¢e imati veoma loSe performanse jer se generiSe veci broj podela za deo scene koji sadrzi veliki broj
objekata. Na ovaj nacin se generisu stabla velike dubine koja je neefikasno obié¢i. U praksi, nazalost,
ovakve scene nisu tako neuobicajene. Da bi se ovaj problem donekle smanjio moguce je zadati maksi-
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Slika 10.20: Oktri bez duplikata, u kom je moguce ¢uvati primitive i u unutrasnjim ¢vorovima stabla.

malnu dozvoljenu dubinu stabla.

10.5.2 Upit preseka za oktri

Razmotrimo problem reSavanja upita preseka u slucaju strukture podataka oktri. Potrebno je najpre
resiti jedan jednostavan problem a to je pronalaZenje onog preseka kocke i zraka koji je najblizi pocetku
zraka. Kocka ima Sest strana i potrebno je naci najbliZi presek, ako uopste postoji. Potraga za prvim pre-
sekom zraka i primitive po¢inje u korenu. Ako je ¢vor list, za svaku od primitiva u tom ¢voru potrebno je
ispitati da li postoji presek sa zrakom. Inace decu tog ¢vora sortiramo rastuce prema rastojanju pocetka
zraka od prvog preseka kocke i u tom redosledu iteriramo kroz njegovu decu. Ispitujemo da li postoji
presek zraka i kocke koja odgovara detetu: ako presek postoji, nastavljamo rekurzivno na tom detetu, a
ako presek ne postoji vr§imo odsecanje pretrage u podstablu sa korenom u tom detetu. Kada se pronade
prvi presek, dalja pretraga se prekida (slika 10.21).

EXEE [(HEXEH [N

R A R

Slika 10.21: Ilustracija izvrSavanja upita preseka u slucaju strukture podataka oktri. Sivom bojom
oznacen je kvadrat za koji se trenutno vrsi ispitivanje preseka i to svetlo sivom roditeljski ¢vor, a tamno
sivom list. Zelenom bojom oznacen je list u kome je pronaden prvi presek zraka i primitive sa scene.

Napomenimo na kraju da se razli¢ite prostorne strukture podataka mogu i medusobno kombino-
vati: na primer, da se na najvisem nivou koristi uniformna mreza, a da se objekti unutar ¢elije mreze
organizuju korid¢enjem hijerarhija grani¢nih opsega.

Na kraju, podvucimo jo$ jednom da izbor pogodne prostorne strukture podataka zavisi od broja
primitiva, zapremene scene koju zauzimaju i njihove raspodele na sceni. Svakako, bez obzira na odabranu
strukturu podataka, vaZzno je razumeti njene prednosti i ograni¢enja kako bi se obezbedio pravi izbor.

10.6 Pitanja

10.1 Koje figure se najcesce koriste kao grani¢ni opsezi?
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10.2
10.3
10.4

10.5
10.6

10.7

10.8

10.9
10.10
10.11
10.12
10.13
10.14
10.15
10.16
10.17

Da li je AABB specijalan slucaj (a) hijerarhije grani¢nih opsega (b) BSP stabla (c) oktrija?
Kako se realizuje upit preseka kod hijerarhije grani¢nih opsega?

Kolika je o¢ekivana vremenska sloZenost upita preseka, a kolika vremenska sloZenost u najgorem
slucaju ako koristimo uniformnu mreZu kao prostornu strukturu podataka?

Koje su prednosti a koji nedostaci uniformne mreZe kao prostorne strukture podataka?

Uporediti performanse uniformne mreZe sa malom veli¢inom ¢elije sa mreZama kod kojih je veli¢ina
¢elije velika.

Kolika je o¢ekivana vremenska sloZenost upita preseka, a kolika vremenska sloZenost u najgorem
slucaju ako se koristi BSP stablo?

Kako se biraju particije kod kd stabla? Kako se najc¢esce biraju ravni razdvajanja kod kd stabala?
Koja je razlika izmedu binarnog stabla prostornog particionisanja i kd stabla?

Koja je razlika izmedu koris¢enja BSP stabala i hijerarhija grani¢nih opsega?

Koja je struktura podataka pogodnija za dinami¢ke podatke: BSP stablo ili uniformna mreza?
Kako glasi heuristika povrsine povrsi?

Kako izgleda struktura podataka oktri, a kako kuodtri?

Na koji na¢in se obraduje situacija kada se neka primitiva proteZe kroz vise Celija oktrija?

Na koji na¢in se konstruise oktri za datu scenu?

Kako se realizuje upit preseka kod strukture podataka oktri?

Prilikom reSavanja upita preseka koris¢enjem oktrija, u kojoj situaciji mozemo prekinuti pretragu
u podstablu sa korenom u tekuc¢em ¢&voru, a u kojoj situaciji moramo nastaviti pretragu u deci
tekuceg ¢vora?
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Reprezentacija figura

U ovom poglavlju bavi¢emo se opisivanjem figura u trodimenzionom prostoru. Reprezentacija objekta
u memoriji zavisi od njegovih geometrijskih svojstava. Na primer, reprezentacija pogodna za pred-
stavljanje nekog ¢vrstog tela sa jednostavnom geometrijom, poput vaze nije pogodna za modelovanje
uzburkane povrsine vode. Nacine na koje moZemo opisati geometriju neke figure mozemo svrstati u
dve osnovne kategorije: to su eksplicitne reprezentacije kojima se direktno zadaju lokacije tacaka sa fig-
ure i implicitne reprezentacije koje, za razliku od eksplicitnih reprezentacija, ne daju informaciju o poziciji
konkretnih ta¢aka sa figure, ve¢ samo omogucavaju efektivnu proveru da li tacka pripada figuri ili ne.

11.1 Implicitne reprezentacije figura

Razmorimo najpre malo detaljnije karakteristike implicitnih reprezentacija figura. Kao to smo ve¢
napomenuli, kod ovog tipa reprezentacija tacke sa figure nisu direktno poznate, ve¢ je samo poznat
uslov koje te tacke zadovoljavaju. U opstem slucaju implicitne povrsi zadaju se kao skup nula neke
funkcije f:

S={(z,y,2) : flz,y,2) =0}

Na primer, jedini¢na sfera moZe se definisati na slede¢i nacin:
S ={(,y,2) : 22 +y*+ 22 =1}.

Ova vrsta reprezentacije deli sve tacke trodimenzionog prostora na one koje su unutar objekta (tacke
P za koje vazi f(P) < 0), na one koje su van objekta (tacke P za koje vaZi f(P) > 0) i one koje pri-
padaju samom objektu (tatke P za koje vazi f(P) = 0). Dakle, jednostavno je ispitati pripadnost tatke
objektu, kao i da li se tacka nalazi unutar objekta. Razmotrimo jedini¢nu sferu sa slike 11.1 i tatku P sa
koordinatama (2, 3, 1): s obzirom na to da vazi % + 1 + & = I < 1 zaklju¢ujemo da tatka P pripada
unutrasnjosti date sfere.

e

Slika 11.1: Implicitna reprezentacija sfere omogucava jednostavno ispitivanje da li se data tacka

P(2, 3, 1) nalazi unutar sfere.

Postoje razli¢ite vrste implicitnih reprezentacija i neke od naj¢esce koris¢enih su algebarske povrsi,
geometrija ¢vrstih tela, skupovi nivoa i fraktali. Svaka od ovih reprezentacija je pogodna za drugaciji

tip geometrije figure.

181
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11.1.1 Algebarske povrsi

Najjednostavniji tip implicitne reprezentacije predstavljaju algebarski povrsi (eng. algebraic surface),
kod kojih se povrs zadaje kao skup nula nekog polinoma po z, y i z. Ovakve povrsi mogu da opisu
glatke figure sa razli¢itom topologijom. Njihova polinomska priroda omogucava jednostavno izra¢unavanje
izvoda i vektora normala. Na slici 11.2 prikazan je na¢in zadavanja jedini¢ne sfere, torusa sa polupre¢nicima
r i Risrcolike povrsi.

Primetimo da je na ovaj nacin tesko opisati figure koje imaju sloZenu geometriju, jer nije lako do¢i do
odgovarajuéih polinoma. Dodatno, u situacijama kada je potrebno iscrtati povrs, potrebno je izgener-
isati dovoljan broj tacaka sa povrsi, medutim to u ovoj reprezentaciji nije nimalo jednostavno. Naime,
¢esto je za to potrebno resiti jednacinu visokog stepena.

POV

2 +y*+27 =1 —vz2+y?)?+22=r* (2?+

9’9_

2.3
oA 20

Slika 11.2: Figure koje je moguce predstaviti u vidu algebarskih povrsi.

11.1.2 Konstruktivna geometrija €vrstih tela

Drugacija paradigma zadavanja figura zasniva se na kombinovanju vec¢eg broja primitiva i naziva se
konstruktivna geometrija Curstih tela (eng. constructive solid geometry). Naime, implicitne reprezenacije,
pored definisanja same povrsi kao skupa tataka P za koje vazi f(P) = 0, definiSu i njenu zapreminu kao
skupa ta¢aka P za koje vazi f(P) < 0. Ovo omogucava primenu skupovnih operacija (unije, preseka i
razlike) nad tim zapreminama (slika 11.3).

UNION
DIFFERENCE
A
INTERSECTION
o AUB  ANB A\ B

Slika 11.3: Koris¢enjem konstruktivne geometrije ¢vrstih tela moguce je od figura A i B napraviti figure
AUB,ANBiA\B.

Dakle, kombinovanjem jednostavnijih figura moguce je kreirati sloZenije figure. Moguce je vrsiti i
nadovezivanje ovakvih operacija (slika 11.4).

@(xmr)\(auvuw*)
-~ -

S nN VAN
v Oo;b\
X Y U b

o |
Vv W

Slika 11.4: Primer modelovanja sloZene figure koriS¢enjem geometrije ¢vrstih tela.

Ova vrsta reprezentacija pogodna je za modelovanje delova masina koji imaju o$tre ivice. Medutim,
ona nije pogodna za modelovanje figura organskog izgleda. Ukoliko Zelimo da postignemo da modeli
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imaju mekse ivice i da deluju prirodnije, moZemo, umesto skupovnih operacija, omoguditi da se dve
povrsi postepeno mesaju. Ovako nesto bi, na primer, bilo pogodno za modelovanje meSanja dve kapi
vode.

11.1.3 Skupovi nivoa

Prethodno razmatrane implicitne reprezentacije figura nisu bile pogodne za opisavanje sloZenih
figura u zatvorenom obliku. Kako bismo to omogudili, moZemo tabelirati, tj. izraunati vrednost
funkcije f(z,y) u datom opsegu promenljivih z i y sa datim koracima duZ « i y koordinate. Izracunate
vrednosti moZemo ¢uvati u vidu odgovarajuce tabele. Izracunate vrednosti promenljive f sunegde poz-
itivne, negde negativne, a negde je vrednost funkcije jednaka 0. Povr$ koju modelujemo prolazi ta¢no
tamo gde je interpolirana vrednost funkcije jednaka 0 (slika 11.5). Ovakav vid reprezentacije povrsi
naziva se skupovi nivoa (eng. level sets): jednom nivou pripadaju tacke domena funkcije f koje imaju
istu (konstantnu) vrednost funkcije f.

. -45 -35 -30 -25
-.30

B .|| f(x)=0

-.20 =15 -10 '
y .10 .05 .25 35

15 =20 25 .55 60

Slika 11.5: Predstavljanje krive koriS¢enjem skupova nivoa, gde je sa x oznacen vektor promenljivih z i
Y.

Izratunate vrednosti funkcije f na datom skupu ta¢aka moZemo bilinearno interpolirati, i duz hori-
zontale i duZ vertikale. Tacke u kojima je interpolirana vrednost funkcije jednaka 0 odgovaraju tackama
date povrsi, odnosno krive (koja je ozna¢ena crnom bojom na slici 11.5). Primetimo da ovakav vid
reprezentacije pruza dosta eksplicitne kontrole nad oblikom povrsi, odnosno krive. Medutim, posto za
predstavljanje krive, tj. povrsi koristimo diskretan skup vrednosti u ovoj reprezentaciji se moZe javiti
alijasing problem. Dodatno, prostorna sloZenost date reprezentacije je velika.

Skupovi nivoa su pogodni za simulaciju fluida: ako, na primer, Zelimo da modelujemo povrsinu
uzburkanog mora, potrebno je tokom vremena modelovati povrs$ koja razdvaja vazduh od vode. Ko-
riS¢enjem skupova nivoa, povrsinu vode moZemo odrediti kao skup tacaka u kojima je interpolirana
vrednost funkcije f jednaka 0. Ovakav tip reprezentacije je pogodan i kod skeniranja kompjuterskom
tomografijom (eng. CT scan) ili magnetnom rezonancom.

11.2 Eksplicitne reprezentacije figura

Eksplicitne reprezentacije figura karakteriSe to Sto se kod njih tacke sa figure zadaju direktno ili pak
postoji mogucénost njihovog jednostavnog generisanja. Na primer, jedini¢na sfera se moze zadati kao
skup ta¢aka (cosu - sinwv,sinw - sinv,cosv) za 0 < u < 2ri0 < v < 7. U opStem slucaju zadaje se
preslikavanje

kojim se na osnovu vrednosti parametara u i v mogu dobiti koordinate tacaka sa figure.

Eksplicitne reprezentacije su pogodne za upite uzorkovanja: dovoljno je u jednacinu koordinata z, y
i z uvrstiti neke vrednosti parametara v i v i izra¢unati vrednosti. Ovo je posebno vaZno u situacijama
kada je potrebno da nacrtamo povrs.

One pak nisu pogodne za ispitivanje da li se tacka nalazi unutar ili van date figure. Razmotrimo
problem ispitivanja da li se tacka (3/4,1/2,1/4) nalazi unutar torusa datog jedna¢inom f(u,v) = ((2 +
cosu) cos v, (2 4+ cosu) sinv, sinu) (slika 11.6). Na ovo pitanje nije lako dati tatan odgovor.

Postoji veliki broj razli¢itih eksplicitnih reprezentacija; neke od njih su oblak tacaka, reprezentacija
kretanjem, mreZa poligona, deo-po-deo Bezjeova kriva, splajn i drugo.
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Slika 11.6: [lustracija upita ispitivanja da li se tacka nalazi u unutradnjosti torusa.

11.2.1 Oblak tacaka

U najjednostavnije eksplicitne reprezentacije figure spada oblak tacaka (eng. point cloud). U ovoj
reprezentaciji jedino Sto se zadaje jeste skup velikog broja tacaka koje pripadaju datoj figuri (slika 11.7).
Uz koordinate tacaka, moguce je navesti i informacije o normalama u tim ta¢ckama, o boji i dr. Ovaj vid
reprezentacije je veoma fleksibilan i on omogucava da se jednostavno predstavi proizvoljna geometrija
figure. Te tatke se mogu dobiti, na primer, 3D skeniranjem objekta.

Slika 11.7: Oblak tacaka.

Naravno, spisak tacaka naveden u oblaku tataka nikako nije iscrpan — nekada nam je potrebno da
imamo na raspolaganju veci broj tac¢aka nego sto je dostupno u samoj reprezentaciji. Kako bismo recimo
mogli da jednostavno iscrtamo povrs predstavljenu oblakom tacaka, potrebno je da je ona dovoljno
gusto uzorkovana, tj. da je zadata bar jedna tacka povrsi po pikselu. Medutim, ako postoje regioni
figure u kojima je povrs nedovoljno gusto uzorkovana, nije jednostavno vrsiti interpolaciju. Naime, ovaj
vid reprezetnacija ne daje sadrZi nikakve informacije o susedstvu, odnosno o tome koja tacka figure je
susedna kojoj tacki figure.

Oblak tacaka se ¢esto konvertuje u mreZe poligona ili splajn povrsi.

11.2.2 Reprezentacija kretanjem

Jo$ jedna zanimljiva eksplicitna reprezentacija figure jeste reprezentacija kretanjem (eng. sweep rep-
resentation), kod koje se figura formira kretanjem nekog objekta duZ neke putanje u trodimenzionom
prostoru. Najjednostavnija tela ove vrste su definisana dvodimenzionom oblas¢u koja se kre¢e duz lin-
earne putanje upravne na ravan oblasti — na taj nacin dobijaju se translaciona tela (na primer prizma).
Sli¢no, rotacijom dvodimenzione oblasti oko neke ose dobijaju se rotaciona tela, poput elipsoida ili
torusa. Na slici 11.8 ilustrovan je postupak formiranja jednog translatornog i jednog rotacionog tela.

Osnovna ideja formiranja figure kretanjem moZe se dalje uopstiti: na primer, moguce je da se tokom
kretanja objekta duZ neke putanje vrsi i neka dodatna transformacija, na primer skaliranje (slika 11.9).

Ipak, od svih eksplicitnih reprezentacija, najces¢e se koriste mreze poligona i mi ¢emo se u daljem
tekstu fokusirati na njih. U narednom poglavlju ¢emo se, takode, baviti predstavljanjem krivih i povrsi
u trodimenzionom prostoru i tada ¢emo detaljno obraditi Bezjeove krive i splajnove.
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Slika 11.8: Ilustracija reprezentacija kretanjem.

Slika 11.9: Ilustracija figure koja se dobija rotacijom kruga oko ose, pri ¢emu se tokom rotacije vrsi i
skaliranje.

11.3 Mreze trouglova

MpreZe poligona (eng. polygon mesh) predstavljaju jednu od najkoris¢enijih reprezentacija figura u ra¢unarskoj
grafici. Mreza poligona se sastoji od kona¢nog, ali ¢esto jako velikog broja poligona medusobno povezanih
ivicama koji na taj na¢in formiraju povrs. U ovoj vrsti reprezentacije za svako teme poznati su svi njegovi
susedi. Skoro sve figure moguce je egzaktno ili pribliZzno (ako je povrs zakrivljena) predstaviti mrezom
poligona. Cinjenica da su strane mreZe poligona planarne omogucava brzo renderovanje primitiva jer
paralelne prave zahvataju isti ugao sa svim tackama poligona. Konac¢no, veliki broj racunarskih alata
na ulazu prima ili kao izlaz daje ovakvu reprezentaciju figure.

Najcesce se koriste mreZe trouglova (eng. triangle mesh) (slika 11.10). Jedan od razloga za to je taj Sto
je vecina operacija koje se javljaju u grafickoj proto¢noj obradi izuzetno efikasna nad trouglovima.

Slika 11.10: Mreza trouglova.

Umesto trouglova, ponekad se koriste i mreZe ¢etvorouglova ili drugih poligona (slika 11.11), medutim,
pri njihovoj upotrebi mogu se uociti neki problemi. Naime, Cetiri tacke u trodimenzionom prostoru ne
moraju biti komplanarne, dok se ovo ne moZe desiti u slu¢aju trougla jer trougao uvek leZi u ravni.

Odredene figure moguce je egzaktno opisati koris¢enjem mreZa trouglova. Naime, svaki poligon
moZe se izdeliti na trouglove, te se svaki poliedar mozZe predstaviti mreZom poligona podelom njegovih
strana na trouglove. Na slici 11.12 prikazan je model kocke predstavljen u vidu mreZe trouglova. Neke
figure pak nije moguce precizno predstaviti mreZom trouglova, ali ih je moguée dovoljno dobro aprok-
simirati. Jedan na¢in da se ovo postigne jeste da se utvrde lokacije velikog broja tacaka na figuri, a da se
zatim susedne lokacije poveZu mreZnom strukturom. Ovakva aproksimacija, ukoliko su tacke dovoljno
blizu jedna drugoj, moze dati privid glatke povrsi (slika 11.11). Medutim nisu svi objekti pogodni za
predstavljanje mreZama trouglova. Za neke oblike je, na primer, karakteristicno da imaju visok nivo
detaljnosti u svakoj razmeri (recimo $ljunak) i kao takve nije ih moguce jednostavno predstaviti mrezom
trouglova.
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Slika 11.11: Koris¢enje mreZa poligona za predstavljanje ¢ajnika i glatke talasaste povrsi.

Slika 11.12: MreZa trouglova koja ima geometriju kocke.

Mreza trouglova ne moZe sadrzati ivicu koja “visi”, odnosno ivicu koja nije stranica nijednog trougla
(slika 11.13).

Slika 11.13: Trougao sa dodatnom ivicom koja “visi” ne moZe biti deo strukture mreZe.

Trouglovi idealne mreZe trouglova su bliski jednakostrani¢nim i broj suseda svakog od temena
mreZe je pribliZzno jednak 6 (slika 11.14).

VAVAVAVAN

AVAVAVAVA

\VAVAVAVAV
VAVAVAY)

Slika 11.14: Fragment idealne mreZe trouglova.

Za mreZu trouglova kaZemo da je mreza mnogostrukosti ako za svako teme v mreZe vazi da se ivice
i trouglovi ove mreZe susedni temenu v mogu poredati u cikli¢ni poredak: t1,e;,t2,€2,...,tn, ey bez
ponavljanja tako da je ivica e; ivica trouglova ¢; i t;+1. Dakle, za svaku ivicu mreZe mnogostrukosti
postoje tacno dve strane mreZe kojima ona pripada. Ovo je u skladu sa pojmom dvodimenzione mno-
gostrukosti u topologiji koja se definiSe tako da svaka tacka ima okolinu koja izgleda kao disk. Drugim



187 11. Reprezentacija figura

re¢ima, ako povr$ dovoljno zumiramo u proizvoljnoj tacki, delovace kao ravan (slika 11.15). Primer
ovoga je Zemljina kugla. Ako mreZu mnogostrukosti u proizvoljnoj tacki prese¢emo malom sferom
dobijamo disk.

Slika 11.15: Zumiranjem mreZe mnogostrukosti u proizvoljnoj tacki dobijamo privid ravni.

Na slici 11.16 prikazana je mreza trouglova koja je uz to i mreZza mnogostrukosti. Primetimo da
okolina svake tacke izgleda kao disk, tj. ako je prese¢emo dovoljno malom sferom presek nalikuje disku.

Slika 11.16: Primer mreZe mnogostrukosti.

Na slici 11.17 prikazane su dve mreZe trouglova koje nisu mreZe mnogostrukosti. Naime, za prvu od
njih vazi da postoji ivica koja pripada pet trouglova; $to se druge mreZe tice postoji teme Cije se susedne
ivice i trouglovi ne mogu poredati u jedan cikli¢ni niz, ve¢ dva.

Slika 11.17: Primeri mreZa koje nisu mreZe mnogostrukosti.

Mreze mnogostrukosti ne dozvoljavaju dodavanja i brisanja trouglova jer bi svako dodavanje ili
brisanje trougla iz mreZe pokvarilo svojstva ove mreze. MreZe mnogostrukosti su u kontekstu racunarske
grafike pogodne za iscrtavanje, za detekciju kolizije, one omoguéavaju jednostavnije generisanje mreze
trouglova, kao i procese pojednostavljivanja i unapredivanja mreZe.

Cesto ¢e nam biti od znataja da vodimo raéuna o orijentaciji trouglova u mreZi. Vektori normale
trougla su vaZzni za razne primene, npr. prilikom odredivanja zadnje strane objekta, za ratunanje inter-
akcije svetlosti i povrsi i sl. Orijentaciju trougla u mreZi moZemo zadati njegovim vektorom normale:
naime, ako su temena datog trougla tatke P;, P; i P}, onda je potrebno izratunati vektor (P; P; x P; P}, koji
je upravan na ravan kojoj pripada trougao. KaZzemo da dva susedna trougla mreze AP;P; P, i AP, P; P;
imaju konzistentno orijentisane vektore normale ako se ivica koju dele javlja kao (P;, P;) ujednom trouglu,
a kao (P;, P;) u drugom. Drugim re¢ima vektori normale ova dva trougla bi¢e usmereni na istu stranu
mreZe. Trouglovi sa slike 11.18 imaju konzistentno orijentisane vektore normala.

Primetimo i to da postoje mreZe poligona kod kojih nije moguée konzistentno orijentisati vektore
normala susednih poligona: za takve mreZe poligona kazemo da su neorijentabilne (slika 11.19).
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’ 7/

Slika 11.18: Dve mreZe koje imaju konzistentno orijentisane vektore normala. Primetimo da se u prvoj
mreZi ivica (2, 3) javlja kao ivica jednog trougla, a ivica (3, 2) kao ivica drugog trougla.

Orientable Non orientable

Slika 11.19: Razlika izmedu orijentabilne i neorijentabilne mreZe poligona.

MreZe mnogostrukosti su pogodne za rad, ali su za neke primene previse krute (npr. ne dozvoljavaju
umetanje i brisanje trouglova) i u nekim situacijama poZeljno je razmatrati mreze kod kojih su uslovi
nesto relaksiraniji. Jedna mogucnost za to je dozvoliti da mreZe imaju granicu. Ovakve mreZe nisu
mreZze mnogostrukosti jer tacka na granici ima okolinu koja je sa jedne strane “odse¢ena”. Medutim,
jednostavnosti radi mi ¢emo ih u daljem tekstu nazivati mreZama mnogostruktosti sa granicom. Dakle, to
su mreZe kod kojih umesto da trouglovi susedni nekom temenu obrazuju ciklus, oni obrazuju lanac
¢iji prvi i poslednji element dele samo jednu svoju ivicu sa ostalim trouglovima u lancu. Druga ivica
prvog trougla u lancu sadrZana je u prvom trouglu i ni u jednom drugom trouglu mreZe (sli¢no vazi
i za poslednji trougao u lancu (slika 11.20). Ova nedeljena ivica se naziva grani¢nom ivicom a teme Ciji
susedni trouglovi obrazuju lanac grani¢nim temenom. Temena koja nisu grani¢na nazivamo unutrasnjim
temenima. Za mreZe mnogostrukosti sa granicom vaZe slede¢i uslovi:

AL

Slika 11.20: Primeri mreZe mnogostrukosti sa granicom (prve dve slike) i mreZe koja to nije (treca slika).

¢ svaka ivica je sadrZana u jednom ili dva trougla,
* svako teme je sadrZano u jednom lancu trouglova povezanih ivicama.

U slucaju kad je mreZa orijentisana, granicu trougla mreZe sa temenima v;, v; i v, moZemo definisati
kao sumu granica ivica
(Vi v3) + (05, v8) + (vk, V)

Granicu kolekcije orijentisanih trouglova moZemo definisati kao sumu granica pojedina¢nih trou-
glova. Granica orijentisane mreZe mnogostrukosti ima vrednost 0 jer ako je ivica (v;,v;) deo granice
jedne strane mreZe, ivica (v;, v;) bi¢e deo granice druge strane. Za orijentisane mreZe mnogostrukosti
sa granicom, granica ¢e se sastojati od ta¢no onih ivica koje smo identifikovali kao grani¢ne ivice. U
opstem slucaju, orijentisanu mreZu mnogostrukosti bez grani¢nih ivica nazivamo zatvorenom.

U nastavku teksta razmotri¢emo razlicite reprezentacije mreZa trouglova i videti kakvi su njihovi
memorijski zahtevi i koje su sloZenosti karakteristi¢nih operacija za svaku od tih reprezentacija. Takode
¢emo razmotri¢emo na koji na¢in moZemo popraviti svojstva postojeée mreZe trouglova.
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R =

Slika 11.21: Teme mreZe mnogostrukosti i grani¢no teme mreZe mnogostrukosti sa granicom.

11.4 Razli¢ite reprezentacije mreze poligona

Razmotri¢emo vise razli¢itih struktura podataka kojima je moguce predstaviti mreZe poligona. One se
medusobno razlikuju prema memorijskim zahtevima potrebnim za ¢uvanje elemenata mreZe, u ko-
joj meri su podaci koji se ¢uvaju redudantni, vremenu potrebnom za iscrtavanje mreze, efikasnosti
izvrSavanja karakteristicnih upita (npr. koja su temena susedna datoj strani mreZe i koje su strane
susedne datoj strani mreZe) i operacija izmene mreZe (dodavanja ili brisanja elemenata mreZe).

Neke od ¢esto koris¢enih reprezentacija su eksplicitna reprezentacija (ili supa poligona), reprezentacija
listom indeksa temena, reprezentacija matricama incidencije, reprezentacija zasnovana na poluivicama
i winged-edge reprezentacija. Na osnovu toga da li su u reprezentaciji direktno kodirane informacije o
incidenciji, razlikujemo dve osnovne klase reprezentacija: one koje ne sadrZe informacije o incidenciji i
one koje to eksplicitno ¢uvaju.

11.4.1 Eksplicitna reprezentacija

U eksplicitnoj reprezentaciji mreZe koja se jos naziva i supa poligona, svaki poligon mreZe se zadaje neza-
visno i opisan je nizom koordinata svojih temena. Za jedan poligon ovo reSenje je prostorno efikasno,
medutim, za mreZe koje sadrZe veliki broj poligona ovo reSenje moze da trosi mnogo prostora jer temena
po pravilu pripadaju ve¢em broju poligona mreZe, te se njihove koordinate navode ve¢i broj puta.

(x1l,y1,21)

(x0,y0,20)
(x2,72,22)

(x3,v¥3,23)

x0,y0,z0 EelpyEp=is x3,y3,z3
XLpyle2l x2,y2,z2 x3,y3,23

Slika 11.22: Ilustracija dva poligona mreZe i njihovog zapisa u eksplicitnoj reprezentaciji mreZze.

Veliki problem u ovoj reprezentaciji predstavlja i to $to ne postoji eksplicitna informacija o zajed-
nickim temenima i ivicama. Da bi se proverilo da li je jedno teme istovremeno i teme nekog drugog
poligona treba proveriti sva njegova temena. Stavise, ta provera moZe da bude nepouzdana jer zbog
greSaka u racunu dve reprezentacije (u dva poligona) jedne iste tacke mogu da se razlikuju.

Prilikom iscrtavanja mreZe poligona u ovoj reprezentaciji svaka ivica bi¢e (nepotrebno) iscrtavana
dva puta.

11.4.2 Reprezentacija listom indeksa temena

U reprezentaciji mreZe listom indeksa temena svako teme je zapisano ta¢no jednom u listi temena, dok
je svaki poligon mreZe predstavljen listom indeksa temena (slika 11.23).

Kaoiu prethodnoj, i u ovoj reprezentaciji se pri iscrtavanju mreze poligona svaka ivica crta dva puta.
Ipak, ova reprezentacija je memorijski efikasnija od prethodne. Dodatno, ona omogucéava ispitivanje da
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VERTICES POLYGONS

X y z i j k
0: -1 -1 -1 0 2 1
1: 1 -1 1 0 3 2 2
2: 1 1 -1 3 0 1 0
3: -1 1 1 3 1 2

1

Slika 11.23: Reprezentacija mreZe listom indeksa temena.

li dva poligona imaju zajednic¢ko teme. Medutim, i u ovoj reprezentaciji ne postoji eksplicitna informa-
cija o zajednic¢kim temenima i ivicama poligona. Stoga bi odredivanje svih poligona ¢ije je jedno teme
data tacka linearne sloZenosti u funkciji broja poligona mreZe.

Geometry: This vertex is at (x,y,z) Topology: These vertices are connected

Slika 11.24: Razlika izmedu geometrije i topologije mreZe.

Istaknimo to da su u ovoj reprezentaciji informacije o mrezi razdvojene u dve nezavisne kompo-
nente: u tabeli temena ¢uva se geometrija mreze, koja nam govori o lokaciji temena mreZe u prostoru, dok
se u tabeli poligona nalazi njena topologija, odnosno informacija na koji na¢in se temena mreZe povezuju
u trouglove (slika 11.24). Malom izmenom vrednosti u tabeli temena broj povezanih komponenti mreZe
se ne menja; dodatno, dve nesusedne ivice mreZze mogu se seci, ali se finim podesavanjem koordinata
temena ovakav presek moZze izbe¢i. Primetimo da mogu postojati mreZe koje imaju istu geometriju,
a razli¢itu topologiju (slika 11.25), a, takode, i mreZe koje imaju istu topologiju, a razli¢itu geometriju
(slika 11.26).

Slika 11.25: Dve mreZe trouglova koje imaju istu geometriju, ali drugaciju topologiju.

11.4.3 Reprezentacija matricama incidencije

U prethodno razmatranim reprezentacijama mreZe poligona nisu eksplicitno ¢uvane informacije o
susedstvu, medutim pokazuje da nam to moZe biti od koristi u izvrSsavanju razli¢itih upita nad mreZom.
Te informacije moZemo kodirati matricama incidencije ¢iji su elementi 01 1, pri ¢emu vrednost 1 oznacava
incidenciju. Uobi¢ajeno se pamte dve matrice incidencije. Prvom od njih se kodiraju informacije o sused-
stvu temena i ivica mreZe — njena svaka kolona ¢uva informacije o tome kojim ivicama pripada dato
teme, dok se u svakoj vrsti matrice ¢uva informacija o tome koja su temena inicidentna sa datom ivicom
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Slika 11.26: Dve mreZe trouglova koje imaju istu topologiju, ali drugaciju geometriju.

mreZe (slika 11.27). Medutim, na ovaj nac¢in ne moZemo zakljuditi da li tri date ivice mreZe formiraju
stranu mreZe ili se na tom mestu nalazi rupa. Stoga se uobi¢ajeno ¢uva i matrica koja kodira incidencije
ivica i strana mreZe.

VERTEX~EDGE EDGE~FACE

v0 vl v2 v3 el el e2 e3 ed e5
e01 1 0 0 £01 0 0 1 0 1
el 0 1 1 0 £1 0 1 0 0 1 1
e21 0 1 0 £2 1 1 1 0 0 O
e3 1 0 0 1 £3 0 0 1 1 1 0
e4 0 0 1 1
es 0 1 0 1

Slika 11.27: Matrice incidencije mreZe u obliku tetraedra.

Primetimo da ¢e ove matrice za iole veée mreZe poligona biti retke, odnosno da ¢e sadrzati mali
broj jedinica i veliki broj nula. Naime, uobicajeno je mali broj ivica incidentan sa jednim konkretnim
temenom, dok su svakoj ivici mreZe susedna ta¢no dva temena mreZe; sli¢cno, svaka ivica mreZe je
incidentna malom broju strana mreZe. Stoga je, umesto da ¢uvamo retke matrice bolje da informaciju o
susedstvu predstavimo nizom povezanih listi.

Jasno je da matrice incidencije imaju veliku prostornu sloZenost, ali im je prednost to Sto efikasno
reSavaju upite susedstva. Ostaje jos pitanje na koji nac¢in bi za datu stranu mreZe mogao da se dobije
spisak njenih temena: u ovom slucaju potrebno je iskombinovati informacije iz obe date matrice sused-
stva.

Primetimo da ovakva reprezentacija mreZe ne zahteva da mreZa poligona bude mreza mnogostrukosti,
te je primenljiva na $iri skup mreZa poligona.

11.4.4 Reprezentacija mreze zasnovana na poluivicama

Iz prethodnog razmatranja jasno je da je korisno uz sam opis mreZe ¢uvati informacije o susednim
elementima mreZze. Medutim, prostorno je veoma zahtevno ¢uvati informaciju o svim potencijalnim
incidencijama. Namece se pitanje da li je za mreZu poligona moguce ¢uvati samo neke od informacija o
susedstvu, a ostale na osnovu njih izvesti.

Na ovom principu zasniva se reprezentacija mreZe poligona koja koristi koncept poluivice (eng.
halfedge). Naime, za svaku ivicu mreZe razmatramo dve odgovarajuce poluivice, po jednu u svakom
od smerova. Na primer, ako ivica povezuje temena v; i v; onda je jedna od dve poluivice usmerena
od temena v; ka temenu v;, a druga poluivica od temena v; do temena v;. Pritom dve poluivice koje
odgovaraju jednoj ivici mreze imaju ulogu “lepka” izmedu poligona mreZze — moZemo jednostavno vrsiti
prelaz sa jedne poluivice na drugu, njoj odgovarajuéu poluivicu. Svaka poluivica je pridruZena ta¢no
jednom od dve strane mreZe incidentne sa odgovaraju¢om ivicom mreZe, i to onoj strani mreZe poligona
u kojoj je usmerena u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na ¢asovniku.

Reprezentacija mreZe zasnovana na poluivicama daje prioritet poluivicama: za svako teme, ivicu i
poligon mreZe ¢uva se jedino informacija o ta¢no jednoj njoj incidentnoj poluivici mreZze, dok se za svaku
poluivicu mreZe ¢uvaju naredne informacije:
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struct Halfedge

{

struct Edge

o
Halfedge* twin; - {
EERNAC O R, :‘?: % Halfedge* halfedge;
Vertex* wvertex; = b struct Face
Edge* edge; {
Face* facej Halfedge* halfedge;
1 3] faxt }:

twin

edge

face

Halfedge

halfedge

Vertex
struct Vertex
vartex {

Ealfedge* halfedge;
b

Slika 11.28: Informacije koje se pamte u reprezentaciji mreZe zasnovanoj na poluivicama.

* njoj odgovarajuca, suprotno usmerena poluivica,

¢ naredna poluivica u obilasku susednog poligona,

polazno teme poluivice,
e ivica kojoj poluivica odgovara i
¢ strana mreZe koja joj je incidentna (slika 11.28).

Pokazuje se da ovako uvezani elementi mreZe poligona omogucavaju jednostavno kretanje po mrezi
i pristup njenim temenima, poluivicama, ivicama i stranama. Obilazak mreZe se moZe sprovesti pra¢enjem
poluivica: za kretanje po mreZi koristimo informacije o dvojniku date poluivice, kao i pokaziva¢ na
narednu poluivicu. Na primer, upit kojim se za neki poligon mreZe ispisuju sva njena temena moZe se
realizovati tako $to krenemo od jedne poluivice te strane mreZe, a onda u petlji teku¢u poluivicu men-
jamo narednom poluivicom u obilasku te strane, sve dok se prilikom kretanja ne vratimo u polaznu
poluivicu.

twin

y

halfedge

Vertex

Slika 11.29: Ilustracija postupka odredivanja svih strana mreZe susednih datom temenu.

Ova reprezentacija mreZe je primenljiva isklju¢ivo na orijentabilne mreZe mnogostrukosti, jer se
implicitno pretpostavlja da za proizvoljno teme mreZe postoji jedinstven ciklus trouglova koji su mu
susedni. Takode, implicitno pretpostavljamo da je svaka ivica mreZe incidentna sa samo dve strane

mreze.

11.4.5 Winged-edge reprezentacija

U slucajevima mreZa kod kojih strane ne moraju biti trouglovi, moze se koristiti i winged-edge struk-
tura podataka. Ova struktura podataka posmatra ivice kao “gradane prvog reda”, odnosno gotovo sve
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informacije se pamte putem ivica mreZze. Naime, za svaku ivicu ¢uvaju se indeksi dva temena koje
ta ivica povezuje, na dve strane (levu i desnu) ¢iji je ona deo i na prethodnu i slede¢u ivicu prilikom
obilaska u smeru obrnutom od smera kazaljke na ¢asovniku njegove leve i desne strane (slika 11.30).
Svako teme i strana, takode, sadrZze indeks jedne, proizvoljne ivice mreZe incidentne sa datim temenom,
odnosno stranom mreZe.

(X3, Ya. 25)
SN T — e 2)
g .'\ ,f'
/ /
/ oy
/ /6 \
T — ': > L
(. %1, 2y)
(%, ¥Yz. Z5) (xs. ¥s. Zs)
VERTEXTABLE EDGE TABLE —_ | [Face
! 5 ’ { | T | | TABLE
Vi|Xy Y1 Ty | ey o1 |Vq V3 Filez o2 o4 o3| — 1
Vo |Xp Yo Zp |eg e |V V2| Fy @ & e3 e File
V3(Xg Y3 Z3 | o3 e3|Va V3|Fy Falez o5 97 &g Fa|eg
Vg |Xq Yq Zy | @5 o4 (V3 Vg Fpleq o3 e7 e5| |F3leg
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Slika 11.30: Winged-edge struktura podataka.

Iako se nigde eksplicitno ne pamti lista temena nekog poligona, u ovoj reprezentaciji se za datu
stranu (poligon) mreZe mogu efikasno odrediti sva njena temena i za dato teme odrediti sve susedne
ivice ili strane.

Primer 11.1. Razmotrimo kako za teme v odrediti listu ivica (e, es, . . . , €,.) incidentnih sa tim temenom
poredanih u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na ¢asovniku. Kre¢emo od ivice e; koja je zadata
kao susedna temenu v. Za ivicu e; moZemo uditati Cetiri ivice (€5, €5, €5, e ) koje prethode i slede nakon
ivice e; u obilasku strana susednih ivici e;. Takode, za ivicu e; moZemo procitati njena temena vy i v;.
U zavisnosti od toga da lije v = vy ili v = v1, kao narednu ivicu postavljamo ivicu e ili €4 i nastavljamo
na isti na¢in sve dok se ne vratimo do ivice e;.

Svaka od navedenih reprezentacija ima prednosti i mane i izbor reprezentacije treba napraviti u
skladu sa konkretnim zadatkom.

11.5 Operacije nad mreZzom trouglova

U ovom poglavlju razmatra¢emo kako datu mreZu trouglova popraviti tako da predstavlja bolju diskretnu
reprezentaciju odgovarajuce povrsi. Idealna mreZa trouglova je ona ije su sve ivice jednake duZine, &ije
su sve strane u obliku jednakostrani¢nih trouglova, a broj suseda svakog temena je blizak broju 6 (slika
11.31). U nastavku teksta razmotri¢emo razli¢ite operacije nad mrezom trouglova kojima je moguce
popraviti svojstva trenutne mreZe.

Slika 11.31: MreZa jednakostrani¢nih trouglova kod koje svako teme ima 5 ili 6 suseda.

Jedna od najznacajnijih osobina mreze trouglova jeste njena uniformnost. Ona nam omogucava pri-
menu razli¢itih operacija sa garancijama koje je lako dokazati. Razlikujemo dve osnovne vrste operacija
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koje se mogu izvrsiti nad mreZom trouglova: to su unapredivanje mreZe (eng. mesh refinement) i pojednos-
tavljivanje mreZe (eng. mesh simplification). Unapredivanjem mreZe generiSe se mreZa sa ve¢im brojem
temena, ivica ili strana, dok se pojednostavljivanjem proizvodi mreZa sa manjim brojem temena, ivica
ili strana. Pored toga postoje i operacije kojima se unapreduje struktura mreze, ali se pritom ne menja

broj elemenata mreZze.

Slika 11.32: Operacija podele trougla.

Jedna od operacija kojom se mreZa unapreduje je podela trougla (eng. triangle split) kojom se jedan
trougao zamenjuje sa nekoliko manjih trouglova (slika 11.32). Podela se obi¢no koristi kako bi se mreZa
koja ima ostre uglove ucinila glatkijom. Naravno, ponovljenim podelama znacajno se poveéava broj
trouglova u mreZi Sto moze znacajno uticati na vreme renderovanja mreze (slika 11.33).
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Slika 11.33: Ilustracija viSestruke primene operacije podele trougla.
Pored podele trougla, moguce je vrsiti i podelu ivice (eng. edge split) kojom se dodaje novo teme v
na ivici e i teme v se povezuje sa naspramnim temenima trouglova koji su incidentni sa ivicom e (slika

11.34). Na taj nacin se svaki od ovih trouglova deli na dva. Moguce je vrsiti i podelu temena (eng. vertex
split) kojom se dato teme duplira, kao i dve ivice susedne tom temenu (slika 11.35).

c split /I:\
a® ’ ) \V d
b b

Slika 11.34: Operacija podele ivice.

Slika 11.35: Operacija podele temena i njoj inverzna operacija saZimanja ivice.

Operacijama pojednostavljivanja mreza se zamenjuje drugom mreZom koja joj je sli¢na (topoloski ili
geometrijski) ali koja ima kompaktniju strukturu (slika 11.36). Uzastopnim izvr$avanjem ove operacije
mozemo dodi do sve jednostavnije reprezentacije iste povrsi.
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Slika 11.36: Pojednostavljivanje mreZe trouglova.

Jedna od standardnih operacija prilikom pojednostavljivanja mreZe je saZimanje ivice (eng. edge col-
lapse), kojom se ivica saZima sve dok njena duZina ne postane 0 ¢ime dva susedna trougla nestaju (slika
11.37). Ova operacija je inverzna operaciji podele temena.

o

Slika 11.37: Sazimanje ivice: ivica v,v, se saZima sve dok joj duZina ne postane 0.

Prilikom stapanja dva temena u jedno potrebno je izabrati lokaciju za novo teme. Lokacija zavisi
od Zeljenog cilja: ako Zelimo da minimizujemo racun, onda moZemo za lokaciju novog temena izabrati
jedno od dva stara temena; ukoliko Zelimo da otuvamo oblik, za novo teme moZemo da izaberemo
srediste duzi odredene ovim temenima. Medutim, ako ovakvo uprose¢avanje pomera veliki broj tataka
a to nije vizuelno poZzeljno, lokaciju nove tacke mozemo da izaberemo tako da se minimizuje maksi-
malno rastojanje tacaka mreZe od nove tacke mreZe (slika 11.38).

A/_\B N f\ /i\
Slika 11.38: Razli¢iti geometrijski izbori za lokaciju novog temena prilikom saZimanja ivice u ravni.

Pored saZimanja ivice, moguce je izvrSiti i stapanje ivica koje predstavlja operaciju inveznu operaciji
podele ivice i brisanje temena koje predstavlja operaciju inverznu podeli trougla (slika 11.39).

o~

Slika 11.39: Operacija brisanja temena.

Prilikom razli¢itih operacija nad mreZom trouglova, mreZa se moZe deformisati, a pojedina¢ni trou-
glovi postati jako dugi i uski. Drugim re¢ima, odnos duZine najduZe i najkrace stranice trougla (eng.
aspect ratio') moZe postati veliki (slika 11.40). Idealna situacija je kada je ta vrednost jednaka 1, $to je
slucaj kod jednakostrani¢nog trougla.

1Postoji vige razlicitih definicija pojma aspect ratio trougla.
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Slika 11.40: Ra¢unanje koli¢nika duZine najduZe i najkrace stranice trougla.

Ulepsavanje mreZe (eng. mesh beautification) obuhvata operacije nad mrezom kojima se nastoji da
trouglovi mreZe postanu sto bliskiji jednakostrani¢nim trouglovima i da se postignu jo$ neka poZzeljna
svojstva mreZe (na primer, da broj suseda svakog temena bude blizak broju 6). Operacija zamene ivice
(eng. edge swap) pomaze da se dva dugacka i uska trougla transformi$u u dva skoro jednakostrani¢na
trougla (slika 11.41).

Vb Vb

( Vd > Ve Vd

V,

‘a V,

a

Slika 11.41: Operacija zamene ivice.

11.6 Pitanja

11.1 Zasto se prilikom modelovanja figura mrezama poligona, za primitive najc¢esce biraju trouglovi, a
ne poligoni sa ve¢im brojem stranica?

11.2 Kakve objekte je moguce precizno opisati mrezama poligona, a kakve nije?
11.3 Koje su osobine idealne mreZe trouglova?

11.4 Kada za mreZu trouglova kaZemo da je mreZa mnogostrukosti? Da li je kod njih dozvoljeno dodati
novi trougao u mreZu? Da li je dozvoljeno obrisati neki trougao iz mreze?

11.5 Za koju mreZu u trodimenzionom prostoru kaZemo da je mreZa mnogostrukosti sa granicom?
11.6 Koja je razlika izmedu supe poligona i reprezentacije sa pokaziva¢ima na liste indeksa temena?
11.7 Na koji nacin su opisani poligoni u eksplicitnoj reprezentaciji mreze?

11.8 U kojim reprezentacijama se svaka ivica mreZe iscrtava dva puta? (a) u eksplicitnoj reprezentaciji
(b) u reprezentaciji sa pokazivac¢ima na liste indeksa temena (d) u winged-edge reprezentaciji

11.9 Opisati winged-edge strukturu podataka.
11.10 Sta se zadaje geometrijom mreZe, a $ta njenom topologijom?
11.11 Sta se postiZe operacijama kojima se vrsi unapredivanje mreZe?
11.12 Opisati operaciju podele trougla, podele ivice i podele temena.
11.13 Opisati operaciju saZimanja ivice. Kojoj operaciji je ova operacija inverzna?

11.14 Iz kog razloga se vrsi operacija zamene ivice? Kakva mreZa se njome dobija?
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Zadavanje krivih i povrsi

Do sada smo objekte modelovali pomoc¢u pravih i poligona, najc¢esée trouglova. Naime, kao $to smo
do sada veliki broj puta istakli, trouglovi su osnova graficke proto¢ne obrade. Medutim svet koji nas
okruZuje nije sacinjen od ravnih objekata, poput poliedara. Mnogi objekti oko nas su glatki i kako
bismo ih realisti¢no prikazali poZeljno ih je modelovati glatkim povrsima. Za neke primene potrebno je
omoguditi da objekat izgleda jednako dobro u svakoj rezoluciji; na primer, kako bi se omogucio rad sa
fontovima u visokom kvalitetu neophodno je koristiti glatke krive. Glatke krive i povrsi su neophodne
i u mnogim primenama ra¢unarske grafike: na primer, kretanje kamere je potrebno opisati glatkom
krivom, sli¢no i put kroz prostor intenziteta ili boja je poZeljno da bude opisan glatkom krivom. Prime-
timo i da je nekada potrebno omogucditi opisivanje putanja i povrsi glatkim krivama i povrSima na
aplikativnom nivou, dok ih je moguce iscrtati tako sto ih aproksimiramo ravnim primitivama.

U ovom poglavlju razmatraéemo koji su najbolji na¢ini za predstavljanje krivih i povrsi u trodimen-
zionom prostoru, tako da se objekti sa kojima se uobi¢ajeno radi u ra¢unarskoj grafici mogu jednos-
tavno predstaviti, da je lako interagovati sa njima (npr. prilagoditi ih nekim merama) i da su podrZana
osnovna geometrijska izra¢unavanja, poput upita preseka, detekcije kolizije i sl.

12.1 Predstavljanje krivih u trodimenzionom prostoru

Jedno od prvih pitanja koje se postavlja prilikom rada sa krivama u trodimenzionom prostoru je to koja
reprezentacija krive u racunaru je najbolja za primenu u racunarskoj grafici. Pritom je potrebno uzeti
u obzir stabilnost reprezentacije, koji se stepen glatkosti dobija, koliko je teSko izracunati neku tacku
sa krive itd. Krive nije pogodno ¢uvati u rasterskom obliku jer je to memorijski zahtevno, a, pritom,
ovakva reprezentacija ima i dosta drugih nedostataka kao sto je alijasing efekat i nemoguénost skali-
ranja bez gubitka na kvalitetu. Stoga nam je za predstavljanje krivih potrebna neka efikasnija i pogod-
nija matematicka reprezentacija. MoZemo pamtiti listu kontrolnih tacaka, a izmedu njih vrsiti neki vid
interpolacije ili aproksimacije (slika 12.1). Koris¢enje trigonometrijskih funkcija za interpolaciju vred-
nosti izmedu kontrolnih tacaka je skupo i njima se teSko manipuliSe. Deo po deo linearna aproksimacija
izmedu kontrolnih tac¢aka nije glatka i ukoliko broj kontrolnih tacaka nije dovoljno veliki ovaj vid inter-
polacije neée dati vizuelno zadovoljavajuéi izgled. Medutim, polinomi stepena veceg od 1 se relativno
jeftino ratunaju i njima se jednostavno manipuliSe (na primer, izvod se ra¢una veoma jednostavno), te
oni predstavljaju pogodan izbor za interpolaciju izmedu kontrolnih tacaka. Pritom se najc¢esce koriste
polinomi treceg stepena jer je 3 najmanji stepen polinomijalne krive takav da kriva ne mora nuzno da
pripada ravni. Zaista, kriva stepena 2 je u potpunosti odredena trima tackama, a te tri tacke odreduju
ravan (kojoj pripada ta kriva).

v

interpolating

approximating .
pp “ spline V.

spline

polyl in.e

approximation v,

Slika 12.1: Razli¢iti nacini zadavanja krive koja je vodena kontrolnim tackama: deo po deo linearna
interpolacija, interpoliSudi i aproksimirajuci splajn.

197
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Krive se mogu opisati na razli¢ite nacine:

eksplicitnom reprezentacijom: y = f(x),z = g(z)

potencijalni problem ove reprezentacije je taj sto za jednu vrednost « postoji samo jedna tatka na
krivoj, te je u nekim slucajevima potrebno kombinovati vise krivih; na primer, pri modelovanju
sfere.

implicitnom reprezentacijom: f(z,y,z) =0

potencijalni problem ove reprezentacije je sto moZe da da viSe reSenja nego Sto nam treba; na
primer, za modelovanje sfere moZemo da koristimo jednadinu 2? + y? + 22 = 1, ali da bismo
modelovali samo gornju polusferu potrebno je koristiti dodatne uslove, §to moZe stvoriti druge
probleme.

parametarskom reprezentacijom: z = z(t),y = y(t),z = 2(t), 0<¢ <1

u ovoj reprezentaciji se svaka od koordinata tacke nezavisno definiSe. Ova reprezentacija nema
vecdinu problema koje imaju prethodne dve. Za funkcije z, y i z se naj¢esce koriste kubni polinomi.

U nastavku poglavlja baviéemo se parametarskim kubnim krivama i krivama koje nastaju njihovim
nadovezivanjem.

12.2 Osnovne polinomijalne krive

Kriva treeg stepena v(t) = ast> +ast® + a1t + a¢ zadaje se vrednostima njena Cetiri koeficijenta as, az, a;
i ag. Da bismo odredili vrednosti ovih koeficijenata, potrebno je zadati neka Cetiri ogranic¢enja na krivoj:
to mogu biti Cetiri tacke koje kriva sadrZi ili tacke kojima se vrsi navodenje krive, a u igru mogu udi i
vektori tangenti krive u nekim tackama. U ovom poglavlju razmotri¢emo Hermitovu i Bezjeovu krivu
kao primere ¢esto koris¢enih kubnih krivih.

12.2.1 Hermitova kriva

Razmotrimo naredni problem. Automobil se krece duz y ose sa vektorom brzine [0, 3]7 i stize u
tacku (0,4) u trenutku ¢t = 0. Potrebno je modelovati kretanje automobila koje uklju¢uje skretanje i
usporavanje tako da automobil u trenutku ¢ = 1 stigne u poziciju (2, 5) sa vektorom brzine (2, 0) (slika
12.2).

6
t=1
*"—>
4+ =0
2+
0 | | |
0 2 4

Slika 12.2: Hermitova kriva.

Opsta formulacija ovog problema glasi: za date pozicije P i Q) i vektore brzina v i w potrebno je
odrediti funkciju v : [0,1] — R? tako daje v(0) = P, (1) = Q, ¥'(0) = vi4/(1) = w. ReSenje se dobija
prostom zamenom gornja Cetiri uslova u opsti oblik kubnog polinoma v(t) = ast® + ast? + ait + ag i
njegovog prvog izvoda 7/(t) i ima oblik:

() = (263 = 312 + 1)P + (=22 + 3t3)Q + (t> — 2t* + t)v + (£* — t)w

=(1—t)22t+ 1)P+3(=2t + 3)Q + t(t — 1)%v + £*(t — )w.

Na ovaj nac¢in dobili smo kubnu parametarsku krivu, kod koje smo grupisali ¢lanove uz kontrolne po-
datke: tacke P i @) i vektore v i w. Ovu krivu nazivamo Hermitova kriva (eng. Hermite curve) za ulaz
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P,Q,viw. Ime je dobila po francuskom matematic¢aru Carlsu Hermitu (Charles Hermite). Polinome
(1 —t)2(2t + 1), t3(=2t + 3), t(t — 1)? i t3(t — 1) u gornjoj jednacini nazivamo Hermitovim baznim funkci-
jama (eng. Hermite basis functions) i oni ¢ine Hermitovu bazu. Nekada bazne funkcije nazivamo i funkci-
jama mesanja (eng. blending functions). Hermitove bazne funkcije ilustrovane su na slici 12.3. Unutar
intervala (0, 1) vrednosti sve Cetiri bazne funkcije su svuda razli¢ite on 0.
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Slika 12.3: Ilustracija baznih funkcija (funkcija mesanja) u slu¢aju Hermitove kubne krive.

Analizirajmo na koji nacin se kriva menja ukoliko Zelimo da recimo promenimo samo pocetnu tacku,
bez izmene ostalih ulaznih parametara. Ako se koristi Hermitova baza potrebno je izmeniti samo ko-
eficijent P prvog baznog polinoma, dok ostali koeficijenti ostaju neizmenjeni. Ako bismo, umesto na
ovaj nagin, krivu izrazili kao linearnu kombinaciju baznih vektora standardne baze {t*,t?,¢,1} prom-
ena pocetne tacke krive bi rezultovala izmenom svih koeficijenata polinoma (uz 1, ¢, t21it3). Stoga, za
ovaj problem, Hermitova baza predstavlja bolji izbor od standardne baze.

Ako sa T(t) oznagimo vektor koji sadrZi stepene parametra ¢, tj. T(t) = [ 1 t ¢* ¢ ]T funkciju
~(t) mozemo zapisati kao:

1 0 -3 2
00 3 -2

=[P Q ovow]| ] S T =G-M-T()
00 -1 1

Prvi ¢inilac u ovom proizvodu je geometrijska matrica krive koju ozna¢avamo sa G i ona po kolonama
sadrZi koordinate taaka P i Q) i vektora v i w. Drugi ¢inilac u ovom proizvodu je tzv. bazna matrica
koju oznac¢avamo sa M i koja po vrstama sadrZi koeficijente Hermitovih baznih funkcija, od najniZeg
do najviseg stepena. Ova veza sustinski predstavlja promenu koeficijenata iz Hermitove baze za kubne
polinome u koeficijente standardne baze {1,¢,¢%,¢3}.

Iako su Hermitove bazne funkcije glatke funkcije, Hermitove krive se ne koriste ¢esto u ra¢unarskoj
grafici jer se teSko modeluju. Naime, u kontekstu ra¢unarske grafike uobic¢ajeno su date kontrolne tacke,
ali ne i izvodi.

12.2.2 Bezjeova kriva

Neka je dat skup kontrolnih ta¢aka nad kojima Zelimo da kreiramo glatku krivu. Povezivanjem
susednih kontrolnih ta¢aka duZzima dobija se deo po deo linearna aproksimacija koja nije glatka. Do-
bijeni poligon moZemo “popraviti” isecanjem ostrih uglova, ¢ime se dobija novi poligon ¢iji su uglovi
manje o$tri ali i dalje ne dovoljno glatka funkcija. Ponavljanjem ovog postupka dobija se sve glatk-
iji poligon. Ako bismo ovaj postupak ponavljali beskona¢no mnogo puta dobili bismo krivu koja je
iz klase C!, odnosno krivu koja je diferencijabilna i ¢iji je prvi izvod neprekidna funkcija. Na slici
12.4 ilustrovan je ovaj postupak za kontrolne tacke A, P,Q,G: povezivanjem ovih tataka dobija se
kolekcija duzi AP, PQ,QG: odsecanjem ostrog ugla kod tacke P i tacke () dobija se kolekcija duzi
AB,BC,CE, EF, FG.
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Slika 12.4: Postupak “izgladivanja” deo po deo linearne funkcije ¢ime teZimo kubnoj Bezjeovoj krivoj.

Na ovoj ideji pociva Bezjeova kriva (eng. Bézier curve) koja je ime dobila po francuskom inZenjeru
Pjeru Bezjeu (Pierre Bezier), koji ju je koristio Sezdesetih godina proslog veka za dizajniranje karoserije
Renoovog automobila.
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Slika 12.5: Bezjeova kriva pocinje u tacki P, ide ka tacki P, a zavrsava se u tacki P, dolazedi iz pravca
tacke Ps.

Bezjeova kriva se zadaje sa Cetiri tacke Py, P», P31 Py s tim da kriva pocinje u tacki P;, zavrSava se
u tacki P, ima vektor tangente u tacki P; jednak 3(P, — P;), dok je vektor tangente u tacki P, jednak
3(P; — Ps) (slika 12.5). Bezjeova kriva prati oblik poligona dobijenog povezivanjem kontrolnih tacaka i
sadrZana je u konveksnom omotacu skupa kontrolnih tac¢aka (slika 12.6). Dakle, iako Bezjeova kriva ne
prolazi kroz sve Cetiri kontrolne tacke, ne moze biti ni predaleko od njih.

Pi %]
..— convex hull

Bezier curve

Po Ps

Slika 12.6: Bezjeova kriva sadrZana je u konveknom omotacu skupa kontrolnih tacaka.

Bezjeova kriva data je jedna¢inom:

1 -3 3 -1
0o 3 -6 3

V&) =[P P PPl | 0 ] 4 g | T)=G-M-T()
0 O 0 1

pri ¢emu u ovom slucaju geometrijska matrica G po kolonama sadrzi koordinate Cetiri date tatke, dok
bazna matrica M sadrzi po vrstama koeficijente Bezjeovih baznih funkcija koji se razlikuju od koeficije-
nata Hermitove krive. MoZe se uciniti da je specifikacija Bezjeove krive manje prirodna od Hermitove
s obzirom na to da je uloga tacaka P, i P3 manje intuitivna u poredenju sa pojmom tangente u pocetnoj
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i krajnjoj tacki. Medutim, prednost Bezjeove krive je u tome Sto su svi kontrolni podaci tacke, pa ako
Zelimo da transformiSemo Bezjeovu krivu treba samo transformisati tacke.
Prou¢imo malo detaljnije bazne funkcije kubne Bezjeove krive:

y(t) = (1 —t)>Py 4+ 3t(1 — )2 Py + 3t2(1 — t)P3 + 3Py

One predstavljaju specijalan slu¢aj Bernstajnovih polinoma By (t) = (})t*(1 — t)"~* i kao takve imaju
neka lepa svojstva. Nule sva Cetiri bazna polinoma B§(t), B3 (t), B3(t) i B3 (t) se postizu samo kada je
vrednost parametra t jednaka 0 ili 1 (slika 12.7), dok na intervalu (0, 1) uzimaju vrednosti iz intervala
(0,1). Dodatno, vaZi da je zbir baznih polinoma jednak 1, tj. vazi: Y _._, B (t) = 1.

il 1
2

Slika 12.7: Ilustracija baznih funkcija (funkcija mesanja) u slucaju Bezjeove krive.

Bezjeove krive imaju brojne primene. Jedna od vaznih primena je za definisanje fontova jer se
nadovezivanjem veceg broja Bezjeovih krivih dobijaju putanje koje se mogu lako skalirati, $to je u
slucaju fontova vaZna operacija (slika 12.8). Koriste se ¢esto i u racunarskim igrama za opisivanje
putanja poput putanja letova ili trka, za opis karoserije automobila, a takode i u dizajnu uz pomo¢

racunara (CAD).

Slika 12.8: Primena Bezjeovih krivih za definisanje fontova.

12.3 Nadovezivanje krivih i splajn

Pretpostavimo da imamo niz tacaka Py, P, . . ., P, i pridruZenih vektora vy, v1, . . . , v, i Zelimo da nademo
krivu 7 : [1,n] — R? koja prolazi kroz tatke P; sa vektorom brzine v; (slika 12.9). Ovaj problem se moZze
resiti povecanjem stepena polinomijalne krive kojom vr§imo interpolaciju, medutim, u tom slucaju,
kontrola nad krivom nije lokalna: izmena jedne kontrolne tacke menja kompletnu krivu. Alternativno,
moZemo izvrsiti nadovezivanje kubnih krivih u deo po deo kubnu krivu. Na ovaj nacin postizemo
lokalnu kontrolu nad krivom: svaka kontrolna tacka utice na ograniceni deo krive.

Prilikom nadovezivanja krivih jednu na drugu obi¢no se zahteva neki stepen neprekidnosti u grani¢noj
(zajednickoj) tacki: moZe se zahtevati da vrednosti krivih u zajedni¢kim tackama budu jednake, ili, do-
datno, da tangentni vektori (izvodi) u zajedni¢kim tackama budu jednaki ili se mozZe zahtevati i vise: da
i prviidrugi izvod u tackama spoja budu jednaki.

Podsetimo se da kriva pripada klasi C° ako je neprekidna. Ako je kriva diferencijabilna i njen prvi
izvod je neprekidan onda ona pripada klasi C!, a ako je dvaput diferencijabilna i njeni prvi i drugi izvod
su neprekidni onda pripada klasi C? (slika 12.10). Na sli¢an nacin se definiu i klase C" zan > 2.
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Slika 12.9: Za dati niz tacaka Py, Pi, ..., P4y i odgovarajucih vektora treba odrediti krivu koja prolazi
kroz tatku P; sa datim vektorima kao vektorima brzine.
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Slika 12.10: Primer (a) krive koja nije neprekidna, (b) krive iz klase C° (c) krive iz klase C! (d) krive iz
klase C2.

Dakle, ukoliko se dva segmenta krive nadovezu jedan na drugi, rezultujuca kriva bice iz klase C°.
Ako su vektori tangenti segmenata krive jednaki u tacki spoja, onda rezultujuca kriva pripada klasi C*.

Vratimo se polaznom problemu: potrebno je da konstruiSemo krivu koja prolazi kroz date tacke P;
sa datim vektorima brzine v;. Za njegovo reSavanje moZemo iskoristiti Hermitove kubne polinome.
Naime, moZemo da odredimo krivu v : [0,1] — R? koja pocinje u tatki P, zavrsava se u tacki P i
ima vektore tangenti u pocetnoj i zavrsnoj tacki redom jednake vy i v1. MoZemo, takode, odrediti krivu
v : [0,1] — R? koja poéinje u tacki P, zavrsava se u tacki P, i ima odgovarajuce vektore tangenti v;
i vg i sli€no pronadci krive vz, ..., v,—1. Nadovezivanjem krivih 7o, 71, ...,7n—1 dobija se kriva v koja je
neprekidna i diferencijabilna i koja prolazi kroz svaku od zadatih tac¢aka sa odgovaraju¢im vektorom
tangente (slika 12.11). Pojedina¢ni delovi kolekcije ¢; — ~;(t — 4) nazivaju se segmentima krive (eng.
segments), kompletna kolekcija splajn (eng. spline), a date tacke i vektori kontrolnim podacima (eng.

control data). Dakle, splajn je parametarska kriva vodena kontrolnim ta¢kama ili kontrolnim vektorima,
reda tri ili viSe.
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Slika 12.11: Kolekcija segmenata krive koja formira splajn kao reSenje problema.

12.3.1 Katmul-Rom splajn

Razmotrimo sada nesSto drugaciji problem: za dati niz tacaka P, Py,..., P, potrebno je pronaci
glatku krivu koja prolazi kroz tatku P; u trenutku ¢t = i, sa svojstvom da ako su sve tacke na istoj
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pravoj na istom rastojanju rezultujuca kriva je prava koja prolazi kroz te tacke.

S obzirom na to da su u ovoj formulaciji jedini zadati kontrolni podaci tatke, moZemo pomisliti da je
kroz svake Cetiri susedne tatke moguce provuéi kubnu Bezjeovu krivu, medutim, potrebno je da kriva
prode kroz sve zadate tacke, a znamo da kubna Bezjeova kriva prolazi samo kroz dve od ¢Cetiri tacke
nad kojima je definisana. Ako bismo u svakoj od tacaka P; imali na raspolaganju vektor tangente mogli
bismo da koristimo Hermitovu krivu za konstrukciju pojedina¢nih segmenata krive, koje bismo nakon
toga nadovezali u splajn. S obzirom na to da vektori tangenti nisu zadati, jedno moguce resenje je da se
za navodenje u tekudoj tacki koristi prethodna i naredna kontrolna tac¢ka. Preciznije, tangentni vektor
u tacki P; se bira tako da bude kolinearan vektoru P;;; — P;_; (slika 12.12). Ova vrsta krive naziva
se Katmul-Rom splajn i njega su 1974. godine formulisali Edvin Katmul (Edwin Catmull) i Rafael Rom
(Raphael Rom).

P3

P1 (p, - By

Slika 12.12: Primer Katmul-Rom splajna.

Vektor tangente P; 1 — P;_; se naj¢esc¢e skalira nekom vrednoséu 7 € [0, 1] koju nazivamo tenzijom
splajna (eng. tension). Tenzija splajna odreduje koliko ostro se kriva savija u kontrolnim tackama (slika
12.13): §to je tenzija splajna manja, to se kriva ostrije savija u kontrolnim tatkama. Cesto se kao tenzija
splajna uzima vrednost 7 = 1/2, odnosno tangentni vektor u tacki P; ima vrednost v; = %(Piﬂ —P_1).

T=10.75

Slika 12.13: Efekat odabira razli¢itih vrednosti za tenziju splajna.

Dakle, krivu na segmentu F; P;; moZemo konstruisati tako $to zamenimo gornje vrednosti vek-
tora tangenti u jednac¢inu Hermitove krive. Na taj na¢in dobijamo narednu jednacinu odgovarajuceg
segmenta krive:

1 0 -3 2
_p P 0O 0 3 -2

%) = [ P Py SRty Dl o 0 S0 T()
0 0 -1 1

odakle dobijamo vrednost -;(¢) kao funkciju tataka P;_1, P;, Pi+1 i Pito.

Posto za prvu tacku ne postoji njoj prethodna niti za poslednju njoj naredna tacka, za tacku P koris-
timo vektor tangente vy = 1 (P; — P), koji bismo dobili kada bi postojala i tatka P_; simetri¢no tacki P,
u odnosu na tatku Fy. Na analogni na¢in definiSemo i vektor tangente v,, = %(Pn — P,_1) utacki P,.

Pojedinacne funkcije u splajnu su beskona¢no diferencijabilne u veéini tacaka (jer su definisane poli-
nomima), ali su u tatkama spoja samo jednom diferencijabilne. Ovo je prihvatljivo za neke primene, ali
recimo ne bi bilo pogodno za definisanje putanje kamere koja treba da prode kroz unapred definisan
skup kontrolnih tacaka jer bi rezultujuce kretanje posmatrac¢u delovalo “skokovito”. Takode, ova vrsta
splajna ne leZi unutar konveksnog omotaca kontrolnih tacaka.
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12.3.2 Kubni B-splajn

Pored razmatranih, postoje i drugi tipovi splajnova. U ovom poglavlju razmotri¢emo kubni B-splajn’.
On se zadaje nizom od m + 1 kontrolnih tacaka Fy, P, ..., Py, za m > 3 i sastoji se od m — 2 segme-
nata krive koji su predstavljeni polinomima treéeg stepena. Svaki segment se moze definisati na svom
domenu 0 < t < 1. i-ti segment ove krive za 3 < ¢ < m definisan je tackama P;_3, Pi_o, P;_1 i P;.
Karakteristicno za ovu vrstu splajna je da je neinterpoliSu¢i, odnosno da ne prolazi nuzno kroz same
kontrolne tacke. U slucaju kada je m > 4, za svako 3 < i < m zadaju se tatke u kojima se spajaju dva
segmenta krive i koje se nazivaju ¢vorovima (slika 12.14). U ¢vorove B-splajna spadaju i pocetna i krajnja
tacka splajna, te splajn ima ukupno m — 1 ¢vorova.

Svaki od segmenata B-splajna zadat je koris¢enjem cetiri od ukupno m + 1 kontrolne tacke. Stoga,
svaka od kontrolnih tacaka utie na najvise cetiri segmenta krive, te se izmenom jedne kontrolne tacke
menjaju najvise Cetiri segmenta krive, dok na ostale segmente krive ova izmena nece imati uticaja.

Kubni B-splajn je za razliku od Katmul-Rom splajna C? gladak, tj. i prvi i drugi izvod su neprekidne
funkcije. Kao i Katmul-Rom splajn, on omogucava lokalnu kontrolu krive, odnosno promena jedne
kontrolne tacke uti¢e na samo mali deo krive.

P P = B-spline curve
. " kol
« Contral points

'l”-'n
Slika 12.14: Kubni B-splajn definisan nad skupom kontrolnih tacaka Py, P, . . . , Ps koji se sastoji od Cetiri
segmenta koji se spajaju u datim ¢vorovima.

U zavisnosti od toga da li su ¢vorovi smesteni na istim intervalima u odnosu na parametar ¢ razlikuju
se uniformni i neuniformni B-splajnovi.

Iako B-splajnovi ne prolaze kroz kontrolne tacke, njihov dodatni stepen neprekidnosti ¢ini ih atrak-
tivnim za mnoge primene.

12.4 Crtanje krivih

Postoje dva osnovna pristupa crtanju kubnih parametarskih krivih: iterativni i rekurzivni.

U iterativnom pristupu se vrednost parametra ¢ povecava za istu, konstantnu (malu) vrednost i
tatka sa koordinatama (z(t), y(t), 2(t)) se pravom linijom spaja sa prethodno odredenom tatkom krive.
Ovaj pristup se moZze efikasno implementirati imajuéi u vidu da je kriva opisana polinomom treéeg ste-
pena. Vrednost polinoma za svaku novu vrednost parametra ¢ moZe se izra¢unati pomoc¢u tri mnoZzenja,
koris¢enjem Hornerove sheme. Primetimo da ovakvim iscrtavanjem krive nije lako kontrolisati duZine
segmenata krive kojima se kriva aproksimira, niti vrednost greske koja se pritom javlja.

Drugi pristup vrsi rekurzivnu podelu krive na segmente sve dok se ne dode do segmenta krive koji
se moZe aproksimirati pravom linijom. Proces podele se razli¢ito implementira za razli¢ite tipove krivih,
a razlikuju se i testovi da li je segment prihvatljivo aproksimirati pravom linijom.

Za izratunavanje niza tacaka kojima se moZe aproksimirati data glatka kriva moZe se iskoristiti al-
goritam De Kasteljau (eng. de Casteljau algorithm). On se prevashodno primenjuje na Bezjeove krive
i koristi se za izratunavanje vrednosti na Bezjeovoj krivoj za datu vrednost parametra ¢, a takode i za
podelu Bezjeove krive na dve Bezjeove krive. Ideja algoritma je da se kriva rekurzivno deli i da se
pritom skup kontrolnih ta¢aka unapreduje.

Neka je data Bezjeova kriva ¢ije su kontrolne tacke pg, p1, . . ., pn. Povezivanjem dve po dve susedne
kontrolne tacke dobija se kontrolni poligon date krive. Segment krive od tacke p, do tacke p; se
aproksimira putem duzi popi, tj. vr§imo preslikavanje parametra u na duz pop;:

p(u) =(1—u)pg+up; za 0<u<l

Uopstimo sada postupak na tri susedne kontrolne tacke: pg, p1 i po. Najpre vr$imo interpolaciju
dve po dve susedne kontrolne tatke putem duZi pop; i pi1p2, a zatim vr$imo interpolaciju dobijenih

Pored kubnih, postoje i linearni, kvadratni i drugi B-splajnovi, ali se kubni najvise koriste.
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vrednosti (slika 12.15). Ovaj postupak moZzemo dalje nastaviti i izvrsiti jo$ jednu dodatnu interpolaciju
(slika 12.16).

Po () = (L—u)py+up,
p11(”) = (1—u)p1+up2.
P(u) = (1—u)py (u) +up,;(u)

Slika 12.16: I1zlaz algoritma de Kasteljau nakon cetiri iteracije.

Razmotrimo geometrijsku interpretaciju ovog algoritma. Svaki segment polinoma kojim se aproksimira
kriva deli se u odnosu u : (1 — u) i vrsi se povezivanje dobijenih tataka. Na ovaj na¢in dobija se poligon
sa jednim segmentom vise, vrsi se isecanje ostrih ugla i dobija deo po deo linearna funkcija koja je glatk-
ija od polazne. Ponavljanjem ovog postupka bismo na kraju ostali sa samo jednom tackom — to je tacka
krive koja odgovara vrednosti parametra u. Primetimo da ovaj algoritam ne ra¢una samo vrednost krive
za vrednost parametra u, ve¢ se na ovaj nacin vrsi i podela jedne Bezjeove krive na dve (slika 12.17).

P..'.....................................

Slika 12.17: Primer podele jedne Bezjeove krive na dve.
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12.5 Opisivanje povr$i u trodimenzionom prostoru

Parametarska reprezentacija povrsi u trodimenzionom prostoru predstavlja uopstenje parametarske
reprezentacije krivih.
Podsetimo se da parametarsku krivu tre¢eg stepena moZemo predstaviti matri¢no u slede¢em obliku

A(s) = G- M-S(s)

gde je sa s oznacena vrednost parametra, S(s) = [ 1 s s* &3 }T, G je geometrijska matrica krive, a
M bazna matrica. Umesto uobicajene oznake ¢ parametra, koristimo oznaku s kako bismo znali da se
radi o povr§ima.

U slucaju opisivanja povrsi, umesto konstantne vrednosti geometrijske matrice, dozvoljavamo da
se tacke u geometrijskoj matrici menjaju u trodimenzionom prostoru duz neke putanje, ¢ime dobijamo
naredni izraz:

(s, t) = G(t) - M - S(s)

Za fiksiranu vrednost ¢t; parametra ¢, v(s, t1) predstavljae parametarsku krivu. Takode, za vrednost ¢,
blisku vrednosti ¢; dobija se kriva (s, t2) bliska krivoj v(s, t1). Ako ovaj postupak ponovimo za razlicite
vrednosti parametra ¢ iz opsega [0, 1] dobice se familija krivih koja formira povr$ u trodimenzionom
prostoru (slika 12.18). Ako su u pitanju krive treceg stepena, dobija se parametarska povrs treceg stepena.

5=0, t=1 $=1, =0

incre$

Slika 12.18: Parametarski zadata povrs u trodimenzionom prostoru.

increasing s

5=0,1=0

Zarazli¢ite izbore geometrijske matrice, dobijaju se razli¢ite vrste povrsi kao sto su Hermitova povrs,
Bezjeova povrs i B-splajn povrs.

12.6 Pitanja

12.1 Dalije pogodno ¢uvati krive u rasterskom obliku?

12.2 Zasto deo po deo linearna funkcija ni trigonometrijske funkcije ne predstavljaju dobar izbor za
zadavanje krive? Zasto aproksimacija polinomima stepena 3 predstavlja pogodan izbor?

12.3 Zasto je parametarska reprezentacija krive bolja od eksplicitne i implicitne reprezentacije?
12.4 Definisati Hermitovu krivu.
12,5 Sta sadrzi geometrijska matrica Hermitove krive i &ime je odredena?
12.6 Definisati Bezjeovu krivu.
12.7 Bezjeova kriva zadata je: (a) kontrolnim tackama (b) kontrolnim ta¢kama i kontrolnim vektorima.
12.8 Bezjeova kriva prolazi kroz (a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) 4 date kontrolne tacke.
12.9 Staje splajn?
12.10 Sta je tenzija splajna?

12.11 Da li je kod Katmul-Rom splajna dat vektor tangente u svakoj od kontrolnih tataka? Cemu je
jednak vektor tangente u svakoj od datih tacaka?

12.12 Dali je kriva koja je klase C'! nuzno i klase (a) C° (da/ne) (b) C? (da/ne)?
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12.13 Katmul-Rom splajn pripada klasi (a) C° (b) C* (c) C2.
12.14 Navesti razlike izmedu Katmul-Rom splajna i B-splajna.
12.15 Koja su dva moguca nacina za crtanje krivih?

12.16 Na koji na¢in moZemo parametarski zadati povrs u trodimenzionom prostoru? Sa koliko param-
etara je ona parametrizovana?
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