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Geometrijske transformacije Obnavljanje

Kojom transformacijom se prva figura slika u drugu?

X0 X1
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Dimenzija++ (homogene koordinate za 3D prostor)

@ Tatka 3D prostora predstavlja se &etvorkom vrednosti (x, y, z, W)
@ Bar jedna od vrednosti x, y, z i W nije jednaka 0

@ Dve Zetvorke predstavljaju istu tatku 3D prostora ako i samo ako je
jedna &etvorka umnoZak druge

e Standardna reprezentacija tatke (x,y,z, W), W #£0 je
(x/W,y/W,z/W,1)

@ Skupu svih €etvorki kojima odgovara jedna homogena tatka odgovara
prava u 4-dimenzionom prostoru: sve tatke oblika (tx, ty, tz, tW),
t # 0 pripadaju jednoj pravoj 4D prostora

@ 3D transformacije u homogenim koordinatama su predstavljene
matricama dimenzije 4 x 4
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Homogene koordinate u 3D prostoru

o Kori¥¢enjem homogenih koordinata moZemo napraviti razliku izmedu
tacaka i vektora

e Razmotrimo Aabc sa temenima a, b, c € R3 i njegov jedini¢ni vektor
normale n € R3
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Homogene koordinate u 3D prostoru

@ Na trougao Zelimo da primenimo transformaciju ¢ija je matrica

cos@ 0 sinf u
0 1 0 %
—sinf 0 cosf w
0 0 0 1

e Vektorima a, b, ¢, n € R? dodajemo 1 kao homogenu koordinatu i
mnoZimo vektor koordinata prethodnom matricom
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Homogene koordinate u 3D prostoru

@ Na trougao Zelimo da primenimo transformaciju ¢ija je matrica

cos@ 0 sinf u
0 1 0 %
—sinf 0 cosf w
0 0 0 1

e Vektorima a, b, ¢, n € R? dodajemo 1 kao homogenu koordinatu i
mnoZimo vektor koordinata prethodnom matricom
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Homogene koordinate u 3D prostoru

@ Na trougao Zelimo da primenimo transformaciju ¢ija je matrica

cosf O
0 1
—sing 0
0 0

e Vektorima a, b, ¢, n € R? dodajemo 1 kao homogenu koordinatu i
mnoZimo vektor koordinata prethodnom matricom

@ Dobijamo da normala trougla vise nije upravna na trougao!

o Sta je poslo po zlu?
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Homogene koordinate u 3D prostoru

@ Kada vektor normale trougla pomnoZimo prethodnom matricom, on
se rotira i translira, medutim vektor normale ne treba da se translira

@ Ovo postizemo postavljanjem homogene koordinate vektora n na 0
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Tacke vs. vektori u homogenim koordinatama

o U opstem sluéaju:
o tatke imaju homogenu koordinatu razli¢itu od 0 (W # 0)
o vektori imaju homogenu koordinatu jednaku 0 (W =0)

o Kako deliti homogenom koordinatom ako je jednaka 07

(x,y)/1 (x,)/0.5 (x,)/0.25 (x,y)/0.001

@ Na vektore moZzemo gledati kao na tacke u beskonaénosti
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Translacija u 3D prostoru

= '

& =
@ Matrica translacije:
x' 1 0 0 ¢t X
y' _ |0 10 ¢ y
Fd 0 01 ¢t z
1 0 00 1 1

@ Kompozicija dve translacije je translacija
e Transformacija inverzna translaciji je translacija
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Skaliranje u 3D prostoru

& g

4

é

@ Matrica skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak:

X Sx
y | _ |0
Z | | o0
1 0

0

Sy
0
0

0 O X
0 0 3%
s, O z
0 1 1

@ Kompozicija dva skaliranja u odnosu na koordinatni pocetak je
skaliranje u odnosu na koordinatni pocetak

@ Transformacija inverzna skaliranju je skaliranje
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Pozitivno orijentisani koordinatni sistem

@ Razmatraéemo pozitivno orijentisani koordinatni sistem
@ Uvek pisemo koordinate u istom (ciklickom) poretku x, y, z

e Ako razmatramo rotaciju oko x ose, rotiramo +y ka +z
e Ako razmatramo rotaciju oko y ose, rotiramo +z ka +x
o Ako razmatramo rotaciju oko z ose, rotiramo +x ka +y
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija u 3D prostoru

o Kako prepoznati rotaciju?
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija u 3D prostoru

Kako prepoznati rotaciju?

Rotacija €uva:
e duZine duZi
e koordinatni poletak
e orijentaciju
U 2D prostoru postoji samo rotacija oko proizvoljne tacke,
osa rotacije je uvek ista
U 3D prostoru se objekat moZe rotirati oko proizvoljnog vektora
— o0sa rotacije
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacije oko koordinatnih osa

1
~
1

1

1
1
1

X cosp —sinp 0 O X
/ -
. .. |y | sinp cosp 0 O y
@ Matrica rotacije oko z ose: 2| = 0 0 1 0 i
L 1 ] | O 0 0 1] [ 1]
[ X 1 0 0 0 x|
. .. y' 0 cosp —sing O y
@ Matrica rotacije oko x ose: , = .
z 0 sinp cosp O z
L 1 ] | 0 0 0 11 [ 1]
x" ] [ cosp 0 sing 07 [ x]
/
; . Y 0 1 0 0 y
@ Matrica rotacije oko y ose: 27 | = | —sing 0 cosp 0 i
1 0 0 0 1] [ 1]
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija u 3D prostoru - stepeni slobode

@ Sa koliko parametara je odredena proizvoljna rotacija u 3D?
@ Mozemo koristiti rotacije oko koordinatnih osa, ali da li nam trebaju
sve tri?

e Kako zarotirati jedan grad u drugi (npr. Kairo u Pariz)?
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija u 3D prostoru - stepeni slobode

@ Sa koliko parametara je odredena proizvoljna rotacija u 3D?
@ Mozemo koristiti rotacije oko koordinatnih osa, ali da li nam trebaju
sve tri?

e Kako zarotirati jedan grad u drugi (npr. Kairo u Pariz)?
@ Potrebno je zadati dva broja: geografsku duZinu i $irinu
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija u 3D prostoru - stepeni slobode

@ Sa koliko parametara je odredena proizvoljna rotacija u 3D?
@ Mozemo koristiti rotacije oko koordinatnih osa, ali da li nam trebaju
sve tri?

Kako zarotirati jedan grad u drugi (npr. Kairo u Pariz)?
Potrebno je zadati dva broja: geografsku duZinu i irinu

Da li je ovo jedina rotacija kojom se ova dva grada poklapaju?
Nije — moZemo ostaviti Pariz fiksnim dok rotiramo globus

Potrebna su sva tri stepena slobode
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Komutativnost rotacija u 3D prostoru

@ U 2D rotacije komutiraju, a u 3D?
@ Uporedimo rezultat narednih nizova rotacija

e rotacija za 90° oko y ose, za 90° oko z ose i za 90° oko x ose
e rotacija za 90° oko z ose, za 90° oko y ose i za 90° oko x ose
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Komutativnost rotacija u 3D prostoru

@ U 2D rotacije komutiraju, a u 3D?
@ Uporedimo rezultat narednih nizova rotacija

e rotacija za 90° oko y ose, za 90° oko z ose i za 90° oko x ose
e rotacija za 90° oko z ose, za 90° oko y ose i za 90° oko x ose
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@ Veoma je vaZan redosled kojim primenjujemo rotacije!
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Predstavljanje rotacije u 3D prostoru - Ojlerovi uglovi

o Kako predstaviti proizvoljnu rotaciju u 3D?

@ Rotacija se moze predstaviti kao kompozicija tri rotacije:
e oko x ose u Oyz ravni za ugao 6, — pitch
e oko y ose u Oxz ravni za ugao 6, — yaw
e oko z ose u Oxy ravni za ugao 6, — roll

y

@ Ova shema naziva se Ojlerovim uglovima
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Prednosti i nedostaci koris¢enja Ojlerovih uglova

@ Prednost: koncept je veoma lak za razumevanje
o Nedostatak: Gimbal lock

e Kada koristimo Ojlerove uglove 0,0, i 8, moZemo sti¢i u
konfiguraciju kada ne mozemo vrsiti rotaciju oko jedne od tri
koordinatnih osa
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Racunanje Ojlerovih uglova

@ Podsetimo se matrica rotacija oko koordinatnih osa

1 0 0 cos 6y, 0 sin 0y cos 6, —sinf; 0
Ry = 0  cos0Ox — sin O R, = 0 1 0 R, = sin 0, cos 0, 0
0 sin 05 cos 05 —sin 6y, 0 cosfy 0 0 1

@ Proizvod ovih matrica predstavlja rotaciju preko Ojlerovih uglova

cos 6y, cos 0 — cos @y sin 0 sin 0
R = RxRyR; = cos 0 sin Ox sin 0, + cos O sin 0, cos Ox cos 0, — sin Ox sin ), sin 6, — cos Oy sin Ox
— cos Ox cos O sin 6, + sin Ox sin 6, cos 6 sin Ox + cos O sin 6y, sin 0, cos Ox cos 0
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Racunanje Ojlerovih uglova

@ Podsetimo se matrica rotacija oko koordinatnih osa

1 0 0 cos 6y, 0 sin 0y cos 6, —sinf; 0
Ry = 0  cos0Ox — sin O R, = 0 1 0 R, = sin 0, cos 0, 0
0 sin 05 cos 05 —sin 6y, 0 cosfy 0 0 1

@ Proizvod ovih matrica predstavlja rotaciju preko Ojlerovih uglova

cos 6y, cos 0 — cos @y sin 0, sin 0
R = RxRyR; = cos 0 sin Ox sin 0, + cos O sin 0, cos Ox cos 0, — sin Ox sin ), sin 6, — cos Oy sin Ox
— cos Ox cos O sin 6, + sin Ox sin 6, cos 6 sin Ox + cos O sin 6y, sin 0, cos Ox cos 0

@ Iz matrice moZemo izralunati vrednosti Ojlerovih uglova:

0, = arcsin(Ro2)
R
0, = — arctan -2
00
R
0, = — arctan 2
22
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3D transformacije
Gimbal lock

@ Specijalan slu¢aj: 0, = 5
tada vaZi: cos, = 0,sinf, =1

@ Matrica rotacije R se pojednostavljuje:

0 0
R = cosf,sinf, + cosb,sinf, cosb,cosl, —sinb,sinb,
—cosb, cosl, +sinf,sinf, cosb,sinb, + cosb,sinb,

0 0 1
= sin(fx +6,) cos(6x+6,) O
—cos(fx +6,) sin(6x+6,) O

O O

@ Koja transformacije je zadata ovom matricom? Gde se javlja problem?
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3D transformacije
Gimbal lock (2)

o Kako god podesili uglove 0y i 8,, moZzemo vrsiti rotaciju samo u
jednoj ravni

@ Problem je u matematickoj parametrizaciji rotacije
@ U mehanizmu sa tri osovine gubi se jedan stepen slobode
@ Log dizajn za kontrole aviona

0, a0,

3 —_—
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30 transformacije
Gimbal lock (3)

@ Apolo 13 je sadrzao uredaj koji meri orijentaciju kosmitkog broda

@ Racunar je dizajniran da izda upozorenje kada se ose gotovo izravnaju

@ Mike Collins: “How about sending me a fourth gimbal for Christmas?”

-

4 MIDDLE
Y GimBaLaxis

HNER
GIMBAL AT

OUTER GIMBAL

https://www.youtube.com/watch?v=0mCzZ-D8Wdk
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https://www.youtube.com/watch?v=OmCzZ-D8Wdk

Geometrijske transformacije 3D transformacije

Rotacija za datu osu i ugao rotacije

o Neka je a = [ax a, az]T osa rotacije, a ¢ ugao za koji vrsimo rotaciju

z a

@ Rodrigezova formula:
cos p + a2(1 — cos ) axay(l —cosp) — azsing  axa (1 —cosp) + ay sing
axay (1l — cos) + az sinp cos<p+a}2/(17cos<p) ayaz(1 — cosp) — axsing

axaz(1 —cosp) —a,sing aya (1 —cosp)+ axsing cos p + a2(1 — cos )

@ Alternativa: kvaternioni

Raéunarska grafika Geometrijske transforms 22 /37



Geometrijske transformacije 3D transformacije

Intuitivno definisanje imaginarne jedinice

@ Uobi¢ajeno se uvodi naredna definicija: / := v/—1
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Intuitivno definisanje imaginarne jedinice

@ Uobi¢ajeno se uvodi naredna definicija: / := v/—1

@ Ne svida nam se jer se iz nje ne stite geometrijsko zna&enje
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Intuitivno definisanje imaginarne jedinice

Uobicajeno se uvodi naredna definicija: i :=+/—1

Ne svida nam se jer se iz nje ne stie geometrijsko zna&enje

Imaginarna jedinica je zaokret za m/2 u smeru suprotnom od kretanja
kazaljke na ¢asovniku

@ MnoZenje vektora sa i ga rotira za 7/2
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Kompleksni brojevi

REAL COMPLEX
| |
€2 (ur b) ! ﬂ+b1

Umesto e i e koristimo 1 i i kao bazne vektore
Umesto uredenih parova zapisujemo ih kao sumu
Ponasa se kao 2D prostor

Definisemo novu vrstu proizvoda dva vektora
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

MnoZenje kompleksnih brojeva — geometrijska interpretacija

@ MnoZenjem kompleksnih brojeva se:
e uglovi sabiraju
e duZine mnoZe
@ Ako su vektori zadati polarnim koordinatama, za z; = (r1,61) i
zp = (2, 02) vazi z1zp = (r1r2,01 + 602)
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

MnoZenje kompleksnih brojeva — algebarska interpretacija

@ Razmotrimo sluaj kada su vektori zadati u terminima dekartovskih
koordinata (1, /):
zZ1 =a-+ bi
Zr = C+ di
7120 = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc)i

@ (ac — bd) se naziva realnim delom, a (ad + bc) imaginarnim delom
kompleksnog broja

@ Vazno je proveriti da li se ovo poklapa sa geometrijskim tumadenjem
proizvoda
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

MnoZenje kompleksnih brojeva — polarna forma
o Ojlerova formula: e/® = cos ¢ + i sin ¢
@ Moze se iskoristiti za definisanje mnoZenja kompleksnih brojeva
71 = ae'®
Z = be'?
2120 = abe/(#+0)

@ Rotacija vektora u za ugao 6 se moze formulisati u polarnim
koordinatama preko jedini¢nog kompleksnog broja a:

U = rei(a—l—@)
@ Veoma jednostavna interpretacija
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€D e
Rotacije u 3D

@ Kako najjednostavnije formulisati rotacije u 3D?
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3D transformacije
Kvaternioni

; He = :%)

on the Kedi

o Autor: William Hamilton

@ Nalik kompleksnim brojevima ali za 3D rotacije

@ Pokazuje se da nije moguce izvrsiti 3D rotaciju koris¢enjem 3
koordinate, ve¢ je neophodno imati Cetiri koordinate

H={a+bi+c¢+dk|ab,c,decR}
@ Proizvod kvaterniona odreden je sa:
P=7P2=k=-1,ij=k=—ji

@ MnoZenje kvaterniona nije komutativno: pg # gp
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Proizvod kvaterniona

@ Data su dva kvaterniona
g=a1+ bii + cj + dik

p=ax+ bai + coj + dak

@ Njihov proizvod jednak je:
qgp = aiax — biby — c1cp — didy + (a1by + biax + cidy — dicp)i

(a160 — bida + c1ax + dibo)j + (a1d2 + b1y — c1by + dran)k

o Nadamo se da postoji jednostavniji izraz...
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Kvaternioni — alternativni zapis

@ Realni deo je skalar

@ Tri imaginarna dela broja kodiraju vektor u 3D prostoru

@ Na kvaternion moZemo gledati kao na ureden par skalara i 3D vektora
°

Proizvod kvaterniona ima jednostavniji zapis:
(a,u)(b,v) =(ab—u-v,av+ bu+ u x v)
@ Za &isto imaginarne brojeve dobijamo jo$ jednostavnije:

uw =uXxXv—u-v

Proizvod kvaterniona objedinjuje skalarni i vektorski proizvod
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

3D rotacije preko kvaterniona

@ Glavna uloga kvaterniona u grafici je za definisanje rotacija

@ Razmotrimo &isto imaginarni kvaternion x (vektor) i jedinini
kvaternion q: [q> =1

s S always expresses

[
)/

@ Rotaciju vektora x oko ose u za ugao # moZemo predstaviti putem
mnoZenja kvaterniona: gxq, gde je g = cos(6/2) + sin(0/2)u

@ Pogodni su za glatku interpolaciju izmedu dve rotacije
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Smicanje u 3D prostoru

@ U 3D prostoru smicanje najées¢e podrazumeva iskoSenje objekta u
smeru paralelnom nekoj koordinatnoj ravni (duz neke koordinatne ose)
1 shy, shy O

shyx 1 sh, O

shy shy,, 1 0
0 0 0 1

@ Matrica smicanja:
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Smicanje u 3D prostoru

@ Razmotrimo smicanje jedini€ne kocke u pravcu koordinatne ravni Oxz

@ Jedini¢ni vektori u smeru x i z koordinatne ose se ne menjaju, a
vektor u smeru y ose se translira duZz x i z ose

e Matrica smicanja u pravcu Oxz ravni (duZ y ose):

1 a 00
0100
0 b1O0
0 001

@ Imaju primenu u generisanju kosih projekcija
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Kompozicije transformacija u 3D prostoru

@ Svakoj kompoziciji rotacija, skaliranja, translacija i smicanja u 3D
prostoru odgovara matrica oblika:

rni rn2 n3 tx

rp r2 ors t, | | RO
r31 2 a3t 0 1
0O 0 0 1

gde matrica R* opisuje kombinovani efekat rotacija, skaliranja i
smicanja, a t* vektor koji opisuje kombinovani efekat svih translacija

@ Umesto mnoZenja matricom 4 x 4, moze se koristiti efikasnije

izracunavanje:
x' X
Y =R |y |+t
z z
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Perspektivna projekcija u terminima homogenih koordinata

@ Podsetimo se generisanja perspektivne projekcije kod tackaste kamere
@ Vredosti x i y koordinate delimo sa z: (x,y,z) — (x/z,y/z)

p=(xy,2),

; : .
,ﬁ{ 3D object

\ < image
I
|

o Kako izvesti matricu perspektivne projekcije na ravan z = 17
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Perspektivna projekcija u terminima homogenih koordinata

@ Podsetimo se generisanja perspektivne projekcije kod tackaste kamere
@ Vredosti x i y koordinate delimo sa z: (x,y,z) — (x/z,y/z)
p=(y.2),
g y
E[—1—— . .
Y o) 3D object
o Kako izvesti matricu perspektivne projekcije na ravan z =17
@ Razmotrimo matricu koja kopira z vrednost u homogenu koordinatu
1 0 0O X X
01 00 vy _ |y
0 010 z | | z
0 010 1 z
@ Deljenjem x, y i z koordinate homogenom koordinatom dobijamo

koordinate projekcije
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Afina preslikavanja tacaka, pravih i ravni

@ Matrice transformacija odreduju slike pojedina&nih tataka
o Kako dobiti sliku prave pri afinoj transformaciji?
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37/37



Geometrijske transformacije 3D transformacije

Afina preslikavanja tacaka, pravih i ravni

@ Matrice transformacija odreduju slike pojedina&nih tataka
o Kako dobiti sliku prave pri afinoj transformaciji?

e afine transformacije slikaju prave u prave
o sliku prave mozemo dobiti kao pravu odredenu slikama dve tatke
polazne prave
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Afina preslikavanja tacaka, pravih i ravni

@ Matrice transformacija odreduju slike pojedina&nih tataka
o Kako dobiti sliku prave pri afinoj transformaciji?

e afine transformacije slikaju prave u prave
o sliku prave mozemo dobiti kao pravu odredenu slikama dve tatke
polazne prave

o Kako dobiti sliku ravni pri afinoj transformaciji?
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Geometrijske transformacije 3D transformacije

Afina preslikavanja tacaka, pravih i ravni

@ Matrice transformacija odreduju slike pojedina&nih tataka
o Kako dobiti sliku prave pri afinoj transformaciji?
e afine transformacije slikaju prave u prave
o sliku prave mozemo dobiti kao pravu odredenu slikama dve tatke
polazne prave
o Kako dobiti sliku ravni pri afinoj transformaciji?

e afine transformacije slikaju ravan u ravan
o sliku ravni moZemo dobiti:
o kao ravan odredenu slikama tri nekolinearne tatke polazne ravni
o kao ravan odredenu slikom jedne tacke i slikom vektora normale
polazne ravni
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